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Résumé — L’objectif des travaux présentés est de proposer une démarche de modélisation du 

comportement mécanique d’un empilement de tôles minces utilisé dans la fabrication de machines 

électriques. Nous présentons les modèles de contact utilisés ainsi que leur implémentation éléments 

finis. Le modèle est ensuite appliqué sur un exemple de compression, soulignant l’effet de l’état de 

surface des tôles sur le comportement de l’assemblage. La modélisation proposée permet de reproduire 

le comportement normal de l’empilement en tenant compte du caractère irréversible dû à la plasticité 

locale. 

Mots clefs — Empilement de tôles, Contact élasto-plastique, Transition d’échelle, Machine électrique. 

1. Contexte et objectif 

Dans un contexte d’électrification des véhicules, les constructeurs sont à la recherche de 

solutions optimales afin d’améliorer l’efficacité énergétique pour garantir une autonomie acceptable 

vis-à-vis des usages. Dans le cas des moteurs électriques, l’objectif est d’obtenir un moteur avec un 

rendement le plus élevé possible, ce qui nécessite de réduire les différentes pertes au sein de celui-ci, 

parmi lesquelles : les pertes mécaniques liées au frottement entre les pièces en contact, les pertes joules 

ou encore les pertes fers dues à la création de courants de Foucault non souhaités dans des éléments 

conducteurs du fait de la présence de champs magnétiques. 

Un axe d’amélioration pour réduire les pertes fers passe par le fractionnement des parties actives 

des moteurs (au niveau du rotor comme au niveau du stator). Les composants sur lesquels viennent se 

fixer les éléments essentiels d’un moteur (bobine stator, aimants ou bobines au rotor) ne sont plus 

monolithiques, mais sont constitués d’un stack, empilement de plusieurs tôles électriques isolées entre 

elles (Figure 1). Cette solution est très intéressante pour la réduction des pertes fers, cependant, elle 

réduit considérablement la raideur mécanique de l’ensemble et introduit par la même occasion des non-

linéarités mécaniques dues au contact entre les tôles. La caractérisation du comportement mécanique 

du stack devient alors essentielle afin d’optimiser les étapes d’assemblage de la machine. 

La majorité des études réalisées sur le comportement mécanique du stack traitent de l’aspect 

dynamique du moteur en fonctionnement : G. Mogenier et al. [1] et P. Millithaler et al. [4] proposent 

de recaler les paramètres matériaux d’un modèle de stack simplifié à partir d’une analyse modale, M. 

Topenot [2] se concentre sur le comportement dynamique d’un rotor ou encore, J.-B. Dupont et al. 

[3] modélisent le comportement vibro-acoustique d’une machine électrique avec une étape de recalage 

afin de déterminer les propriétés matériau. 

Peu d’études se concentrent sur la caractérisation statique d’un stack : V. Luchscheider [5] 

caractérise des tôles en contact et définit une stratégie de modélisation multi-échelle pour la simulation 

de structures, tandis que M.V. Baloglu [6] propose une caractérisation de tôles collées et en contact à 

partir d’essais expérimentaux. 

Nous proposons dans ces travaux une méthodologie permettant de construire un modèle 

mécanique du comportement statique du stack. Dans un premier temps, nous développons une stratégie 

de modélisation multi-échelle afin de décrire les phénomènes mécaniques au niveau des différentes 
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échelles impactant le comportement du stack. Ensuite, nous définissons les modèles de contact utilisés 

à l’échelle des tôles, puis leurs implémentations dans un modèle éléments finis. Enfin, nous proposons 

une application du modèle au cas de compression d’un empilement de tôles. 

 

Figure 1 – Photo d’un stack de tôles - Renault Megane E-Tech (2022) 

2. Stratégie de modélisation 

La complexité du stack (en particulier le nombre important de tôles en contact) ne permet pas 

d'envisager une modélisation à l’échelle des tôles. Nous avons choisi d'adopter une approche multi-

échelle où le comportement élémentaire est décrit par un modèle à l'échelle du contact entre deux tôles. 

Ce comportement est ensuite intégré dans une approche de type transition d’échelle afin d’obtenir le 

comportement macroscopique du stack. Nous allons donc adopter une stratégie de modélisation à trois 

échelles (illustrée Figure 2) : 

- l’échelle microscopique correspond à l’échelle du contact entre les aspérités des surfaces 

rugueuses des tôles en contact. Dans ce travail, cette échelle n’est considérée que pour 

construire une loi d’interface rendant compte de l’évolution de la rigidité de contact avec 

l’effort de contact. 

- l’échelle intermédiaire ou mésoscopique correspond à un volume élémentaire représentatif du 

comportement du stack, composé de deux demi-épaisseurs de tôles en contact. Le 

comportement de l’interface de contact entre les tôles est construit à partir du comportement 

issu de l’échelle inférieure. 

- l’échelle macroscopique est celle où les simulations sur le stack complet sont menées. Un 

comportement volumique équivalent est construit par une approche de transition d’échelle à 

partir du comportement établi à l’échelle mésoscopique. 

 

Figure 2 – Stratégie de modélisation 
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3. Modélisation de deux tôles en contact à l’échelle mésoscopique 

Une étude présentée dans [7] met en évidence, lors d’essais de compression de deux barres 

d’aluminium en contact normal avec différentes finitions de surface, l’influence de l’état de surface des 

tôles en contact sur le comportement mécanique de l’éprouvette. Nous allons donc nous intéresser au 

cas de contact entre deux surfaces rugueuses. Nous définissons, dans un premier temps le comportement 

de la zone de contact, puis nous discuterons de son implémentation dans un modèle éléments finis. Dans 

ce travail, à ce stade, nous ne considérons que le comportement dans la direction normale.  

3.1 Modèle de contact normal 

Il est possible de modéliser le contact de différentes manières, la plus directe étant un modèle 

éléments finis à l’échelle des surfaces en contact. Outre le besoin de l'information sur les états de surface 

et la prise en compte de sa variabilité, l'implémentation de ce type de modèle conduit à des coûts de 

calcul prohibitifs. Afin de réduire ces temps de calculs tout en conservant les paramètres nécessaires à 

la description du contact entre deux surfaces rugueuses, plusieurs étapes de simplification du contact 

sont possibles : dans un premier temps, le contact entre deux surfaces rugueuses peut être approché par 

un contact entre un plan rigide et une surface rugueuse reprenant toutes les aspérités [14], ensuite, nous 

pouvons définir le contact à partir d’une part, d’un contact « unitaire » entre une sphère déformable et 

un plan rigide et d’autre part, d’une distribution des hauteurs des aspérités décrivant l’état de surface 

(dans la direction normale à la surface des tôles). En suivant les hypothèses de Greenwood et al. [10], 

nous supposons que la distribution des hauteurs des aspérités suit une loi Gaussienne Φ de moyenne µ 

et de dispersion 𝜎𝑎, chaque sommet d’aspérité est considéré sphérique de rayon moyen R. Sous ces 

hypothèses, le comportement du contact normal présente deux phases : 

- une phase élastique dont le comportement est défini dans la littérature, nous pouvons 

notamment citer les travaux de Greenwood & Tripp [16], Greenwood & Williamson [10] ou 

encore Bush-Gibson-Thomas [13]. Tous ces modèles se basent, d’une part, sur la théorie de 

Hertz afin de caractériser le comportement du contact entre une aspérité et un plan, et d’autre 

part sur une distribution de hauteur des aspérités suivant une loi normale. 

- une phase plastique dont le comportement dépend du couple de matériau en contact ainsi que 

du choix du modèle de plastification. Nous supposons que la plasticité se concentre sur certaines 

aspérités uniquement. 

Un modèle de contact élasto-plastique entre deux surfaces rugueuses a été proposé par [9]. 

Lorsque deux tôles sont en contact, trois groupes d’aspérités peuvent être distingués (Figure 3) : 

- le premier groupe rassemble les aspérités qui ne sont pas en contact ; 

- le second groupe rassemble les aspérités qui se déforment dans le domaine élastique ;  

- le troisième groupe rassemble les aspérités subissant des déformations plastiques. 

Le contact élastique est défini dans un premier temps à partir des travaux de Greenwood et al. 

[10], le comportement élastique du contact relit la pression mésoscopique 𝑝𝑒𝑙 à la distance 𝑑 entre le 

plan moyen de la surface rugueuse et le plan rigide (Figure 3) par la relation : 

𝑝𝑒𝑙(𝑑) = ∫ 𝑝𝑒𝑙,𝑠𝑝(𝑧 − 𝑑)
𝑧𝑚𝑎𝑥

𝑑

Φ(𝑧)𝑑𝑧 (1) 

où : 𝑝𝑒𝑙,𝑠𝑝(𝑧 − 𝑑) =  
4𝐸′

3𝜋
(
𝑧−𝑑

𝑅
)

1

2
 est la pression de contact entre une aspérité et un plan, 𝐸′ =

(
1−𝜈1

2

𝐸1
+
1−𝜈2

2

𝐸2
)
−1

 est le module élastique de contact et 𝑧𝑚𝑎𝑥 = 3𝜎𝑎 est la distance à partir de laquelle le 

contact est supposé initié (la pression de contact est supposée négligeable au-delà de 3𝜎𝑎). 
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Figure 3 – Différents groupes d’aspérités en contact 

Le contact plastique apparait lorsque les aspérités les plus hautes subissent une pression 

supérieure à la pression limite élastique. Cette limite élastique est construite dans [15] à partir d’une 

distance d’écrasement d’une aspérité par rapport à sa configuration initiale, appelée interférence limite 

𝜔𝑐 [8], [15] (Figure 3, en bas à gauche). La pression limite élastique est déduite de cette interférence 

limite via le modèle de contact élastique : 

𝑝𝑒𝑙, 𝑙𝑖𝑚 = ∫ 𝑝𝑒𝑙,𝑠𝑝(𝑧 − 𝑑)Φ(𝑧)𝑑𝑧
𝑧𝑚𝑎𝑥

𝑑′
 

𝜔𝑐 = 𝑅 (
𝜋𝐾𝐻

2𝐸′
)
2
 d’après [15]. 

(2) 

où : 𝑑’ = 𝑧𝑚𝑎𝑥 −𝜔𝑐 est la distance entrainant la plastification, 𝐾 est un facteur de dureté [15] et 𝐻 est 

la dureté de la sphère. 

La modélisation de la phase plastique se fait de la même manière que pour la phase élastique, 

nous utilisons les résultats du modèle de contact élasto-plastique entre une sphère et un plan développé 

par [8], auquel nous combinons la contribution de la distribution d’aspérités. La pression plastique de 

contact entre deux surfaces rugueuses est alors donnée par :  

𝑝𝑝𝑙(𝑑) =  ∫ 𝑝𝑝𝑙, 𝑠𝑝(𝑧 − 𝑑) Φ(𝑧)𝑑𝑧
𝑧𝑚𝑎𝑥

𝑑+𝜔𝑐

 (3) 

où 𝑝𝑝𝑙, 𝑠𝑝(𝑧 − 𝑑) est la pression de contact plastique entre une sphère et un plan rigide, d’après [8]. 

Finalement, la pression de contact entre une surface rugueuse et un plan rigide s’écrit comme 

la contribution de la pression de contact élastique et plastique :  

𝑝𝑛(𝑑) =  ∫ 𝑝𝑒𝑙,𝑠𝑝(𝑧 − 𝑑)Φ(𝑧)𝑑𝑧 +∫ 𝑝𝑝𝑙,𝑠𝑝(𝑧 − 𝑑)Φ(𝑧)𝑑𝑧
𝑧𝑚𝑎𝑥

𝑑+𝜔𝑐

𝑑+𝜔𝑐

𝑑

 
(4) 

3.2 Implémentation  

Dans la suite de cette étude, nous nous intéressons au cas de deux tôles élastiques en contact 

modélisées en 2D Figure 4, nous présentons uniquement la modélisation de la zone de contact. 

L’implémentation du contact entre les tôles se fait via l’introduction d’éléments d’interface, utilisés 

notamment dans la résolution de problèmes de géomécanique [11] ou d’amorce de fissure dans un 

matériau [12]. Le choix de cet élément nous permet d’intégrer localement des hétérogénéités au niveau 

de la zone de contact, ou bien, selon l’interprétation qui est faite de la distance entre les tôles, de tenir 

compte, sans modification géométrique de la structure, de défauts géométriques type défaut de planéité 

ou défauts de grande longueur d’onde. Dans notre cas, l’élément d’interface est modélisé par un élément 
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sans épaisseur à 4 nœuds avec des fonctions de forme d’élément de barre linéaire (Figure 4, zoom à 

droite). Au niveau de chaque nœud de l’élément d’interface, l’information sur le déplacement entre un 

nœud de la tôle supérieure et un nœud de la tôle inférieure sera transmise. Nous pouvons alors définir 

le saut de déplacement de la façon suivante : 

⟦u⟧ = [
−𝑁1 0 −𝑁2 0 𝑁1 0 𝑁2 0
0 −𝑁1 0 −𝑁2 0 𝑁1 0 𝑁2

]

{
 
 

 
 
𝑢1
𝑥

𝑢1
𝑦

⋮
𝑢4
𝑥

𝑢4
𝑦
}
 
 

 
 

 (5) 

où : ⟦u⟧ est le saut de déplacement dans le repère global, 𝑁1 et 𝑁2 sont les fonctions de forme pour un 

élément barre linéaire et {𝑢1
𝑥 , 𝑢1

𝑦
, … , 𝑢4

𝑥 , 𝑢4
𝑦
}
𝑇
 est le vecteur des déplacements nodaux de l’élément. 

Nous notons 𝑁𝑖𝑛𝑡, la matrice des fonctions de forme de l’élément d’interface. 

 

Figure 4 – Représentation éléments finis de deux tôles et de l’interface (contact) entre les tôles  

Nous définissons la densité surfacique de l’effort de contact ainsi que la matrice de raideur 

tangente du contact au niveau de chaque élément d’interface avec une composante dans la direction 

normale et une composante dans la direction tangentielle dans le repère local de l’interface (𝑛⃗ , 𝑡 ) : 

p(⟦u⟧𝑛,𝑡) =  {
𝑝𝑛(⟦u⟧𝑛,𝑡)

𝑝𝑡(⟦u⟧𝑛,𝑡)
}, 𝐷(⟦u⟧𝑛,𝑡) = [

𝑘𝑛(⟦u⟧𝑛,𝑡) 0

0 𝑘𝑡(⟦u⟧𝑛,𝑡)
] (6) 

avec :  𝑘𝑛 =
∂pn

∂⟦u⟧n
 est la raideur de contact dans la direction normale 𝑛⃗ , 𝑝𝑡 est la contrainte issue du 

contact dans la direction tangentielle, 𝑘𝑡 =
𝜕𝑝𝑡

𝜕⟦u⟧𝑡
 est la raideur de contact dans la direction tangentielle 

𝑡  et ⟦u⟧𝑛,𝑡 est le saut de déplacement dans le repère local du contact. 

 La formulation faible de l’équilibre du volume élémentaire représentatif considéré (contact 

entre deux demi-épaisseurs de tôles, voir Figure 4) s’écrit :  

r(u) = f𝑖𝑛𝑡(u) − f𝑒𝑥𝑡 − f𝑐𝑜𝑛𝑡𝑎𝑐𝑡(u) = 0 (7) 

où :     f𝑖𝑛𝑡(u) = ∫ 𝐵𝑇σ(u)𝑑Ω
 

𝛺
, le vecteur des efforts internes aux tôles (𝛺 = 𝛺+ ∪ 𝛺−, Figure 4), 

           f𝑒𝑥𝑡 = ∫ 𝑁𝑇p𝑒𝑥𝑡𝑑Γ𝑡
 

Γ𝑡
, le vecteur des efforts extérieurs appliqué au système et 

           f𝑐𝑜𝑛𝑡𝑎𝑐𝑡(u) = ∫ 𝑁𝑖𝑛𝑡
𝑇 𝑄p(⟦u⟧𝑛,𝑡)𝑑Γ𝑐

 

Γ𝑐
, le vecteur des efforts au niveau de la zone de contact. 

𝑁𝑖𝑛𝑡 
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avec : 𝐵 est la matrice de passage du champ de déplacement au champ de déformation 

élémentaire, σ est le vecteur des contraintes, 𝑁 est la matrice correspondant à la trace des fonctions de 

forme sur la frontière du domaine, pext est l’effort surfacique exercé sur le domaine et 𝑄 est la matrice 

de passage du repère local de l’interface (𝑛⃗ , 𝑡 ) au repère global de travail. 

Nous considérons ici, dans un premier temps, que les non-linéarités sont concentrées au niveau 

du contact. Les deux demi-tôles sont ainsi considérées comme élastiques, on peut donc écrire :  

 f𝑖𝑛𝑡(u) = 𝐾u (8) 

où 𝐾est la matrice de rigidité des tôles. 

Étant donné la nature non-linéaire du problème au niveau du contact, la résolution se fait de 

manière itérative avec la linéarisation de l’équation (7). Pour un incrément de pseudo-temps 𝑛 + 1, 

l’actualisation du déplacement est obtenue en résolvant le problème linéarisé :  

[𝐾 − 𝐾𝑐𝑜𝑛𝑡𝑎𝑐𝑡 (u𝑛+1
(𝑖)

)] ∆u𝑛+1
(i)

 = −r (u𝑛+1
(𝑖)

 ) (9) 

où : 𝐾𝑐𝑜𝑛𝑡𝑎𝑐𝑡 (u𝑛+1
(𝑖)

) =  ∫ 𝑁𝑖𝑛𝑡
𝑇 

Γc
𝑄𝐷 (⟦u𝑛+1

(𝑖)
⟧
𝑛,𝑡
)𝑄𝑇𝑁𝑖𝑛𝑡𝑑Γ𝑐 est la matrice tangente de linéarisation du 

contact, ∆u𝑛+1
(i)

= 𝑢𝑛+1
(𝑖+1)

− 𝑢𝑛+1
(𝑖)

 est la variation du champ de déplacement.  

4. Cas d’application : compression de deux tôles en contact 
4.1 Comportement élastique 

Nous considérons, dans un premier temps, un contact purement élastique. Le modèle présenté 

précédemment est implémenté dans Matlab. Le Volume Elémentaire Représentatif, composé de deux 

demi-tôles et d’une zone de contact est représenté Figure 5, le VER est défini par une longueur L, une 

hauteur notée h et une profondeur de 1 mm. Les déformations sont supposées planes. Les déplacements 

dans la direction y sont bloqués en y = 0, les déplacements dans la direction x sont bloqués en (0,0). 

Une pression uniforme variant de 0 à 10 MPa est appliquée au système sur la face y = h. Le déplacement 

moyen est calculé sur la face y = h.  

 

Figure 5 – Conditions aux limites appliquées au système 

Différentes nuances d’acier sont utilisées pour ce calcul dont les propriétés sont définies Table 

1. Etant donné la difficulté de mesure du rayon des aspérités, nous prenons de manière arbitraire un 

rayon moyen des aspérités R = 10 µm pour chaque nuance de tôle.  

Les résultats en termes de pression appliquée / déplacement obtenu sont présentés Figure 6. 

Cette étude met en avant l’influence du paramètre de l’état de surface sur le comportement du VER 

(comparaison des Tôles n°2 et n°3). On peut également constater que la sensibilité au module élastique 

semble moins importante que celle à la rugosité (Tôles n°1 et n°2). 
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Table 1 – Propriétés mécaniques des nuances d’acier 

Nom de la tôle Module d’élasticité [GPa] Rugosité 𝝈𝒂 [µm] 

Tôle n°1 154 0,93 

Tôle n°2 208 0,93 

Tôle n°3 208 1,26 

 

Figure 6 – Comportement élastique de deux demi-tôles en compression 

4.2 Comportement élasto-plastique 

Pour cette étude, le contact élasto-plastique défini section 3 est implémenté dans le modèle 

(Figure 5). Les paramètres matériaux utilisés sont issus de la Tôle n°1 (Table 1). Les conditions aux 

limites sont identiques à celles de la partie 4.1. La pression est appliquée avec un cycle de charge-

décharge comme suit (Figure 7 (b)) : une charge de 0 MPa à 6 MPa, une décharge de 6 MPa à 0,05 MPa 

et une charge de 0,05 MPa à 7,8 MPa. Les résultats sont présentés Figure 7 (a). 

 
(a)  (b) 

Figure 7 – Comportement élasto-plastique (à gauche) et cycle de charge-décharge appliqué au système (à droite) 

Sur la Figure 7 (a), nous remarquons l’apparition d’un déplacement résiduel lors de la décharge, 

typique du comportement plastique implémenté. En comparant le comportement élasto-plastique de la 

Figure 7 avec la courbe associée à la Tôle n°1 de la Figure 6, nous obtenons des comportements de 

même nature avec, pour une pression de 7,8 MPa, un déplacement maximum du modèle élasto-plastique 

légèrement plus élevé que pour le comportement purement élastique (environ 0,2 µm d’écart).  
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5. Conclusion 

Nous avons, dans ces travaux, proposé une stratégie de modélisation d’empilement de tôles en 

se concentrant sur un Volume Élémentaire Représentatif de la géométrie du stack. Nous nous sommes 

focalisés dans un premier temps sur la définition du modèle de contact pour ensuite définir son 

implémentation dans un modèle éléments finis. Enfin, un cas d’étude sur le volume élémentaire 

modélisé est présenté afin d’illustrer les différents modèles utilisés.  

Les perspectives envisagées sont, dans un premier temps, de finaliser les modèles de contact 

avec l’ajout du contact dans la direction tangentielle, puis de proposer une méthode de transition 

d’échelle pour construire un modèle de comportement macro équivalent. Ces éléments seront présentés 

lors du congrès. Il s’agira ensuite de recaler le modèle développé via une campagne d’essai comprenant 

d’une part, des essais de compression avec décharges sur plusieurs cycles et d’autre part, des essais de 

frottement. Ces essais seront réalisés sur plusieurs nuances d’acier et permettront de mener 

l'identification des modèles aux échelles méso et macroscopique. Les résultats issus des essais pourront 

être comparés aux modèles issus de l'analyse micro des états de surface des tôles étudiées. Enfin, nous 

envisageons le passage du modèle en 3D afin de considérer la complexité géométrique d’un stack ainsi 

que son comportement anisotrope.  
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