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Résumé — La démocratisation des méthodes de mesure de champs comme la corrélation d’images
numériques a permis le développement de multiples méthodes d’identification pour les propriétés méca-
niques des matériaux. L’application de ces méthodes à des matériaux hétérogènes où la distribution n’est
pas connue rajoute plusieurs difficultés dont le temps de calcul et les risques de sous-détermination. La
méthode d’identification de l’écart à l’équilibre est intéressante pour sa rapidité. Son utilisation combinée
à une base réduite pour le champ de paramètres est proposée. Elle est analysée et comparée à d’autres
méthodes de la littérature.
Mots clés — identification, problème inverse, hétérogénéité.

1 Introduction

L’identification de paramètres des matériaux profite énormément du développement des méthodes de
mesures de champs telles que la corrélation d’images [20, 11, 22]. En effet, ces méthodes permettent
d’exploiter des chargements hétérogènes sur les éprouvettes et d’avoir une large quantité de mesures
réduisant ainsi l’effet des incertitudes. De nombreuses méthodes permettent d’utiliser ces champs de
déplacement mesurés expérimentalement pour identifier des paramètres [1, 15], avec notamment la mé-
thode de l’écart à l’équilibre (MEQ) [6, 18] et la méthode des champs virtuels (MCV) [9, 17]. Pour ces
deux méthodes, utiliser des mesures de champs est nécessaire. D’autres méthodes d’identification per-
mettent également de mettre à profit les mesures de champs telles que le recalage de modèles éléments
finis (RMEF) [12] ou encore l’erreur en relation de comportement (ERC) [13, 5, 8]. Enfin, la corrélation
d’images numériques intégrée [10, 14] identifie des paramètres en utilisant directement les images, en
fusionnant les procédures d’identification des paramètres et de corrélation d’images.

Ces méthodes ont été utilisées pour identifier des paramètres hétérogènes [23]. Dans les cas où l’hé-
térogénéité peut se réduire à un petit nombre de sous-domaines associés à des valeurs différentes de
paramètres identifiables a priori, l’identification est similaire à celle utilisée pour des matériaux homo-
gènes. On parlera ici d’hétérogénéité structurée. Quand l’hétérogénéité est non-structurée, la répartition
spatiale des valeurs de paramètres est a priori inconnue. Le nombre d’inconnues à identifier augmente
drastiquement, ce qui induit différents défis. Les temps de calculs son allongés, particulièrement pour
les méthodes itératives basées sur l’utilisation de gradients. Les effets des incertitudes de mesure sont
amplifiés par la diminution du rapport entre le nombre d’inconnues et le nombre de données. Les autres
défis sont l’identifiabilité des paramètres et l’imposition de contraintes assurant l’obtention de valeurs
thermodynamiquement cohérentes. Des méthodes ont été développées pour réduire les temps de calculs,
avec notamment une approche simplifiée mais limitée à l’élasticité basée sur l’ERC [16] et une approche
analytique limitée à de l’hétérogénéité de faible contraste [4]. La question de l’identifiabilité a aussi été
étudiée [3, 2, 4]. Pour limiter directement le nombre d’inconnues, l’utilisation de maillages grossiers
avant des éléments d’ordre plus haut a été proposée nécessitant cependant la projection du champ de
déplacement [2].

Dans le contexte d’essais quasi-statiques avec mesures de champs par corrélation d’images, ces tra-
vaux présentent l’application de la méthode de l’écart à l’équilibre pour l’identification de paramètres
élastiques hétérogènes non-structurés. Chaque identification utilise un seul champ de déplacement. En
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plus de la formulation générale, la construction et l’utilisation d’une base réduite provenant d’une hypo-
thèse de corrélation spatiale des propriétés sont présentées. La base réduite permet de limiter la dépen-
dance au maillage de l’identification et de réduire le nombre de paramètres pour éviter les problèmes liés
à la sous-détermination. La méthode est testée sur un essai biaxial sur matériau composite. Les choix
sont discutés et les performances comparées au RMEF.

2 Méthode de l’écart à l’équilibre avec base réduite

La méthode de l’écart à l’équilibre a été utilisée pour l’identification de champs de contraste élastique
ou d’endommagement [6] puis, dans sa version reconditionnée, pour identifier une loi d’endommage-
ment [18]. Elle a pour principal avantage d’être formulable comme un problème de minimisation de
moindres carrés linéaires, ce qui permet, en l’absence de contraintes sur les inconnues, de résoudre le
problème directement. La condition pour avoir cette linéarité est d’utiliser un modèle de comportement
linéaire ou un modèle où les non-linéarités dépendent uniquement du déplacement.

Le problème d’identification est traité numériquement par la méthode des éléments finis. Le problème
d’élasticité, avec équilibre statique et les déplacements imposés, s’écrit alors sous la forme suivante{

K(p)u+AT λ = f
Au = Aud .

(1)

où les propriétés des matériaux recherchées sont contenues dans le vecteur p, la matrice de rigidité est
notée K, le vecteur représentant le champ de déplacement sur le maillage élément finis u. Le vecteur f
représente les forces appliquées au solide, et le vecteur ud un champ de déplacement cinématiquement
admissible. Le vecteur λ contient les multiplicateurs de Lagrange imposant les conditions aux limites
en déplacements. La matrice A est telle que Au soit égale au vecteur contenant les déplacements aux
positions où il est imposé.

L’objectif de l’identification est de trouver les paramètres du matériau, c’est-à-dire le vecteur p. L’écart
à l’équilibre vise à identifier les paramètres p tels que les équations d’équilibre soient respectées au
mieux en supposant que le déplacement est connu (car mesuré). En utilisant une approche globale de la
corrélation d’images, le déplacement mesuré umes est directement basé sur une discrétisation par éléments
finis. Les efforts appliqués sur les nœuds où des conditions en déplacement sont imposées ne sont pas
connus, les équations d’équilibre sur ces nœuds ne peuvent donc pas être totalement calculées et sont
exclues. La fonction-coût à minimiser pour l’écart à l’équilibre est

∥D
(
K(p)umes − f

)
∥2 (2)

avec D une matrice de projection qui permet d’exclure les équations d’équilibre incomplètes telle que

∀x, D ·AT ·x = 0. (3)

La minimisation de la fonction-coût définie par l’équation (2) a pour défaut d’être très sensible à l’in-
certitude sur la mesure de déplacement. Le reconditionnement de l’écart à l’équilibre permet de diminuer
cette sensibilité [18, 19]. La nouvelle fonction-coût est obtenue en multipliant le résidu d’équilibre par
l’inverse de la matrice de rigidité d’un matériau homogène (ou dans le cas de l’endommagement d’un
matériau non endommagé), noté S0. Cette matrice de souplesse se calcule en utilisant les mêmes condi-
tions aux limites que pour l’équation (1) mais avec les déplacements aux nœuds associés à des conditions
de Dirichlet imposées à zéro. La fonction-coût à minimiser pour la méthode de l’écart à l’équilibre re-
conditionné (MEQR) est

∥S0
(
K(p)umes − f

)
∥2
C−1

u
. (4)

L’analyse de la procédure de corrélation d’images permet d’obtenir la matrice de covariance Cu liée
à l’incertitude des déplacements mesurés [11]. Elle dépend du maillage et des images utilisées. Il est
alors possible d’utiliser ces informations dans la minimisation en remplaçant la norme classique par une
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norme adaptée (équation (5)). La MEQR est formulée comme la minimisation d’un déplacement résiduel
en utilisant la norme pondérée suivante

∥x∥2
C−1

u
:= xTC−1

u x. (5)

La minimisation de la fonction-coût définie par l’équation (4) revient à un problème de moindres carrés
linéaire si la matrice de rigidité K est linéaire par rapport à p. Cette propriété est avantageuse par rapport
à d’autres méthodes où le vecteur dont on minimise la norme est non-linéaire (comme le RMEF par
exemple). Cependant, ceci impose une minimisation sous contrainte pour que la solution p = 0 soit
rejetée en l’absence de données d’effort.

Utiliser cette formulation pour identifier un champ de contraste de module d’Young est équivalent aux
travaux précédents cherchant à identifier des champs d’endommagement isotrope [6, 18]. En discrétisant
le champ de module d’Young avec une valeur par élément et un maillage d’éléments quandrangulaires
(Q4), il est possible d’obtenir un problème surdéterminé. Avec un maillage triangulaire (T3), le problème
devient très souvent sous-déterminé. C’est pourquoi il est proposé d’identifier les propriétés hétérogènes
sur une base réduite, permettant de contrôler le nombre de degrés de liberté. Celle-ci est construite en se
basant sur l’hypothèse que plus deux points sont proches, plus leurs propriétés sont corrélées. La base
est ensuite construite à partir d’une expansion de Karhunen-Loève du noyau d’auto-corrélation [21]. Les
modes de cette base réduite sont ordonnés quantitativement en fonction de leurs valeurs propres, ce qui
permet d’avoir en premier les modes représentant de faibles fluctuations. La base est tronquée en fonction
de la taille minimale des hétérogénéités que l’on souhaite identifier. La figure 1 présente un exemple de
trois modes. Le mode 10 présente plus d’oscillations que les modes 4 et 1.

(a) (b) (c)

FIGURE 1 – Modes 1 (a), 4 (b) et 10 (c) de la base réduite d’identification de champ de contraste élastique

3 Application

La méthode est appliquée pour identifier des champs de rigidité. Aucune donnée de force n’étant
utilisée, les champs sont identifiés à un facteur multiplicatif près. Toutes les méthodes testées, MEQ,
MEQR et RMEF, fonctionnent parfaitement pour des cas virtuels parfaits (sans bruit). Une expérience
de traction équibiaxiale sur un composite [7, 6] est utilisée pour tester la méthode d’identification avec
des données réelles. Une série de 12 images de l’éprouvette acquises à des intervalles de chargement
réguliers (entre 0 kN à 11 kN) sont analysées. La rupture de l’éprouvette est intervenue pour un effort de
11.1 kN par fissuration du composite.

L’effet de la base réduite est illustré sur la figure 2. La figure 2(a) montre le contraste identifié avec
la MEQR et la base réduite pour l’image associée à F = 6 kN. On observe notamment de l’endommage-
ment aux zones d’amorçage de fissures se propageant par la suite. A titre de comparaison, le champ de
contraste identifié sans la base réduite est montré sur la figure 2(b). La recherche d’une valeur de module
d’Young par élément fournit un champ d’élasticité en damier avec des alternances entre des éléments de
rigidité nulle et non nulle. La sous-détermination du problème d’identification combinée aux incertitudes
de mesure et éventuelles erreurs de modèle crée ce genre de problèmes numériques.
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(a) (b)

FIGURE 2 – Champ de contraste d’élasticité, avant la rupture (F = 6 kN) obtenu avec la MEQ en
utilisant la base réduite (a) et la base éléments finis (b) pour le champ de propriétés.

L’identification du champ de contraste de rigidité a été réalisée pour toutes les images par diverses
méthodes. La méthode d’écart à l’équilibre est utilisée avec et sans reconditionnement, ainsi qu’avec une
base complète considérant une valeur différente par élément ou une base réduite. La méthode par RMEF
est appliquée uniquement avec la base réduite pour des raisons de temps de calcul. Les résultats peuvent
être comparés pour chaque image à l’aide des résidus en déplacements noté χ2

χ
2(p) = ∥u(p)−umes∥2

C−1
u
, (6)

c’est-à-dire la différence entre les déplacement mesurés et simulés avec les paramètres identifiés. L’erreur
d’identification peut également être évaluée par un résidu en niveaux de gris défini à partir de la moyenne
des erreurs quadratiques entre l’image de référence f et l’image déformée g corrigée par le champ de
déplacement simulé

rms(p) =

√√√√ 1
Npix

Npix

∑
i=1

(
f (x)−g(x+u(p,x)

)2
. (7)

Les évolutions des résidus en déplacement et en niveaux de gris pour les 11 images analysées sont pré-
sentées dans la figure 3. Ces résultats montrent que la base réduite est bénéfique pour l’identification. En
effet, elle empêche l’apparition de motifs en damiers causés par l’incertitude de mesure. Le recondition-
nement apparaît aussi comme un ingrédient indispensable à l’identification. Mise à part l’image 11, qui
comporte une fissuration importante, les identifications de champs de propriétés hétérogènes sans recon-
ditionnement sont moins précises qu’une simulation supposant le milieu homogène. Enfin, la méthode
par RMEF est toujours plus précise que les autres car celle-ci minimise directement le résidu en dépla-
cements χ (équation (6)). Toutefois, cette performance est associée à un fort coût en temps de calcul,
celui-ci étant multiplié par des valeurs variant entre 100 et 1000 par rapport à la MEQR. Le temps de
calcul est de quelques minutes pour le RMEF au lieu d’environ 1 seconde pour la MEQR. Le pire des
cas est celui de l’image 11 pour lequel, le calcul par RMEF nécessite 33 minutes contre moins d’une
seconde avec la MEQR.
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(a) (b)

FIGURE 3 – Résidus globaux de déplacement (équation (6)) (a) et d’images (équation (7)) (b) avec les
méthodes de l’écart à l’équilibre (MEQ), l’écart à l’équilibre reconditionné (MEQR), le recalage de

modèles éléments finis (RMEF) et sans identification en supposant le matériau homogène. L’usage de la
base réduite est indiqué par "+BR".

4 Conclusion

L’identification de champs de propriétés hétérogènes, pour des cas où aucune information sur la struc-
ture des hétérogénéités n’est disponible a priori, induit de multiples défis. En se basant sur la méthode
de l’écart à l’équilibre, il est possible de formuler une méthode d’identification de champs de propriétés
élastiques qui est relativement rapide et sans augmentation importante des résidus en comparaison à au
recalage de modèles éléments finis.

L’optimisation d’une fonction-coût quadratique permet d’utiliser des algorithmes complexes pou-
vant gérer les contraintes efficacement. Le temps de calcul est largement inférieur à celui nécessaire
pour des calculs par la méthode RMEF pour des approximations très proches entre les deux méthodes.
L’identification de propriétés hétérogènes de structure inconnue peut facilement créer des problèmes
sous-déterminés empêchant l’identification. L’utilisation d’une base réduite provenant de l’hypothèse
d’un noyau de corrélation permet de résoudre le problème de sous-détermination tout en réduisant l’effet
de la discrétisation sur l’identification avec pour seule limite d’empêcher les variations très rapides des
propriétés. De plus, l’effet de l’incertitude de mesure sur le champ de déplacement est en partie filtré par
l’utilisation de cette base réduite.

Certains défis restent encore à traiter, notamment le faible rapport du nombre de données au nombre
d’inconnues. Pour ce point spécifique, l’utilisation d’une régularisation temporelle est une piste permet-
tant de réduire le problème en traitant l’ensemble de la série d’images simultanément au lieu de les
considérer indépendamment.
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