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Résumé — Dans les Générateurs de Vapeur (GV) des vibrations sous écoulement avec des impacts
provoquent l’usure des tubes intérieurs au cours du temps. Pour approfondir la compréhension de la
réponse non linéaire de ces structures, une maquette simplifiée représentant un tronçon de tube en U
de Générateur de Vapeur et son modèle numérique sont utilisés pour confronter calculs et mesures. La
méthode d’équilibrage harmonique (HBM) a été utilisée pour calculer les réponses stationnaires multi-
stables du système, ainsi que les points de bifurcation.
Mots clés — Dynamique non linéaire, contact frottement, équilibrage harmonique, HBM, bifurcations.

1 Introduction

Les structures soumises à des excitations répétées accusent généralement à terme fatigue et usure en
cas de frottement avec des contacts potentiels [6]. Dans le domaine nucléaire, cela concerne notamment
les tubes en U des générateurs de vapeur, Fig. 1. Ces tubes soumis aux interactions avec les plaques entre-
toises et avec le fluide calo-porteur possèdent un comportement dynamique fortement non linéaire étudié
ici à l’aide d’une preuve de concept instrumentée, Fig. 2, et de son modèle numérique pour confronter
calculs et mesures.

Afin d’analyser les régimes établis du système dynamique non-linéaire, les méthodes d’intégration
temporelle présentent de multiples désavantages ; entre autres lenteur (obligation de considérer les tran-
sitoires) et incapacité à obtenir l’ensemble de régimes stationnaires multi-stables en un unique calcul.
L’analyse des systèmes non-linéaires à l’aide de ces méthodes est donc très coûteuse en temps de calcul
et elle n’est pas adaptée à leur analyse paramétrique.

Pour répondre à ces problématiques, des développements ont été amorcés lors d’une première thèse
au sein du CEA en 2021 [2], afin d’intégrer un algorithme qui combine la méthode d’équilibrage har-
monique (HBM) avec une procédure de continuation par pseudo-longueur d’arc (PAC) dans le code
éléments finis industriel du CEA appelé Cast3M [4].

Ce travail se situe dans la suite de ces travaux et vise à compléter les implémentations dans Cast3M,
ainsi qu’à tester l’applicabilité de ces méthodes sur la maquette décrite ci-après. Plus particulièrement,
nous allons présenter une analyse comparative numérique-expérimentale, afin de valider expérimenta-
lement les calculs réalisés à l’aide de l’algorithme HBM+PAC développé dans Cast3M et de contact
régularisé.

2 La maquette DINGO

La maquette DINGO (Dynamical Investigation of Nonlinear steam Generator tube Oscillations) a
été conçue de manière à représenter un tronçon de tube en U de Générateur de Vapeur. Elle est constituée
d’un tube droit bi-encastré en flexion avec une butée annulaire à jeu radial et représente une version sim-
plifiée, par sa géométrie et sa configuration, d’un tube intérieur des Générateurs de Vapeur. L’excitation
du tube est appliquée avec d’un pot électro-dynamique dans la direction Y, comme indiqué par les figures
2 et 3.
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FIGURE 1 – Schéma de l’in-
térieur d’un Générateur de Va-
peur [3].

FIGURE 2 – La maquette
DINGO.
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FIGURE 3 – Schéma de la ma-
quette DINGO avec les cap-
teurs.

3 Le modèle

Les équations du mouvement du tube en flexion sont établies avec la méthode des éléments finis
utilisant des poutres de Timoshenko à 2 nœuds et 4 degrés de liberté par nœud. Le modèle prend aussi en
compte la non linéarité de von Karman due au raidissement induit par la déflexion latérale. Les modes
propres sont calculés avec le système homogène conservatif débarrassé de sa raideur géométrique. L’ana-
lyse de la réponse non linéaire peut alors s’effectuer en projetant le système complet sur les deux premiers
modes ce qui aboutit aux deux équations modales non linéaires :[

m1 0
0 m2

]{
q̈1
q̈2

}
+

[
c1 0
0 c2

]{
q̇1
q̇2

}
+

[
k1 0
0 k2

]{
q1
q2

}
+

{
fc,1(q1,q2)
fc,2(q1,q2)

}
=

{
p01 cos(ωt)
p02 cos(ωt)

}
(1)

où qi(t) sont les déplacement modaux (i = 1,2) ; mi,ci,ki, sont les masses, amortissements et raideurs mo-
daux. Dans le cas d’une symétrie parfaite ces paramètres modaux sont égaux deux à deux et deviennent
m, c, et k. La projection de l’amplitude de la force du pot électro-dynamique, p0, sur la base modale
donne p01 et p02 au second membre des équations modales. Les projections modales des forces de res-
titution fc,i dues aux chocs tube-butée sont composées par une force normale régularisée, calculée avec
la méthode de pénalité, et une force de frottement, basée sur la loi de Coulomb. En outre, les forces fc,i

dépendent aussi de l’excentrement du tube par rapport à la butée annulaire : ex et ey selon x et y.

FIGURE 4 – Oscillateur modal à deux variables modales q1(t) et q2(t) dans le cas d’un oscillateur planaire
symétrique de caractéristiques m, c et k.
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4 Méthode numérique : détection et suivi de bifurcations

Afin d’analyser les régimes stationnaires solutions du système d’équation non-linéaire (1), la mé-
thode de résolution en domaine fréquentielle, nommée méthode d’équilibrage harmonique (HBM), la
méthode d’analyse paramétrique par continuation en longueur d’arc (PAC), ainsi que la méthode de
Hill d’analyse de stabilité sont combinées. Particulièrement bien adaptées aux systèmes non-linéaires, la
méthode résultante vise à calculer l’ensemble des régimes stationnaires non-isolés, leur stabilité, ainsi
que les transitions entre type de régime (point de bifurcation) en fonction des paramètres considérés du
système.

Dans un premier temps, on peut récrire le système d’équations (1) de la façon suivante :

Mq̈(t)+Cq̇(t)+Kq(t)+fnl(q, q̇) = p(t), (2)

La méthode d’équilibrage harmonique (HBM) est utilisée pour approcher des solutions périodiques
stationnaires d’équations différentielles ordinaires (EDO) en projetant les équations sur une base de
Fourier. D’où le résidu fréquentiel :

R(Q,ω) =Z(ω)Q+Fnl(Q)−P = 0 (3)

où Z(ω) est la raideur dynamique :

Z(ω) = diag(K,Z1, ...,Zk, ...,ZH) (4)

∀k = 1, ...,H : Zk =

[
K− (kω)2M kωC
−kωC K− (kω)2M

]
(5)

H est le nombre d’harmoniques de la base de Fourrier considérée, ω est la fréquence de la solution
périodique calculée et Q est le vecteur contenant les harmoniques de la solution périodique ; Fnl(Q)
contient les harmoniques des forces non linéaires qui peuvent être calculées à l’aide de la méthode
AFT (Alternate Frequency Time) ; et P contient les harmoniques correspondants aux forces externes ne
dépendant que du temps et/ou de la fréquence.

Afin de faire une analyse paramétrique, ce système algébrique est couplé avec la méthode de conti-
nuation PAC. Étant donné que la solution,Q j, est connue pour une fréquence donnée, ω j, un pas prédictif
est calculé en définissant une longueur d’arc prédéfinie ∆s comme montré dans l’équation (6).[

RQ Rω

∆QT ∆ω

]{
∆Q
∆ω

}
=

{
0

∆s2

} {
Q j+1
ω j+1

}
=

{
Q j

ω j

}
+

{
∆Q
∆ω

}
(6)

où RQ est la dérivée partielle du résidu (3) par rapport au vecteur contenant les coefficients de Fourier,
Q etRω est la dérivée partielle du résidu par rapport à la fréquence du forçage.
Une fois [Q j+1,ω j+1] calculé, pour converger vers la solution, on applique des corrections orthogonales
à la tangente à l’aide de la méthode de Newton Raphson comme montré dans l’équation (7).[

Rn
Q Rn

ω

∆QT ∆ω

]{
δQ
δω

}
=

{
−Rn

0

}
(7)

De cette façon toutes les solutions périodiques du système peuvent êtres calculées pour une plage
de fréquences prédéfinie. En outre, afin de calculer la stabilité des solutions calculées, les exposants de
Floquet sont calculés à l’aide du problème quadratique aux valeurs propres (8) fourni par la méthode de
Hill.

(∆2Λ
2 +∆1Λ+RQ)φ= 0 (8)

où Λ sont les valeurs propres du système parmi lesquels ils se trouvent les exposants de Floquet, φ sont
les vecteurs propres associés. Et les matrices ∆1 et ∆2 sont définies dans les équations (9) et (10),
respectivement.

∆1 = 2ω∇⊗M +I⊗C (9)

∆2 = I⊗M (10)
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∇ étant l’opérateur matricielle Nabla qui est constitué comme suit :

∇= diag(0,∇1, ...,∇H) avec ∇ j =

[
j 0
0 − j

]
(11)

et I étant la matrice identité.
Résoudre ce problème fournit 2n(2H + 1) solutions, où n est le nombre de degrés de liberté (deux

dans ce cas particulier), mais il n’existe que 2n solutions qui correspondent aux exposants de Floquet.
La méthode de tri utilisée consiste à choisir les 2n solutions avec la plus faible partie imaginaire comme
exposants de Floquet. La position de ces derniers par rapport à l’axe imaginaire, définit la stabilité de la
solution : si la partie réelle de tous les exposants est négative, la solution est stable ; sinon, la solution est
instable.

FIGURE 5 – Le type de point de
bifurcation est défini par le type
d’exposant de Floquet qui tra-
verse l’axe imaginaire [7].

FIGURE 6 – Points de bifurcation : (a)LP : Limit point (b) BP :
Branch point (c) NS : Neimark-Sacker. Ligne continue/pointillée :
stable/instable [7].

Dans la Fig. (5), les types de bifurcations sont schématisés en fonction de la valeur de la partie réelle
de l’exposant ou du couple d’exposants de Floquet lorsqu’ils traversent l’axe imaginaire. En outre, la
Fig. (6) donne le sens physique de chaque type de bifurcation : le Limit Point indique un changement de
direction par rapport à la fréquence, le Branching Point indique une brisure de symétrie et le Neimark-
Sacker indique l’apparition d’un régime quasi-périodique. Les bifurcations du type Period doubling sont
un cas particulier de Neimark-Sacker où la deuxième fréquence gouvernant la solution du système est un
multiple entier de la fréquence principale.

Pour détecter les bifurcations qui sont les points où la stabilité de la solution change, il suffit d’étendre
le système d’équations (1) en ajoutant l’équation (8) adaptée au type de bifurcation recherchée. En faisant
ceci et en appliquant encore une fois la méthode de continuation PAC, nous sommes capables de détecter
les points de bifurcation et de les suivre par rapport à des paramètres différents de la fréquence du forçage
[7, 1, 5]. Ceci a un intérêt capital dans ce cas, car on peut l’appliquer au modèle de la maquette DINGO
pour étudier le comportement par rapport à l’excentrement du tube.

5 Résultats

Les principales dimensions du tube et les propriétés mécaniques du matériau figurent dans les ta-
bleaux 1 et 2, respectivement.

TABLEAU 1 – Les dimensions du tube éprouvette.

Paramètres géométriques Dimensions
Diamètre externe 19.3 mm

Épaisseur 1.4 mm
Longueur 2620 mm

En prenant en compte les caractéristiques de la maquette présentées aux tableaux 1 et 2 et après avoir
adimensionné les variables principales du système, les valeurs adimensionnées des paramètres du modèle
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TABLEAU 2 – Les propriétés mécaniques du matériau.

Acier Z2CN18-10 (304L)
Masse volumique 8000 kg/m3

Module d’Young 193 GPa
Coefficient de Poisson 0.3

décrit dans l’équation (1) sont les suivants : m = 1, k = 1, c = 0.01, p01 = 0 et p02 = 0.1625. L’amor-
tissement modal de 1% pour l’ensemble de modes considéré et la raideur de contact de 1.25×105 N/m,
ont été identifiés à partir des résultats expérimentaux.

Par ailleurs, étant donné que la fréquence propre mesurée est légèrement plus faible que la fréquence
calculée, les encastrements en flexion du modèle ont été remplacés par des raideurs en rotation pour
obtenir un meilleur accord calcul-mesure.
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FIGURE 7 – FRF selon Y (direction du for-
çage), pour une configuration centrée.
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FIGURE 8 – FRF selon X (direction transver-
sale au forçage), pour une configuration cen-
trée.

Dans les Figs. 7 et 8, les courbes continues, intitulées HBM, représentent les résultats numériques
et leur couleur indique leur stabilité. A chaque changement de stabilité se situe un point de bifurcation
(LP, BP, NS) indiquant la modification du type de régime stationnaire. Les résultats expérimentaux sont
représentés par un point bleu unique pour chaque fréquence de forçage ayant servi à exciter la structure
lors des essais. La valeur de ces résultats correspondent aux moyennes des amplitudes maximales du tube
au niveau de la butée sur les soixante dernières périodes de forçage de chaque essai à fréquence fixe.

La Fig. 9 est un zoom sur la zone d’impact de la figure 7, celle-ci montre la bonne superposition des
amplitudes maximales expérimentales (les points bleus) avec les courbes calculées à l’aide de Cast3M.
En plus, les bifurcations de la zone d’intérêt sont plus lisibles. Par exemple, le carré orange est une
bifurcation du type Branching point, ce qui correspond à une brisure de symétrie. Cette bifurcation
prédit assez précisément la fréquence pour laquelle, l’orbite du tube sous impact n’est plus plate mais
annulaire que ce soit numériquement qu’expérimentalement. On peut voir ce phénomène dans les Figs.
10 et 11, correspondants aux lignes verticales (A) et (B) dans la Fig. 9. La trajectoire du tube précédent
au Branching point (Fig. 10) reste dans le plan d’excitation, tandis que la trajectoire postérieure au
Branching point (Fig. 11) est annulaire, donc on apprécie bien l’apparition de la brisure de symétrie dans
le système avec la montée en fréquence.
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FIGURE 9 – Détail de la FRF selon Y (Fig. 7).

Même si la comparaison entre les régimes mesurés et calculés est cohérente, il est également à noter
que les solutions numériques stables présentes à plus hautes fréquences n’ont pas été trouvées expéri-
mentalement. Cela pourrait être dû au nombre insuffisant de modes choisis pour l’analyse ou dû au bassin
d’attraction expérimental des solutions stables pour des fréquences plus élevées, possiblement très étroit.
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FIGURE 10 – Trajectoire du
tube au point d’impact pour
une fréquence d’excitation de
ω = 15.1 Hz. Correspondant à
la ligne pointillée verte A de la
Fig. 9.
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FIGURE 11 – Trajectoire du
tube au point d’impact pour
une fréquence d’excitation de
ω = 16.3 Hz. Correspondant à
la ligne pointillée verte B de la
Fig. 9.
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FIGURE 12 – Trajectoire du
tube au point d’impact pour
une fréquence d’excitation de
ω = 17.6 Hz. Correspondant à
la ligne pointillée verte C de la
Fig. 9.

Par ailleurs, la position de la butée radiale est réglable avec une précision de 10 µm ce qui autorise
son excentrement par rapport au tube, voir la figure 4. Afin d’observer l’influence des excentrements sur
la dynamique du système, de multiples configurations d’excentrement seront ensuite réalisées expéri-
mentalement et numériquement.
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6 Conclusions et perspectives

La maquette DINGO est une expérience conçue dans le but d’approfondir la compréhension de la dy-
namique des tubes des Générateurs Vapeur. Elle est constituée d’un tube droit vertical bi-encastré, inséré
dans une butée annulaire radiale placée au milieu de sa longueur. Nous avons analysé la dynamique du
tube autour du point d’impact en comparant la courbe de réponse en fréquence numérique (HBM+PAC)
et les amplitudes mesurées pour des essais à fréquence fixée. Les résultats de cette comparaison ont été
quantitativement satisfaisants car nous avons été capables de prévoir des bifurcations indiquant des chan-
gements de régime et retrouver les mêmes changements dans la dynamique mesurée lors des expériences
avec la maquette.

À partir de ces résultats, nous allons comparer les suivis des bifurcations détectées numériquement
avec les résultats expérimentaux lors des expériences avec le tube décentré par rapport à la butée annu-
laire. En outre, en vue de ces résultats, nous voudrions améliorer le calcul des exposants de Floquet pour
augmenter la qualité de la stabilité calculée et, par conséquent, la détection de bifurcations. Des modèles
d’interaction fluide structure devraient être implémentés ultérieurement pour s’approcher du cas réel des
tubes de Générateur Vapeur, mais dans ce cas particulier, des comparaisons avec des résultats expéri-
mentaux ne pourront pas être menés simplement. Enfin, une perspective de ces travaux pourra être la
construction d’un modèle pour prendre en compte un tube en U inversé complet, plus représentatif de la
géométrie des Générateurs de Vapeur.
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