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Résumé — La théorie variationnelle des rayons complexes (TVRC) est une méthode de résolution de
problémes dynamiques dans le domaine des moyennes fréquences. Cette méthode sans maillage permet
de remplacer celle des éléments finis qui s’avere inefficace dans le domaine des moyennes fréquences.
L’idée est d’approximer la solution d’une équation d’'Helmholtz par une somme d’ondes planes définies
sur un ensemble de sous-domaines, ce qui permet de supprimer 'erreur de dispersion due a la dis-
crétisation du domaine étudié. Aprés une présentation générale de la TVRC appliquée aux problémes
acoustiques, la méthode sera développée dans le contexte d’un couplage vibro-acoustique entre une
paroi et des cavités acoustiques.

Mots clés — TVRC, moyenne fréquence, couplage vibro-acoustique, pyVTCR.

1 Introduction et contextes

L’Agence européenne de I’environnement rapporte que la pollution sonore engendre 43 000 hos-
pitalisations par an en Europe et identifie cette pollution comme la deuxiéme plus dangereuse pour
la santé humaine apres la pollution de I’air. Parmi les différentes causes de cette pollution sonore on
trouve le transport ferroviaire qui, dans le contexte de la transition écologique et de la décarbonisation
des mobilités, est voué a se développer dans de nombreux pays européens, tout particulierement dans
les zones urbaines. C’est dans ce contexte que la SNCF a lancé de nombreux projets afin de réduire la
pollution sonore a bord des trains et aux abords de ses infrastructures. Parmi eux, une collaboration
avec le LMPS a pour objectif de développer les outils nécessaires a la résolution de problémes vibro-
acoustiques dans les gammes de fréquences audibles pour ’homme (20Hz-20kHz).

La principale difficulté est due a 'impossibilité d’utiliser les méthodes usuelles dans ce contexte. De-
raemaeker [4] montre I'existence d’une erreur de pollution, en plus de 'erreur de discrétisation de la
méthode des éléments finis appliquée a ’équation de Helmholtz, ce qui limite son utilisation dans le
domaine des hautes et moyennes fréquences. Une méthode haute fréquence couramment utilisée est
Panalyse statistique de 1’énergie (SEA) : elle permet de rendre compte du comportement global de la
structure en haute fréquence tout en intégrant certaines incertitudes; cependant elle ne permet pas
d’obtenir une information locale des champs étudiés et n’est donc pas utilisable en moyennes et basses
fréquences. On constate donc I'existence d’'une zone dite de moyenne fréquence pour laquelle aucune
méthode usuelle n’est satisfaisante. C’est pourquoi de nombreuses techniques ont été développées au
cours des derniéres comme résumé dans le livre Methodologies for Mid-Frequency Analysis in Vibration
and Acoustics [1]. On peut distinguer trois approches différentes : le développement de la FEM aux
hautes fréquences par enrichissement des fonctions de forme; 'extension de la SEA aux basses fré-
quences par extrapolation d’information locale; et les méthodes de Trefftz dont la TVRC fait partie.
La Théorie Variationnelle des Rayons Complexes est introduite pour la premiére fois par P. Ladevéze
en 1996 [5]. Elle a ensuite été appliqué a de nombreux problémes différents : assemblage de plaques
hétérogenes, assemblage de coques orthotropes [2], dynamique transitoire, acoustique 2D [3], etc. La
méthode peut étre résumée en quatre étapes : décomposition du domaine en sous-domaines étoilés;
choix des fonctions de forme pour chaque sous-domaine qui vérifient a priori I'équation d’équilibre;
formulation faible du probléme aux conditions limites; reconstruction du champs solution.

Dans un premier temps, nous résumons la formulation mathématique de la TVRC dans le cas de I’acous-
tique 2D telle qu’elle a été implémentée dans le code pyVTCR, puis nous présentons les travaux menés



sur 'application de la méthode au couplage vibro-acoustique entre une paroi et une cavité 2D. Pour
finir, nous illustrons le code pyVTCR utilisé pour simuler le couplage entre deux cavités séparées par
une paroi fine.

2 Formulation mathématique de la TVRC appliquée a’acoustique 2D

Cette section présente la formulation mathématique de la TVRC dans le cas de I’acoustique 2D,
nous n’aborderons pas les théorémes mathématiques sur lesquels elle repose. Dans un premier lieu,
nous présenterons la formulation classique d’un probléme d’acoustique classique tout en introduisant
les notations nécessaires. Ensuite nous développerons la formulation TVRC de ce probléme, pour finir
sur un bilan des propriétés de la TVRC.

2.1 Probléme de référence et notations

La figure 1 présente un cas de référence de probléeme acoustique ou le domaine Q étudié est scindé
en 2 sous-domaines. Dans la suite, nous considérerons un domaine partitionné en E sous-domaines
différents.

Ficure 1 — Illustration d’un probléeme typique d’acoustique 2D.

Une premiere étape nécessaire a la TVRC est la partition du domaine étudié en E sous-domaines
dits étoilés :
Soit Q le domaine étudié et {Q, }1<.<g une partition de Q telle que chaque sous-domaine Q, est étoilé.

Q= J Q. 0.NQr=0ife#f

1<e<E

Un domaine Q. est dit étoilé si et seulement si :
JaeQ, |VxeQ, {(1-t)a+ix|t€[0,1]} CQ,

La méthode TVRC étant une méthode de résolution fréquentielle, on fixe une une fréquence d’étude f
et le champs de pression acoustique p,, défini sur Q,, vérifie I'équation d’Helmholtz suivante :

Ape+Kkp, =0 dans Q, (1)

Avec k= (1+ in)zf—f le nombre d’onde supposé homogeéne, 1, cg sont le facteur d’amortissement et la
vitesse du son dans le milieu étudié.
Chaque sous-domaine peut étre soumis a 3 types de conditions limites différentes :

— Condition de Dirichlet : po = pimp sur d,Q,

— Condition de Neumann : m% = Vimp SUr 0,Q

— Condition de Robin : p, — plozé’;‘cp 7 ?ﬁ <= 0 surdzQ,




De plus, la décomposition en sous-domaines introduit des conditions limites de continuité a la frontiére
I'. s entre les 2 sous-domaines €, et Q :
Pe—pr=0 sur I'pp = 0Q, N0Q (2)

i dpe I apf
=4 e
p02nf aﬁe p027tf aﬁf

sur I'pp = 0Q. N BQf (3)
Les normales n, et ny sont sortantes de leur sous-domaine respectif.

2.2 Formulation TVRC du probléme de référence

Une fois le probléeme de référence correctement défini, on peut montrer que pour chaque sous-
domaine étoilé Q, la solution au probléme peut s’écrire sous la forme d’une fonction d’'Herglotz [6] :
2n _
pelx) = | Ac(0)e" " ap S
Il s’agit d’'une somme continue d’ondes planes de vecteur d’'onde k,(0) tel que ||k, || = k. Afin de résoudre
numériquement ce probléme, la méthode TVRC propose d’approximer cette somme continue par une
somme discrete et finie. Plusieurs choix ont été étudié, mais le choix retenu est d’approximer la fonction
d’amplitude A, par une somme de dirac, on obtient donc ’approximation suivante :

N
pe(x) ~ Y ayee®x (5)
n=1

Cette formulation a’avantage de faciliter 'implémentation numérique et d’accélérer les temps de calcul
en permettant un calcul analytique des intégrales de la forme faible 6.

De par ce choix, la pression p, vérifie a priori ’équation d’équilibre 1, il suffit donc de trouver les
amplitudes a, qui satisfont au mieux les conditions limites. Pour ce faire, on introduit la formulation
faible du probleme aux conditions limites :

7

Trouver (p1,...,pe) € Si.ad X ... X Sg ad, tel que :

R / e Vim 87eds+/ e Vim 67:?dS+/ e_Zim esieds
YR( [ o) Bds+ [ Gemvn)Bpids+ [ (pe—Ziu)®

e=1
& — —_—
+ X / (pe—pf)8ve+(ve+vf)8peds>:o (6)
f=Le’ Les

v(spla'"uspE) € Sl,ad X ... X SE,ad

_ i 9pe _ i 9%p, : : ‘
Avec v, = 55 on.> Ve = 5o on, €t (8) qui correspond au conjugué complexe de (.

A partir de cette forme, on peut introduire les sous-opérateurs suivants :

B (pe,Spe) = / pedvedS 3 BL(pe,dpe) = / vedpedS 3 By(p,dpe) = / (Pe = ZimpVe) BvedS

PQE er z Qe

B, (pes8pe) = /r Pedve +vedpedS i Bi(py,dp.) = /F —ps8ve +v;Op.dS
ef ef

Lp(spe) :/aQ pimpsivedS 5 Lv(spe) :~/EQ VimpsipedS

p=ee

Ce qui permet de réécrire I’équation 6 sous la forme suivante :

E E
Z R (Q;Z(Peﬁpe) + By (Pe,8pe) + Bz (pe, Ope) + Lp(spe) + L,(dp.) + Z (le‘if (Pe;dpe) + Qi(pf'aspe») =0
e=1 f=1,f#e

(7)



Ce qui donne le systéme linéaire suivant apres discrétisation :

B, +B)+B;+Bf - Bf a L +L]
: : : | = : (8)
B B1§+B§+B§+B1—;f; ag LE +LE
~ ——  —m o —
B a L

2.3 Quelques propriétés de la TVRC

La premiére propriété de la TVRC est qu’elle ne nécessite pas de maillage. Elle demande beaucoup
moins de degrés de liberté pour résoudre un probléme. De plus, I'utilisation des ondes planes comme
fonctions de forme permet d’obtenir une solution C* et ne nécessite aucune interpolation. Ces ondes
planes permettent un calcul analytique des intégrales nécessaire a la création du systéme a résoudre,
ce qui permet de réduire significativement les temps de calcul.

Comme de nombreuses autres méthodes de Trefftz, le systéme a résoudre est mal conditionné, on peut
noter les propriétés suivantes :

— La matrice B dépend fondamentalement de la fréquence étudiée et elle est mal conditionnée.

— La matrice B est dense par bloc (Cf. figure 2), elle est non symétrique, et a valeurs complexes.

— Les sous-matrices de couplage B! sont nulles si les domaines e et f sont séparés, sinon elles sont

pleines.

— Les sous-opérateurs B¢ sont hermitiens.
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FIGURE 2 — Exemple d’'une matrice TVRC pour I'exemple présenté figure 1.

3 Extension de la TVRC au couplage vibro-acoustique

Dans cette partie, on souhaite décrire la formulation TVRC du probléme de couplage vibro-acoustique
2D, puis on présente son implémentation numérique sur un exemple de couplage entre deux cavités
acoustiques 2D séparées par une paroi. Nous reprenons 'exemple présenté figure 1, en remplacant la
frontiere I'j, par une paroi mince couplée aux domaines Q; et Q.

Le couplage vibro-acoustique est décrit par la flexion de la paroi séparant les cavités e et f. En notant
u le déplacement normal de la paroi on obtient I’équation suivante :

d*u  psh , De — Df En

- - - J l) - @@

i D"T D avee 12(1—v2) ©
Ve =1IOU ; Vy=—i0u sur I, (10)
u(0)=0=u(L) u'(0)=0=1u'(L) (11)



Avec p; la densité de la paroi, h son épaisseur, E le module d’élasticité et v le coefficient de poisson.

En appliquant la TVRC, on décrit la pression comme une somme d’ondes planes :

N, )
pe(é) = Z anelke(en)ﬁ = d)gae (12)
n=l1

On cherche a exprimer la solution u du probléme de vibration a partir des amplitudes a. et af.
On commence par décomposer la solution en solution homogéne et en solution particuliére : u(s) =
i(s) +up(s). La solution particuliére peut étre déterminer a partir de la forme des pressions imposées :

Ny

s ne ik, (8,)x(s) _ \ n g ik (8,)x(s)
)= X @) 0 =k LDk, @)1 K9 (13)
= %T,pae - ’(p}:paf (14)

La solution homogeéne peut s’exprimer sous la forme suivante : i(s) = AeiKS 4 Be—iKs  coKs
DeKs = T[A B C D]”. En appliquant les conditions limites de la paroi on obtient le systéme suivant :

1 1 1 1 A up(O)
iK —iK K —K B u;,(O)
oKL oKL oKL e KL C == u, ( L)
iKe'kl  —jKe KL KKl _Ke~KL D u),(L)
A
B h
— Mpac c :—Mﬁ’ae—i—M}’af avec K = { p%0)2
D

Ainsi, on peut exprimer la flexion de la paroi a partir des amplitudes des pressions des cavités
adjacentes :

u(s) = [wh, - P MMY] ac — [$F, — D MMY ay (15)
uels) s

On remarque les propriétés suivantes pour les opérateurs introduits :

— Mpc dépend du choix des conditions limites appliquées a la paroi, des propriétés de la paroi et
de la fréquence étudiée.

— ) ne dépend que des propriétés de la paroi et de la fréquence étudiée.

— 1. dépend des fonctions de forme choisies pour le champ de pression acoustique.

— MY dépend des fonctions de forme du champ de pression et des conditions limites choisies pour
la paroi.

Maintenant que le déplacement u est exprimé en fonction des amplitudes du champ de pression, il nous
est possible d’exprimer I’équation 10 de continuité des vitesses sous forme faible :

e a

V(Spe’apf) € Se,ad X Sf,ad,

R </ (ve—imu)Speds—f—/ (Vf+i0)u)8pfds> =0 (16)
Ie L.

— R (/ (Ve —imue)Speds—l—/ (Vf—ia)uf)épfds—i-i(o/ ufﬁpeds+i0)/ u65pfds) =0
I, T, Ic I




On peut ainsi, définir deux nouveaux opérateurs :

iBf(pe,Spe):/r (Ve — iU, )Opeds %ff(pf,Spe):ico/r urdp.ds

c

Remarque : Dans cette partie, il a été fait le choix de caractériser le couplage vibro-acoustique de
maniére implicite avec une formulation primale sur la pression acoustique mais on aurait pu choisir de
résoudre un probléme mixte entre la pression acoustique p, et la flexion de la paroi u. Cependant, cette
méthode n’a pas été retenue car le conditionnement de la matrice ainsi créée explosait a cause d’une
grande différence d’ordres de grandeur entre les différents blocs acoustiques et vibratoires de la matrice.
On notera que la méthode retenue est équivalente a utiliser le complément de Schur du probléme mixte.

4 Deux exemples de la TVRC appliquée au couplage vibro-acoustique

4.1 Exemple d’une cavité acoustique couplée avec une paroi

Le modeéle utilisé est présenté figure 3a, les résultats seront comparés au cas de réflexion parfaite
qui est une bonne approximation de la situation pour une paroi suffisamment rigide.
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(a) Schéma du modeéle simulé de couplage vibro- (b) Solution de référence ou la paroi est remplacée par
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(c) Reconstruction du déplacement de la paroi. (d) Solution du couplage vibro-acoustique.

FIGURE 3 — Résultats de la premiére étude de couplage vibro-acoustique. Le milieu acoustique
correspond a de l'air (c = 344m/s, p = 1.2kg/m?>), 1a paroi est en verre (h = 4mm, p = 2320kg/m?,
E =75GPa, v =0.25).

On constate figure 3, comme attendu, que la solution de référence et celle du couplage vibro-
acoustique sont quasiment identiques. Une analyse plus précise (voir figure 4) montre que la solution
couplée présente des amplitudes légérement inférieures a celle de référence, on constate un écart maxi-
mal d’environ 2.5% pour la paroi en verre et 6.5% pour celle en plexiglas. Le plexiglas étant plus léger
et moins raide, il est normal que 'approximation de réflexion totale soit moins bonne que dans le cas
du verre.

La reconstruction du déplacement normal de la paroi montre qu’on satisfait bien les conditions limites



choisies (déplacement et rotation nuls). De plus, on observe bien un déplacement positif au centre de
la paroi ou la pression est positive et un déplacement négatif aux bords ot la pression est négative. Ces
deux simulations semblent confirmer la bonne implémentation du code de couplage vibro-acoustique.

Pressure gap between reference and coupling solutions Pressure gap between reference and coupling solutions
0.01215 0.0324

0.01080 0.0288

-

0.00945 ©® 0.0252 ®
) e

0.00810 @ 0.0216 @
o [

0.00675 & 0.0180 &
(] [
5 5

0.00540 2 0.0144 2
wn

0.00405 @ o0.0108 &
o o

0.00270 0.0072

0.00135 0.0036

0.00000 0.0000

(a) Ecart de pression entre la solution de référence et (b) Ecart de pression entre la solution de référence et
la solution vibro-acoustique pour une paroi en verre la solution vibro-acoustique pour une paroi en

(p =2320kg/m>, E = 75GPa, v = 0.25). plexiglas (p = 1180kg/m>, E = 3GPa, v = 0.4).

FIGURE 4 — Comparaison de la solution couplée a la solution de référence pour différentes parois.

4.2 Exemple de couplage entre deux cavités acoustiques séparées par une paroi

La méthode de couplage vibro-acoustique mise en place permet aussi de coupler 2 cavités entre

elles lorsqu’elle sont séparées par une paroi fine. La figure 5 présente les résultats de deux simulations
avec dans un cas une paroi en verre et dans le second cas en plexiglas. La premiére cavité est soumise
a une pression constante sur son bord de gauche et les bords en haut et en bas sont parfaitement réflé-
chissants. La seconde cavité a ses bords de droite, en haut et en bas parfaitement absorbants pour éviter
une onde réfléchie qui reviendrait dans la premiére cavité, 'objectif est d’isoler le comportement de la
paroi.
Il est important de noter que le couplage des cavités présenté est exclusivement du a la mise en mouve-
ment de la paroi par les efforts de pression, le modele ne prend pas en compte la transmission de 'onde
acoustique entre deux milieux. Ce modele n’est donc valide que pour des longueurs d’onde supérieures
a I’épaisseur de la paroi.
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(a) Intensité acoustique dans les cavités séparées par  (b) Intensité acoustique dans les cavités séparées par
une paroi en verre (p = 2320kg/m>, E = 75 GPa, une paroi en plexiglas (p = 1180kg/m>, E = 3 GPa,
v =0.25). v=0.4).

FIGURE 5 — Comparaison du couplage entre deux cavités séparées par une paroi.

Dans le cas de la paroi en verre on observe une atténuation de 30 dB tandis que pour la paroi en
plexiglas seulement de 10 dB. Le plexiglas transmet mieux I'onde acoustique comme attendu. En plus
de mieux transmettre 'onde, on observe que dans le cas de la paroi en plexiglas, I'onde incidente est
aussi bien plus perturbée que dans le cas de la paroi en verre qui se comporte quasiment comme une
paroi parfaitement réfléchissante pour la premiere cavité.



5 Conclusion

Dans ce résumé, nous avons présenté une nouvelle formulation du couplage vibro-acoustique uti-

lisant la TVRC. La méthode a été illustrée sur deux exemples afin de valider son implémentation.
Nous avons commencer par présenter le contexte de ces travaux qu’est I’analyse moyenne fréquence
pour 'acoustique et les vibrations. Nous avons ensuite présenté un probleme d’acoustique typique ainsi
que sa formulation TVRC. Puis, nous avons développé la formulation mathématique d’un probléme de
couplage vibro-acoustique dans le cadre de la TVRC. Nous avons pu finalement présenté I'implémen-
tation de cette méthode dans le code pyVTCR a I’aide de deux exemples.
La TVRC, et son application au couplage vibro-acoustique, permet de répondre & un besoin grandis-
sant de simulation des phénoménes moyennes, les travaux en cours ont pour objectifs de développer
la TVRC afin de simuler de plus en plus de situations différentes (sources ponctuelles a I'intérieur du
domaine, conditions limites non constantes, intégration sur bords quelconques, estimateur d’erreur...).
De méme, nous travaillons a I’élaboration d’'une méthode de simulation et d’aide a la conception pour
les méta-matériaux acoustiques utilisant la TVRC.
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