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Résumé — Les systemes mécaniques soumis a des instabilités induites par le frottement présentent
des amplitudes vibratoires sensibles aux parameétres incertains. Le choix d’une approche intrusive pour
résoudre le probleme mécano-stochastique associé, induit des temps de calcul particulierement longs a
cause d’intégration numérique de termes complexes telles que les forces généralisées de nature aléatoires.
Une approche intrusive modifiée, basée sur les propriétés des polyndmes de Tchebychev de seconde
espece, est ainsi proposée dans le but diminuer les temps de résolution.

Mots clés — Vibrations induites par frottement, Incertitudes, Probleme stochastique, Approche intrusive
et non intrusive, Polyndme de Tchebychev de seconde espece, Intégration temporelle.

1 Introduction

Il existe de nombreux systemes mécaniques qui sont soumis a des vibrations induites par frotte-
ment [1, 2] lesquelles sont dites auto-entretenues. Les exemples célebres sont les systemes de freinage
(automobiles [3], aéronautiques [4, 5] ferroviaires [6]) et les embrayages [7, 8], qui ont fait 1’objet de
nombreuses recherches. Les mécanismes physiques provoquant ces vibrations ont été largement étudiés,
notamment le stick-slip [9, 10, 11, 12] et le sprag-slip [13]. L’origine de ces instabilités se situe aux
interfaces entre les parties tournantes et fixes de systemes mécaniques concernés. Le contact unilatéral
(décollement) et I’adhérence/glissement avec frottement font partie des phénomenes physiques majeurs
a prendre en compte dans la modélisation [14, 15, 16, 17]. L’étude présentée est réalisée sur un mo-
dele phénoménologique incluant les principaux mécanismes physiques liés aux instabilités induites par
le frottement et particulierement le couplage de modes. Des parametres, tels que la raideur de contact et
le coefficient de frottement, qui sont liés a ces mécanismes, présentent des incertitudes qui sont prises
en compte avec la théorie probabiliste. Une vision paramétrique est ainsi adoptée comme dans [18]. La
méthode du chaos polynomial initiée en 1938 [19] est utilisée dans ces travaux pour obtenir des ap-
proximations probabilistes des champs inconnus (déplacements et rotations) du probleme mathématique
associé. Les polynomes de Tchebychev de deuxieéme espece sont utilisés pour former la base du chaos
polynomial. La fonction poids associée au produit scalaire est une densité de probabilité adaptée étant
donné que les valeurs des parameétres sont limitées en ingénierie. La complexité des expressions des
forces stochastiques généralisées a 1’interface des disques est fortement amplifiée dans le cadre d’une
approche intrusive. Le besoin d’effectuer des intégrations numériques pour calculer ces expressions, plu-
sieurs fois par pas de temps, induit des temps de résolution importants. Une modification de 1I’approche
intrusive classique est alors proposée afin de contourner cet écueil. Elle met en avant deux étapes : la
premiére consiste a simplifier les expressions mathématiques des forces et des moments a I’interface des
disques rotor et stator en développant des lois de comportement globale liant les variables primales et
duales. Les simplifications obtenues sont indispensables pour réaliser la deuxieme étape, qui consiste
a utiliser certaines propriétés de Polynomes de Tchebychev de seconde espece, dite de "linéarisation”
[20, 21, 22, 23], afin de déterminer directement les expressions des efforts stochastiques généralisées
sans intégration numérique. Par ailleurs, 1’équation du systeme dynamique dans 1’espace d’état associé a
I’approche intrusive permet de modifier facilement les parametres sans dispersion dans le cadre d’une op-
timisation robuste de systéme mécanique. Dans le but de comparer les résultats de 1’approche intrusive,



une approche non intrusive est également réalisée en effectuant des simulations déterministes.

2 Description du modele d’étude et principales hypotheses

Le modele phénoménologique utilisé pour cette étude est présenté en figure (1). Il s’agit d’un sys-
téme mécanique occupant un domaine € dans I’espace euclidien E durant un intervalle de temps T =
[0, #max] C R. Le mouvement est mesuré dans le référentiel supposé galiléen désigné par Ry au moyen du
repere cartésien Ry = (0, By) ol By = (e1,ez,e3) est la base canonique de R>. 11 est composé d’une
poutre d’Euler-Bernoulli de section S, = bh de longueur L, encastrée au point O € [E, dénommée b.
A I’autre extrémité de cette derniére est monté un disque stator, supposé indéformable, dénommé s, de
section S = R et d’épaisseur e. Le disque stator est en contact avec un disque rotor, supposé indéfor-
mable, dénommé r, ayant une vitesse de rotation ®, autour de la direction x et un déplacement imposé w
dans la direction x. Afin de gérer le contact avec frottement a 1’interface entre les disques rotor et stator
noté (r —s) de domaine I', un repére cartésien Ry = (Oy,B;) ot B; = (€}, €5, ey), est défini. Afin de
simplifier le probleme mécanique, 1’hypothese des petits déplacements est faite. Parmi les parametres
du modele, deux présentent des incertitudes : la raideur de contact ¢ et le coefficient de frottement u a
I'interface (r — s), qui sont indépendants. Par conséquent, deux variables aléatoires associées, notées &,
et &, contenues dans le vecteur £ € ® =] — 1, 1[%, sont introduites, telles que :

{%:&1 €l-L1[— x+& s €R 0

p& €l =1 1—pa+&pus € R

ol i (respectivement () est la valeur moyenne et ou sz, (respectivement uy) pour k (respectivement Li).
Mathématiquement, le vecteur de variables aléatoires € est donné par ’application E: 0 € Q +—— £ =

—

E(w) € O, ot Q est un univers inconnu et ® un événement. La mesure de probabilité pour = est notée
P= et est associée a la densité de probabilité Tchebychev de seconde espece :

4 2
fE:£E®»—>PH\/1—§?6[O,1} )
i=1

Cette densité de probabilité est trés bien adaptée aux problémes d’ingénierie étant donné que les valeurs
des parametres sont a support borné.

() (b)
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FIGURE 1 — Schéma du systéme mécanique. (a) Systeme de I’état initial avec les parametres géomé-
triques associés. (b) Systeéme en mouvement avec un déplacement w suivant x imposé au disque du rotor
tournant autour de x & une vitesse angulaire ;.

3 Formulation faible du probléme mécano-stochastique

Le formulation faible du probleme mécano-stochastique est obtenue en faisant une double projection
de Galerkin. La premiere est faite sur les éléments d’une base d’approximation spatiale construite a 1’aide



de la méthode de Rayleigh-Ritz. La seconde utilise une base d’approximation probabiliste construits a
I’aide du chaos polynomial associé a des polyndomes de Tchebychev de seconde espece. En écrivant
la formulation faible sous forme d’état, le vecteur constitué des coordonnées modales et stochastiques
généralisées ainsi que de leurs dérivées temporelles premicres, est solution du probleme (3) suivant :

Trouver X :1 € T — |w(r) w(t)]T € R", oun=2m e N*, tel que :

X =G(X,") dans T
3)

X =X en {0}
avec : 0
0 I||w(t 0
. n n
e G:(X(),1) eR"XT — [_QZ 0] ['w(t)} + [ ] € R", le champ de vecteurs donnant
la variation temporelle de 1’état.

<d‘1’dx(L) C(‘,t)'}[>5l ) +(@T(L)F(,1)| ), s,

= / (CT<g,t)‘M’(L>+FT(g,z)q>(L)> H dP=(€)
®

e WliteT— e R™™ I’application as-

dx
sociée aux efforts stochastiques généralisés ot §| = SN et 5y = §INxm,
P |d*® e’ P
o 02— <EIbdx2 dx> :E/}OL[ 72 Il — e dx € Moy on(R), 1a matrice des pulsa-

tions au carré ot R, = szzN

e I,={p=(p1,p2.p3) eN* | pre{l;2}, pr€[l,N] et p3e€ L}, NecN* lepremier
ensemble d’indices.

° {k: k],kg YEN? | ki <n; and k< l’lg}, le second ensemble d’indices.

o R CRy,= H07 5 (J0,L[,R) (respectivement § C S), I’approximation de I’espace de Sobolev spa-

tial prenant en compte les conditions aux limites de type Dirichlet (respectivement 1’espace de

Hilbert probabiliste).

. ou(z) -+ oa(z) - oyi(®z) O - O .- 0
®:z€l0,Lf— 0o - 0 .. 0 O(x) - On(z) - Ona(x) € Mon(R),
I’application associée aux fonction propres spatiales dénommées ¢;, (i,) € [1,N] x {1;2} ou
N € N*, qui sont déterminées avec les conditions aux limites de type mixte pour lesquelles F'
and C sont nulles. Ces fonction propres représentent les premiers modes de flexion de la poutre
p dans chaque direction y and z.

Diagg, ,--- Dlag,c (1)’
o H : EcO— .
Diagy,, - ,Dlagkcard(lk) (1)
niny, m = card(I,) = 2card () N et Diag,, = diag (Hx(§),--- ,Hr(&)), k € I, I'application

Dlagkl’ ' ’Diagkcard(lk)

€ M R) ou card () =
7Dlagk1>' B aDiagk: 2N=m( ) ( k)

N once
associée a 1’approximation probabiliste.

T
o w:T — [wpl(t) . 'wl’cam(fp)(t> € R™, I’application donnant les coordonnées généralisées
stochastiques.

La connaissance a chaque instant # € T de 1’état du systeme mécanique X () est calculée au moyen
d’une intégration temporelle du systeme d’équations différentielles (3) en utilisant le schéma Runge-
Kutta 4. Ces équations définissent un systéme dynamique stochastique non autonome noté SP"¢" =

(Rn Sophelm) )

4 Approche intrusive modifiée pour le probleme mécano-stochastique

4.1 Approximations des forces et moments a I’interface

Pour utiliser I’approche intrusive modifiée, il est nécessaire de mettre en ouvre une expression poly-
nomiale du champ de vecteur G et en particulier des efforts généralisés stochastiques W. 1l faut ainsi
trouver des expressions simplifiées des forces F' et des moments C' qui sont fortement non linéaires
malgré I’hypothese des petits déplacements, car elles prennent en compte le décollement progressif des



disques. Ces forces et moments sont exprimés sous forme d’intégrale sur I’interface (r —s) sur le domaine
I'., et cela engendre un colit numérique considérable lors de I’intégration temporelle. Pour contourner
cette difficulté, les expressions des forces et moments ont pu étre approchées a 1’aide de considérations
physiques et d’une étude de sensibilité :

e Expressions simplifiées des moments C = fg (05, w) in® x T :
ces moments peuvent &tre considérés comme dépendants uniquement des angles 6,1 et 6,2
comme le montre suite a une étude de sensibilité effectuée sur le modele exact. On introduit
la forme d’énergie potentielle W/ définie positive suivante :

f%ZA (02,+62,) eSav @)
JjEI.
ou:Aj: [whin wn] — R, j € I, = {2;4;---;n.} C 2N* contient les termes de la série apres

troncature a I’indice n., I’application définie sur I’ensemble des déplacements w du disque rotor
dans la direction x. Par conséquent, la forme polynomiale simplifiée est la suivante :

_zae ez_%z E = 040) (6, +632) 00 | i €S

e Expressions simplifiées des forces F' = fz (05,15, w)in ® x T :

ces forces sont considérées comme dépendantes uniquement des angles 6,1 et 6; >, de la vitesse
1) pour F] et de la vitesse i, pour F, comme 1’a montré 1’étude de sensibilité effectuée en amont.
La forme des forces est associée a des considérations physiques et se compose de deux parties.
La premiere est associée a un effet non conservatif et contient principalement les angles 6; 1 et
0,2. La seconde est associée a la dissipation résultant du frottement plan a I’interface (r —s) et
doit principalement contenir I’angle 6 1 ainsi que la vitesse #; pour F; (8, ainsi que 1, pour
F>). L’expression est donc la suivante :

F= #%Z Y (Bi(w) 01 +Dj(w)iisi1) (62, +62,) | es € (Swv): (6

i=2 ]EI;

ol : Bj: [w"" wm™] — R and D; : [w"™" w"*| — R, j € Iy = {2;4;---;ns} C 2N* contient

les termes de la série apres troncature a I’indice ny, I’application définie sur I’ensemble des

déplacements w du disque rotor dans la direction x.
A T’aide de la méthode des moindres carrés, les coefficients A;, B; et D; ont pu €tre détermin€s pour
I’ensemble des valeurs du déplacement w imposé au rotor r. Sur la figure (2) sont représentés, les efforts
et moments de référence (F' et C' sur la figure (2) (a)), ceux approximés (F et C surla figure (2) (b))
ainsi que les erreurs d’approximation (figure (2) (c), (d), (e) et (f)) en fonction des angles (8,1 et 6;7)
et des vitesses (il et i;2). Les erreurs démontrent globalement des écarts mineurs, ce qui permet de
valider les approximations.

4.2 Utilisation des propriétés polynomiales de Tchebychev

Une fois obtenu une approximation suffisamment précise des forces et des moments sous forme poly-
nomiale, il est possible d’utiliser certaines propriétés des polyndmes de Tchebychev de seconde espece,
afin de transformer les produits (associés aux non-linéarités) en sommes. Cette transformation permet
d’obtenir des expressions des forces F' et des moments C' directement dans les bases d’approximation
spatiale et probabiliste et par conséquent éviter le calcul d’intégrale a chaque pas de temps, ce qui allon-
gerait considérablement les temps de calcul. Premi¢rement, en remplacant les expressions de ug, 05, tis
et 6, dans (5) et (6), il vient :

, _ e (SaV) 7
é x Z ch (’UJ ’lU) HUi(l)’]i HUi(2)=J)11+1

Gy i=1 i=1
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FIGURE 2 — Comparaison entre les forces et moments de référence F' et C' et les forces et moments
approximés F' et C. (a) Comparaison des forces de référence (bleu) et approchées (gris) avec des erreurs
entre Fj et F| (c) ainsi que F> et F5 (d ). (b) Comparaison des moments de référence (bleu) et approchés
(gris) avec des erreurs entre C et Ci (e) et Cy et G, ().

avece
2(n1+n2)

o Lp=133="(j1o" s Jo(miny) € N | Y. Jji<np=ncp,'ensemble d’indices cor-
i=1
respondant au terme j de la série (7).
o crj:R"— R? (respectivement cc ; : R" — R?), le coefficient associé au terme 7 de la série

).
min(i, )
En adaptant dans I’expression (7) la propriété de linéarisation des polyndmes de Tchebychev : U; U; = Z Ui jl+2k
k=0
in]—1,1[, ¥(i, j) € N?, il vient :
n .
Viel, [IU"= Y Upo-t2k-212k4(irt) 42kt (niD) 42k, 0 [=1,1] (®)
i=0 kel
avec :
i
o ={k=(ki, ko) EN" | ki€ [[O,min(||---[1+ ) —(i+1)|+2k;,j+2
j=0

Ensuite, en remplagant (8) dans (7), des expressions simplifiées des forces et des moments sont obtenues :
F= Y ar(w,) Hy = Ha(w,w)
kEIk & 2
~ c(SeVv 9
C= Zbk('w,w)Hk:}[b(w,w) ( ) ( )
ke,
avec :
e a:R" — R" (respectivement b : R" — R™), I’application donnant les coefficients associés au
terme k de la série précédente (9).
A partir des expressions (9), il est facile d’identifier et de récupérer les efforts généralisées stochastiques
non linéaires sans calculer le produit scalaire, ainsi :
d®’ (L) -

—
wi— (2 He

}[> +(@"(L)F|#), :aT(w,w)d‘flch)erT(w,w)q:(L) cylxm
51,8 o2
(10)

Les efforts stochastiques généralisées W sont désormais connus sans procéder 2 I’intégration numérique
des produits scalaires a chaque pas de temps. Il est possible d’effectuer une intégration temporelle du
probleme (3) dans des délais raisonnables en utilisant le schéma Runge-Kutta 4.




4.3 Comparaison avec une approche non intrusive utilisant les polynomes de Tcheby-
chev

Afin de valider I’approche intrusive modifiée, les résultats associés a 1’approche intrusive modifiée
peuvent &tre comparés a une approche non intrusive en utilisant une interpolation a 1’aide de polyndémes
de Tchebychev de seconde espece. Pour cette derniere, il convient en premier lieu d’effectuer des inté-
grations temporelles pour un ensemble de valeurs des variables aléatoires £ contenues dans ® puis d’in-
terpoler des résultats de ces intégrations temporelles. Pour 1’approche non intrusive, la solution faible
associée au probleme (3) a la forme suivante :

i=®vel, (11)

avec :
o v:(£,1) €O XT — v(€ 1) € R?M, la premiere partie du vecteur d’état X € R” qui est la
solution du probleéme (3) transformé en probleme déterministe (pour cela : nl =n2 = 1).

Il est important de relever que I’approche intrusive utilise également des propriétés intéressantes des
polyndémes de Tchebychev pour approximer v a chaque instant ¢ € 7. L'utilisation de ces polyndmes
permet de converger uniformément vers la solution réelle v lorsque le nombre de polyndmes utilisés
tend vers I'infini. Cela permet d’approcher v comme suit :
- 5 2N
d=Hwe (SaV) (12)

avec :
o w' = (B|H) (Sav ) gveana = /@ﬁT(m, ) H(x)dP=(x) € V!**N 1a projection de & sur #.

ou : g = q1 X q» € N*, correspondant au nombre d’éléments de la base constitués de produits de poly-
nomes de Tchebychev lesquels sont associés a &; (1) et &, (g2). La convergence uniforme est garantie
en choisissant des points d’interpolation particuliers appelés points Gauss-Tchebychev. En utilisant ces
points, il est possible d’approcher w avec la quadrature suivante :

01 O sin( i )sin( I )
’lI}T Mi+1 My+1 ~T(33ija')—{]'[($ij)€V1X2Nq (13)

i=1j=1 (My+1) (M2 +1)

avec |

e (01,0,) € (N*)?, Ie nombre de points de Gauss-Tchebychev associés 2 la premidre (respective-
ment deuxieéme) variable aléatoire &; (respectivement &») .

N B in in )
o V(i,j) € [1,O1] x[1,02]], wij= (COS <M1 n 1) ,COS <M2+ 1>> € O, les coordonnées des

points de Gauss-Tchebychev.

A présent, pour I’approche non intrusive, neuf intégrations temporelles déterministes associées aux neuf
points de Gauss-Tchebychev (¢ = 9), sont réalisées avec le schéma de Runge-Kutta 4. Puis, une interpo-
lation des résultats est effectuée en utilisant I’expression (13). Pour I’approche intrusive, une intégration
temporelle stochastiques est réalisée avec trois polynémes (n; = ny = 3) pour chaque variable aléatoire
(& et &) et par conséquent neuf produits de polyndmes pour la base d’approximation stochastique. Sur
la figure (3) sont représentées les évolutions temporelles du déplacement ainsi que leurs dérivées tempo-
relles, au centre du disque stator s dans la direction y, pour 1’approche intrusive ((a) et (b)) et ’approche
non intrusive ((c) et (d)). Les amplitudes extrémales et I’allure des moyennes i, | et I/Tls,l, des moyennes
plus écart type i + Olus,1] et ity + Olii,1] ainsi que des moyennes moins 1’écart type i, | — Glus] et
U — 6[its,1], pour la méthode intrusive modifiée (3) ((a) et (b)) et la méthode non intrusive (3) ((c) et (d)),
sont tres proches. On constate quelques différences dont un 1éger décalage temporel qui peut étre observé
sur la croissance exponentielle des niveaux vibratoires (développement d’instabilités). Ces observations
permettent de valider les résultats de 1’approche intrusive modifiée. Il faut aussi rappeler I’intérét de 1’ap-
proche intrusive modifiée qui permet d’obtenir des résultats en une seule intégration temporelle, dans des
délais raisonnables (quatre fois plus rapides que I’approche intrusive classique) et avec plus d’ergono-
mie que I’approche non intrusive (plusieurs intégrations temporelles déterministes puis interpolation des
résultats).
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FIGURE 3 — Comparaison des évolutions temporelles associées a la moyenne i et i1, la moyenne
plus ou moins I’écart type i | £ O[us,1] et iy, £ Ol 1], entre les approches intrusives et non intrusives
modifiées. (a) ((c) respectivement) Evolution temporelle de la moyenne i 1, la moyenne plus I’écart type
ils,1 +O[u, 1] et la moyenne plus I’écart type it; | — G[u, 1]. (b) ((d) respectivement) Evolution temporelle

de la moyenne iy 1, la moyenne plus I’écart type i | + O|iis,1 | et la moyenne plus I’écart type i | — Oty 1]

5 Conclusion

Un modele phénoménologique simple associé aux mécanismes physiques induisant des instabilités
provoquées par le frottement a été utilisé pour tester une approche intrusive modifiée. Des incertitudes
ont été prises en compte pour deux des parametres du modele : la raideur de contact et le coefficient
de frottement. La structure des équations associées au modele est complexe, générant ainsi des temps
de résolution par intégration temporelle importants. De plus, la prise en compte des incertitudes dans le
modele, avec une approche intrusive classique, induit une forte augmentation des temps de calcul. Pour
contourner ces difficultés, 1’approche modifiée proposée comprend deux étapes et consiste en premier
lieu a simplifier I’expression du torseur des actions mécaniques (forces et moments) a I’interface des
disques rotor et stator. Pour y parvenir, une étude de sensibilité a été réalisée afin d’identifier les va-
riables ayant une forte influence sur les efforts et les moments. Cette étude de sensibilité a été renforcée
par des considérations physiques et a permis d’élaborer des lois de comportement fortement simplifiées.
Les expressions polynomiales résultant de la simplification peuvent €tre obtenues rapidement et les er-
reurs commises entre les expressions approchées et celles des références sont tres faibles. Les propriétés
des polyndmes Tchebychev de seconde espece ont ensuite été exploitées pour calculer les expressions
des forces stochastiques généralisées, sans effectuer d’intégrations numériques probabilistes des termes
intégraux associés. Grace a cette stratégie, les temps d’intégration temporelle sont considérablement ré-
duits (quatre fois plus rapides). Les résultats de I’approche intrusive modifiée ont ensuite été comparés a
ceux d’une approche non intrusive. Dans le cadre de cette approche, d’autres propriétés des polyndmes
Tchebychev ont été exploitées pour interpoler les résultats d’intégrations temporelles déterministes. Des
différences mineures ont été observées entre les deux approches sur des moyennes, des écarts types et des
amplitudes de cycles limites. Ainsi, les résultats de I’approche non intrusive optimisée ont pu étre validés.
Enfin, I’approche intrusive modifiée permet d’obtenir des résultats robustes dans des délais trés raison-
nables, en effectuant une seule intégration temporelle et avec beaucoup plus d’ergonomie que I’approche
non intrusive. Par ailleurs, 1’équation du systeme dynamique dans I’espace d’état associé a 1’approche
intrusive permet de modifier facilement les parametres sans dispersion dans le cadre d’une optimisation
robuste de systéme mécanique.
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