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Résumé

Dans ce travail, nous nous intéressons a un probléme de vibration de structures composites a fibres naturelles. La loi de
comportement du pli fibres de lin/matrice étant non-linéaire, une méthode de Newton d’ordre élevé (MNOE) est utilisée
pour résoudre le probléme de vibration complexe non-linéaire. Cette méthode est basée sur les techniques d’homotopie
et de perturbation.

Abstract

In this work, we are interested in a vibration problem of natural fibre composite structures. Since the behaviour law of
the flax fibre/matrix ply is non-linear, a high order Newton method (HONM) is used to solve the complex non-linear
vibration problem. This method is based on homotopy and perturbation techniques.

Mots Clés : Vibration, Composites, Fibre de lin, Viscoélasticité, Homotopie, Perturbation
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1.Introduction

Les structures composites sont utilisées dans de nombreux domaines industriels pour lesquels la
maitrise du bruit et des amplitudes de vibration sont des problématiques sensibles. En effet, le confort
sonore et la sécurité des personnes ou des biens sont des préoccupations dans de nombreux secteurs
d’activités (transport, BTP, ingénierie civile, militaire...). Afin d’atténuer ou de réduire ces vibrations,
des matériaux spécifiques peuvent étre utilisés. Dans cette étude, nous nous intéressons aux fibres
bio-sourcées et plus précisément a la fibre de lin. En effet, cette derniére présente de nombreux
avantages : sa capacité intrins€que d’amortissement associé a un faible poids [1]. Cependant peu
d’¢tudes numériques existent dans la littérature concernant la modélisation du comportement
vibratoire de ces matériaux naturels.

C’est pourquoi dans ce travail, réalisé dans le cadre du projet ANR-Bio-Damping, nous étudions le
comportement vibratoire de structures composites laminées de fibres de lin. Une loi de comportement
isotrope transverse [5] de type viscoélastique est proposée pour un pli fibre de lin/matrice. Ceci
conduit a résoudre numériquement un probléme non linéaire aux valeurs propres complexes. Pour
cela, nous proposons un algorithme basé sur les techniques d’homotopie et de perturbation. Dans
cette étude, la non linéarité est la dépendance du module d’Young et du coefficient d’amortissement
du matériau en fonction de la pulsation. Des comparaisons avec des résultats numériques et
expérimentaux issus de la littérature permettent de valider la méthode proposée.
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2.Equations du probléme
1.1 Equation du probléme de vibration des structures composites

En considérant le Principe des Puissances Virtuelles, la relation contrainte déformation et la
discrétisation par éléments finis, le probléme discret de vibration des structures composites peut
s’écrire sous la forme :

(IK*(@)] + C*[M]){U"} = {0} (Eq- 1)

avec C* =- @?

[M] désigne la matrice de masse. Le vecteur modal est représenté par {U*} et la fréquence de
vibration par . Les composantes complexes sont signalées par un astérisque (*) exceptée w, pour
des raisons de simplification d’écriture. Ainsi la matrice de rigidit¢ [K*(w)], dépendante de la
fréquence, est complexe.

1.2 Expression de la matrice de rigidité K*(®)

La matrice de rigidité de la structure dépend du nombre de plis, de 1’épaisseur et de I’orientation
de ces plis ainsi que des propriétés mécaniques du matériau. En considérant la loi de
comportement d’un pli, isotrope transverse [4], cette matrice de rigidité peut étre mise sous la
forme symbolique suivante :

[K*(w)] = [ALL Ef (@) + [Ar]. Ef (@) + [Apr]. Gir (@) (Eq. 2)

Ou les opérateurs [Ajr] dépendent du nombre de plis, de leur épaisseur ainsi que de leur
orientation. A noter, que par souci de simplification, nous considérons dans cette écriture que tous
les plis du stratifiés sont constitué¢s du méme matériau. Ainsi, les modules E; (w), E7(w), G/ (w)
sont identiques pour toutes les couches et peuvent étre mis en facteur. Au niveau de la résolution
numérique, les plis peuvent étre constitués de matériaux différents. Les modules
E} (w), Ef(w), Gy (w) sont donc différents entre plis, la forme symbolique (Eq. 2) est alors plus
complexe a écrire.

Dans I’équation (Eq. 2), on voit ainsi que les modules de comportement viscoélastique M ™ = (
E/ (w), Er(w), G/7(w)) sont considérés comme indépendant les uns des autres. A noter que dans
cette étude les coefficients de Poisson suivant les trois directions (L, T et LT) sont également
considérés constants (indépendants de la fréquence) et réels [7].

Dans ce travail, on considére que le pli a un comportement de type viscoélastique représenté par
une loi de type Zener fractionnaire [3]. Chaque module M * s’écrit alors

My + Mo (jw 1) (Eq. 3)
1+(own)”

M*(w) =

Dans le but d’exprimer les parties réelle et imaginaire de M *(w), nous réécrivons les termes w * et
j* dans la forme suivante :

I{w“ = |w|%(cos(aB) + jsin(af)*

{ j% = cos (062—7[) + jsin (062—7[) (Eq. 4)
| i

k 0 = arctan(%)

|e| représente le module d’un nombre complexe. Aprés quelques opérations mathématiques, les
parties réelle et imaginaire peuvent s’exprimer ainsi :
2
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1+ (¢c; + 1) w,*[cos(aB)c, — sin(aB)c;] + cqw,**
1+ 2 w,*[cos(af)c, — sin(aB)c3] + w,%*

jmr*(w) = M,

(Eq. 5)
(c1 — 1) w,*[cos(aB)c3 + sin(af)c;]
1+ 2 w,*[cos(af)c, — sin(aB)c3] + w,%%

l M (w) = M,

_ M am . far
avec w, = t|w| , 1= 50 ¢y = cos |~ , c3 = sin(—

Le probleme a résoudre (Eq. 1) est donc complexe et non-linéaire. Dans cette étude, nous proposons
une méthode de résolution basée sur I’association des techniques d’homotopie et de perturbation.

3.Résolution du probleme

Pour résoudre le probléme de vibration (Eq. 1) et évaluer a la fois la fréquence de résonance et
I’amortissement de la structure, les codes commerciaux tels que Abaqus ou Ansys ne sont pas adaptés.
Ici, nous proposons une méthode basée sur les techniques d’homotopie et de perturbation (MNOE)

12].

Nous considérons le probléme non linéaire (Eq. 1) ayant pour inconnue le vecteur complexe {U*,
C*}. La technique d’homotopie est utilisée afin de le résoudre par un algorithme itératif d’ordre €levé.
Les incréments suivants sont introduits :

{ﬁg:} = {lC]: : gg} et [AK*] = [K* ()] — [K*(@y)] (Eq. 6)

avec {Ug, C§ }, un point initial a définir. [K*(w,)] correspond a la matrice de rigidité calculée en wo.
Apres insertion de (Eq. 6) et de quelques manipulations, nous obtenons :

[LI{AU"} + AC*[M]{Up} + {Ro} + [AK"]{Up} + [AK"[{AU"} + AC"[M]{AU"} = {0}

Avec [L] = [K*(@0)] + C5[M] et Ry = ([K"(wo)] + C5[MD){U5} (Eg. 7)
Ceci nous permet d'introduire artificiellement un parametre ¢ :

[L]AU* + AC*[M]{Ug} + £ {Ro} + £ [AK*]{Up} + [AK*]{AU*} + AC*[M]{AU*} = {0}
(Eq. 8)

On peut remarquer que le probléme initial (Eq. 1) correspond a € = 1.

Le point initial est choisi de la maniére suivante {Uya, na} €t représente respectivement le mode
propre réel et la fréquence de résonance non amortie, obtenus en résolvant le probléme aux valeurs
propres réelles par des méthodes classiques telles que la méthode de sous-espace ou la méthode de
Lanczos.

A ce stade, nous cherchons 1’ensemble des termes du vecteur X ={U*,C*, o, M'*} sous la forme
d’une série entiére du paramétre € et tronquée a un ordre N :
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N
_ j (Eq. 9)
X}= ) g{X;}
.FZO ]

Dans I’expression de la matrice K*(w) (Eq. 2) apparait les modules M * . Cette derniére est é¢galement
décomposée comme une série entiere par rapport au parametre € :

N N
K'@] = K= &k} = ) & {[ALEj, + [Arl.E, + [Ayr]. Gir)
j=0 j=0 (Eq. 10)
Ou [K;] est calculée en prenant o égal a wo, soit [Ky] = [K (oo )] .

L’introduction des développements asymptotiques ((Eq. 9) et (Eq. 10)) dans 1’équation modifié¢e (Eq.
8) et I’identification suivant les puissances de € conduisent aux systémes linéaires suivants:

Ordre 1 :
[LI{Ui + ¢ [MI{Us} = —Ry (Eq. 11)
Ordre 2 :
(LU} + C; [M]{Uo} = —[K;W{Uo} — € [MI{U3} — [K31{U3} (Eq. 12)
Ordrek >2

k-1
(LI + G MU0} = ~[Ke- U0} — Y (67 w3+ [K7N{wi3) 91
=1

La difficulté de cette étude réside dans la dépendance des modules de comportement M™ a la
fréquence . Ainsi, I’équation (Eq. 3) définissant cette relation est fortement non linéaire.
L’identification a chaque ordre k des coefficients de M}, “et de M, ,1* (Eq. 5) n’est ainsi pas simple a
réaliser. L’introduction des développements asymptotique dans ces équations suppose donc de
modifier ces dernicres afin d’identifier les relations de récurrence. L’idée générale est d’introduire de
nouvelles variables afin de réécrire les équations a traiter sous une forme quadratique plus adaptée a
I’insertion des développements asymptotiques [8]. Ainsi les expressions suivantes sont définies :
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( >

v = (0} + &)
A= "
B=+v
X:f% (vdA — 2aAdv =0
0 = arctanX vdB — aBdv = 0
Z= ) & Avec les formes différentielles : ! 40 = ;d_\' (Eq. 14)
:;;:Z? dT = —aSdf
g ; | dS = aTdb
D= (a +1)|c2T — ¢3S
F = 2[¢;T — 5]
H=(a —1)[aaT + 28]
| Y =FB

& est un paramétre de régularisation dont la valeur est définie par I'utilisateur. Dans les applications
numériques, ce paramétre varie entre £=10"°. Cette régularisation permet d’éviter des difficultés
numériques au voisinage d’une pulsation nulle. Le symbole « d » désigne la différentielle de la
variable.

L’équation (Eq. 5) s’écrit alors :

=0 110810
! (Eq. 15)
L.M”@Q:W%——ﬂi—

1+Y +4

Comme o est une inconnue développée en série, les variables A, dA, B, dB, v, dv, D, F, H, 0, T, S,
X, Y, Z sont cherchées ¢galement sous forme de série. Une fois, ’ensemble des développements
asymptotiques en € de toutes les variables réalisé, 1’expression des modules et variables est obtenue
pour chaque ordre a partir de 1’identification suivant les puissances du paramétre € . Ainsi a partir de
I’ordre k > 2, les expressions des parties réelle et imaginaire des modules sont :

7o ( BoDx + BeDo + 3 (BiDij) + c1Ae) — Ay(Ye + Ax) = T A (Y + Acy)
1+ Yo+ 4 (Eq. 16)
Jo( BoHy + BeHo + 7 (BiHi) ) — Ay(Ye+ Ag) — ST Aj(Yeoj + Ary)
1+ Yo + Ao

Al =

avee ©
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( ~k-1 ~k

200 Wk + \'_-;_1 Dy D —j \_",_ll\j,\'k,,,
E = 2\'0
d\} 1 = ka

21(."0(1\'& -] T l::f_il:."‘,dvk j |:l T Ak 1(1\'0) Vi- 1(1."0 \'.:_.“:‘:1:","1""‘ j—1
d"‘k——l = . -
0
I(Bod\‘k e (zf_fB’,d\} ,'”l:l T Bk 1(1\’0) Vi 1(180' )_:f_l:\f,dﬂk j=1
dBi-1 = - - -
0

d."k 1
A= X

dBk 1
B s o

" K

w, — Xowj, \_:f_ll Xjol, ;

Xk = -
(-’)0
y -k ) ”

kX — _\_‘,_:_If’;/-m j

O = -
¢ k(1 + Zo)

k-1
Zk = 2XoXe + »_XiXe-;
=1

k-1
g 1 ¢ . »
Ie = % kSoBi + E 1S

=1

k-1
.Sk I‘ k lﬂ”k T — ]H, lk, j

Dy = (c; +1)[e2Ti — 384

Fi = 2 Ti— &3Sy

Hy = (e — Dl T+ 68
k-1

Yi = BoF + BFo + B;F_;

=1

A noter que pour des raisons de facilité de lecture, nous n’avons pas fait la distinction entre parties
réelle et imaginaire dans les expressions précédentes.

En développant chacun des termes dépendant de m, sous sa forme asymptotique et en identifiant
suivant les puissances de € dans 1’équation (Eq. 8), on a obtenu une série de problémes linéaires. Pour
avoir autant d’équations que d’inconnues, une condition de normalisation sur le mode est rajoutée :

{tuplM]{Ugy =0

A P’ordre k, le probléme s’écrit alors:

“Mﬂ:ﬂﬂm)wﬁm%%%?

Le second membre, {F,?l*}, dépendra seulement des termes précédents et I’opérateur tangent [L, ] sera
actualisé a chaque itération.
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4.Résultats numériques

Afin de valider la méthode de Newton d’ordre ¢levée (MNOE) proposée, nous considérons une
plaque composite encastrée libre. Nous prenons I’exemple présenté par Hafidi et al. [3]. La plaque
composite en époxy renforcée par des fibres de lin (V=40 %) a les caractéristiques géométriques
suivantes : (170x10x1 mm?). Elle est constituée de 4 plis dont les paramétres matériaux sont donnés
dans la Table 1. Les coefficients de Poisson vit, vrL et la masse volumiques sont respectivement
égaux a 0,43 , 0,11 et 1289 kg/m>. La loi viscoélastique est de type Zener fractionnaire dont les
parametres sont définis dans Tab. 1.

M, (GPa) | M, (GPa) 1(s) o
E. (0°) 19,2 20,7 1,50 .10-5 0,422
Er (90°) 5,03 5,63 1,59 .10-5 0,422

Gir (- 45°) 2,65 2,9 1,50 .10-5 0,422

Tab. 1. Parameétres rhéologiques des modeéles de Zener Fractionnaire d 'un pli fibres de lin/polymere.

Les résultats de la figure 1 représente 1’évolution du coefficient d’amortissement en fonction de la
fréquence de vibration pour les modules et permet de comparer nos résultats numériques aux résultats
expérimentaux et numériques de Hafidi et al. [3].

Les points représentant les résultats numériques obtenus par la méthode MNOE suivent les courbes
expérimentale et numérique obtenus par Hafidi et al. [3]. Cela nous montre que le calcul des
fréquences amorties, nécessaire pour calculer les coefficients d’amortissement est correctement
réalisé par la méthode proposée.

3.0

Facteur de perte structural 7, (%)
-
3
1

0 500 1000 1500
Fréquence amortie f; (Hz)

Fig. 1. Dépendance en fréquence du coefficient d’ amortissement 1, pour un composite [+60°]s. Comparaison entre les
résultats numériques ( — ) et expérimentaux ( x ) de Hafidi et al. [3] et les résultats numériques MNOE ( x ).
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5.Conclusion

Dans ce travail, nous avons proposé un algorithme itératif d’ordre ¢levé (MNOE) pour résoudre le
probléme de vibration d’une structure composite [9]. Cette méthode est basée sur les techniques
d’homotopie et de perturbation. Elle permet de passer d’un probléme non-linéaire en une série de
problémes linéaires. La particularité de ce travail réside dans le fait que la loi de comportement des
modules de chaque pli est de type Zener fractionnaire : ces derniers varient en fonction d’une
puissance de la fréquence. Ceci implique I’introduction de variables intermédiaires et une
modification des équations initiales pour écrire une série de problémes linéaires a résoudre. Dans ce
cas, le second membre est calculé en fonctions des inconnues aux ordres précédents. Une
comparaison avec les résultats expérimentaux et numériques présentés par Hafidi et al. [3] permet de
valider I’ensemble des développements pour un composite présentant des plis identiques en fibres de
lin/époxy. Dans ce travail, nous n’avons présenter qu’une loi de type Zener fractionnaire mais des
développements identiques ont été réalisés pour les lois de type Zener Maxwell et Maxwell
généralisé.

Une campagne d’essais expérimentaux permettra de déterminer précisément les coefficients
matériaux nécessaires a la simulation numérique de ces structures composites a base de fibres de lin.
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