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Résumé

On adapte la méthode de la variation de la constante pour les équations différen-
tielles linéaires d’ordre 1 aux suites récurrentes linéaires.
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Introduction

La méthode de variation des constantes, également appelée méthode de Lagrange, est
une technique en mathématiques pour résoudre les équations différentielles. Cette méthode
permet de trouver des solutions d’équations différentielles non homogènes en utilisant les
solutions de l’équation homogène associée. Elle consiste à remplacer les constantes de la
solution homogène par des fonctions variables à déterminer, facilitant ainsi la résolution
d’équations plus complexes.

Dans ce texte, on développe une méthode de variation des constantes pour les suites
numériques en s’inspirant de celle utilisée pour les équations différentielles. En remplaçant
les termes constants d’une suite récurrente par des fonctions variables dépendant de l’indice,
on peut résoudre des suites non homogènes en utilisant les solutions des suites homogènes
correspondantes. On finit le texte avec quelques exemples d’application.
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1 Résultat

1 Résultat

Soit :
a ∈F (N,GLn (C)) , b ∈F (N,Mn,1 (C))

On considère l’équation l’équation d’inconnue u ∈F (N,Mn,1 (C)) :

(E) ∶ un+1 = anun + bn , ∀n ∈ N

L’équation homogène associée à (E) est :

(E0) ∶ un+1 = anun , ∀n ∈ N.

Proposition 1.1

(i) On a :

Sol (E0) = {(P (a)nΛ)n , Λ ∈Mn,1 (C)}
= VectC (P (a) ei)1≤i≤n .

avec (e1, . . . , en) une base de Mn,1(C) et :

P (a) ∶= (In, a (0) , a (1)a (0) , a (2)a (1)a (0) , . . .) .

(ii) Soit une solution particulière w de (E). On a :

Sol (E) = w + Sol (E0) .

(iii) On a :

Sol (E) = {(P (a)n (Λ +
n−1
∑
k=0

P (a)−1k+1 b (k)))
n

, Λ ∈Mn,1 (C)} .

Démonstration. (i) Montrons le résultat par double inclusion.
● Soit u ∈ Sol (E0). Montrons que :

u = P (a)u0

i.e. montrons par récurrence sur n ∈ N :

(Pn) ∶ un = P (a)n u0.

(I) On a :

P (a)0 u0 = Inu0
= u0.

Donc (P0) est vraie.
(II) Soit n ∈ N. Supposons (Pn) vraie. On a :

un+1 = anun
= anP (a)n u0
= P (a)n+1 u0.

Donc (Pn+1) est vraie.
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1 Résultat

(III) Par le principe de récurrence, (Pn) est vraie pour tout n ∈ N.

● Soit u ∶= λP (a) avec λ ∈ C. On a pour tout n ∈ N :

un+1 − anun = λP (a)n+1 − anλP (a)n
= λ (P (a)n+1 − anP (a)n)
= 0.

Donc u ∈ Sol (E0).

(ii) Montrons le résultat par double inclusion.
● Soit u ∈ Sol (E0). On a pour tout n ∈ N :

(w + u)n+1 − an (w + u)n = (wn+1 − anwn) + (un + anun)

= 0 + bn

= bn

i.e. w + u ∈ Sol (E).
● Soit v ∈ Sol (E). Posons u ∶= v −w. On a pour tout n ∈ N :

un+1 − anun = (v −w)n+1 − an (vn −wn)

= (vn+1 − anvn) − (wn+1 + anwn)

= bn − bn

= 0.

i.e. u ∈ Sol (E0).

(iii) Soit la suite w ∈F (N,Mn,1 (C)) définie par :

∀n ∈ N, wn ∶= P (a)n µ (n)

avec µ ∈Mn,1 (C) telle que µ0 ∶= 0Mn,1(C). On a équivalence entre :

w ∈ Sol (E) ⇐⇒ ∀n ∈ N, wn+1 = anwn + bn

⇐⇒ ∀n ∈ N, P (a)n+1 µn+1 = anP (a)n µn + bn

⇐⇒ ∀n ∈ N, P (a)n+1 µn+1 = P (a)n+1 µn + bn

⇐⇒ ∀n ∈ N, µn+1 − µn = P (a)−1n+1 bn

⇐⇒ ∀n ∈ N, µn =
n−1
∑
k=0

µk+1 − µk =
n−1
∑
k=0

P (a)−1k+1 b (k)

⇐⇒ ∀n ∈ N, wn = P (a)n (
n−1
∑
k=0

P (a)−1k+1 b (k))

Ainsi on a :

Sol (E) = {(P (a)n (Λ +
n−1
∑
k=0

P (a)−1k+1 b (k)))
n

, Λ ∈Mn,1 (C)} .
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2 Cas en dimension 1

2.1 Exemple 1

Soit l’équation dans F (N,C) :

(E) ∶ un+1 = 2un + 5 , ∀n ∈ N.

Résolvons l’équation (E) de deux façons différentes.

(1) Une solution de (E) est une suite arithmético-géométrique. On peut donc résoudre
simplement (E) par la technique usuelle. L’équation caractéristique associée à (E)
est :

(Ec) ∶ X = 2X + 5.

On a :
Sol (Ec) = {−5}.

Soit u ∈ Sol (E). Posons :
v ∶= u + 5.

On a pour tout n ∈ N :

vn+1 = un+1 + 5
= 2un + 5 + 5

= 2vn.

i.e. vn = 2nv0. Ainsi pour tout n ∈ N, on a :

un = vn − 5

= 2nv0 − 5

= 2n (u0 + 5) − 5.

Donc on a :
Sol (E) = {(2n (λ + 5) − 5)n , λ ∈ C} .

(2) On applique la proposition 1.1. On est dans le cas où :

a ∶ n ∈ Nz→ 2 , b ∶ n ∈ Nz→ 5.

● Solutions de (E0). Posons :

(E0) ∶ un+1 = 2un , ∀n ∈ N.

On a :
P (a) = P ((2)n) = (2

n
)n

et ainsi :

Sol (E0) = {(λP (a)n)n , λ ∈ C}
= {(λ2n)n , λ ∈ C}
= VectC ((2

n
)n) .
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● On a directement :

Sol (E) = {(P (a)n (λ +
n−1
∑
k=0

P (a)−1k+1 b (k)))
n

, λ ∈ C}

= {(2n (λ +
n−1
∑
k=0

2−k−15))
n

, λ ∈ C}

= {(2n (λ + 5
1/2 − 1/2n+1

1 − 1/2
))

n

, λ ∈ C}

= {(2n (λ + 5) − 5)n , λ ∈ C}

2.2 Exemple 2

Soit le système :

(F ) ∶ {
(E) ∶ un+1 = 2un + 3n , ∀n ∈ N.
u0 ∶= 3

Les premières valeurs que doit vérifier une solution de (F ) sont :

n 0 1 2 3 4

un 3 7 17 43 113

On applique la proposition. On est dans le cas où :

a ∶ n ∈ Nz→ 2 , b ∶ n ∈ Nz→ 3n.

● Solutions de (E0). Posons :

(E0) ∶ un+1 = 2un , ∀n ∈ N.

On a :
P (a) = P ((2)n) = (2

n
)n

et ainsi :

Sol (E0) = {(λP (a)n)n , λ ∈ C}
= {(λ2n)n , λ ∈ C}
= VectC ((2

n
)n) .

● Solutions de (E). On a directement :

Sol (E) = {(P (a)n (λ +
n−1
∑
k=0

P (a)−1k+1 b (k)))
n

, λ ∈ C}

= {(2n (λ +
n−1
∑
k=0

2−k−13k))
n

, λ ∈ C}

= {(2n (λ +
1/2 − 3n/2n+1

1 − 3/2
))

n

, λ ∈ C}

= {(2n (λ − 1) + 3n)n , λ ∈ C}

= {u{λ} ∶= (λ2n + 3n)n ∈ C
N, λ ∈ C}
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● Solution de (F ). Soit λ ∈ C. On a équivalence entre :

u{λ} ∈ Sol (F ) ⇐⇒ u
{λ}
0 = 3

⇐⇒ λ + 1 = 3

⇐⇒ λ = 2

Ainsi on a :

Sol (F ) = {u{2}}

= {(2n+1 + 3n)
n
}

Les premières valeurs de la suite u{2} sont :

n 0 1 2 3 4

u
{2}
n 3 7 17 43 113

On retrouve bien les valeurs annoncées au début de l’exemple.

2.3 Exemple 3

Soit le système :

(F ) ∶

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

(E) ∶ un+1 =
n + 1

n + 2
un + 3

n , ∀n ∈ N
u0 ∶= 1

Les premières valeurs que doit vérifier une solution de (F ) sont :

n 0 1 2 3 4

un 1 3/2 4 12 183/5

On applique la proposition 1.1. On est dans le cas où :

a ∶ n ∈ Nz→
n + 1

n + 2
, b ∶ n ∈ Nz→ 3n.

● Solutions de (E0). Posons :

(E0) ∶ un+1 = 2un , ∀n ∈ N.

On a par produit télescopique pour tout n ∈ N∗ :

P (a)n =
n−1
∏
k=0

ak =
n−1
∏
k=0

k + 1

k + 2
=

1

n + 1

(cela est vrai aussi pour n ∶= 0 car par définition P (a)0 ∶= 1) et ainsi :

Sol (E0) = {(λP (a)n)n , λ ∈ C}

= {(
λ

n + 1
)
n
, λ ∈ C} .
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● Solutions de (E). Pour tout n ∈ N, on a :

P (a)n
n−1
∑
k=0

P (a)−1k+1 bk =
1

n + 1

n−1
∑
k=0
(k + 2)3k

=
1

3 (n + 1)

n

∑
k=1
(k + 1)3k

=
1

3 (n + 1)
(

n

∑
k=1

d

dt
tk+1)∣

t=3

=
1

3 (n + 1)
(
d

dt

t2 − tn+2

1 − t
)∣

t=3

=
1

3 (n + 1)

⎛

⎝

(2t − (n + 2) tn+1) (1 − t) + t2 − tn+2

(1 − t)2
⎞

⎠

RRRRRRRRRRRt=3

=
−1 + (2n + 1)3n

4 (n + 1)

Donc on a :

Sol (E) = {(P (a)n (λ +
n−1
∑
k=0

P (a)−1k+1 b (k)))
n

, λ ∈ C}

= {u{λ} ∶= (
1

n + 1
(λ +

−1 + (2n + 1)3n

4
))

n

, λ ∈ C}

● Solution de (F ). Soit λ ∈ C. On a équivalence entre :

u{λ} ∈ Sol (F ) ⇐⇒ u
{λ}
0 = 1

⇐⇒ λ = 1

Ainsi on a :

Sol (F ) = {u{1}}

= {(
3 + (2n + 1)3n

4 (n + 1)
)
n

}

Les premières valeurs de la suite u{1} sont :

n 0 1 2 3 4

u
{1}
n 1 3/2 4 12 183/5

On retrouve bien les valeurs annoncées au début de l’exemple.
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3 Cas en dimension 2

3.1 Introduction

Soit l’équation dans F (N,M2,1 (C)) :

(E) ∶ un+2 = αnun+1 + βnun + γn , ∀n ∈ N.

Cette équation rentre bien dans la cadre du texte car elle est équivalente à l’équation :

(E′) ∶ Un+1 = anUn + bn , ∀n ∈ N

avec :

Un ∶= (
un+1
un
) , an ∶= (

αn βn
1 0

) , bn ∶= (
γn
0
) .

3.2 Exemple

Soit le système :

(F ) ∶ {
(E) ∶ un+2 = 3un+1 − 2un + 3n , ∀n ∈ N
u0 ∶= 1, u1 ∶= 1

Les premières valeurs que doit vérifier une solution de (F ) sont :

n 0 1 2 3 4

un 1 1 2 7 26

L’équation (E) est équivalente à :

(E′) ∶ Un+1 = AUn + (
3n

0
) , ∀n ∈ N

avec :

Un ∶= (
un+1
un
) , A ∶= (

3 −2
1 0

) .

On applique la proposition 1.1. On est dans le cas où :

a ∶ n ∈ Nz→ A , b ∶ n ∈ Nz→ (3
n

0
) .

Posons :
(E′0) ∶ Un+1 = AUn , ∀n ∈ N.

Ainsi on a :
P (a) = (An

)n

et :

Sol (E′0) = {(P (a)nΛ)n , Λ ∈M2,1 (C)}
= {(AnΛ)n , Λ ∈M2,1 (C)} .
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3 Cas en dimension 2

● Calcul de An pour n ∈ Z. Le polynôme caractéristique de A est donné par :

χA (X) = det (A −XI2)

= ∣
3 −X −2
1 −X

∣

=X2
− 3X + 2

= (X − 1) (X − 2)

Soit x, y ∈ R. On a :

(
x
y
) ∈ E1 (A) ⇐⇒ A(

x
y
) = (

x
y
)

⇐⇒ {
3x − 2y = x
x = y

⇐⇒ { x = y

et on a :

(
x
y
) ∈ E2 (A) ⇐⇒ A(

x
y
) = 2(

x
y
)

⇐⇒ {
3x − 2y = 2x
x = 2y

⇐⇒ { x = 2y

Donc on a :

E1 (A) = Vect(
1
1
) , E2 (A) = Vect(

2
1
) .

Posons :

P ∶= (
1 2
1 1
)

On a :

P −1 = (−1 2
1 −1

)

Comme A est inversible (car det (A) = 2 ≠ 0), on a pour tout n ∈ Z :

An
= P (

1 0
0 2n

)P −1

= (
1 2
1 1
)(

1 0
0 2n

)(
−1 2
1 −1

)

= (
2n+1 − 1 −2n+1 + 2
2n − 1 −2n + 2

)

● Solutions de (E′0). On a :

Sol (E′0) = {P (a)Λ, Λ ∈M2,1 (C)}

= {((
2n+1 − 1 −2n+1 + 2
2n − 1 −2n + 2

)(
λ
µ
))

n

, λ, µ ∈ C}

= {(
(2n+1 − 1)λ + (−2n+1 + 2)µ
(2n − 1)λ + (−2n + 2)µ

)
n

, λ, µ ∈ C}
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● Solutions de (E0). Posons :

(E0) ∶ un+2 = 3un+1 − 2un , ∀n ∈ N.

On a donc directement :

Sol (E0) = {(λ (2
n
− 1) + µ (−2n + 2))n , λ, µ ∈ C} .

● Solutions de (E′). Pour tout n ∈ N, on a :

P (a)n
n−1
∑
k=0

P (a)−1k+1 bk =A
n
n−1
∑
k=0

A−k−1bk

=(
2n+1 − 1 −2n+1 + 2
2n − 1 −2n + 2

)
n−1
∑
k=0
(
2−k − 1 −2−k + 2
2−k−1 − 1 −2−k−1 + 2)(

3k

0
)

=(
2n+1 − 1 −2n+1 + 2
2n − 1 −2n + 2

)
n−1
∑
k=0
(
3k (2−k − 1)
3k (2−k−1 − 1))

=(
2n+1 − 1 −2n+1 + 2
2n − 1 −2n + 2

)

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1 − (3/2)n

1 − 3/2
−
1 − 3n

1 − 3
1/2 − 3n/2n+1

1 − 3/2
−
1 − 3n

1 − 3

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

=(
2n+1 − 1 −2n+1 + 2
2n − 1 −2n + 2

)

⎛
⎜
⎜
⎝

−
3

2
+

3n

2n−1
−
3n

2

−
1

2
+
3n

2n
−
3n

2

⎞
⎟
⎟
⎠

=(
2n+1 − 1 −2n+1 + 2
2n − 1 −2n + 2

)

⎛
⎜
⎜
⎝

−
3

2
+

3n

2n−1
−
3n

2

−
1

2
+
3n

2n
−
3n

2

⎞
⎟
⎟
⎠

=
1

2
(
3n+1 − 2n+2 + 1
3n − 2n+1 + 1 )

Donc on a :

Sol (E′) = {(P (a)n (Λ +
n−1
∑
k=0

P (a)−1k+1 b (k)))
n

, Λ ∈M2,1 (C)}

= {(
(2n+1 − 1)λ + (−2n+1 + 2)µ + 3n+1/2 − 2n+1 + 1/2
(2n − 1)λ + (−2n + 2)µ + 3n/2 − 2n + 1/2

)
n

, λ, µ ∈ C}

● Solution de (E). On a donc :

Sol (E) = {u{λ,µ} ∶= ((2n − 1)λ + (−2n + 2)µ +
−2n+1 + 3n + 1

2
)
n

, λ, µ ∈ C}

● Solution de (F ). Soit λ,µ ∈ C. On a équivalence entre :

u{λ,µ} ∈ Sol (F ) ⇐⇒ u
{λ,µ}
0 = 1 ∧ u

{λ,µ}
1 = 1

⇐⇒ µ = 1 ∧ λ = 1

Ainsi on a :

Sol (F ) = {u{2,1}}
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3 Cas en dimension 2

= {(
−2n+1 + 3n + 3

2
)
n

}

Les premières valeurs de la suite u{1} sont :

n 0 1 2 3 4

u
{2,1}
n 1 1 2 7 26

On retrouve bien les valeurs annoncées au début de l’exemple.
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