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Résumé

On adapte la méthode de la variation de la constante pour les équations différen-
tielles linéaires d’ordre 1 aux suites récurrentes linéaires.
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Introduction

La méthode de variation des constantes, également appelée méthode de Lagrange, est
une technique en mathématiques pour résoudre les équations différentielles. Cette méthode
permet de trouver des solutions d’équations différentielles non homogénes en utilisant les
solutions de I’équation homogéne associée. Elle consiste & remplacer les constantes de la
solution homogéne par des fonctions variables & déterminer, facilitant ainsi la résolution
d’équations plus complexes.

Dans ce texte, on développe une méthode de variation des constantes pour les suites
numériques en s’inspirant de celle utilisée pour les équations différentielles. En remplagant
les termes constants d’une suite récurrente par des fonctions variables dépendant de I'indice,
on peut résoudre des suites non homogénes en utilisant les solutions des suites homogénes
correspondantes. On finit le texte avec quelques exemples d’application.



1 Résultat

1 Reésultat

Soit :
ae.Z (N,GL, (C)) , beF (N, 4,1(C))

F
On considére 'équation I'équation d’inconnue u € # (N, .4, 1 (C)) :
(E) : ups1=apup+b,, YneN
L’équation homogéne associée a (F) est :

(Ep) : Ups1 = anly , YneN.

Proposition 1.1

(i) On a :
Sol (Eo) = {(P (a), A),,, Aety1(C)}
= Vectc (P (@) €;)1<icn, -
avec (eq,...,epn) une base de 4, 1(C) et :

P (a):=(I,,a(0),a(1)a(0),a(2)a(1l)a(0),...).
(ii) Soit une solution particuliére w de (E). On a :

Sol (F) =w + Sol (Ep) .
(iii) On a:

Sol (E) = {(P (a), (A+"§P(a);11b(k))) L A€My, (C)}.
k=0

n

Démonstration. (1) Montrons le résultat par double inclusion.
e Soit u € Sol (Ep). Montrons que :

u=P(a)ug
1.e. montrons par récurrence sur n € N :

(Zn) + up=P(a),uo.

(I) On a:
P (a)yuo = Inug
= ug.
Donc () est vraie.
(IT) Soit n € N. Supposons (7,) vraie. On a :
Un+1 = GplUn
=apP (a),, uo
=P (a)n+1 uQ-

Donc (Z,+1) est vraie.

2 David Pigeon - Mathématiques



1 Résultat

(III) Par le principe de récurrence, (22,) est vraie pour tout n € N.

e Soit u:= AP (a) avec A € C. On a pour tout n € N :

Uns+1 — Aptn = AP (a), .1 —anAP (a),,
=A(P(a),,; —anP (a),)
=0.

Donc u € Sol (Ep).

(ii) Montrons le résultat par double inclusion.
e Soit u € Sol(Ep). On a pour tout n e N :

(w+u),q —an(w+u), = (Wne1 — apwy) + (U + apiy)
=0+by

i.e. w+u € Sol (F).
e Soit v € Sol (F). Posons u := v —w. On a pour tout n € N :

Up+1 = Aplip = (V—w), 1 — an (U —wp)
= (Un+1 — nVp) — (Wpe1 + apwy)
=b, —bp
=0.

i.e. u € Sol (Eyp).
(iii) Soit la suite w € .F (N, .4, 1 (C)) définie par :

VneN, wy, = P(a), p(n)
avec p € Mn1 (C) telle que po =0 4, (cy- On a équivalence entre :

weSol(E) < VneN, wyy =apw, +by,

VneN, P(a), 1 tne1 =anP (a), pn + by
VneN, P(a),,q pne1 =P (), ttn +bn
¥n €N, fine1 — fin = P (a);h bn

n-1

n—1
VneN, wn= > piker — ik = Y. P(a)is b(k)
k=0 k=0

[N

!

n-1

vneN, w, =P (a), ( NP (a)i, b(k:))
k=0

Ainsi on a :

Sol (E) = {(P(a)n (A+§P(a);11b(k))) , Ae (C)}.
k=0

n

3 David Pigeon - Mathématiques



2 (Cas en dimension 1

2 Cas en dimension 1

2.1 Exemple 1
Soit I’équation dans .# (N,C) :

(E) : Ups1=2up+5, VnelN.

Résolvons I'équation (F) de deux fagons différentes.

(1) Une solution de (E) est une suite arithmético-géométrique. On peut donc résoudre
simplement (E) par la technique usuelle. L’équation caractéristique associée a (E)
est :

(E.) : X =2X +5.

On a :
Sol (E.) = {-5}.

Soit u € Sol (E). Posons :
vi=u+ 0.

On a pour tout n e N :

Un4l = Upy1 +O
=2Up+5+5

= 2up,.
i.e. vy = 2™y, Ainsi pour tout n €N, on a :

Up, = Vp — D
:271,00_5

=2n(UQ+5)—5.

Donc on a :

Sol(E) ={(2"(A+5)-5),,, AeC}.
(2) On applique la proposition On est dans le cas o :
a:neN—2 | b:neN+—b5.
e Solutions de (Ejy). Posons :
(Ep) : tups1 =2u,, VYnelN.

Ona:
P(a)=P((2),)=(2"),

et ainsi :
Sol (Ep) = {(AP (a),,), . AeC}

={(\2"),,, \eC}
= Vectc ((2"),,) -

4 David Pigeon - Mathématiques
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e On a directement :

Sol (E) P(a)n(A+1§P(a);hb(k))) ,)\e(C}

k=0

|
{59 e
!

(st o)

(2" (A+5)-5),, AeC}
2.2 Exemple 2
Soit le systéme :

(F) : { (E) : ups1 =2u,+3", VYnelN.
ug =3

Les premiéres valeurs que doit vérifier une solution de (F") sont :

n|0|1]2]3]| 4
up | 3717143113

On applique la proposition. On est dans le cas ot :
a:neN—2 | b:neN+— 3",
e Solutions de (Ep). Posons :
(Eo) : Ups1=2u,, VneN.
On a:
P(a) =P ((2),) = (2"),
et ainsi :
Sol (Ep) = {(AP (a),,),,, AeC}

_{(22"),, AeC})
= Vecte ((2"),,) -

¢ Solutions de (F). On a directement :

Sol (E) = P(a)n(A+7§P(a)ﬁlb(k:))) ,)\E(C}
k=0

n

n—1
on ()\+ D 2’“3’“)) DY «:}

k=0

2”(A+%))n,>\e©}

(2"(A-1)+3"),, AeC}
uM = (A2 + 3"),, € cN, Ne (C}

1l
—_— A —A— —— ——

) David Pigeon - Mathématiques
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e Solution de (F'). Soit A € C. On a équivalence entre :

u™ € Sol (F) u({])‘} =3
— A+1=3
— A=2

Ainsi on a :

Sol (F) = {u'*'}
={(@""+3"),}

Les premiéres valeurs de la suite u{?} sont :

n J0l1] 23] 4
W37 11743 ] 113

On retrouve bien les valeurs annoncées au début de I'exemple.

2.3 Exemple 3

Soit le systéme :

n+1
(F) : { (F) :1un+1:n+2un+3n, VneN
Uug =

Les premiéres valeurs que doit vérifier une solution de (F') sont :

n|0] 1 [2]3] 4
un | 1]3/2 4 12183/5

On applique la proposition On est dans le cas ou :

n+1

a:neN— , b:neNr—— 3"

n+2

e Solutions de (Ejy). Posons :

(Eo) : tUps1=2u,, VYnelN
On a par produit télescopique pour tout n € N, :
ne

F kvl 1
P(a), = [Tar=] 71— -

=0 k:0k+2_n+1

(cela est vrai aussi pour n:= 0 car par définition P (a),:=1) et ainsi :

Sol (Eo) = {(A\P (a),,), , AeC}

(). )
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e Solutions de (F). Pour tout n €N, on a :

n-1 _ 1 n-1
P(a), 3 P(a)gia b= —— 3 (k+2)3"
k=0 k=0

1 n k
= — k+1)3
3(n+1)kz::1( +1)
=; Zn:itlﬁl)
3(n+1) \fm dt i3
~ 1 dt2_tn+2)
3(n+1)\dt 1-t J|,_,
1 (2t—(n+2)t"+1)(1—t)+t2—t"+2)
- 2
3(n+1) (1-1) -
-1+ (2n+1)3"
~ 4(n+1)

Donc on a :

Sol (E) = {(P (a), ()\ + :Z_:P (a)il, b(k))) e c}

n

:{u{”::( 1 ()\+—1+(2n+1)3 )) ,AE(C}
n+1 4 n

e Solution de (F'). Soit A € C. On a équivalence entre :

u™ €S0l (F) — u({)’\} =1

— =1
Ainsi on a :

Sol (F') = {u{l}}
C((3+(2n+1)3"
‘{( 4(n+1) )n}

Les premiéres valeurs de la suite u' sont :

n [0] I [2]3] 4
w 11]3/2]4]12]183/5

On retrouve bien les valeurs annoncées au début de I'exemple.
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3 Cas en dimension 2

3.1 Introduction

Soit I’équation dans % (N, .#5, (C)) :

(E) : upt2 = aplpst + Bptn +vn , VneN.

Cette équation rentre bien dans la cadre du texte car elle est équivalente & I’équation :

(E') : Ups1=anUn+by, YneN
[ Un+1 _[Gn Bn [ n
() e () ()

Soit le systéme :

avec .

3.2 Exemple

(F) : (E) : upt2=3ups1 —2u, +3", VneN
"lug=1, up=1

Les premiéres valeurs que doit vérifier une solution de (F') sont :

n (0]1]2]|3] 4
Up |11 27126

L’équation (F) est équivalente & :

n

0

o ’U,n+1 L 3 —2
o) ()

On applique la proposition On est dans le cas ou :

(E') : Un+1:AUn+(3 ) , VneN

avec

a:neN— A | b:neNr—»(s )

0
Posons :
(Ey) : Ups1 =AU, , VneN.
Ainsi on a :
P (a)=(A"),
et :

Sol (Ej) = {(P (a), A),, Ae .t (C)}
={(A"A),, Ae 1 (C)}.
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e Calcul de A™ pour n € Z. Le polyndéme caractéristique de A est donné par :

xA(X)=det (A-X15)

3-X -2
1 -X
= X?-3X +2
=(X-1)(X-2)
Soit z,y € R. On a :
(w)eEl (A) < A(“"):(“’)
Yy Y Y
3r-2y=x
=y
— {a::y
et on a:
(x)eEg(A) — A(x)=2(x)
) Yy Yy
3z -2y =2z
r =2y
— {x=2y
Donc on a :
Eq (A) = Vect (1) , FE5(A) = Vect (i) .
Posons :
1 2
pe (1)
On a

o (-1 2
P ‘(1 -1

Comme A est inversible (car det (A) =2 #0), on a pour tout n€Z :

n _ 1 0 -1
worf! L)

1 2\(1 0\(-1 2
\1 1J\0 27)J\1 -1
2n+1_1 _2n+1+2
=(2”—1 —2"+2)

e Solutions de (E(). On a :
Sol (E(l)) = {P (a) A, Ae .//2,1 (C)}
2ml o1 —2mtl e 2) (A
A" %)), e

:{((2m1_1))\+(—2n+1+2)y) ,A,MC}

2"-DA+(-2"+2)p
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3 Cas en dimension 2

e Solutions de (Ep). Posons :
(Eop) : Ups2 =3ups1 —2u, , VnelN.
On a donc directement :
Sol(Ep) ={(A(2"-1)+p(-2"+2)),, \,upeC}.

e Solutions de (E’). Pour tout n €N, on a :

n—1 n—1
P(a), Y P(a)sr, by =A" Y A1y,
k=0 k=0

2mtl—1 —2mtl 49 "1 1 -27F+2\(3F

2"-1  -2"+2 (2’“ 2k—1+2)(0)

2ml 1 —anrl a2\ il 3k (27F

B WP B (3’?2’“1 )
1-

k=0
(3/2)" 1-3"
B on+l _ 1 _on+l 4 9 1— 3/2 - 1-3
- on _1 _9n 49 1/2_3n/2n+1 1-3n
1-3/2 1-3
3 3n 3
~ (2n+1 -1 _2n+1 + 2) 2 on- T~ ?
l2n-1 0 -2m42 13" 3
2 o 2
3 3n 3

2" -1 —2" + 2

1 3n+1_2n+2+1
25( 3n_2n+1+1 )

2 2n 2

2n+1 -1 _2n+1 +9 ol o
— 2 on-—
B ( ) 1 3" 372

Donc on a :

Sol (E') = {(P (a), (A + "21 P ()il b (k)))n Ny, ((C)}

k=0

(@ =) a s (2 e 2) 3tz 1 2)
- (2" = 1) A+ (=27 +2) p+3"/2 - 2" +1/2 » Al

¢ Solution de (£). On a donc :

_ n+1 n
Sol (E) = {u“’“} = ((2” S A+ (2" 4 2) w)

s A HE C}
n
e Solution de (F'). Soit A, u € C. On a équivalence entre :

uwPH € S0l (F) = u({))\’“} =1 A u?"“} =1

— pu=1nAr =1

Ainsi on a :

Sol (F) = {u{z’l}}
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{

—on+l L 3n 4 3

)

2
Les premiéres valeurs de la suite uw!Y sont :
n 01 4
WY 11 ]2]7] 26

On retrouve bien les valeurs annoncées au début de I’exemple.

11
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