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Abstract

This paper concerns the nonlinear 1D FitzHugh Nagumo system with a Robin boundary

control. We prove that this system is ”flat-like” with the outflow electrical potential playing
the role of the flat output. Indeed, the solution can be expressed in terms of an infinite series
depending on the derivatives and the integrals of the flat output. This series is shown to be
convergent provided that the flat output is Gevrey of order 1 < a < 2. Numerical simulations
are also presented.
Dans cet article, nous considérons le systeme non linéaire de FitzHugh Nagumo en 1D avec un
controle frontiere de type Robin. Nous prouvons que ce systeme est quasi ”plat”; le potentiel
au bord jouant le role de la sortie plate. En effet, la solution du systeme peut s’exprimer sous
la forme d’une série infinie dépendant des dérivées et primitives de la sortie plate. On montre
que cette série est convergente si la sortie plate est de type Gevrey d’ordre 1 < a < 2. Une
illustration numérique est ensuite présentée.

Key words: Flatness, FitzHugh Nagumo’s system.
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1 Introduction

Nous considérons dans cet article le systeme non linéaire de FitzZHugh Nagumo, en 1D, qui est
un systeme de type réaction-diffusion avec une non-linéarité cubique. Les conditions au bord
sont prises de type Robin. On se place sur un intervalle 2 borné, par commodité on prendra
dans la suite Q = [—1,0].

Yt = Yau + h(Yy) — 2, (t,r) € RT x (—1,0)

2t = 0y — vz, (t,z) € Rt x (—1,0)
(FHN) (¢ ay,(—1,t) +y(—1,t) = u(t), teR"

y(0,1) = 0, teRF

y(z,0) =y (), 2(x,0) =0 x € (-1,0).

ici h est une non-linéarité de type cubique, i.e. h(y) = —y(y — B)(y — 1) avec un parametre
B > 0. Dans ce systeme, y représente ’espece qui diffuse et z I'espece stockée, les parametres
§ >0, >0 et asont des constantes connues et u est le controle dans L2(0,7T'), on suppose que
la composante z est nulle a I'instant initial.
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Ce type de systeme apparait dans de nombreuses modélisations de systémes chimiques, a
la fois en biologie et en industrie. En 1952, Hodgkin et Huxley développent ce modele pour
représenter la conduction électro-chimique dans un nerf [5]. La variable y joue alors le rdle du
potentiel électrique et z la concentration chimique. Il sert également de modele pour la propaga-
tion de I'onde électrique dans le coeur. Dans ce cas, y représente le potentiel transmembranaire
et z est une variable auxilliaire , u le signal d’entrée et on peut mesurer la réponse de sortie,
y(0,t), & aide d’un électrocardiogramme, voir [I].

De nombreux résultats d’existence et d’unicité ont été obtenus pour ce systeme. Citons en
particulier [10], [6], ou bien encore [1I]. Pour le cas qui nous intéresse, dans un domaine borné
avec les conditions de Robin, Rauch, dans [9], a montré le résultat d’existence de solutions
globales suivant.

Théoréme 1 ([9]) Pour tout yo € H?(Q), il existe un unique couple de solutions (y, z) dans
C([0,00), H2(£2)?) N C([0,00), L?(2)?) au probléeme (FHN) homogéne.

Le probleme de controlabilité pour ce type de probleme a été assez peu étudié a notre
connaissance. La controlabilité approchée d’une version linéarisée de ce systeme, i.e. lorsque
h(y) = —Py a déja été démontrée dans [3] & laide d’une résolution de type platitude. On
montre que toute condition finale dans L?(Q) peut étre approchée aussi prés que I'on veut par
un contréle dans C*°(0,T).

Quant au probleme non linéaire avec conditions de Dirichlet et controle interne, un résultat
de controle optimal a été obtenu dans [2] & I'aide du formalisme de Dubovistky-Milyutin.

Dans cet article nous nous intéressons au probleme de plannification de trajectoire, i.e. étant
donné une sortie, nous souhaitons reconstruire le signal sous la forme d’une série dépendant de
cette sortie. La planification de trajectoires pour des EDP est étudiée dans [7] pour le probleme
de la chaleur, ou il est démontré que lorsque la sortie plate est de type Gevrey, la série solution
obtenue est convergente. D’autres résultats de platitude pour des équations paraboliques non-
linéaires avec une non-linéarité quadratique sont donnés dans [§] et [4]. Dans cet article nous
appliquons ces résultats a notre non-linéarité cubique.

Dans un premier temps, nous montrons que le systéme non linéaire est de type plat avec
le potentiel électrique de sortie jouant le role de la sortie plate. En section 2, nous donnons
la décomposition formelle de la solution en termes d’une série dépendant de la sortie plate.
Ensuite nous montrons que sous certaines conditions de type Gevrey sur la sortie plate, cette
série solution converge. La dernieére section est consacrée a des illustrations numériques de
controdle de la sortie.

2 Solution formelle

A partir du systeme (FFHN) on obtient facilement ’expression de z par une simple intégration
en temps,

t
z(x,t) = 5/ e 7y (x, 5)ds, V(t,z) € RY x (—1,0).
0
Le systeme a étudier devient alors

Yo = You + DY) — 8 [ e Dy(s)ds, (t,z) € RT x (~1,0)

ay.(—1,t) + y(—1,t) = u(t), teRT
Y=(0,) =0, teRY
z(z,t) = 5f0t e V=) y(z, 5)ds (t,z) € R x (—1,0)

+oo k
x
On cherche une solution formelle du type, y(z,t) = g yk(t)ﬁ et on suppose dans un premier
k=0 ’

temps que la série converge et que les fonctions yj sont suffisamment régulieres. On obtient



alors la récurrence formelle suivante, pour tout entier k,

K
. k
Ykv2 =gk + By — (1+8) > (Z)yzyk‘z
i=0
ki

E\ (k—i ¢
5 (55 oo [t
0

k
+
i=0 j=0

ou ¥ représente la dérivée en temps de yy.
D’apres les conditions au bord, les premiers termes deviennent

yo(t) = y(0,2), et y1(t) = y.(0,1) = 0.
Donc pour tout (x,t) € [-1,0] x [0, +o0),

zFk

y(e,t) =Y ye(t) 7
k=0

(2) t
Z\r =9 € (t=s) x,s)as.
( 7t) /(; y( ’ )

Le systéme est donc formellement quasi plat, la série-solution s’exprimant en fonction unique-
ment de la sortie dite plate yg, de ses dérivées et de ses primitives. On retrouve cette définition
de quasi-platitude dans [3]. Le systéme n’est pas plat au sens de [7] puisque la présence du
terme intégral dans ’équation nécessite ’expression de la solution en fonction non seulement de
la sortie et de ses dérivées mais également de ses primitives.

3 Convergence de la série solution formelle

Dans cette partie, nous allons donner des conditions suffisantes sur la sortie plate yo = y(0,.)
pour assurer la convergence de la solution formelle donnée par .
Théoréme 2 Soit yy une fonction de Gevrey d’ordre 1 < a < 2, i.e. une fonction C™ telle que

|la

I
suplyg ()| < m—, VI > 0,
teR P
ou p et m sont constants. Alors le rayon de convergence R des solutions données sous forme de

série (2) a Uaide de la formule de récurrence sur un intervalle de temps [0,T] est tel que

1
RZ 1 m m?2
SHIBI+1+8l5 + % +0(p+T)

Preuve : Nous adaptons a notre cas comportant une non-linéarité cubique et un terme
intégral, la preuve faite dans [§] et [4].
Nous allons dans un premier temps montrer par récurrence l’estimation suivante,

Lemme 3

mMF (k + 1)la

l
(3) sup [y (0] < “

te[0,7) Pl

pour tout I,k > 0, avec m constant et M = % + 18] + 11+ B|F + mTz +op+T), p< = et

1
¥
1<a<2.



La preuve étant tres technique, nous renvoyons en annexe pour une démonstration complete.
D’apres les majorations du lemme [3} on a
k! S 1
yp(t) — mMPF

La regle de Cauchy-Hadamard sur la convergence des séries, nous donne alors un rayon de
convergence de la série solution, R tel que

k! Lk 1
> T _ 1
4) R khm tlgf <|yk(t)> =

Remarque 4 Comme la longueur spatiale du domaine est choisie égale a 1, on demande un
rayon de convergence au moins égal a 1, donc

1 m  m?
;+\ﬁ|+|1+ﬂ|5+7+5(P+T)S1-

Remarque 5 Il est clair que z et u sont aussi des séries convergentes de rayon 1/M.

4 Reésultats numériques

Dans cette section, on illustre les résultats de platitude obtenus a 1’aide de simulations numériques.
On désire controler la sortie du systéme d’un état constant P; & un autre état Ps.
Pour cela, on définit la fonction bump usuelle, ®, par

0 t<0
o b ey -
iy exp(=1/(r(1 —7))7)dr -
1 t>1T.

avec o > 1. Cette fonction est Gevrey d’ordre 1+ 1/0.

Soit yo(t) = Py + (Py — P1)®,(t/T) avec o = 1 de sorte que P, est Gevrey d’ordre 2 et on
a la convergence de la série d’apres les résultats précédents énoncés dans le théoreme [2]

Les parametres du modele sont choisis comme suit,

d=1,
8 =0.3,
0=1,
v=0.1,

et P =0, P, =1et T =1. Les résultats obtenus sont présentés en figure 1 et concordent avec
les résultats théoriques obtenus précédemment.



Figure 1: Evolution en temps de la composante y

Figure 2: Evolution en temps de la composante z



5 Conclusion

Ce travail permet de paramétriser certaines trajectoires du systéme non linéaire de FitzHugh
Nagumo sous la forme de séries infinies, fonctions d’une sortie plate, de ses dérivées et primitives.
Il permet également de planifier des trajectoires allant d’un profil initial de sortie a un autre
profil de sortie en fonction du contréle u d’entrée. Ce résultat peut étre intéressant notamment
en cardiologie ol on souhaite suivre des profils d’ecg, sortie mesurée, et peut étre en particulier
utilisé pour modéliser des ceoeurs artificiels. En revanche, de part la complexité apparente de
I’expression de récurrence, on ne peut espérer controler méme de maniere approchée tout 1’état
du systéme comme dans [7] et [3], seule la sortie peut étre controlée.
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6 Annexe. Preuve du lemme [3]
Nous utiliserons deux lemmes techniques dont la preuve se trouve dans [8] et [4].
Lemme 6 Vi, 5,1l € N

MG+ I+ <[ '
(i+j+1)! _Z(r>(]+7‘)!(z+lr)!_

r=0

(5)



Lemme 7 Soita> 1,1 € N et des réels, ¢, > 1 and b. > 0, pour r =0, ...,1 alors

l l @
(6) > et < (Z crb,«> .
r=0 r=0
Nous allons donc montrer par récurrence sur k, la majoration

k |a
) mM*® (k+1)!
(7) jglglyk ()] < FI T

pour tout [,k > 0, avec M et m constants, p < % et 1 <a<?2.
L’hypothese est vérifiée pour k =0et k= 1.
Supposons 'hypothese vérifiée jusqu’au rang k, pour tout [ > 0,
En dérivant la formule de récurrence [ fois par rapport au temps, et a 'aide de la formule
de Leibniz et du produit de Cauchy, on obtient

k l
kN (1 - (r
=yt sy -+ Y (Z) (T) Ty,
k—1i

EEEE OO

i=0 j=0 r=0 s=0

®) +6§ (e[ o .

Donc

k l
k r) (r
ol < W+ 1800+ 148130 () (1)o7l
= - =\ (N (1=7\ = (5) 1=r=+)
- T s lr s
XS () () ()i

i=0 j=0 r=0 s=0

) +|5Z( ) 1y (5)ds) ).

Nous allons majorer chaque terme de I'expression de droite séparément.
D’apres ’hypothese de récurrence , on a pour les deux premiers termes de droite,

| (l+1)| < mMF (k+1+1)1®
R

MMM (k41 42)9 (1 ((k+ 1)k +2))
(10) ol (k + 2)la—1 (sz (k+142)° )
mM* T2 (k+1+2)1* (1
ot (k4 2)le1 (M%)
et
MF (k4 1)l
By| < ThlaT
Mk+2 (k+1+2)° 1 ((k+1)(k+2)*!
(11) ST (kg 2yl ('5' <<k+l+1><k+l+2>>“)

MFP2 (K + 1+ 2)!°
< -
=M (- 2)lat <|5|M2>

Pour le troisieme terme, on reprend la preuve de [4] et [g],




3 (5 ()i
o EEO0 ) ()

< S (4 s 3 () L e

r=0

Or d’apres le lemme [7] et avec le lemme [6]

> (D““‘””kﬂﬂ)m < (i (?l">(i+l—r)!(k—z’+r)!>a

R N
- (M)
Donc,
S () (O
) <M X: () e ()

m2MF (k+1+ 1)
ol (k+1)le1
ME2 (K 1+42)1%  m
<m ( )
ot (k+2)la1 \2M2

IN

Nous allons majorer la quatrieme expression en utilisant la majoration précédente, en procédant
en deux étapes.
D’apres la majoration précédente, appliquée au rang k — ¢ et a ma dérivée [ — r en temps,



k—i l—r . ; .
E—=di\ (1=7\ () (1—r—s) m2MF= (b — i+ 1 —r 4 1)°
w S () (i < e

pl—r

|ik7iim EY (5 (Y (1) 000 =9
L =0 r=0 s=0 i ‘7 r § ' ! ko

<S5 ()0) (575)
(:n2M’“‘i (k—i+l—r+1)!“>
pr (k=i 1lett

m? M & (%)
=T Zi!afl(kfﬂrl)!a*l

=0

l

Z(i)(i+7“)!a(k—i+1+l_r)!a

r=0

En appliquant successivement les lemmes [7] et [6] on obtient,

i(i>(i+7‘)!“(k—i+1+l_r)!a

r=0
l
(17) < (Z (i)(i+r)!(ki+l+lr)!)
r=0
ik —i+ D)Wk +1+2)1\"
= ( k+2)! )

Par conséquent,

k—i l

~ (kN (k=i\ (1 (1~ (1), (3), (1=r=3)
(O )i

m3ME E Bk — i+ 1)
P ik —i+ 1)

YYY

i=0 j=0r=0s

Il
o

(18)
ik — i+ 1)1k + 1+ 2)le
(k+2)le
m3MF k\(k
+1+2)° Zk
Pl (k+2)le

kE+1)(k+2
or Z k—i+1= %, on obtient donc la majoration,



E

l

—1

>

r=0s

: LR (k=i (1 (1 Y () (s
223 s ()00 s
m3MF El(k+14+2)1% (k+1)(k +2)
(19) - (k+2)la 2
m3M* (k+ 1+ 2)!°
20t (k+2)le—t
mM*2 (k+1+2)!° ( m? )
pl (k+2)le-1 \ 202

Il
=)
I
=)

Il nous reste la derniere expression, sous forme d’intégrale & majorer. A 'aide de la formule de
Leibnitz, on obtient,

i(l) (| t ey e JR
4 Z ( ) YTt Tzl <r ; 1) Vrfksewyl(:)

s=0

(20)

Chaque terme peut se majorer séparément. Comme p peut étre choisi aussi petit qu’on veut tel
que vp < 1, on obtient pour t € [0, 7],

t
()t [ O%y(s)ds] < o' Tmt R
0
mM*2 (k+1+2)1 ((3p)'T
ot (k+2)let ' M?

mM*2 (k41 2)1* (T
Pl (k+2)le=1 \ M2

Le deuxieme terme se majore de la maniere suivante,

1 r—1
l o r—1\ ,_q_ s
(e (7 e

r=1 s=0

ai() S ()
AL ()R (e

S

10



A Paide du lemme appliqué deux fois, et du lemme |§|, on obtient,

l r—1
l o r—1\ ,_i_, s
Z(T)(—’Y)l e ”tz< , )v Loserty )]
r=1 s=0
. r—1
'(1
> (7w

)
1 omMk (l)k!(k—(}—kr+—1§!+l)!

l

1 mMF l
< pl—l kla—1 (Z (7"

r=1

IN

)a

T
r=1

IN

(23) 1 mM* L/l a
Pt kla=1(k 4 1)@ (; <r) (k+ 7)1

r=1
1 mM* Kl k+1+1),
Pt k!afl(k+1)a( (k+1)! )
1 mMPF
pl=1 kla=1(k 4 1)2a
- mM*+2 (k + 1+ 2)!° <p (k+2)° )
= b (k+2)let \ M2 (k+1+42)2(k+ 1)+t (k+2)

(k+2)°
(k+1+2)2(k+ 1)+ (k +2)

l r—1
l Y r—1\ ,_q1_s s
(et T (7 et
r=1 s=0

mM*2 (k+1+2)!° (L)
ST roet e

IN

IN

(k+1+1)°

or on a clairement, < 1 dong,

(24)

En regroupant toutes les inégalités obtenues précédemment, on trouve,

1 m . m?
) S < M 2 (L+181+ 1+ 83+ +5(p+ 1))

k421 —= pl (k+2)!a—1 M2

Soit M tel que

1 1 m  m?
2 —(= 1+ 8=+ — T) =1
(26) G BI85 + 5 +0(p + 1))
On choisit donc
1 m  m?
(27) M = ;+|B|+\1+B|§+7+5(p+T)
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