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(Trop breve) introduction

Le but de cette monographie, qui est trés loin d’étre sous sa forme définitive,
est de procéder a une étude systématique des courbes analytiques au sens
de Berkovich sur un corps ultramétrique complet. Nous considererons comme
connues et utiliserons librement, sans références les définitions et propriétés
générales des espaces de Berkovich. Nous renvoyons plus précisément aux textes
fondateurs [1] et [2], ainsi qu’aux travaux de 'auteur [5] et [7] sur la théorie de
la dimension, la notion d’espace quasi-lisse ou celle de composante irréductible.
Nous ferons également un grand usage de la théorie de la réduction (graduée)
des germes d’espaces analytiques due & Temkin ([9]).

Au chapitre 4 de [I], Berkovich donne une premiére description des courbes
analytiques en se fondant sur le théoréeme de réduction semi-stable. Dans le
présent texte, nous changeons de point de vue : nous nous livrons a une étude
directe locale et globale des courbes analytiques, ce qui nous permet de montrer
que toute courbe admet une triangulation (5.1.13] théoréme , et nous en
déduisons le théoreme de réduction semi-stable (6.4.3)).

Nous avions déja introduit et utilisé la notion de triangulation dans des
travaux antérieurs sur la comparaison entre cohomologies étale et topologique
d’une courbe analytique ([6]), mais nous avions alors adopté I’approche classique
consistant & construire une triangulation a partir d’un modeéle semi-stable et non
Iinverse comme nous le faisons ici.

Insistons sur le fait que ce travail est encore en chantier, et que nous sommes
conscients qu'il n’est pas publiable en ’état (il peche notamment par manque
criant de références a la littérature existante). Mais comme il a d’ores et déja
été utilisé et cité ([3], [@l, [8]), il nous a semblé préférable de le rendre accessible
de maniére pérenne en le déposant sur arXiv .
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Chapitre 1

Topologie : la théorie des
graphes réels

1.1 Généralités

Nous allons rappeler quelques faits élémentaires que mnous utiliserons
librement par la suite.

(1.1.1) Si U est une partie d’'un espace topologique X, on notera Ui
(resp. OxU) I'adhérence (resp. le bord) de U dans X ; on écrira simplement U
et OU s’il n’y a pas d’ambiguité sur ’espace ambiant.

(1.1.2) Nous dirons qu’une application continue ¢ : Y — X entre espaces
topologiques est compacte si ¢~ (K) est compact pour tout compact K de Y ;
une application compacte dont le but est localement compact est fermée.

(1.1.3) Si G est un groupe topologique agissant sur un espace topologique X il
sera toujours sous-entendu, sauf mention expresse du contraire, que G x X — X
est continue.

(1.1.4) Soit ¢ : Y — X une application continue et compacte entre espaces
topologiques séparés et localement connexes.

(1.1.4.1) Soit x un point de X et soit y un antécédent de x isolé dans ¢! (x).
Si U est un voisinage ouvert connexe de x, on notera ¢~ !(U), la composante
connexe de y dans =1 (U) ; on dira que =1 (U) isole y si y est le seul antécédent
de x sur o 1 (U),; si ¢ (z) est discrete, on dira que ¢~ *(U) sépare les
antécédents de z s'il isole chacun d’eux.

Les ouvert de la forme ¢~!(U), ot U est un voisinage ouvert connexe de x,
forment une base de voisinages de la fibre ¢ =1 (x); par conséquent, si U est un
voisinage ouvert suffisamment petit de x et si o~ !(z) est finie alors ¢~ 1(U)
sépare les antécédents de .

(1.1.4.2) Supposons que ¢ est de plus ouverte. Si U est un ouvert de X et
si V est une composante connexe de o~ 1(U) alors (V) est une partie, connexe
non vide, ouverte et fermée de U ; c’en est donc une composante connexe; en
particulier, si U est lui-méme connexe on a p(V) =U.

11



12 Graphes réels

(1.1.5) Soit X un espace topologique connexe et localement connexe, soit E
un sous-ensemble fermé et non vide de X, et soit U un ouvert contenu dans X \
E. Nous utiliserons systématiquement et de fagon implicite I’équivalence des
propriétés suivantes :

i) U est une composante connexe de X \ E;

ii) U est connexe, non vide et OU C F;

iii) U est connexe, non vide, et OU est non vide et contenu dans E.

Justifions-la brievement : si i) est vraie alors U est connexe, non vide, et
fermée dans X \ E, d’ou ii); si ii) est vrai le bord de U ne peut étre vide car
sinon 'ouvert non vide U de X serait également fermé, contredisant la connexité
de X ; et si iii) est vraie alors U est une partie ouverte, connexe, non vide et
fermée de X \ E, d’ou i).

(1.1.6) Soit v : Y — X une surjection continue entre espaces topologiques
et soit Z la relation d’équivalence sur Y dont les classes sont les fibres de .
Si Y est quasi-compact et si X est séparé la fleche naturelle Y/# — X est un
homéomorphisme.

(1.1.7) Soit ¢ : Y — X une application continue entre espaces topologiques
séparés. Les conditions suivantes sont équivalentes :

i) X est localement compact et ¢ est compacte ;
ii) tout point de X posseéde un voisinage compact dont I'image réciproque
est compacte.

En effet, il est clair que i)= ii). Réciproquement, supposons que ii) soit
satisfaite ; cela entraine immédiatement la locale compacité de X. Soit £ un
compact de X ; en vertu de ’hypothese ii), o, peut le recouvrir par un nombre fini
de compacts .%; tels que ¢~ !(#;) soit compact pour tout i. L’image réciproque
de # est alors fermée dans le compact |Jp~1(#;), et est donc elle-méme
compacte.

Supposons que ces conditions sont satisfaites, et que ¢ est de surcroit
surjective. Soit X’ une partie de X dont I'image réciproque Y est fermée. Si V
est un compact de X alors V N X’ est égal & o(Y' N~ 1(V)); comme Y’ est
fermé et ¢ ~1(V) compact, VN X’ est compact. Joint & la compacité locale de X,
ceci entraine que X’ est fermé; par conséquent, X s’identifie au quotient de Y
par la relation d’équivalence dont les classes sont les fibres de .

(1.1.8) Soit X un espace topologique localement connexe et soit G un
groupe topologique agissant sur X. Si U est une composante connexe de X
le stabilisateur de U est un sous-groupe ouvert de G : pour le voir, il suffit de
choisir un point x sur U et de remarquer que le stabilisateur en question est
I'image réciproque de U par 'application g — g.z.

(1.1.9) Soit X un espace topologique séparé et localement compact et soit G
un groupe topologique compact agissant sur X. Nous allons montrer que X/G
est séparé et localement compact, et que la fleche X — X/G est ouverte et
compacte.

(1.1.9.1) Le quotient X/G est séparé. Soient x et y deux points distincts
de X/G. Ils correspondent & deux orbites distinctes G.§ et G.p de G. Par
compacité de G et par séparation et locale compacité de X, il existe un voisinage
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ouvert V de & tel que V soit compact et ne rencontre pas G.n. Le sous-
ensemble G.V de X est I'image de la partie compacte G x V de G x X, et
est donc compact ; son complémentaire W dans X est un ouvert G-invariant qui
contient G.n; par ailleurs, G.V est un ouvert G-invariant qui contient G.x et ne
rencontre pas W.

Sil’on note V' (resp. W') I'image de V' (resp. W) sur X/G alors V' (resp. W)
est un voisinage ouvert de x (resp. y), et V'NW’ = §; par conséquent, X/G est
séparé.

(1.1.9.2) Le quotient X/G est localement compact et X — X /G est compacte.
Soit « € X/G; il correspond & une orbite G.£ de G. Choisissons un voisinage
compact  de &; le sous-ensemble G.Q) de X est compact (en tant qu’image
de G x Q), stable sous G, et est un voisinage de G.£; son image Q' sur X/G
est alors un voisinage de = qui est compact puisque G.Q est compact et X/G
séparé ; de plus, I'image réciproque de ' sur X est par construction égale a G.(2,
et est en particulier compacte. On déduit alors de que X/G est localement
compact et que X — X/G est compacte.

(1.1.9.3) La fléche quotient X — X/G est ouverte. Soit U un ouvert de X
et soit V' son image sur X/G. L’image réciproque de V' sur X coincidant avec
Pouvert G.U de X, le sous-ensemble V' de X/G en est une partie ouverte.

(1.1.9.4) Remarque. Soit H un sous-groupe compact de G; de ce qui précede
(appliqué aux fleches quotients X — X/G et X — X/H) et de la surjectivité
de X — X/H, on déduit que X/H — X/G est compacte et ouverte.

(1.1.10) Soit X un espace topologique localement connexe, soit V' une partie
fermée de X dont le bord est fini, et soit Y une partie connexe de X dont
I'intersection avec V' est localement connexe. Sous ces hypotheses, VNY a un
nombre fini de composantes connexes.

En effet, si Y C V c’est évident; supposons maintenant que Y n’est pas
contenu dans V, et soit Z une composante connexe de Y NV ; comme Z est
fermée dans Y NV, elle est fermée dans Y.

Supposons que ZNJV = @; dans ce cas, Z serait un ouvert de Y N (V' \ 9V),
donc un ouvert de Y ; par connexité de Y, on aurait Z =Y et donc Y C V, ce
qu’on a exclu. Il s’ensuit que Z rencontre 9V ; comme celui-ci est fini, Y NV a
un nombre fini de composantes connexes.

(1.1.11) Si X est un espace topologique séparé et connexe par arcs, il est
connexe par arcs injectifs.

1.2 L’arbre des boules d’un espace
ultramétrique £

Définition de ’espace X(F) des boules de E

(1.2.1) Soit (E,d) un espace métrique; on suppose que la distance d est
ultramétrique. Pour tout a € E et tout r > 0 on note B(a,r) (resp. B°(a,r))
la boule fermée (resp. ouverte) de E de centre a et de rayon 7.

(1.2.1.1) On se donne un ensemble de symboles (,, indexé par E x Ry ; on
vérifie que la relation # pour laquelle (, ,Z(p s si et seulement si r = s et
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d(a,b) < r est une relation d’équivalence, et ’on note X(E) I'ensemble quotient.
La relation < (4 < (ps si et seulement si r < s et d(a,b) < s > passe au
quotient et induit sur R(E) une relation d’ordre (partiel).

Soit x € N(E) ; on peut Iécrire {, , pour un certain a et un certain r. Il résulte
de la définition que le réel r ne dépend que de z, et pas de ’écriture choisie.
On lappelle le rayon de x, et on le note p(x); lapplication p est croissante.
Sia € F alors a < x si et seulement si = (g p(z) ; 8t @ < o alors 'ensemble des
éléments de E majorés par x est égal & B(a, p(x)).

(1.2.1.2) L’application a — (, ¢ définit une bijection de E sur ’ensemble des
points de rayon nul de R(E).

(1.2.1.3) Soit a € E et soit 7 > 0. Si y est un point de N(E) qui majore (g ,
alors y = (4 p(y)- Il s’ensuit que si F' est une chaine, c’est-a-dire une partie
totalement ordonnée de N(E) alors p induit une injection croissante de F
dans R . Nous dirons qu’une chaine F' est ouverte saturée (resp. fermée saturée)
si p(F) est de la forme |r; +o00[ (resp. [r; +00[) pour un certain r > 0.

(1.2.1.4) Lien avec les vraies boules de E. Si a € E et si r > 0, il résulte
des définitions que la boule fermée B(a,r) ne dépend que de (,,. On vérifie
immédiatement que l'application (,, — B(a,T) est croissante, mais elle n’est
pas injective en général. En effet, on a B(a,r) = B(b, s) si et seulement si

(i) d(a,b) < min(r,s)

et
(i) Vee€ E, (d(a,c) < r < d(a,c) < s).
La condition (i) équivaut & la conjonction des deux égalités (o = Cpr
et Cq.s = (b5, €t implique que (4, et (s sont comparables; ils sont alors

égaux si et seulement si r = s. Mais la condition (ii) signifie seulement que
Papplication d(a, .) ne prend aucune valeur dans Jmin(r, s); max(r, s)]; cela peut
se produire méme si r # s, ¢’est-a-dire méme si min(r, s) < max(r, s). Notons
toutefois que si max(r, s) appartient & 'image de d(a, .) alors dire que d(a,.) ne
rencontre pas |min(r, s); max(r, s)] signifie que min(r, s) = max(r, s), c’est-a-dire
que r = s.

En conséquence, si B(a,r) = B(b,s) et si max(r,s) appartient a l’image
de d(a,.) alors Cqr = (p s

Une compactification partielle : ’espace J(F) des chaines
ouvertes saturées de N(F)

On note J(F) 'ensemble constitué des chaines ouvertes saturées de R(E),
muni de la relation d’ordre opposée a celle de l'inclusion. Pour des raisons
psychologiques, on préferera souvent penser & J(E) comme & un ensemble de
points limite de R(E) plutét que comme & un sous-ensemble de Z(R(E));
il arrivera donc que 'on parle de la chaine ouverte saturée F' de N(E) qui
correspond & un point = de J(E).

Si x = (4, est un élément de X(E) 'ensemble des majorants stricts X(E)~*
de x dans N(E) est égal & {45 }s>r; C'est une chaine ouverte saturée.
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Soient = et y deux points de R(E). Si & < y alors RX(E)?Y C
R(E)>*. Réciproquement, supposons que N(E)~Y soit contenue dans R(E)>*.
Ecrivons 2 = Car €6y = (5. Linclusion R(E)~Y C N(E)>® assure que pour
tout ¢ > s, on a (g, < Gy, Cest-a-dire 7 < ¢ et d(a,b) < ¢; il s'ensuit que 7 < s
et d(a,b) < s; par conséquent, x < y.

Siz € N(F), vérifions que le point z est la borne inférieure de R(E)>* (ce qui
montrera en particulier que x est uniquement déterminé par R(F)>?). C’en est
clairement un minorant. Donnons-nous maintenant un minorant y de R(E)>*;
comme ce dernier est une chaine ouverte saturée, il n’a pas de plus petit élément
et ne contient donc pas y; il s’ensuit que R(E)>* C R(E)>Y, et donc que y < =
(cf. supra); on a donc bien ainsi z = inf R(E)>*.

Il résulte de ce qui précede que = +— N(F)>* définit un isomorphisme
d’ensembles ordonnés de X(E) sur un sous-ensemble de J(E), sous-ensemble que
Pon identifiera désormais par ce biais & X(E) ; en vertu de on considérera
également E lui-méme comme un sous-ensemble de J(FE).

Si F est une chaine ouverte saturée de N(E) et si p(F) =|r;+oo] on
définit le rayon de F comme étant égal & r; si F est de la forme N(E)>*
pour un certain x € R(FE), le rayon de F est égal a celui de x : on a ainsi
prolongé la fonction croissante p : R(E) — R4 en une fonction strictement
croissante J(E) — R que 'on note encore p.

Il existe une notion de chaine ouverte saturée (resp. fermée saturée) de I(E) :
il suffit de décalquer verbatim les définitions données sur N(F); toute chaine
ouverte saturée (resp. fermée saturée) de N(E) est encore une chaine ouverte
saturée (resp. fermée saturée) de J(FE).

(1.2.1.5) Soit F une chaine saturée de N(E) et soit y € F. Les sous-
ensembles F'~Y et W(E)~Y sont deux chalnes ouvertes saturées dont l'image
par p est égale a |p(y); +oo[; comme F~Y C X(E)?Y, on a F7¥ = R(E)~Y.

(1.2.1.6) Soit z € J(FE) et soit F la chaine ouverte saturée de N(E) qui
lui correspond. Nous allons montrer que J(E)~* coincide avec F, et est en
particulier une chaine ouverte saturée de J(F) contenue dans R(E).

Montrons que F C J(E)>*. Soit y € F'; d’apres le I’ensemble F~Y
est égal & R(E)”Y; on a donc R(E)”Y C F, et cette inclusion est stricte
puisque y n’appartient pas & 8(E)~Y. Comme les points de J(F) correspondant
aux chaines saturées X(F)~Y et F sont respectivement y et x, il vient y > z;
par conséquent, F' C J(E)>*.

Montrons que J(E)~* C F. Soit y € J(E)~" et soit G la chaine ouverte
saturée de N(F) qui lui correspond. Comme y > x, la chaine G est contenue
strictement dans F', et possede de ce fait une borne inférieure z dans F'. La
chaine G est alors égale & F~*, et donc & R(F)~* en vertu de Le point
de J(E) qui correspond & G est par conséquent le point z de R(E), ce qui signifie
que y = z, entraine que y € F', et achéve la démonstration.

(1.2.1.7) Soit F' une chaine ouverte saturée de J(E) et soit y € F. La
chaine F' n’ayant pas de plus petit élément, il existe z € F tel que z < y;
par conséquent, y € J(F)~>%, lequel est contenu dans N(F) d’apres le
Ainsi, F C X(E); il s’ensuit que F' est une chaine ouverte saturée de X(FE). Si x
est le point qui lui correspond dans J(E), il résulte de [1.2.1.6que F = J(E)>*.
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Le point = est égal d la borne inférieure de F = J(F)>". En effet, = est
un minorant de 3(E)~*. Soit y un minorant de I(E)~*; comme F n’a pas de
plus petit élément, y ¢ F; il s’ensuit que J(EF)~>* C I(E)~Y, ce qui signifie,
compte-tenu de que y < z et achéve la preuve.

(1.2.2) Notons quelques conséquences de ce qui précede.

(1.2.2.1) L’application = + J(E)>* (resp. z ~— IJ(E)>%) établit un
isomorphisme d’ensembles ordonnés entre J(FE) et I'ensemble de ses chaines
saturées ouvertes (resp. fermées), dont la réciproque envoie une chaine sur sa
borne inférieure (resp. son plus petit élément); les chaines saturées ouvertes
de 3(F) sont par ailleurs toutes contenues dans R(E).

(1.2.2.2) Si F est une chaine saturée de 3(E) et siy € F alors F~Y = J(E)~Y :
on le voit en remarquant que ce sont deux chaines saturées comparables pour
Iinclusion et ayant méme image par p.

(1.2.2.3) Si z € J(E) — X(FE) ou si p(z) = 0, alors z est un élément minimal
de 3(F). En effet, soit ¢ < z.

La chaine ouverte saturée J(F)>* est contenu dans R(E), et son image par p
est égale & |p(t); +oo[ qui ne contient pas 0. Il s’ensuit que z ne peut appartenir
A J(E)t, et I'on a donc t = 2.

(1.2.2.4) Soient z et y deux éléments de I(F) tels que y > z. Le point y
appartient alors & la chaine ouverte saturée J(E)~", laquelle est contenue
dans R(E); on a en particulier y € R(E). De l'inégalité p(y) > p(z) > 0 il
vient p(y) > 0; par conséquent, y est de la forme ¢, , ot a € E et our > 0.

(1.2.3) 11 résulte de que si z et y sont deux éléments de J(E), il
existe une chaine saturée les contenant si et seulement si ils sont comparables.
Supposons que ce soit le cas, et que l'on ait par exemple = < y; et soit F' une
chaine saturée les contenant. En vertu de I'ensemble des points z de F
tels que z < z < y est égal & ensemble des points z de I(E) tels que z < z < y;
il ne dépend donc pas de F, et nous le noterons [z; y]. On utilisera de méme les
notations |z; y[, |z; y], [x; y[ dans un sens évident.

Si z € J(E) on désignera par [z; 00 (resp. Jx;00[) la chaine saturée J(FE)>®

(resp. J(E)~7).

Remarquons que si = et y sont deux points de J(E) et si Jy; oo[C [z;00]
alors y € [x;00[; c’est en effet évident si y = x; et sinon, on a |y; co[C|x; oo, ce
qui équivaut d’apres|1.2.2.1] a 'inégalité x < y.

(1.2.4) On dira qu’une chaine F' de J(E) est conveze si [z;y] C F pour tout
couple (z,y) d’éléments de F. Toute chaine saturée est convexe, et I'intersection
de deux chaines convexes est une chaine convexe.

(1.2.5) Soient z et y deux points de J(E). Nous allons montrer que
I'intersection des chaines saturées fermées [x; 0o[ et [y; 0o[ est une chaine saturée
fermée.

Cette intersection est non vide. Choisissons en effet 2’ €]x; 0o[ et ¥ €]y; ool;
les points z’ et y’ peuvent respectivement s'écrire (, , et (3 s pour a,b,r et s
convenables . Si l'on pose R = max(r,s,,d(a,b)) alors {, r majore z’
et v/, et a fortiori x et y; par conséquent, [z;o0o[N[y; co[# 0.
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Si z est un point de J(F) majorant x et y alors [z;00[C [x; 00[N[y; oo, ce
qui montre que [z;0o[N[y; oo[ est une chaine saturée. Enfin, si z est un point
de J(E) tel que ]z;00[€ [z;00[N[y; 00 alors z € [z;00[N[y; 00] (fin du [1.2.3);
il en découle que la chaine saturée [z; 0c0[N[y; oo est fermée, ce qui achéve la
preuve.

On notera x A y le plus petit élément de [z; 00[N[y; oo[; on peut également
le définir comme la borne supérieure de {z,y}.

(1.2.6) Sia € Eetsir >0, onnote B(a,r) ensemble J(E)S¢«r. Remarquons
que B(a, r) ne dépend que de {, -, et que (, , se retrouve & partir de B(a,r) : c’est
son plus grand élément. Le réel r est donc égal au maximum de p sur B(a,r).

(1.2.6.1) 11 découle immédiatement de la définition que si a € E et sir > 0
alors B(a,r) N E = B(a,r).

(1.2.6.2) Soient a et b dans E et r et s deux réels strictement positifs.
L’inclusion B(b, s) C B(a,r) équivaut & I'inégalité (p s < (q,r, qui est vérifiée si
et seulement si s < r et d(a,b) < r; on a donc B(b, s) = B(a,r) si et seulement
sir = s et d(a,b) < r, c’est-a-dire encore si et seulement si B(b,s) C B(a,r)
et r=s.

(1.2.6.3) Soient a et b deux éléments de E et soit 7 et s deux réels strictement
positifs. Supposons que B(a,r) N B(b,s) soit non vide. Il existe alors x tel
que z < (qr et & < (5. Les points (,r et (s appartenant des lors tous deux
a la chaine [z;00[, ils sont comparables, d’oli il découle que B(a,r) C B(b, s)
ou B(b, s) C B(a,r).

(1.2.7) Sia € F et sir > 0, on note B°(a,r) la réunion des B(a,t) pour 0 <
t < r. Remarquons que r est égal & sup p(z).

z€B°(a,r)
(1.2.7.1) 11 découle immédiatement de la définition que si a € E et si 7 > 0
alors B°(a,r) N E = B°(a,r).

(1.2.7.2) Soient a et b dans E et r et s deux réels strictement positifs. On
déduit de que l'inclusion B°(b,s) C B°(a,r) est vérifiée si et seulement
si s < retd(a,b) <r;onadonc B°(b,s) = B°(a,r) si et seulement si r = s
et d(a,b) < r, c’est-a-dire encore si et seulement si B°(b, s) C B°(a,r) et r = s.

(1.2.7.3) Soient a et b deux éléments de E et soit r et s deux réels strictement
positifs. Supposons que B°(a,r) N B°(b, s) soit non vide. On déduit de [1.2.6.3
que B°(a,r) C B°(b,s) ou B°(b,s) C B°(a,r).

(1.2.8) Soient x et y deux points de I(F) tels que (z Ay) >z et (x Ay) > y.
D’apres il existe a € E et r > 0 tels que z Ay = (,,. Choisissons un
point 2’ quelconque sur Jz;z A y[. Comme z’ > z, il est égal & (s pour un
certain b € E et un certain s > 0 (toujours en vertu de . Comme (s <
Caronabe Bla,r), s <r,et ur = Cpp Siz € [z;xAy[ il existe un élément
de [z;2 A y[ qui appartient aussi & [2';2 A y[ et est donc égal & (p; pour un
certain t € [s;r[; par conséquent, z € B°(b,r). Ainsi, [z;2 A y[C B°(b,r). Et il
existe de méme ¢ € B(a,r) tel que [y;z A y[C B°(c, 7).

L’intersection B°(b,r) N B°(c,r) est vide. En effet, il suffit de vérifier par

symétrie que I'on ne peut avoir B°(c,r) C B°(b, r). Supposons que ce soit le cas.
Les points z et y appartenant tous deux & B°(b, r), il existerait r’ et " dans |0; r|
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tels que x < (p v et y < G ; mais cela impliquerait que (p max(r,77) Majore T
et y, ce qui est absurde puisque Cp max(r ) < Co,r = T A Y.

(1.2.9) Soit F une chaine convexe de J(E), soit a € E et soit r > 0.

(1.2.9.1) Posons G = FNB(a,r) et H=F\ G; nous allons montrer que 1'on
est dans I'un (et un seul) des trois cas suivants :

eG=Fet H=10;

eG=0et H=F;

e G et H sont tous deux non vides, ¢, , appartient & F, et G (resp. H) est
I'ensemble des éléments z de F' tels que z < (4 (resp. z > Cqr).

11 suffit de vérifier que si G et H sont non vides alors (,, € F. Supposons
donc qu’il existe € G et y € H. Comme z < (,, et comme y ¢ G, on ne peut
avoir y < x. Par conséquent y > x et [z;y] C [z; 0o[. D’autre part, {, , appartient
aussi & [z;00]. Puisque y ¢ G, on ne peut avoir y < (g ; dés lors ¢, < y
et (o € [z;y] C F, ce qu'on souhaitait établir.

(1.2.9.2) Posons G' = FNB°(a,r) et H = F\ G'; nous allons montrer que
Pon est dans 1'un (et un seul) des trois cas suivants :

eG'=Fet H=0;

eG'=0et H =F;

o G' et H' sont tous deux non vides, ¢, , appartient & F', et G’ (resp. H')
est Pensemble des éléments z de F tels que z < (o (resp. z = (or).

En effet, supposons que G’ et H’' soient non vides. Vérifions tout d’abord
que (4, € F. Choisissons z € G’ et y € H'. Comme =z < (,; pour un
certain t < r et comme y ¢ G’, on ne peut avoir y < x. Par conséquent y > x
et [z;y] C [x;00[. D’autre part, ¢, s appartient aussi & [z; oo[ pour tout s > ¢;
en particulier, {, , € [z;00[. Puisque y ¢ G’, on ne peut avoir y < (g5 81 s < 7;
des lors (g, s € [x;y[ pour tout s € [t;r[, d’ou il découle que (,, € [x;y] C F, ce
qu’on souhaitait établir.

Il reste a s’assurer que G’ est exactement I’ensemble des éléments z de F
tels que z < (ur. 11 est clair que tout élément de G’ est strictement majoré
par (g r; réciproquement, si z appartient & F' et est strictement inférieur a (g,
il existe s € [t; 7] tel que (o5 €]2; Cq,r[- On par conséquent, z < (g 5 ; dés lors, z €
Be°(a,r), et partant a G’.

(1.2.10) Soit @ € E et soit » > 0. On notera O(a,r) le quotient de B(a,r)
obtenu en identifiant deux points dont la distance est strictement inférieure
a r. Si b et ¢ sont deux points de B(a,r) alors B°(b,r) = B°(c,r) si et
seulement si ils ont méme image dans O(a,r). On appellera systéme complet
de centres de B(a,r) tout systéme de représentants de la relation d’équivalence
définissant O(a,r).

Il découle immédiatement des définitions que les assertions suivantes sont
équivalentes :

i) B(a,r) = B°(a,r);
ii) ©(a,r) est un singleton;
iii) {a} est un systéme complet de centres de B(a,r).
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(1.2.11) On munit J(E) de la topologie engendrée (par unions quelconques et
intersections finies) par les parties U de 'une des formes suivantes :

e U=21(E)—B(a,r) aveca € E et r > 0;
e U =DB°(a,r) aveca € E et r>0.

En vertu de [1.2.6.1] et [1.2.7.1] la topologie de E induite par celle de J(F)
est sa topologie d’espace métrique.

(1.2.12) Soit x € E.

(1.2.12.1) 11 découle de[1.2.6.3| et [1.2.7.3| que si x € J(F) il possede une base

de voisinages de la forme B°(a,r) — [ B(a;, r;), ot I est fini et ot B(a;,7;) est
i€l

contenue dans B°(a,r) pour tout .

(1.2.12.2) Supposons que x = 1 s pour un certain b € E et un certain s > 0.

Sia € E et sir est un réel strictement positif tel que « € B°(a,r) alors r > s

et B°(a,r) = B°(b,r); par conséquent, x posséde une base de voisinages de la

forme B°(b,r) — [ B(a;,7;), ot r > s, ou I est fini et o B(a;,r;) C B°(b, 1)
iel

pour tout 7.

Faisons maintenant deux remarques.

e Soit ¢ € B(b, s), soit n > 1 et soient ¢y, ..., ¢, € B(b, s) tels que d(c, ¢;) < s
pour tout i. Si s1,..., s, sont des réels appartenant & ]0; s[ et si

R =max(s1,...,8n,d(c,c1),...,d(c,cp))

alors R < s, B(c, R) C B(b, s) et B(c, R) contient chacune des B(c;, ;).

e Soit r > ss, soit n > 1, solent cy,...,¢, € B°(b,r) — B(b,s) et
solent r1,...,r, des réels strictement supérieurs & s tels que d(c¢;, b) > r; pour
tout i. Posons R = minr;; on a alors r > R > s, et B°(b, R) ne contient aucune
des B(c;, ;).

Fixons un systéme complet . de centres de B(b,s). On déduit des deux
remarques ci-dessus que le point & = n, s posseéde une base de voisinages de la
forme B°(b,r) — [[ B(ai, ;) o r > s, ou I est fini, ot r; < s pour tout i, et ol

il
les a; sont des éléments deux a deux distincts de .&.

Notons un cas particulier, celui ot B(b, s) = B°(b, s), c’est-a-dire ou {b} est
un systéme complet de centres de B(b, s) : le point x = 1, ; posséde alors une
base de voisinages de la forme B°(b,r) — B(b,r') ot r > s > 1’

(1.2.12.3) Supposons que p(z) = 0 ou que = € J(E) — R(E), et solent a € E
et > 0 tels que x ¢ B(a,r).

Posons y = £ A(,,r. Comme y > (, - il est égal a (, g pour un certain R > 7.
Comme y > = et comme z ¢ B(a,r), on a nécessairement R > r; et 'hypothese
faite sur  assure d’autre part que z # ¢, r et donc que z < (4 r. On déduit alors
de[[:2.8 qu'il existe b € E tel que z € B°(b, R) et tel que B°(b, R)NB°(a, R) = 0;
I'intersection de B°(b, R) et B(a,r) est a fortiori vide.

Il découle de ce qui précede, de[1.2.6.3|et de[1.2.7.3| que = possede une base
de voisinages de la forme B°(b, R).
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(1.2.13) L’espace topologique J(F) est séparé. En effet, soient = et y deux
points distincts de J(E); nous allons chercher & les séparer par deux ouverts
disjoints.

Le cas ou x et y sont comparables. Supposons par exemple que z < y et
choisissons z €]x;y[. Comme z > z il est de la forme (,, avec a € E et r > 0;
on a des lors y = (, g pour un certain R > r. Soit s €|r; R[. Les ouverts B°(a, )
et J(E) — B(a, s) sont disjoints, le premier contient z et le second y.

Le cas ot x et y ne sont pas comparables. Posons z = x Ay. On a alors z > x
et z > y. On déduit de qu’il existe a et b dans E et r > 0 tels que = €
B°(a,r), tels que y € B°(b,7), et tels que B°(a,r) NB°(b,r) = 0.

(1.2.14) Soit = € J(E); I'application p induit une bijection p, entre J(E)>®
et [p(z); +o0[; nous allons montrer qu’il s’agit d’un homéomorphisme.

(1.2.14.1) L’application p, est continue. Soit r €]p(x); +oo[; il suffit de vérifier
que p;t(Jr;+oo]) et prt([p(z);r]) sont ouverts. Choisissons s €]p(z);r[. On
peut écrire s = p(y) pour un certain y €]x;o0[. Appartenant a ]z;o0[, le
point y est égal & (4 s pour un certain a € E. Il s’ensuit que (,, appartient
& [x; 0o[, et c’est nécessairement 'unique antécédent de r par p,.. La chaine [z; 00|
rencontre B°(a,r) (elle contient (, ) et le complémentaire de B(a,r) (elle
contient p,*(]Jr; +o0o[) qui est constitué de majorants stricts de ¢, ). Il découle

alors de[T1.2.9.1] et [T.2.9.9] que

Pz (s +ool) = [w; 00[\B(a, 7) et p; ' ([p(x); 7]) = [25 00[B" (g, 7),

d’ou 'assertion.

(1.2.14.2) L’application p, est ouverte. Soient a € E et r > 0. 1l
suffit de s’assurer que p,([z;00[NB°(a, 7)) et px([x;00[—B(a,r)) sont ouverts
dans [p(x); +00[; mais c’est une conséquence immédiate de [1.2.9.1| et [1.2.9.2]

(1.2.15) Soit a € FE et soit r > 0; nous allons montrer que B(a,r) est
compact. Pour ce faire, on se donne un ensemble I muni d’un ultrafiltre %,
et une suite (z;) d’éléments de B(a,r) indexée par I; on va prouver qu’elle
converge le long de %, ce qui permettra de conclure. Pour tout i € I, la chaine
fermée saturée [z;; oo[ contient [(, ; 0o[. Il s’ensuit que pour tout J appartenant
a %, le sous-ensemble F; := [ [z;;00[ de I(E) est une chaine fermée saturée
ic€J

contenant [(, ,; 00[. Comme (Fy) e est une famille filtrante de chaines fermées
saturées contenant [, ; 00[, la réunion F' des Fy est une chaine saturée (ouverte
ou fermée) contenant ¢, ,. Elle posséde une borne inférieure (1.2.1.7)) ; appelons-
la . Comme (,, € F, on a € B(a,r); nous allons maintenant vérifier que x
est une valeur d’adhérence de (x;). Soit b € E et soit s > 0.

(1.2.15.1) Supposons que x € B°(b,s). Il existe t < s tel que = < (p 4. Quitte
a rapprocher ¢ de s, on peut supposer que z # (3. Comme F est égale ou
bien & [x;00[ ou bien & Jz;o0[, on a (; € F. Il existe dés lors J € % tel
que (p+ € Fj. Par définition de ce dernier, cela signifie que z; < (p+ pour
tout ¢ € J; par conséquent, x; € B°(b, s) pour tout i € J.

(1.2.15.2) Supposons que x € J(E)—B(b, s). Soit J ’ensemble des indices i € T
tels que z; < (p5. Si J appartenait & % la chaine [(p s;00] serait contenue
dans Fy, et a fortiori dans F, ce qui entrainerait 'inégalité x < (3 5, contredisant
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notre hypotheése sur z. Par conséquent I \ J € % ; et par définition de J, on
a z; € J(F) —B(b,s) pour tout i € I\ J, ce qui termine la preuve que x; — x
le long de 7% .

(1.2.16) Soit = € J(E). Choisissons un point y €]z; o00[. Il est de la forme (,
aveca € Eetr > 0(1.2.2.4). Comme z < (4 r,onaz € B°(a,r+1) C B(a,r+1);
en vertu de|l.2.15] et sq., B(a,r + 1) est compact, et I(E) est donc localement
compact.

(1.2.17) Soit a € FE et soit 2 une partie compacte de J(E). On peut
recouvrir .# par un nombre fini d’ouverts du type décrit au [1.2.12]; il existe
a fortiori une famille finie (a;) d’éléments de F et, pour tout 4, un réel r; > 0,
tels que 2 C |UB°(a;,r;). Soit r un réel strictement supérieur pour tout ¢ a r;
ainsi qu’a d(a, a;); on a alors .Z C B(a,r).

—

Le compactifié d’Alexandrov J(F) de J(E)

(1.2.18) Remarquons que si E est vide alors I(E) est vide aussi. On suppose a
partir de maintenant que E est non vide. L’espace J(E) n’est alors pas compact.
En effet, choisissons a € FE. Si J(E) était compact, il serait d’apres [1.2.17]
contenu dans B(a,r) pour un certain r > 0, ce qui est absurde puisque 4 r+1
(par exemple) n’appartient pas & B(a,r).

(1.2.19) Désignons par :l/(E\') le compactifié d’Alexandrov de lespace
localement compact et non compact 3(F). On peut écrire I(E) = I(E) U {oo};

A~

une base de voisinages de oo est constituée des parties de la forme 3(E) \ ¢,
ol J# est un compact de J(E).

Il résulte de que si 'on se donne un élément a de E alors les parties

de la forme J(E) — B(a,r) ot r > 0, forment une base de voisinages ouverts
de oo.

(1.2.20) Prolongeons la relation d’ordre sur 3(F) & 3/(\E) en décrétant que co

est son plus grand élément. Si z € J(F) Pensemble [x; 0o] des éléments y de I(F)
tels que z < y < oo est alors égal au singleton {oo} si = oo, et & [z; 0o J{oo}
sinon (ot [z;00[ a le sens donné au [1.2.3).

Toute paire {z,y} d’éléments de 3/(\E) admet une borne supérieure, &
savoir oo si x ou y est égal & oo, et A y sinon; on pourra donc noter cette
borne x Ay dans tous les cas sans risque de confusion.

——

(1.2.21) Sil’on prolonge p & I(E) en posant p(co) = +oo alors pour tout = €
J(E) lapplication p induit une bijection [x; 00] ~ [p(x); +00].
Cette bijection est un homéomorphisme. 11 suffit, par compacité

de [p(z);+o0] et par séparation de J(F), de montrer que sa réciproque est
continue; le cas x = oo est évident, ce qui permet de supposer que r #* oo.
On sait que la bijection naturelle [p(z);+oo[~ [z;00[ est continue; il reste
donc a s’assurer de la continuité en +oc0. Soit r un réel strictement supérieur
a p(z). Le point y de [z;00[ qui lui correspond est strictement supérieur a x,

et est donc égal & (,, pour un certain r > 0. L’ensemble des ouverts de J(FE)

de la forme 3(E) — B(a, R), pour R > r, est une base de voisinages ouverts
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de co. Or si R > 0 l'image réciproque de J(E) — B(a, R) sur [p(x);+o0] est
précisément | R; oo] qui est ouvert ; ceci achéve de prouver notre assertion.

(1.2.22) La notation [z;y] a un sens dés que z et y sont deux points

comparables de J(F). On 1’étend & tout couple (z,y) de points de I(E) en
posant [z;y] = [x;2 Ayl U [y;z A y] (notons que cette formule est trivialement
vraie lorsque = et y sont comparables, puisque = A y est alors égal a I'un des
deux).

Pour tout couple (x,y) de points de :l/(\E), le sous-ensemble [z;y] de J/(-\E) est
homéomorphe & un intervalle compact d’extrémités x et y (onl'a déja vusi z et y
sont comparables ; le cas général en résulte en vertu de . Nous étendons la
définition de la convexité (qui ne s’appliquait jusqu’ici qu’aux chaines) de fagon
naturelle : nous dirons qu’une partie X de J/(-\E) est convezxe si [z;y] C X des
que x et y appartiennent z\x/}i Toute partie convexe est connexe par arcs, ce qui
s’applique notamment & J(F) lui-méme ; 'intersection d’une famille de parties
convexes est convexe.

Soit a € F et soit r > 0.

(1.2.22.1) Le fermé B(a,r) est convere. Soient en effet x et y deux points
de B(a,r). s sont tous deux majorés par (, ,; par conséquent, (,,» > = Ay, et
tout élément de [x;y] est donc majoré par ¢, ., ce qu'il fallait établir.

(1.2.22.2) L’ouvert B°(a,r) est convere. En effet, si x et y appartiennent
a B°(a,r), il existe s < r tel que tous deux soient situés sur B(a,s). On a

alors d’apres le [1.2.22.1] ci-dessus [z;y] C B(a, s) C B°(a,r).

(1.2.22.3) L’ouwvert J(E) — B(a,r) est convexe. En effet, soient x et y deux
points de 3(E) — B(a,r), et soit z € [x;y]. Par définition de [z;y] le point 2z

majore x ou y, ce qui exclut que l'on ait z < (, - ; ainsi, [z;y] C 3(E) —B(a,r).

(1.2.23) 1l découle de |1.2.22.2| et |1.2.22.3| que tout point de :T(E) possede une

base de voisinages convexes; en particulier, 3(F) est localement connexe par
arcs.

(1.2.24) Soit a € E et soit 7 > 0. Si b et ¢ sont deux points de B(a,r)
alors B (b, ) = B°(c, r) si et seulement si d(b, ¢) < r, ¢’est-a-dire si et seulement
si ils ont méme image dans I'ensemble ©(a,r) défini au [[.2.10]; si B € O(a,r)
on peut donc définir sans ambiguité B°(3,r) comme étant égale a B°(b, ) pour
n’importe quel antécédent b de 8 dans B(a,r).

(1.2.24.1) Soit z un élément de B(a, r) différent de ¢, , ; choisissons y €]x; Cq.r[-
Etant strictement supérieur a x, le point y est égal & (; s pour un certain b € E et

un certain s > 0. Comme y < (,, on ab € B(a,r) et s < r; par conséquent, = €
B(b,s) C B°(b, 7).

On peut ainsi écrire B(a,r) \ {Car} = [ B°(8,7), et partant
B€BO(a,r)

BN = I ®en | I1(3E) - Ban).

BEO(a,r)
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(1.2.24.2) Les différents termes dont le membre de droite est la réunion

disjointe sont des ouverts non vides et connexes de J/(\E) dl.2.22.2|et|1.2.22.3|) ; ce

sont donc les composantes connexes de 3(E)\{{,,r}- Comme J(E) est lui-méme
connexe, chacune de ces composantes a pour bord {(, ,}.

(1.2.25) Soient z et y deux points de :l/(b\?) Nous allons montrer que [z;y] est

lunique fermé de J(FE) homéomorphe & un segment d’extrémités x et y. Soit F
un tel fermé; il suffit de montrer que F' contient [x;y].

(1.2.25.1) Le fermé F contient x Ay. En effet, siz Ay =z ouz Ay =y
c’est évident. Dans le cas contraire, ni = ni y ne sont égaux a oo, et il découle
de qu'il existe b et ¢ dans E et r > 0 tels que 2 Ay = G = Cors
tels que = € B°(b,r) et ¢ € B°(c,r), et tels que Bo(b,7) N B°(¢c,r) = 0; en
vertu du ci—dessus, B°(b,r) et B°(c,r) sont deux composantes connexes
distinctes de 3(F) \ {z A y}. Par conséquent, z Ay € F.

(1.2.25.2) 1 suffit maintenant de vérifier que |z; x Ay[C F et Jy; x Ay[C F. Par
symétrie, on peut se contenter de traiter le cas de Jz; zAy[ ; soit donc z €]z; zAy|.
Comme z > z il existe a € F et r > 0 tel que z = (4. Comme z < z il

appartient & B(a, )\ {{s,r}; comme x Ay > z il appartient & I(E) —B(a,r). En
en vertu du ci-dessus, x et y sont situés sur deux composantes connexes
différentes de 3(E) \ {(a,r}; par conséquent, z = (,, appartient & F, ce qui
acheve la démonstration.

(1.2.26) On déduit du1.2.25|ci-dessus, de[1.2.22.2] [1.2.22.3] et de[1.2.24.2] que

tout point de J(FE) posséde une base de voisinages ouverts U possédant les deux
propriétés suivantes :

e JU est fini;
e pour tout couple (z,y) d’éléments de U, il existe un et un seul fermé de U
homéomorphe & un segment d’extrémités z et y.

—

(1.2.27) Soit x un point de J(F); nous nous proposons d’étudier le cardinal

—

de 7o(I(E) \ {z}).
(1.2.27.1) Si x est de la forme (,, avec r > 0, autrement dit si € R(E) et
si p(x) > 0 il résulte de [1.2.24.2| que

—

mo(3A(E)\ {z}) = tO(a,r) + 1.

11 s’ensuit que le cardinal de ﬂo(:l/(f\f) \ {z}) vaut au moins deux, et qu’il est
infini si et seulement si ©(a,r) est infini.

Notons que #mo(3(E) \ {z}) = 2 si et seulement si §0(a,r) = 1, et que cela
équivaut a ’égalité B(a,r) = B°(a,r).

(1.2.27.2) Supposons que z € J(E) — R(E) ou que z € R(E) et que p(x) = 0.
et soient y et z deux éléments de I(E) \ {z}. Si t € [y; 2] alors par définition

de ce dernier on at > yout > z;sit =y ousit=zil est différent de =
par hypothese, et si t > y ou t > z il résulte de la minimalité de x (|1.2.2.3))

—

que t # x; par conséquent, [y; 2] C I(E) \ {z} et ce dernier est connexe.
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(1.2.27.3) Supposons que x = oo. Si y et z sont deux points appartenant
a J(E)\ {z} = 3(E) il résulte de la définition de [y; z] que [y; 2] € I(E); par

conséquent J(E) \ {z} est connexe.

Complément : boules emboitées de E et espace J(E)

(1.2.28) Soit A une chaine de boules fermées de E. On dira que & est
évanescente si 'intersection des boules appartenant a 4 est vide; comme E
est non vide, cela force # elle-méme a étre non vide ; cela la force également a
ne contenir aucun singleton.

(1.2.28.1) Si # et &' sont deux chaines évanescentes de boules fermées de E,
on dira qu’elles sont équivalentes si BN B’ # () pour tout (B,B’) € B x #'.
Cette terminologie est raisonnable dans la mesure o nous définissons bien ainsi
une relation d’équivalence. Pour le voir, il suffit d’en vérifier la transitivité, la
réflexivité et la symétrie étant évidentes.

Soient donc &, %’ et B" trois chaines évanescentes de boules fermées de E
telles que % et &’ soient équivalentes, et telles que B’ et B soient équivalentes.
Soit B une boule appartenant & % et soit B” une boule appartenant & %”.
Comme ' est évanescente, il existe Bj € %' ne contenant pas B, et il
existe B] € %’ ne contenant pas B”. Soit B’ lintersection de B{ et Bj;
c’est une boule appartenant & %’. Par construction, B’ ne contient pas B;
comme % et %’ sont équivalentes, on a alors nécessairement B’ C B. Par le
méme raisonnement B’ C B”. Ainsi B N B” contient B’ et est en particulier
non vide, ce qu’il fallait établir.

(1.2.28.2) Soit # une chaine évanescente de boules fermées de E et soit %
I’ensemble des boules fermées de E qui contiennent une boule appartenant a 4.
Il est immédiat que % est une chaine évanescente de boules fermées qui est
équivalente a Z et contient cette derniere.

La chaine A est la plus grande chaine évanescente de boules fermées de E
équivalente a 9. En effet, soit %’ une chaine évanescente de boules fermées de E
équivalent & A et soit B’ € %’'. Comme % est évanescente, il existe B € £ tel
que B ne contienne pas B’; comme les chalnes % et %’ sont équivalentes, on
a BNB' # (), et partant B C B'; ainsi, B’ € 4, et I'on a bien &' C 4, ce qu'il
fallait démontrer.

On en déduit que ’ensemble des classes d’équivalence de chaines évanescentes
de boules fermées de E est en bijection naturelle avec I’ensemble des chaines
évanescentes maximales de boules fermées de E.

(1.2.29) Soit € J(FE). On note ES® 'ensemble des éléments de E majorés
par z. Si z € R(F) il est égal & (,,» pour un certain a € E et un certain r > 0,
et EST est alors la boule fermée B(a,r) de E; si z ¢ N(E) c’est un élément
minimal de J(E) en vertu de et ES” est donc vide. Le point z étant
par ailleurs la borne inférieure de ]z; 00[, on a

ES”"= (] E<.

y€la;00]
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(1.2.30) Si F est une chaine ouverte saturée de R(E) dont la borne inférieure
n’appartient pas a R(E), il découle de ce qui précede que b(F) := {ESY} e est
une chaine évanescente de boules fermées de E. Cette chaine est maximale : en
effet, soit B € b(F') et soit B’ une boule fermée de E contenant B. La boule B
est de la forme ESY pour un certain y € F; écrivons y = (,, avec a € E
et 7> 0; on a alors B = B(a,r).

Comme B’ D B, on a a € B’ et B’ est de ce fait égal & B(a,s) pour
un certain s > 0. Si s < r alors B’ C B, d’ou ’égalité B = B;si s > r
alors (, 5 €]y;00[C F et B' = B(a,s) = ES%: € b(F). On a donc B’ € b(F)
dans tous les cas; par conséquent b(F') = b(F), ce qui équivaut d’apres
a la maximalité de b(F).

(1.2.31) Soit Z une chaine évanescente maximale de boules fermées de E, et
soit f(%) I'ensemble des éléments y de R(E) tels que ESY € 4.

L’ensemble f(9#B) est une chaine ouverte saturée de W(E) dont la borne
inférieure n’appartient pas a R(E), et b(f(#)) = A. En effet, la chaine & est
non vide et contient donc B(a,r) pour un certain ¢ € E et un certain r > 0;
I'élément ¢, de N(E) appartient alors a f(%), et il résulte immédiatement de
la définition de f(#) et de la maximalité de Z# que f(#) contient [, ,; o0l

Soient y et z deux éléments de f(%). Les boules ESY et ES* appartenant & %,
leur intersection est non vide; il en va a fortiori de méme de J(E)SY NJ(E)S?,
ce qui entraine que J(E)SY et I(E)S* sont comparables pour l'inclusion.
Par conséquent, y et z sont comparables, et f(#) est une chaine; comme elle
contient [, ; 00[, elle est saturée.

Par définition, ’ensemble {Egy}yef(@) est égal & la chalne Z; celle-ci
étant évanescente, (| ESY = (). Cela exclut que f(B) puisse avoir un plus
yEf(B)
petit élément = dans R(E) (car sinon, ES® serait contenue dans l'intersection
précédente), et elle est en conséquence ouverte ; il découle deés lors de [1.2.29| que
sa borne inférieure n’appartient pas a N(FE).

Légalité {ESY}, cim) = P se récrit sous la forme b(F(#)) = £, ce qui
acheve de prouver ’assertion requise.

(1.2.32) Soit F une chaine ouverte saturée de N(E) dont la borne inférieure
n’appartient pas & R(FE); nous allons montrer que f(b(F)) = F. Notons z la
borne inférieure de F', et 2’ celle de f(b(F")), qui est une chaine ouverte saturée
d’apres

Siy € F alors ESY € b(F); il résulte donc des définitions que F' C f(b(F)),
ce qui signifie que 2’ < z. Comme x ¢ R(E), il est minimal en vertu de
Par conséquent, ©’ = x, ce qui entraine que F' = §f(b(F)).

(1.2.33) Conclusion. 11 découle de [1.2.30} [1.2.31] et [1.2.32] que F' +— b(F)
et B +— f(P) établissent une bijection entre ’ensemble des chaines ouvertes
saturées de R(E) dont la borne inférieure n’appartient pas & X(E) et 'ensemble
des chaines évanescentes maximales de boules fermées de E.

On peut reformuler cette assertion de la fagon suivante : les applications =
b(Jz;0[) et B +— inff(H) établissent une bijection entre J(E) — N(FE)
et l'ensemble des chaines évanescentes maximales de boules fermées de FE';
rappelons que ce dernier peut lui-méme étre canoniquement identifié a
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I’ensemble des classes d’équivalence de chaines évanescentes de boules fermées

de E (T.2.28.9).

1.3 Arbres et graphes : propriétés de base
Définitions et premiers exemples

(1.3.1) Nous dirons qu’un espace topologique X est un graphe s’il possede les
propriétés suivantes :

i) X est séparé et localement compact ;
il) X posséde une base d’ouverts U satisfaisant les conditions suivantes :

«) pour tout couple (x,y) de points de U il existe un et un seul
fermé [x;y] de U homéomorphe & un segment d’extrémités x et y;
B) le bord de U dans X est fini.

Si de plus X lui-méme vérifie la propriété «), nous dirons que c’est un arbre.
Si X est un graphe, nous qualifierons de sous-graphe (resp. sous-arbre) de X tout
sous-ensemble localement fermé de X qui est un graphe (resp. un arbre) pour
la topologie induite. Il résulte des définitions qu'un graphe (resp. un arbre) est
localement connexe par arcs (resp. connexe par arcs). Tout ouvert d’un graphe
en est un sous-graphe; un espace topologique est un graphe si et seulement si
il est séparé et si chacun de ses points possede un voisinage ouvert qui est un
arbre.

(1.3.2) Exemples.
(1.3.2.1) Soit E un sous-ensemble fini de R/27Z et soit B le sous-ensemble

{0u{z e C*, |z| <let Argz € E}

de C; ’espace topologique & g est un arbre. Si X est un graphe et si x appartient
a X, on dira que X est fini en x si x possede dans X un voisinage admettant,
pour un certain £, un homéomorphisme sur &g qui envoie z sur 0. Le cardinal
de 'ensemble E en question est alors bien déterminé; on ’appelle la valence
de (X, z); on parlera parfois plus simplement de la valence de x, s’il n’y a pas
d’ambiguité sur X.

On dira qu'un graphe est localement fini s’il est fini en chacun de ses points.
Si X est un graphe localement fini, on appellera sommet topologique de X (on
omettra souvent 1’épithéte <topologique» s’il n’y a pas d’ambiguité), tout point
de X qui ne possede pas de voisinage homéomorphe a un intervalle ouvert, c¢’est-
a~dire encore tout point z de X tel que la valence de (X, z) soit différente de 2;
on dira d’'un graphe qu’il est fini s’il est localement fini et n’a qu'un nombre fini
de sommets et de composantes connexes; tout graphe compact et localement
fini est fini.

Si X est un graphe fini et compact, tout sous-graphe fermé de X est fini
et compact ; on en déduit que tout sous-graphe d’un graphe localement fini est
localement fini.

(1.3.2.2) Soit X un graphe dont tout point = a un voisinage U qui est un arbre
vérifiant 'égalité U = |J[y;; 2], ot {y;} est un ensemble fini de points de U et
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ou [y;; z] N [y;; 2] = {x} pour tout i # j. Il résulte du que le graphe X est
localement fini.

(1.3.2.3) Soit E un espace métrique ultramétrique. L’espace topologique J(E)
défini au [T.:2.19] est un arbre compact en vertu de [T.2.26]

Quelques propriétés locales des graphes

(1.3.3) Soit X un graphe conneze.

(1.8.8.1) Soit z € X et soit U un voisinage ouvert de 2 dans X ; pour presque
toute composante connexe V de X \ {z}, le sous-ensemble V' U {z} de X est
compact, V est un arbre et V' C U (ce qui entraine que V est une composante
connexe de U \ {z}).

En effet, il existe un voisinage ouvert W de x dans X qui est contenu dans U,
relativement compact et satisfait ) et 8); comme OW est fini, il ne rencontre
qu’un nombre fini de composantes connexes de X \ {z}. Soit V une composante
connexe de X \ {z} ne rencontrant pas OW ; on a 9V = {z}, ce qui entraine
que V rencontre W ; puisque V ne rencontre pas 0W, l'intersection V NW, qui
est ouverte et non vide, est fermée dans V' ; par connexité de V, elle est égale
a V, ce qui signifie que V est contenue dans W, et a fortiori dans U. Comme W
est relativement compact, V = VU {z} est compact ; comme W est un arbre, V'
est un arbre.

(1.8.8.2) Soit z € X, soit V une composante connexe de X \ {z} et soit U
un voisinage ouvert connexe de x. Toute composante connexe de VN U est un
ouvert connexe et non vide de U de bord contenu dans {x}; c’est donc une
composante connexe de U \ {z}.

Le cardinal de mo(U NV') est par ailleurs non nul et fini. En effet, il est non
nul puisque x adhére a V'; et il est fini car sinon il existerait une infinité de
composantes connexes de U \ {z} qui ne soient pas des composantes connexes

de X \ {z}, en contradiction avec [1.3.3.1

Soit W une composante connexe de U \ {z} qui est relativement compacte
dans U et est contenue dans V. Comme W U {z} est compacte, c’est une partie
fermée de V U {z}; il s’ensuit que l'ouvert non vide W de V en est également
un fermé. On a donc W =V, et V est a fortiori relativement compacte dans X.

Parties convexes d’un arbre

(1.3.4) Soit X un arbre. On dira qu’une partie E de X est convezesi [z;y] C E
pour tout couple (z,y) de points de E.

(1.3.4.1) Siz,y et z sont trois points de X et si [z; z]N[z;y] = {z} alors [z; z]U
[y; 2] est un segment d’extrémités x et y , et est donc égal a [z;y]. En
général, [z;y]N[y; 2] est convexe et est donc de la forme [z; ¢] pour un certain ¢ €
X ona[z;t] N[ty] = {t} et donc [z;y] = [x;¢] U [ty] U [y; 2].

Il s’ensuit aisément (sans utiliser que si U est un ouvert de X et
si x € U alors 'ensemble des points y de U tels que [z;y] C U est ouvert et
fermé dans U ; par conséquent, U est connexe si et seulement si il est convexe,
c’est-a-dire si et seulement si c’est un sous-arbre de de X.
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(1.3.4.2) L’intersection de deux parties convexes de X est convexe; en
particulier, 'intersection de deux sous-arbres ouverts de X est un sous-arbre
ouvert de X. La réunion de deux parties convexes de X qui se rencontrent est
une partie convexe de X (on le déduit du ci-dessus).

(1.3.4.3) Soit F une partie localement fermée et convexe de X ; ¢’est un espace
séparé et localement compact, et pour tout couple (z,y) de points de E il
existe un unique fermé de E homéomorphe a un segment d’extrémités x et y,
& savoir [z;y]. Par ailleurs, si € F il posséde une base de voisinages dans F
satisfaisant les conditions «) et 8) du En effet, il possede une telle base
dans X, et si U est un voisinage de = dans X satisfaisant «) et 3) alors 9g(U N
E) C OxU, et est donc fini; de plus, U N E est une partie convexe de l'arbre U,
et satisfait des lors 8) en vertu de ce qui précede. Par conséquent, E est un
arbre.

Il s’ensuit que si F' et G sont deux sous-arbres fermés de X d’intersection
non vide alors alors F'U G est un sous-arbre fermé de X ; si de plus F et G
sont localement finis alors F' U G est localement fini : cela résulte de [[L3.4.1] et
de L322

(1.3.4.4) Si x € X, si U est un voisinage ouvert et connexe de z, et si V
est une composante connexe de X \ {z} alors VN U est connexe, et est donc
une composante connexe de U \ {z} ; il s’ensuit que l'application
naturelle mo(U \ {z}) = mo(X \ {z}) est bijective.

(1.3.4.5) Siz et y sont deux points distincts de X alors |z; y[ est exactement
lensemble des z € X \ {z,y} tels que x et y soient situés sur deux composantes
connexes distinctes de X \ {z}. En effet, soit z € X. Si = et y sont situés sur
la méme composante connexe de X \ {z}, celle-ci contient nécessairement [z;y],
et par conséquent z n’appartient pas a ]z;y[. Supposons maintenant que x
et y soient situés sur deux composantes connexes différentes, respectivement
notées U et V, de X \ {z}. L’intervalle ouvert [z; z[ (resp. [y; z[) est alors contenu
dans U (resp. V); il s’ensuit que [z;z] N [z;y] = {z}; par conséquent [z;z] U
[2;y] = [z;y] et P'on a bien z €]x;y[.

(1.3.4.6) Soient z,y et z appartenant & X. Si x et y sont situés sur deux
composantes connexes différentes de de X \ {2} alors z €]y; z[ d’apres le
ci-dessus, et Pon a donc [y; 2] N [z;2] = {z}. Si = et y sont situés sur la méme
composante connexe U de X \ {z} alors [y; z]N[z; 2] est de la forme [¢; z] pour un
certain ¢ qui appartient & U (et est donc différent de z). En effet [y; 2] N [x; 2] est
de la forme [t; 2] avec t € [z;2] (1.3.4.1) ; comme [z;z[C U, il reste & s’assurer
quet # z. Sil’on avait t = z, U'on aurait [y; z]N[z; 2] = {2}, et donc [y; z]U[x; 2] =
ly; z], d’out z €]y; z[; mais cela contredirait 'hypotheése que y et = sont situés
sur la méme composante connexe de X \ {z}.

(1.3.4.7) Soit E une partie non vide et convexe de X ; un point z de X
appartient & E si et seulement [y;z[C E pour tout y € E. La condition est
en effet clairement suffisante. Pour voir qu’elle est nécessaire, on suppose que x
appartient & E. Soit y € E. L’intersection de E et [y; z] est convexe et contient y,
c’est donc un intervalle non vide de [y;x]; soit ¢ sa borne supérieure; nous
allons montrer par I’absurde que ¢ = x. On suppose que ce n’est pas le cas; la
composante connexe de X \ {¢} qui contient |¢; z] est alors un voisinage ouvert
de z, qui par conséquent rencontre E'; soit z un point de E situé sur cette
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composante. L’intersection de [t; 2] et [t; x] est de la forme [¢;¢'] avec t' # ¢; on
a [t;t'] C [t;x] et [y;t'] C E puisque ce dernier est convexe; dés lors

ly; t'] C ly;2] N E,

ce qui contredit la définition de t. B
Fixons = dans E. Si y et z sont deux points de E alors

[y;2] C [msy]Ufz;2] C E

en vertu de ce qui précede. Par conséquent, E est convexe et est donc un sous-
arbre fermé de X (1.3.4.3). Remarquons que cette derniere assertion s’étend
trivialement au cas ot E = ().

(1.3.4.8) Soit S un sous-ensemble fermé de X et soit U une composante
connexe de X \ S'; supposons que OU contienne deux éléments distincts x et y
de S. Choisissons z € U ; en vertu du les intervalles [z; 2| et [z;y[ sont
contenus dans U. L’intersection [z; z]N[z; y] est convexe, compacte, et contient z ;
elle est donc de la forme [z; ] pour un certain ¢t € U. On a alors [z; t]N[t; y] = {t}
et donc [z; y] = [z;t]U[t; y]. Par conséquent, |z; y[C U, et ne rencontre a fortiori
pas S; Uouvert U est alors nécessairement la composante connexe de X \ S
contenant |z;yl.

(1.3.4.9) Appliquons ce qui précede au cas ou S est un sous-arbre fermé et non
vide de X. Soit U une composante connexe de X \ S; I'ensemble OU est une
partie non vide de S, et nous allons montrer par ’absurde que c’est un singleton.
Supposons que ce ne soit pas le cas. Il existerait alors deux points distincts x
et y dans OxU. On aurait alors |z;y[C U C X \ S d’apres le[1.3.4.8] et Ja; y[C S
puisque S est un sous-arbre fermé; on aboutit ainsi & une contradiction.

Soit  I'unique point de AU, soit y € U et soit z € S. L’intersection [y; 2] NS
est alors égale a [y; z]; en effet, c’est une partie fermée et convexe de [y; z] qui
contient z; elle est donc de la forme [¢;z] pour un certain ¢ € S. L’intervalle
ouvert [y;t[ ne rencontrant pas S, il est contenu dans une composante connexe
de X \ S qui est nécessairement celle de y, & savoir U ; dés lors t € 9U et t = x.

Autour des sous-graphes d’un graphe donné

(1.8.5) Soit X un graphe connexe et soit © € X. On déduit de|1.3.4.5|et[1.3.4.6|
que ’ensemble des points pouvant étre joints a x par un arc injectif est a la fois
ouvert et fermé dans X ; on en déduit, sans avoir & utiliser que X est
connexe par arcs injectifs.

(1.3.6) Soit X un graphe et soient F et F' deux sous-graphes de X. Soit V un
sous-arbre ouvert de X. Les intersections ENV et NV sont des sous-graphes
de V; les composantes connexes de chacune d’elles sont donc des sous-arbres
de V, fermés (resp. ouverts, resp. localement finis) si E et F' sont fermés (resp.
ouverts resp. localement finis). On en déduit, a 1’aide de : que ENFNV
est un sous-graphe de V', localement fini si E et F' sont localement finis; et
que (EUF)NV est un sous-graphe de V si E et F sont tous deux fermés ou
bien tous deux ouverts, qui est 1a encore localement fini si £ et F' sont localement
finis.
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Par conséquent, N F' est un sous-graphe de X, localement fini si F et F'
sont localement finis; et si F et F' sont tous deux fermés ou bien tous deux
ouverts, FUF est un sous-graphe de X, localement fini si F et F' sont localement
finis.

(1.3.7) Soit X un graphe. Si z et y sont deux points de X, et si I et J sont
deux arcs injectifs joignant = a y, la réunion I U J est un sous-graphe compact
et fini de X . Il s’ensuit que s’il existe deux segments distincts I et J
joignant y & z, leur réunion contient une boucle (i.e. un compact homéomorphe
ash.

Par conséquent, un graphe connexe est un arbre si et seulement si il ne
contient aucune boucle.

(1.3.8) Soit X un graphe et soit £ un sous-graphe connexe de X. Soit x € E. Il
existe un voisinage V' de x dans X qui est un arbre compact dont le bord est fini.
L’intersection ENV est, en vertu du [I.3.6] ci-dessus, un sous-graphe de X ; elle
est en particulier localement connexe. Il découle alors de que FNV aun
nombre fini de composantes connexes; appelons-les E1, ..., E,.. Si V' désigne
Iintérieur de V' dans X, chacune des intersections E; NV’ est un sous-arbre

de V'. L'intersection B NV’ est égale & l'adhérence dans V' de JE; NV,

N P V' ) =X P
c’est-a-dire & la réunion des F; NV’ ; par conséquent, E= NV’ est réunion
disjointe de sous-arbres fermés de V' ; en particulier, x possede un voisinage

=X . —X ,
dans E° qui est un arbre, et E° est donc un sous-graphe fermé de X.

De plus, le point x appartient a E; NV’ v pour au moins un i ; cela force E;N
V' & étre non vide. Choisissons y € E; N V'; il découle du que [y; z[C
E,NV' CE.

On a ainsi démontré ’existence, pour tout x € EX, d’un point y de F et d’un
segment I d’extrémités x et y tel que I\ {z} C E. 1l est clair, réciproquement,

que si z est un point de X pour lequel existent un tel y et un tel I, alors x € .

(1.3.9) Soit X un graphe, soit F un sous-graphe connexe de X et soient x
et y deux points distincts de £\ E. En vertu du ci-dessus, il existe un
segment I, aboutissant & z, non réduit & {z} et tel que I, \ {z} C E; on
note z’ sa deuxieme extrémité, et I'on définit de méme I, et y’. Par connexité
de F, il existe un segment J d’extrémités z’ et ¢y’ tracé sur E; la réunion T’
de I, I, et " est un sous-arbre compact et connexe de X tel que I'\ {z,y} C E.
Comme T" est connexe, il existe un segment I tracé sur I' et reliant x a y; on a
alors I'\ {z,y} C E.

Composantes connexes de certains ouverts d’un graphe

(1.3.10) Soit X un graphe connexe et soit # une partie compacte de X.
Soit IT un sous-ensemble de mo(X \ %) tel que toutes les composantes connexes

appartenant a IT soient relativement compactes. La réunion Y := # U |J V
Vell
est alors une partie compacte de X.

En effet, donnons-nous une famille (U;);c; d’ouverts de X qui recouvrent Y.
Nous allons prouver que ’on peut en extraire un sous-recouvrement fini; on se
ramene, quitte a raffiner (U;), au cas ou les U; sont a bord fini. Comme %
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est compact, il existe un sous-ensemble fini I’ de I tel que .# soit contenu
dans U := |J U;; notons que OU est fini.
iel’

Soit V€ II. Comme OV est un sous-ensemble non vide de #,
I'intersection U NV est un ouvert non vide de V'; si de plus V' ne rencontre
pas OU, cet ouvert est également fermé dans V', et donc égal a V', ce qui signifie
que V CU.

Soient Vi,...,V,. les composantes connexes appartenant a II qui
rencontrent OU. Comme chacune d’elles est relativement compacte, la
réunion |JV; est une partie compacte de X contenue dans Y. Il existe donc
un sous-ensemble fini I” de I tel que |JV; soit contenue dans |J U;.

iel”

Par construction, Y C |J U, ce qui achéve la démonstration.

iel’uI”
(1.3.11) Soit X un graphe connexe et soit S un sous-ensemble fini de X.

(1.3.11.1) Presque toute composante connexe W de X \ S est un arbre
relativement compact et a bord singleton.

Pour le voir, on procede par récurrence sur le cardinal de S';si S =@ iln’y a
rien & démontrer. On suppose S # () et le résultat établi en cardinal strictement
inférieur a celui de S; on choisit un point s dans ’ensemble non vide S, et
lon note U l'ouvert de X complémentaire de S\ {s}; c’est un voisinage ouvert
de s. Soit II le sous-ensemble de mo(X \ {s}) constitué des composantes W
telles que W C U, telles que W soit un arbre, et telles que W U {s} soit
compact; en vertu du le complémentaire de II dans ITp(X \ {s}) est
fini; soient Wy, ..., W, ses éléments.

Fixons ¢. L’ouvert W; de X est un graphe connexe, et le cardinal de W; N S
est strictement inférieur a celui de S (puisque s ¢ W;). On peut donc appliquer
I’hypothese de récurrence : presque toutes les composantes connexes de W; \ S
sont des arbres relativement compacts et a bord singleton dans W;, et sont a
fortiori relativement compacts et a bord singleton dans X ; soient W; 1, ..., W; ..,
les composantes connexes de W; \ S qui ne sont pas des arbres relativement
compacts et a bord singleton dans W;.

Par construction, si W est ou bien une composante connexe de X \ {s} qui
appartient & IT ou bien une composante connexe de W; \ S pour l'un des W;
alors W est une partie ouverte, connexe et non vide de X\ S telle que dxW C S;
par conséquent, W est une composante connexe de X \ S.

Réciproquement, si W est une composante connexe de X \ S et si elle
n’appartient pas a I1, elle est nécessairement contenue dans W; pour un certain i ;
c’est une partie connexe, ouverte et non vide de W;\ S telle que 9y, W C dxW C
S, et partant une composante connexe de W; \ S.

Les composantes connexes de X \ S sont donc exactement les éléments de T
et les composantes connexes des W; \ S pour ¢ € {1,...,r}; par construction,
ce sont toutes des arbres relativement compacts et a bord singleton dans X, a
I'exception des W; ; qui sont en nombre fini, ce qui acheve la démonstration.

(1.3.11.2) Soit IT un sous-ensemble de mo(X \ S). Le sous-ensemble
Y = U w
Wel

de X en est un sous-graphe fermé, qui est compact si chacune des composantes
appartenant a Il est relativement compacte.



32 Graphes réels

En effet, soit T la réunion des OW pour W parcourant II. Toute composante
connexe appartenant & IT est alors une composante connexe de X \T'; comme Y’
est réunion de T et des W pour W € II, son complémentaire X — Y est réunion
de composantes connexes de X \ T et est donc ouvert; ainsi, Y est un sous-
ensemble fermé de X. Il hérite a ce titre du caractere séparé et localement
compact de ce dernier.

Soit y € Y; siy ¢ T il est situé sur une certaine composante connexe V'
de X \ T qui est contenue dans Y, et il possede alors un voisinage dans V, et a
fortiori dans Y, qui est un arbre.

Supposons maintenant que y € T ; choisissons un voisinage U de y dans X
qui est un arbre et qui ne rencontre aucun autre élément de 7. Si V' est une
composante connexe de X \ T = (X — (T'\ {y})) \ {y} alors VN U est réunion
finie de composantes connexes de U \ {y} (1.3.3.2)). Par conséquent, U NY est
réunion de {y} et de composantes connexes de U \ {y}; si W est I'une d’elles,
alors pour tout € W lintervalle [z;y] est contenu dans W U {y} et
donc dans U NY ; il en découle que le fermé U NY de U (qui est un voisinage
ouvert de y dans Y') est convexe; c’est par conséquent un arbre (|1.3.4.3)).

On déduit de ce qui précede que Y est un graphe.

Supposons maintenant que chacune des composantes appartenant a II est
relativement compacte ; il résulte alors de [1.3.10} appliqué avec £ =T, que Y
est compact.

Définition générale de la valence ; points isolés, unibranches
et pluribranches

(1.3.12) Si X est un graphe, si € X et si U est un voisinage ouvert de z
dans X qui est un arbre, le cardinal de mo(U \ {z}) ne dépend que de z, et
pas de U ; nous Pappellerons la valence de (X, x); cette définition est
compatible avec la précédente (donnée au ) lorsque X est fini en z.
On dira que x est un point unibranche (resp. pluribranche) de X si la valence
de (X, z) est égale & 1 (resp. strictement supérieure & 1). Remarquons que la
valence de (X,x) peut étre nulle; cela se produit si et seulement si z est un
point isolé de X.

Notons que si x appartient a un intervalle ouvert I tracé sur X, il est
nécessairement pluribranche : en effet, supposons que ce soit le cas fixons un
voisinage ouvert U de = qui est un arbre. Soit J la composante connexe de x
dans UNI; c’est un intervalle ouvert. Choisissons deux points y et z sur J\ {z}
situés de part et d’autre de x; on a alors x € [y; 2], et les composantes connexes
de U \ {z} contenant y et z sont donc distinctes, d’ol1 notre assertion.

Donnons un corollaire de cette remarque : si X est un graphe connexe non
réduit a un point, les points pluribranches sont denses dans X : cela provient
du fait que si U est un ouvert connexe et non vide de X alors U n’est lui-méme
pas réduit a un point et contient donc un intervalle ouvert non vide.

(1.3.13) Soit X un graphe et soit € X. Nous allons montrer qu’il possede
un voisinage ouvert V' dans X possédant les propriétés suivantes :

i) V est un arbre;
ii) V' est un arbre compact;



Graphes réels 33

iii) OV est fini, constitué de points pluribranches, et est un singleton si x est
unibranche.

Si z est isolé, 'on peut prendre V = {z}; on suppose maintenant que x
n’est pas isolé. On se rameéne immédiatement, quitte a restreindre X, au cas ou
ce dernier est un arbre, nécessairement non réduit & {x}; le point = posséde un
voisinage ouvert U a bord fini et relativement compact dans X qui n’est pas X
tout entier; le bord de U est alors non vide. Le compact I' := |J [z;y] est un

yeoU
sous-arbre fini de X (1.3.4.3) qui contient x. Soit S ’ensemble des sommets de T'
autres que z. Pour tout y € 9U on a [z; y[C U ; par conséquent, I'\ OU
est égal & ' N U qui est convexe; on en déduit que OU C S. La composante
connexe A de x dans I'\ S est de la forme |J [z;y;[ ou r est un entier non nul,
1<igr
ot y; € U pour tout i, et ou [z;y;[N[z;y;[= {x} dés que i # j. Si de plus = est
unibranche louvert X \ {z} est connexe, et il résulte alors de que r = 1.

Choisissons pour tout ¢ un un point z; sur ]z; y;[; chacun des z; appartient &
un intervalle ouvert tracé sur X est est de ce fait pluribranche . Soit V' la
composante connexe de x dans X \ {z1,...,2,}. Comme [z; z;[C V pour tout i,
le bord de V est exactement {z;}1<i<r; il est donc fini, constitué de points
pluribranches, et est un singleton dés que r = 1, ce qui est notamment le cas
deés que x est unibranche.

Il suffit pour conclure de prouver que V est relativement compact ; pour ce
faire, on va démontrer qu’il est contenu dans l'ouvert relativement compact U.
On raisonne par ’absurde en supposant qu’il existe v € V —U. Le segment [v; x]
est inclus dans V' par convexité de celui-ci et contient nécessairement un point y
de QU ; 'ensemble S N [y; x] est fini et non vide (car y € S), et son élément le
plus proche de x est égal a y; pour un certain 7. On a alors [y;;z] C [v;z] CV
et donc z; € V, ce qui est contradictoire.

Existence de points unibranches dans le cas compact

(1.3.14) Soit X un arbre et soit z € X. Pour tout couple (y,z) d’éléments
de X, la relation < définie par la condition z < y si et seulement si y € [z; 2]
est une relation d’ordre partiel pour laquelle = est le plus grand élément de X.
Si y € X Pensemble X, des éléments z tels que z < y est la réunion de {y} et
des composantes connexes de X \ {y} qui ne contiennent pas x; ¢’est donc un

sous-arbre fermé de X (|1.3.11.2).

Supposons de plus que X soit compact. Pour tout y € X, 'ensemble X,
est alors compact; ceci entraine immédiatement (compte-tenu du fait que X
est non vide) que toute partie totalement ordonnée de X admet un minorant;
autrement dit, X est inductif et possede, par le lemme de Zorn, un élément
minimal zq.

Comme z est le plus grand élément de X, on a xg # = deés que X n’est
pas réduit & {z}. Plagons-nous sous cette derniére hypothese. Le point x
est alors unibranche : en effet dans le cas contraire X \ {z¢} aurait au moins
deux composantes connexes, et donc au moins une composante connexe U ne
contenant pas x ; mais on aurait alors y < xy pour tout y € U, ce qui contredirait
la minimalité de z.
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La notion de partie convexe d’un graphe

(1.3.15) Soit X un graphe; nous dirons qu'un sous-ensemble Y de X est
convezxe si pour tout couple (x,y) de points de Y, tout segment d’extrémités x
et y tracé sur X est contenu dans Y ; dans le cas ou X est un arbre, on retrouve
la notion usuelle de convexité. Il découle de la définition que I'intersection d’une
famille de parties convexes de X est convexe.

(1.3.15.1) Soit Y une partie localement fermée et convexe de X. Si V est un
sous-arbre de X alors Y NV est une partie localement fermée et convexe de V ;
c’est donc un sous-arbre de X.

Soit y € Y. Il existe un voisinage ouvert V de y dans X qui est un arbre;
Pintersection V' NY est un voisinage de y dans Y, et est un arbre d’apres ce qui
précede ; en conséquence, Y est un sous-graphe de X.

(1.3.15.2) Soit Y une partie de X telle que X — Y soit réunion d’ouverts
de X dont le bord a au plus un élément ; le sous-ensemble Y de X est alors un
sous-graphe fermé et convexe de X.

En effet, Y est fermé en vertu de notre hypothese; pour voir que c’est un
sous-graphe convexe, il suffit en vertu de d’en vérifier la convexité.

On raisonne par l’absurde. On suppose donc qu’il existe deux points x et y
de Y, un segment [ les joignant, et un point z sur J := I'\{z, y} qui n’appartient
pas Y. Par hypothese, il existe un voisinage ouvert U de z dans X qui ne
rencontre pas Y et tel que QU ait au plus un élément. Soit Jy la composante
connexe de z dans U N J; le bord de U ayant au plus un élément, il existe une
extrémité t de Jy qui est située sur U. Comme U ne rencontre pas Y, le point ¢
n’est égal ni a x, ni a y; il appartient donc a U N J, ce qui contredit le fait que
le composante Jy est fermée dans U N J.

(1.3.16) Soit X un graphe, soit I" un sous-graphe convexe et fermé de X, et
soit U une composante connexe de X —I'. Le bord de U comprend alors au plus
un élément. En effet, s’il existait deux points distincts x et y sur OU, I’on pourrait
en vertu de tracer un segment [ reliant = & y et tel que I\ {z,y} C U,
contredisant ainsi la convexité de I'.

1.4 La compactification arboricole
L’espace des bouts d’un graphe connexe

(1.4.1) Soit X un graphe connexe. Pour tout sous-ensemble fini S de X, on
note #x(S) la réunion de S et des composantes connexes de X \ S qui sont
relativement compactes. C’est un sous-graphe compact de X, et X \ J#x(S) est
réunion disjointe d’un nombre fini de composantes connexes de X \ S

et [[.3.11.1)).

(1.4.1.1) La famille des J#x(S), ot S parcourt ’ensemble des parties finies
de X constituée de points pluribranches, est cofinale dans celle de toutes les
parties compactes de X. En effet, soit Y un compact de X ; on peut le recouvrir
par un nombre fini d’ouverts relativement compacts et a bord fini constitué
de points pluribranches . La réunion U des ouverts en question est-
elle méme relativement compacte, et son bord S est fini et constitué de points
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pluribranches. Toute composante connexe de U est une composante connexe
relativement compacte de X \ S'; par conséquent, # (S) DU D Y.

(1.4.1.2) Remarquons que si S et S’ sont deux sous-ensembles finis de X
avec S C S’ et si U est une composante connexe de X \ S alors U \ S’ est
réunion de composantes connexes de X \ S’, qui sont relativement compactes
si U est relativement compacte; il s’ensuit que #x (S) C J#x(S").

(1.4.1.3) On désignera par 90X l'ensemble lim m(X \ Zx(5)), ot S parcourt
—

I'ensemble des parties finies de X ; on appellera bout de X tout élément de 0.X,

et X la réunion disjointe de X et 9.X. Remarquons qu’en vertu de [1.4.1.1} on

pourrait tout aussi bien définir 09X comme étant égal a lim (X \ J£7) ou &
“—

parcourt I’ensemble des parties compactes de X

Si U un ouvert de X, il résulte de[I.3:11.2| que les propositions suivantes sont
équivalentes :

i) il existe un ensemble fini S C X tel que U soit une réunion de composantes
connexes (ou encore un ouvert fermé) de X \ S;

ii) OU est fini.

Si ces conditions sont vérifiées, le sous-ensemble S de i) peut toujours étre
pris égal a oU.

Soit U un ouvert de X & bord fini, et soit S comme dans i) ; remarquons que
louvert U contient une composante connexe de X \ #x(S) si et seulement si
il n’est pas relativement compact ; on peut voir 7o(U) comme un sous-ensemble
de mo(X \ OU). L’image réciproque de mo(U) par la fleche

FQ(X\S) — 7T0(X\8U)

est égale & my(U); par conséquent, 'image réciproque de mo(U) par la fleche
canonique 30X — mo(X \ Jx(S)) C m(X \ S) est égale a I'image réciproque
de mo(U) par la fleche canonique 03X — mo(X \ #x(0xU)) C mo(X \ OxU);
elle ne dépend donc que de U, et pas de S. La réunion de U et de cette image
réciproque est un sous-ensemble de X que 'on notera U ; si U et V sont deux
ouverts de X & bord fini et si V C U (resp. V.NU = () alors VX c UX
(resp. UXnvx = @) : on prouve la premitre affirmation en considérant V'
comme un ouvert fermé de X \ (OV UQU), et la seconde en considérant V et U
comme deux ouverts fermés disjoints de X \ (0V U 9U).

(1.4.1.4) Si U est un ouvert & bord fini de X les assertions suivantes sont
équivalentes :

a) UX =U;

b) UX NoX =0;

¢) U est relativement compact.

En effet, il résulte des définitions que a) <= b) et que c) = b).
Supposons maintenant que l'ouvert U n’est pas relativement compact, et
montrons que UX N0X # (). Comme U n’est pas relativement compact, il existe
une composante connexe de U qui n’est pas contenue dans #x (9U), c’est-a-
dire qui n’est elle-méme pas relativement compacte ; quitte a remplacer U par
cette composante, on peut supposer que U est connexe et non vide. Soit S



36 Graphes réels

un sous-ensemble fini de X contenant OU. Comme U n’est pas relativement
compact, il n’est pas contenu dans #x(S) et appartient donc a 'image de
Papplication mo(X \ J#x(S)) — 7o(X \ #x(0U)); ceci valant quelle que soit
la partie finie S de X contenant dxU, il existe un élément de 9.X dont I'image
dans 7o (X \ Ax (0U)) est égale a U, c’est-a-dire un élément de 0X NUX.

On en déduit que X est compact si et seulement si 9X = ( : il suffit
d’appliquer ce qui précede avec U = X.

(1.4.1.5) On munit X dela topologie engendrée par les parties de la forme Ux ,
ou U est ouvert a bord fini de X ; on définit la méme topologie en se restreignant
aux ouverts U a bord fini qui sont connexes et non vides. Par construction, X est
un ouvert de X, et tout point de 9.X adhére a X ; par conséquent, X est dense
dans X son bord dans X est précisément 0.X. La restriction de la topologie
de X a DX coincide avec la topologie de limite projective sur ce dernier; des
lors, le sous-ensemble 0.X de X est profini.

(1.4.1.6) Soit U un ouvert & bord fini de X. L’intersection UX N0X est
précisément l'ensemble des points de X qui adherent a U, et également
I'ensemble des points de 9.X qui adherent & UX. En effet, soit z un point de 0.X ;
il existe une unique composante connexe V de X \ 9U telle que z € VX.

SiV ¢ U alors x ¢ U, et VX est un voisinage ouvert de = qui ne rencontre
pas Ux ; par conséquent,  n’adhére pas a Ux , et a fortiori pas a U. -

SiV cUalorsz € UX si W est un ouvert & bord fini de X tel que x € WX
alors WXNUX £ 0); par conbequent WNU # 0, et WX rencontre U ; le point x
adhere donc a U, et a fortior: a UX ce qui acheve de prouver les equlvalences
requises.

On déduit de ce qui précede que U est dense dans U, ce qui entraine que Ux
est connexe des que U est connexe; on en déduit aussi que d¢ UX =0xU: il

s’ensuit que 8;((7){ est fini.

(1.4.2) Proposition. Soit X un graphe connexe. L’espace topologique X est
compact.

Démonstration. Nous procédons en deux temps.

(1.4.2.1) L’espace X est séparé. Soient x et y deux points distincts de X ; nous
allons exhiber deux ouverts disjoints de X contenant respectivement x et y.

Si x et y appartiennent a X, on le fait en utilisant la séparation de X.

Supposons que = € 0X et y € X ; soit U un voisinage ouvert de y dans X,
relativement compact et dont le bord S est fini, et soit V' la composante connexe
de X \ #x(S) égale A Vimage de z. Les ouverts UX = U et VX de X sont
disjoints, le premier contient x et le second y.

Supposons maintenant que z et y appartiennent tous deux a 9.X. Comme ils
sont distincts, il existe une partie finie S de X telles que les images respectives U
et V de z et y dans mo(X \ H#x(S9)) soient distinctes; les ouverts UX et VX
de X sont alors disjoints ; le premier contient = et le second y.

(1.4.2.2) L’espace X est quasi-compact. Soit 7/ un recouvrement ouvert de X ;
nous allons en extraire un sous-recouvrement fini. On peut supposer que les
ouverts qui constituent % appartiennent sont tous de la forme UX, ou U est
un ouvert a bord fini de X. Comme 20X est compact, il existe un ensemble
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fini {Uy,...,U,} de tels ouverts de X tels que les Tj'ZX appartiennent a % et
recouvrent 0.X.

Soit S la réunion des dxU; ; si V est une composante connexe de X \ J#x (.5)
alors VX rencontre 90X (1.4.1.4) ; par conséquent, VX rencontre ﬁf( pour un
certain i; des lors, V rencontre U; (|1.4.1.3)); comme U, est un ouvert fermé
de X\ 0xU;,onaV CUj.

On peut de ce fait écrire X = #x(S)UJU; et donc

X =XUoX =xx(S)u| JTUX;

comme #x (S) est compact, il existe une famille finie (V;) d’ouverts de % qui
le recouvrent ; les U;X et les V; constituent alors un sous-recouvrement fini du
recouvrement % de X. O

(1.4.3) Lemme. Soit X un graphe connexe tel que 0X soit fini. Il existe un
sous-ensemble fini Sy de X tel que pour tout ensemble fini S de X vérifiant la
condition Jx (S) D Hx(So), la fleche naturelle de X vers mo(X \ H#x(S)) soit
bijective.

Démonstration. Comme 0.X est fini, il existe un sous-ensemble fini Sy de X
tel que Papplication naturelle 90X — (X \ £x (Sp)) soit injective. Soit S une
partie finie de X tel que #x (S) D J#x(Sp). Comme lapplication 0X — (X \
Hx(So)) se factorise par mo(X \ #x(5)), la fleche de 09X vers mo(X \ #x(9))
est injective aussi. Elle est par ailleurs surjective en vertu du et donc
bijective. [J

Propriété universelle de la compactification d’un graphe

(1.4.4) Théoréme. Soit X un espace topologique compact et soit Y un sous-
ensemble localement fermé de X qui est un graphe conneze. Supposons que tout
point x € Y — Y posséde dans X une base de voisinages ouverts a bord fini,
et dont l'intersection avec Y est conneze. Il existe alors un homéomorphisme

canonique Y ~Y.

Démonstration. Pour tout z € Y —Y on notera ¥, I’ensemble des voisinages
ouverts et a bord fini de x dont 'intersection avec Y est connexe; c’est par
hypothese une base de voisinages de .

Soit £ € Y — Y et soit S un sous-ensemble fini de Y. Il existe V € %,
tel que V N 2y (S) = 0. L’intersection V N'Y étant connexe et non vide, elle
est contenue dans une unique composante connexe w(V,S) de X \ #x(S5).
Celle-ci ne dépend en réalité pas de V : si V' est un autre élément de ¥,
évitant Jy (S) il existe V' appartenant & ¥, et contenu dans VN V', et il
est clair que w(V,S) = w(V",S) = w(V’',S); on peut donc écrire w(S) au
lieu de @(V,S). L’inclusion (V NY) C w(S) pour tout V € ¥, permet de
caractériser w(.S) comme la seule composante connexe de Y\ %y (S) & laquelle
adhere.

La donnée pour tout S de la composante w(S) définit un point de 9Y que 'on
notera (). En posant ¢(z) = x pour tout € Y, on étend ¢ en une application

de Y vers Y, dont nous allons montrer que c’est un homéomorphisme. 11 suffit,
par compacité, de s’assurer qu’elle est continue et bijective.
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(1.4.4.1) L’application ¢ est continue. Comme Y est localement fermé, Y est
ouvert dans Y ; par conséquent, ¢ est continue en tout point de Y. Il reste a
montrer que ¢ est continue en tout point de Y — Y ; soit donc = un tel point.

Soit S un sous-ensemble fini de Y et soit U la composante connexe de Y\ S
telle que ¢(x) € UY ; il suffit de prouver que p~*(UY) est un voisinage de =
dans Y.

Soit V' € ¥, tel que V N 4y (S) = (0; par définition de p, on a VNY C U.

Soity e VNY.SiyeYalorspy) =yeVcUCUY.SiyeY—-Y
alors I'inclusion (V NY) C U implique que la seule composante de Y\ 75 (S) a
laquelle y adheére est nécessairement U ; il s’ensuit, la encore par définition de ¢,
que p(y) € UY.

Par conséquent, le voisinage V NY de 2 dans Y est contenu dans U Y. ce qui
acheve d’établir la continuité de ¢.

(1.4.4.2) L’application ¢ est injective. Par la définition méme de ¢, la seule
chose qu’il y a a vérifier est I'injectivité de Ov_y-

Donnons-nous donc deux points distincts z et y sur Y — Y. En vertu du
caractere séparé de Y il existe V € ¥, et W € ¥}, tels que VN W = (. Soit S
P’ensemble fini YN(OVUOW). L’intersection VNY est connexe, non vide, ouverte
et fermée dans Y\ S; c’est donc une composante connexe de Y\ .S; il en va de
méme de W NY. Comme VNW = (), les deux composantes connexes Y NV
et YNW de Y\ S sont distinctes ; par définition de ¢, il vient ¢(x) # ¢(y), ce
qui acheve de prouver l'injectivité de Py_y- et partant celle de .

(1.4.4.3) L’application ¢ est surjective. Soit x € }?; siz € Y alors p(z) =
T ; supposons maintenant que z € 0Y. Pour toute famille finie S de points
de Y, notons w(.S) la composante connexe de Y\ J#y (S) égale a 'image de x;
Pintersection des w(S) est non vide par compacité de X ; elle est contenue
dans Y.

Soit y € Y ; il existe un voisinage ouvert U de y dans Y qui est relativement
compact et & bord fini ; comme w(dy U) est une composante connexe de Y\ 9y U
qui n’est pas relativement compacte, y ¢ w(dy U) ; il s’ensuit que I’ensemble non
vide N @(S) est contenu dans Y — Y ; si z désigne un point de cet ensemble on

s

a par construction ¢(z) = x; par conséquent, ¢ est surjective. O

(1.4.5) Corollaire. Soit X un graphe et soit Y un sous-graphe connezre de X.
Supposons que DY est fini et que Y —Y a un cardinal supérieur ou égal a celui
de 0Y . Il existe alors un homéomorphisme canonique Y ~Y .

Démonstration. Quitte a remplacer X par 'adhérence de Y, on peut supposer
que Y est un ouvert dense de X. Soit N le cardinal de 0Y. Soit » > N et
soit (x1,...,z,) une famille de points deux a deux distincts de JY'. Il existe une
famille (V1,...,V,) d’ouverts de X qui satisfait les conditions suivantes :

a) pour tout 4, 'ouvert V; est un voisinage connexe et relativement compact
de x; dont le bord est fini;

B) les V; sont deux & deux disjoints.

Soit S l’ensemble fini Y N (|JOV;). On a Y = A (S)[JUL]]-.-]]Us, ou
les U; sont les composantes connexes non relativement compactes (dans Y)
de Y\ S.
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Fixons i € {1,...,r}. Le point z; adhére & Y ; comme #y (S) est compact, z;
n’adhere pas a J#y (9); il existe donc un indice j(i) tel que z; adhere a Uy, ; la
composante Uj;) rencontre alors V;. Comme Y NJV; C S, I'intersection Uj(;) N
Vi est fermée dans Uj(;); étant par ailleurs ouverte et non vide, elle coincide
avec Uj(;) ; autrement dit, Uj;y C V5.

Ainsi, chacun des ouverts V; contient une composante Uj(;y. Comme les V;
sont deux a deux disjoints, l'application i — j(i) est injective, d’ou il découle
que s > r > N. D’autre part, 'application naturelle 9Y — mo(Y \ J£(S)) est
surjective , d’ou la majoration s < N, puis les égalités s = r = N.
Cela implique que le cardinal de 9Y est égal & N, et que {x1,...,2,} = JY ; on
renumérote les U; de sorte que U; soit contenu dans V; pour tout 4 .

Fixons ¢. Comme V; NV, = () pour tout j # ¢, 'ouvert V; ne rencontre pas S.
Si U est une composante connexe de Y\ S qui differe de U; U'intersection U NV;
est un ouvert fermé strict de V;, et est donc vide par connexité de ce dernier;
par conséquent, V; N X coincide avec Uj;, et est en particulier connexe.

Si W est un voisinage ouvert connexe a bord fini de x; dans V, la
famille (V1,...,Vie1, W, Viq1,..., V) satisfait encore les conditions «) et 3)
ci-dessus; par conséquent, W N'Y est connexe. Ainsi, x; possede une base de
voisinages a bord fini dont 'intersection avec Y est connexe.

Le graphe X est la réunion de £y (S5), des U; et de Y = {z1,...,zn};
puisque U; C V; C V; pour tout i, il vient X = #-(S)U][ Vi ; comme 3 (S) et
les V; sont compacts, X est compact. Par ce qui précede, chacun des points de Y
a une base de voisinages a bord fini dont l'intersection avec Y est connexe; le
théoreme assure alors qu’il existe un homéomorphisme canonique entre Y’
(qui ici n’est autre que X) et Y. O

(1.4.6) Corollaire. Soit X wun arbre et soit Y un sous-arbre de X. La
compactification Y dey s’identifie a Y.

Démonstration. Soit x € O¢Y . Soit S un sous-ensemble fini de X et soit U
la composante connexe de X \ S telle que z € UX. On a les égalités

U¥ny =0¥nX)nYy =UnY.

Par convexité, U NY est connexe; par conséquent, = possede dans X une base
de voisinages ouverts et a bord fini dont 'intersection avec Y est connexe, et le
corollaire découle alors aussitét du théoréme [L44]. O

(1.4.7) Corollaire. Soit X un graphe et soit U un sous-graphe ouvert et
conneze de X. Le bord de U dans X posséde une base d’ouverts compacts;
il est en particulier totalement discontinu, et profini s’il est compact.

Démonstration. Soit x € OU ; il s’agit de montrer qu’il posséde une base
de voisinages ouverts compacts dans OU. Soit V' un voisinage de z dans X qui
est un arbre compact et a bord fini. En vertu de l’ensemble 7o(U NV)
est fini; soient Uy, ..., U, les composantes connexes de V N U dont I’adhérence
contient x. La question étudiée étant locale, il suffit de démontrer que x possede
une base de voisinages ouverts compacts dans | J 9y Us.

Soit W une composante connexe de V'\ {z}. Soient i et j deux indices tels
que U; et U; soient incluses dans W. Soit y € U; et soit z € Uj ; comme x adhere
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a U; et Uy, les deux intervalles [y; z[ et [z; [ sont respectivement inclus dans Uj;
et U; ; leur intersection étant non vide (elle est de la forme [t;z[ avec t € W),
on a nécessairement ¢ = j.

Ainsi chaque composante connexe de V' \ {z} contient au plus un ouvert U, ;
on en déduit que dyU; N Oy U; = {x} pour tout couple (i, j) avec i # j.

. . ’ . =V . . N
Fixons 4. Il résulte du corollaire m que U; s’identifie a U;; par
conséquent, dy U; est homéomorphe a dU;, et est en particulier profini; il s’ensuit
que z possede une base de voisinages ouverts compacts dans 0y Us;.

Soit © un voisinage de z dans | J 9y U;. Par ce qui précede, il existe pour tout
un sous-ensemble compact J#; de 9y U; dont le complémentaire .#;" dans Oy U;
est compact, contient x et est contenu dans €2 ; si i et j sont deux indices distincts
alors J#; N Oy U; = 0 puisque Oy U; N oy U; = {x}.

La réunion des #; est un compact de |JOyU; dont le complémentaire
dans |JOvU; est le compact |J .7, qui contient = et est contenu dans Q; ceci
acheve la démonstration. [

(1.4.8) Si X est un arbre, si Y est un sous-arbre de X, et si w € 20X, nous
dirons que Y aboutit & w si ce dernier appartient a Y modulo I'identification
entre Y et YX fournie par le corollaire

L’enveloppe convexe d’une partie compacte d’un arbre

(1.4.9) On dira qu’un espace topologique est une droite éventuellement longue
'l est connexe, non vide, non compact, et localement homéomorphe a R. Une
droite éventuellement longue est une <vraies droite (i.e., est homéomorphe
a R) si et seulement si elle est paracompacte, ou encore si et seulement si elle
est métrisable ; toute droite éventuellement longue est un arbre a deux bouts.

Si z et y sont deux points d’un espace topologique X, on dira que X est
un segment éventuellement long d’extrémités x et y si X = {z} = {y} ou
s’il existe une droite éventuellement longue I et un homéomorphisme X ~ T
envoyant {z,y} sur 0.

Si x est un point d’un espace topologique X, on dira que X est une demi-
droite éventuellement longue issue de x s’il existe une droite éventuellement
longue I et un plongement topologique de X dans I envoyant x sur I'un des
deux points de 07 et identifiant X \ {z} a I.

(1.4.10) Proposition. Soit X un arbre et soit S un sous-ensemble fermé et
discret de X . Soit (I;);c; une famille de sous-arbres fermés de X tels que chacun
des I; soit ou bien une droite éventuellement longue, ou bien une demi-droite
éventuellement longue issue d’un point de S. La réunion I' des I; est alors un
sous-graphe fermé localement fini de X.

Démonstration. Soit V' un sous-arbre ouvert de X relativement compact, a
bord fini, et rencontrant au plus un point de S'; nous allons montrer que 'V
est un sous-graphe fini et fermé de V, ce qui suffira a conclure puisque X admet
un recouvrement par de tels V.

Soit & ’ensemble des sous-arbres I de V' tels que I'une des deux propriétés
suivantes soit satisfaite :
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e il existe deux point distincts x et y de OV tels que I=]xz; y[;
e /NS est un singleton {z} et il existe t € OV tel que I = [z;¢t[.

L’ensemble .# est fini, et chacun de ses éléments est un sous-arbre fermé et
fini de V.

Soit j € J. L’intersection I; NV est un ouvert convexe et relativement
compact de I;, ce qui implique que V N I; est ou bien vide, ou bien un segment
tracé sur le fermé I;. Supposons que V N I; est non vide, et distinguons deux
cas.

Le cas ot I est une droite éventuellement longue. L'intersection I; NV est
alors de la forme ]z; y[ oit et y sont deux points distincts de I; situés sur OV,
et 'on a donc (I; NV) € 7.

Le cas ou I; est une demi-droite éventuellement longue issue d’un point z
de S. L’intersection I; N V' peut sous cette hypothese : ou bien étre de
la forme Jz;y[ ol x et y sont deux points de I; situés sur 9V, et l'on a
alors (I; NV) € .#; ou bien étre de la forme [z;t[ ou t est un point de I;
situé sur OV, et 'on a encore (VN I;) € .

Ainsi V N 1; appartient-il a .# dés qu'il est non vide. Par conséquent, V NI’
est réunion d’éléments de .#. Comme . est un ensemble fini de sous-arbres
fermés et finis de V', l'intersection V N T est un sous-graphe fermé et fini de V,
ce qui acheve la démonstration. [J

(1.4.11) Soit X un arbre et soit E une partie de X. La réunion Conv E des
segments [x;y], olt (z,y) parcourt E?, est visiblement [’enveloppe convere de E,
c’est-a~dire la plus petite partie convexe de X contenant F.

(1.4.12) Théoréme. Soit X un arbre et soit E une partie compacte de X.
L’ensemble Conv E est un sous-arbre compact de X . Si x est un point de Conv E
tel que x ¢ E ou tel que x soit un point isolé de E, l'arbre Conv E est fini en x.

Démonstration. On procede en plusieurs étapes.

(1.4.12.1) Réduction au cas ot X est compact. Tout point de X ayant un
voisinage qui est un arbre compact, on peut recouvrir le compact E par
une famille finie V3,...,V,, d’arbres compacts non vides. Pour tout i, on
choisit un point z; sur V;. La réunion des V; et des segments [x;;x;] ou (4,7)
parcourt {1,...,n} est un compact convexe, et donc un sous-arbre compact
de X ; par construction, il contient E, et Conv E; en le substituant & X, on se
ramene au cas ou ce dernier est compact.

(1.4.12.2) Posons U = X\ E'; c’est une réunion disjointe d’arbres. Si V désigne
une composante connexe de U alors V N Conv E est une réunion d’intervalles
ouverts de la forme |y; z] avec y € E et z € E'; ils sont tous fermés dans V.
11 résulte de la proposition que V N Conv E est un sous-graphe fermé et
localement fini de V. Par conséquent, U N Conv E est un sous-graphe fermé et
localement fini de U ; cela entraine que EU(UNConv E) = Conv E est une partie
fermée, et partant compacte, de X. Comme elle est convexe par construction,

c’en est un sous-arbre compact, dont on vient de voir qu’il est fini en tout point
de U.

(1.4.12.3) Soit € E tel que E \ {z} soit compact; posons E' = E \ {z}, et
soit U’ la composante connexe de z— dans X \ E’. L’intersection U’ N Conv E
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est réunion d’intervalles ouverts de la forme Jy;z[ avec y € E’ et z € E' et
d’intervalles semi-ouverts de la forme [z;¢[ avec t € E'; chacun d’eux est fermé
dans U’. En vertu de la propostion U’'NConv FE est un graphe localement
fini; en particulier, Conv E est fini en x. [J

(1.4.13) Proposition. Soit X un arbre compact et soit U un sous-arbre ouvert
de X. L’espace topologique U est dénombrable a l'infini.

Démonstration. Si U est vide il n’y a rien a démontrer. On suppose U non
vide, on choisit z € U, et 'on munit X de la relation d’ordre partiel définie
par z (1.3.14]). Le fermé OU est une partie compacte et totalement discontinue
de X ( L’enveloppe convexe Conv (9U U{z}) coincide avec la réunion
des [y; z] ot y parcourt OU. Comme « est un point isolé de QUU{x}, I'intersection

I':=Conv (U U{z})NU

est un arbre localement fini en vertu du théoreme [1.4.12| ci-dessus; il
contient ]y;x] pour tout y € OU (1.3.4.7). On note S l'ensemble des sommets
de I'; c’en est une partie fermée et discrete.

(1.4.13.1) Soit y € OU. Nous allons définir une suite (0;(y)); de points de y; z]
par le procédé récursif suivant.

On pose op(y) = z. Si i est un entier tel que o;(y) soit défini, on distingue
deux cas : ou bien SN]y; 0;(y)[ est non vide, et 'on définit alors o;41(y) comme
son plus grand élément (qui existe en raison du caractére fermé et discret de S) ;
ou bien il est vide, et 'on interrompt alors la construction de la suite, qui ne
sera donc définie que jusqu’au rang .

Par construction, (o;(y)); est une suite strictement décroissante de points
de Jy; z], et {o:(y)}iso0 est égal a SNy; z[. Il résulte alors du caractere fermé et
discret de S que si la suite (0;(y)); est infinie, 0;(y) tend vers y quand ¢ tend
vers l'infini.

Supposons que (o;(y)); soit finie, et soit j le plus grand indice de son domaine
de définition. L'intervalle [0;(y); y[ ne comporte alors aucun sommet de I'; on
choisit une suite arbitraire et strictement décroissante de points de ]o;(y); y[ qui
tend vers y, et que l'on numérote o;41(y),0j4+2(y), etc. On prolonge ainsi la
suite finie (0;(y)); en une suite définie sur N.

(1.4.13.2) Supposons qu'un point z de I' soit égal & o;(y) pour un certain
entier j et un certain y € U, et qu’il existe un point 3’ de AU distinct de y et
tel que z € [y'; z] ; nous allons montrer que z = o;(y’).

Siz=zonaj=0etz=o00(y);sl z# x alors j # 0. Plagons-nous
sous cette derniére hypothése; 'intersection de [y;z] et [y';x] contient z, elle
est donc de la forme [t;x] avec t # x; comme y # y', comme Jy;z] C T et
comme Jy’;z] CT,onatel.

Par construction, [y;¢] N [y';t] = [y;t] N [ 2] = [Vt N [t 2] = {t}; par
conséquent, la valence de (I',t) est au moins 3, et ¢ est un sommet de I
L’intersection SN [t; [ est finie et contient ¢; elle est donc de la forme {¢y,...¢.}
ou (t;) est une suite strictement décroissante telle que t, = ¢. On a par
construction o;(y) = t; et o;(y’) = t; pour tout ¢ € {1,...,r}, et o;(y) < ¢t
et 0;(y’) < t pour tout i > r; comme z € [t;z[ il est égal & t; pour un certain s
compris entre 1 et 7; on a par conséquent, j = s et 2 = 0} (y'), comme annoncé.
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(1.4.13.3) Qualifions de point marqué de T tout point de la forme o;(y) pour
un certain i et un certain y € U ; en vertu de[1.4.13.2] I'entier i ne dépend pas
du choix de y; on 'appellera [’indice du point marqué en question. Si y € 9U, il
découle de que l’ensemble des points marqués de I' appartenant & [y; ]
est exactement l’ensemble {c;(y)};. Par construction, tout sommet de T' est
marqué.

Nous allons montrer par récurrence sur ¢ que I’ensemble des points marqués
de T' d’indice ¢ est fini. C’est évident pour ¢ = 0, puisque z est le seul point
marqué d’indice 0. Supposons que ce soit vrai a un certain rang i > 0, et
montrons-le au rang i+ 1. Si z est un point marqué d’indice ¢+ 1, I’ensemble des
points marqués de l'intervalle [z; x] est une suite strictement décroissante x =
20,21, - - -, Zi+1 = %, ol chacun des z; est d’indice j. L'intervalle ] z; z;[ ne contient
aucun point marqué de I'.

Soit maintenant ¢ un point marqué d’indice 7 de T' et soient w et w’ deux
points marqués distincts d’indice i + 1 tels que Jw;¢[ et Jw'; ¢[ ne contiennent
aucun point marqué de I'. L’intersection [w;¢] N [w';t] est de la forme [w”;t].
Comme w et w’ sont tous deux marqués et distincts, on ne peut avoir w € [w'; [
ouw' € [w;t[; par conséquent, w” # w et w”’ # w'. Si w” était distinct de ¢, on
aurait alors [w;w”] N [w';w"] = [w;w"] N [w”;t] = [w;w"] N [w”;t] = {w"}, et
la valence de (', w") serait au moins égale & 3, ce qui est absurde puisque |w; ¢[
ne contient aucun point marqué de I', et a fortiori aucun sommet. On a des
lors w” = t; par conséquent, [w;t] N [w';t] = {t}.

Il s’ensuit que 'ensemble des points marqués w d’indice i + 1 tels que Jw;¢|
ne contienne aucun point marqué de I' est fini, et plus précisément de cardinal
majoré par la valence de (T, t).

On déduit de ce qui précede et de la finitude du nombre de points marqués
d’indice i de T', qui constitue notre hypothese de récurrence, que le nombre de
points marqués d’indice ¢ + 1 de I' est fini, ce qu’on souhaitait établir.

(1.4.13.4) Pour tout i > 0, notons E; l’ensemble fini des points marqués
d’indice i de T', et désignons par U; la composante connexe de U \ E; qui
contient x.

L’adhérence U; est contenue dans U. Pour le voir, on raisonne par ’absurde :
si ce n’était pas le cas, il existerait y € OU qui soit adhérent a U;.
L’intervalle Jy; z] serait alors contenu dans I'ouvert U; ; un tel intervalle
rencontrant F;, on aboutirait & une contradiction.

Tout point de U appartient a U; pour un certain i. En effet, soit y € U. Nous
allons montrer que [y; ] ne contient qu'un nombre fini de points marqués de I';
cela entrainera l’existence d’un entier i tel que [y;x] N E; = 0, c’est-a-dire tel
que y € U;. On distingue deux cas.

Siy € T' il est situé sur un intervalle [z; 2] pour un certain z € 9U, et
Uintervalle [y; 2] C [z; 2] ne contient alors qu’un nombre fini de points marqués
de T

Supposons maintenant que y ¢ T', et soit V' la composante connexe de U — T’
contenant y. Le bord de V' dans U est un singleton {t} pour un certain ¢t € T,
et [y; z]NT = [t; x] (1.3.4.9)) ; par le raisonnement suivi ci-dessus, [t; ] ne contient
qu’un nombre fini de points marqués de I, et U'intervalle [y; z] ne contient donc
lui-méme qu’un nombre fini de points marqués de I.
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Conclusion. Pour tout entier i, le compact U; de X est contenu dans U;
comme U est égal a la réunion des Uy, il est a fortiori égal a la réunion des Uj,
et est de ce fait dénombrable a Uinfini. [

(1.4.14) Théoréme. Soit X un graphe paracompact et soit U un ouvert de X ;
Uespace U est paracompact.

Démonstration. On se rameéne immédiatement au cas ou les graphes U et X
sont connexes ; 'espace X est alors dénombrable a U'infini, et il s’agit de montrer
qu’il en va de méme de U.

Tout point de X posséde un voisinage qui est un arbre compact a bord fini
(1.3.13)). Par conséquent, X est réunion dénombrable de sous-arbres compacts a
bord fini. Soit Y un tel sous-arbre. L’intersection Y NU est un sous-graphe de X
et est donc localement connexe. D’apres le le sous-graphe Y NU
a un nombre fini de composantes connexes. En vertu de la proposition [T.4.13]
chacune d’elle est dénombrable a l'infini; il s’ensuit que Y N U est dénombrable
a l'infini. Ceci valant quel que soit Y, 'ouvert U est dénombrable a I'infini. [J

(1.4.15) Théoréme. Soit X un arbre et soient x et y deux points de X. I
existe un unique fermé [x;y] de X qui soit un segment éventuellement long
extrémités x et y, et |x;y| est le sous-ensemble de X formé des points z tels
que x et y appartiennent d deux composantes connezes distinctes de X \ {z}.
St U est un ouvert connexe et a bord fini de X tel que x et y appartiennent
a UX alors [x;y] C UX.

Démonstration. Si x = y le théoréeme est évident; on suppose maintenant
que T # y.

(1.4.15.1) Soit I 'ensemble des points z de X \ {z,y} tels que z et y soient
situés sur deux composantes connexes différentes de X \ {z}. Rappelons que
si U est un ouvert a bord fini de X, on a 8AUX =0xU (1.4.1.6).

Soient U et V' deux ouverts connexes, non vides et a bord fini de X, tels
que z € UX ety € VX | et tels que (UX UaxU) N (VX UIxV) = 0.
Choisissons z € U et t € V. Comme ¢ ¢ U, I'intersection de [z;t] et de U est de la
forme [z, u[ avec u € Ox U ; de méme, [z;t]NV est de la forme Jv; t] avec v € Ox V.
Comme UUOx U et VUOxV sont disjoints, u < v si’on oriente [z;t] de z vers ¢ ;
nous allons montrer que Uintersection de I avec X — (U U V) est égale & [u;v]
(cela entrainera que u et v ne dépendent pas de z et t, ce que I'on pourrait
vérifier directement).

On procede par double inclusion. Soit w un élément de X — (U U V) qui
n’appartient pas & [u;v]. Comme u € OxU et comme v € OxV, la réunion

UX Uu;o]uVX
est une partie connexe de X \ {w}, qui contient x et y; par conséquent, w ¢ I ;
il s’ensuit que IN (X — (U UV)) C [u;v].

Réciproquement, soit w € [u;v] et soit U’ (resp. V') la composante connexe
de X\ {w} qui contient U (resp. V). Comme w € [z;{] ces deux composantes
sont distinctes. Il s’ensuit que U'X et V¥ sont disjoints. Or X \ {w} est réunion
disjointe des W, ott W parcourt 7o(X \{w}) ; par conséquent, U'X et VX sont
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deux composantes connexes disjointes de X \ {w}; la premiére contient x et la
seconde y, ce qui montre que w € I, et partant que [u;v] C IN(X — (UUV)).

Comme X est compact, les ouverts de la forme Ux HIA/X, ou U et V sont
comme ci-dessus, forment une base de voisinages de {z,y}; compte-tenu de ce
qui précede, on en déduit les faits suivants :

e [ est non vide;
e si w et w’ sont deux points de I il existe un ouvert de I contenant w et w’
et homéomorphe a R
X .
e le compact I contient z et y.

Il en découle que I est une variété topologique connexe et non vide de
dimension 1; comme son bord dans X est non vide (il contient x et y), 'espace
topologique I n’est pas compact ; c’est donc une droite éventuellement longue.

L’ensemble 9/ comprend deux éléments, et d¢ I comprend au moins deux

éléments, a savoir = et y; en vertu de la proposition I s’identifie alors
a I, et est donc un segment éventuellement long d’extrémités x et y.

(1.4.15.2) Montrons maintenant que 7Y est le seul fermé de X qui soit un
segment éventuellement long d’extrémités x et y. Soit J un tel fermé et soit w
un point de X \ {z,y} qui n’appartient pas & J. Comme .J est connexe et
contient {z,y}, les points x et y sont situés sur la méme composante connexe
de X \ {w}; par conséquent, w ¢ I. Il s’ensuit que I C J; par compacité

—X . . -
de J,onal C J.Sizestun point de J différent de = et y alors J \ {z} a
deux composantes connexes; il en découle que toute partie connexe de J qui

. .. . . X
contient = et y coincide avec J ; en particulier, I = J.

(1.4.15.3) Soit U un ouvert connexe et a bord fini de X tel que x et y
appartiennent a UX. Si w est un point de X — U et si U’ désigne la
composante connexe de X \ {w} contenant U (celui-ci est non vide puisque x
et y appartiennent a Ux ) alors x et y appartiennent & U ; il s’ensuit que
w ¢]x;y[; comme on a par ailleurs ]z;y[C X, cela signifie que |z;y[C U; par
conséquent, [z;y] C Ux , ce qui acheve la démonstration. ]

(1.4.16) Remarque. Soient X,z et y comme dans le théoréme ci-dessus, et
soit z un point de 39X \ {z,y}. Comme |z;y[C X, on a [z;9] C X \ {z};
le segment éventuellement long [x;y] étant connexe, = et y sont situés sur la
méme composante connexe de X \ {z}; ainsi, |z;y[ peut étre caractérisé comme
I’ensemble des points z de X (et pas seulement de X) tels que x et y soient situés
sur deux composantes connexes distinctes de X \ {z} : les résultats du
s'étendent donc mutatis mutandis a X.

Il en va de méme, de fagon évidente, de ceux énoncés au début du [[.3.14] :
si x € X la relation < définie par la condition z < y si et seulement si y €
[2; x] est une relation d’ordre partlel pour laquelle x est le plus grand élément
de X siy € X T’ensemble X<y des éléments z tels que z < y est la réunion
de {y} et des composantes connexes de X\ {y} qui ne contiennent pas ; par
conséquent, X — X<y est réunion de composantes connexes de X \{y}, et X <y
est ainsi une partie fermée de X.
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(1.4.17) Lemme. Soit X un arbre, soient x et y deuz points de X et soit z €
0X ; Vintersection [x; 2] N [y; 2] est de la forme [t; z] pour un certain t € X.

Démonstration. Comme [x;z] est compact, [z;z[ est un fermé de X ; son
intersection avec [y; ] est donc de la forme [y;¢] pour un certain ¢; la réunion
de [y;t] et de [t; 2] est un segment éventuellement long joignant y a z, c’est
donc [y; 2] et Pon a alors [y; 2] N [x; 2] = [t;2]. O

(1.4.18) Lemme. Soit X un arbre, soit Y un sous-arbre de X et soit w € 0X.
Les assertions suivantes sont équivalentes :

i) il existe x € X tel que [z;w[C Y ;

i1) Y aboutit ¢ w ;

i11) Y est non vide et [x;w[C Y pour tout x €Y.

Démonstration. Il est clair que i)=-ii) et que iii)=i). Il reste & s’assurer
que ii)=-i). Supposons donc que Y aboutit & w. Dans ce cas, ¥ # (
puisque Y contient w. Soit € Y ; comme dY" contient w, il existe un segment
éventuellement long joignant x a w sur Y ; ce dernier coincide nécessairement
avec l'unique segment éventuellement long joignant z & w sur X, c’est-a-dire
avec [x;w|. Par conséquent, [z;w] C Y; il s'ensuit que [z;w[C Y. O

(1.4.19) Proposition. Soit X un arbre. Les quatre assertions suivantes sont
équivalentes :

i) il existe un plus petit arbre compact contenant X comme sous-arbre ;
it) il existe un arbre compact contenant X comme sous-arbre ;

iit) X est paracompact ;

) X est un arbre.

Si elles sont satisfaites, X estle plus petit arbre compact contenant X comme
sous-arbre.

Démonstration. L’implication i) = ii) est évidente. Supposons que ii) soit

vraie, et soit Y un arbre compact dont X est un sous-arbre. Etant localement
, , =Y

fermé dans Y, ’arbre X est ouvert dans X , qui est un arbre compact (1.3.4.7)) ;
la proposition [I.4.13] assure alors que X est paracompact.

Supposons maintenant que iii) soit vraie, et prouvons iv). Nous allons tout
d’abord vérifier que les propriétés a) et 3) de sont satisfaites par tout
ouvert de la forme UX, ot U est un ouvert connexe et & bord fini de X.

Soit donc U un tel ouvert ; comme ¢ UX est égal & OxU , il est fini
et UX satisfait 3).

Montrons maintenant qu’il satisfait «). Soient z et y dans Ux ;e
théoreme [[.4.15] assure l'existence d'un unique segment éventuellement long
joignant x & y et tracé sur UX.

11 suffit maintenant de s’assurer que [x; y] est un <vrai» segment, autrement
dit que ]z;y[ est une <vraies» droite. Mais l'on a Jz;y[= [z;y] N (X \ {z,y}).
Comme X est paracompact, X \{z, y} est paracompact ; son fermé Jx; y|
est donc paracompact, et est de ce fait une vraie droite, ce qui acheve de prouver
que UX satisfait «).

L’espace X est compact, et chacun des ses points a une base de voisinages
satisfaisant «) et [3); de plus, X lui-méme satisfait «) : il suffit d’appliquer ce
qui précede avec U = X. Par conséquent, X est un arbre.



Graphes réels 47

Enfin, supposons que iv) soit vraie, et soit ¥ un arbre compact contenant X

<Y . . T .
comme sous-arbre. D’apres le théoreme m X s’identifie & X, qui est un
arbre par hypothese ; ¢’est donc le plus petit arbre compact contenant X comme
sous-arbre. [

(1.4.20) Corollaire. Soit X un graphe et soit U un sous-arbre ouvert de X ;
supposons que OU est fini. Les assertions suivantes sont équivalentes :

—X ~
i) U™ s’identifie a U ;
=X
it) U™ est un arbre compact ;

i11) le cardinal de OxU est égal a celui de U ;
iv) le cardinal de OxU est supérieur ou égal a celui de dU.

. . N . . —X
Démonstration. Supposons que i) soit vraie. On sait que U~ est un sous-
graphe compact de X (1.3.8)), qui est connexe puisque U est connexe. Si z et y

sont deux points de U~ il existe donc un segment d’extrémités z et y tracé

—X
sur U™ ; on déduit alors du théoreme |1.4.15| ci-dessus qu’un tel segment est

. , =X
unique ; par conséquent, U est un arbre compact.
Supposons que ii) soit vraie. Dans ce cas, U est un ouvert dense de l’arbre

compact U™ ; par conséquent, U~ s’identifie a U en vertu du théoréme ;
en particulier, dxU s’identifie & U, d’ou iii).
Il est clair que iii)= iv). Siiv) est vraie, on déduit i) de la proposition O

(1.4.21) Soit X un graphe et soit U un sous-arbre ouvert de X . Dans la suite,
nous utiliserons abondamment, sans la rappeler explicitement, 1’équivalence des
propositions ci-dessous, qui résulte du corollaire [1.4.20] :

a) U a exactement un bout et est relativement compact ;

b) U a exactement un bout et OxU est non vide;

. —X
¢) OxU est un singleton et U™ est un arbre compact.

Ainsi, on peut par exemple reformuler le [I.3.171.1] comme suit : si X est un
graphe connexe et si S est un sous-ensemble fini de X, presque toute composante
connexe de X \ S est un arbre & un bout relativement compact; ou déduire
de que si X est un graphe et z un point unibranche de X, alors x possede
un voisinage dans X qui est un arbre & un bout relativement compact.

(1.4.22) Corollaire. Soit X un arbre et soit Y un sous-arbre fermé et non
vide de X. Les assertions suivantes sont équivalentes :

i)Y =0X ;

it) toute composante connexe de X — Y est relativement compacte ;

i11) toute composante connexe de X —Y est un arbre a un bout relativement
compact.

Démonstration. Comme Y est un sous-arbre fermé et non vide de 'arbre X,
le bord de toute composante connexe de X —Y est un singleton ; par conséquent,
i) < iii).

Supposons que i) soit vraie. Soit U une composante connexe de X —Y ; nous

—X . . N

allons montrer que U™ est compacte, ce qui revient a démontrer qu’elle est
fermée dans X, c’est-a-dire encore que d¢U ne rencontre pas 0.X. On raisonne
par I'absurde, en supposant que d¢U contient un bout w de X.
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Choisissons z € U. Comme w € 09U, l'on a [r;w[C U. Par ailleurs,
on déduit du lemme et de 1) qu'il existe y € Y tel que [y;w[C Y.
L’intersection [z;w[N[y;w| est de la forme [t;w[ pour un certain t € X et est
en particulier non vide ; mais elle est d’autre part contenue dans U N'Y qui est
vide, ce qui est contradictoire.

Supposons que i) soit vraie. Soit w € 90X ; nous allons montrer que w € VY,
en raisonnant par l’absurde; on suppose donc que w ¢ Y. Choisissons un
point y sur Parbre non vide Y. Comme Y n’aboutit pas & w, il existe z € [y; w|
tel que z ¢ Y'; comme y € Y N [y;w[ et comme Y N [y;w[ est convexe, [z;w] ne
rencontre pas Y. Si U désigne la composante connexe de X —Y contenant [z; w]|

—X . . —X , ~
alors w € U™ ; ceci entraine que U~ n’est pas fermée dans X, et partant pas
compacte, ce qui contredit ii). 0O

1.5 Sous-graphes admissibles et squelettes

Sous-graphes admissibles

(1.5.1) Soit X un graphe. On dira qu'un sous-graphe I" de X est admissible
s’il est fermé et si toute composante connexe de X — I' est un arbre a un bout
relativement compact.

(1.5.1.1) Si T est un sous-arbre admissible de X alors toute composante
connexe de X —I' a un bord non vide; il s’ensuit que I' rencontre toutes les
composantes connexes de X ; il est notamment non vide des que X est non vide.

(1.5.1.2) Si I' est un sous-arbre admissible de X, il est convexe en vertu

de 3152

(1.5.1.3) SiT est un sous-arbre admissible de X et si V' est une composante
connexe de X —I" alors V est un sous-graphe convexe de X. En effet, soient x et y
deux points de V, et soit I un segment les joignant. Pour montrer que I C V, on
raisonne par I’absurde ; on suppose donc que I rencontre X — V, et I’on choisit
une composante connexe .J de (X — V)N I. Comme J ne contient ni z ni y, son
bord dans I compte deux éléments ; mais ce bord est contenu dans 9V qui est

un singleton, d’ot1 une contradiction.

(1.5.2) Soit X un arbre non vide. Il résulte du lemme [1.4.22 de [1.5.1.1} et
de[1.5.1.2] qu’un sous-graphe fermé Y de X est admissible si et seulement si Y
est un arbre non vide tel que 0Y = 0.X.

(1.5.2.1) Supposons que I’arbre X soit compact, autrement dit que 09X = (). On
déduit du ci-dessus que si ¢ € X alors {z} est un sous-graphe admissible
de X. Comme tout sous-graphe admissible de X est non vide, il s’ensuit que les
sous-graphes admissibles minimaux de X sont exactement les singletons; si X
lui-méme n’est pas un singleton, il ne possede donc pas de plus petit sous-graphe
admissible.

(1.5.2.2) Supposons que l'arbre X ait exactement un bout, que 'on note w.
On déduit du ci-dessus que pour tout x € X, le sous-arbre [z;w[ de X est
admissible.
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Par ailleurs, si I" un sous-graphe admissible de X contenant z, il aboutit a w,
la encore en vertu de m et contient dés lors [z;w|; pour tout ¢ différent de x
et situé sur [z;y[, Uintervalle [t; y[ est encore un sous-graphe admissible de X,
qui est contenu strictement dans I'.

Il découle de ce qui précede, et du fait que tout sous-graphe admissible de X
est non vide, que X ne possede pas de sous-graphe admissible minimal.

Le squelette d’un graphe

(1.5.3) Soit X un graphe. Le sous-ensemble de X formé des points admettant
un voisinage qui est un arbre ayant au plus un bout est un ouvert de X ; son
fermé complémentaire est noté S(X) et est appelé le squelette de X. Il résulte
immédiatement de la définition : que si U est un ouvert (resp. une composante
connexe) de X alors S(X)NU C S(U) (resp. S(X)NU = S(U)); et que S(X)
est contenu dans tout sous-graphe admissible de X.

(1.5.4) Soit X un graphe. Si C' est une boucle de X, elle est contenue dans S(X).
Pour le voir, on raisonne par ’absurde : on suppose qu’il existe x € C et un
voisinage ouvert U de x qui soit un arbre ayant au plus un bout. Comme U est un
arbre, C' n’est pas contenu dans U. La composante connexe I de x dans CNU est
alors un intervalle ouvert, dont chacune des deux extrémités appartient a QU . Ce
dernier ayant au plus un élément, les deux extrémités en question coincident, ce
qui signifie que I = C, et implique que C' C U ; mais U est un arbre (compact),
et I'on aboutit ainsi a une contradiction.

(1.5.5) Soit X un graphe; il découle de [1.3.15.2f que S(X) est un sous-graphe
fermé et convexe de X.

(1.5.6) Lemme. Soit X un graphe, soit U un ouvert de X tel que OU C S(X),
et soit I un fermé de U qui est une droite éventuellement longue. Le sous-
graphe I de X est contenu dans S(X).

Démonstration. Soit x € I. Pour montrer que x € S(X), on raisonne par
I’absurde en supposant que ce n’est pas le cas. Il existe alors un voisinage
ouvert V de z dans X qui est un arbre ayant au plus un bout. Soit J
la composante connexe de x dans I N V' c’est une droite éventuellement
longue. L’adhérence de J dans V' s’identifie & J; par conséquent, 0 J compte
exactement deux éléments. Comme V — V' contient par hypothese au plus un
élément, Oy J est non vide; soit y € Oy J. La composante J étant fermée
dans I NV, le point y ne peut appartenir a I; il est donc situé sur 0I C 90U,
et par conséquent sur S(X) en vertu de notre hypothese. Mais cela contredit le
fait que y appartient a 'ouvert V', qui est un arbre ayant au plus un bout. J

(1.5.7) Corollaire Soit X un graphe et soit I un fermé de X qui est une
droite éventuellement longue. Le sous-graphe I de X est contenu dans S(X).

Démonstration. C’est simplement ’énoncé du lemme ci-dessus, dans le
cas particulier ou U = X. [

(1.5.8) Proposition. Soit X un graphe et soit U un sous-arbre ouvert de X tel
que OU C S(X). L’intersection S(X)NU est alors égale a la réunion des |z;y],
ot (z,y) parcourt (0U)2.
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Démonstration. On procede par double inclusion. Posons I' =

U Jzyl
(z,y)e(@U)?

Montrons que S(X)NU C T'. Nous allons en fait établir que S(U) C T ce qui
suffira & conclure puisque S(X)NU C S(U).

Tl résulte de|1.4.10|que T est un sous-graphe fermé (et localement fini) de U ;
comme I' est convexe par contruction, c’est méme un sous-arbre fermé de U
dont l’ensemble des bouts, 1a encore par construction, coincide avec 2U. On
déduit alors de que si 0U est non vide, I' est un sous-arbre admissible

de U, contenant de ce fait S(U); et si 9U = @ alors U est un arbre compact et
l'onaSWU)=0=T.

Montrons que I' C S(X) N U. Cela découle directement du lemme ci-
dessus.

(1.5.9) Corollaire. Soit X wun arbre. Le squelette S(X) coincide avec la
réunion des |z;y[, ot (z,y) parcourt (0X)2.

Démonstration. C’est simplement 1’énoncé de la proposition ci-dessus,
dans le cas particulier ot U = X.

(1.5.10) Proposition. Soit X un graphe conneze. Son squelette est vide si et
seulement si X est un arbre ayant au plus un bout.

Démonstration. Si X est un arbre ayant au plus un bout, son squelette
est vide par définition. Réciproquement, supposons que le squelette de X soit
vide. Comme toute boucle de X est contenue dans son squelette, X n’a pas de
boucle et est un arbre; on déduit alors du corollaire que X a au plus un
élément. (1

(1.5.11) Proposition. Soit X un graphe connezxe dont le squelette est non vide.
Toute composante connexe de X — S(X) est un arbre & un bout relativement
compact.

Démonstration. Soit U une composante connexe de X —S(X); comme S(X)
est non vide, OU est un sous-ensemble non vide de S(X).

Toute boucle de X étant contenue dans S(X), 'ouvert U ne contient aucune
boucle et est donc un arbre. L’inclusion OU C S(X) implique, d’apres la
proposition |1.5.8] que S(X) N U est égale a la réunion des |x;y[ pour (z,y)
parcourant (0U)?. Mais S(X) N U = ) par définition de U ; il s’ensuit que U a
au plus un bout. Si dU était vide, U serait compact et son bord dans X serait
vide, ce qui est absurde ; des lors U est un arbre a un bout, relativement compact
puisque AU est non vide. [

(1.5.12) Théoreme. Soit X un graphe. Le graphe S(X) est localement fini, et
la valence de (S(X),x) est au moins égale a 2 pour tout x € S(X).

Démonstration. Soit U un ouvert de X qui est un arbre a bord fini dont
ladhérence est un arbre compact. Le squelette S(U) s’identifie, d’apres le
corollaire a U]x; y[ pour (z,y) parcourant (0U)2. Comme U est un arbre
compact, 0U =~ QU et est en particulier fini; il s’ensuit que S(U) est un arbre
fini. L’arbre S(X) N U est contenu dans S(U), et est par conséquent un arbre
fini; ceci valant quel que soit U, le squelette S(X) est un graphe localement fini.
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Soit maintenant x € S(X), et soit I' un voisinage ouvert de x dans S(X) qui
est un arbre & bord fini; 'arbre I" est une composante connexe de S(X) \ oT.

Soit U la composante connexe de X \OT" contenant I'. Ona UNS(X) =T'. En
effet, supposons qu’il existe un point y de U NS(X) n’étant pas situé sur I'; par
connexité de U, il existerait un segment I d’extrémités x et y tracé sur U, et qui
ne rencontrerait deés lors pas OI'. En vertu de la convexité de S(X), le segment I
serait contenu dans S(X); mais il n’existe pas de segment tracé sur S(X) et
reliant « & un point de S(X) — I' sans passer par 0I', d’olt une contradiction.

Comme U NS(X) =T, toute boucle de U est contenue dans I' qui est un
arbre; il s’ensuit que U n’a pas de boucle et est donc un arbre. Son bord est par
construction contenu dans S(X). La proposition assure alors que S(X)NU
est égal & la réunion des |z;y[ ou (z,y) parcourt (dU)?; on en déduit que la
valence de (S(X) N U,y) est au moins égale & 2 pour tout y € S(X)NU; en
particulier, la valence de (S(X),x) est au moins égale & 2, ce qui acheve la
démonstration. O

(1.5.13) Proposition. Soit X un graphe. Il existe un sous-graphe admissible
et localement fini de X.

Démonstration. En raisonnant composante connexe par composante
connexe, on se ramene au cas ol X est connexe et non vide. Si S(X) est non
vide, il répond a la question; sinon X est un arbre ayant au plus un bout, et

I’'on conclut a laide de[[L5.2.1] et [[L5.2.20 OJ

La rétraction canonique sur un sous-graphe admissible

(1.5.14) Soit X un graphe et soit I' un sous-graphe admissible de X. Soit r
I’application de X vers I" que 'on définit comme suit :

o six € I' alors r(x) = x;
e si x ¢ I alors r(x) est 'unique point du bord de la composante connexe
de x dans X —T".

Par construction, ’application r est une rétraction de l'inclusion I' — X ;
on appelle la rétraction canonique de X sur I'.

(1.5.15) Soit X un graphe, soit I' un sous-graphe admissible de X et soit r la
rétraction canonique de X sur T.

(1.5.15.1) Soit x € X. Il existe un et un seul segment I tracé sur X et
joignant = & r(z). Si ¢ T" alors I \ {r(z)} est contenu dans la composante
connexe de z dans X — T

En effet, c’est évident si = r(z). Sinon, soit U la composante connexe
de X —I' contenant x. Son adhérence U est un arbre, et U = {r(x)}; par
conséquent, il existe un unique segment I tracé sur U et joignant x & r(x), et
I'on a I\ {r(z)} C U. D’autre part, U est une partie convexe de X ;il
s’ensuit que I est 'unique segment tracé sur X et joignant x a r(x).

~

Nous nous permettrons de désigner cet unique segment joignant = & r(x
par [z;r(z)] méme lorsque X n’est pas un arbre; notons que [z;r(z)] N T

{r(z)}.
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(1.5.15.2) Soient z et y deux points de X, et soit I un segment tracé sur X
et joignant x a y. Le graphe I' étant convexe, J := I NT est un intervalle.

S’il existe une composante connexe U de X — I' qui contient x et y alors I
est contenu dans U, puisque ce dernier est un arbre; par conséquent, J = ().

Si ce n’est pas le cas alors J est non vide. Soit z (resp. t) la borne de J
située du coté de x (resp. de y); on a ou bien z = z, ou bien [z;z[C X — T, et
de méme avec y et t. Il s’ensuit que z = r(z) et t = r(y); autrement dit, I =
[z;7r(z)] UJ U [r(y); ], et J est un segment tracé sur I et joignant r(z) a r(y);
onadJN[zrx)={x}et JN[r(y);y = {y}

(1.5.15.3) Si A est une partie de X contenant I telle que ANV soit un sous-
arbre compact de V pour toute composante connexe V de X —I" alors A est un
sous-graphe fermé convexe de X.

Pour le voir, commengons par remarquer que les hypotheses faites sur A
entrainent que [z;r(z)] C A pour tout x € A.

Le sous-ensemble A de X est fermé. Comme I' C A, on peut écrire X — A
comme la réunion des V—(ANV) pour V parcourant 7o(X —T'). Si V € mo(X—T)
le singleton OV est contenu dans I', d’ou I'égalité V — (ANV) =V — (ANV);
et ce dernier est, par compacité de ANV, un ouvert de X. Il s’ensuit que A est
un fermé de X.

Le sous-ensemble A de X est convexe. Soient x et y deux points de A et
soit I un segment les joignant. En vertu du[[.5.15.2] ci-dessus deux cas peuvent
se présenter :

e ou bien x et y sont situés sur une méme composante connexe U de X — T,
et ] C U; comme ANTU est un sous-arbre de U, on a alors I C A;

e ou bien I est de la forme [z;r(x)]U J U [y;r(y)] ot J est un segment tracé
sur I' et joignant r(z) a r(y); étant alors réunion de trois intervalles contenus
dans A, le segment I est lui-méme contenu dans A.

Ainsi, A est un sous-ensemble & la fois fermé et convexe de X ; c’en est donc
un sous-graphe fermé et convexe.

(1.5.16) Théoréeme. Soit X un graphe, soit T’ un sous-graphe admissible de X ,
soit U un ouvert conneze, non vide et a bord fini de T', et soit A un sous-graphe
de T'. Soit r la rétraction canonique de X wvers T'.

i ) L’image réciproque r—1(U) est la composante connere de X \ OrU
contenant U.

it) L’application v : X — T est continue et compacte.

i) L’image réciproque r~(A) est un sous-graphe de X .

i) Le sous-graphe A de r=*(A) est admissible, et la rétraction canonique
de r=Y(A) sur A est la restriction de r.

v) L'on a Ox(r~'(A)) = OrA, et r=1(A) est relativement compact si et
seulement st A est relativement compact.

vi) Le sous-graphe A de r—1(A) est admissible, et la rétraction canonique
de r=1(A) sur A est la restriction de r.

Démonstration. On prouve chacune des assertions séparément.
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(1.5.16.1) Preuve de i). On appelle V' la composante connexe de X \ orU qui
contient U et 'on procede par double inclusion.

Soit € r~}(U). Si € T alors r(z) = z et 'on a donc x € U C V.
Sinon, soit W la composante connexe de X — I' contenant x; c’est un arbre
ouvert relativement compact de X de bord {r(z)}. Comme r(z) adhére & W et
comme V est un voisinage de r(z), l'ouvert VNW de W est non vide; le bord
de V est contenu dans OprU, donc dans T', et ne rencontre de ce fait pas W ;
par conséquent, V NW est également fermé dans W, et partant égal & W tout
entier. Autrement dit , W C V'; en particulier, x € V.

Soit z € V. Siz € U alors x € r~1(U). Sinon, soit W la composante connexe
de V' — U contenant x; son bord dans V est une partie non vide de U, au sein
de laquelle on choisit un point y.

La composante W ne rencontre pas I'. En effet §’il existait un point z de T’
situé sur W, l'on pourrait, en vertu de la connexité de V, tracer sur V un
segment d’extrémités y et z; ce segment serait contenu dans I' par convexité de
ce dernier , et relierait le point y de U au point z de I' — U sans passer
par OrU (puisque V N OrU = (), ce qui est absurde.

La composante connexe W de V — U ne rencontre pas I', et son bord est
contenu dans (U UJV) C T'; par conséquent, W est une composante connexe
de X —T'; on a alors nécessairement y = r(z), et donc z € r—1(U).

(1.5.16.2) Preuve de 4. La continuité découle de i), et du fait que les ouverts
connexes, non vides et & bord fini forment une base de la topologie de T'.

Soit # une partie compacte de I'. Toute composante connexe de X —I" dont
I’'unique point du bord appartient a J#~ est une composante connexe relativement
compacte de X\ ; on déduit alors de la définition de r et de que r— (%)
est compact.

(1.5.16.3) Preuve de iii). Comme r est continue, r~'(A) est une partie
localement fermée de X. Nous allons montrer que c’est un graphe.

E‘tape technique intermédiaire. On suppose provisoirement que A est un
arbre, et I'on se donne deux points x et y sur 7~ 1(A); nous allons vérifier qu’il
existe un unique segment d’extrémités = et y tracé sur r—(A).

e FExistence. Si x et y sont situés sur une méme composante connexe V'
de X —T', on peut prendre le segment joignant x a y sur arbre V' ; sinon, on
peut prendre la réunion [z; r(x)]UTU[r(y) : y], ot I est le segment joignant r(x)
a r(y) sur arbre A.

e Unicité. Si x et y sont situés sur une méme composante connexe V de X —TI',
la convexité de V' assure que le seul segment joignant x a y sur X est
celui qui les relie sur V (et qui est en fait contenu dans V) ; sinon, tout segment
joignant x & y sur r~1(A) est, en vertu de de la forme [z;7(z)]U J U
[7(y);y], ot J est un segment joignant r(x) a r(y) tracé sur I Nr~1(A) =
A; T'unicité souhaitée découle alors du fait qu’il y a, sur 'arbre A, un unique
segment joignant r(z) & r(y).

Fin de la prewve de iii). On ne suppose plus que A est un arbre. Il
suffit maintenant de montrer que tout point de »~!(A) a un voisinage ouvert
dans r~*(A) qui est un arbre. Soit donc z € r~*(A), et soit I'g un voisinage
ouvert de r(z) dans I' qui est un arbre tel que I'o N A soit un sous-graphe
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fermé de I'y. Soit Ag la composante connexe de r(z) dans A N Ty; c’est un
ouvert de A, et un sous-arbre fermé de I'g. D’apres ’étape technique ci-dessus,
l'ouvert r=1(I'g) de X est un arbre, et son fermé r—1(Ag) en est une partie
convexe, et est donc elle-méme un arbre. Or 771(A) est un ouvert de r=1(A)
qui contient x, ce qui achéve de prouver iii).

(1.5.16.4) Preuve de iv). Par la définition méme de r, toute composante
connexe de r ~}(A)—A est une composante connexe de X —T', et est en particulier
un arbre a un bout relativement compact ; comme on a par ailleurs, la encore par
définition de r, 'égalité A = T'Nr—1(A), le graphe A est fermé dans 1 (A) et est
donc un sous-graphe admissible de ce dernier. Quant a la rétraction canonique
de 771(A) sur A, il résulte immédiatement de sa définition qu’elle est égale
aTir—1(A)-

(1.5.16.5) Preuve de v). Montrons tout d’abord I'égalité dxr~1(A) = orA;
on procede par double inclusion.

Soit x € OrA. Si U est un voisinage ouvert de x dans X alors U
rencontre A C r~}(A), et U rencontre aussi ' —A C r 1T —A) = X —r~1(A).
Par conséquent, = € dxr~1(A).

- . _ <X
Réciproquement, soit z € dxr~1(A); on a alors z € r~1(A”). Montrons

tout d’abord que x € A~ Si ce n’était pas le cas, la composante connexe de x
dans X —T serait un ouvert de X contenu dans 7~ (r(z)) et serait donc ou bien
contenue dans r~!(A), ou bien contenue dans son complémentaire, contredisant
ainsi ’hypotheése que z € dxr—1(A).

Montrons maintenant que z € JrA. Si ce n’était pas le cas, il existerait
un ouvert I'y de I' contenu dans A et contenant z, et 7~ 1(I'g) serait alors un
voisinage ouvert de x inclus dans r~!(A), contredisant 14 encore I’appartenance
de z a Oxr~1(A).

On donc bien démontré que dxr~1(A) = drA. Il reste & s’assurer que r~1(A)
est relativement compact si et seulement si il en va de méme pour A ; mais c’est
une conséquence formelle de la compacité et de la surjectivité de r.

(1.5.16.6) Preuve de vi. En vertu de v), on a r—1(A) = r~1(A) UJA; par

conséquent, toute composante connexe de r~1(A) — A est une composante
connexe de r~1(A) — A, et vi) est alors une conséquence immédiate de iv). OJ

(1.5.17) Soit X un graphe, soit I un sous-graphe admissible de X et soit r la
rétraction canonique de X sur I'.

(1.5.17.1) La continuité de r établie par le théoréme [1.5.16| ci-dessus assure
que l'application naturelle mo(I') — mo(X) est injective. Mais T" rencontre par
ailleurs toutes les composantes connexes de X ; il en découle que 7o (I") ~ m(X).

(1.5.17.2) Si X est connexe (cela équivaut par ce qui précede a la connexité
de T") alors X est un arbre si et seulement si " est un arbre : cela résulte du fait
que I' contient S(X), qui lui-méme contient toutes les boucles de X.

(1.5.17.3) Si % est une partie compacte de X alors r(J£) est une partie
compacte de T, et r=1(r(2#)) est, par compacité de r, un compact de X
contenant . L’ensemble des parties de X de la forme r~1(A), ot A est un
compact de I, est donc cofinal dans l’ensemble des compacts de X. On en
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déduit, en se fondant sur [1.5.17.1} que les espaces topologiques b(I") et b(X)
sont naturellement homeomorphes Dans le cas ou X et I' sont des arbres, cela
signifie plus prec1sement que Vinclusion naturelle I' C X identifie oI et 0X, ce

que lon savait déja (|1 .

(1.5.18) Lemme. Soit f : Y — X une application continue entre graphes,
et soit T un sous-graphe admissible de X tel que f~1(T') soit un sous-graphe

admissible de Y ; soient r et p les rétractions canoniques respectives de X sur I’
et de' Y sur f~Y(T). On a l’égalité fop=ro f.

Démonstration. Soit y € Y. Siy € f~1T) alors f(y) € T et l'on a
donce f(p(y)) = f(y) = r(f(y)). Supposons maintenant que y ¢ f~1(I'), soit V'
la composante connexe de y dans Y — f~1(T) et soit U la composante connexe
de X —T contenant f(V). Le point p(y) est par définition 'unique point de 9V ;
son image f(p(y)) est donc un point de I' adhérant & U ; c’est de ce fait 'unique
point de U, et il vient r(f(y)) = f(p(y)). O

(1.5.19) Proposition. Soit X un graphe, soit T' un sous-graphe admissible
de X, et soit A un sous-graphe fermé de X contenant I'. Les propositions
sutvantes sont équivalentes :

i) A est admissible ;

i1) mo(L') — mo(A) est une bijection ;

iii) pour toute composante connexe V de X —T', Uintersection ANV est un
arbre ;

iv) A est conveze.

Démonstration. Si i) est vraie alors ii) est vraie en vertu de[1.5.17.1

Supposons que ii) est vraie, et soit V' une composante connexe de X — I';
soit z I'unique point de V. L’intersection A NV est un sous-graphe compact
de V contenant z. Si ce graphe n’était pas un arbre, il possederait une
composante connexe A’ ne contenant pas x. On aurait donc A’ C V, et A’
serait par conséquent ouverte dans ANV, et partant dans A ; étant par ailleurs
compacte, connexe et non vide, A’ serait une composante connexe de A ne
rencontrant pas I', ce qui contredirait ii) ; par conséquent, iii) est vraie.

Si iii) est vraie, la propriété iv) découle de[1.5.15.3

Supposons que iv) soit vraie et soit W une composante connexe de X — A.
Nous allons montrer que W est un arbre a un bout relativement compact, ce qui
achevera la démonstration. La composante connexe W’ de X —T" qui contient W
est un arbre a un bout relativement compact; il s’ensuit que W est un arbre
relativement compact et a bord non vide; la convexité de A garantit alors, en
vertu de que OW est un singleton. [J

(1.5.20) Proposition. Soit X un graphe, soit I' un sous-graphe admissible
de X et soit A un sous-graphe fermé de X. Pour toute composante connexe V
de X — T, désignons par T(V) Uenveloppe convexe de (A NV)U IV dans

Varbre V ; la réunion © :=T' U U T (V) est alors Uenveloppe convexe
Vem(X-T)

de TUA ; c’est aussi le plus petit sous-graphe admissible de X contenant T'UA,

et © est localement fini dés que T' et A le sont.

Démonstration. On a par construction ® D A UT. 11 découle de [1.5.15.3
que © est un sous-graphe fermé et convexe de X ; comme il est par ailleurs clair
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que toute partie convexe de X contenant I' et A contient O, celui-ci est bien
I’enveloppe convexe de I' U A. On déduit alors de la proposition [1.5.19| que ©
est le plus petit sous-graphe admissible de X contenant I' U A.

Supposons maintenant que I' et A sont localement finis. Dans ce cas, si V €
7o(X —T') alors ANV est un graphe compact et fini, d’ou il découle que T'(V')
est lui-méme compact et fini : en effet, si 'on note y 'unique point de 9V et
si l'on choisit un sous-ensemble fini S de A NV rencontrant chacune de ses
composantes connexes, l'on a T'(V) = | [#;y].

z€S

Soit maintenant z € © et soit I'g un voisinage de r(z) dans I" qui est un sous-
graphe compact et fini de ce dernier. L’intersection de A et du compact r~*(T)
est un graphe compact et fini; par conséquent, (A Nr~1(Ty)) — 'y a un nombre
fini de composantes connexes; il s’ensuit que ’ensemble Il des composantes
connexes de r~1(T'g) — I'g qui rencontrent A est fini.

On a par construction © Nr~1(I'y) =ToU (J T(V). Comme II est fini, et

Vell

comme T'(V') est pour tout V' € mg(X —T') un arbre compact et fini (¢f. supra),
'intersection de © et de r~1(I'g) est un graphe fini. Ainsi, x posseéde un voisinage
dans © qui est un graphe fini; par conséquent, © est localement fini. O

(1.5.21) Lemme. Soit X un graphe et soit I' un sous-arbre admissible de X .
Les propositions suivantes sont équivalentes :

i) T =5(X);
it) I' ne posséde aucun point isolé ou unibranche.

Démonstration. L’implication i)=- ii) est une partie du théoreme
Prouvons maintenant que ii)= 4); nous allons en réalité établir I'implication
contraposée ; on suppose donc que I' contient strictement S(X) (ce qui entraine
que X # () et ’on va établir qu’il posséde au moins un point isolé ou unibranche.

En raisonnant composante par composante, on se ramene au cas ou X est
connexe.

Si S(X) est non vide c’est un sous-arbre admissible de X strictement contenu
dans I'.

Si S(X) est vide alors X est ou bien un arbre & un bout, auquel cas I' contient
strictement un sous-arbre admissible de X , ou bien un arbre compact
et non vide; dans ce dernier cas, I' peut ou bien étre un singleton, auquel cas
il consiste en un point isolé et la démonstration est terminée, ou bien compter
au moins deux points, et le choix d’un point quelconque de I' définit alors un
sous-arbre admissible de X , qui est strictement contenu dans T'.

On peut donc faire I’hypothese que I' contient strictement un sous-arbre
admissible IV de X. Il existe deés lors une composante connexe V de X — I et
un point  sur VNTI'; le bord de V' est un singleton {y} pour un certain y € I".

En vertu de la proposition I'intersection I' NV est un arbre compact,
qui n’est pas réduit & {y} puisqu’il contient z. D’apres 1.3.14) Parbre T NV
possede un point z distinct de y et unibranche. Comme z appartient a
Pouvert V NI deI', c’est un point unibranche de I'. OJ

(1.5.22) Théoréme. Soit X un graphe et soit A un sous-graphe de X. Les
assertions suivantes sont équivalentes :
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i) il existe un sous-graphe admissible I' de X dont A est un ouvert ;
it) il existe un ouvert U de X dont A est un sous-graphe admissible.

De plus, si elles sont satisfaites :

- le graphe T de i) peut étre choisi localement fini si A est localement fini;

- Vowvert U de i) est unique;

- si T est comme dans i) et si r désigne la rétraction canonique de X sur T
alors 'unique ouvert U de i) est égal a 7~ 1(A) (qui ne dépend donc pas du
choiz de T).

Démonstration. On procede par double implication, en établissant en cours
de preuve les assertions supplémentaires énoncées en fin de théoreme.

(1.5.22.1) Remarques préliminaires. Soit U un ouvert dont A est un sous-
graphe admissible et soit V' une composante connexe de U — A ; ¢’est un arbre a
un bout relativement compact dans U, dont I'unique point z du bord est situé
sur A; c’est a fortiori un arbre a un bout relativement compact dans X de
bord {z}.

Soit I' un sous-graphe admissible de X dont A est un ouvert. On a alors V'N
[ = () : en effet, il existait y € [NV le segment [y; 2] de 'arbre V serait contenu
dans T’ ; mais alors tout voisinage de x dans I' rencontrerait [y; x| et
donc I' — A, contredisant le fait que A est ouvert dans I'.

Par conséquent, V est une composante connexe de X —I'.

(1.5.22.2) On suppose que i) est vraie. Soit r la rétraction canonique de X
sur I'. On sait que r~1(A) est un ouvert de X dont A est un sous-graphe
admissible. Soit maintenant U un ouvert de X dont A est un sous-graphe
admissible ; nous allons montrer que U = r~(A).

Montrons que U C r~1(A). Soit V une composante connexe de U — A. C’est
en vertu de[I.5.22.1] une composante connexe de X —I' dont 1'unique point  du
bord est situé sur A ; par définition de r, on a r(y) = € A pour tout y € V. 1l
s’ensuit que (U — A) C A; comme par ailleurs r(A) C A, on a 7(U) C A, ce
que nous voulions prouver.

Montrons que r=*(A) C U. Soit x € 77 1(A). Siz € [,onar(z) =z etz
appartient donc a A, et en particulier & U. Sinon, soit V' la composante connexe
de X —T contenant x ; son bord est {r(z)}. Comme U est un voisinage de r(x),
il rencontre V. Soit W une composante connexe de U — A telle que W NV # ().
D’apres W est une composante connexe de X —I'; I'on a donc V = W
et V C U; en particulier, x € U.

(1.5.22.3) On suppose que i) est vraie. Choisissons un sous-graphe admissible
localement fini © de X, et soit = le plus petit sous-graphe admissible de X
contenant A et © (prop.[1.5.20]) ; si A est localement fini, = est localement fini.

Soit I' le fermé ZE— (U —A) de E;onaI'NU = A, et A est donc un ouvert
de T'. Nous allons montrer que I' est un sous-graphe admissible de X ; en tant
que sous-graphe fermé de =, il sera alors automatiquement localement fini si =
est localement fini, et donc si A est localement fini.

Soit V' une composante connexe de X — I'; le but de ce qui suit est de
prouver que V est un arbre a un bout relativement compact, ce qui permettra
de conclure. On distingue deux cas.
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Supposons que VNU = (). Dans ce cas V ne rencontre pas = (puisque ZN(X —
U)=TnN(X—U)), et son bord est contenu dans I' C E; par conséquent, V est
une composante connexe de X — =, et est donc un arbre a un bout relativement
compact.

Supposons que V' rencontre U. Soit x € V NU. Comme 'NU = A, le
point x n’est pas situé sur A, et la composante connexe U’ de x dans U — A ne
rencontre pas I'; elle est donc contenue dans V. L’ouvert U’ de X est un arbre &
un bout relativement compact dont I'unique point du bord est situé sur A C T"
(1.5.22.1)).Par conséquent, U’ est fermé dans V ; il s’ensuit que V est égal & U’,
et est donc bien un arbre a un bout relativement compact. O]

(1.5.23) Soit X un graphe. On dira d’un sous-graphe A de X qui satisfait
les conditions équivalentes du théoreme ci-dessus qu’il est faiblement
admissible; si c’est le cas, 'unique ouvert de X dont A est un sous-graphe
admissible sera noté AP

(1.5.23.1) Si A est un sous-graphe admissible de X alors A est faiblement
admissible et A” = X.

(1.5.23.2) Si U est un ouvert de X et si A est un sous-graphe faiblement
admissible de U, il existe un ouvert V de U dont A est un sous-graphe
admissible ; par conséquent, A est un sous-graphe faiblement admissible de X,
et 'on A” =V indépendamment du fait que I’on voie A comme un sous-graphe
faiblement admissible de U ou de X ; nous utiliserons ce fait implicitement &
plusieurs reprises.

(1.5.23.3) Soit A un sous-graphe faiblement admissible de X. On déduit alors
des assertions v) et vi) du théoréeme les faits suivants : OxA” = A — A,
et A est relativement compact si et seulement A est compact ; de plus, A est
un sous-graphe admissible de Ab.

Dimension topologique d’un graphe paracompact

(1.5.24) Proposition. Soit X un graphe paracompact non vide. La dimension
topologique de X wvaut 0 si X est discret, et 1 sinon.

Démonstration. Si le graphe X est discret, sa dimension topologique est
nulle. Réciproquement, si sa dimension topologique est nulle, tout recouvrement
ouvert de X peut étre raffiné en un recouvrement constitué d’ouverts deux a
deux disjoints; cela interdit a deux points de X de se trouver sur la méme
composante connexe de X, et ce dernier est des lors discret.

11 suffit donc maintenant de démontrer (sans plus s’inquiéter de savoir si X
est discret ou non) que la dimension topologique de X est majorée par 1.
Soit (U;) un recouvrement ouvert de X ; nous allons montrer qu’il peut étre
raffiné en un recouvrement localement fini par des ouverts dont les intersections
trois a trois sont vides, ce qui permettra de conclure.

Comme X est paracompact, et comme il possede une base d’ouverts connexes
a bord fini, on peut raffiner (U;) en un recouvrement localement fini (V}) ot les V;
sont des ouverts connexes, non vides et a bord fini. Pour tout j, choisissons un
point z; sur V;. Comme (V) est localement fini, la réunion des 0V} et des {xz;}
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est une partie fermée et discrete de X ; celle-ci est contenue dans un sous-graphe
admissible et localement fini I de X, et I’on note 7 la rétraction canonique de X
sur T'.

Fixons j. L’ouvert V; est une composante connexe de X \ 9V;. Si I’on désigne
par A; la composante connexe de I'\ 9V, qui contient z; alors r~1(A;) est une
composante connexe de X \ dV; contenant z; ; par conséquent, r~1(A;) = V;.
Remarquons qu’on a alors r(V;) = A;, ce qui entraine que les A; recouvrent I'.

En tant que fermé de X, le graphe I' est paracompact. Comme il est
localement fini, il est localement de dimension topologique majorée par 1; il
s’ensuit que la dimension topologique de I' est majorée par 1.

On peut de ce fait raffiner (A;) en un recouvrement localement fini (Oy)
de I' constitué d’ouverts dont les intersections trois a trois sont vides. La
famille (r~1(0;)) constitue alors un recouvrement localement fini de X par
des ouverts dont les intersections trois a trois sont vides; par construction, ce
recouvrement raffine (V;), et a fortiori (U;). O

Sous-graphes admissibles et revétements topologiques

(1.5.25) Si X est un graphe, on notera Revtop X la catégorie des revétements
topologiques de X.

(1.5.26) Si X est un graphe (resp. un graphe localement fini) et si Y — X est
un revétement topologique alors Y est séparé, et tout point de Y a un voisinage
ouvert qui est un arbre (resp. un arbre localement fini) ; par conséquent, Y est
un graphe (resp. un graphe localement fini).

(1.5.27) Proposition. Soit X un arbre. Tout revétement topologique de X est
trivial.

Démonstration. Soit Y — X un revétement topologique de X ; nous allons
montrer qu’il est trivial. On peut raisonner composante par composante, et
partant supposer que Y est connexe et non vide; il s’agit alors de vérifier que
les fibres de Y — X sont des singletons.

On raisonne par I'absurde. On suppose donc qu’il existe un point x de X et
deux antécédents distincts y; et yo de x sur Y. Soit I un segment tracé sur Y
et d’extrémités y; et ys, et soit I' I'image de I sur X.

Comme Y — X est un revétement, I — X est localement injective sur sa
source. Joint a la compacité de I, cela entraine que I' est une réunion finie de
segments ; étant par ailleurs connexe, I' est un sous-arbre compact et fini de X.

L’arbre compact et fini I" contient z, sans étre réduit a {z} (la fleche I — X
est localement injective, et en particulier non constante); par conséquent, I'
possede au moins un point unibranche £ qui est différent de x; choisissons un
antécédent n de & sur I\ {y1,y2}. Comme I — T est injective au voisinage
de 7, il existe un intervalle ouvert tracé sur I' et contenant £, ce qui contredit
le caractere unibranche de ce dernier et acheve la démonstration. O

(1.5.28) Théoréme. Soit X un graphe et soit I' un sous-graphe admissible
de X. Soit j Uinclusion de T’ dans X et soit r la rétraction canonique de X surT.
Les foncteurs j* et r* établissent une équivalence entre Revtop X et Revtop I'.
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Démonstration. Nous procédons en deux temps.

(1.5.28.1) Généralités sur les revétements d’un graphe. Soit Y un graphe, et
soit .# un ensemble de sous-arbres ouverts non vides de Y qui recouvrent Y ;
notons A (F) ’ensemble des triplets (Z, Z',U) ou Z et Z' appartiennent & . et
ot U est une composante connexe de Z N Z’. 1l résulte de la proposition
que Revtop Y est équivalente de maniére naturelle & la catégorie Co dont la
définition suit.

e Un objet de C4 consiste en :

© pour tout Z € %, un ensemble E ;
o pour tout (Z,2',U) € A (F), un isomorphisme vz 7z : Ez ~ Ez;

ces données étant sujettes aux conditions de cocycle usuelles.

e Une fleche entre deux objets ((Ez),(tz,z/v)) et ((Fz),(vzz v))
consiste en une famille d’applications (E; — Fz) compatible aux
isomorphismes tz 7z 7 et vz 7/ v.

(1.5.28.2) Retour a la preuve proprement dite. Soit .# un ensemble de sous-
arbres ouverts non vides de I" qui recouvrent I'. Notons & I'ensemble des r~1(A)
pour A parcourant % ; c’est un ensemble de sous-arbres ouverts non vides de X
qui recouvrent X.

Pour tout ouvert Q de I', on a Q = T'Nr~Y(Q), et m(N) =~ mo(r~1(N)). Il
s’ensuit :

o que A — r71(A) et Z— I'NZ mettent .F et 4 en bijection ;
o que (A, A, Q) = (rH(A),r7H(A),r7H(Q))

et (2,7, U)+ (TNZ,TNZ,TNU)

mettent A (F) et A (¥) en bijection.

Ces bijection permettent de définir deux foncteurs Co — Cy et C4 — Cx
quasi-inverses (et méme strictement inverses) l'un de l'autre, et partant deux
foncteurs Revtop I' — Revtop X et Revtop X — Revtop I' quasi-inverses 'un
de I'autre. Par construction, ces deux derniers sont respectivement isomorphes
ar* et j*, ce qui acheve la démonstration. [

(1.5.29) Corollaire. Soit X un graphe et soit £ un entier au moins égal d 2.
Les assertions suivantes sont équivalentes :

i) tout revétement topologique de X est trivial ;
i) AN (X, Z/0Z7) = 0 ;
iit) les composantes connexes de X sont des arbres.

Démonstration. 11 est clair que i)=-ii). Montrons que ii)=-iii) ; nous allons
plus précisément établir la contraposée. On fait donc '’hypothése que 'une des
composantes connexes de X n’est pas un arbre; il existe alors une boucle C'
sur X. Choisissons un sous-graphe admissible et localement fini T' de X ; il
contient S(X), et partant C. Nous allons montrer que H'(I',Z/¢) # 0, ce qui
entrainera, en vertu du théoreme que H'(X,Z/f) # 0 et achévera ainsi
la preuve.
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Comme C' est un cercle, il existe un Z/¢Z-torseur conneze C' — C. Le
graphe I' étant localement fini, il existe un intervalle ouvert I non vide tracé
sur C' ne rencontrant aucun sommet de I'; 'intervalle I est alors un ouvert de I';
fixons z € I.

Le torseur C’ est déployé au-dessus de C \ {z}; donnons-nous un
isomorphisme ¢ : C' x¢ (C\ {z}) ~ (C\ {z}) x Z/{Z. Soit T le Z/¢Z-torseur
sur T’ obtenu en recollant (T'\ {z}) x Z/{Z et C' X I via la restriction de ¢
a I\ {z}. Par construction, I'" xp C' ~ C; en conséquence I — T" n’est pas
trivial et HY(T', Z/¢Z) # 0, ce qu’on souhaitait prouver.

Enfin I'implication iii)=-1) est une conséquence directe du lemme [1.5.27} O

1.6 Toises et homotopies
Toises sur un graphe

(1.6.1) Soit X un graphe et soit Y une partie de X ; soit .# Iensemble des
segments tracés sur Y. On appellera toise sur Y toute application [ de &
dans R, possédant les propriétés suivantes :

esiz €Y etsil est un segment issu de z et tracé sur Y alors ¢ — I([z;¢])
induit un homéomorphisme I ~ [0 :I(])];

esi ] 7 etsil et I” sont deux segments tracés sur I tels que I = I'UT"”
alors [(I) =1(I") +1(I") = 1(INI").

On parlera du réel I(I) comme de la longueur de I (relative & la toise [). On
dira qu’une toise [ sur Y est bornée par un réel M si [(I) < M pour tout [ € .#.

(1.6.2) Remarque. Soit X un graphe muni d’'une toise [. Pour tout x € X
et tout r > 0 notons B(x,r) ensemble des points y de X tels qu’il existe un
segment tracé sur X joignant y a x et de longueur strictement inférieure a r.
Les B(x,r) constituent, pour = parcourant X et r parcourant R, une base
d’une topologie sur X. On prendra garde que celle-ci est en général strictement
plus fine que la topologie de X (elle permet de sectionner simultanément toutes
les branches issues d’un point donné); c’est pour cette raison que nous avons
choisi d’utiliser le terme <toise> plutot que <«métrique>, qui nous a semblé étre
implicitement supposé définir la topologie de ’espace considéré.

Notons toutefois un cas dans lequel la topologie définie par [ coincide avec la
topologie de X : c’est celui ou X est localement fini. Dans cette situation, une
toise n’est donc rien d’autre qu’une métrique au sens classique, sans ambiguité ni
risque de confusion ; un graphe localement fini muni d’une toise (resp. admettant
une toise) est simplement un graphe localement fini métrisé (resp. métrisable).

(1.6.3) Proposition. Soit X un graphe localement fini et soit S un sous-
ensemble fermé et discret de X. Les assertions suivantes sont équivalentes :

i) X admet une toise;
it) X \'S admet une toise;
i11) X est paracompact.

Démonstration. 1l est clair que )= ii).
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(1.6.3.1) Montrons que ii) entraine i) et 4ii). On fait 'hypothese qu’il existe une
toise lp sur X'\S. Quitte & agrandir S, on peut supposer que celui-ci contient tous
les sommets de X, ainsi qu’au moins un point sur chaque composante connexe
de X qui est une boucle. Soit I une composante connexe de X \ S'; ¢’est une
droite éventuellement longue. Si xz € I, la toise [y permet d’immerger chacune des
deux demi-droites de I issues de x dans R ; par conséquent, I est paracompact
et est donc une vraie droite. Il existe dés lors un homéomorphisme ¢y : I ~|0; 1[.

Les homéomorphismes ¢; permettent de définir la longueur I4(J) de tout
intervalle (compact ou non) tracé sur X \ S; c’est un réel appartenant a [0; 1].

Soit I un segment tracé sur X ; 'ensemble I NS est fini, et 1\ S a donc un
nombre fini de composantes connexes. On note alors {(I) la somme des des I1(.J),
ou J parcourt mo(I \ S). Il est immédiat que Papplication [ ainsi construite est
une toise sur X.

Nous allons montrer que X est paracompact; soit X’ une composante
connexe de X, et soit x € X'. Pour tout N > 1, notons X}, la réunion des
segments I tracés sur X’ et issus de x possédant les propriétés suivantes :

i) IN(SU{zx}) possede au plus N éléments;
ii) si y désigne 'autre extrémité de I et si z désigne le point de IN(SU{x})
le plus proche de y alors I([y; 2]) <1 —1/N.

Il résulte de la construction de ! que chacun des X} est compact, et que
les X recouvrent X’. Par conséquent, X’ est dénombrable & l'infini et X est
paracompact.

(1.6.3.2) Montrons que i) entraine i). Supposons X paracompact, et soit 3 un
sous-ensemble fermé et discret de X contenant ses sommets ainsi qu’au moins
un point par composante connexe de X qui est une boucle. Chaque composante
connexe de X —Y est un ouvert de X et est donc paracompacte ; comme une telle
composante est par ailleurs une droite éventuellement longue, les composantes
connexes de X — ¥ sont finalement de vraies droites. Il existe des lors une toise
sur X —X; en vertu de 'implication ii)=-1) déja établie, cela entraine l'existence
d’une toise sur X. [J

(1.6.4) Corollaire. Soit X un graphe. Les trois propositions suivantes sont
équivalentes :

i) tout sous-graphe localement fini de X admet une toise ;

it) il existe un sous-graphe localement fini et admissible de X admettant une
toise ;

it1) X est paracompact.

Démonstration. 11 est clair que i)=-ii).

Supposons que ii) soit vraie et soit I' un sous-graphe admissible et localement
fini de X admettant une toise. En vertu de la proposition ci-dessus, I’
est paracompact. La rétraction canonique de X sur I' étant compacte, iii) est
vérifiée.

Supposons que iii) soit vraie et soit A un sous-graphe localement fini
de X. Comme X est paracompact, A est paracompact ; il résulte alors de la
propositionci—dessus que A admet une toise ; par conséquent, i) est vérifiée,
ce qui acheve la démonstration. [J
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(1.6.5) Soit X un graphe et soit & un ensemble fini de sous-graphes fermés de X
recouvrant X ; supposons que chacun des graphes appartenant & & admette une
toise; il existe alors une toise sur X lui-méme. Pour le voir, on choisit pour
tout Y € & une toise Iy sur Y ; on étend par additivité la définition de Iy (1)
a tout compact I de Y qui est une réunion finie disjointe de segments.

L’application I — " Iy (I NY) est alors une toise sur X.

Ye&

(1.6.6) Soit X un arbre, soit ¥ une partie convexe de X et soit € Y. Une
toise partielle sur Y basée en x est une application § : ¥ — Ry telle que 4
induise pour tout y € Y un homéomorphisme [z; y] ~ [0;(y)].

Soit d une toise partielle sur Y basée en x. Soit I un segment tracé sur Y,
solent y et z ses deux extrémités et soit ¢ le point tel que [y; z] N [z; 2] = [¢; x].
Posons I(I) = d(y) + d(z) — 0(t) ; on vérifie aussitot : que I est une toise sur Y,
que lon dira induite par § ; que I([y; z]) = §(y) pour tout y € Y ; et que si § est
bornée par un réel M alors [ est bornée par 2M.

(1.6.7) Soit X un arbre et soit Y un sous-ensemble convexe de X. Supposons
que Y admet une toise [ ; il admet alors une toise I’ bornée par 1.

En effet, si Y est vide c’est évident; supposons maintenant Y # 0
et choisissons z sur Y. L’application 6 de Y dans Ry qui envoie y

I([y; z])

sur ——————— est une toise partielle basée en x, qui est par construction
2(1 4 U([y; «]))

bornée par 1/2; on peut alors prendre pour I’ la toise sur Y induite par 4.

(1.6.8) Soit X un graphe et soit I' un sous-graphe admissible de X. Supposons

données :

e une toise I sur I';
e pour toute composante connexe U de X — I, une toise [y sur U.

Siz € X on pose §(z) =0six €T, et §(x) = ly([x;r(x)]) sinon, ot U est
la composante connexe de X —I' contenant x. Soit I un segment tracé sur X et
solent z et y ses extrémités. On définit le réel I(I) comme suit :

-siINT =0, on pose I(I) = ly(I) ou U est la composante connexe de X —T'
contenant I ;

- sinon, on sait (c¢f. [1.5.15.2)) que I est de la forme [z;7(z)] U J U [r(y); ],

ou J est un segment tracé sur I' joignant r(z) a r(y), et 'on pose alors

II) = 6(x) + 0(y) + Ir(J).

On vérifie aussitot que [ est une toise sur X, dont on dira qu’elle est obtenue
par concaténation de Ir et des ly.

(1.6.9) Lemme. Soit X un graphe. Les assertions suivantes sont équivalentes :

i) X admet une toise;

it) tout sous-graphe compact de X admet une toise et tout sous-graphe
localement fini de X admet une toise;

i11) X est paracompact et tout sous-graphe compact de X admet une toise.

Démonstration. Il est clair que i)=-i), et ii) <= iii) se déduit du

corollaire [[.6.4]
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Supposons que ii) soit vérifiée. Choisissons un sous-graphe localement fini et
admissible I" de X . Par hypothese, I' admet une toise Ip. Si U est une composante
connexe de X — I, son adhérence U est compacte et admet donc une toise ly.
La concaténation des Iy et de Ip fournit alors une toise sur X ; ainsi, ii)=i), ce
qui acheve la démonstration. [

Homotopies

(1.6.10) Soit X un graphe, soit I' un sous-graphe admissible de X et soit r la
rétraction canonique de X sur I'. Si U est une composante connexe de X — T,
I'unique point de son bord sera noté .

Supposons donnée pour toute composante connexe U de X —I' une toise Iy
bornée par 1 sur I'arbre U ; nous allons construire explicitement, en fonctions
des Iy, une homotopie reliant r a ’identité.

Siz e X onposerad(x) =0siz el et d(z) =Ily([x;yw])siz g TetsilU est
la composante connexe de X — I' contenant x ; par construction, § est majorée
par 1 et induit pour tout x un homéomorphisme entre [r(z); z] et [0;0(z)].

(1.6.11) Proposition. On reprend les mnotations du [1.6.10 ci-dessus.
L’application h de [0;1] x X wvers X qui envoie un couple (z,t) sur 5‘_[T1(x)_x] (t)
sit < 0(x) et sur x sinon est continue; on a h(0,.) =r et h(1,.) =Ildx.

Démonstration. Seule la continuité de h nécessite une preuve ; celle-ci requiert
un certain nombre de préliminaires.

(1.6.11.1) Images réciproques par h de sous-ensembles particuliers. Fixons une
composante connexe U de X — I et soit  un point de U.

Soit V une composante connexe de U \ {x} ne contenant pas 7y, ¢’est-a-dire
encore une composante connexe relativement compacte de U\ {z} ; il résulte de
la définition de h que h=*(V) C [0;1] x U. Le complémentaire de V dans U est
un compact qui est réunion de {z} et de composantes connexes de U \ {z}; il
est donc convexe. Il s’ensuit que si 2 € U — V alors [2;9y] C U — V, et 'on a
donc h(t,z) € U — V pour tout t; par conséquent, h=1(V) C [0;1] x V.

Si z € V alors [z;yy] contient z, et [z;yvy] NV = [z;2[; deés lors h(t,2) € V
si et seulement si ¢ > §(z).

En conclusion, on a démontré que h=1(V) =]d(x);1] x V'; c’est un ouvert
de [0;1] x X.

Soit W' la composante connexe de vy dans U\{z} ; son fermé complémentaire
dans U est le compact (). Il résulte de la définition de h que

h Y (y (x)) C [0;1] x U.

Si z € W alors [z;7,] C W, et l'on a donc h(t,z) € W pour tout ¢; par
conséquent, h = (A (z)) C [0;1] x Hy(z).

Si z € Jy(x) alors [z;9y] contient z, et [z;9y] N Ay (x) = [z;2]; dés
lors h(t,z) € Ky (x) si et seulement si t > 6(x).

En conclusion, on a démontré que h~!(#y (z)) = [§(); 1] x 7 (z) ; c’est un
compact de [0;1] x X.

(1.6.11.2) On désigne toujours par U une composante connexe de X — T'.
Soit V' un ouvert connexe, non vide et a bord fini de U pose S = 05V. Si W est
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une composante connexe de U\ S autre que V, c’est une composante connexe
de U—V, et comme V est un arbre, le bord de W est nécessairement un singleton,
dont I'unique élément appartient a S.

Soit # € S. On peut écrire U comme la réunion disjointe de {z}, des
composantes connexes de U—V de bord {z}, de V, de S\ {z}, et des composantes
connexes de U — V dont 'unique point du bord differe de . La réunion de V,
de S\ {z}, et des composantes connexes de U — V dont I'unique point du bord
differe de x étant convexe, c’est une composante connexe de U \ {z}.

(1.6.11.3) Les faits énoncés ci-dessus se déclinent comme suit dans deux cas
particuliers.

Supposons que V' contient yy. On a alors

U-v=]]#

Supposons que V. C U et que vy ¢ S (autrement dit, V est relativement
compact dans U ). Soit x 'unique point du bord de la composante connexe
de U~V contenant vy, et soit W la composante connexe de U\ {x} contenant V.
On a alors

v=w- ][] .
yeS\{z}

(1.6.11.4) Continuité de h. Il s’agit de montrer que si V est un ouvert de X
alors h=1(V) est ouvert ; il suffit bien entendu se limiter au cas ot V appartient
a une base donnée de la topologie de X. Il est donc loisible de supposer que V'
est connexe, non vide, et a bord fini; on peut de surcroit faire I’hypothese que
si V' ne rencontre pas I, il est relativement compact dans X —T.

Le cas ou V est un ouvert relativement compact de X — I'. Soit U la
composante connexe de X — I' contenant V' ; 'ouvert V' est connexe, non vide,
relativement compact et & bord fini dans U. D’apres il existe x € OV
et une composante connexe relativement compacte W de V' \ {z} tels que V =

W — ]I H#u(y). 11 découle alors de [1.6.11.1] que h=1(V) est un ouvert
yedV\{z}
de [0;1] x X.

Le cas ou V' rencontre I'. Soit Vj I'intersection de V' et de I'. C’est un ouvert
non vide de I' dont le bord est ’ensemble fini 9V NI ; de plus, Vj est connexe en
vertu de Le théoréme assure alors que r~1(Vp) est la composante
connexe de X — (OV NT) contenant Vj ; il s’ensuit que V C r~1(Vp).

Soit U une composante connexe de r~1(Vy) — Vp; en d’autres termes, U
est une composante connexe de X — I' telle que vy € V. Comme vy € V,
I'intersection V N U est un ouvert non vide de U.

Si U ne rencontre pas 9V, cet ouvert est fermé dans U et coincide donc
avec U, ce qui signifie que U C V.

Supposons que U rencontre 9V (comme ce dernier est fini, cela ne se produit
que pour un ensemble fini de composantes connexes de r~1(Vy) — Vj), et soit S
I’ensemble fini UNOV. Six € UNV la connexité de V entraine 'existence d’un
segment [ tracé sur V et joignant x a 7y. Soit J la composante connexe de x
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dans I NU; sa borne supérieure appartient a OU et est donc égale a yy ; par
conséquent, [ est le segment [z;vy] de l'arbre U, et [z;yy] C V. 1l s’ensuit que
Pouvert VNU de U est connexe ; son bord dans U est par construction égal a S.

Il découle alors de|1.6.11.3|que U — V = [] ().
€S

Pour tout x € 0V — T', notons U, la composante connexe de X — I' qui
contient x. Il résulte de ce qui précede que

V=r") - [] . (@).

zedV-T

On voit immédiatement & l'aide de la définition de h que h=1(r=1(V})) est égal
a[0;1] x r=1(Vp); et d’apres [1.6.11.1) h=1(#y, (x)) est compact pour tout x €
OV's —T'; par conséquent, h=1(V) est un ouvert de [0;1] x X. [J

(1.6.12) Rappelons qu’un espace topologique X est dit fortement contractile
'l est non vide et si X se rétracte par déformation sur chacun de ses points.

(1.6.13) Théoréme. Soit X un graphe admettant une toise.

1) Soit T un sous-graphe admissible de X et soit v la rétraction canonique
de X sur I'. L’inclusion de I" dans X est une équivalence homotopique ;
plus précisément il existe une application continue h : [0;1] x X — X
telle que h(0,.) = r,h(1,.) = ldx et h(t,z) = x pour tout t € [0;1] et
tout x € T.

2) Le graphe X est paracompact.

3) Le graphe X est localement fortement contractile, et a le type d’homotopie
d’un graphe localement fini métrisable.

4) Les assertions suivantes sont équivalentes :

i) X est fortement contractile ;
i1) X est contractile;
iti) X est un arbre non vide.

Démonstration. Choisissons un sous-graphe localement fini et admissible A
de X.

(1.6.13.1) Preuve de 1. Soit U une composante connexe de X — I'; par
restriction, ’arbre compact U admet par hypothese une toise [y, et il résulte

de qu’on peut choisir [y bornée par 1; la proposition [1.6.11] fournit alors
I’homotopie requise.

(1.6.13.2) Preuve de 2) et d’une partie de 3). Par restriction, le graphe
localement fini A admet une toise (ce qui revient & dire qu’il est métrisable),
et le corollaire assure alors que X est paracompact. D’apres 1'assertion 1)
déja prouvée, X est homotopiquement équivalent & A, et a donc bien le type
d’homotopie d’un graphe localement fini métrisable.

(1.6.13.3) Preuve de 4) et conclusion..

Supposons que X soit fortement contractile; il est alors clairement
contractile.

Supposons que X soit contractile. Ceci entraine que X est connexe, non vide,
et que chacun de ses revétements topologiques est trivial ; il découle des lors du
corollaire que X est un arbre non vide.
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Supposons que X soit un arbre non vide. Soit x € X ; il existe un sous-graphe
localement fini et admissible A’ de X contenant z ; étant admissible dans X, le
graphe A’ est lui-méme un arbre non vide. Pour tout y € A’ et tout ¢t € [0;1]
notons h(t, y) 'unique point z de [x; y] tel que I([x; 2]) = tI([z;y]) ; application h
définit alors une rétraction par déformation de A’ sur {z}; comme X admet une
rétraction par déformation sur A’ (assertion 1) ), il admet par concaténation une
rétraction par déformation sur {z} ; en conséquence, X est fortement contractile.

Enfin tout point de X a un voisinage ouvert qui est un arbre, admettant
par restriction une toise, et est donc par ce qui précede fortement contractile;
ainsi, X est localement fortement contractile, ce qui achéve la preuve de 3) et
la démonstration. [

1.7 Branches d’un graphe

(1.7.1) Soit X un graphe et soit x € X ; on notera Arb(X,z) I’ensemble des
sous-arbres ouverts de X contenant x. Une branche issue de x sera un élément
de lim o (V' \ {z}) pour V parcourant Arb(X,z); on notera br(X,z) I'ensemble

1%
des branches de X issues de z; la fleche naturelle br(X,z) — mo(V \ {a}) est
une bijection pour tout V' € Arb(X, z).

(1.7.1.1) Le cardinal de br(X, z) est égal a la valence de (X, x).

(1.7.1.2) Si b est une branche issue de = et si V' € Arb(X, ), on notera b(V)
I'image de b dans mo(V\{z});siV € Arb(X, z) et si V' € Arb(V, z) alors (V")
b(V)N V.

(1.7.1.3) Si b est une branche issue de z, une section de b sera un ouvert de X
de la forme b(V) pour un certain V'; on désignera par Sec b l'ensemble des
sections de b; remarquons que deux sections de b se rencontrent toujours.

On notera Secbr(X, z) ’ensemble des ouverts de X qui appartiennent & Sec b
pour au moins une branche b issue de x.

(1.7.1.4) Si {b1,...,b.} est un ensemble fini de branches de X issues de z,
si Z; est pour tout ¢ une section de b;, et si U est un voisinage ouvert de =z, il
existe V € Arb(X,z) que b;(V) C Z; pour tout i : il suffit de se donner pour
tout ¢ un élément W; de Arb(X,x) tel que b;(W;) = Z;, et de prendre pour V
n’importe quel élément de Arb(U NN\ W;, x).

(1.7.1.5) Lemme. Soit U un ouvert connezxe et non vide de X.

1) Si U € Secbr(X, z) il existe une unique branche b € br(X, x) telle que U €
Sec b.

2) Si U € Secbr(X, x) alors x est un point isolé de OU.

3) Si x est un point isolé de OU et si U est un arbre alors U € Secbr(X, ).

Démonstration. Supposons que U € Sec b pour une certaine b € br(X, ),
et soit V' € Arb(X,x) tel que b(V) = U. Si 8 est une branche issue de = et
différente de b, la composante 5(V) de V' \ {z} est disjointe de b(V'); c’est donc
une section de 8 qui ne rencontre pas U, ce qui exclut que U lui-méme soit une
section de 3, d’out 1).
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Supposons que U € Secbr(X, z) ; il existe alors V' € Arb(X, z) tel que U soit
une composante connexe de V'\ {z}. On a alors VNOU = {z}, et = est bien un
point isolé de U, d’ou 2).

Supposons maintenant que x soit un point isolé de OU et que U soit un arbre.
Comme z est isolé dans 9U, il existe un voisinage compact W de x dans X qui
est un arbre et ne rencontre pas U \ {z}. Nous allons tout d’abord montrer
que le voisinage W U U de x est un arbre.

Par construction, W U U est un sous-graphe fermé et connexe de X ; pour
s’assurer que c’est un arbre, on peut se contenter de vérifier qu’il ne contient
aucune boucle. On raisonne par 1’absurde : supposons qu’il existe une boucle C'
tracée sur W U U. Comme W est un arbre, il existe un point y sur C — W ;
comme U est un arbre, il existe un point z sur C' — U. Comme %UWU = {z},
chacun des deux intervalles ouverts tracés sur C' et joignant y a z contient x, ce
qui est contradictoire.

Soit V' la composante connexe de x dans I'intérieur de W UU ; c’est un sous-
arbre ouvert de X qui contient U U {z}. Comme W est par ailleurs un compact
ne rencontrant pas OU \ {z}, aucun point de U \ {x} n’appartient & Uintérieur
de W U U; par conséquent U NV = {z}. Il s’ensuit que U est une partie
ouverte, fermée, connexe et non vide de V' \ {z}, c’est-a-dire une composante
connexe de V' \ {z}; ainsi, U € Secbr(X,z). O

(1.7.1.6) Si U € Secbr(X,z), 'unique branche issue de  dont U soit une
section (c¢f. lemme |1.7.1.5| ci-dessus) sera appelée la branche définie par U.

(1.7.1.7) Soit b une branche de X issue de z. Soit V' € Arb(X,z) et soit U
un élément de Secbr(X,z) contenu dans b(V). Le lemme [1.7.1.5] assure que z

est un point isolé de OU ; c’est a fortiori un point isolé de Oy U. Comme U
est nécessairement un arbre puisque V' en est un, on déduit de l’assertion 3)
du lemme Pexistence de Vy € Arb(V, ) tel que U soit une composante
connexe de Vp \ {z}; il découle alors de l'inclusion U C (V') que U = b(Vp).

Notons qu’en vertu de ce qui précede, deux éléments de Secbr(X, z) qui sont
comparables pour l'inclusion définissent la méme branche.

(1.7.1.8) Si b est une branche de X issue de x, nous dirons par abus qu’un
ouvert U de X contient b s’il en contient une section. Si U est un ouvert de X
contenant b alors x € U : cela résulte du fait que x adhere a toute section de b.

(1.7.1.9) Si V est un voisinage ouvert connexe de z dans X et si W est une
composante connexe de X \ {z} alors W contient au moins une branche issue
de z : cela résulte immédiatement du fait que si U € Arb(V, x) alors U N W est
une réunion de composantes connexes de U \ {z} qui est non vide puisque x
adhere a W.

(1.7.1.10) Si b est une branche de X issue de z, on appellera base de sections
de b tout sous-ensemble A de Sec b tel que pour tout U € Sec b, il existe V
appartenant a % et contenue dans U.

(1.7.1.11) Si b est une branche de X issue de x, on peut retrouver x et b elle-
méme a partir de Sec b : le point x est I'unique point de X adhérent & tout ouvert
élément de Sec b; et assertion 1) du lemme assure qu’une branche issue
de x est uniquement déterminée par n’importe laquelle de ses sections.
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Cette remarque permet de définir une branche de X comme un sous-ensemble
de Z(X) qui est I'ensemble des sections d’une branche § issue d’un point &
de X ; dans ce cas § et £ sont uniquement déterminés, et ’on dira parfois que &
est [origine de (.

Si E est un sous-ensemble de X, et si U est un ouvert de X, on
notera br(X, E) (resp. br(X, E)cy 'ensemble des branches de X dont l'origine
appartient a F (resp. dont l'origine appartient & E et qui sont contenues dans U).

Images directe et réciproque d’une branche

(1.7.2) Soit ¢ : Y — X une application continue entre graphes, soit  un point
de X dont la fibre est finie, et soit y un antécédent de x.
Soit U un élément de Arb(X,x) et soit V un élément de Arb(p~1(U),y) qui
ne rencontre pas ¢~ '(z) \ {y}. Soit W une composante connexe de V \ {y};
son image est contenue dans une composante connexe de U \ {z}. Modulo les
bijections
br(X,z) ~ mo(U \ {z}) et br(Y,y) ~ mo(V \ {y}),

on définit ainsi une application br(Y,y) — br(X, ) qui ne dépend pas du choix
de U et V et sera notée b — ¢(b). Si a € br(X,z) on désignera par ¢~ !(a)
Iensemble des branches b de Y telles que ¢(b) = a.

(1.7.3) Soit ¢ : Y — X une application continue compacte et ouverte entre
graphes, soit # un point de X dont la fibre est finie et soit a € br(X, x). Soit Uy
un élément de Arb(X,x) tel que ¢~ 1(Up) soit une réunion disjointe d’arbres
séparant les antécédents de x.

(1.7.3.1) L’ouvert ¢~ (Up) est la réunion disjointe des ¢! (Up), ot y parcourt
la fibre ¢~ !(z). Soit W une composante connexe de ¢~ 1(a(Up)); elle est
contenue dans ¢~ !(Up), pour un certain y uniquement déterminé, et est plus
précisément une composante connexe de ¢~ '(Up), \ {y}. Elle définit donc
une branche by de Y issue de y; il résulte de la définition de I'image d’une
branche que W + by, établit une bijection entre mo(p~1(a(Uyp))) et = 1(a);
nous noterons b — b(Up) la bijection réciproque. Pour tout y € ¢~ 1(x) la
composante <p_1(U0)y se surjecte sur Uy, ce qui entraine l'existence d’une
branche b appartenant & ¢! (a) telle que b(Up) C ¢~ (Up),, c’est-a-dire encore
telle que 'origine de b soit égale a y.

Soit U € Arb(Up,z). On a ¢ ' (U), = ¢ *(Uy)y N ¢ *(U) pour tout
élément y de o~ 1(x); il s’ensuit que si b € ¢~ !(a) alors

b(U) = b(Uo) xu, U = b(Uo) Xa(uy) a(U).

(1.7.3.2) Soit b € p~!(a) et soit y I'origine de b. Soit € Arb(¢~(Up)y,y). 11
existe U € Arb(Up, z) tel que ¢! (U), C ; on a alors b(U) C Q; la composante
connexe de Q\{y} qui contient b(U) coincide nécessairement avec b((2) ;
ainsi, b(U) C b(Q2). Par conséquent, {b(U)}uecarb(vy,) €St une base de sections
de b.

(1.7.3.3) Soit V une section de a telle que ¢~ (V) soit de la forme [[W; ot W;
est pour tout ¢ un ouvert de Y possédant les propriétés suivantes :
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e W, contient un unique antécédent y; de z ;
o W, € Secbr(Y, y;).

Si b; désigne pour tout 4 la branche issue de y; et définie par W;, alors {b;};
coincide avec ¢~ 1(a). En effet, soit U € Arb(Up,x) tel que a(U) C V; on a
alors o Ha(U)) = I b(U). Pour tout 4, le produit fibré W; xy a(U) est

bep~1(a)
un ouvert fermé de ¢~!(a(U)), qui est non vide puisque W se surjecte sur V ;

il s’%écrit donc [ b(U), ott %; est un sous-ensemble non vide de p~*(a); on
beERB;

ap~l(a) =112

Fixons i. Si b € %; origine de la branche b adhere a b(U), et a fortiori
a W;; elle est donc égale & y;. Les ouverts b(U) et W, appartiennent alors tous
deux a Secbr(Y, y;), et b(U) C W;. Il ’ensuit qu'’ils définissent la méme branche
issue de y; , et donc que b = b;. Ainsi, B; = {b;} pour tout i, et Pon a
finalement bien ¢~!(a) = {b; }:.

(1.7.3.4) Soit y un antécédent de x, et soit b une branche issue de y
appartenant & ¢~ !(a). Soit W une section de b telle que (W) € Secbr(X,z);
la branche définie par ¢ (W) coincide alors avec a. En effet, on déduit de
que W contient une section W’ de b telle que ¢(W’) soit une section de a;
comme o(W') C (W), il résulte de que (W) est une section de a.

(1.7.4) Soit X un graphe, soit Y un sous-graphe de X et soit 2 € Y ; nous allons
montrer que br(Y,xz) — br(X, x) est injective. Soit X’ € Arb(X, z) et soit Y’ €
Arb(Y N X', z); soit U une composante connexe de X'\ {z} , et soient V et W
deux composantes connexes de Y\ {«} contenues dans U. Choisissons v dans V
et choisissons w dans W. Les intervalles [v; 2| et [w; z[ sont respectivement tracés
sur V et W; mais ils sont également tous deux tracés sur U, puisque v et w
appartiennent & U ; leur intersection est donc non vide (elle est de la forme [t; x|
avec t € U), ce qui entraine que V = W ; ainsi, br(Y, z) s’injecte dans br(X, x),
comme annoncé.

Pour cette raison, nous identifierons le plus souvent implicitement br(Y, x)
& un sous-ensemble de br(X, x). Modulo cette convention, on peut par exemple
écrire que si X et Y sont des arbres et si b € br(Y, ) alors b(Y) =b(X)NY.

Notons par ailleurs une conséquence triviale de linjectivité de la
fleche br(Y,z) — br(X,z) : si Y est localement fini, le cardinal de br(X,x)
est minoré par la valence de Y en .

Branches et étoiles

(1.7.5) Soit X un graphe et soit z € X.

(1.7.5.1) Nous dirons qu’un intervalle ouvert tracé sur X aboutit proprement
axsiaxz € Ol etsilestun arbre; cela revient & demander que I soit ou bien
un segment dont z est I'une des extrémités, ou bien une demi-droite dont x est
Pextrémité. Si I aboutit proprement & x alors I U{z} est un graphe localement
fini dont z est un point unibranche ; lorsqu’on verra I'unique branche de I U {xz}
comme un élément de br(X, z), on dira que c’est la branche définie par I.

(1.7.5.2) L’ensemble des intervalles ouverts tracés sur X et aboutissant
proprement & X sera noté Interv(X,z); le sous-ensemble de Interv(X,x)
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formé des intervalles faiblement admissibles (resp. relativement compacts, resp.
faiblement admissibles et relativement compacts) dans X sera noté Interv, (X, x)
(resp. Interv(X,z), resp. Interv, (X, z)). Si b € br(X,z), le sous-ensemble
de Interv(X,z) formé des intervalles définissant une branche b donnée sera
désigné par Interv(X,b); si I € Interv(X,z), le sous-ensemble de Interv(X,x)
formé des intervalles contenus dans I sera noté Interv(X,x)cy.

On emploiera également, avec un sens évident, des notations
telles Interv, (X, b), Interv, (X, z)cr, Interv(X,b)cr, Intervy (X, b)c, ete.

(1.7.5.3) Soit b € br(X,z) et soit I € Interv,(X,b). Comme dI’ = 91, lequel
contient au plus deux éléments dont z, le point x est isolé dans OI” ; comme T est
un arbre, I® est un arbre. On déduit alors du lemmeque I’ € Secbr(X, x);
comme I C I’ la branche définie par I” est égale & b.

(1.7.6) Une étoile est la donnée d’un arbre fini I et d’un point = distingué
sur I, que l'on appelle son sommet, et qui est tel que T\ {x} soit réunion finie
disjointe d’intervalles ouverts, que ’on appelle les arétes de I'; le nombre de ces
intervalles est égal a la valence de (', z); on l'appellera simplement la valence
deT.

Si X est un graphe, si z € X et si ' est un sous-arbre de X contenant x,
on dira par abus que I' est une étoile de sommet x si le couple (T, z) définit
une étoile de sommet x, c’est-a-dire si et seulement si ' \ {2} est réunion finie
disjointe d’intervalles ouverts; on dira aussi d'un tel I' qu’il est une étoile de
sommet = tracée sur X.

(1.7.6.1) SiT est une étoile et si x est son sommet, la valence de T" est nulle
(resp. égale a 1, resp. égale & 2) si et seulement si I' = {z} (resp. ' est un
intervalle ouvert, resp. I' est une demi-droite d’origine x).

(1.7.6.2) Si T est une étoile et si = est son sommet, la valence de (T',y) est
égale & 2 pour tout y € I'\ {z}; si la valence de I' est différente de 2, le point x
ne dépend donc que du graphe localement fini I" et peut étre caractérisé comme
son unique sommet topologique.

Notons par contre que si I est un intervalle ouvert et si y est n’importe quel
point de I alors I peut étre considéré comme une étoile de sommet y.

(1.7.6.3) SiT est une étoile et si z est son sommet, on appellera sous-étoile de T’
tout voisinage ouvert convexe de x dans I'; les sous-étoiles de I' sont exactement
les étoiles de sommet x tracées sur I'.

(1.7.7) Soit X un graphe et soit x € X. On notera St(X,z) I'ensemble des
étoiles de sommet x tracées sur X dont ’adhérence dans X est un arbre. Un sous-
graphe I' de X appartient & St(X, x) si et seulement si il est de la forme {z} U

N

U I; ot E est un ensemble fini, ot chacun des I; est un intervalle ouvert
icE

aboutissant proprement & x et ot I; N E = {z} dés que i # j. Si c’est le cas,
les I; sont alors les arétes de I'.

Le sous-ensemble de St(X,z) formé des étoiles dont toutes les arétes sont
faiblement admissibles dans X sera noté St,(X,x); celui formé des étoiles
relativement compactes dans X sera noté St.(X, z) ; on désignera par St, o(X, x)
I'intersection de St, (X, z) et Sto(X, x).



72 Graphes réels

(1.7.7.1) Pour tout I' € St(X,x), le sous-ensemble br(I',z) de br(X,z) est
constitué des branches définies par les arétes de T'.

(1.7.7.2) Si A est un sous-graphe de X, on notera St(X, z)ca le sous-ensemble
de St(X,z) formé des étoiles contenues dans A; on utilisera a l'occasion les
notations St, (X, x)ca, etc., dans un sens évident.

Si A contient x et est fini en x, et si N désigne la valence de (A, z) alors
les étoiles de valence N appartenant & St(X,z)ca constituent une base de
voisinages ouverts de x dans A.

(1.7.8) Nous utiliserons librement dans la suite le fait élémentaire suivant :

soit X un graphe, soit € X et soit % un sous-ensemble fini de br(X, z) ; il existe

alors T' € St(X, ) telle que br(I',x) = %B. En effet, choisissons V € Arb(X,x);

donnons-nous pour chaque b € % un point x, de b(V). Pour tout b € A,

I'intervalle [xp; ] est tracé sur b(V); il s’ensuit que I' := {a}U | |xp; [ est une
be %

étoile de sommet x tracée sur X et que br(T', z) = A.

(1.7.9) Soit X un graphe, soit z € X et soient I' et IV deux étoiles tracées
sur X de sommet x.

(1.7.9.1) 1l existe A € St(X,x) possédant les propriétés suivantes :

e A est un ouvert de TUTY;

o br(A,z) =br(I',z) Ubr(I”, z).

e la réunion de {z} et des b(A) ou b parcourt br(T',z) (resp. br(I',x)) est
égale a l'ouvert ANT (resp. ANTY) de T (resp. I").

Pour le voir, on choisit V' € Arb(X, z) ; la composante connexe I'g (resp. I'f)
de z dans VNI (resp. VNIY) appartient & St(V, x) ; il existe un voisinage ouvert
convexe W de x dans V tel que WNT C Ty et WNIY C T'f, ; par convexité, WNT'
(resp. W NT") appartient & St(W, z); quitte & remplacer X par W et T et T
par leurs intersections avec W, il est loisible de supposer que X est un arbre.

11 est alors clair que 'on peut prendre pour A la réunion de {z} et de

U b(I) U U b(I') U U b)) Nb(IY) .

bebr(T,z)—br(I,z) bebr(I7,z)—br(T,z) bebr(T,z)Nbr(I,z)

(1.7.9.2) Soit A € St(X,x) satisfaisant les conditions énoncées au [1.7.9.1| ci-
dessus ; toute sous-étoile de A les satisfait encore. L’ouvert ANT NI de NIV

est égal & {z} U b(A); c’est une étoile tracée sur X dont ’ensemble
bebr(T,z)Nbr(IV,x)
des branches issues de z est égal a br(I', z) Nbr(IV, z).

(1.7.9.3) Comme I' et I" sont deux sous-graphes localement finis,
l'intersection I'MT” est un graphe localement fini. Comme I et I sont deux sous-
graphes localement finis et fermés de X, leur réunion est un sous-graphe fermé
et localement fini de X. Le complémentaire de I' UI"” dans celui-ci est contenu
dans OT' U AT, et partant fini; il est en particulier fermé. Par conséquent, I'UT”
est un ouvert de I UT” est de ce fait un sous-graphe localement fini de X.

11 découle de [1.7.9.1) et [1.7.9.2) que br(I' NIV, z) = br(T',z) N br(I", x), et
que br(TUTY, z) = br(T',z) Ubr(I",z) ;
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(1.7.10) Soit X un graphe, soit x € X et soit I' une étoile de somme x
tracée sur X. Pour tout b € br(I', z), donnons-nous une section U, de b. Nous
allons montrer qu’il existe A € St, (X, x)cr telle que pour tout b € br(T', z)
laréte b(A) de A soit contenue dans Up.

Il existe V € Arb(X,z) tel que b(V) C U, pour tout b € br(I',z) (L.7.1.4) ;
la composante connexe I'y de x dans I' NV est une sous-étoile de IT'; il existe un
sous-graphe admissible et localement fini IV de V' qui contient I'y.

Soit b € br(T, x). Comme I est localement fini, il existe un point x; sur b(T)
tel que |xp; [ ne contienne aucun sommet de I'; Uintervalle |zp; [ est deés lors
ouvert dans IV, et partant faiblement admissible dans V.

Comme 9 (Jap; 2[*) = 0 (Jzp; z]) = {zp, 2}, Vouvert |z,; z[* est inclus dans V'\
{z}; comme il est connexe et rencontre b(V') (puisqu’il contient |xp;z[), il est
contenu dans b(V), et a fortiori dans Up.

La réunion A := {z} U J]zs; x| satisfait alors les conditions requises.

Remarque. Si A est une sous-étoile de I' possédant les propriétés énoncées
ci-dessus, il en va de méme de toute sous-étoile de A.

(1.7.11) Soit X un graphe, soit z € X et soit I' € Sto(X,z). Soit V la
composante connexe de z dans X \ oI

(1.7.11.1) Soit I une aréte de T et soit b la branche qu’elle définit. L’ouvert I°
appartient a Secbr(X, x) et la branche qu’il définit est précisément b ; il
est connexe, non vide, et son bord est contenu dans {x} UJT; il est donc fermé
dans V'\ {z} et en est de ce fait une composante connexe. Soit J une aréte de I'
distincte de I et soit 3 la branche définie par J; comme l'ouvert J° appartient
A Secbr(X, ) et définit 3, il differe de I°; les composantes connexes I° et .J°
de V'\ {z} sont des lors disjointes.

(1.7.11.2) Soit N la valence de T et soient Iy,..., Iy ses arétes; les I? sont
en vertu de ce qui précede des composantes connexes deux a deux distinctes
de V'\ {z}. Comme toute composante connexe de V'\ {x} contient une branche
issue de x , les assertions suivantes sont équivalentes :

i) le cardinal de br(X,x) est égal & N ;

i) V\ {z} =111}

Supposons qu’elles soient satisfaites et soit W une composante connexe
de V —T. Si OW = {z} alors W est une composante connexe de V \ {z}
qui évite I' et ne peut donc étre I'un des I Zb , ce qui contredit ii) ; par conséquent,
il existe 7 et un point y € I; tel que y € IW. L’intersection W N If est alors non
vide, ouverte et fermée dans W (puisque dI? C {z} U dT'); elle coincide donc
avec W, ce qui signifie que W C Iib . Des lors, W est une composante connexe
de Iz'? — I; ; comme I; est un sous-graphe admissible de I f , la composante W est
un arbre a un bout relativement compact.

Il s’ensuit que le sous-graphe fermé I' de V' est admissible ; par conséquent, I
est faiblement admissible et V = TI”.

(1.7.12) Soit X un graphe et soit z € X. Supposons que br(X, x) soit fini, et
notons N son cardinal.

Soit T" un élément de St(X,x) de valence N et soient Iy, ..., I, ses arétes.

Les assertions suivantes sont alors équivalentes :
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i) I' € Sto(X, ), i.e. les I; sont faiblement admissibles ;
ii) I' est faiblement admissible.

En effet, i)= ii) est une conséquence du[1.7.11.2| ci-dessus, et ii)=-1) découle
du fait que chacun des I; est un ouvert de I'. Si ces conditions sont satisfaites, il
découle de(1.7.11.2[que les Iib sont exactement les composantes connexes de I’ \

(1.7.12.1) Soit T' un élément de St(X,z) de valence N (ce qui revient &
demander que br(T',z) = br(X,xz)). Nous allons montrer que x posséde une
base de voisinages ouverts de la forme A’ ot1 A € Stac(X, Z)cr.

Soit V' un voisinage ouvert de z ; il contient une sous-étoile I'y de I", qui est
une z-étoile de V. On déduit de qu’il existe une sous-étoile A de I'y dont
les arétes sont faiblement admissibles dans V'; il découle alors de [I.7.11.2] que A
est faiblement admissible dans V'; cela équivaut a dire que A est faiblement
admissible dans X et que A’ C V, ce qui achéve notre preuve.

(1.7.12.2) Si T est un élément de St,(X,z) de valence N, I'ouvert I'” est un
arbre a N bouts relativement compact dont I' est un sous-arbre admissible, et
est méme le squelette si N > 2, puisque la valence de (T, y) est alors au moins
égale & 2 pour tout point y de I'. Ainsi, le point x posséde en particulier une
base de voisinages qui sont des arbres a IV bouts.

(1.7.13) Soit X un graphe et soit z € X. Nous allons montrer que br(X, x) est
fini si et seulement si il existe un entier n tel que = posseéde une base de voisinages
formée d’arbres & n bouts, et que si c’est le cas, le cardinal de br(X, x) est le plus
petit entier n a satisfaire cette propriété. Compte-tenu du ci-dessus, il
suffit de vérifier que si x possede une base de voisinages formée d’arbres a n
bouts, alors br(X, z) a pour cardinal au plus n.

On raisonne par contraposition. On suppose donc qu’il existe n+ 1 éléments
distincts by, ..., b, 41 dans br(X, z). En vertu de il existe I' € Sto(X, z)

telle que br(T,z) = {b1,...,bny1}. Si V désigne la composante connexe de x
dans X \ 0T, il découle de [1.7.11.1] que les ouverts by (I')°, ..., by41(I')” sont des
composantes connexes deux & deux distinctes de V' \ {z}.

Soit W un sous-arbre ouvert de V' contenant z; nous allons monter que W
a au moins n + 1 bouts, ce qui permettra de conclure. Il suffit de s’assurer
que W\ {z} a au moins n + 1 composantes connexes non compactes. Fixons 4,
et soit W; une composante connexe de W\ {2} contenue dans b;(T')" (il en existe
au moins une car W rencontre b;(T')°, & laquelle z adhere). Si W; était compacte,
ce serait un ouvert fermé non vide de IZ'-’, et donc If elle-méme, qui n’est pas
compacte (c’est un arbre & deux bouts) ; par conséquent W; n’est pas compacte,
ce qui acheve la démonstration.

(1.7.14) Soit X un graphe et soit © € X. Les résultats énoncés ci-dessus
s’appliquent notamment au cas des étoiles de sommet x dont la valence 1, c’est-
a-dire au cas des demi-droites issues de x ; ils se déclinent alors comme suit.

Si b € br(X,z), il existe I € Interv(X,d) (1.7.8]; nous utiliserons librement
ce fait dans la suite) ; si I et I’ sont deux intervalles appartenant a Interv(X, b),
il existe un intervalle I"" appartenant & Interv(X,b) qui est contenu dans I NI’
; et si I € Interv(X,b) les ouverts J°, olt J € Interv, o (X, z)c s, forment

une base de sections de b (1.7.10)).
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Le point z est unibranche si et seulement si il est non isolé et possede une
base de voisinages ouverts constituée d’arbres a un bout (|1.7.13|) ; si c’est le cas
et si I € Interv(X, x) alors :

e pour tout J € Interv,y(X,z)c; la demi-droite J U {z} est faiblement
admissible dans X (1.7.11.2));

e les arbres & un bout (J U {x})” constituent, lorsque l'intervalle .J parcourt
Interv, (X, x)c s, une base de voisinages ouverts de x .

(1.7.15) Soit X un graphe, soit z € X et soit b € br(X,z). Pour tout
intervalle non vide I, on note Or(I) '’ensemble des orientations de I. Soient I
et I’ deux intervalles appartenant & Interv(X,b). D’apres le ci-dessus, il
existe un intervalle I" appartenant a Interv(X,b) qui est contenu dans IN1I'. La
famille {Or ()} reintenv(x,5) aPparait ainsi comme un systeéme filtrant dont toutes
les fleches de transition sont des isomorphismes. On note Or(b) sa limite (a la fois
inductive et projective, selon le sens dans lequel on considere les isomorphismes) ;
c’est un ensemble a deux éléments appelées orientations de la branche b. Pour
tout I € Interv(X,b), on dispose d’un isomorphisme naturel Or(I) ~ Or(b).

On dit que b est orientée si on a choisi une orientation de b; on dit que b
est orientée vers x si on a choisi 'orientation induisant sur tout I € Interv(X,b)
I’orientation vers z, et depuis x sinon.

Branches et bouts

(1.7.16) Proposition. Soit X un graphe et soit S un sous-ensemble fini de X.
Soit U une composante connexe de X \ S, soit F lUensemble des fermés de X
contenus dans U et soit I Uensemble lim mo(U —Y).

YeF

i) Pour tout x € S l'ensemble br(X, )y est fini, et non vide si et seulement
six € oU.

it) Si Zy est pour tout b € br(X,S)cu une section de b contenue dans U
alors U —J Zy est un fermé de X.

i11) Pour tout Y € %, il existe Y' € F tel que Y C Y’ et tel que U — Y’

s’écrive
I 2
bebr(X,S) cu

ot Zp est pour tout b une section de b; on dispose donc d’une bijection
naturelle br(X, S)cy ~I1.

iv) La fleche naturelle TI — dU est injective, et bijective si et seulement
si U est relativement compacte. On dispose donc en vertu de i) d’une
injection br(X, S)cu < U qui est bijective si et seulement si U est relativement
compacte.

Démonstration. On procede en plusieurs temps.

(1.7.16.1) Réduction au cas ot S = OU. Le bord de U est contenu dans S, et U
est une composante connexe de X \ 9U. Par ailleurs, si « est un élément de S tel
qu’il existe une branche de X issue de x et contenue dans U alors z € 9U ; on
peut donc, pour établir la proposition, remplacer S par QU , ¢’est-a-dire supposer

que S =0U.
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(1.7.16.2) Remarques générales et preuve de i). Soit x un point de S et soit V' €
Arb(X, z) tel que VNS = {z}. Soit X’ la composante connexe de x dans X —
(S\{z}); onaV C X’; comme z € 9U, l'ouvert U est contenu dans X’
et U est ainsi une composante connexe de X’ \ {x}. Par conséquent V N U est
une réunion finie de composantes connexes de V' \ {z} (1.3.3.2), qui est non vide
puisque x € AU ; les composantes en question sont nécessairement celles qui sont
de la forme b(V') ot b € br(X,z)cy. On en déduit notamment que br(X,z)cy
est fini et non vide, d’ou I’assertion 1i).

(1.7.16.3) Soit V un voisinage ouvert de S. Comme S = 9U, le fermé U — V
de U est également fermé dans X.

(1.7.16.4) L’ensemble fini S posséde une base de voisinages de la forme [[ V,,
ou V, est pour tout x € S un élément relativement compact et a bord fini
de Arb(X,z), et ou les V, sont deux & deux disjoints. Si V' = [[V, est un tel
voisinage et si 'on pose T'= U N OV les faits suivants sont vérifiés :

o VNU = 11 b(V,.) (cela résulte de|1.7.16.2) ;
z€S,bebr(X,x)cu

o U —V est fermé dans X (L.7.16.3) ;

e chacune des b(V,) est une composante connexe de U \ T, qui n’est pas
relativement compacte dans U puisque x € 9b(Vy) ;

e le compact £ (T) est contenu dans U — V' (c’est une conséquence directe
de Dassertion précédente).

(1.7.16.5) Preuve de ii. Choisissons V = [[V, comme au ci-dessus,
en exigeant de surcroit que b(V;) C Z; pour tout x et toute b € br(X,z)cy
. Le fermé U — |JZ, de U est alors contenu dans U — V, lequel est
fermé dans X ; par conséquent, U — | J Z;, est fermé dans X.

(1.7.16.6) Preuve de ). Soit Y € #. Choisissons V = ][V, comme
au ci-dessus, en exigeant de surcroit que chacun des V, évite Y. Le
sous-ensemble U — V' de U est alors un fermé de X qui possede la propriété
requise.

(1.7.16.7) Assertion i) : preuve de l'injectivité. Soient w et w’ deux éléments
de TI dont les images dans dU coincident ; pour tout Y € %, on notera w(Y)
et @'(Y) les images respectives de w et w’ dans mo(U —Y).

Soit Y € .#. Choisissons V = ][V, comme au[L.7.16.4 ci-dessus, en exigeant
de surcroit que chacun des V, évite Y ; posons T =U NIV et Z =U — V. Le
sous-ensemble Z de U est fermé dans X et contient Y;ona dyZ =0xZ =T
et Ay (T) Cc Z.

Les ouverts w(Z) et w’(Z) étant deux composantes connexes de U — Z, ce
sont deux composantes connexes de U\T qui ne sont pas contenues dans £ (T) ;
autrement dit, ce sont deux composantes connexes de U \ (7). Comme les
images de w et @’ dans dU coincident par hypothése, on a I'égalité w(Z) =
w'(Z), donw(Y) = @' (Y). Ceci valant pour tout Y € %, 'application IT — 2U
est bien injective.

(1.7.16.8) Fin de la preuve de iv). Si U est relativement compacte alors % est
I’ensemble des compacts de U, et II — 0oU est clairement bijective.

Supposons maintenant que U ne soit pas relativement compacte.

Choisissons V' = [[V, comme au [1.7.16.4] ci-dessus; posons Z = U — V
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et T=UNJV.Ona #y(T) C Z. Comme U n’est pas relativement compact, il
ne peut étre contenu dans ¢ (T)UV ; il existe donc une composante connexe W
de U\T qui n’est pas relativement compacte dans U et n’est pas I'une des b(V,),
ce qui veut dire que W C Z. Comme W n’est pas relativement compacte, il
existe y € U dont I'image dans 7o(U \ T') est égale & W. Si y était 'image d’'un
certain élément w de II, la composante w(Z) de U — Z devrait étre contenue
dans W, ce qui est absurde puisque W C Z. O

(1.7.17) On conserve les notations de la proposition [1.7.16| ci-dessus. Soit w €
oU. Si w est 'image d’une branche b € br(X,S) C U et si z désigne l'origine
de b on dira alors que w converge vers x.

(1.7.18) Tllustrons la proposition [1.7.16| dans deux cas treés simples, qui seront
constamment utilisés par la suite.

(1.7.18.1) Soit X un graphe et soit U un ouvert de X qui est un graphe connexe
relativement compact ayant exactement un bout (le cas le plus utilisé sera celui
ot U est un arbre & un bout relativement compact). Comme U a exactement
un bout, il n’est pas compact ; comme il est relativement compact, OU est non
vide. La proposition [1.4.5| assure alors que AU est un singleton ; si x désigne son
unique élément, on déduit de la proposition ci-dessus que br(X,z)cy est
un singleton. L’unique bout de U converge vers x.

(1.7.18.2) Soit X un graphe et soit U un ouvert de X qui est un arbre & deux
bouts. Son squelette S(U) est alors un sous-graphe faiblement admissible de X,
son adhérence S(U) est égale S(U)UAU et est un sous- graphe admissible de U.
Trois cas peuvent se présenter.

o L’ensemble br(X,0U)cy est vide. Cela se produit si et seulement si OU
est vide, et aucun des deux bouts de U ne converge alors.

o L’ensemble br(X,0U)cy est un singleton. Dans ce cas U n’est
pas relativement compact, et OU est nécessairement lui-méme un
singleton {x}. Comme S(U) U {z} est un sous-graphe admissible de U,
il est connexe et non compact; par conséquent, c’est une demi-droite
éventuellement longue issue de z, et U est un arbre & un bout.
L’ensemble br(X,z)cy est un singleton. L’un des bouts de U converge
vers z, 'autre ne converge pas.

e L’ensemble br(X,0U)cy a deux éléments. Dans ce cas U est compact, et
son sous-graphe admissible S(U) U QU est compact et connexe.

o Si QU a deux éléments z et y alors U s’identifie & la compactification
arboricole de U, et S(U) U {z,y} est un segment. Chacun des
ensembles br(X, z)cy et br(X,y)cy est un singleton. L’un des bouts
de U converge vers x, ’autre vers y.

o Si QU est un singleton {z} alors le graphe compact S(U) U {z}
est un cercle, et U n’est donc pas un arbre. Comme S(U) U {x}
est de valence 2 en chacun de ses points, c’est le squelette de U.
L’ensemble br(X,z)cy a deux éléments, et chacun des deux bouts

de U converge vers x.
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1.8 Cochaines harmoniques sur un graphe
localement fini

Définition et premieres propriétés

(1.8.1) Soit X une variété topologique séparée purement de dimension 1,
connexe et non vide. C’est un cercle ou une droite éventuellement longue, et
elle possede donc exactement deux orientations.

Si U est un ouvert connexe et non vide de X et si o est une orientation
sur U (resp. X) on se permettra de noter encore o lorientation induite sur X
(resp. U), si cela ne préte pas a confusion.

(1.8.2) Soit I" un graphe localement fini et soit S un sous-ensemble fermé et
discret de I', contenant tous ses sommets. L'ouvert I' \ S de I' est alors une
variété topologique purement de dimension 1. On note Or(T',.S) 'ensemble des
couples (I,0) olt I est un ouvert connexe non vide de I' \ S et ol o est une
orientation sur celui-ci; on note Or™**(T", S) le sous-ensemble de Or(T', S) formé
des couples (I, 0) tels que I soit une composante connexe de I"\ S.

(1.8.3) Soit A un groupe abélien. Une A-cochaine sur (I',S) est une
application ¢ : Or(T',S) — A satisfaisant les deux axiomes suivants :

e pour tout (I,0) € Or(I', S) eut tout ouvert connexe J de I'\ S contenant I,
on a ¢(I,0) = ¢(J,0);

e pour tout ouvert connexe non vide I de I'\ S dont on note o et o les deux
orientations, on a ¢(I,0) + ¢(I,0") = 0.

(1.8.3.1) L’ensemble Coch(T", S, A) des A-cochaines sur (I',S) constituent de
fagon naturelle un groupe abélien, et un A-module si A est le (groupe abélien
sous-jacent &) un anneau commutatif unitaire.

(1.8.3.2) On peut également définir une A-cochaine sur (I',S) comme une
application ¢ de Or™**(T', S) vers A telle que p(I,0) + ¢(I,0") = 0 pour toute
composante connexe I de I' \ S dont on note o et o' les deux orientations.
En effet, une telle ¢ étant donnée, on vérifie aussiot qu’elle admet un unique
prolongement v a Or(T", S) satisfaisant les axiomes requis; si (I, 0) € Or(T', S) et
si J désigne la composante connexe de I'\ S contenant I, alors (I, 0) = ¢(J,0).

(1.8.3.3) Soit x € S et soit ¢ une A-cochaine sur (I',.S). Comme I' est
localement fini et comme S est discret, il existe un voisinage ouvert A de x dans I’
qui est une étoile de sommet x et est tel que ANS = {z}. Soient I, ..., I, les
composantes connexes de A\ {z} ; pour tout s, on note o; 'orientation de I; dans
la direction de z. La somme ) _; ¢(I;, 0;) ne dépend pas de A, et est notée 9, (¢).

(1.8.3.4) La cochaine ¢ est dite harmonique si 0,(¢) = 0 pour tout point x
de S. L’ensemble des A-cochaines harmoniques sur (I',.S) est un sous-groupe
de Coch(T, S, A), et un sous-module de ce dernier lorsque A est un anneau.

(1.8.4) Soit T un sous-ensemble fermé et discret de I' contenant S. L’ensemble
Or(T', T') est un sous-ensemble de Or (T, S), et la restriction induit un morphisme
Coch(T', S, A) — Coch(T', T, A).

(1.8.4.1) Ce morphisme est injectif. En effet, soit ¢ € Coch(T',S,A) une
cochaine induisant la cochaine nulle sur (I',T), et soit (I,0) € Or(T,S).
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Comme T est discret, il existe un intervalle ouvert non vide J contenu dans I
et ne rencontrant pas T'; on a alors ¢(I,0) = ¢(J,0) = 0, et ¢ est bien nulle.

(1.8.4.2) Soit ¢ € Coch(T', S, A) et soit ¢ la cochaine induite sur (T',T).
Soit x € S. Soit ¢ une A-cochaine sur (T',S) et soit ¢ la A-cochaine induite
sur (I',T). Soit z € S. Choisissons un voisinage ouvert A de z dans ' qui est
une étoile telle que ANT = {z}. On a a fortiori ANS = {z}, et il résulte alors
immédiatement des définitions que 9, (1)) = 0z ().

(1.8.5) Nous allons montrer que Coch(I', S, A) — Coch(I',T, A) induit un
isomorphisme entre les groupes de A-cochaines harmoniques sur (T, S) et (T, T').

(1.8.5.1) Soit ¢ une A-cochaine harmonique sur (T',S), et soit ¢ son image
dans Hom(Or(I',T'), A). Nous allons vérifier que ¢ est une cochaine harmonique
sur (I, T). Soit x € T

Supposons que x € S. On a d’apres [1.8.4.2| 'égalité 9, (¢) = 0.(¢) = 0.

Supposons que x ¢ S. Le graphe I" est de valence 2 en z; il existe donc un
voisinage ouvert I de x dans I' qui est un intervalle dont I'intersection avec T
est égale & {x}. Soient I’ et I" les deux composantes connexes de I\ {z}; on
note o’ (resp. o) orientation de I’ (resp. I'") dans la direction de z. On a alors

0x () = p(I',0") +p(I",0") = p(I',0") + o(I",0") = ¢(I,0) + ¢(I,0") =0

puisque les deux orientations o' et o” de I sont opposées. Ainsi, 1 est
harmonique.

(1.8.5.2) Soit 1) une A-cochaine harmonique sur (T, T'), soit (I,0) € Or(T, .S),
et soit J un ouvert connexe et non vide de I ne rencontrant pas 7. Nous allons
montrer que ¥(J,0) ne dépend que de (I,0), et pas du choix de J.

Pour ce faire, on choisit un second ouvert connexe et non vide J’ de I ne
rencontrant pas 7. On se donne un point a sur J, un point b sur J’, et un
segment joignant a & b que l'on se permet de noter [a;b] (méme si I est un
cercle). L’intervalle J contient un intervalle ouvert non vide inclus dans |a; b[, et
de méme pour J'; on est donc ramené au cas ou J et J' sont contenus dans Ja; b|
puis, quitte a les agrandir, a celui ot chacun d’eux est une composante connexe
de Ja; b\T.

L’intersection |a; b|NT est un ensemble fini 1 < z9 < ...x,. Il suffit des lors
de démontrer que pour tout ¢ compris entre 1 et n, on a

Y(|zi—1; 23], 0) = Y(lzs; 2341, 0),

avec les conventions xg = a et x,, = b. Mais c’est une conséquence immédiate
du fait que d4, (1) = 0.

Il est en conséquence licite de poser ¢(I,0) = 1(J,0) ou J est n’importe
quel ouvert connexe et non vide de I ne rencontrant par 7T'. Par construction, ¢
est une A-cochaine sur (T, S), qui induit la A-cochaine v sur (T, T'). Comme )
est harmonique, on déduit de que ¢ est harmonique, ce qui acheve la
démonstration.

(1.8.6) Le groupe des A-cochaines harmoniques sur (I',S) est donc
canoniquement indépendant de S'; on le note Harm(I', A), et on dira simplement
de ses éléments que ce sont des A-cochaines harmoniques sur I'.
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Interprétation cohomologique

(1.8.7) Supposons que A est un anneau commutatif unitaire, et soit A une
application A-linéaire de H:(T, A) vers A.

Soit Sy I'ensemble des sommets de I', et soit I un ouvert connexe et non
vide de T'\g. Soit u : I < T l'immersion ouverte, et soit o une orientation
sur I. Le choix de o fournit une classe fondamentale h appartenant & Hi (I,A);
posons ¢(1I,0) = A(u,h). L’application ¢ est alors une A-cochaine harmonique
sur (T', Sp), et 'on définit ainsi un morphisme de A-modules

Hom 4 (HY(T', A), A) — Harm(T', A).

(1.8.8) On munit A de la topologie discréte, et on fait de Hom 4 (HE(T, A), A)
et Harm(T', A) des A-modules topologiques comme suit.

e On considere Hom 4 (H(T', A), A) comme la limite projective des A-modules
discrets Hom 4 (M, A), ou M parcourt 'ensemble des sous-modules de type fini
de HX(T, A).

e On munit Harm(T', A) de la topologie induite par la topologie produit
de A0 (L.S0),

La fleche Hom 4 (HX(T", A), A) — Harm(I', A) construite au ci-dessus est
alors un isomorphisme de A-modules topologiques.

1.9 Quotients d’un graphe

Dans tout ce paragraphe, on désigne par G un groupe profini.

(1.9.1) SiT est un arbre localement fini et si S est 'ensemble de ses sommets,
on appellera aréte de I' toute composante connexe de I' \ S. Toute aréte de I’
est une droite éventuellement longue.

Si ¢ est une application dont la source I" est un graphe localement fini,
on dira que ¢ est injective par morceauz s’il existe un sous-ensemble fermé et
discret S de I tel que la restriction de ¢ & toute composante connexe de "\ S
soit injective.

Action de G sur un graphe : premieres propriétés

(1.9.2) Commencgons par quelques remarques générales. Soient X et Y deux
graphes et soit ¢ un homéomorphisme ¥ ~ X. Soit A un sous-graphe de Y
et soit y € Y'; les propriétés qui suivent sont conséquences immédiates des
définitions.

* o(S(Y)) = S(X);

e p(A) est admissible si et seulement si A est admissible et si c’est le cas, ¢
commute aux rétractions canoniques respectives de Y sur A et X sur ¢(A);

o p(A) est faiblement admissible si et seulement si A est faiblement

admissible et si c’est le cas, p(A”) = p(A).

De plus, siy € Y et si & = ¢(y) alors ¢ induit une bijection br(Y,y) ~
br(X,z); cela résulte de la définition méme des branches, et peut également
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étre vu également comme un cas particulier des constructions de et sq..
Si y est situé sur A, on vérifie aussitot que les bijections br(Y,y) ~ br(X,x)
et br(A,y) ~ br(p(A),z) sont compatibles aux inclusions br(A,y) C br(Y,y)
et br(p(A),x) C br(X, x).

Nous aurons surtout I'occasion d’appliquer les remarques qui précédent en
travaillant avec un graphe X muni d’une action de G, sur lequel on consideérera
des automorphismes de la forme z — g(z) avec g € G; elles ont notamment,
dans ce contexte, les conséquences suivantes :

e si A est un sous-graphe faiblement admissible de X stable sous G alors A”
est stable sous G;
o si x € X, le stabilisateur H de x agit sur br(X, z).

(1.9.3) Proposition. Soit X un graphe connexe sur lequel G agit. L’action
de G sur X s’étend d’une unique maniere en une action de G sur X.

Démonstration. Il résulte de la définition de X et de la densité de X dans X
que tout automorphisme de X s’étend de maniere unique en un automorphisme
de X. Par conséquent, I'action de G sur X s’étend d’une unique maniére en
une opération ensembliste de G sur X qui est continue par rapport a la seconde
variable; il reste a s’assurer que G x X — X est continue.

Soit S un sous-ensemble fini de X et soit U une composante connexe de X'\ S.
Soit, (g, ) un élément de Gx X tel que g(z) € U ; nous allons établir 'existence
d’un voisinage de (g, ) dans G x X dont I’image est contenue dans Ux , ce qui
permettra de conclure.

(1.9.3.1) Siz € X alors g(z) € UX N X = U, et il résulte de la continuité
de G x X — X qu'’il existe un voisinage ouvert de (g,x) dans 'ouvert G x X
de G x X dont I'image est contenue dans U, et a fortiori dans UX.

(1.9.3.2) Supposons maintenant que z € 09X ; choisissons un voisinage
compact Go de g dans G. Le sous-ensemble G 1S de X en est une partie
compacte ; il existe donc un sous-ensemble fini T de X tel que Gy LS c ox(T).
SiheGyonaSCh(Hx(T)) =x(h(T)).

Comme x € 0.X il appartient & X pour une certaine composante connexe V'
de X \ Jx(T). Si h appartient & Gg alors h(V) est une composante connexe
de X'\ #x (h(T)), et est donc contenue dans une composante connexe de X \ S.

En particulier, g(V') est contenu dans une composante connexe W de X\S; il

s’ensuit que g(VX) c WX ; comme g(x) € UX,onaW =U et donc g(V)CU.

Choisissons y € V. Par continuité de G x X — X, il existe un voisinage
ouvert H de g dans Gy tel que H.y € U. Si h € H alors h(V) rencontre U
par construction; par conséquent, la composante connexe de X \ Hx(S)
contenant h(V') n'est autre que U ; il s’ensuit que h(VX) C UX.

Ainsi, 'image réciproque de Ux par la fleche G x X — X contient le
voisinage H x VX de (g,z), ce qui achéve la démonstration. [J

(1.9.4) Lemme. Soit X un arbre sur lequel G agit. Soit g € G et soit x un point

de X tel que g(x) = x ; munissons X de Uordre partiel défini par x (rem. .
Siy € X est tel que y et g(y) soient comparables alors g fize [y;x] point par
point.
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Démonstration. Comme g(x) = x 'automorphisme g est croissant.

(1.9.4.1) Montrons tout d’abord que g(y) = y. Quitte a remplacer g par g~ et y
par g(y), on peut supposer que y < g(y). Par une récurrence immédiate g™ (y) >
y pour tout n. Comme G est profini, g™ tend vers 1’élément neutre e de G quand n
tend vers I'infini ; par conséquent, g"'~!(y) — ¢~ '(y) quand n tend vers l'infini.

Par ce qui précede, g"'~!(y) > y pour tout n > 2; on en déduit par passage
& la limite (licite du fait que )?gz est fermé pour tout z € )A(, cf. rem. |
que g~ 1(y) > y; en appliquant g, il vient y > g(y) ; comme par ailleurs y < g(y),
on a bien g(y) = y.

(1.9.4.2) Conclusion. Comme g(y) = y on a g([y; z]) = [y;z]. Soit z € [y;z].
Par ce qui précede, g(z) appartient & [y; z] et est de ce fait comparable & z; on
déduit alors du(1.9.4.1] appliqué & z au lieu de y, que g(z) = z. O

(1.9.5) Corollaire. Soit I une droite éventuellement longue sur laquelle G agit.
Si g est un élément de G qui ne permute pas les orientations de I alors g agit
trivialement sur I.

Démonstration. Soient x et y les deux bouts de I. Dire que g n’échange pas
les orientations de I signifie que g(x) = x (ou encore que g(y) = y). Il n’y a plus
alors qu’a appliquer le lemme précédent en remarquant que l'ordre induit par =
sur [ est total. (I

(1.9.6) Corollaire. Soit I une droite éventuellement longue. Si G agit sur I
de facon non triviale, il existe x € I et une symétrie o de centre x telle que
Daction de G se factorise par une surjection continue G — {ld,c}.

Démonstration. Donnons-nous une action non triviale de G sur [I; par
hypothese, il existe g € G et y € I tels que g(y) # y. L’action de g? respecte
nécessairement les orientations de I (c’est le cas pour le carré de n’importe
quel homéomorphisme de I); il s’ensuit, en vertu du corollaire ci-dessus,
que l'action de g2 est triviale; on a en particulier g?(y) = ¥, et g stabilise
donc le segment [y; g(y)]. Il induit de ce fait un automorphisme de [y; g(y)] qui
en permute les extrémités, et possede donc un point fixe = sur Jy; g(y)[. Si I
(resp. I3) désigne la composante connexes de I\ {} contenant y (resp. g(y))
alors ¢g induit un homéomorphisme 7 : I1 =~ I5, dont la réciproque est également
induite par g, action de g2 étant triviale. L’application ¢ de I dans I qui fixe
et envoie z sur 7(z2) (resp. 771(2)) si z € I; (resp. I3) est une symétrie de
centre x, et g(z) = o(z) pour tout z € I.

Si h est maintenant un élément quelconque de G alors ou bien h agit en
préservant les orientations de I, ¢’est-a-dire trivialement en vertu du lemme[1.9.4]
ci-dessus, ou bien il les inverse ; mais dans ce dernier cas hg les préserve et agit
trivialement, ce qui signifie que h(z) = g7 1(2) = o(z) pour tout z € I. O

(1.9.7) SiT est un arbre localement fini sur lequel G agit, le groupe G agit sur
I’ensemble des arétes de I'. On dira que G préserve les orientations des arétes
de T si pour toute aréte I de I' et tout élément g du stabilisateur de I, I’action
de g sur I préserve les orientations de I — ce qui revient a demander qu’elle soit

triviale (cor.[1.9.5).

(1.9.8) Lemme. Soit T un arbre compact, fini et non vide sur lequel G agit. Il
existe un point de I' qui est fize sous G ; si G agit sans permuter les orientations
des arétes de I' ce point peut étre choisi parmi les sommets de T.
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Démonstration. On procede en deux temps.

(1.9.8.1) Montrons que G posséde un point fize sur T'. On procéde par
récurrence sur le nombre N de sommets de I'.

Si N =1 alors I est réduit & un point, et I'assertion est trivialement vraie.

Si N = 2 alors ' est un segment (non trivial), et 'assertion se déduit alors
immédiatement du corollaire

On suppose maintenant que N > 3 et que l'assertion est vraie en rang
inférieur ou égal a N — 1. Soit S I'ensemble des sommets unibranches de T'.
Si z € S il existe une unique aréte de I issue de x; 'autre extrémité de cette
aréte sera notée p(z). C’est un sommet de I"; comme N > 3 le graphe I" n’est pas
un segment, et la valence de p(z) est donc au moins 3; en particulier, p(z) ¢ S.

Soit I' le sous-ensemble de I' égal & I' — |J [z; p(x)[; c’est un sous-arbre

zeS
compact et non vide de I' qui est stable par G et possede strictement moins

de N sommets. En vertu de I’hypothese de récurrence, il existe un point de I
qui est fixe sous G, ce qui achéve de prouver notre assertion.

(1.9.8.2) Montrons que si G ne permute pas les orientations des arétes de T" il
eziste un sommet de I' qui est fize sous G. D’apres le[1.9.8.1] ci-dessus, G possede
un point fixe z sur I'. Si 2 est un sommet, la démonstration est terminée. Sinon,
I’aréte I de I" qui contient x est stable sous G; comme G ne permute pas les
orientations des arétes de I', 'action de G sur [ est triviale et si y désigne I'un
des deux points de O alors y est un sommet de I' qui est fixe sous G. O

(1.9.9) Lemme. Soit I un graphe localement fini sur lequel G agit. Les orbites
de G sur I' sont finies.

Démonstration. Soit S 'ensemble des sommets de I.

(1.9.9.1) SiT est une droite éventuellement longue, la finitude des orbites de G
est une conséquence immédiate du corollaire

(1.9.9.2) Siz € S, son orbite est un compact contenu dans I’ensemble des
sommets de I', lequel est discret ; par conséquent, G.x est fini.

(1.9.9.3) 1l reste & s’assurer que les orbites de G sur I' \ S sont finies. Une
telle orbite est un compact contenu dans 11 I et ne rencontre donc qu'un
Iemo(T\S)
nombre fini de composantes connexes. Il suffit des lors de démontrer que si I est
une composante connexe de I' \ S et si H est son stabilisateur, les orbites de H
sur I sont finies; autrement dit on s’est ramené, quitte & remplacer G par H
et I par I, au cas ou I est connexe, non vide, et sans sommets. On distingue
deux cas.

Premier cas : I n’est pas compact. C’est alors une droite éventuellement
longue, et la conclusion découle de[1.9.9.1

Second cas : I' est compact. C’est alors un cercle. Soit = € I'. L’orbite G.z
étant totalement discontinue, elle n’est pas égale a I' tout entier; choisissons
un point y sur I' qui ne rencontre pas G.z; le point x n’appartient alors pas

a G.y. L’orbite de x est un compact contenu dans 11 I ; elle ne rencontre
Ieny(I—G.y)

donc qu’'un nombre fini de composantes connexes de I' — G.y; chacune de ces

composantes est un ouvert connexe et non vide de I" \ {y}, et est de ce fait un

intervalle ouvert. La finitude de G.x découle alors de[[.9.9.1] O
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Quotient d’un arbre sous ’action de G

(1.9.10) Proposition. Soit X un arbre sur lequel G agit et soient x et y deux
points de X ; on désigne par p la fleche quotient X — X/G.

i) L’image p([x;y]) est un arbre compact et fini ayant au plus trois arétes,
et P|la;y) €St injective par morceaut.

it) Il existe un wunique fermé de X/G homéomorphe & un segment
d’extrémités p(x) et p(y).

Démonstration. Notons tout d’abord les faits suivants, que nous utiliserons
implicitement tout au long de la preuve : I’espace quotient X/G est séparé et
Papplication p est compacte ((1.1.9| et sq.).

Si = y la proposition est évidente; on suppose a partir de maintenant
que x # y. Soit Z l'enveloppe convexe du compact G.x U G.y de X ; c’est un
sous-arbre compact de X ; Uouvert Z' := Z — (G.x U G.y) de Z est un graphe
localement fini.

Comme x # y le segment [x;y] n’est pas réduit & un singleton; il ne peut
donc étre entierement contenu dans le compact totalement discontinu G.zUG.y,
et il s’ensuit que Z’ est non vide. Choisissons un point z sur Z’. Son orbite est
finie (1emme; la réunion des segments [w;w'], ot (w,w’) parcourt (G.z)?,
est un sous-arbre non vide, compact et fini de Z qui est stable sous 'action
de G. Il posséde donc en vertu du lemme [1.9.8| un point ¢ invariant sous G.

(1.9.10.1) Nous allons montrer que Plly;tlulest) €St injective par morceaux et
que p([y;t] U [z;t]) est un arbre compact et fini ayant au plus trois arétes; cela
entrainera immédiatement l’assertion i).

Les applications pj[,) €t pjjy; sont injectives. En effet il suffit pour le voir, les
points x et y et jouant des roles analogues, de montrer que pj[,) est injective.
Soient x1 et x5 deux points de [z;t] ayant méme image par p. Cela signifie
qu’il existe g € G tel que g(z1) = zo. Etant tous deux situés sur [x;t], les
points x1 et x2 sont comparables pour I'ordre défini par ¢, lequel est fixe sous G;
le lemme assure alors que x1 = g(x1) = X2, et |z est bien injective.

L’image p([z;t] U [y; t]) est un arbre compact fini ayant aw plus trois arétes.
Par ce qui précede, p([x;t]) (resp. p([y;t]) est un segment d’extrémités p(x)
et p(t) (resp. p(y) et p(t)); posons I = p([z;¢]) Np([y; t]). Nous allons démontrer
que I est un segment dont p(t) est 'une des extrémités, ce qui entrainera aussitot
que p([z;t] U [y;t]) = p([x;t]) U p([y;t]) est un arbre fini et compact ayant au
plus trois arétes.

On sait déja que I est compact; pour établir qu’il s’agit d’'un segment
dont p(t) est P'une des extrémités, il suffit des lors de vérifier que si w € T
alors le segment [w; p(t)] de p([z;t]) est contenu dans I.

Soit donc w € I; il existe un (unique) point £ € [z;¢] tel que w = p(§) et
un (unique) point n € [y;t] tel que w = p(n). Les points & et n ayant méme
image par p, il existe g € G tel que £ = g(n). Le point ¢ étant invariant sous G
on a alors g([n;t]) = [£;1]; par conséquent, p([¢;t]) est contenu dans I. Or par
injectivité de pj(.; I'image p([€; t]) est exactement le segment [w; p(t)] de p([z;]),
ce qui acheve la preuve de ’assertion requise.
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(1.9.10.2) Nous allons maintenant montrer ii). Commengons par une
remarque : le point ¢ étant fixe sous G, le compact Z peut s’écrire comme la
réunion des [g(z);t] U [g(y);t] on g parcourt G; par conséquent, p(Z) est égal
a p([z;t] U [y;t]), et est en particulier un arbre. Pour établir ii), il suffit des lors
de vérifier que tout segment d’extrémités p(z) et p(y) tracé sur X/G est contenu
dans p(Z).

Soit U une composante connexe de X/G — p(Z) et soit V une composante
connexe de p~*(U); louvert V de X est une composante connexe de X — Z;
comme Z est un arbre, OV est un singleton {v} pour un certain v € Z. La
projection p étant fermée, p(V) = p(V) U {p(v)} = U U {p(v)} est un fermé
de X/G; par conséquent, OU est le singleton {p(v)}.

Il s’ensuit, en vertu de que tout segment tracé sur X/G et joignant

deux points de p(Z) est contenu dans p(Z), ce qui acheve la démonstration. [J

(1.9.11) Théoreme. Soit X un graphe sur lequel G agit et soit p: X — X/G
la fleche quotient.

i) L’espace quotient X /G est un graphe ; si X est un arbre, X/G est un arbre.

it) Tout point de X/G posséde une base de voisinages V satisfaisant la
condition suivante : V est un arbre compact et p~1(V') est une réunion disjointe
finie d’arbres compacts.

i11) Si T est un sous-graphe fermé de X alors p(T') est un sous-graphe fermé
de X/G; si de plus T' est localement fini alors p(I') est localement fini, et pip
est injective par morceaut.

Démonstration. Remarquons pour commencer que l'espace quotient X/G
est séparé et localement compact, et que I’application p est compacte et ouverte

[TL9 et sq.).

(1.9.11.1) Preuve de i) et ii). Soit x € X/G, soit £ un antécédent de z sur X,
et soit U un voisinage ouvert de z dans X/G. Il existe un voisinage ouvert
connexe  de ¢ dans p~1(U) tel que Q soit compact et contenu dans p~!(U).
Comme G.£ est compact et rencontre toutes les composantes connexes de G.{2
(Pouvert g(f2) étant connexe pour tout g € G), le nombre de composantes
connexes de G.) est fini.

Le sous-ensemble G.Q de X est compact (c’est 'image de G x2), contient G.Q
et est contenu dans G.Q; en conséquence, G.Q coincide avec G.Q et est en
particulier compact ; par ailleurs, il découle de la finitude de mo(G.Q) que G.Q =
G.Q est un sous-graphe de X.

Le graphe compact G.Q comprend un nombre fini de boucles, puisqu’elles
sont toutes situées sur son squelette, lequel est un arbre compact et fini.
Soit (&1, ... ,&,) une famille finie de points de G.£2 telle que chaque boucle de G.Q
contienne 'un des ¢; et telle que G.£ ne rencontre pas {£1,...,& } (c’est possible
car le compact totalement discontinu G.£ ne contient aucune boucle). Il existe un
voisinage ouvert connexe 2y de £ dans {2 qui possede les propriétés suivantes :

e le compact 2y est contenu dans Q — G.{&;,...,&.};
e 00y est fini.

En appliquant a g le raisonnement tenu ci-dessus a propos de §2, on voit
que le sous-graphe ouvert G.Q2y de X a un nombre fini de composantes connexes,
que son adhérence est compacte et qu’elle coincide avec G.€)y. Par construction,
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cette adhérence ne contient aucun des &;, et donc aucune des boucles tracées
sur G.Q. Ainsi, G.Qqy apparait comme un graphe compact sans boucle, c’est-a-
dire comme une réunion disjointe finie d’arbres compacts.

On note Q) (resp. ) la composante connexe de ¢ dans G.Qy (resp. G.Qy),
et G’ (resp. G”) le stabilisateur de €, (resp. §2f). Par construction, € (resp. §f))
est un sous-arbre ouvert (resp. un sous-arbre compact) de X.

Posons Uy = p(€p). Comme p est ouverte, Uy est un voisinage ouvert de z
dans U. Comme p est fermée, p(€2y) est fermé dans X, ce qui implique que Uy C
p(0€) ; comme 08 est fini, Uy est fini.

On a Uy = p() = p(GQy) = p(). Louvert Uy s’identifie au
quotient Q4/G’; la proposition assure alors que pour tout couple (z,t) de
points de Uy, il existe un unique segment d’extrémités z et ¢ tracé sur Uy ; ceci
acheve de prouver que X/G est un graphe.

Cela étant établi, on déduit immédiatement de la proposition [1.9.10|que X/G
est un arbre si X est un arbre; ainsi, i) est établie.

Posons V. = p(Q) = p(G.Q) = p(Q); c’est un voisinage compact
de x contenu dans U. Par compacité, V s’identifie au quotient € /G";
comme €} est un arbre, V' est un arbre d’apres l’assertion i) déja établie. Par
construction, p~1 (V) = G.Q est une réunion finie disjointe d’arbres compacts,
d’ou ii).
(1.9.11.2) Preuve de ). Soit I' un sous-graphe fermé de X. Les assertions
& établir pouvant se vérifier localement sur X/G 'on peut, grace a 'assertion
ii) prouvée ci-dessus, supposer que X est une réunion finie disjointe d’arbres
compacts, et que X/G est un arbre.

Une réunion finie de sous-graphes fermés (resp. de sous-graphes fermés et
localement finis) de X/G est encore un sous-graphe fermé (resp. un sous-graphe
fermé et localement fini) de X/G; cela permet de se ramener, en raisonnant
composante par composante, au cas ou le graphe compact I" est connexe et non
vide puis, quitte a remplacer X par la composante connexe de X contenant I,
et G par le stabilisateur correspondant, & celui ou X est lui-méme également
connexe. Autrement dit, il suffit de traiter le cas ou X est un arbre compact et
ou I' est un sous-arbre fermé de X.

L’image de I" sur X/G est une partie compacte de X/G. Soient z et y deux
éléments de p(T"), et soit & (resp. n) un antécédent de x (resp. y) sur I'. L assertion
i) dela propositionassure que p([€; n]) est un arbre; il contient done [z; y] ;
par conséquent, le compact p(T") de X/G est convexe, et en est dés lors un sous-
arbre fermé.

Si le sous-arbre compact I de X est localement fini, il est fini. Il découle alors
de l'assertion i) de la proposition : que le sous-arbre p(I') de X/G est
réunion finie de sous-arbres compacts et finis, ce qui entraine qu’il est lui-méme
compact et fini; et que pr est injective par morceaux. [

(1.9.12) Lemme. Soit X un graphe sur lequel G agit, soit p : X — X/G
la fleche quotient et soit I' un sous-graphe admissible de X stable sous G;
limage p(T') est alors un sous-graphe admissible de X/G.

Démonstration. Comme I' est un sous-graphe fermé de X, son image p(T")
est un sous-graphe fermé de X/G (th.|1.9.11} iii) ).
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(1.9.12.1) Soit U une composante connexe de X/G — p(I") et soit V une
composante connexe de p~'(U). L'ouvert V est une composante connexe
de X — T et est donc un arbre a un bout relativement compact dans X ; on
note H le stabilisateur de V' dans mo(p~1(U)), et @ I'unique point de 9V ; le
point x appartient a I' et est fixe sous H, et son image sur X n’appartient pas
aU.

On a par compacité de p I'égalité U = p(V) = UU{p(x)}. Comme V ~ U/H,

comme p(x) ¢ U et comme x est fixe sous H, la fleche V' — p(V) se factorise

par une bijection continue de (V/H) sur p(V); le graphe V _étant compact, il
vient p(V') ~ V/H; en vertu du théoreme |1.9.11] le compact V' /H est un arbre.

Ainsi, U = p(V) =~ V/H est un arbre compact et U — U est le
singleton {p(z)}; 'ouvert U est de ce fait un arbre & un bout relativement
compact dans X/G. Par conséquent, le sous-graphe fermé p(I') de X/G est
admissible. [J

(1.9.13) Lemme. Soit X un graphe sur lequel G agit, soit x € X et soit H le
stabilisateur de x.

A) Si x est pluribranche, H est un sous-groupe ouvert de G.

B) Soit T' € St(X,x). Il existe A € Sty (X, ), stable sous H, et possédant
les propriétés suivantes :

i) br(A,z) D br(T,z);
it) la réunion {x} U |J b(A) est une sous-étoile de T.
bebr(T',x)
C) Soit A comme en B) et soit b € br(A,z). Le stabilisateur de b dans H
coincide avec le stabilisateur de la composante connexe b(A) de A\ {z} et
fize b(A) point par point.

Démonstration. D’apres 'assertion ii) du théoreme il existe un
voisinage compact V de x tel que G.V soit une réunion disjointe finie d’arbres
compacts. Quitte & remplacer x par sa composante connexe dans l'intérieur
de G.V, et G par le stabilisateur de la composante en question (qui est un
ouvert de G), on peut supposer que X est un arbre.

(1.9.13.1) Preuve de A). Supposons que z est pluribranche ; il existe alors deux
points y et z de X tels que x €]y; z[. L’orbite G.z étant un compact totalement
discontinu, elle ne contient ni |y; [ ni ]z; x[; par conséquent on peut supposer,
quitte & rapprocher y et z de x, que ni y ni z n’appartiennent a G.z. Soit F
I’enveloppe convexe du compact G.y U G.z; c’est un sous-arbre compact de X
qui contient x. Ni y ni z n’appartenant a G.z, le point x n’est pas situé sur
G.yUG.z; or le graphe E — (G.y U G.z) est localement fini, et stable sous G. Il
découle alors du lemme [1.9.9 que G.z est finie, ce qui achéve de prouver A).

(1.9.13.2) Preuve de B). En vertu de[1.7.10} Sta,c(X,z)cr est non vide;; soit T'g
un élément de cet ensemble. Choisissons pour tout b € br(T', ) un point x; sur
Paréte b(T'g) ; étant situé sur un intervalle ouvert, le point x; est pluribranche;
en vertu de assertion A) déja prouvée, 'orbite H.xz; est finie.

Il s’ensuit que le compact 'y := G. ([zs;2]) = U [g(zp); z] est un arbre
geH
compact et fini, évidemment invariant par H. Soit .S ’ensemble de ses sommets
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et soit A la composante connexe de x dans I'1 \ S; c’est étoile de sommet x
tracée sur X, relativement compacte et stable sous H ; nous allons montrer que A
satisfait 1) et ii), puis que ses arétes sont faiblement admissibles.

La condition i). Elle résulte du fait que A contient pour tout b € br(T', z)
Pintervalle ouvert ]zp; [ qui aboutit proprement a x et définit b.

La condition iii). Soit b € br(T', z). Comme |xp; 2 et b(A) sont toutes deux
tracées sur b(X), leur intersection est un intervalle ouvert I tracé sur b(A) et
aboutissant a . Nous allons montrer par ’absurde que I = b(A) ; il en découlera
que b(A) Clap; z[C b(T"), ce qui permettra de conclure.

Supposons donc que I # b(A); intervalle I aboutit dans ce cas & un point y
de b(A). Mais il y a alors au moins trois branches de T’y issues de y, & savoir
celles respectivement définies par les intervalles |y; x[, |xp; y[ et b(A) —[y; z[; des
lors y est un sommet de I'1, ce qui contredit son appartenance a b(A).

Les arétes de A sont faiblement admissibles. Soit I une aréte de A; elle
aboutit & un sommet y de I'; qui differe de  ; ce sommet est un point de [g(xp); x|
pour un certain ¢ € H et un certain b € br(I',x); par conséquent, I est un
ouvert de |g(zp); 2[= g(Jzp; z[). Or Jap; 2| est lui-méme un ouvert de b(Ty), qui
est faiblement admissible par choix de I'y; par conséquent, I est faiblement
admissible.

Preuve de C). Soit g € H. Comme b est la branche issue de = définie par b(A),
il résulte des définitions que g envoie la branche b sur la branche issue de = définie
par laréte g(b(A)) de A; par conséquent, le stabilisateur de b dans H coincide
avec le stabilisateur de la composante connexe b(A) de A\ {z}.

Si h appartient au stabilisateur en question et si y € b(A) alors h(y)
appartient aussi a b(A), et est donc comparable & y pour l'ordre induit par
sur Parbre X ; compte-tenu du fait que h(z) = z, cela entraine en vertu du
lemme que h(y) =y, ce qui achéve la démonstration. [J

(1.9.14) Soit X un graphe sur lequel G agit et soit x € X ; soit p la fleche
quotient X — X/G | et soit £ 'image de x sur X/G.

(1.9.14.1) Supposons que z est pluribranche. D’apreés DPassertion A) du
lemme [T1.9:13] ci-dessus, la fibre de p en ¢ est finie; comme p est par ailleurs
compacte et ouverte, les résultats généraux de [1.7.2] [1.7.3| et [1.7.3.1H1.7.3.4
s’appliquent ici; on dispose notamment d’une application naturelle br(X, z) —

br(X/G, ).

(1.9.14.2) Supposons que z est unibranche; nous allons montrer que &£ est
aussi. L’assertion ii) du théoréme fournit un voisinage ouvert V de &
dans X/G qui est un arbre, et qui est tel que p~*(V) soit une réunion finie
d’arbres. Quitte & remplacer X par la composante connexe de x dans p~1(V),
et G par le stabilisateur de la composante en question, on peut supposer que X
et X/G sont des arbres.

Comme z est unibranche il n’est pas isolé et X n’est pas réduit & {z}; par
conséquent, le compact totalement discontinu G.x n’est pas égal a X tout entier,
et X — G.x est un ouvert non vide de X. Il est convexe : en effet, si y et z sont
deux points de X — G.z, alors tout point de ]y; z[ est pluribranche (puisque situé
sur un intervalle ouvert) et ne peut donc appartenir a G.z.
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Il s’ensuit que 'image de X — G.z sur X/G, qui n’est autre que X/G\ {{}, est
connexe et non vide. Par conséquent, £ est un point unibranche de I’arbre X/G.

(1.9.14.3) Supposons que x est isolé. Dans ce cas ¢’est une composante connexe
de X ; son stabilisateur est alors nécessairement ouvert, et X est donc un
ensemble fini discret. Il en va des lors de méme de X/G, et £ est en particulier
isolé.

Compactification et quotient

(1.9.15) Proposition. Soit X un graphe conneze sur lequel G agit. Il existe un
homéomorphisme naturel )?/G ~ (X/G) qui identifie (0X)/G et 9(X/G).

Démonstration. On désigne par p la projection X — X/G. Soit E 'ensemble
des points pluribranches de X ; ¢’est une partie stable sous ’actionde G;siz € FE
I'orbite G.z est finie par la proposition[I.9.13] Soit .# I'ensemble des parties finies
de E stable sous G.

L’ensemble des compacts de la forme #x (S), ot S est une partie finie de F,
est cofinal dans I'ensemble des compacts de X (1.4.1.1]). Si S est une partie finie
de E, 'ensemble G.S appartient & . ; comme S C G.S, le compact J#x (G.S)
contient Jx (S); par conséquent, l'ensemble des compacts de la forme #x(.5),
ou S € ., est cofinal dans I’ensemble des compacts de X.

Soit S € S; le compact x(S) est invariant sous G; son image p(#x (S5))
est une partie compacte de X/G. L’invariance de S sous G implique que

p(Ax(S)) = p(S) = p(Hx \ 5) ;

de ce fait, Zx(S) — p(S) est un ouvert de X/G; comme c’est aussi un fermé
de X/G — p(S), c’est une réunion de composantes connexes de X/G — p(.5), qui
sont toutes relativement compactes.

Soit U une composante connexe de X/G — p(#x(S)); son image réciproque
est une réunion disjointe et non vide de composantes connexes de X \ #x(S5);
si U était relativement compacte dans X/G, chacune de ces composantes le
serait dans X par compacité de p, contredisant la définition de #x(S); par
conséquent, U n’est pas relativement compacte.

Il résulte de tout ceci que p(Fx (S)) est égal a Hx,c(p(S)).

Par ailleurs, si # est un compact de X/G, son image réciproque p~1 (%)
est compacte, et donc contenue dans J#x(S) pour un certain S € .¥; par
conséquent, % C Hx/c(p(S)); ainsi, 'ensemble des compacts de X/G de la
forme #x,c(p(S)) est cofinal dans I’ensemble des compacts de X/G.

On dispose donc de deux identifications canoniques

0X ~ ;iél;ﬂ’o (X \ #x(S)) et 9(X/G) ~ éiingjwo (X/G\ Hx(p(S))).

Pour tout S appartenant a ., le groupe G agit sur mo(X \ #x(S5)) et le
quotient (X \H#x(S))/G s’identifie viap & 7w (X/G\Hx (p(S)) ). On en déduit,
compte-tenu de ce qui précede, I’existence d’une application naturelle (0.X)/G —

AX/G).
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Cette application est injective. Soient = et y deux points de 90X ayant méme
image dans 9(X/G). Pour tout S € ., notons zg et ys les images de z et y
dans 7o (X \ #x(5)), et Gg I'ensemble des g € G qui envoient zg sur yg; c’est
une partie compacte (et ouverte) de G.

Si S € & il résulte de notre hypothese que zs et ys ont méme image
dans mo(X/G\ Hx(p(S)) ) = mo(X \ #x(S))/G; par conséquent, Gg est non
vide. Par compacité, 'intersection des Gg pour S parcourant . est non vide;
si g est un élément quelconque de celle-ci alors y = g(x); il s’ensuit que y et x
ont méme image dans (0X)/G et 'application étudiée est bien injective.

Cette application est surjective. Soit x un point de 9(X/G). Pour tout S € .7,
soit zg I'image de x dans 7o(X/G \ Hx(p(S)) ) et soit £ I'image réciproque
de xg dans 7o(X \ #x(5)). La famille des (£g) est un systéme projectif filtrant
d’ensembles finis et non vide, sa limite projective est donc non vide et si &
désigne un point de cette derniére, on a par construction p(§) = x ; Papplication
étudiée est donc bien surjective.

Ainsi, (0X)/G s’identifie & 9(X/G); on définit par ce biais une bijection
ensembliste X /G — )?/\G ; il reste a s’assurer que c’est un homéomorphisme. Ses
source et but étant compacts, on peut se contenter d’en vérifier la continuité,
c’est-a-dire de prouver que la fleche composée X=X /G — )?/\G est continue.

Il s’agit de démontrer que si U est un ouvert de X/G, son image
réciproque sur X est ouverte ; il suffit de le faire lorsque U parcourt une base
donnée d’ouverts de X/G. Par cofinalité de 'ensemble des H#x,c(p(S)), ou S
parcourt ., dans celui de tous les compacts de G, on se ramene ainsi a traiter
les deux cas suivants :

e le cas ot U est un ouvert de X/G, qui est trivial;

e le cas oit U est de la forme VX/C ou V est une composante connexe
de X/G\ #x(p(S)) pour un certain S € .. L’'ouvert p~(V) de X est réunion
finie de composantes connexes de X \ #x(5), et il résulte de la construction
de notre bijection que l'image réciproque de VX/G est égale a TA/X, qui est un
ouvert de X ; ceci acheve la démonstration. [

(1.9.16) Exemple : ’action de G sur un arbre & un bout. Soit X un
arbre un bout sur lequel G agit ; on note w 'unique élément de 0.X, qui est fixe

sous G. Il résulte du théoréme [1.9.11] et de la proposition [1.9.15| que X/G est un
arbre a un bout.

(1.9.16.1) Soit y un point pluribranche de X ; son orbite sous G est finie d’apres
la proposition [1.9.13)). Posons I = [ [y;w]. Il découle de la finitude de G.y et
z€G.y

le lemme [1.4.17| que I est de la forme [z;w] pour un certain x € X.

Le point w est invariant sous G;sit € [z;w] et g € Gon a g(t) € [z;w], et g(t)
est donc comparable & ¢ pour 'ordre défini par w. En vertu du lemme le
groupe G fixe [z;w] point par point.

(1.9.16.2) Si ¢ € X lapplication [§;w] — )?/\G est injective. En effet, soient n
et ¢ deux points de [¢; w] ayant méme image sur X/G ~ X’/G ; 1l existe alors g €
G tel que g(n) = (; comme ils sont situés sur [§;w], les points n et ¢ sont
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comparables pour l'ordre induit par w. Ce dernier étant fixe par g, on conclut
a l'aide du lemme que 1 = g(n) = ¢, d’ou notre assertion.

Soit = l'image de & sur X/G, et soit w celle de w. On en déduit de ce
qui précede, en vertu de la compacité de [§;w], que X 5 X /G induit un
homéomorphisme entre [;w] et son image ; cette derniére est donc un segment
éventuellement long d’extrémités = et w; elle coincide des lors avec [x;w].

Si € est pluribranche il existe une composante connexe de X \ {z} qui n’est
pas celle contenant ]z; w[; par conséquent, il existe 2’ € X tel que z €]z’;w[. En
vertu de ce qui préceéde, 'image de |z’;w|[ sur X/G est un intervalle ouvert, qui
contient évidemment £. On en déduit que £ est pluribranche.

(1.9.16.3) Soit  un point de X/G ayant un nombre fini N d’antécédents
sur X. Pour tout ¢ € [x; w[, le point ¢ a au plus N antécédents sur X. En effet,
soient £1,...,&N les antécédents de x sur X. Pour tout g € G et tout indice 1,
l'image de [z;;w| par g est égale & [g(&;);

omegal et donc & [€;;w[ pour un certain j. Il s’ensuit que la réunion des [§;;w|
est stable sous G. Comme son image est égale & [z;w[ en vertu du ci-
dessus, J[&;; w| est égale & I'image réciproque de [z; w[. Toujours d’apr
la fleche [§;;w[— [z;w] est un homéomorphisme pour tout i. Par conséquent,
tout point de [z;w[ a au plus N antécédents sur X, comme annoncé.

(1.9.17) Exemple : I’action de G sur un arbre & deux bouts. Soit X
un arbre a deux bouts sur lequel G agit. Le squelette de X est la droite
éventuellement longue ]¢; 0] ot £ et 7 sont les deux bouts de X.

(1.9.17.1) Le cas ou G échange & et n. 1l découle alors de la proposition
ci-dessus que X/G est un arbre & un bout; si w désigne l'unique élément
de 9(X/G), le corollaire entraine que 'image de S(X) sur X/G est de
la forme [t;w[ pour un certain t € X/G, égal a 'image de I'unique point fixe
de G sur S(X). La demi-droite [t;w] est un sous-arbre admissible de X/G
ou lemme mais n’en est pas le squelette — ce dernier est vide.

(1.9.17.2) Le cas ou G mn'échange pas & et n. Il découle alors de la
proposition ci-dessus que X/G est un arbre & deux bouts, qui
correspondent aux images de £ et 1 sur X/G, que 'on notera respectivement x
et y. En vertu du corollaire I'action de G sur [£;7] est triviale; 'image
de S(X) sur X/G s’identifie donc & |x; y[, c’est-a-dire & S(X/G).

Par conséquent, I'image réciproque de S(X/G) sur X est égale a S(X),
et S(X) — S(X/G) est un homéomorphisme. Le lemme asssure que X —
X/G commute aux rétractions canoniques de ses source et but sur leurs
squelettes respectifs.

Si H est un sous-groupe fermé de G, on déduit de ce qui précede, appliqué
d’une part directement et d’autre part & la fleche quotient X — X/H, que X/H
est un arbre & deux bouts, que 'image réciproque de S(X/G) sur X/H est égale
a S(X/H), que S(X/H) — S(X/G) est un homéomorphisme et que X/H — X/G
commute aux rétractions canoniques de ses source et but sur leurs squelettes
respectifs.



92 Graphes réels

Etude locale autour d’un point fixe : sections et voisinages
stables

(1.9.18) Proposition. Soit X un graphe sur lequel G agit, soitp: X — X/G
la fleche quotient et soit x un point de X invariant par G; soit b une branche
issue de x.

1) Le stabilisateur H de b dans G est un sous-groupe ouwvert de G.
2) Soit Z le sous-ensemble de Intervy (X,b) constitué des intervalles I
possédant les propriétés suivantes :

a) I est firé point par point par H ;
B) sigeG—Hlonag(I’)NI"=0; B B
v) Vapplication p induit un homéomorphisme I ~ p(I).

Les ouverts de X de la forme I* avec I € & forment une base de
sections de b.

3) Si I € 7 Ulintervalle ouvert p(I) aboutit proprement & p(x), est
faiblement admissible dans X/G et l'on a p(I)’ = p(I°); ce dernier
s’identifie a I’ /H et est une section de p(b).

4) Le groupe G agit transitivement sur p~(p(b)).

Démonstration. Choisissons une demi-droite I" issue de z telle que I'\ {z}
définisse b.

(1.9.18.1) Preuve de 1). On peut voir I' comme une étoile tracée sur X, de
sommet z et de valence 1, et 'on a br(I', z) = {b}. L’assertion B) du lemme[1.9.13]
affirme alors l'existence d’une étoile A € Sto(X,z) qui est table sous G et
satisfait les conditions i) et ii) de son énoncé. La branche b appartient a br(A, x)
(condition i) ), et H s’identifie au stabilisateur de la composante connexe b(A)
de A\ {z} (loc. cit., assertion C)); c’est donc automatiquement un sous-groupe
ouvert de G.

(1.9.18.2) Preuve de 2). Les ouverts de la forme I°, out I € Interv,(X,b),
forment une base de sections de b . Par ailleurs, si I € .Z, il en va de
méme de tout intervalle ouvert de I aboutissant & x ; il suffit donc pour établir
2) d’exhiber un intervalle I appartenant a .#.

L’intervalle b(A) aboutit & = et est relativement compact dans X ; il est
faiblement admissible. Le stabilisateur de b(A) dans A\ {z} est exactement H,
et ce dernier fixe b(A) point par point (lemme assertion C). Sig e G—H
alors g ne stabilise pas 'aréte b(A) de A, ce qui signifie que 'aréte g(b(A)) est
distincte de (A); ceci entraine que les ouverts b(A)” et g(b(A))” sont disjoints

(C7111).

La restriction de p & b(A) étant injective par morceaux en vertu de 1’assertion
iii) du théoreme [1.9.11} il existe I € Interv(X,z)cpa) tel que p induise un
homéomorphisme I — p(I); par construction, I € .#, ce qui achéve de prouver
3).

(1.9.18.3) Preuve de 3). Soit I € .# ; il découle directement de ) que p(I) est
un intervalle ouvert aboutissant proprement & z. En vertu de 3) ’image p(I”)
’identifie & I” /H. Comme I’ est un arbre & deux bouts, et comme H agit
trivialement sur I en vertu de o), 'ouvert p(I°) ~ I’ /H est un arbre & deux bouts



Graphes réels 93

de squelette p(I) (1.9.17.2 ). En particulier, p(I) est un sous-arbre admissible
de p(I°); il s’ensuit que p(I) est un intervalle faiblement admissible de X/G et

que p(I)” = p(I’).

L’intervalle I aboutit proprement & z. Par conséquent, l'ouvert p(I)’
appartient & Secbr(X/G, p(z)) ; comme I” est une section de b, la branche définie

par p(I)* = p(I”) est nécessairement p(b) (1.7.3.4).

(1.9.18.4) Preuve de 4). Choisissons I € .#. Pour tout g € G louvert g(I)
est une section de g(b); il résulte par ailleurs de ) et 3) que p~'(p(I”)) est la
réunion disjointe des g(I b) ou g parcourt un systéme de représentants de G/H;

on peut donc écrire comme une réunion disjointe ][] U, ot U, est pour tout ¢
ceG.b
une section de c.

D’apres 3), Iouvert p(I°) est une section de p(b). Le point 2 étant le seul
antécédent de p(x) sur X (il est fixe sous G) il découle de ce qui précede et
de[1.7.3.3|que p~1(p(b)) = G.b, ce qui prouve 4) et acheve la démonstration. []

(1.9.19) Corollaire. Soit X un graphe sur lequel G agit, soit p : X — X/G
la fleche quotient et soit & un point de X/G tel que p~1(€) soit finie. Soit a
appartenant & br(X/G,§); il existe Jy € Interv,(X/G,a) tel que pour tout
intervalle ouvert J de Jy aboutissant a & les propriétés suivantes soient vérifiées :

a) p~1(J) — J est un revétement topologique (évidemment trivial) dont les
feuillets sont en nombre finis et sont tous des intervalles ouverts admissibles
de X.

p ()= I I

Temo(p=1(I))

Démonstration. 1l existe un voisinage ouvert U de & tel que p~(U) sépare
les antécédents de &. Pour tout x € p~1(€), le stabilisateur de la composante
connexe p~1(U),, de p~1(U) coincide avec le stabilisateur G, de z, et U s’identifie
a p‘l(U )=/ Gy ; par conséquent on peut, en raisonnant composante connexe par
composante connexe, se ramener au cas ol p_1(£) est de la forme {z} pour
un certain x fixe sous G. Choisissons une branche b de X issue de x et située
au-dessus de a.

Soit .# comme dans le corollaireci—dessus et soit Iy € .# (son existence
étant assurée par Passertion 2) de loc. cit.); posons Jy = p(lp). Par définition
de .# et en vertu de I’assertion 3) de loc. cit, l'intervalle J; satisfait les conditions
souhaitées. J

(1.9.20) Corollaire. Soit X un graphe sur lequel G agit et soit H un sous-
groupe fermé de G. Soit T' un sous-graphe fermé de X/G et soit T' son image
réciproque sur X /H ; on suppose que les fibres sur X des points de T' sont toutes
finies.

1) Le sous-ensemble fermé T de X/H en est un sous-graphe.
2) Si de plus T est localement fini alors T’ est localement fini, et T" — T est
mjective par morceaur.

Démonstration. Soit T I'image réciproque de T' sur X/G. On procéde en
deux temps, en commengant par établir 2).

(1.9.20.1) Preuve de 2). On suppose que I' est localement fini. En vertu
du corollaire [1.9.20] ci-dessus (et sans avoir recours a la propriété b) de son
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énoncé), le fermé I' de X en est un sous-graphe localement fini, et T — T est
injective par morceaux. Comme I" s’identifie & T /H, on déduit de 1’énoncé iii)
du théoreme que I est un sous-graphe fermé localement fini de X/H, et
que I — T est injective par morceaux. L’assertion requise s’ensuit aussitot.

(1.9.20.2) Preuve de 1). On ne fait plus d’hypotheése sur I'. Comme IV ~ T /H
il suffit, grace a 'énoncé i) du théoréme[1.9.11] de démontrer que I'” est un sous-
graphe de X. La propriété requise étant locale, ’énoncé ii) de loc. cit. permet
de supposer que X/G est un arbre et que X est une réunion finie disjointe
d’arbres ; en raisonnant composante par composante sur X (et en remplagant
& chaque fois G par le stabilisateur de la composante considérée), on se ramene
ensuite au cas ot X et X/G sont des arbres; on peut enfin, en raisonnant encore
composante par composante, mais cette fois-ci sur I', supposer que celui-ci est
un sous-arbre de X/G. Soit z € I'” et soit £ son image sur X/G.

Soit A un sous-arbre fermé et localement fini de I' qui contient £. L’image
réciproque de A sur X est, en vertu de lassertion 2) déja établie, un sous-graphe
fermé et localement fini de X ; notons %, (A) la composante connexe de x dans
ce dernier ; c’est un sous-arbre fermé de X. Soit O(z) la réunion des €, (A), ou A
parcourt ’ensemble des sous-arbres fermés et localement finis de I' contenant €.
Par sa construction méme, O(x) est une partie convexe de X qui est contenue
dans T”.

Nous allons montrer que O(z) est un fermé de I'”. Pour ce faire, considérons
un point 2’ de T' qui n’appartient pas & ©(x). Le segment [2'; 2] n'est alors pas
contenu dans T, En effet, §'il I’était, son image sur X /G serait, par I’énoncé iii)
de loc. cit., un sous-arbre compact et fini A de I', contenant £ ; mais on aurait
alors [z;x] C €x(A) C O(z), ce qui est absurde.

Il existe donc un point z €]a’;z[ qui n’appartient pas a I'. Soit U la
composante connexe de z’ dans X \ {z} et soit t € U NT". Le segment [t; ]
contient z, et n’est donc pas inclus dans I'”; par convexité de ©(x), il s’ensuit
que t ¢ O(x).

Ainsi, U N T est un voisinage de o’ dans I' qui ne rencontre pas O(z);
ce dernier est donc bien fermé dans I'”’, et partant dans X ; étant par ailleurs
convexe, O(z) est un sous-arbre fermé de X.

Soit y un antécédent de &, et supposons que ©(z) NO(y) # (. Si ¢ désigne un
point de cette intersection alors il existe deux sous-arbres fermés et localement
finis A et A’ de I" qui contiennent z et qui sont tels que ¢t € €, (A) N %, (A"); il
s’ensuit que t € €x(AUA’) et que t € €,(AUA"); par conséquent, €,(AUA)
et ¢, (AUA’), coincident, ce qui entraine que O(z) = O(y). Ainsi "ensemble des
fermés ©(y), ot y parcourt la fibre de &, est-il un ensemble de parties fermées
deux & deux disjointes de I'”.

Par ailleurs, ces fermés recouvrent I'”. En effet, soit 2’ € I'" et soit £ son
image sur I'. La composante connexe de z’ dans 'image réciproque de [¢';¢]
sur X se surjecte sur [¢'; €] et contient donc un antécédent y de £ ; on a alors o’ €
%,((¢:€]) C O().

Tl s’ensuit que chacun des O(y) est également un ouvert de I'; c’est en
particulier le cas de O(zx), qui est par ailleurs un arbre. Ainsi, x posseéde un
voisinage ouvert dans I’ qui est un arbre; ceci valant pour tout z € I'”, le
fermé I de X en est bien un sous-arbre. O
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(1.9.21) Proposition. Soit X un graphe sur lequel G agit et soit x un point
de X fize sous G. Supposons que br(X,x) est fini, et soit I' une étoile de
sommet x tracée sur X dont la valence est égale au cardinal de br(X,x).
Les ouverts G-invariants de la forme A?, ot A est une étoile appartenant
4 Stac(X,x)cr et stable sous G, forment une base de voisinages de .

Démonstration. Soit V un voisinage ouvert de X ; il s’agit de montrer qu’il
contient un voisinage de z de la forme A, ot A appartient & Stac(X,)cr et
est stable sous G.

L’ouvert V' contient une sous-étoile I'g de I'; et il existe une sous-étoile I'y
de Ty qui appartient & St,(V, x) ; on peut donc, quitte & remplacer I'
par I'y, supposer que I" appartient & St,(V, ). L’assertion B) du lemme
affirme lexistence d’une étoile A appartenant & St, (X, ), stable sous G et
satisfaisant les conditions i) et ii) de son énoncé.

Comme br(A,z) D br(T',z) (condition i) ) et comme br(X,z) a pour
cardinal N, on a br(A, z) = br(T', x) ; il découle alors de la condition ii) que A est
une sous-étoile de I'. Comme les arétes de I' sont faiblement admissibles dans V'
et comme leur nombre est égal au cardinal de br(V, x), I'étoile T est elle-méme
faiblement admissible dans V' , et il en va de méme de son ouvert A;
cela entraine que A’ C V et achéve la démonstration.

Quotient d’un graphe par une relation d’équivalence d’un
type particulier

(1.9.22) Proposition. Soit X un graphe, soit S un sous-ensemble fermé et
discret de X et soit Z une relation d’équivalence sur X dont toute classe non
singleton est une partie finie de S. L’espace quotient X /% est alors un graphe, la
fleche quotient p : X — X/ est compacte, et si X est localement fini alors X /%
est localement fini. De plus si T est un sous-graphe de X /% alors p~(T') est un
sous-graphe de X.

Démonstration. On procede en plusieurs étapes.

(1.9.22.1) L’espace X/Z% est séparé. Soient x et y deux points distincts
de X/%; les fibres p~!(z) et p~1(y) sont deux ensembles finis disjoints. Le
sous-ensemble S étant fermé et discret, il existe deux ouverts U et V de X
possédant les propriétés suivantes :

e UNV =0;
e U contient p~!(z) et V contient p~1(y);
e (UNnS)cptx)et (VNS)Cpy).

Par construction, U et V sont saturés pour Z, et p(U) Np(V) = (; des
lors p(U) et p(V') sont deux ouverts disjoints de X /% dont le premier contient x
et le second y; ainsi, X/Z est séparé.

(1.9.22.2) L’espace X /% est localement compact et p est compacte. Nous allons
établir que tout point de 2" /% posséde un voisinage compact dont 'image
réciproque est compacte, ce qui permettra de conclure. Soit x € X/Z. La
fibre p~1(¢) étant finie et S étant discret, il existe un voisinage ouvert U
de p~1(x) qui est relativement compact et tel que U NS C p~1(x). L'ouvert U
est saturé pour Z, et p(U) est dés lors un voisinage ouvert de z. Il est contenu
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dans p(U) qui est compact ; remarquons que U est lui aussi saturé, ce qui entraine
que p~1(p(U)) coincide avec le compact U.

(1.9.22.3) L’espace X/% est un arbre. Soit x € X /% et soit U un voisinage
ouvert de X dans X/Z. Soient &1, ...,&, les antécédents de = sur &. 1l existe r
sous-arbres ouverts Vi, ..., V,. de X possédant les propriétés suivantes :

i) pour tout ¢ 'ouvert V; est un voisinage de & dont le bord est fini, et qui
est réunion finie d’intervalles ouverts si X est localement fini;
ii) les V; sont deux & deux disjoints ;

i) SN(UV;) € {&,...,& )

Posons V = p(lUV;) ; par construction, |JV; est un ouvert de p~*(U) saturé
pour £ ; il s’ensuit que V est un voisinage ouvert de = dans U, dont nous allons
montrer qu’il satisfait les conditions ) et 3) du[L.3.1]

Comme p est fermée, la finitude de AV; pour tout i entraine celle de OV

Soient maintenant z et ¢ deux points de V'; soit ¢ (resp. 7) un antécédent
de z (resp. t) et soit iy (resp. i1) lentier tel que ¢ € V;, (resp. 7 € V;,). Nous
allons établir I’existence et I'unicité d’un segment d’extrémités z et ¢ tracé sur V.

Ezistence. Nous allons construire un segment I joignant z a ¢t. On distingue
deux cas. Supposons d’abord que ig = 4;. La restriction de p a Vj, est injective;
par conséquent, l'image I par p du segment [(;7] de larbre Vj, est alors un
segment d’extrémités z et t.

Supposons maintenant que ig # ;. La restriction de p & V;, (resp. V;, ) étant
injective, 'image par p du segment [(; &;,] de Parbre V;, (resp. du segment [7; &, ]
de arbre V;, ) est un segment Iy (resp. I;) d’extrémités z et x (resp. ¢ et x); de
plus, on a par construction IoNI; = {z}; par conséquent, la réunion I := IyUI;
est un segment d’extrémités z et t.

Unicité. Nous allons montrer que I est le seul segment tracé sur V et qui
joigne z & t. Il suffit, en vertu de[I.3:15.2] de prouver que le bord dans V' de toute
composante connexe de V' —1I est un singleton. Remarquons pour commencer que
si Q est un ouvert saturé de X alors (X/Z) — p(Q) = p(X — Q) ; I'application p
étant fermée, p(X — Q) est fermé et p(Q2) est en conséquence ouvert.

On définit le sous-ensemble IT de Z(|JV;) de la facon suivante, en distinguant
trois cas.

e Le cas ou ip = i1 et ol &, ¢ [(;7]. On appelle W la composante
connexe de V;, — [¢; 7] contenant &;,, et W’ la réunion W U |J V;; on pose

i#io
alors IT = mo(V;, — [¢; 7)) \ {W}U{W'}.
e Le cas ou ig = i1 et ou &, € [(;7]. On pose alors

T = 7o(Vip — (7)) U | mo(Vi \ {&:})-
iio
e Le cas ou ig # ;. On pose alors
= mo(Vig — [ &) Umo(Vi, =[G U | mo(Vi\ {&)).
i¢{io,i1}

L’ouvert V — I est par construction la réunion disjointes des p(2), ou Q
parcourt IT; ce sont tous des sous-ensembles connexes et non vides de V' (en ce
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qui concerne p(W') dans le premier cas, cela résulte du fait qu'’il est réunion de
parties connexes contenant toutes ). Soit 2 € IT; c’est par sa définition méme
un ouvert saturé de V'; les p(2) pour 2 parcourant IT sont dés lors des ouverts
de V, et ce sont ainsi nécessairement les composantes connexes de V' — I.

On déduit du fait qu’'un sous-arbre fermé d'un arbre est admissible
que 9 v, est pour tout € II un singleton; 'application |JV; — V induite
par p est encore compacte, et partant fermée; il s’ensuit que dyp(§2) est un
singleton pour tout € II, ce qui achéve la preuve de l'unicité ; ainsi, X/Z est
un arbre.

(1.9.22.4) Si X est localement fini, il existe dans chacun des V; ci-dessus un
voisinage compact W; de & qui est une réunion finie de segments; soit W}/
I'intérieur de W; dans X. La fleche pjyy, étant injective pour tout 7, I'image par p
de |J W; est une réunion finie de segments ; Pouvert | W/ étant saturé, p(|J W)
est un ouvert. Par conséquent, p(|J W;) est un voisinage compact de x dans le
graphe X/Z ; ce voisinage étant réunion finie de segments, X/ est localement
fini.

(1.9.22.5) Soit I' un sous-graphe de X/%. Son image réciproque p~1(T') est
localement fermée; pour montrer que c’est un sous-graphe de X, il suffit de
s’assurer que chacun de ses points possede un voisinage qui est un arbre.

Soit £ € p~1(T'); posons z = p(£), et notons € = &,...,&, les antécédents
de & sur X. Il existe une famille finie (V1,...,V,,) de sous-arbres ouverts deux a
deux disjoints de X tels que V; NS C {£} pour tout i. La réunion V = |JV; est
un ouvert saturé de X ; par conséquent, U := p(V') est un voisinage ouvert de x
dans X/%. Soit U’ un voisinage compact de x dans U qui est un arbre et qui
est tel que U’ N T soit un sous-arbre compact de U’; posons V; = p~1(U) N'V;
pour tout 7. Comme p est compacte, chacun des V! est un voisinage compact

2

de &; dans V;. Comme I'N U’ est compact, p~1(I') N'V/ est compact pour tout i.

Soient 7 et 7 deux points de p~1(I') N V] et soient y et t leurs images
respectives sur X. Par définition des V;, la restriction de p a V; est injective;
elle induit donc un homéomorphisme entre le segment [n; 7] de 'arbre V; et
son image sur U’, qui coincide des lors avec [z;t]. Puisque I' N U’ est un sous-
arbre de U’, le segment [z;t] est contenu dans I' N U’ ; par conséquent, [n; 7] C
p~1(I') N V{. Ainsi, le voisinage p~1(I') N V{ de & = & dans p~1(I") apparait-il
comme une partie convexe et compacte de I'arbre Vj; c’est donc un arbre, ce
qui acheve la démonstration. [

Quotients et toises

(1.9.23) Lemme. Soit ¢ : Y — X une application continue et compacte entre
graphes, telle que la restriction de ¢ a tout sous-graphe localement fini de Y soit
injective par morceauz. Supposons que tout sous-graphe compact de X admette
une toise; il en va alors de méme de tout sous-graphe compact de Y .

Démonstration. Soit V un sous-graphe compact de Y. Son image étant
compacte, elle est contenue dans un sous-graphe compact U de X. Par
hypothese, il existe une toise \ sur U.

Soit I un segment tracé sur V et soient z et y ses deux extrémités. Orientons I
de x vers y. La restriction de ¢ & I étant injective par morceaux, il existe une
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suite finie xg = < 21 < ... < x,, = y de points de I tels que ¢ soit injective
sur [z;;xi41] pour tout i € {0,...,n—1};si 0 < i < n—1 alors o([z;;Ti+1])
est un segment tracé sur U.

Le réel > A(o([xs; 2i41])) ne dépend pas du choix de la subdivision (x;) : il

1
suffit en effet de vérifier qu’il est invariant par raffinement de cette derniere, ce
qui est immédiat ; il est donc licite de le noter I(I).

Par sa construction méme, ! est une toise sur V.

(1.9.24) Proposition. Soit X un graphe sur lequel G agit. Les assertions
sutvantes sont équivalentes :

i) tout sous-graphe compact de X admet une toise;
ii) tout sous-graphe compact de X/G admet une toise.

Démonstration. On note p la fleche quotient X — X/G. Comme la restriction
de p & tout sous-graphe localement fini de X est, en vertu du théoréme [[.9.11]
injective par morceaux, l'implication ii)=-i) est une conséquence directe du
lemme Il reste a montrer que i)= ii); on suppose donc que tout sous-
graphe compact de X admet une toise. Soit U un sous-graphe compact de X.

(1.9.24.1) Modification du probléme & traiter. Comme U est compact, il existe
une famille finie (X7, X;); ou X; est pour tout ¢ un sous-arbre ouvert de X/G,
ol X/ est pour tout ¢ un sous-arbre compact de X/, et ol les X/ recouvrent U.
11 suffit de montrer que chacun des X; admet une toise : en effet si c’est le cas
alors par restriction chacun des X/ N U admettra une toise, et il n’y aura plus

qu’a appliquer au recouvrement fini de U par les U N X|.

L’application p étant compacte, p~1(X;) est pour tout i un sous-graphe
ouvert relativement compact de X ; il admet donc une toise d’apres 'hypothese
faite sur X.

On s’est ainsi ramené a établir I’assertion suivante : soit X un graphe sur
lequel G agit; supposons que X admet une toise et que X/G est un arbre; le
quotient X/G admet alors une toise.

C’est elle que nous entendons désormais démontrer ; on fixe une toise [ sur X ;
on note Xpiuri (resp. (X/G)piuri) I'ensemble des points pluribranches de X (resp.
de X/G).

(1.9.24.2) Construction d’une toise I’ sur (X/G)piuri. Soit I un segment tracé
sur  (X/G)piuri et solent x et y les extrémités de I. En vertu de
et p~H(I) C Xpuuri- On déduit deés lors de la compacité de I et du
corollaire l'existence d’une suite finie z = 79 < 21 < ... < T, = ¥y
d’éléments de I (orienté de x vers y) telle que pour tout ¢ compris entre 0 et r—1,
1 compact p~!([z;; x41]) s’écrive comme une réunion finie | J I; j, ou I; ; est pour
J
tout (4,) un segment s’envoyant homéomorphiquement sur [z;; 2;41], et ol les

intérieurs des I; ; sont deux a deux disjoints.

Pour tout ¢ € {0,...,r — 1} notons l; la moyenne des [(Y; ;) pour j variable.
La somme des I; ne dépend que de I, et pas de la subdivision (z;) : il suffit en
effet de s’assurer qu’elle est insensible a un raffinement de cette derniere, ce qui
est immédiat ; il est des lors licite de poser I'(I) = > I;. Par sa construction
méme, " définit une toise sur (X/G)puri-
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(1.9.24.3) Conclusion. Comme tout point de X/G situé sur un intervalle
ouvert appartient & (X/ G)pluri, ce dernier ensemble est une partie convexe de

larbre X/G. On déduit alors du [1.9.24.2] ci-dessus et de qu'il existe une

toise I sur (X/G)piui qui est bornée par 1.

Soit I un segment tracé sur X/G. Notons A(J) la borne supérieure des " (.J),
ou J parcourt l'ensemble des segments contenus dans 'intérieur de I (qui est
constitué de points pluribranches); application I — A(I) est alors une toise
sur X/G. O

(1.9.25) Corollaire. Soit X un graphe sur lequel G agit. Le quotient X/G
admet une toise si et seulement si X admet une toise.

Démonstration. Comme X — X/G est compacte, X est paracompact si et
seulement si X/G est paracompact. Le corollaire est des lors une conséquence
immédiate de la proposition [1.9.24] ci-dessus et du lemme [1.6.9} O

(1.9.26) Proposition. Soit X un graphe, soit S un sous-ensemble fermé et
discret de X et soit Z# une relation d’équivalence sur X dont toute classe non
singleton est une partie finie de S. Les assertions suivantes sont équivalentes :

i) tout sous-graphe compact de X admet une toise; ii) tout sous-graphe
compact du graphe X /% (cf. prop admet une toise.

Démonstration. Soit p la projection X — X/%. Il résulte de la forme
méme de Z que la restriction de p & tout sous-graphe localement fini de X
est injective par morceaux. Par conséquent, ii)=-i) résulte du lemme
Supposons maintenant que i) est vraie, et montrons ii).

Soit U un sous-graphe compact de X. Par compacité de U et de p, il existe
une famille finie (X;) de sous-arbres compacts de X /% possédant les propriétés
suivantes :

e les X; recouvrent U ;

e pour tout ¢, I'image réciproque de X; s’écrit comme une union finie
disjointe ]_[X{j, ou X;j est pour tout j un compact comprenant au plus un
élément de S.

Fixons i et j. Comme p~1(X;) est un sous-graphe compact de X
(prop. [1.9.22)), son ouvert fermé Xj; est un sous-graphe compact de X.
Comme X;; contient au plus un élément de S, l'application p induit un
homéomorphisme de X{j sur son image X;;, qui est donc un sous-graphe
compact de X/%.

En vertu de notre hypothese, le sous-graphe compact X l{j de X admet une
toise; par conséquent, X;; qui lui est homéomorphe en admet une aussi. Le
sous-graphe U de X est recouvert par ses sous-graphes fermés U N X;;, qui
admettent chacun une toise par restriction. On déduit alors de que U
admet une toise. [

(1.9.27) Corollaire. Soient X et # comme dans la proposition ci-
dessus. Le quotient X /% admet une toise si et seulement si X admet une toise.

Démonstration. Comme X — X/Z% est compacte d’aprés la propo-
sition le graphe X est paracompact si et seulement si X/Z est
paracompact. Le corollaire est des lors une conséquence immédiate de la
proposition ci-dessus et du lemme O
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1.10 Espaces dont un quotient d’un certain type
est un graphe

(1.10.1) Théoreme. Soit G un groupe fini et soit Y un espace topologique
séparé, localement connexe par arcs et localement compact sur lequel G agit.
Supposons que les deux conditions suivantes soient satisfaites :

i) il existe un entier £ > 2 tel que H' (Y, Z/0Z) soit fini;
it) Y/G est un graphe.

L’espace Y est alors lui-méme un graphe.

Démonstration. On peut supposer, en raisonnant composante par
composante, que Y est connexe. Désignons par X lespace quotient Y/G (qui
est alors lui aussi connexe), par ¢ la fleche quotient Y — X (qui est ouverte,
propre et a fibres finies) et par d le cardinal maximal d’une famille libre du Z/¢Z-
module H' (Y, Z/¢Z) (qui est fini d’apres i) ).

(1.10.1.1) Soit C un cercle tracé sur Y et soit J un ouvert de C possédant la
propriété suivante :

(x) 4l existe un intervalle ouvert I non vide tracé sur X tel que J soit un
ouvert fermé de ¢~(I) s’envoyant homéomorphiquement sur I.

Nous allons démontrer qu’il existe alors un Z/¢Z-revétement topologique Z
de Y déployé sur Y —J et tel que la classe de Z xy C dans H' (C, Z/¢Z) engendre
ce dernier.

Simplification du contexte. Pour cela, choisissons un point y sur J; son
image x sur I est un point pluribranche de X. Il existe un voisinage ouvert U
de x dans X qui possede les propriétés suivantes :

e U est un arbre et U NI est un intervalle ouvert ;
e si V désigne la composante connexe de y dans ¢~ (U), alors VN C C J
et VN t(I)cCJ.

Choisissons un intervalle ouvert J' de J contenant y et inclus dans V', et
notons I’ 'image de J’ sur I. Il existe un intervalle ouvert I” de I’ aboutissant
a x qui est faiblement admissible dans X et tel que I'arbre & deux bouts 2 :=
(I'")" soit contenu dans U . Notons que QNI = QN U NI est par
convexité un intervalle ouvert, dont I” est une partie fermée puisque 9I” ne
rencontre pas §2; par conséquent, QNI = 1".

Soit J” T'image réciproque de I sur J et soit W la composante connexe
de »71(Q) qui contient J”. Comme J” C J' C V,l'ona W C V, et donc W N
CcJetWneYI)C J;comme QNI = I", il s’ensuit que W NC = J”
et W t(I")=J".

Quitte & remplacer I par I et J par J”, ’'on peut donc supposer qu’il existe
un ouwvert  de X qui est un arbre a deux bouts dont I est le squelette et une
composante connexe W de p=(Q) telle que WNC = J et WN o (1) = J.
On fixe deux intervalles ouverts Iy et I; de I, disjoints et aboutissant chacun
a l'une de ses extrémités; ’on note Jy et J; les images réciproques respectives
de Iy et I; sur J, et p et €7 les images réciproques respectives de Iy et Iy
par la rétraction canonique 2 — I; enfin, 'on désigne par Wy et Wi les images
réciproques respectives de Q et Q1 sur W.
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Construction d’un Z/0Z-torseur Z — Y . Soit £ 'image réciproque sur W
du compact 2 —(QpUS;) ; c’est un compact de Y. L’on construit alors un Z/¢Z-
revétement topologique Z de Y en recollant (Y — ¢ ) xZ/0Z et W x Z/{Z comme
suit : au-dessus de Wy, I’on identifie pour tout ¢ le feuillet Wy x {i} du premier
revétement au feuillet Wy x {i} du second ; au-dessus de W7y, l'on identifie pour
tout 4 le feuillet W7 x {i} du premier revétement au feuillet W7 x {i + 1} du
second.

Etude du torseur Z x4 C'. 11 découle de notre construction, du fait que WNC
est égal a J, et de la description explicite des revétements du cercle que la classe
de Z xy C dans H'(C,Z/(Z) engendre ce dernier.

Trivialisation de Z au-dessus de Y — J. Soit W’ une composante connexe
de W — J. Comme J est 'image réciproque de I sur W, ouvert W’ est une
composante connexe de ¢ 1(Q') pour une certaine composante connexe )
de Q—1I. L’espace Q) étant un arbre de squelette I, le bord de €’ dans €2 consiste
en un et un seul point de [ ; la fleche J — I étant un homéomorphisme, le bord
de W’ dans W consiste en un et un seul point de J. Soit ¢ € {0,1}. Puisque @’
est contenue dans §2; si et seulement si I'unique point de son bord appartient
a I;, la composante W’ est contenue dans W; si et seulement si 'unique point
de son bord appartient a J;.

Soit ¢ 'application de Y — J dans Z définie comme suit : si y appartient
aY—J\J# Tonposeo(y) = (y,0) € (Y-S )XZ/WZ C Z;siye W—Jalorsy
appartient & une composante connexe W’ de W — J ; si 'unique point du bord
de W’ dans W appartient (resp. n’appartient pas) a Joy, l'on définit o(y) comme
Pélément (y,0) (resp. (y,1)) de W x Z/¢Z C Z. Par construction, o est une
section continue de Z xy (Y —J) = Y — J; dés lors, Z se trivialise au-dessus
deY —J.

(1.10.1.2) Remarque a propos de la propriété (*) ci-dessus. Soit C' un cercle
tracé sur Y ; supposons qu’il existe un graphe compact et fini I' sur X tel
que <p_1(1") soit un graphe compact et fini contenant C'; tout ouvert non vide
de C contient alors un ouvert J satisfaisant (x) : cela résulte du fait que la
fleche o 1(I') — T' ~ ¢ }T")/G est alors injective par morceaux d’apres le

théoreme [[.O.11]

(1.10.1.3) Soit I' un graphe compact et fini tracé sur X, soit I'y le
complémentaire d'un nombre fini de points dans I' et soit N un entier non nul.
Supposons que les fibres de ¢ en les points de I'g sont toutes de cardinal N ;
nous allons montrer que ¢~ *(I'g) — Ty est un revétement a N feuillets, puis
que o~ 1(T) est un graphe fini. On peut supposer pour ce faire que I' est sans
point isolé, auquel cas il coincide avec 'adhérence de I'y.

Soit x € I'y et soient x1,...,xN ses antécédents. Soient Vi,...,Vn des
voisinages ouverts respectifs de z1,...,zx dans ¢~ 1(T'), que I'on choisit deux
a deux disjoints, et soit W un voisinage compact de & dans I'g qui est contenu
dans () ¢(V;). Désignons pour tout ¢ par W; I'image réciproque de W dans V;;
c’est un fermé de =1 (W) et donc un compact ; par choix de W, les fleches W; —
W sont toutes surjectives ; comme tout point de I'g a exactement N antécédents,
elles sont toutes bijectives; par compacité de leurs sources et buts, ce sont des
homéomorphismes, et ¢~ (I'g) — [y est bien un revétement a N feuillets.
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Pour montrer que ¢~ !(T') est un arbre on peut, quitte & amputer I'y d’un
ensemble fini de points, supposer que 'adhérence dans I" de toute composante
connexe de 'y est un arbre. Soit A une composante connexe de ¢~ '(Ty);
Papplication A — ¢(A) est un homéomorphisme, et p(A) est une composante
connexe de I'g; des lors, p(A) et p(A) sont deux arbres. Comme p(A) est un
fermé de X contenu dans le compact ¢(A), c’est exactement ¢(A). Soit a €
w(A) — p(A). 11 existe un voisinage ouvert U connexe de a dans X tel que les
composantes connexes de ¢~ 1(U) séparent les antécédents de a; comme p(A)
est un arbre, ¢(A) \ {a} est connexe, et ¢(A) est donc de valence 1 en a. Il est
par conséquent loisible de supposer, quitte & restreindre U, que U N @(A) est
de la forme [a; [ pour un certain = tel que Ja;2[C ¢(A). L’intersection de A
et p 1(U) est des lors égale a cpfAl(]a;xD, qui est homéomorphe & ]a; x| et est

de ce fait contenu dans une composante connexe de ¢~ *(U) ; par conséquent, A
contient au plus un antécédent de a. Ceci étant vrai quel que soit le point a
de p(A) — p(A), la surjection A — p(A) = ¢(A) est une bijection continue
entre compacts, et donc un homéomorphisme ; on en déduit que A est un arbre

compact ; ceci vaut pour tout A € mo(p~1(Tp)).

Comme ¢ '(I') — T est ouverte et comme Iy est dense dans T,
louvert ¢!(Ty) de ¢~ 1(I') en est une partie dense. Autrement dit, 'on a

() = ¢ 1(To) = U =a
Acro(p(I'))

Etant compact, @ 1(T") est donc homéomorphe au quotient de 11 A
Aemo(p~1(o))
par une relation d’équivalence convenable, qu’engendre un ensemble fini de

couples de points ; il s’ensuit que ¢~ (I") est un graphe fini (prop. [1.9.22)).

(1.10.1.4) Supposons donnés un entier N et, pour tout ¢ compris entre 1 et N,
un intervalle [a;;b;] tracé sur X (avec a; # b;); nous faisons les hypotheses
suivantes :

o les intervalles [a;; b;] sont deux & deux disjoints ;
e pour tout i, les fibres de ¢ en les points de Ja;; b;[ ont toutes méme cardinal,
et ce dernier majore strictement les cardinaux de p~1(a;) et =1 (b;).

Nous allons montrer que sous ces conditions ¢ ~!([a;; b;]) est pour tout i un
graphe fini ayant au moins une boucle, puis que N est nécessairement inférieur
ou égal a d.

Fixons 4. Il résulte du [1.10.1.3| ci-dessus que ¢~ *(Ja;; b;[) —]a; b;[ est un
revétement, et que ¢~ !([a;;b;]) est un graphe compact, que 1’on note T'.

Nous allons montrer que I' possede au moins une boucle. Le cardinal
de ¢~ !(a;) étant par hypothese strictement inférieur au nombre de feuillets
du revétement o~ 1(Ja;;bi[) —]as;bi[, il existe un antécédent de a; auquel
aboutissent au moins deux branches de I'. Par homogénéité (I'on a [a;;b;] ~
T'/G), c’est le cas de tous les antécédents de a;; il en va de méme de ceux
de b;. Soit 'y une composante connexe de I' et soit n le nombre de feuillets
de ¢~ (Jai; b;]) quelle contient. A chaque point de I'y situé au-dessus de a;
aboutissent au moins deux de ces feuillets. Il y a donc au plus n/2 tels
points; de méme, il y a au plus n/2 antécédents de b; sur I'g. Il en résulte



Graphes réels 103

que la caractéristique d’Euler de I'y est majorée par —n + 2n/2 = 0; par
conséquent, h!(I'y) est non nul, et I' possede ainsi au moins une boucle.

Pour tout 4, choisissons une boucle C; sur le graphe ¢ ~!([a;; b;]). On déduit
de la remarque [[.10.1.2] et de la construction faite au qu’il existe pour
chaque ¢ un Z/¢Z-revétement topologique Z; de Y trivial en dehors de C; tel que
la classe de Z; xy C; engendre H'(C;, Z/(Z), lequel est isomorphe & Z/(Z; il
en découle aisément que les classes des Z; dans H' (Y, Z/{Z) forment une famille
libre, et donc que N < d.

(1.10.1.5) Soit I" un graphe fini et compact tracé sur X ; nous allons établir
que (') est un graphe fini et que k(o= 1(I)) < d.

Soit N le cardinal maximal d’une fibre de ¢ au-dessus d’un point de T';
montrons par récurrence sur N que ¢~ (I') est un graphe fini.

Si N = 1 alors ¢~ 1(I') — T est une bijection continue entre compacts, et
donc un homéomorphisme ; par conséquent, o ~1(T') est un graphe fini.

Supposons que N > 1 et que la propriété est vraie pour tous les entiers
compris entre 1 et N — 1. Soit U ’ensemble des points de I' dont les fibres ont
exactement N points; il résulte du caractere ouvert et propre de ¢ que U est
un ouvert. Sa trace sur chaque arréte ouverte de I' est une réunion (au plus)
dénombrable d’intervalles ouverts; en vertu de cette réunion est en
réalité finie. Par conséquent :

- le complémentaire de U dans I' est un graphe fini;
- 'adhérence de U dans T" est un graphe fini A, et A — U est fini.

Il découle de la définition de U et de que ¢~ (A) est un graphe
fini. Par ailleurs les fibres de ¢ en les points de I' — U sont toutes de
cardinal strictement inférieur & N ; par I’hypotheése de récurrence, o~ 1(I' — U)
est un graphe fini. Comme o~ !(T') est compact, il s’identifie au quotient
de o1 (T'=U) [[ ¢ *(A) par une relation d’équivalence convenable, qu'engendre
un ensemble fini de couples de points; en conséquence, ¢~ (I') est un graphe

fini (prop. [1.9.22).

Posons 7 = h!(p~1(T)). Il existe r boucles Cj,...,C, sur ¢~ }(T) et, pour
tout ¢ € {1,...7}. On déduit de la remarque [1.10.1.2 et du [1.10.1.1] qu’il existe
pour tout ¢ un intervalle ouvert I; non vide tracé sur C' — |J C; et un Z/{Z-

J#i
revétement Z; de Y qui est trivial au-dessus de Y — I;, et tel que Z; xy C;
engendre H'(Cy,Z/¢Z). Tl s'ensuit que les classes des Z; dans H'(Y,Z/(Z)

forment une famille libre ; en conséquence, r < d.

(1.10.1.6) Soient I et IV deux graphes finis compacts et connexe tracés sur X
tels que I' soit contenu dans I'V. L'on a d > h'(¢~1(T)") = h'(p~1(T)); comme
toute composante connexe de ¢~ 1(I") se surjecte sur I, 'application naturelle
de 7o (o~ 1(T)) vers mo(¢~1(I”)) est surjective ; notons que sa source et sont buts
sont finis et de cardinal majoré par celui de G.

Il en résulte qu’il existe un graphe fini compact et connexe I'y tracé sur X
tel que pour tout couple (I',T) de graphes finis, compacts et connexes tracés
sur X, contenant Iy et tels que I' C I, les fleches

mo(p™H(T)) = mo(™ (1)) et Hi(p™'(I"), Z) = Hi(p™'(T), Z)



104 Graphes réels

soient bijectives; cela signifie que ¢ '(I') est un sous-graphe admissible
de o~ 1(T).

Notons & I’ensemble des graphes finis compacts et connexes tracés sur X et
contenant 'y ; il est naturellement ordonné et filtrant; 'on a X = |J T.
res
(1.10.1.7) Soient y et y" deux points distincts d’un ouvert connexe Q de Y.
Nous allons démontrer qu’il existe I' € & tel que y et y’ soient situés sur la
méme composante connexe de o~ 1(I') N Q.

Comme Y est localement connexe par arcs, il existe un chemin
continu [0;1] — € joignant y & y'; comme Y est séparé, 'on peut supposer
que ce chemin est injectif, autrement dit que c’est un homéomorphisme sur son
image; soit I cette derniere. Nous allons montrer que pour tout point ¢ de I
il existe I'; € & et un voisinage ouvert I; de t dans I tel que I; C ¢ 1(T).
La compacité de I permettra alors de le recouvrir par un nombre fini de I;, et
si I' désigne un élément de & contenant les I'; correspondant, l'on aura I C
@ HT) N Q et la conclusion requise.

Soit t € I et soit = son image sur X. Il existe un voisinage ouvert U
de = qui est un arbre, et qui est tel que la composante connexe V de t
dans ¢~ }(U) ne contienne aucun autre antécédent de z. Fixons une branche
de I issue de ¢t (il y en a au plus deux) et soit 7 un point de cette branche, tel
que [t; 7] C V5 posons £ = ¢(7). Comme ¢([¢; 7]) est un sous-ensemble connexe
de l'arbre U, il contient I'intervalle [z;¢]. La composante connexe A de t dans
le graphe o~ 1([z;&]) est contenue dans V, et coincide avec go‘fvl([x;f]). Soit U’
une composante connexe de U — [z; £] aboutissant & un point ¢ de ]z; [ et soit J
une composante connexe de (pﬁtl;T[(U ") ; c’est un intervalle ouvert tracé sur |¢; 7[;
notons « et 3 ses deux bornes; 'on a ¢(a)) = ¢(8) = (. La concaténation de J et
de I'un des intervalles reliant « & 3 sur A est un cercle C. L’on déduit du[T.10.1.1]
qu’il existe un Z/¢Z-torseur Z — Y qui est trivial sur Y — J et tel que la classe
de Z xy C engendre H'(C,Z/(Z).

Soit r € N. Supposons qu'’il existe pour tout ¢ € {1,...,r} une composante
connexe U; de U — [z; €] aboutissant & un point de |x;&[ et une composante
connexe J; de gaﬁtl;T[(Ui), les J; étant en outre supposées deux a deux disjointes.
Le procédé ci-dessus fournit pour tout ¢ un Z/¢Z-torseur Z; — Y trivial au-
dessus de Y — J; et un cercle C; ne rencontrant aucun des J; pour j # ¢ et tel
que Z; xy C; engendre H'(C;,Z/{Z). Les classes des Z; dans H' (Y, Z/{Z) sont
alors linéairement indépendantes ; par conséquent, r < d.

Ceci implique lexistence de & €]x;¢[ tel que ¢(]t; 7[) ne rencontre aucune
composante connexe de U — [z;&] aboutissant & un point de ]z;&[. Soit o
un antécédent de &y sur J¢;7[. Comme z et & adheérent tous deux a ¢(]t; 7)),
la composante connexe Uy de U \ {z;&} qui contient ¢(]¢;7o[) est celle qui
contient |xz;&o[; par ce qui précede, ¢(]t; 9[) ne rencontre aucune composante
connexe de Up—]xz;&o[; des lors, o(Jt;70[) Cla;&o[ et Pon a donc ¢([t;0]) C
(25 &ol-

En raisonnant de méme le cas échéant sur la seconde branche de I issue de t,
on obtient l'existence d’un voisinage ouvert I; de t dans I et d’un graphe fini
compact et connexe I'y de X, que l'on peut toujours supposer appartenir a &
quitte & Pagrandir, tel que I; C ¢~ !(T); c’est ce que I'on souhaitait démontrer.
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(1.10.1.8) Fixons I' € 6. Soit y € Y. Si I est un graphe appartenant & & et
contenant I' tel que y € ¢~ }(I"), alors ¢~ 1(I') est un sous-graphe admissible
de o~ 1(I'") ; 'image de y par la rétraction canonique de ¢~ 1(I") vers ¢~ 1(T') ne
dépend pas du choix de TV (il suffit de vérifier qu’elle ne change pas lorsqu’on
agrandit IV, ce qui est immédiat); il est donc licite de la noter rr(y). Notons
que si y € o~ 1(T') alors rr(y) = y.

Supposons que y ¢ ¢~ 1(I') et soit U sa composante connexe dans Y —¢~(T).
Montrons que OU = {rr(y)}. Par définition de rp(y), il existe un intervalle
fermé I tracé sur Y d’extrémités y et rr(y), et tel que I N~ (T) = {rr(y)}.
Cette derniere condition garantit que I \ {rr(y)} est tracé sur U, et donc
que rr(y) est adhérent a U.

Supposons qu'il existe z € ¢~ }(I") qui soit adhérent & U et soit distinct
de rr(y). Il existe un voisinage ouvert et connexe V de z qui ne contient
pas rr(y). Puisque z adheére a U, son voisinage V' rencontre U, et V U U est
par conséquent connexe. Il existe donc, en vertu du [[.10.1.7, un graphe I"
appartenant a &, que l'on peut toujours supposer contenir I', et tel que y
et z soient situés sur la méme composante connexe de ¢~ 1(I") N (U U V). Ceci
entraine I'existence d’un intervalle tracé sur ¢~ 1(I'") qui relie y & 2 sans passer
par rr(y), ce qui contredit le fait que ce dernier est I'image de y par la rétraction
canonique ¢~ 1(I'") — ¢~ }(T) ; par conséquent, OU = {rr(y)}; remarquons que
ceci entraine que rr(z) = rr(y) pour tout z € U.

(1.10.1.9) Nous nous proposons maintenant d’établir la continuité de
Iapplication rr. Soit A un ouvert de I'. Pour montrer que rp*(A) est ouvert,
on peut supposer que A est connexe et non vide. Soit © le compact I' — A et
soit U la composante connexe de Y — © qui contient A ; nous allons démontrer
que 7' (A) est égal & U.

Soit y € rlTl(A). Siy e oY) alors y € A C U; supposons que y ¢
¢ }(T) et soit V la composante connexe de y dans Y — ¢~ 1(I"). La composante
connexe W de y dans Y —0© est fermée dans ce dernier, et contient V. Comme 9V
est égal & {rr(y)} et comme rr(y) ¢ O, on a rr(y) € W. Par conséquent, W
rencontre A et coincide de ce fait avec U ; ainsi, y € U.

Soit y e U. Siy € p }(I) alorsy € UNp }(T) = A, et 'on a donc rr(y) =
y € A. Supposons que y ¢ ¢~ 1(I'), et soit V sa composante connexe dans Y —
@ }(T). Le sous-ensemble V de U en est une partie ouverte, connexe et non
vide ; comme elle differe de U (elle ne rencontre pas ¢~ 1(I")), elle n’est pas fermée
dans U. L’unique point du bord de V', qui n’est autre que rr(y), appartient donc
aU; comme UNy }(T) = A, onarr(y) € A; ainsi, y appartient & 7' (A), ce
qu’il fallait démontrer.

(1.10.1.10) Soit A un sous-arbre ouvert de T', et soit U l'ouvert rp*(A).
Soient x et y deux points de U ; nous allons démontrer qu’il existe un et un
seul fermé de U homéomorphe a un intervalle fermé d’extrémités = et y. Tout
tel fermé est, en vertu du contenu dans ¢~ 1(I") N U pour un certain
graphe IV appartenant & &, que 1’on peut toujours supposer contenir I'. Il suffit
donc de démontrer que pour tout I'V appartenant & &, contenant I', p(z) et ¢(y),
il existe un et un seul fermé de ¢~ '(I') N U homéomorphe & un intervalle
fermé d’extrémités x et y. Mais si I’'on se donne I satisfaisant ces conditions,



106 Graphes réels

@ HI")NU est I'image réciproque de A par la rétraction canonique de o1 (I")
sur ¢~ }(T), et est donc un arbre, d’ou Iassertion.

Montrons maintenant que QU est fini. Comme rp est continue, ri 1(Z) est
un fermé de Y, qui contient donc le bord de U. Soit x un élément de rp ' (A) —U.
Supposons que x n’appartienne pas & = 1(T) et soit V la composante connexe
de x dans Y — p~1(T"). On a pour tout 2z € V 1égalité rr(z) = rr(x); or rr(x) ¢
A (puisque x ¢ U); par conséquent, V ne rencontre pas U et z n’appartient
pas au bord de U. 1l s’ensuit que OU C ¢~ 1(T"). Compte-tenu du fait que U C
T 1(Z)7 il vient QU C 9A, et QU est des lors fini (I'inclusion réciproque étant
triviale, on a en fait OU = 9A).

(1.10.1.11) Conclusion : Y est un graphe. L’espace Y est séparé et localement
compact. Soit y € Y et soit V un voisinage ouvert de y dans Y ; on va montrer
que V contient un voisinage ouvert de y satisfaisant les conditions i) et ii)
du ce qui prouvera que Y est un graphe. Quitte a restreindre V', on
peut le supposer relativement compact ; son bord est alors une partie compacte
de Y, qui ne rencontre de ce fait qu’'un nombre fini de composantes connexes
de Y\ {y}. Choisissons I' € & tel que »~!(T) contienne y et rencontre toutes
les composantes connexe de Y \ {y} qui intersectent 9V, c’est-d-dire qui ne
sont pas contenues dans V. Soit A un arbre ouvert de ¢~(I') contenant y et
tel que A C V. Le bord de V étant compact, il ne rencontre qu'un nombre
fini de composantes connexes de Y — A; par conséquent, V contient toutes
les autres. En particulier, V' contient presque toutes les composantes connexes
de Y — ¢~ }(T) dont I'unique point du bord appartient & A ; notons par ailleurs
qu'une composante connexe de Y — ¢~ 1(T') dont I'unique point du bord est y
est une composante connexe de Y \ {y} qui ne rencontre pas ¢~ (T), et est donc
contenue dans V.

Il découle de ce qui précede que 1'on peut supposer, quitte & restreindre A,
que V contient toutes les composantes connexes de Y — ¢~ 1(T') dont 1'unique
point du bord appartient & A; comme A C V, on a rl?l(A) c V; et

d’aprés [1.10.1.10| ci-dessus, rp'(A) satisfait les conditions i) et ii) du m

ce qui acheve la démonstration. [J

(1.10.2) Remarque. Dans 1’énoncé du théoreme ci-dessus, ’hypothese
que H*(Y,Z/(Z) est fini pour au moins un entier £ supérieur ou égal & 2 est
indispensable.

Pour le voir, désignons par Y le quotient de [0;1] x {0,1} par la relation
d’équivalence obtenue en identifiant (1/n,0) & (1/n,1) pour tout n > 0 ainsi
que (0,0) & (0,1). On vérifie aisément que I'involution de [0;1] x {0,1} induite
par la transposition de {0,1} passe au quotient et définit ainsi une action
de Z/27Z sur Y, qui est telle que Y/(Z/2Z) soit homéomorphe & [0;1].

Et pourtant l’espace compact Y n’est pas un graphe, puisqu’il contient
une infinité de boucles qui s’accumulent au voisinage de (0,0) = (0,1); mais

la présence de cette infinité de boucles implique justement (par exemple via
le[1.10.1.1) que H' (Y, Z/{Z) est infini pour tout £ > 2.



Chapitre 2

Algebre commutative

2.1 Morphismes étales et anneaux locaux
henséliens

Schémas étales sur une base normale

(2.1.1) Soit 2" un schéma integre, soit % un 2 -schéma et soit % un ouvert
non vide de Z’.

(2.1.1.1) Supposons % plat et localement de présentation finie sur 2. Il est
alors localement connexe. En effet, la propriété étant locale sur %/, on peut le
supposer de présentation finie. La fleche %7 — 2~ étant ouverte, tout point de %
est adhérent a la fibre générique de # — 2. Comme celle-ci a un nombre fini de
composantes irréductibles, le schéma ¢ est réunion finie de fermés irréductibles,
d’on I'assertion.

(2.1.1.2) On suppose & partir de maintenant que 2  est normal et que le
morphisme % — % est étale. Le schéma % est alors normal, et ses composantes
connexes sont des lors irréductibles. En conséquence, si 2 est une composante
connexe de %, son ouvert & X g %, qui est non vide puisque ¥ — Z est
ouvert, est irréductible. Il en résulte que lapplication 7o(% X %) — wo(¥)
est bijective.

(2.1.1.3) On fait 'hypothese supplémentaire que le morphisme étale % — 2
est fini. L’ensemble des sections de % au-dessus de 2 (resp. %) est alors en
bijection avec I’ensemble des composantes connexes de % (resp. % X o %) dont
le degré sur 2 (resp. %) est égal & 1. 1l s’ensuit, compte-tenu de [2.1.1.2] que
la restriction induit une bijection % (2") ~ % (% ).

(2.1.1.4) On suppose toujours que ¥ — 2 est fini étale; pour tout 2'-
schéma %, on note %% le produit fibré 2 X o~ 7 . Soit Z un Z -schéma étale.
Il est normal, et en appliquant a chacune des composantes connexes
de Z, on voit que la fleche % (%) — % (%%,) est bijective.

Autrement dit,

Homggj(g, @/) — Homq/(&‘@/’/, @%)
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est bijective.

(2.1.1.5) Soit ¢4 un schéma en groupes fini étale sur 2". Supposons donnée une
action de ¥y sur % . Il résulte de qu’elle s’étend d’une unique maniére
en une action de ¢ sur %'.

Supposons de plus que %4 soit un ¥y -torseur. La fleche induite

g@/ Xy @%%@@/ Xy g@/

est alors un isomorphisme. En utilisant a nouveau[2.1.1.4] on en déduit que ¥ x o
W — % X g9 % est un isomorphisme ; en conséquence, % est un ¢-torseur.

Donnons-nous maintenant un (autre) ¢-torseur 7 sur %, et supposons
qu’il existe un isomorphisme de ¥ -torseurs I ~ %;,. En utilisant une fois
encore on voit que cet isomorphisme se prolonge (d’une unique maniére)
en un isomorphisme de ¢-torseurs . ~ %'

Généralités sur les py-torseurs

(2.1.2) Soit ¢ un entier. Soit (C, ) un site annelé, et soit p, le faisceau
des racines f-ietmes de 'unité sur C. On suppose que sur le site annelé C,
I'endomorphisme z — 2% du faisceau G,, est surjectif; le cas & avoir en téte
est celui on C est le (petit) site étale d’un schéma ou d’un espace analytique sur
lequel 7 est inversible. On dispose alors sur le site C d’une suite exacte dite de
Kummer

1 e Gm nd Gm 1

qui induit pour tout objet X de C une injection &(X)* /(0(X)*)* < H' (X, ).
Si f e 0(X)*, et ¢il n’y a pas d’ambiguité sur X ni sur ¢, on notera (f)
'image de f dans H'(X, 11¢). La classe de cohomologie (f) correspond & une
classe d’isomorphie de pg-torseurs sur X, que l'on peut décrire explicitement :
c’est la classe du py-torseur U — {z € O(U)*, 2" = fiy}.

(2.1.2.1) Soit £ un schéma sur lequel ¢ est inversible et soit f une
fonction inversible sur 2". Tout faisceau étale localement constant sur Zy; est
représentable, et c’est en particulier le cas de tout pe-torseur. En conséquence,
Hl(%t, we) classifie les pg-torseurs étales schématiques sur X a isomorphisme
prés; la classe d’isomorphie correspondant par ce biais a (f) est celle
de Spec O [T)/(T™ — f).

Bien qu’il ne soit défini qu’a isomorphisme pres, nous nous permettrons
souvent de parler du torseur, et parfois simplement du revétement étale (si
Pon oublie 'action de py) défini par (f); dans le cas d’une base affine, nous
évoquerons tout aussi bien l’algebre finie étale définie par (f).

(2.1.2.2) Soit A un anneau local dans lequel ¢ est inversible. Le théoréme 90
de Hilbert assure que H'(A,G,,) = 0 (nous commettons 1’abus usuel consistant
a écrire H*(A4,.) au lieu de H*((Spec A)gt, .)). Il s’ensuit que la fleche f +— (f)
induit un isomorphisme A* /(A*)¢ ~ H'(A, ).

(2.1.2.3) Soit K un corps dans lequel £ est inversible; on suppose que T — 1
est scindé dans K.
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Soit y € K™, soit d l'ordre de (y) et soit z une racine f-ieme de y dans

une cloture algébrique K de K. Le polyndéme T" — y s’écrit [ T — wz.
wepe(K)

Soit P un diviseur unitaire irréductible de T™ — ¢ dans K[T], soit r son degré,

et soit s le PGCD de n et r. Le polynéme P s’écrit [[ T — wz pour un certain
weN
sous-ensemble Q de pp(K) de cardinal r. Son terme constant est égal & 2" [ w;
weR

comme il appartient & K, on a 2" € kX ; puisque z¢ € kX, on a 2° € k*. Par
conséquent, y° = (2°)° € (k*)’, et d divise donc s, et a fortiori r.

Soit u € k* tel que y¢ = u’; il existe alors w € ue(K) tel que y = (wu)*/<
(en effet pg(K) = (ue(K))¥? puisque T — 1 est scindé dans K ). Posons v = wu.
On a les égalités

Te_y:TZ_UZ/d: (Td)é/d_vé/d: H Td—(’U.
CEmesal(K)

Chacun des facteurs de la décomposition ci-dessus appartient & K[T] et est de
degré d; par ce qui précede, ces facteurs sont nécessairement irréductibles. Il
y en a exactement £/d; en particulier, T — y est irréductible si et seulement
sid=~{.

En termes géométriques, le py-torseur défini par (y) a ¢/d composantes
connexes ; il est connexe si et seulement si d = /.

La notion de résidu

(2.1.3) Soit F un corps, soit € une F-courbe projective, irréductible et
normale, et soit £ un entier inversible dans F'.

(2.1.3.1) Soit h € H(F(€), ) ; cette classe définit une F(%)-algebre étale A.
On note Z la F-courbe projective et normale, finie sur %', dont la fibre générique
s’identifie & Spec A. Soit ¢’ 'ouvert dense de ¥ au-dessus duquel Z est étale.
En vertu de la structure de ju-torseur sur Spec A — Spec F(%) définie
par la classe h se prolonge d’une unique maniere & 2 x¢ ¢’ — €.

Par ailleurs, soit ¥ un ouvert non vide de % au-dessus duquel le
morphisme Spec A — Spec F(%) admet un prolongement fini étale #° — ¥.
Comme % est normal, il s’identifie & 2 X« ¥ ; en conséquence, ¥ C €.

Ainsi, un point P de % appartient & %’ si et seulement si le -
torseur Spec A — Spec F(%) s’étend en un p-torseur au-dessus de Spec Oy 2.

(2.1.38.2) Fixons une fonction f € F(%)* telle que h = (f). Soit P un point
fermé de €. La classe modulo ¢ de la valuation P-adique de f ne dépend que
de h; on la note dp(h). On dit que dp(h) est le résidu de h en P.

Il résulte de(2.1.3.1] et [2.1.2.2] que le point P appartient & 4’ si et seulement
si f appartient a €. , modulo (F(%€)*)*, soit encore si et seulement si §p(h) =
0.
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La suite exacte des résidus
A partir de maintenant, on suppose F' algébriquement clos.

(2.1.4) Soit _# la jacobienne de la courbe €, et soit ¢ ¢ le sous-groupe de (-
torsion de _#. Nous allons démontrer qu’il existe un morphisme naturel ¢ :
¢ I (F) — H(F(), j1e) tel que la suite

0— > 7 (F) " WG, ) L @ 7/ =707 ——0

Pcé(F)

soit exacte.

o Soit x € ;_Z(F) et soit D un diviseur de degré 0 sur ¢ dont la classe
dans le groupe de Picard est égale a z. Comme le point x est de ¢-torsion,
le diviseur £D est égale & div(f) pour une certaine fonction f € F(%)*,
bien déterminée & un élément de F'* pres; comme F' est algébriquement
clos, la classe (f) est bien définie. FElle ne dépend pas du choiz de D.
En effet, soit D’ un (autre) représentant de x; choisissons g € F(%)*
telle que div(g) = ¢D’. On a alors div(f/g) = ¢(D — D'); puisque D
et D’ représentent x, il existe h € F(%)* telle que D — D’ = div(h).
En conséquence, div(f/g) = div(h’), ce qui signifie qu'il existe A € F*
tel que f = Ah’g; comme F est algébriquement clos, il vient (f) = (g),
comme annonce.

On définit ainsi un morphisme ¢ : ;_# (F) — H'(F(%), j1¢). Montrons
qu’il est injectif. Soit « tel que ¢t(x) = 0, et soient D et f comme ci-dessus.
Puisque ¢(z) = 0, il existe g € F(%)* telle que f = g*; comme le diviseur
de f est égal & £D, on a div(g) = D et z = 0.

e La surjectivité de X est évidente.

e La composée X o [[Op est nulle parce que le diviseur d’une fonction
rationnelle inversible a un degré nul.

Soit (P;) une famille finie de points fermés deux & deux distincts
de € et soit (e;) une famille d’entiers de somme nulle modulo ¢. Soit D
le diviseur Y e;P;. Choisissons un point fermé @ de €, et soit N tel
que deg D =Y e; = N{. Le diviseur D — N/4Q est de degré 0, et définit
donc un point z € # (F).

Par divisibilité du groupe # (F), il existe y € # (F') tel que fy = x.
En d’autres termes, il existe un diviseur £ de degré 0 sur € et une
fonction rationnelle inversible f sur € tels que

div(f) = D — NtQ — (E = D — {(NQ + E).

Par construction, I'image de (f) dans @ Z/lZ est égale & > & F;.
PEE(F)
Ainsi, la suite étudiée est exacte en €& Z/lZ.
PEC(F)

e Il reste & montrer I'exactitude de la suite en H' (F(%), ue). Siz € ¢ 7 (F),
son image h dans H'(F(%), ) est par construction la classe d’une
fonction dont le diviseur est multiple de ¢; il s’ensuit que dp(h) = 0
pour tout P € € (F).
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Réciproquement, soit f € F(%)* telle que (f) ait un résidu nul en
tout point P de €'(F). Cette derniere condition signifie que div(f) = ¢D
pour un certain diviseur D, dont le degré est nécessairement nul; si I’'on
appelle z la classe de D dans ¢ (F'), I'égalité div(f) = ¢D entraine
que x € ¢ _Z(F); on a alors «(x) = (f) par définition de ¢, ce qui acheve
la démonstration.

(2.1.5) Soit % un ouvert de ¥. On peut reformuler les résultats de
et sq. comme suit : la restriction au point générique induit un isomorphisme
entre H' (%, p1e) et le sous-groupe de H' (F(€), ju¢) formé des classes de résidu
nul en tout point fermé de % .

(2.1.5.1) Remarque. Soit h € H'(%t, j10), soit d son ordre et soit ¥ — % le pu-
torseur qu’elle définit. Comme F est algébriquement clos, le polynéme 7 — 1
est scindé dans F, et a fortiori dans F(€).

D’apres le schéma ¥ X Spec F(%) a {/d composantes connexes.
Comme % est normal, ¥ est normal et ses composantes connexes sont des lors
irréductibles. En conséquence, ¥ a lui aussi ¢/d composantes connexes.

(2.1.5.2) En vertu de le groupe H'(%y, pe) s'identifie au sous-groupe
de HY(F(€), jus) formé des classes de résidu nul en tout point fermé de € ;
on déduit alors de la suite exacte des résidus que Hl(‘fét,,ug) est
canoniquement isomorphe a ¢ _# (F).

Soit g le genre de €. La variété abélienne ¢ est de dimension g, et o_# (F)
est donc isomorphe (non canoniquement si g > 0 et £ > 1) a (Z/¢Z)%.
Ainsi HY(E, ) ~ (Z./07,)29.

(2.1.6) Remarque. Comme F est algébriquement clos, les faisceaux étales py

et Z/¢Z sont isomorphes (non canoniquement si £ > 2) sur F.
Une fois fixé un tel isomorphisme, on peut récrire [2.1.4] [2.1.5) [2.1.5.1]

et [2.1.5.2) en remplacant partout H'(., su¢) par H' (., Z(Z).

Anneaux locaux henséliens

(2.1.7) Soit A un anneau local d’idéal maximal m, et soit k son corps résiduel.

(2.1.7.1) Soit By une k-algebre finie étale. Il existe alors une A-algebre finie
étale B telle que By ~ B/m; en effet, pour le voir, on se rameéne immédiatement
au cas ol By est une extension finie séparable de k. Le théoreme de I’élément
primitif assure I’existence d’un polynéme unitaire, irréductible et séparable Py €
k[T] tel que B ~ k[T]/(Py). Si P désigne un relevé unitaire de Py dans A[T] on
peut alors prendre B = A[T]/P.

(2.1.7.2) Soient @ un polynéme unitaire de k[T et soit P un polyndéme unitaire
de A[T] relevant Q.

Supposons donnés deux polynoémes unitaires Q1 et Qo de k[T] tels que Q1
et ()2 soient premiers entre et tels que Q@ = Q1Q2. Il existe alors au plus un
couple (Py, P») de polynémes unitaires de A[T] relevant respectivement Q1 et Q2
et tels que P = P, Ps.

En effet, supposons quun tel couple (P;,P») existe. L’anneau quo-
tient A[T]/(Py, P2) est un A-module fini, dont la réduction modulo m s’identifie
a k[T]/(Q1,Q2) qui est nul par hypotheése; par le lemme de Nakayama, il
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vient A[T]/(Pi,P2) = 0. Ainsi, (P1) + (P2) = A[T], et le lemme chinois
fournit alors un isomorphisme i : A[T]/P ~ A[T]/P, x A[T]/Ps, qui reléve
I’isomorphisme j : k[T]/Q ~ k[T]/Q1 x k[T]/Q2. Soit e 'idempotent de A[T]/P
correspondant & (1,0) wia 4. Il reléve 'idempotent f de k[T]/Q qui correspond
a (1,0) via j. Or f admet au plus un relevé idempotent dans A[T]/P. Pour le
voir, considérons un élément = de mA[T']/P tel que €’ := e + x soit idempotent.
On a alors

P=(e—e)P =e—3e +3ce —¢ =e—¢ =1,
et donc x(1 — %) = 0. Mais z appartient & mA[T]/P, qui est le radical de
Jacobson de A[T]/P; en conséquence, 1 — 22 est inversible et z = 0, d’olt
Passertion requise. Il s’ensuit que e ne dépend pas du couple (P, P»).

Or P, peut se caractériser comme ’annulateur de e, et P, comme celui
de 1 — e. En conséquence, le couple (P, Py) est uniquement déterminé, comme
annonce.

Si a € k alors « est racine simple de @ si et seulement si Q) s’écrit (X —a)R
avec R premier & X —a; et si a € A, on a P(a) = 0 si et seulement si X — a
divise P.

On déduit alors de ce qui précede qu'une racine simple de @ admet au plus
un relevement en une racine de P.

(2.1.8) Soit A un anneau local d’idéal maximal m et de corps résiduel k. On
note a — @ la réduction modulo m. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

i) Toute B-algebre finie est un produit fini d’anneaux locaux.

ii) Pour tout polynéme unitaire P € A[T] et toute factorisation P = Q1 Q-
ol Q1 et Q2 sont deux polynomes unitaires et premiers entre eux de k[T, il existe
un (unique) couple (P;, Py) de polyndémes unitaires de A[T] tels que P = P, P,
et P, = Q; pour tout i.

iii) Pour tout polynoéme unitaire P € A[T] et toute racine simple o de P

dans k, il existe un (unique) élément a € A tel que @ = a et P(a) = 0.
Lorsqu’elles sont satisfaites, on dit que A est hensélien.

(2.1.9) Soit A un anneau local d’idéal maximal m. Si A est complet pour la
topologie m-adique, il est hensélien (on prouve iii) par la méthode de Newton,
c’est le «lemme de Hensel» originel).

(2.1.10) Soit A un anneau local hensélien.

(2.1.10.1) Toute A-algebre finie locale est hensélienne, comme on le voit &
Paide de la propriété i).

(2.1.10.2) Soit B une A-algebre finie étale. C’est un produit de A-algebres
finies étales locales; il résulte aisément de la forme explicite de ces dernieres et
de iii) que Hom (B, A) — Homy (B ®4 k, k) est bijective.

(2.1.10.3) Soit C une A-algebre finie étale. Elle s’écrit comme un produit [ C;
de A-algebres finies, étales, locales et henséliennes ; pour tout i, 'idéal mC; de C;
est son idéal maximal, puisque C;/mC; est une k-algebre locale finie étale, et
partant un corps.

En appliquant a la Cj-algebre finie étale B ® 4 C; pour tout 7, on
voit que Hom (B, C) — Homy (B ®4 k,C ®4 k) est bijective.



Algébre commutative 113

Le foncteur B — B ®4 k, de la catégorie des A-algebres finies étales vers
celle des k-algebres finies étales, est ainsi pleinement fidele. En vertu de [2.1.7.1
c’est une équivalence de catégories.

Hensélisé d’un anneau local

(2.1.11) Soit A un anneau local, soit m son idéal maximal et soit k son corps
résiduel. On note 2" et x les spectres respectifs de A et k, et j 'immersion
fermée x — 2. On considére 5 comme un faisceau sur le petit site étale 2 ;
on pose AP = Ho(xét7j_1ﬁ,gg).

(2.1.11.1) Soit F Pensemble des (classes d’isomorphie de) couples (%, ) ot &
est un 4 -schéma étale et de présentation finie, et ol # : x — % est un
morphisme tel que j soit la fleche composée

X—">W — > .

L’anneau A" est alors la limite inductive des anneaux locaux On x(x)s
pour (%, ) parcourant F; c’est donc une A-algebre locale.

Remarquons que les morphismes de transition du systeme inductif considéré
sont des morphismes locaux et plats entre anneaux locaux; ils sont des lors
fidelement plats, et en particulier injectifs.

Soit (#,m) € F. Le schéma % xg x est un k-schéma étale de type
fini, c’est donc le spectre d’un produit fini d’extension finies séparables
de k. En particulier, Oy r(x)/MO%y r(x) est une extension finie séparable
de k. Cette extension se plonge par construction dans k(x) = k; il
vient Oy r(x)/MOu (x) = k. Il s'ensuit que I'idéal maximal de A" est mAP
et que son corps résiduel est k.

L’anneau A" est hensélien. En effet, soit P un polynéme unitaire de A"[T7,
et soit a une racine simple de I'image P de P dans k[T]. Le polynome P provient
d’un polynoéme (que nous notons encore P) & coefficient dans Oy ~(x) pour un
certain (%, m) € F; quitte a restreindre %/, on peut supposer qu’il est affine et
que P € Oz (#)[T). Le schéma Z := Spec O (#)[T] est fini et plat sur % ;
la racine simple o de P définit un point z de 2 situé au-dessus de 7(x), et
de corps résiduel k. Le schéma 2 est étale en z au-dessus de %, et a fortiori
au-dessus de 2 ; comme z a pour corps résiduel k, 'immersion 7 se factorise
par une fleche x — % d’image z.

Il existe donc un morphisme naturel de 04 y-algebres de O , vers APl Par
construction, ce morphisme envoie T sur une racine de P qui releve «, ce qui
permet de conclure.

On dit que A" est le hensélisé de A.

(2.1.11.2) Nous allons maintenant donner une description un peu plus explicite
de A". Soit E I’ensemble des couples (P,a) ot P est un polynoéme unitaire a
coefficients dans A[T] et « une racine simple de P dans k.

Soit (P,a) € E. Soit % louvert de Spec A[T]|/P formé des points en
lesquels celui-ci est étale sur 2. L’évaluation en « définit un morphisme
surjectif A[T]/P — k, dont on notera n(a) le noyau; c’est un idéal maximal
de A[T]/P. Le point correspondant de Spec A[T]/P est situé sur &, et son
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corps résiduel est k; c’est donc l'image d’'un %2 -morphisme 7 : x — #. Le
couple (#,m) appartient a F, et la A-algebre locale (A[T]/P)n) est égale
a ﬁ?’/,ﬂ'(x)-

Réciproquement, il résulte de la description locale des morphismes étales que
pour tout (#,7) € F, il existe (P,a) € E tel que Oy rx) ~ (A[T]/P)n(a). On
en déduit aussitot les assertions suivantes.

e La famille des anneaux (A[T]/P)n(q) constitue, lorsque (P, ) parcourt E,
un systeme inductif filtrant de A-algebres locales, de corps résiduel k et d’idéal
maximal engendré par m; les morphismes de transition de ce systéme sont
fidelement plats, et en particuliers injectifs.

e L’anneau A" est la limite inductive du systéme précédent.

(2.1.11.3) Soit B un anneau local hensélien et soit A — B un morphisme local.
Soit (P,«) € E; comme B est hensélien, le polynéme P posseéde dans B une
unique racine relevant . On en déduit immédiatement, & ’aide de la description
de A" donnée au ci-dessus, qu’il existe un unique morphisme local de A-
algebres de A" dans B.

(2.1.12) Supposons que A est normal, et soit (P, «) € E. En tant que localisé
d’une A-algebre étale, 'anneau local (A[T]/P)y(q) est normal, et en particulier
integre. La fibre générique de Spec (A[T]/P)na) — Spec A est integre et de
dimension nulle; elle est donc réduite au point générique de Spec (A[T]/P)n(a)-

Soit B une A-algebre locale hensélienne et integre telle que A — B
soit injective. Le noyau de (A[T]/P)n@) — B est alors un idéal premier
de (A[T]/P)n(a) situé au-dessus de I'idéal (0) de A. Par ce qui précede, ce noyau
est nécessairement trivial ; autrement dit, la fleche canonique (A[T]/P)y @) — B
est injective.

Ceci valant pour tout (P, ) € E, "anneau A" est normal, et s’injecte dans B.

2.2 Algebre commutative graduée

Dans son article publié dans Israel Journal of Maths., Temkin a développé
une théorie de la réduction des germes d’espaces analytiques, extrémement
efficace pour l'étude locale des espaces de Berkovich, et dont nous ferons
un usage abondant dans la suite. Elle repose sur le formalisme de 1’algébre
commutative graduée, et sur la réduction graduée des algebres normées.

Par ailleurs, ’algebre commutative graduée et la réduction graduée se
sont révélées particulierement adaptées a 1’étude des extensions de corps
valués. D’une part, elles permettent souvent une présentation unifiée de
raisonnements qui jusqu’alors nécessitaient de considérer séparément le corps
résiduel et le groupe des valeurs; d’autre part, elles fournissent une description
particulierement agréable des extensions modérément ramifiées, lesquelles jouent
un role absolument crucial dans notre mise au jour de la structure locale des
courbes analytiques : en quelque sorte, ces extensions sont a la réduction graduée
ce que les extensions non ramifiées sont a la réduction classique.

En conséquence, nous allons, dans cette section, présenter succinctement
le formalisme de l'algebre commutative graduée, et les avatars gradués d’un
certain nombre de théoréemes d’algebre commutative usuelle, la plupart du temps
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sans démonstrations — celles-ci étant en général des retranscriptions mutatis
mutandis des preuves classiques. Puis nous referons en détail, en utilisant
systématiquement la réduction graduée, toute la théorie des extensions
algébriques de corps valués : groupes de décomposition, d’inertie et de
ramification, hensélisation, extensions non ramifiées et modérément ramifiées.

Mentionnons que nous avons choisi une approche un peu inhabituelle de
l’algebre graduée, qui differe notamment de celle de Temkin. Celui-ci considere
un anneau gradué comme un anneau A muni d’une décomposition en somme
directe A =@ A,, ol r parcourt un groupe abélien. Mais comme en pratique il
n’arrive jamais, pour le type de probleme que nous aurons a considérer ici, que
lon ait & additionner deux éléments (non nuls) appartenant & des sommandes
distincts, il nous a semblé plus simple de remplacer les sommes directes par des
réunions disjointes : cela ne change sur le fond strictement rien aux énoncés
ni a leurs preuves, et permet d’éviter les répétitions fastidieuses de l’adjectif
<homogene>, indispensables lorsqu’on s’en tient a la définition traditionnelle.

De ce fait, les objets qui nous tiendront lieu d’anneaux gradués ne sont pas
des anneaux (l'addition n’y est pas partout définie). Nous avons donc modifié
la terminologie.

Généralités
On fixe un groupe abélien divisible D, noté multiplicativement (son élément
neutre est en particulier noté 1) ; en pratique, D sera souvent égal a R’ .

(2.2.1) Un D-annéloide (sous-entendu, commutatif et unitaire) est un

ensemble A muni d’une décomposition A = [] A,, que 'on appelle graduation,
reD
et des données supplémentaires suivantes :

e pour tout r € D, une loi interne + sur A, faisant de ce dernier un groupe
abélien, d’élément neutre noté 0, ;

e une loi interne commutative et associative X sur A induisant pour
tout (r,s) € D? une application bilinéaire A, x A, — A, ;

e un élément 1 € A; tel que 1-a = a pour tout a € A.

(2.2.2) Soit A un D-annéloide.

(2.2.2.1) Si a € A, on appelle degré de a 'unique élément r de D tel que a
appartienne a A,.

(2.2.2.2) Une convention. 11 arrivera fréquemment, lorsque la valeur de r est
définie sans ambiguité par le contexte, que 1’on utilise le symbole 0 au lieu de 0,..
Par exemple, on se permettra le plus souvent d’écrire a = 0 au lieu de @ = Ogeg o-

On notera A7° I’ensemble des éléments non nuls de A, ¢’est-a-dire la réunion
disjointe des A, \ {0,}. Le sous-ensemble deg(A7°) de D est non vide si et
seulement si A est non nul, c’est-a-dire si et seulement si A # [[{0},; cela
revient & demander que 1 # 0.

(2.2.2.3) Un élément a de A est dit inversible s'il possede un inverse pour la
multiplication ; cet inverse est alors nécessairement unique, et sera en général
noté a~!. On désignera par A* I’ensemble des éléments inversibles de A ; il est
stable sous la loi x qui en fait un groupe abélien.
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(2.2.2.4) Si B est un D-annéloide, un morphisme de D-annéloides de A vers B
est une application f de A vers B qui préserve le degré, qui est telle que
I’application induite A, — B, soit un morphisme de groupes pour tout r,
qui commute au produit et qui envoie 1 sur 1. On note D-Annel la catégorie
des D-annéloides.

(2.2.2.5) Changement de groupes. Soit D’ un groupe divisible contenant D.
Si B est un D-annéloide, on note B ®p D’ le D’-annéloide BI[( [ {0:});
reD'\D
si C est un D’-annéloide, on note Cp le D-annéloide [] C,. Le couple
reD
(B — B ®p D/,Cl—> CD)

est un couple de foncteurs adjoints. Il induit une équivalence entre D-Annel et
la sous-catégorie pleine de D’-Annel constituée des objets C' tels que deg(C7°)
soit contenu dans D.

(2.2.2.6) En pratique, les propriétés que nous allons considérer dans ce texte
seront invariantes par cette équivalence de catégories; il pourra donc arriver
que l'on identifie subrepticement un D’-annéloide dont toutes les composantes
de degré appartenant & D'\ D sont nulles au D-annéloide correspondant.

(2.2.2.7) Si A est un D-annéloide, le sommande A; est un anneau ordinaire.
On définit par ce biais une équivalence entre la catégorie des anneaux et
celle des {1}-annéloides. La théorie des annéloides contient donc lalgebre
commutative ordinaire comme cas particulier.

A partir de maintenant, nous dirons <annéloide> au lieu de < D-
annéloides.

(2.2.3) Soit A un annéloide. Une A-algébre est un annéloide B muni d'un
morphisme A — B. Un idéal de A est une partie I de A stable par multiplication
par tous les éléments de A, et telle que I N A, soit pour tout r un sous-groupe
de A,.

On définit de fagon évidente le quotient de A par un idéal.

(2.2.4) Soit A un annéloide. Si S est une partie multiplicative de A (i.e. S
contient 1 et est stable par multiplication), la catégorie des A-algebres dans
lesquelles les éléments de S sont inversibles admet un objet initial, noté S—!A.
Pour tout r € D, le sommande (S~ A), est constitué de fractions a/s avec a €
A,s € S,etdega/degs =r.Sia/set b/t sont deux telles fractions alors (a/s) =
(b/t) si et seulement si il existe o € S vérifiant 1’égalité o(at — bs) = 0. Si S =
{f™}, pour un certain f € A on écrira Ay au lieu de ST A.

(2.2.5) Soit f: A — B un morphisme d’annéloides. L’image de f est un sous-
annéloide de B, en un sens évident. Son noyau I est 'ensemble des éléments a
de A tels que f(a) = 0. C’est un idéal de A, et f induit un isomorphisme
entre A/I et f(A).

(2.2.6) Un annéloide A est dit intégre s'il est non nul et si ab = 0 si et seulement
sia=0oub=0.Si A est un annéloide integre, deg(A7°) est un sous-monoide
unitaire de D.

(2.2.7) Un corpoide est un annéloide non nul dans lequel tout élément non nul
est inversible. Si K est un corpoide, deg(K*) = deg(K7°) est un sous-groupe
de D.
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Un corpoide est integre; si A est un annéloide integre et si S désigne
I'ensemble des éléments non nuls de A, le localisé K := S~!A est un corpoide,
appelé corpoide des fractions de A, dont les éléments sont de la forme a/b, ol a
et b sont deux éléments de A, et ol b est non nul. Tout plongement de A dans
un corpoide se factorise d’une unique maniere par K.

Tout morphisme d’un corpoide dans un annéloide non nul est injectif.

(2.2.8) Soit A un annéloide. Un idéal I de A est dit premier (resp. mazimal)
si A/T est integre (resp. est un corpoide). Si I est un idéal strict de A, il est
contenu dans un idéal maximal ; en particulier, tout annéloide non nul possede
un idéal maximal (appliquer ce qui précede a I'idéal nul [[{0,}).

(2.2.9) Un annéloide est dit local 8’il posséde un et un seul idéal maximal.
Soit A un annéloide et soit p un idéal premier de A; posons S = A\ p. Le
localisé S~ A est un annéloide local, qui sera le plus souvent noté A,.

(2.2.10) Spectre d’un annéloide. Soit A un annéloide. On note Spec A
I’ensemble des idéaux premiers de A, muni de la topologie dite de Zariski, dont
les fermés sont exactement les V(I) =: {p,p C I} ou I est un idéal de A. On
vérifie aussitot qu'une base d’ouverts de Spec A est constituée des parties de
la forme D(f) := {p,f ¢ p} ou f € A. On a Spec A = & si et seulement
si A= {0}.

(2.2.10.1) Comme en théorie de schémas classiques, on préfere penser & Spec A
comme & un espace topologique dont chaque point correspond a un idéal premier
de A. Soit x € Spec A et soit p I'idéal premier correspondant. On note x(z) le
corpoide Frac Ay, qui est appelé le corpoide résiduel de x; et f — f(z) le
morphisme naturel de A dans k(z).

On peut dés lors écrire V(I) = {x € Spec A, f(z) = 0V z € I} pour tout
idéal I de A, et D(f) = {x € Spec A, f(z) # 0} pour toute f € A.

(2.2.10.2) Si B est un annéloide et si ¢: A — B est un morphisme, la
formule q + ¢©~1(q) définit une application continue de Spec B vers Spec A;
si y € Spec B et si x désigne son image sur Spec A, on dispose d’un plongement
naturel x(z) < k(y).

Pour tout idéal I de A la fleche naturelle Spec A/I — Spec A
identifie Spec A/I au fermé V(I) de Spec A, en préservant les corpoides
résiduels : pour tout f € A la fleche naturelle Spec Ay — Spec A
identifie Spec Ay a l'ouvert D(f) de Spec A, en préservant les corpoides
résiduels.

(2.2.10.3) Soit f € A.

Dire que f(z) # 0 pour tout = € A signifie que f n’appartient & aucun
idéal premier de A ; cela revient & demander qu’elle n’appartienne & aucun idéal
strict de A, c’est-a-dire encore que (f) = A. Autrement dit, D(f) = Spec A si
et seulement si f € A*.

Dire que f(z) = 0 pour tout z € Spec A, ¢’est-a-dire que f appartient a tous
les idéaux premiers de A, revient & demander que Spec Ay ~ D(f) = @ et donc
que Ay = {0} ; mais la description explicite de Ay au moyen de fractions assure
que c’est le cas si et seulement si f est nilpotent.
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(2.2.10.4) Si A est integre I'idéal nul de A est premier, et le point correspondant
de Spec A est dense; en particulier, Spec A est un espace topologique
irréductible.

(2.2.11) Soit A un annéloide et soit r = (r;) une famille d’éléments de D.
Posons T = (T;). On note A[r~!'T] I'annéloide défini comme suit : pour
tout s appartenant & D, le sommande A[r~1T], est constitué des sommes finies
(formelles) > arT! avec ar € A .1 pour tout I; les opérations sont définies
de fagon évidentes. Lorsqu’on voudra évoquer le degré usuel d’un élément
de A[r~!T], on parlera de son degré monomial.

(2.2.11.1) Soit (b;) une famille d’éléments d’une A-algebre B, chaque b; étant
de degré r;. Il existe un unique morphisme de A-algébres de A[r~!T] vers B
qui envoie T; sur b; pour tout i. Ce morphisme est noté P +— P(b;);, et est
évidemment donné par la formule que cette notation suggere. Son image est la
plus petite sous-A-algebre de B contenant les b; et sera notée A[b;]; ; on dit que
c’est la sous-algebre de B engendrée par les b;.

(2.2.11.2) On dit qu'une A-algebre B est de type fini s’il existe une famille
finie (b;) d’éléments de B telle que B = A[b;];.

(2.2.12) Soit K un corpoide. Une extension de K est une K-algebre qui est
un corpoide, c’est-a~dire encore un corpoide L muni d’un plongement K — L.

Si L est une extension de K et si (x;); est une famille d’éléments de L, la
plus-petite sous-extension de L contenant les z; s’identifie au corps des fractions
de la K-algeébre K|x;];, et sera noté K (x;);.

(2.2.13) Soit K un corpoide et soit r un polyrayon. La K-algébre K|[r~!1T]
est integre, et son corpoide des fractions sera noté K(r~!'T). On dira que r
est K-libre s’il constitue une famille libre de Q ®z (D/ deg(K*)). Si r est K-
libre le corpoide K (r—!T) est égal & K[r~!T,rT~!], cest-a-dire au quotient
de K[r~'T,rS] par I'idéal (T -S —1).

(2.2.14) Soit K un corpoide et soit r» € D. L’annéloide integre K[T/r] est
euclidien : si P € K[T/r] et si S est un élément non nul de K[T/r], il existe
un unique couple (@, S) d’éléments de K[T'/r] tel que P = SQ + R et tel que
le degré monomial de R soit strictement inférieur a celui de P. On en déduit
que annéloide intégre K[T'/r] est principal, c’est-a-dire que ses idéaux sont
monogenes. A ce titre, il satisfait la déclinaison dans notre cadre des propriétés
arithmétiques usuelles des anneaux principaux : existence d’'un PGCD, lemme
de GauB, existence et unicité de la décomposition d’un élément non nul en
produit d’irréductibles (qui s’étend au corpoide K (T'/r), a condition d’accepter
les exposants négatifs).

Si P € K[T/r], une racine de P dans K est un élément z de K, tel
que P(xz) = 0. On vérifie & l'aide de la division euclidienne qu’un élément x
de K, est une racine de P si et seulement si T — x divise P; on en déduit que
si P est non nul et de degré monomial n, il a au plus n racines dans K, comptées
avec multiplicités — la multiplicité d’une racine x de P est le plus grand entier e
tel que (T — x)¢ divise P.

(2.2.15) Soit K un corpoide.

(2.2.15.1) Soit r € D. Le corpoide K (T'/r) est de type fini comme K-algebre
si et seulement si r est K-libre.
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En effet, si r est K-libre le corpoide K (T'/r) est égal & K[T/r,rT~'] et il est
donc engendré par T et T~ comme K-algebre.

Supposons maintenant que r est d’ordre fini n dans D/ deg(K ™), et soit A €
K* tel que ™ = deg \. Nous allons montrer par 'absurde que K(7/r) n’est
pas de type fini. On suppose donc qu’il est de type fini. Il est alors engendré
par un nombre fini de fractions, et il existe donc une famille finie (Py,...,P,)
d’éléments non nuls de K[T'/r] tels que tout élément de K[T'/r] puisse s’écrire
comme une fraction ayant un dénominateur de la forme [] P/". Il s’ensuite, en
vertu de la théorie de la décomposition des éléments de K (T'/r)* en produit
d’éléments irréductibles (avec exposants éventuellement négatifs), que K[T'/r|
n’a qu’un nombre fini d’éléments irréductibles.

Soit & lensemble des polynémes irréductibles unitaires appartenant a K [7].
On vérifie aussitot que

{P(T"/N)}pes

est une ensemble d’éléments irréductibles deux & deux non associés de K[T'/r];
il est infini puisque & est, et ’on aboutit ainsi a une contradiction.

(2.2.15.2) Soit maintenant r = (rq,...,7,) une famille finie d’éléments de D.
Nous allons montrer que le corpoide K(T/r) est de type fini comme K-algebre
si et seulement si r est K-libre.

Si r est K-libre, la K-algebre K(T/r) est de type fini : on le voit en
combinant 2.2.15.1] et une récurrence triviale sur n.

Supposons que r ne soit pas K-libre. Quitte a renuméroter les 7,
on peut supposer que 1, n'est pas K(Ti/ri,...,Tn—1/rn—1)-libre; il
résulte alors de que le corpoide K(T/r) n’est pas de type fini
comme K(T1/r1,...,Tn_1/rn—1)-algebre; il n’est a fortiori pas de type fini
comme K-algebre.

(2.2.16) Modules et espaces vectoriels. Soit A un annéloide. On appelle

A-module un ensemble M muni d’une décomposition M = ][] M,, d’une
reD
structure de groupe abélien sur chacun des M,., et d’une famille d’applications

bilinéaires A, x My — M, telles que a(bm) = (ab)m et lm = m pour
tout (a,b,m). On dispose d’une notion évidente d’application linéaire graduée
de degré donné r entre deux A-modules (une telle application multiplie le degré
par ), de sous-module, de somme directe de modules, de produit tensoriel de
modules, etc.

Sir € D on note A(r) le A-module déduit de A par décalage de la graduation
de sorte que A(r)s = A,s pour tout s. Si M est un A-module et si (m;) est une
famille d’éléments de M de degrés respectifs r;, il existe une unique application
linéaire de degré 1 de @A(ri_l) dans M qui envoie 1; sur m; pour tout ¢;
on dit que la famille (m;) est libre (resp. génératrice, resp. une base) si cette
application est injective (resp. surjective, resp. bijective). Un A-module est dit
de type fini s’il admet une famille génératrice finie.

Si D’ est un groupe abélien divisible contenant D et si M est un A-module,
le A®p D’'-module M ©p D’ est défini de facon évidente.
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Si K est un corpoide, on parlera de K-espace vectoriel plutét que de K-
module gradué. Si M est un K-espace vectoriel, il possede une base, et toutes
ses bases ont méme cardinal ; ce dernier est appelé la dimension de M.

(2.2.17) Soit A un annéloide, soit B une A-algebre et soit M un B-module.
Une A-dérivation de B dans M est une application A-linéaire d : B — M de
degré 1 telle que da = 0 pour tout a € A et

d(bb) = b db + b'db

pour tout couple (b,b') d’éléments de B. La catégorie des B-modules munis
d’une A-dérivation de source B admet un objet initial que I'on note Qg4 ; c’est
le module des différentielles de B sur A.

(2.2.18) On dispose d’un avatar du lemme de Nakayama : si A est un annéloide
local d’idéal maximal m et si le A-module m est de type fini, une famille finie
(m;) d’éléments de m engendre m si et seulement si les classes des m; engendrent
le k-espace vectoriel m/m? ot k = A/m. Le cardinal minimal d'une famille
génératrice de m est donc égal & la dimension de m/m?.

(2.2.19) Soit A un annéloide et soit B une A-algebre. Soit b € B et soit r son
degré. La plus petite sous-A-algebre de B contenant b est 'ensemble A[b] des
éléments de la forme P(b) ot P € A[T/r]. On dit que b est entier sur A ¢’
existe un entier n et un élément P € A[T/r],» unitaire et de degré monomial
égal & n tel que P(b) = 0; si b n’est pas nilpotent, un tel P n’est pas un
monome, ce qui force r & appartenir & deg(A7°)Q (écrire 'égalité des degrés
de deux monoémes distincts de P). Si b est entier, la A-algebre A[b] est finie,
c’est-a~dire finie comme A-module. Réciproquement, on voit aisément, via par
exemple grace a un avatar gradué du théoreme de Cayley-Hamilton, que si b vit
dans dans une sous-A-algebre de B qui est finie, b est entier sur A. Lorsque A
est un corpoide, on emploiera l'adjectif <algébrique> de préférence a <entiers.
L’ensemble des éléments de B entiers sur A est une sous-A-algebre de B que
I'on appelle la fermeture intégrale de A dans B.

(2.2.20) Soit f: A — B un morphisme d’annéloides.

(2.2.20.1) Comme dans le cas classique, on démontre que si f est injective,
si A et B sont inteégres et si la A-algeébreB est entiere (i.e. constituée d’éléments
entiers), alors A est un corpoide si et seulement si B est un corpoide.

(2.2.20.2) Par des méthodes standard, on déduit de[2.2.20.1]le lemme de going-
up, dont voici I’énoncé. Supposons que la A-algebre B est entiere. Soit p un idéal
premier de A, et soit & I'ensemble des idéaux premiers q de 'annéloide B tels
que f~'(q) =p.

1) Si q € & alors q est un idéal maximal de B si et seulement si p est un
idéal maximal de A.

2) Les éléments de & sont deux a deux non comparables pour l'inclusion.

3) Si p’ est un idéal premier de A contenant p et si q € &, il existe un idéal
premier q’ de B contenant q tel que f~1(q') = p’.
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Extensions de corpoides, degré de transcendance et théorie
de Galois

(2.2.21) Soit K un corpoide et soit A une K-algebre. Soit (x;) une famille
d’éléments de A. Pour tout 7, on note r; le degré de x;. On dit que les z; sont
algébriquement indépendants sur K si P(x;) # 0 pour tout élément non nul P
de K[T/r|; notons que la famille vide est algébriquement indépendante sur K
si et seulement si A est non nulle. Si x est un élément de F' on dira qu’il est
transcendant sur K si la famille singleton {x} est algébriquement indépendante ;
I’élément x est transcendant si et seulement si il n’est pas algébrique. Il est
algébrique si et seulement si K[z] est de dimension finie sur K.

(2.2.22) Soit K < F une extension de corpoides.

(2.2.22.1) Unélément z de F est algébrique sur K si et seulement si K[z] est un
corpoide. L’ensemble des éléments de F' algébriques sur K est un sous-corpoide
de F. On dit que F' est une extension algébrique de K si tous les éléments de F'
sont algébriques sur K ; notons que si c’est le cas, deg(F*)/deg(K*) est de
torsion.

Si F est une extension algébrique de K, on notera Gal(F/K) le groupe
des K-automorphismes de F.

(2.2.22.2) Soit z un élément de F' algébrique sur K, et soit r son degré.
On appelle polynome minimal de z sur K l'unique générateur unitaire de
Pannulateur de = dans k[T/r]. Il est irréductible; son degré monomial est
simplement appelé le degré de x sur K, et il coincide avec la dimension du K-
espace vectoriel K[z].

(2.2.22.3) Une base de transcendance de F sur K est une famille maximale
d’éléments de F-algébriquement indépendants sur K.

Si (x;)ier est une famille d’éléments de F' telle que F soit algébrique
sur K (x;); et si J est un sous-ensemble de I tel que les x; pour i parcourant J
soient algébriquement indépendants sur K, il existe par le lemme de Zorn un
sous-ensemble J’ de I contenant J, tel que les z; pour ¢ parcourant .J' soient
algébriquement indépendants sur K, et qui est maximal pour cette propriété.
On vérifie que (x;);cs est une base de transcendance de L sur K.

Il existe donc des bases de transcendance de L sur K : il suffit d’appliquer
ce qui précede a n’importe quelle famille (z;);c; énumérant tous les éléments
de F' et au sous-ensemble J = @ de I.

On démontre que toutes les bases de transcendance de F' sur K ont le méme
cardinal, appelé le degré de transcendance de F sur K.

(2.2.23) Soit K un corpoide. Les assertions suivantes sont équivalentes.

e Le corpoide K n’admet aucune extension algébrique stricte.

e Pour tout r € D, tout polynéme non nul appartenant & K[T/r] est scindé
dans K.

e Pour tout » € D, tout polynome appartenant a K[T/r] et de degré
monomial strictement positif a une racine dans K.

Lorsqu’elles sont satisfaites, on dit que K est algébriquement clos.
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(2.2.24) Le Nullstellensatz gradué. Soit K un corpoide et soit F' une
extension de K. Les assertions suivantes sont équivalentes :

i) il existe une famille finie et K-libre r d’éléments de D telle que F soit
isomorphe (comme extension de K) & une extension finie de K (r~'T);
ii) la K-algebre F est de type fini.

En effet, si i) est vraie alors comme K (r~'T) est une K-algébre de type fini
(2.2.15.2)), la K-algebre F' est de type fini et ii) est vraie.

Supposons ii) vraie et choisissons une famille génératrice finie (¢1,...,%,) de
la K-algebre F. Quitte a renuméroter les ¢;, on peut supposer qu’il existe m
tel que les t; pour ¢ < m soient algébriquement indépendants sur K, et tel que
pour tout j < m, I'élément t; soit algébrique sur K (¢;)1<i<m. Pour tout i < m,
posons r; = degt;. Le corpoide F' est alors fini sur K (;)i<m =~ K(rflT); il
suffit pour conclure de démontrer que r est K-libre, c’est-a-dire encore en vertu
de que la K-algebre K (t;)i<m ~ K(r~'T) est de type fini.

Pour tout j > m, I'élément ¢; de F est algébrique sur K(t;)i<m, et est
donc entier sur un localisé (K[t;li<m)y;, de KltiJicm pour un certain f; non
nul de K[t;)igm. Si l'on note f le produit des f; chacun des t¢; est entier
sur (K[t;licm)f, et F est donc entiere sur (K[t;li<m)r. Comme F est un

corpoide, (K[t;]i<m)s est un corpoide ([2.2.20.1]). Puisque
Kltilicm © (Kltilicm) s  K(t:)i<m,

il vient
(Ktili<m) s = K(ti)i<m
et ce dernier est donc une K-algebre de type fini, ce qui acheve la démonstration.

(2.2.25) Soit A une K-algebre de type fini. Notons (Spec A), le sous-ensemble
de Spec A constitué des points z tels que () soit une extension finie de K (r~'t)
pour une certaine famille finie K-libre r d’éléments de D. Soit E un sous-
ensemble de Spec A qui est une combinaison booléenne finie d’ouverts et fermés
de Spec A; il est alors non vide si et seulement si son intersection avec (Spec A),
est non vide.

En effet, supposons que E soit non vide; nous allons montrer que E
rencontre (Spec A),. L’ensemble E est réunion finie de parties de la forme
UNF,ouU et F sont respectivement ouverts et fermés dans Spec A ; I'une de
ces parties est donc non vide, ce qui permet de supposer que E lui-méme est de
la forme U N F avec U et F' comme ci-dessus.

On peut écrire F' = V(I) pour un certain idéal I de A, et F' s’identifie des
lors au spectre de la K-algebre de type fini A/I, avec préservation des corpoides
résiduels. En remplagant A par A/I, on se rameéne au cas o F' = Spec A et ou F
est ouvert. Il est dés lors réunion de parties de la forme D(f) avec f € A; 'une
de ces parties est donc non vide, ce qui permet de supposer que E lui-méme est
de la forme D(f) avec f € A. Il s’identifie dés lors au spectre de la K-algebre
de type fini Ay, avec préservation des corpoides résiduels. On peut maintenant,
quitte & remplacer A par Ay, se ramener au cas ou F = Spec A.

Puisque F est non vide, A est non nul et possede donc un idéal maximal. Si x
désigne le point correspondant de Spec A alors le corpoide x(x) est un quotient
de A, et donc une K-algebre de type fini. Le Nullstellensatz établi au [2.2.23]
ci-dessus assure alors que = € (Spec A)s,.
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(2.2.26) On fixe un sous-groupe divisible A de D. Dans la pratique, ce qui suit
sera le plus souvent appliqué lorsque A = {1}.

(2.2.27) Soit K < L une extension de corpoides. On note Ea(L/K) le
groupe deg(L*)/deg(K*) - (A N deg(L*)). Remarquons que Eyy(L/K) est
simplement le groupe deg(L*)/ deg(K ™).

(2.2.27.1) Soit a un sous-ensemble de L* tel que deg(a) constitue un systeme
de représentants de la fleche quotient (deg L*) — Ea(L/K), et soit b une base
de LA sur Ka. Nous allons montrer que a - b est une base de L sur K, ce qui
impliquera que

[L: K] =cardEA(L/K) - [La : Kal,

et en particulier que

[L: K] = (deg(L™):deg(K™))[L1: Ki].

La famille a - b est libre. Soit r € D, et soient (Mg p)acapeb une famille
d’éléments de K presque tous nuls tels que deg(M, ;) = r(dega)™'(degb)™*
pour tout (a,b). Supposons que Y A, pab = 0. Comme les degrés des éléments
de a sont deux a deux distincts modulo deg(K™) - (A Ndeg(L*)), on déduit
de la famille d’égalités deg(M, ) = r(dega)™(degb)~! qu'il existe ag € a tel
que A, p soit nul dés que a # ag. Pour tout b, posons pp = Agypa0. C'est un
élément de K de degré (degb)™!, et I'on a > b = 0; comme b est libre sur le
corps Kp, il vient p;, = 0 pour tout b, et donc A, » = 0 pour tout b. Finalement,
on a bien A, = 0 pour tout (a,b), ce qu’il fallait démontrer.

La famille a - b est génératrice. Soit x € L*. 1l existe a € a tel que degx
soit égal & dega modulo deg(K™) - (A N deg(L*)). On peut en conséquence
écrire x = Aay avec y € La et A € K*. Comme b est une base de La sur Ka,
on peut écrire y = > upb ot les 1, appartiennent a Ka. Il vient o = >, Augab,
ce qui termine la preuve.

(2.2.27.2) Soit S un systeme de représentants de D/A. Supposons
que deg(L*) = deg(K™) - (A Ndeg(L*)) et soit F' une sous-extension de L.
On a alors deg(F*) = deg(K*) - (ANdeg(F*)). Il s’ensuit, en vertu de|2.2.27.1

(ou par un calcul explicite direct) que F' =[], Fa - K;. Les fleches

F s Fa, A — HA-KT
res

établissent ainsi une bijection entre ’ensemble des sous-extensions de L et celui
des sous-extensions de La.

(2.2.27.3) On ne suppose plus que deg(L*) = deg(K*)- (ANdeg(L*)). Soit u
une base de transcendance de La sur Ka, et soit v une partie de L* tels
que deg(v) soit une base de Q ®z Fa(L/K). Nous allons montrer que uUv est
une base de transcendance de L sur K, ce qui impliquera que

degtr.(L/K) = degtr.(La/Ka) + dimg Q ®z EA(L/K),
et en particulier que

degtr.(L/K) = degtr.(L1 /K1) + dimg Q ®z (deg(L™)/ deg(K™)).
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La famille u U v est algébriquement indépendante.
Soit P € K[u|™'T, |v|~!S] tel que P(u,v) = 0. Nous allons montrer que P
est nul.

Les mondmes qui constituent P ont tous méme degré r; comme deg(v) est
une Q-base de deg(L*) modulo deg(K*) - (A Ndeg(L*)), il existe un mondme
unitaire Q € K[deg(v)™!S] et un élément R de K[Ju|™'T] tels que P = QR.
Comme () est un mondme unitaire, on a Q(v) # 0; par conséquent, R(u) = 0.
On peut écrire R = aR¥, o1 « est un élément non nul de K et ol R* est somme
de monémes dont tous les coefficients appartiennent & K. On a Rf(u) = 0;
comme u est une base de transcendance de La sur Ka, il vient Rf = 0 et
finalement P = 0, ce qu’il fallait démontrer.

Le corpoide L est algébrique sur K(uU v). Soit A € L*. Comme deg(v)
est une base de Q ®z Fa(L/K), il existe un entier n > 0, un multi-indice J &
coordonnées dans Z, un élément o € K* et un élément S € L tels que l'on
ait A" = aB-v’/. Comme 3 € La, il est algébrique sur K (u) ; par conséquent, A
est algébrique sur K(uUv), ce qui achéve la démonstration

(2.2.27.4) Soit w une partie de La I’engendrant (comme corppoide) sur Ka,
et soit g une partie de L* telle que deg(g) engendre EA(L/K). Le sous-
ensemble w U g de L engendre alors ce dernier sur K.

En effet, soit A € L*. Comme deg(g) engendre Ea(L/K), il existe un multi-
indice J & coordonnées dans Z, un élément « de K et un élément 8 de LX.
tels que A = af3-g’. Comme 3 € La, il appartient & K (W) ; par conséquent, \
appartient K(w U g), ce qui achéve la démonstration.

Notons le cas particulier o A = {1} : si w est une partie de L,
Pengendrant (comme corps) sur K, et si g une partie de L* telle que deg(g)
engendre deg(L*) modulo deg(K ™), alors w U g engendre L sur K.

(2.2.27.5) Supposons que L soit une extension algébrique de K, et soit p
I'exposant caractéristique de K. On a alors équivalence entre les assertions
suivantes :

i) L est séparable sur K ;
ii) La est séparable sur Ka, et Ea(L/K) est sans p-torsion.

En effet, supposons que i) soit vraie; le polynéme minimal sur K de tout
élément de L est alors séparable. C’est en particulier vrai pour les éléments
dont le degré appartient & A, et La est des lors séparable sur Ka. Par ailleurs,
soit x € L* tel que deg(zP) appartienne a deg(K ™) - (A Ndeg(L*)). Il existe
alors £ € La et w € K tel que 2P = fw.

On en déduit que x est purement inséparable sur le sous-corpoide La-K de L.
Le corpoide L est par hypothése séparable sur K, il 'est a fortiori sur La - K.
En conséquence, © € La - K; ceci implique que le degré de = appartient
a deg(K ™) - (AnNdeg(L*)), et acheve de prouver ii).

Supposons réciproquement que ii) soit vraie. Le sous-corpoide La - K de L
est alors séparable sur K. Soit © € L*. Il existe un entier m premier & p tel
que 0(x)™ € deg(K™) - (A Ndeg(L*)). Il existe donc ¢ € La et w € K tel
que ™ = fw; en conséquence, x est séparable sur La - K. Le corpoide L est
donc séparable sur Ly - K, lequel est lui-méme séparable sur K ; des lors, L est
séparable sur K, ce qui termine la preuve de i).
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(2.2.28) Soit K un corpoide. Les assertions suivantes sont équivalentes :

i) le corps K est algébriquement clos et deg(K ™) est divisible :
ii) le corpoide K est algébriquement clos.

En effet, supposons i) vraie, et soit L une extension finie de K.
D’apres le corps L; est une extension finie de K, et est donc égal
a Kj puisque celui-ci est algébriquement clos; et le groupe deg(L*)/deg(K ™)
est fini, et donc trivial puisque deg K * est divisible. En utilisant & nouveau loc.
cit., il vient [L : K] =1; ainsi, L = K, d’ou ii).

Supposons que ii) soit vraie. Soit P € K;[T] un polynéme unitaire non
constant. On peut le voir comme un élément de K[T]; I'hypothese ii) assure
qu’il a une racine dans K, laquelle appartient & Ky par définition (le degré de T’
a été choisi égal & 1) ; en conséquence, K est algébriquement clos.

Soit x € K™, soit r son degré et soit n > 0. Comme K est algébriquement
clos, le polynéme T™ — x € K[T/r'/"] a une racine y dans K. Par construction,
y € K* et degy = degz/n. En conséquence, deg(K ™) est divisible.

(2.2.29) Soit K un corpoide, soit (T;) une famille d’indéterminées et soit (r;)
une famille d’éléments de D.

(2.2.29.1) Le corpoide K est algébriquement clos dans K(r~'T). Par un
argument fondé sur le lemme de Zorn (ou une récurrence transfinie), il suffit
de traiter le cas o (T;) est une famille singleton {T}, et (r;) une famille
singleton {r}. Soit f € K(r~'T) un élément algébrique sur K ; il s’agit de
montrer que f € K. Si f =0 c’est évident, on peut donc supposer f non nul;
soit s son degré. Il existe un polynéme unitaire P € K[X/s] tel que P(f) =0;
écrivons P = Y a;T". Comme f # 0 et comme P est irréductible, ag # 0. On
note ¢ le degré monomial de P en la variable T'; il est nécessairement au moins
égal a 1.

L’élément f est de la forme Qo/Q;1 ou les @; appartiennent & K[T/s] et
olt Q1 # 0; on peut supposer que les @; sont premiers entre eux. On a P(f) = 0;
il vient

bt 1Q0 Q1+ ..+ aeQt = 0.

On en déduit que Qg divise agQ?Y, et donc que Qg divise ap par le lemme de
GauB ; autrement dit, Qo est constant. De méme @); divise Qf, donc divise 1 et
est lui aussi constant, ce qui prouve que f € K.

(2.2.29.2) Supposons que la famille (7;) est finie. Le groupe quo-
tient deg(K (r~T)*)/deg(K*) est alors de type fini, et l'extension de
corps Ka < K(r~1T)a est de type fini, et est transcendante pure.

Pour le voir, on se ramene, en raisonnant par récurrence, au cas ou (7T;)
est une famille singleton {T'}, et (r;) une famille singleton {r}. Il découle
immédiatement de la définition de K(r='T) que deg(K(r~'T)*) est égal
a deg(K*) - r%, d’ott la premiére assertion.

En ce qui concerne la seconde assertion, on distingue deux cas.

Le cas ou r n’appartient pas au groupe divisible deg(K*)2- A. Le degré d’un
monome de K[T'/r] de la forme aT* avec a et ¢ non nuls ne peut alors appartenir
a Aj il s’ensuit que K(T/r)a = Ka.
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Le cas ou r € deg(K*)? - A. Soit m l'ordre de 7 modulo deg(K*) - A, et
soit A un élément de K de degré v modulo A. Posons S = T™/X; c’est un
élément de K(T'/r)a. Soit f un élément non nul de K(T'/r)a. 11 s’écrit P/Q,
o P et @ sont deux éléments de K[T/r|, avec Q # 0. Soit p le degré de P
et soit s celui de Q. Ecrivons p = p/'r’ et s = s'rJ, ot p et s’ appartiennent
adeg(K ™) etietjaZ. Soient a et b deux éléments de K * de degrés respectifs p’
et s'. On peut alors écrire P = aT'Py et Q = bT7Qq avec Py et Qo de degré 1.
Ainsi, f = (a/b)T" 7 Py/Qo.

Le degré de f est égal & r*~J deg(a/b), et il appartient & A par définition
de f. Par ailleurs, m est l'ordre de r modulo deg(K ™) - A. Il s’ensuit :

e que Py sécrit > a;T™, avec a; de degré r—i™m
encore > a;(T™ /)% avec a; de degré 1 pour tout i;

e de méme, que Qq s’écrit > B;(T™ /)% avec B3; de degré 1 pour tout 4 ;

e que i — j s’écrit mf pour un certain £, et que (a/b)T" =7 = X¢(a/b)(T™ /).

pour tout ¢, ou

Comme le degré de f et celui de T™/\ appartiennent & A, il en va
de méme du degré de M(a/b); en conséquence, f € Ka(T™/)\) et l'on a
finalement K (T/r)a = Ka(T™/\).

(2.2.29.3) Soit L une extension de type fini de K, et soit (¢1,...,t,) une base
de transcendance de L sur K. Posons F' = K(ty,...,t,); le corpoide L est alors
fini sur F.

En vertu du ci-dessus, Fa est de type fini sur Ka, et deg(F*) est
de type fini modulo deg(K ™). Il résulte par ailleurs de que L est fini
sur Fa, et que deg(L*) est fini modulo deg(F*). Par conséquent, La est de
type fini sur Ka, et deg(L*)/ deg(K ™) est de type fini.

Réciproquement, supposons que La est de type fini sur Ka, et
que deg(L*)/deg(K*) est de type fini, ou méme seulement que Ea(L/K) est
de type fini. Il résulte alors de que L est de type fini sur K.

(2.2.29.4) On suppose maintenant que K est algébriquement clos, c’est-a-
dire que K est algébriquement clos et que deg(K*) est divisible (2.2.28), et
l'on désigne toujours par L est une extension de type fini de K. Les assertions
suivantes sont alors équivalentes :

i) il existe une famille finie et k-libre r d’éléments de D telle que L soit une
extension finie de K(r~'T);

11) L1 = Kl N

iii) dimg Q ®z deg(L)/ deg(K*) = deg.tr(L/k) ;

iv) il existe une famille finie et k-libre s d’éléments de D telle que L soit
isomorphe & K(s~!T).

11 en effet clair que 1)=-ii), et ii) <= iii) en vertu de [2.2.27.3| et du fait
que K7 est algébriquement clos.

Supposons maintenant que les propriétés équivalentes iii) et ii) soient
satisfaites. Le quotient deg(L*)/deg(K*) est un groupe abélien de type fini
d’apres [2.2.29.3] et est sans torsion puisque deg(K*) est divisible. Il est donc
libre de rang fini. Choisissons un n-uplet (si,...,s,) de deg(L™)™ qui soit une
base de deg(L*) modulo deg(K ™) ; pour tout 4, soit t; € L™ tel que degt; = s;.
Par construction, s est K-libre, et le sous-corps F' := K(t;) de L s’identifie
aK(s™1T).
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Il vient Fy = K; = Ly, et deg(F*) = deg(K*) - s% ... sZ = deg(L*). On
déduit alors de[2.2.27.1| que [L : F] =1, et donc que

L=F~K(s'T),

d’on iv). L’implication iv)=-i) est triviale.

(2.2.30) Soit K un corpoide algébriquement clos et soient A et B deux K-
algebres réduites (resp. intégres). Nous allons montrer que A @ B est réduit
(resp. integre).

(2.2.30.1) Preuve dans un cas particulier. On suppose que B est de la
forme K(r~!T) pour une certaine famille finie et K-libre r = (ry,...,r,)
d’éléments de D. Le produit tensoriel (A @ x B), s’identifie pour tout r € D a
Pensemble des polynémes de la forme Y ;. a;T? tels que deg(a;)r’ = r pour

tout I. Un calcul immédiat montre alors que A ® B est intégre (resp. réduit).

(2.2.30.2) Preuve dans le cas général. Un raisonnement standard fondé sur le
passage a la limite inductive permet de se ramener au cas ou les K-algebres A
et B sont de type fini.

Rappelons que (Spec B), désigne l'ensemble des points € Spec B tels
que k() soit une extension finie de K (r~'T) pour une certaine famille finie
et K-libre r d’éléments de D ; mais comme K est algébriquement clos, il revient
au méme, en vertu de de demander que x(z) soit isomorphe & K (r~!T)
pour une certaine famille finie et K-libre r d’éléments de D. Fixons une base (a;)
de A comme K-espace vectoriel.

Supposons A et B réduits. Soit f un élément nilpotent de A Rk B;
écrivons f = > a; ® b; avec les b; € B. Pour tout « € (Spec B),, I’élément
> a; ®@b;(z) de A®K k(x) est nilpotent ; comme A ®p x(x) est réduit d’apres le
cas particulier traité au ona Y a; ®b;i(x) =0, et donc b;(x) = 0 pour
tout 4 puisque les a; ® 1 forment une base du k(x)-espace vectoriel A @ ().

On a ainsi montré que b;(z) = 0 pour tout i et tout = € (Spec B),. Il s’ensuit
d’apres que V(b;) = Spec B pour tout i, c’est-a~-dire que chacun des b;
est nilpotent. Comme B est réduit les b; sont tous nuls, f =0 et A @ B est
réduit.

Supposons A et B intégres. Ils sont alors en particulier non nuls, et A Qg B
est donc non nul. Soient maintenant f et g deux éléments de A Qi B tels
que fg =0. Ecrivons f=>a;®b; et g =>a;®c; ou les b; les ¢; appartiennent
a B. Posons F =V (b;); C Spec B, et G =V (c¢;);.

Soit x € (Spec B)o. On a (3 a; ®b;(2))(>_ a; ® ¢;(x)) = 0 dans A @ k(z);
comme A ®p k(x) est integre d’apres le cas particulier traité au on
ay a; ®bi(x) =0o0ud a; ®ci(x) =0; puisque les a; ® 1 forment une base
du k(x)-espace vectoriel A ® k(z), il s’ensuit que 'une au moins des deux
familles (b;(x)); et (¢;(x)); est nulle. Autrement dit, z € F UG.

Il en résulte que le fermé F' U G de Spec B contient (Spec B),; il est de
ce fait égal & Spec B en vertu de Puisque B est intégre, Spec B est
irréductible, et il est donc égal & F ou G. S’il est égal & F on a V(b;) = Spec B
pour tout 7, et chacun des b; est deés lors nilpotent et partant nul (puisque B est
integre) ; il vient f = 0. De méme, on a g = 0 si Spec B = G, ce qui acheéve la
démonstration.
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(2.2.31) Soit K un corpoide, soit 7 € D et soit P un élément irréductible de
K[T/r]. Un corpoide de rupture de P est une extension F de K (i.e. une K-
algebre qui est un corpoide) engendrée par une racine de P. Si P est un élément
non nul de K[T/r|, un corpoide de décomposition de P est une extension de K
dans laquelle P est scindé, et qui est engendrée par les racines de P.

Si P est un élément irréductible de K[T'/r], il admet un corpoide de rupture,
a savoir K[T'/r]/(P); on en déduit que si P est un élément non nul de K[T'/r], il
admet un corps de décomposition. Combiné avec un raisonnement fondé sur le
lemme de Zorn, ceci entraine 'existence d’une cléture algébrique de K, c’est-a-
dire d’une extension algébrique L de K telle que pour tout r € D, tout élément
non nul P de L[T'/r] soit scindé dans L.

(2.2.32) Soit K un corpoide, soit A une K-algebre et soit L une extension de K.
L’ensemble E des applications K-linéaires de A dans L est un K-espace vectoriel,
gradué par le degré des applications. Si ¢1, ..., @, sont des morphismes deux a
deux distincts de A dans L, ils forment une famille libre dans F : ¢’est ’avatar
gradué du lemme d’indépendance des caracteres. On en déduit, en appliquant
ce lemme sur le corpoide L & la famille des application ; : L& g A — L induites
par les ¢;, que si A est de dimension finie d sur k, il existe au plus d morphismes
de A dans L.

(2.2.32.1) En particulier, si F' est une extension finie de K, ’ensemble des K-
plongements de F dans L est fini, de cardinal majoré par [F : K].

(2.2.32.2) Supposons de plus que F soit un corpoide de décomposition d'un
élément P non nul de K [T'/r] pour un certain r. Dans ce cas, si P est scindé (resp.
scindé & racines simples) dans L il y a au moins un (resp. exactement [F' : K])
plongement(s) de F dans L. Cela peut se démontrer par récurrence sur [F' : K],
le point clef étant que si @ est un élément irréductible de K[T'/r] alors T + (T
établit une bijection entre Hom i (K[T/v]/Q, L) et I'ensemble des racines de @

dans L.

(2.2.32.3) Il s’ensuit que deux corpoides de décomposition d’un méme élément
non nul P de K[T/r] sont isomorphes; on en déduit, & 1’aide du lemme de Zorn,
que deux clotures algébriques de K sont isomorphes.

(2.2.33) Algebres étales. Soit K un corpoide et soit K une cloture algébrique
de K.

(2.2.33.1) Sir € D, un élément non nul P de € K[T'/r] est dit séparable s'il est
premier & son polynéme dérivé P’ (qui est de degré s/r si P est de degré s); il
revient au méme de demander que les racines de P dans K soient toutes simples,
ou encore que K|[T'/r]/P soit réduit. Si P est irréductible, il est séparable si et
seulement si P’ # 0; en général, P est séparable si et seulement si il n’a que des
facteurs irréductibles simples et eux-mémes séparable.

Soit L une extension algébrique de K et soit z € L. On dit que x est séparable
sur K si son polynome minimal est séparable.

On dit que L est séparable sur K si tous ses éléments sont séparables sur K.

(2.2.33.2) Si A est une K-algebre finie, elle est isomorphe & un produit fini de
K-algebres locales artiniennes (i.e. dont I'idéal maximal est constitué d’éléments
nilpotents). Si A est locale, si m désigne son idéal maximal et si A/m = K alors
04,k s’identifie au dual de m/m?.
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(2.2.33.3) On en déduit & 'aide du lemme de Nakayama gradué que pour une
K-algebre finie locale (resp. finie quelconque) A les assertions suivantes sont
équivalentes :

1) A est réduite;

2) A est égale & K (resp. est le produit d’un nombre fini de copies de K);

(2.2.33.4) Si A est une K-algebre finie, on dit que A est étale si Q4,5 = 0.

Par ce qui précede, il revient au méme de demander que K ®x A soit réduite,
ou encore que K ®x A soit un produit fini de copies de K.

Indiquons quelques propriétés qui résultent immédiatement de la définition.

Si A est une K-algebre étale, elle est réduite (puisqu’elle se plonge dans
K ®x A) et est donc un produit de corps.

Si A et B sont deux K-algebres finies, A X B est étale si et seulement si A
et B sont étales.

Si A est une K-algebre étale et si B est une sous-algebre de A alors B est
étale : cela résulte du fait que K @k A est alors une sous-algebre de K @k B,
et est en particulier réduite.

(2.2.33.5) Il résulte de ce qui précede quune K-algebre finie est étale si et
seulement si elle s’écrit comme un produit d’extensions finies de K qui sont
étales. Pour comprendre ce que sont les Kalgebres étales, il suffit donc de
comprendre a quelle condition une extension finie L de K est étale. Soit donc L
une extension finie de K.

Supposons que L soit étale, soit  un élément de L dont on note r le degré et
soit P son polynéme minimal. En tant que sous-algebre de L, la K-algebre
graduée K(x] ~ K[T/r]/P est étale, c’est-a-dire qu’elle reste réduite apres
extension des scalaires & K ; par conséquent, P est séparable. On en conclut
que L est séparable.

Réciproquement, soit L une extension finie de K engendrée comme K-
algebre par une famille finie (z1,...,x,) d’éléments séparables sur K. Pour
tout 4, notons P; le polynéme minimal de z;. Comme z; est séparable, P/
est premier & P; et P/(z;) est donc non nul; 1'égalité P;(x;) = 0 entraine
que P (x;)dx; = 0 et donc que da; = 0; ceci valant pour tout 4, on a Q,/x = 0,
et L est étale.

Ainsi, une K-algebre finie est étale si et seulement si elle s’écrit comme un
produit fini d’extensions séparables de K. Et pour qu’une extension finie L de K
soit séparable, il suffit qu’elle soit engendrée par une famille finie d’éléments
séparables.

(2.2.33.6) Enongons maintenant quelques conséquences de ce qui précede.

Si L est une extension finie séparable de K et si F' est une extension finie
séparable de L alors F' est une extension finie séparable de K.

Si L est une extension quelconque de K, ’ensemble des éléments de L
séparables sur K est une extension algébrique de K appelée fermeture séparable
de K dans L; celle-ci ne possede aucune extension séparable stricte dans L.

Si L est une extension algébrique de K, la fermeture séparable de K dans L
est réduite a K si et seulement si L est une extension radicielle de K, c’est-a-dire
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si et seulement si le polyndme minimal de tout élément de L est de la forme
TP" —a ot a € K et oil p est 'exposant caractéristique de K.

La fermeture séparable K® de K dans K est une extension séparable
de K n’admettant aucune extension finie séparable stricte. Une telle extension
est appelée une cloture séparable de K ; deux clotures séparables de K sont
isomorphes.

(2.2.34) Soit L une extension de K et soit G un groupe fini d’automorphismes

de L; supposons que L® = K. Soit z € L et soit r son degré. Soit P

lélément [] (T — y) de L[T/r]; il est de degré 7<4(G-*) Le polynéme P
yeG.x

est invariant sous G et appartient donc & K[T'/r]; il est scindé & racines simples

dans L et annule x ; par conséquent, x est séparable sur K, et G.x engendre une
sous-extension de L finie et séparable sur K qui est stable sous G.

Ainsi, L est réunion de ses sous-extensions finies et séparables sur K stables
sous G. Soit F' 'une d’elle et soit n sa dimension sur K. Le groupe G agit sur
K®g F ~ Fn; il découle de ’égalité L® = K que I’ensemble des éléments
de K @k F~K" invariants sous G est la diagonale K - (1,...,1).

Par ailleurs, le groupe des automorphismes de la K-algebre K" sidentifie &
S, agissant par permutation des facteurs : cela résulte (par exemple) du fait
que les éléments de la forme (0,...,0,1,0,...,0) de K" sont ses idempotents
non nuls minimaux, et sont donc permutés par tout automorphisme. Comme
la sous-algébre de K formée des éléments invariants sous G est égale a la
diagonale, G agit transitivement sur {1,...,n}, ce qui oblige n & étre inférieur
ou égal au cardinal de G; ainsi, [F': K] < card(G).

Par conséquent, L est une extension finie séparable de K, et l'on a la
majoration [L : K] < card(G). Comme par ailleurs G se plonge dans le groupe
des K-automorphismes de L, lequel a un cardinal borné par [L : K], on en déduit
que [L : K] = card(G) et que G est égal au groupe des K-automorphismes de L.

(2.2.35) Les ingrédients sont désormais réunis pour disposer d’une théorie de
Galois graduée, qui se déduit formellement de tout ce qui précede. Nous allons
en donner une formulation classique, et une plus catégorique, fidele au point de
vue de Grothendieck.

(2.2.35.1) La formulation classique pour les extensions finies. Soit K
un corpoide et soit L une extension de K. Les assertions suivantes sont
équivalentes :

i) il existe un groupe fini G d’automorphismes de L tel que K = L¢;

ii) 'extension graduée L/K est finie, séparable, et normale (ce qui signifie
que si z est un élément de L, son polynéme minimal P est scindé dans L) ;

iii) il existe r € D et un élément non nul et séparable P de K[T'/r] tel que L
soit un corpoide de décomposition de P sur K.

De plus si i) est vraie alors G = Gal(L/K) et [L : K] = card(G), et si ii) ou
iii) est vraie alors K = LG!(L/K),

Lorsqu’une extension L de K satisfait ces conditions équivalentes, on dit
qu’elle est finie galoisienne. Si L est une extension finie galoisienne de K, on
dispose sur L de la correspondance de Galois : les applications H — LM et
F — Gal(L/F) établissent une bijection décroissante entre I’ensemble des sous-
groupes de Gal(L/K) et celui des sous-extensions de L/K.
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Si H est un sous-groupe de Gal(L/k) et si F est la sous-extension qui lui
correspond, F' est une extension galoisienne de K si et seulement si H est
un sous-groupe distingué de Gal(L/K), ce qui revient & demander que F soit
stable sous Gal(L/K); si c’est le cas, la restriction des automorphismes induit
un isomorphisme Gal(L/K)/H ~ Gal(F/K).

(2.2.35.2) La formulation classique, pour les extensions quelconques. Soit L
une extension algébrique de K et soit G le groupe Gal(L/K). Soit € L. Son
orbite sous G est constituée d’éléments annulés par le polynéme minimal de =z,
et elle est donc finie; il s’ensuit que L est réunion de ses sous-extensions finies
stables sous G, puis que G est isomorphe & la limite projective des Gal(F/K)
ou F' parcourt ’ensemble des sous-extensions finies de K. C’est donc un groupe
profini.

On dit que L est galoisienne si elle est séparable et normale. On suppose a
partir de maintenant que c’est le cas. Soient x1, ..., x, des éléments de L, soit &
l’ensemble (et non la famille) des polynémes minimaux des x; et soit P le produit
des éléments de Z2. 1l résulte de notre hypothese sur L que P est scindé a racines
simples dans L ; la sous-extension de L engendrée par les racines de P est par
construction finie galoisienne, et stable sous ’action de G.

Les faits suivants se démontrent par passage a la limite a partir du cas
des extensions finies galoisiennes. Les applications H + L" et F + Gal(L/F)
établissent une bijection décroissante entre ’ensemble des sous-groupes fermés
de Gal(L/K) et celui des sous-extensions de L/K.

Si H est un sous-groupe fermé de Gal(L/k) et si F est la sous-extension qui
lui correspond, F' est une extension galoisienne de K si et seulement si H est
un sous-groupe distingué de Gal(L/K), ce qui revient & demander que F soit
stable sous Gal(L/K); si c’est le cas, la restriction des automorphismes induit
un isomorphisme Gal(L/K)/H ~ Gal(F/K).

(2.2.35.3) La formulation catégorique de la théorie de Galois. Soit G le
groupe Gal(K*/K); notons qu’il coincide avec Gal (K/K) (cela provient du
fait qu'une extension radicielle n’a pas d’automorphismes non triviaux).

Le foncteur A — Homg (A, K*) établit une équivalence entre la catégorie des
K-algebres étales et celle des G-ensembles discrets finis (un G-ensemble discret
est un ensemble muni d’une action continue de G pour laquelle les stabilisateurs
sont ouverts).

(2.2.36) Remarque. Ainsi, la théorie de Galois classique survit & peu prés mot
pour mot dans le contexte gradué. Mentionnons toutefois un théoréme qui n’est
plus vrai : celui de I’élément primitif; nous allons en effet construire un contre-
exemple a celui-ci.

Soit F' un corps, et soit K le corpoide tel que K = F et K, = {0,.} pour
tout r # 1. Soit (r,s) une famille libre du Q-espace vectoriel D, et soit L le
corpoide K [T /r,rT~*,S/s,s571]. Soit n un entier strictement supérieur a 1 et
inversible dans F, et soit L' la L-algebre L[U/r'/™ V/s'/™] /(U™ — T, V™ — S).

On vérifie aisément que L’ est une extension graduée finie et séparable
de degré n? de L. Soit x € L’; il est de la forme aUmV™ on a € L; par
conséquent, ™ € L et x ne peut engendrer L’ qui est de degré n? sur L.

(2.2.37) Lemme. Soit K un corpoide et soit L une extension normale de K.
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i) Le corps Ly est alors une extension normale de K;, qui est galoisienne
st L est galoisienne.

it) La restriction Gal(L/K) — Gal(L1 /K1) est surjective.

iii) Si g € Gal(L/K) agit trivialement sur Ly alors pour tout x € L*,
I’élément g(z)/z de Ly ne dépend que de degx, et l’on construit par ce biais un
isomorphisme

Ker(Gal(L/K) — Gal(L;/K7)) ~ Hom(deg(L*)/ deg(K™), Ly").

Démonstration. Supposons L est normale (resp. normale et séparable sur K),
et soit € L. Le polynéme minimal de 2 appartient par définition a K;[T.
En vertu de notre hypothese sur L, il est scindé (resp. scindé & racines simples)
dans L. Comme ses racines appartiennent nécessairement a Lq, il est scindé
(resp. scindé a racines simples) dans Ly, et Ly est une extension normale (resp.
normale et séparable) de K7, ce qui acheéve de prouver i).

Le sous-corpoide L1 K de L est égal a [[, ., L1 K. Il en résulte que tout K-
automorphisme de L stabilise L1 K, et que tout K-automorphisme de L; s’étend
d’une unique maniére en un K-automorphisme de L1 K.

Autrement dit, L1 K est une sous-extension galoisienne de L, et Gal(L; K/K)
s’identifie via la restriction & Gal(L;/K7). L’assertion ii) découle des lors de la
surjectivité de Gal(L/K) — Gal(L1 K/K).

Nous allons maintenant prouver iii). Pour tout d € deg(L*)/deg(K*),

posons
Ay = H L,.
redeg(L*),r=d mod deg(KX)

Pour tout d € deg(L*)/deg(K™), le groupe (L1K)* agit sur Ay, et
I’ensemble des éléments non nuls de A4 est un torseur sous (L1 K)*. Remarquons
par ailleurs que L* C [] Aq.

Soit ¢ un morphisme de groupes de deg(L*)/ deg(K*) dans L;. 1l existe un
unique automorphisme g, de L qui agit pour tout d sur A4 par multiplication
par ¢(d); 'action de gy sur Ay étant triviale, 'automorphisme g,, appartient
a Gal(L/L1 K).

La fleche 9 +— gy est visiblement un morphisme de groupes injectif
de Hom(deg(L*)/deg(K*), Ly") vers Gal(L/L,K). 1l suffit pour conclure de
montrer que ce morphisme est surjectif.

Soit ¢ € Gal(L/L1K) et soit d € deg(L*)/deg(K*). Si z et y sont
deux éléments non nuls de Ay, leur quotient appartient a LK et l'on a
donc ¢(x)/¢(y) = x/y; ceci implique Pexistence d’un élément t(d) de (L1 K)*
tel que ¢(x) = ¥(d)x pour tout x € Ay; cette égalité appliquée & n’importe
quel élément non nul z de Ay force le degré de o(d) a étre égal a 1,
et Pon a donc ¥(d) € Li. Comme ¢ commute & la multiplication, on a
nécessairement ¢ € Hom(deg(L*)/ deg(K ™), L{*); par construction, ¢ = g,. O

(2.2.38) On conserve les hypotheses et notations du lemme [2.2.37| ci-dessus.

(2.2.38.1) Le noyau de la surjection Gal(L/K) — Gal(L;/K;) étant abélien,
Paction extérieure de Gal(L;/K7) sur celui-ci est une vraie action; il résulte
alors de sa construction que I'isomorphisme de iii) est Gal(L;/K7)-équivariant.
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(2.2.38.2) Comme L est une extension algébrique de K, le groupe
deg(L*)/deg(K ™) est de torsion. Il s’ensuit que

Hom(deg(L™)/ deg(K™), Ly’) = Hom(deg(L™)/ deg(K ™), u(L1)),
ou u désigne le foncteur des racines de l'unité.

(2.2.38.3) Soit p 'exposant caractéristique de K. Désignons par E le groupe
quotient deg(L*)/deg(K ™). Pour tout entier n > 0, on note n, le plus grand
diviseur premier a p de n; si A est un groupe abélien de torsion, on note A, sa
partie de torsion premiere a p.

Supposons que L est une extension finie de K. On pose ¢ = card(Gal(L/K))
et ¢; = card(Gal(L,/K1)), et U'on note d le cardinal du groupe Hom(E, u(L1)).
Le groupe multiplicatif de L; étant sans p-torsion, l'entier d est premier a p,
et Hom(E, p(L1)) = Hom(E,/, u(L1)). Comme lextension L est une extension
normale de K, on a [L: K],y = ¢, ; et puisque Ly est une extension normale
de K1 en vertu du lemme [2.2.37) il vient aussi ¢1 r = [L1 : Ki]p. On déduit par
ailleurs du méme lemme et de [2.2.38.2| que ¢ = c1d, puis que ¢y = ¢1,yd. On a
également [L : K] =[L; : K] - cardE (2.2.27.1)). En conséquence,

[L : K}p/ = [Ll : Kl]p/ ~cardEp/ =C1p -cardEp/.

Comme on a d’autre part [L : K], = ¢y = ¢1,pd, il vient d = cardE,,.

Autrement dit, on obtient tous les caracteres de E, par plongement dans L.
Cela signifie que si a désigne l'exposant de E,, le polynome T — 1 est
scindé dans L;. Tout plongement de p(Lq) dans Q/Z induit un isomorphisme
entre Hom(E, 11(Ly)) = Hom(E,, u(L1)) et le dual Ey, de E, (qui est lui-méme
isomorphe, non canoniquement sauf cas triviaux, & E, ).

(2.2.38.4) On ne suppose plus que L est finie sur K. Par passage a la limite,
on déduit les faits suivant du [2.2.38.3] ci-dessus :

e si a divise I'exposant généralisé de E,/, le polynéme T — 1 est scindé
dans L1 ;

e tout plongement de p(Ly) dans Q/Z induit un isomorphisme
entre Hom(E, (L)) et le dual de Pontrjagin £, de E,.

Valuations

(2.2.39) Soit K un corpoide, et soient A et B deux sous-annéloides locaux
de K. On dit que B domine A si A C B et si I'idéal maximal de A est contenu
dans celui de B.

Soit A un sous-annéloide K. Nous allons montrer qu’il est maximal pour la
relation de domination si et seulement si il possede la propriété suivante : pour
tout élément non nul x de K, on a x € A ou 2= € A (notons qu’elle entraine
que K est le corpoide des fractions de A).

(2.2.39.1) Supposons que pour tout élément non nul z de K, on a z € A
ou z7! € A, et soit B un sous-annéloide local de K dominant A. Soit z € B.
Supposons que ¥ ¢ A. On a alors par hypothese x~! € A.

Comme x ¢ A, I'élément x~! de A est non inversible. Il appartient donc &
I'idéal maximal de A, et partant a celui de B ; mais cela contredit ’appartenance
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de x = (x71)~1 & B. Ainsi, 2 € A. Il s’ensuit que B C A, et donc que B = A.
En conséquence, A est maximal pour la relation de domination.

(2.2.39.2) Supposons que A est maximal pour la relation de domination.
Soit z € K, soit r son degré, et soit m l'idéal maximal de A. Nous allons
montrer que z € A, ou que x # 0 et 27! € A.

Supposons que Alx]/mA[z] est non nul. Il possede alors un idéal maximal,
dont l'image réciproque dans Afz] est un idéal premier n de ce dernier,
contenant m. Le localisé A[x], est un sous-annéloide local de K dominant A;
par maximalité, il est égal a A et 'on a donc x € A.

Supposons que Alx]/mA[z] = 0. On a en particulier 1 € mA[z] , ce qui veut

dire que I'on peut écrire 1 = ag + Y. a;x° olt les a; appartiennent & m, et ol
i>1

chaque a; est de degré r—*. Comme ag € m, 'élément 1 —ag de A est inversible ;
en faisant passer ag & gauche puis en multipliant par (1—ag) ! les deux membres
de 1’égalité, on se ramene au cas ou ag = 0.

Comme 1 = Y a;x° on a @ # 0. Si N est le plus grand exposant de z

i>1

apparaissant dans le membre de droite, on voit en divisant I’égalité par x
que 1/x est entier sur A. Le going-up assure alors que A[l/x] posséde un idéal
maximal n dont l'intersection avec A est égale a m. Le localisé A[l/z], est un
sous-annéloide local de K dominant A, c’est donc A lui-méme et il s’ensuit
que (1/z) € A.

(2.2.40) Soit K un corpoide. Soit G un groupe abélien totalement ordonné,
noté multiplicativement. On désigne par Gy le monoide ordonné obtenu en
adjoignant formellement & G un plus petit élément absorbant 0. Une valuation
sur K o valeurs dans Gy est une application |.| de K vers Gg, ou 0 est un

N

e |1| =1, |0,] = 0 pour tout 7, et |ab] = |a| - |b| pour tout (a,bd) (ce qui
implique que |a| # 0 dés que a # 0) ;

e pour tout r € D et tout couple (a,b) d’éléments de K, on a I'inégalité
ultramétrique |a 4+ b| < max(|al, |b]).

Deux valuations |.| : K — Gg et .| : K — G{ sont dites équivalentes
¢l existe une valuation |.|” : K — G{ et deux morphismes strictement
croissants G — G et G” — G’ tels que le diagramme

GO

commute.

(2.2.40.1) Soit |.| une valuation sur K. L’ensemble des éléments z de K tels
que |z| < 1 est un sous-annéloide &) | de K, qui est appelé ["annéloide de |.|.
L’annéloide )| est un annéloide local; son idéal maximal est I'ensemble des
éléments x de K tels que |z| < 1.
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Il résulte immédiatement de la définition d’une valuation que si z est un
élément non nul de K alors x € &) | ou zte 0\

Réciproquement, soit A un sous-annéloide local de K tel que l'on ait x € A
ou 7! € A pour tout x € K*. Le groupe quotient G := K*/A* possede alors
un ordre dont les éléments < 1 sont exactement les classes d’éléments non nuls
de A, et la fleche K — G| obtenue en prolongeant la fleche quotient K* — G
est une valuation d’annéloide A.

Il est immédiat que ces constructions établissent une bijection entre
I’ensemble des classes d’équivalence de valuations sur K et celui des sous-
annéloides locaux A de K tels que x € A ou z=! € A pour tout € kX,
c’est-a~dire encore celui des sous-annéloides locaux de K maximaux pour la

relation de domination (cf. [2.2.39| et sq.).

(2.2.40.2) La valuation triviale sur K est celle dont I'annéloide est K tout
entier ; elle envoie tout élément non nul sur 1.

(2.2.40.3) Soit K < F une extension de corpoides et soit |.| une valuation
sur K. Il résulte du lemme de Zorn que tout sous-annéloide local de F' est dominé
par un sous-annéloide local maximal pour la relation de domination, donc par
lannéloide d’une valuation. C’est en particulier le cas de 'annéloide de |.|; en
conséquence, la valuation |.| admet un prolongement & F.

(2.2.40.4) Soit K un corpoide valué et soit G un groupe ordonné
contenant |K*|. Soit d = (d;);er une famille d’éléments de D, et soit r = (7;);er
une famille d’éléments de G (indexée par le méme ensemble que d). La formule

ZaITI — max |ag| - v’

définit une valuation (dite de Gauf) sur K(d~'T); on la notera nx q.r, ou
parfois simplement 1 , ou méme 7, si le contexte est suffisamment clair.

(2.2.40.5) Soit K — F une extension de corpoides et soit |.| une valuation
sur F. Soit ¢t un élément de F* algébrique sur K, et soit P = > a;T* son
polynéme minimal. L’égalité > a;t* = 0 entraine I'existence de deux entiers i
et j distincts tels que |a;t’| = |a;t’|; il s’ensuit qu’il existe un entier n > 0,
majoré par le degré de t sur K, tel que [t|™ € |K*|. Il s’ensuit aussi que si la
restriction de |.| & K est triviale, alors [.| est elle-méme triviale.

(2.2.40.6) Soit K < F une extension de corpoides et soit |.| une valuation
sur K. Soit G un groupe ordonné contenant | K *|, soit (¢;) une famille d’éléments
de F algébriquement indépendants sur K et soit (r;) une famille d’éléments
de G. 1l existe alors une valuation sur F' a valeurs dans G(gg, prolongeant |.| et
envoyant t; sur r; pour tout i.

En effet, quitte & agrandir les familles (¢;) et (r;), on peut supposer
que (t;) est une famille algébriquement indépendante maximale de F' sur K,
et donc que F est algébrique sur son sous-corpoide K (t;);. On choisit alors un

prolongement quelconque & F de la valuation de GauB , sur K (¢;);¢r ; il résulte
du [2.2.40.5| ci-dessus que ledit prolongement est a valeurs dans G(g).

En particulier, |.| admet un prolongement & F & valeurs dans |K |9 : il suffit
d’appliquer ce qui précede en prenant pour (¢;) et (r;) les familles vides.
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(2.2.41) Soit F un corpoide. On note Pr 'espace de Riemann-Zariski de F,
c’est-a-dire ’ensemble des classes d’équivalence de valuations de K. Pour toute
partie X de Pp et tout sous-ensemble A de F, on note X{A} (resp. X{{A}})
le sous-ensemble de X formé des valuations |.| dont annéloide (resp. l'idéal
maximal) contient A ou, si lon préfere, telles que |a] < 1 (resp. |a| < 1)
pour tout a € E. On munit Px de la topologie engendrée par les parties de
la forme Pi{A} ou A est fini.

Soient A et B deux sous-ensembles de F'; posons X = Pr{A}{{B}}, et
munissons-le de la topologie induite. Il est quasi-compact : cela résulte du fait
qu’il est fermé dans Pr{A}, et que ce dernier est quasi-compact. On qualifiera
d’affine tout ouvert de X de la forme X{C} ou C est un sous-ensemble fini
de K ; remarquons que X est lui-méme affine (prendre C' = ().

Soit K un sous-corpoide de F' et soit |.| une valuation de K. Soit A (resp. m)
Pannéloide de |.| (resp. I'idéal maximal de |.|). Le sous-ensemble Pr{A}{{m}}
de Pg est alors ’ensemble des valuations qui prolongent |.|. On le notera le plus
souvent Pr/(k |.|), ousimplement Pr, x s’il n’y a pas d’ambiguité sur la valuation
de K ; lorsque celle-ci n’est pas précisée, K sera implicitement considéré comme
muni de la valuation triviale.

(2.2.42) Valuations classiques. Soit K un corps. On peut le voir comme
un {1}-corpoide, et des lors définir une valuation sur K au sens de la section
précédente. Il n’y a pas de conflit de terminologie : une telle valuation est
précisément une valuation (de Krull) usuelle sur K. Les espaces Pk et Py /(Ko,l.))
(o Ky est un sous-corps de K muni d’une valuation de Krull |.|) sont eux-
meémes les espaces de Riemann-Zariski usuels ; si K est une extension de type fini
de Ky, l'espace topologique P /(x, |.|) s’identifie & la limite projective des fibres
spéciales de tous les modeles intégres, propres et plats du corps K sur Spec 0.

Réduction a la Temkin

On désigne toujours par D un groupe abélien divisible ; on fixe par ailleurs un
groupe abélien divisible ordonné G. Dans ce qui suit, et sauf mention expresse du
contraire, les annéloides seront des D-annéloides, et les valuations des valuations
a valeurs dans Gj.

(2.2.43) Soit A un annéloide. Une semi-norme ||.|| sur A est une application
de A dans G qui satisfait les axiomes suivants :

o [|0]] = 0 et [lab]| < [[al| - |[b]| pour tout (a,b) € A%;

o ||la +b|| < max(||al|,||b]|) pour tout r € D et tout (a,b) € A2.
(2.2.43.1) Ezemples. Si K est un corpoide, toute valuation sur K est une

semi-norme, et méme une norme (4.e son noyau est trivial). Plus généralement,
donnons-nous une famille finie (K;) de corpoides, chacun des K; étant muni

d’une valuation. L’application (z1,...,z,) — max |z;| est alors une semi-norme
sur [[ K;.
(2.2.44) Soit A un annéloide muni d’une semi-norme [|.||. Pour tout (r,g)

appartenant & D x G, on note A, ¢, (resp. A, 4) le sous-groupe additif
de A, formé des éléments a tels que ||a|| < ¢ (resp. ||a|| < g¢g). Nous
désignerons par A la réduction de A au sens de Temkin, c’est-a-dire le (D x G)-

annéloide II Ar<g/Ar<g. Sia € Aetsigestun élément de G tel
(r,g)€DxG



Algébre commutative 137

que ||a|]| < g, on notera a, I'image de a dans gdcga,g; si g = ||a||, on écrira
simplement a.

La formation de A est fonctorielle en A pour les morphismes contractants
d’annéloides semi-normés; notons qu'un morphisme isométrique d’annéloides
semi-normés induit une injection entre les annéloides résiduels correspondants.

(2.2.45) Soit K un corpoide muni d’une valuation |.|, soit €] I"annéloide
correspondant, et soit m| | son idéal maximal.

(2.2.45.1) Le (D x G)-annéloide K est alors un corpoide, appelé corpoide
résiduel de K; le corpoide quotient &) /m| s’identifie & Kp,qy. Le
groupe deg(K*) est égal & (deg, |.|)(K ).

(2.2.45.2) Soit A une K-algébre munie d’une semi-norme ||.|| compatible avec
la valuation de K. Soit (a;) une famille d’éléments de A telle que ||a;|| # 0 pour
tout 4. Les propositions suivantes sont équivalentes :

i) on a || > A\a;|| = max |\ - ||a;|| pour toute famille (\;) d’éléments de K
presque tous nuls et tels que les \;a; aient tous méme degré (dans la suite, nous
dirons simplement qu’une telle famille (\;) est adaptée & (a;)).

i) (d;) est une famille libre du K-espace vectoriel A.

Pour le voir, posons g; = ||a;|| pour tout i. La propriété i) est fausse si et
seulement si il existe h € G, et une famille (\;) de scalaires adaptée a (a;) telle
que |A;| < hgi_1 pour tout 4, telle que |A;| = hgi_1 pour au moins un 1%, et telle
que || > Aia;|| < h. Mais cela revient & demander qu'’il existe une famille (1;)
d’éléments de K adaptée & (a;) telle que I'un au moins des p; soit non nul, et
telle que 1'élément > p;a; de A soit nul (prendre p; = N h 9;1). Autrement dit,

cela revient a nier que (a;) soit libre sur K. Ainsi, i) est fausse si et seulement
si ii) est fausse, ce qu’il fallait démontrer.

(2.2.45.3) Soit (z;) une base de A sur K. Chaque z; est alors non nul, donc
de la forme a; pour un certain a; de norme non nulle dans A. Comme (a;)
satisfait ii) par construction, elle satisfait i) et est des lors libre. Il s’ensuit

que dim A < dimg A.
(2.2.45.4) Soit (t;) une famille d’éléments de A. Pour tout i, on pose r; = ||t;]|
et 'on suppose que 7; # 0. Les assertions suivantes sont alors équivalentes :

a) on a ||> Art!|| = max [A7] - v¥ pour toute famille (A7) adaptée a (t);

b) la famille (t) est algébriquement indépendante sur K.

En effet, supposons que a) soit vérifiée. On en déduit pour commencer
que [[t!]| = r! pour tout I, et donc que ||>°Artf|| = max|\;| - [[t!|| pour

toute famille (A7) adaptée & t!. Il découle alors de [2.2.45.2| que (t!) est une

famille libre sur K ; autrement dit, b) est vérifiée.

Réciproquement, supposons que b) soit vérifiée. On en déduit pour
commencer que t! est non nul pour tout I, c’est-a-dire que ||t!|| = r! pour
tout I.

Comme b) est vérifiée, (t!) est libre sur K ; on déduit alors de [2.2.45.2] et
de ce qui précede que || S° Artf|| = max || - [[t?]| = max|\;| - r! pour toute
famille (A7) adaptée a (t'), d’ot1 a).
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(2.2.45.5) Remarquons que la propriété a) peut se reformuler en demandant
que les ¢; soient algébriquement indépendants sur K et que ||.|| k[ soit égale a
(la restriction de) la valuation de Gaul 1k deg(t),r-

Supposons que a), et partant b), soient satisfaites. Soit f = > Ast! un
élément non nul de K[t]. Soit _# I’ensemble des indices I tels que || f]| = |Ar|r?.
Posons g = Zlej Astf. On a alors en vertu de a) Pinégalité ||f — g|| < ||f]|;

en conséquence, j‘v: g= ZIE/ X;t~1 Ainsi, ﬁ] est égal a I?[ﬂ Comme t est
une famille algébriquement indépendante sur K, la K-algébre K[t] s’identifie &
'algébre de polynémes K|[(deg(t),r) 1 T].

(2.2.45.6) Supposons maintenant donnés deux éléments r et s de G avec r < s,

et un élément ¢ inversible de A tel que || Y a;t’|] = max{|a;|r’, a;|s'}; pour
toute famille (a;);cz adaptée & (t'). On a alors |[t|*|| = s' et |[t7¢|| = r—* pour
tout i > 0, et || > a;t’|| = max|a;] - ||t!|| pour toute famille (a;) adaptée a (7).

Posons 7 =t et o = t—1; on a par ce qui précede ¢ = 7% et t—% = ¢ pour
tout ¢ > 0.

On déduit alors de que la famille b formée des 0% pour i < 0, de {1}
et des 7% pour ¢ > 0 est libre sur K. De plus, soit f = > a;t* un élément non
nul de K[t,t '], et soit _# l'ensemble des indices i tels que ||f]| = |a;| - [|tY]|.
Posons g = 3, ; a;t’. On a alors en vertu de a) I'inégalité || f — g[| <[[f]|; en

conséquence,
F=g= > ao '+ > ar
i€ 7 ,i<0 i€ 7,i>0
——

Ainsi, b est une base de K[t,t~1] sur K.
Le produit 7o est égal par définition a tt/les/r = L,S/T ; il est donc égal a 1
sir = s, et a0, sinon. Sil'on pose g = (s1,degt™!) et h = (r,degt) on

dispose donc d'un morphisme naturel de K[g~1S, h=1T] /(TS —¢) vers K[t, t~]
envoyant 1" sur 7 et S sur o, ou ¢ est égal a 1sir = set a0y ,/, sinon. Comme b

est une base de K[t,t~1], ce morphisme est un isomorphisme.

(2.2.46) Soit K < L une extension de corpoides valués. Lorsqu’on parlera de
sous-extension de L, c’est toujours a sa structure naturelle d’extension de K
que 'expression fera référence.

(2.2.46.1) Si L est une extension finie de K alors L est une extension finie
de K en vertu de [2.2.45.3] 1l s’ensuit, par un argument de passage a la limite
inductive, que si L est algébrique sur K, alors L est algébrique sur K.

(2.2.46.2) Posouns § = (deg,|.|) : L* — D x G. Le groupe quotient

deg(L*)/ |(deg(K*) - (D x {1}) N deg(Z*))]
est égal a
8(L)/ [8(K) - ((D < {1}) na(L*))]

Le sous-groupe 6(K*) - (D x {1})Nd§(L*)) de D x G est ensemble des
éléments de la forme (degz,|z|) avec z € L* et tels que |z| € |K*|; en
conséquence, le groupe quotient considéré ci-dessus s’identifie a |L*|/|K*|.
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(2.2.46.3) Soit a un sous-ensemble de L* tel que |a| constitue un systéme
de représentants de |L*|/|k*| et soit b une base de LDX{l} sur KDX{l} il
résulte de |2 2.27. 1| et de |2 2.46. 2| que a - {b} est une base de L sur K; on a
done [L: K] = [Lpy 1y : Kpxquy) - (L] : [E]).

Compte-tenu de [2.2.45.3] il vient

[L:K]2[L:K)=[Lpxpy: Kpxqy) - (L] kX))

(2.2.46.4) Soient d le degré de transcendance de ZDX{I} sur fN(Dx{1}, et
p la dimension du Q-espace vectoriel Q ®z (|L*|/|k*|). Soit u une base de
transcendance de EDX{l} sur I?DX {1}, et soit v une partie de L* tels que |v| soit
une base de Q®z(|L*[/|k*|). Il résulte de[2.2.27.3|et de[2.2.46.2|que uUV est une
base de transcendance de L sur K. En conséquence, le degré de transcendance
de L sur K est égal a d + p.

(2.2.46.5) Soit (t;) une famille d’éléments de L*. Il résulte de [2.2.45.4] que les
assertions suivantes sont équivalentes :

a) les t; sont algebrlquement indépendants sur K, et |[.||x ) = 1K [t
b) les éléments t; de L sont algébriquement indépendants sur K.

En conséquence, le degré de transcendance de L sur K est majoré par celui
de L sur K.

(2.2.46.6) On suppose de maintenant que les conditions équivalentes a) et b)
ci-dessus sont satisfaites. En vertu de m I’annéloide If(\[g] s’identifie
a K [N]; en conséquence, le corpoide résiduel K (t ( ) est égal au sous-corpoide
de L engendré par K et t. Notons que ledit sous-corpoide est par ailleurs

naturellement isomorphe 51 K((deg(t,[t|)"'T) puisque b) est vraie par
hypothese.

(2.2.47) Soit K <> L une extension de corpoides valués, de type fini
comme extension de corpoides. On a vu au ci-dessus que le degré de
transcendance de L sur K est majoré par celui de L sur K. Supposons que ’on
ait égalité, et soit (¢1,...,t,) une base de transcendance de L sur K. Chaque ¢;
est alors non nul, et est donc de la forme a; pour un certain a; € k*. En
vertu de[2.2.46.5] les a; sont algébriquement indépendants sur K ; d’aprés notre
hypothese sur les degrés de transcendance, ils forment une base de transcendance
de L sur K. Le corps L est donc fini sur F := K(ay,...,a,).

Il résulte de|2.2.46.6|que F= I?(tl, ooy tn), et def2.2.45.3|que L est fini sur F.

En conséquence, le corpoide L est de type fini sur K. En d’autres termes, Lpy {1}

est de type fini sur I}Dx{l}, et |L*|/|k*]| est de type fini (2.2.29.3)).

(2.2.48) Soit K — L une extension aglébrique de corpoides valués. Donnons-
nous une famille d = (d;);c; d’éléments de D et une familler = (r;);er
d’éléments de G, les deux familles étant indexées par le méme ensemble 1.
La valuation 7, q,r est alors I'unique prolongement & L(d~'T) de la valuation
Ni.ar du corps K(d™1T).

En effet, fixons un prolongement |.|" de nx.qr & L(d~'T). La famille T est
algébriquement indépendante sur K d’apres|2.2.46.5] et comme L est algébrique



140 Algébre commutative

sur K, le corpoide L est algébrique sur K (2.2.46.1) ; il s’ensuit que T est
algébriquement indépendante sur L. Comme on a par ailleurs |T|" = r il découle

de[2.2.46.5 que |.|" = nr.a.r-

Un théoréeme de Chevalley pour les espaces de Zariski-
Riemann gradués

(2.2.49) Lemme. Soit K un corpoide, soit v € D et soit P = > a;T" un
élément de K[T/r]; soit |.| une valuation de K et soit L une extension de K
dans laquelle P est scindé. Les assertions suivantes sont équivalentes :

i) il existe une racine o de P telle que |a] < 1;
ii) il existe i > 1 tel que |a;| = |ag|.
Démonstration. Supposons que i) soit vraie; on a ag = — Z a;at, d’o
I'inégalité _ .
|aol < maxas||a’] < max|a;|

(puisque || < 1) et ii) est établie.

Si ii) est vraie, écrivons P = a, [[(T — «;) avec «; € L" pour tout 4. Si
chacun des |a;| était strictement supérieur a 1, les relations coefficients-racines
entraineraient immédiatement que |ag| > |a;| pour tout ¢ > 1, ce qui contredirait
Ihypothese ii) ; par conséquent, i) est vraie. O

(2.2.50) Proposition. Soit F' un corpoide, et soit K <— L une extension finie
de corpoides au-dessus de F'. Soit U un ouvert quasi-compact de P,/ ; l'image
de U sur P/ est alors un ouvert quasi-compact de ce dernier.

Démonstration. On peut supposer que U est de la forme Py, p{f1,..., fu}
ol chacun des f; est un élément de L dont on note r; le degré.

(2.2.50.1) Le cas oun = 1;on pose alors f = f1 et r =r1. Soit P € K[T/r] le
polynéome minimal de f sur K ; écrivons P = Y_ a;T* ; notons que comme f # 0
on a ag # 0; soit J ’ensemble des indices i tels que a; # 0. Soit |.| une valuation
de K et soit K une cléture algébrique de K ; choisissons un prolongement |.|’
de |.| a K. Dire que la valuation |.| appartient & I'image de Py, signifie qu’elle
admet une extension & L dont ’anneau contient f. Comme toute extension
de |.| & L se déduit de |.|" via un K-plongement de L dans K, la valuation |.|
appartient a I'image de Py, si et seulement si P possede dans K une racine «
telle que |a|’ < 1; en vertu du lemme ci-dessus, cela revient a demander
qu’il existe @ avec |a;| > |ag|. Le scalaire ag étant non nul, 'image de U est
finalement égale & la réunion des Pg/p{ao/a;} pour i parcourant .J; c’est donc
bien un ouvert quasi-compact de Pg,p, ce qui acheve la preuve dans le cas
oun=1.

(2.2.50.2) Le cas général. Si n = 0 alors Pr p{f1,..., fn} = Pr/p, et son
image est égale a P/ tout entier, ce qui termine la démonstration.

Supposons maintenant que n > 0.

Soit f 1'élément > f;T; de L(rl_lTl, oo, rYT,) s remarquons que f est de
degré 1. Si |.|" est une valuation sur L, il est immédiat que |.|" € Pr/p{f1,..., fu}
si et seulement si 7z, |.|)r1 € Pre-1m)/p{f}
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Par ailleurs, il découle de[2.2.48|que si |.| € P, p et si|.|" est un prolongement
de |.| & L, alors 7(L,].|"),r,1 €st 'unique prolongement de 7k |.|y,r,1 & L(r~'T).

Il s’ensuit que la valuation |.| appartient & l'image de l'ouvert quasi-
compact ]P’L/F{fl, .oy fn} si et seulement si T(K,|.|),r,1 @ppartient a 'image V
de Pr—1my/p{f} sur Px-1m)/p-

Or en vertu du cas n = 1 traité au ci-dessus, V est un ouvert quasi-
compact de P -17),/p; il en résulte, en vertu de la description explicite d’une
valuation de Gau, que I'image récirproque de V par 'application

|| = 1k, 1.])r1

est un ouvert quasi-compact de Pg/p, ce qui achéve la démonstration. [J

Exemples d’homéomorphismes entre espaces de Zariski-
Riemann gradués

(2.2.51) Lemme. Soit F' un corpoide, soit K une extension de F et soit L
une extension de K. Supposons que L*/K* est de torsion. L’application
continue Pr, p — Py p est alors un homéomorphisme qui préserve les ouverts

affines.

Démonstration. Soit |.| une valuation sur L et soit f € L. Par hypothese, il
existe un entier n tel que f™ € K. Comme f™ appartient & Pannéloide de |.| si
et seulement si c’est le cas de f, on en déduit :

e que |.| est entiérement déterminée par sa restriction & K, et donc
que Pr/p — Pg/p est injective;

e que si (f1,..., fr) sont des éléments de L, et si les n; sont des entiers tels
que fi" € K pour tout ¢ alors 'image de Py p{f1,..., fr} sur Pg/p est égale
a Pryp{fi",..., f"}; la bijection continue Pr,p — Pg/p est donc bien un
homéomorphisme qui préserve les ouverts affines. [

(2.2.52) FEzemples. Mentionnons deux cas particuliers dans lesquels ce lemme
s’applique.

(2.2.52.1) Si L est une extension algébrique purement inséparable de K
alors L* /K> est de torsion (p-primaire).

(2.2.52.2) S’il exixte un sous-groupe A de D tel que D/A soit de torsion et
tel que K = L alors L* /K> est de torsion.

(2.2.53) Lemme. Soit K wun corpoide et soit L wune extension de K.
Si deg(L*)deg(K™*) est de torsion alors Pr;x — Pr g, est un
homéomorphisme préservant les ouverts affines.

Démonstration. Posons A = deg(K*). Le lemme assure que
I'application continue Pr/x — Pr,/x est un homéomorphisme préservant les
ouverts affines. Comme (La); = L; on peut remplacer L par La et ainsi
supposer que deg(L*) = deg(K™).

Soit |.| € Pr, /k, et soit f € L. Comme deg(L*) = deg(K™) il existe g € Ly
et h € K* tels que f = gh. La trivialité de |.||x, assure que |g| ne dépend que
de f, et pas du choix de g et h; il est donc licite de le noter |f|’. On vérifie
immédiatement que |.|" est une valuation, dont la restriction & K est triviale et
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donc la restriction & L; coincide avec |.|. De plus, on voit aussitét & 'aide de
la formule qui définit |.|" que celle-ci est 'unique prolongement de |.| & L dont
la restriction & K soit triviale. Ainsi, 'application continue P, — Pr, /k, est
bijective.

Soient fi,...,fn des éléments de L. Comme deg(L*) = deg(K™),
on peut écrire chacune des f; s comme un produit g;h; ou ¢g; € Iy
et h; € K*; on a alors Pr/x{f1,..., fu} = Pr/k{91,...,9-}; ainsi, 'image
de Pr/x{f1,..., fu} sur Pr /i, est louvert affine Pr /x{g1,...,9-}, ce qui
termine la démonstration. [

2.3 Les corps henséliens et leurs extensions
modérément ramifiées

On désigne par D un groupe abélien divisible. Dans cette section, les
valuations seront & valeurs dans D, et les annéloides seront des D-annéloides.

Rappels sur les prolongements d’une valuation a une
extension algébrique

(2.3.1) Quelques conventions. Sauf mention expresse du contraire, la
valuation d'un corps valué K sera notée |.|, son anneau sera noté K° et l'idéal
maximal de celui-ci sera noté K°°.

La notation K désignera le corpoide résiduel de K ; le corps résiduel
traditionnel sera vu comme un sommande de K, et noté en conséquence K.

(2.3.2) Soit K un corps valué, et soit L une extension algébrique de K. Soit B
la fermeture intégrale de K° dans L. On démontre les faits suivants.

i) L’application m — By, établit une bijection entre 1’ensemble des idéaux
maximaux de B et I’ensemble des anneaux de valuation de L qui dominent K°;
ces ensembles sont finis des que L est finie sur K.

ii) Si L est une extension galoisienne de K, le groupe Gal(L/K) agit
transitivement sur ’ensemble des idéaux maximaux de B, et donc d’apres i)

sur I'ensemble des prolongements de |.| & L.
(2.3.3) Soient |.|1,...,|.| des prolongements deux & deux distincts de |.| & L,
et soient my, ..., m, les idéaux maximaux de B correspondants.

Soit I un sous-ensemble de {1,...,r}. Il existe alors x € B tel que [z —1|; < 1

pour tout ¢ € I et |z|; < 1 pour tout j ¢ I.

En effet, soit j ¢ I. Par le lemme d’évitement des idéaux premiers, m; n’est
pas contenu dans |J m;; choisissons y; € m; tel que y; n’appartienne & aucun

icl

des m;. 16

Posons y = [[ y;. Onaalors y € (| mj, et y ¢ |J m,.

gl gl i€l
Comme m; + m; = B si ¢ # j, le lemme chinois assure que

B/Hmi o~ HB/mi.

el el
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Par construction, I'image de y dans le terme de droite est inversible; en

conséquence, il existe z € B tel que zy — 1 € [ m;.
i€l
L’élément x := yz de B satisfait alors aux conditions requises.

La notion de corps valué hensélien

(2.3.4) Soit K un corps valué. Soit P = T" + >, a;T" un polynome
unitaire & coefficients dans K, et soit L une extension valuée de K dans
laquelle P est scindé. Posons p(P) = supgcic,_qlai|"/""9. Si z est un
élément de L tel que |z| > p(P), alors |z|® > |a;| - |z|* pour tout
entier ¢ < n — 1; en conséquence, x ne peut étre racine de P. Par ailleurs,
si p(P) majorait strictement en valeur absolue toutes les racines de P
dans L, l'expression des a; en fonction de ces dernieres fournirait I'inégalité
absurde suppg;<,_1 |la;|'/ (=1 < p(P); il en découle que p(P) coincide avec la
borne supérieure (et méme le maximum dés que n > 0) des valeurs absolues des
racines de P dans L. Il s’ensuit que si @ divise P, alors p(Q) < p(P).

(2.3.4.1) Pour tout r € D majorant p(P), on notera P, le polynome X™ +
S @i m-iT%; clest un élément de K[T/r] de degré r™. Il est égal & T™ si et
seulement si > p(P). Si P s’écrit RS avec R et S unitaires, on a ﬁr = ﬁ,«gr;
en particulier, si I'on écrit P = [[(T — ;) dans L, alors P, = [[(T — Z;,,).
Notons une conséquence simple de ce fait : si ]37" est séparable, P est séparable.

Si p(P) > 0 (autrement dit si P n’est pas une puissance de X), on écrira
simplement P au lieu de P,(p).

Sir e D etsi R est un élément unitaire de K [T/r], on appellera relévement
admissible de R tout polynéme unitaire R appartenant & K[T], tel que p(R) < r
et tel que R, = R; I'existence d’un tel relevement est immédiate.

(2.8.4.2) Soit r € D et soit P un polynéme unitaire de K[T] tel que p(P) < r.
Supposons donnée une factorisation P, = QR dans K [T/r], o Q et R
sont unitaires et premiers entre eux, Il y a alors au plus un reléevement
admissible (Q,R) de (@, R) tel que P = QR.

En effet, supposons donné un tel relevement, choisissons un corps de
décomposition L de P, et un prolongement de |.| & L. Ecrivons P = [[(T — \;)
avec \; € L pour tout 1. _ B

Pour tout indice 4, la réduction \;, est une racine de P,. C’est donc ou bien
une racine de @, ou bien une racine de R, les deux situations étant exclusives
l'une de lautre puisque @ et R sont premiers entre eux. Si ’on note I (resp. J)
I’ensemble des indices i tels que Xir est une racine de @ (resp. de R), on voit
que 'on a nécessairement

Q=[x -x)et R=][(x—N).
iel ieJ

d’olt notre assertion.
Notons un cas particulier : si « est une racine simple de P,, il existe au plus
un élément a de K tel que |a| < 7,a, = a et P(a) =0.
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(2.3.5) Lemme. Soit K un corps valué. Si K est algébriqguement clos (resp.
séparablement clos), il en va de méme de K.

Démonstration. Soit P un polynéme unitaire appartenant & K[T'/r] pour un
certain » € D, et soit P un relévement admissible de P. On a vu au
ci-dessus que si P est séparable, il en va de méme de P ; et que si P est scindé,
il en va de méme de P. La conclusion du lemme s’ensuit aussitot. [

(2.3.6) Lemme. Soit K un corps valué, soit P wun polyndme unitaire
irréductible de K[T), et soit r un élément de D majorant p(P). Si il existe deux
polynémes unitaires R et S non constants et premiers entre euz dans f([T/r] tels
que P = RS alors r = p(P) et il existe au moins deux prolongements distincts
de |.| a L.

Démonstration. Comme R et S sont premiers entre eux, P, n’est pas une
puissance de T et l'on a donc p(P) = r. Fixons un prolongement de |.| & L,
encore noté |.|. Ecrivons P = [[(T — ;) dans L. Puisque P, = RS, il existe
deux indices 7 et j distincts tels que z;, (resp. z;,) soit une racine de R (resp.
de S); comme R et S sont premiers entre eux, z;, n’annule pas R.

Soit R un relevé admissible de R. Si m désigne le degré monomial de R on

a alors |R(x;)| < r™ puisque R(z;,) =0, et |R(z;)| = r™ puisque R(a;:) # 0.
Comme P est irréductible, il existe un k-automorphisme g de L envoyant x;
sur z; ; on a alors g(R(z;)) = R(x;). Par ce qui précede,

l9(R(zi)| = 7™ > [R(w:)-

Alinsi, |.| o g est un prolongement de |.| & L qui est distinct de |.| . O

(2.3.7) Proposition. Soit K un corps valué. Les assertions suivantes sont
équivalentes.

i) L’anneau local K° est hensélien.

it) Pour toute extension algébrique L de K, la valuation |.| admet un unique
prolongement a L.

iii) Pour toutr € D, pour tout polyndme unitaire P € K[T) tel que p(P) < r,
pour toute factorisation B = QR ou Q et R sont des polyndomes unitaires et
premiers entre euz de K[T'/r], il existe un (unique) relévement admissible (Q, R)
de (@, R) tel que P = QR.

iv) Pour tout r € D, pour tout polynéme unitaire P € KI[T] et pour toute
racine simple o de IST dans [N(, il existe un (unique) élément a de K tel que 'on
ait la] <r, ar = a et P(a) =0.

Démonstration. On procede par implications successives.

(2.3.7.1) Supposons i) vraie, et soit L une extension algébrique de K. Soit B
la fermeture intégrale de A dans L, et soit % ’ensemble des sous-algebres de
type fini de B. Soit C' € Z. L’algebre C est un produit fini d’anneaux locaux
puisque A est hensélien ; étant d’autre part integre, elle est locale.

Par ailleurs, si C' et C’ sont deux éléments de & avec C' C C' alors C’ est
entiere sur C, et C' — C' est deés lors un morphisme local. On en déduit que B
est un anneau local. En vertu de cela équivaut & dire que |.| admet un
unique prolongement a L, d’ou ii).
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(2.3.7.2) Supposons ii) vraie, et montrons iii). On raisonne par récurrence
sur deg P. S’il est nul le résultat est trivial ; on suppose donc qu’il est strictement
positif, et que le résultat a été prouvé en degré < deg P.

Si R ou S est constant, le résultat est évident. On peut donc les supposer non
constants. Comme on fait I’hypothese que ii) est vraie, il résulte du lemmem
que P n’est pas irréductible. Ecrivons P = PPy, ou P, et P, sont unitaires de
degré strictement inférieur a celui de P.

Pour tout ¢ notons @; (resp. R;) le PGCD unitaire de @ (resp. R) et 15”
Comme ﬁr = QR et comme @ et R sont premiers entre eux, il vient ﬁl,r =1 R
et ]BQ,T = @2 R5. Les polynémes @1 et Ry étant premiers entre eux, I’hypothese
de récurrence assure 'existence d’un relevement admissible (91, R1) de (Q1, R1)
tel que P = Q1R;. De méme, il existe un relevement admissible (Qs, R2)
de (Q2, R2) tel que P = Q1Rs. Le couple (Q1Qa, R1R2) est alors un relévement
admissible de (@, R), et 'on a P = Py P, = Q1 Q5R 1R, d’ou iii).

(2.8.7.3) Si iii) est vraie, alors iv) est vraie : ce n’est qu'une reformulation
de iii) dans le cas particulier oit I'un des deux polyndmes @ ou R est de degré
monomial égal a 1.

(2.3.7.4) Supposons que iv) est vraie. Dans le cas particulier ou r = 1,
cette propriété signifie exactement que toute racine simple modulo K°° d’un
polynéme unitaire P € K[T] se reléve en une racine de P. En conséquence, K°
est hensélien. [J

(2.3.8) On dit qu'un corps valué K est hensélien s'il satisfait les quatre
propriétés équivalentes ci-dessus.

(2.3.8.1) Si L < L’ est une extension algébrique radicelle, alors pour tout x €
L’ il existe un entier N > 0 tel que zV € L. Il s’ensuit que toute valuation
de L admet un unique prolongement & L’; pour s’assurer qu'un corps K est
hensélien, on peut donc se contenter de vérifier propriété ii) ci-dessus pour les
extensions algébriques séparables L de K.

(2.3.8.2) Ilrésulte de la caractérisation d’un corps hensélien par la propriété ii)
de la proposition ci-dessus que toute extension algébrique d’un corps
hensélien est encore hensélienne.

Groupe de décomposition, hensélisé d’un corps valué

(2.3.9) Soit K < L une extension galoisienne de corps valués. On appelle
groupe de décomposition de L sur K le sous-groupe de Gal(L/K) formé des
automorphismes g tels que |.| o g = |.|, et on le note D(L/K).

(2.3.10) Soit F' une sous-extension galoisienne de L. La restriction induit un
morphisme D(L/K) — D(F/K).

Ce morphisme est surjectif. En effet, soit ¢ € D(F/K). Prolongeons
lautomorphisme g en un automorphisme de L, noté encore g. Les valuations |.|
et |.]og de L induisent toutes deux la valuation |.| sur F, puisque g|r € D(F/K).
En conséquence, il existe un élément h € Gal (L/F) tel que |.|og =|.| o h.

Il vient |.| o gh™t = |.| . Ainsi, gh~! € D(L/K). Comme h € Gal (L/K), on
a gh™Yr = g|F, ce qui achéve la démonstration.
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(2.3.11) Proposition. Soit K < L une extension galoisienne de corps valués,
et soit F le corps LPE/K) Ona F = K (ou, ce qui revient au méme, Fy = K3
et |[F*| = |k*|).

Démonstration. En vertu de 2.3.10} il suffit de montrer I’assertion pour les
sous-extensions finies galoisiennes de L, ce qui autorise & supposer que L est

finie sur K. Soient |.| = |.|o, |-|1,-- .|| les prolongements & L de la valuation |.|
du corps K.
Comme deux prolongements de la valuation |.| de F au corps L sont

conjugués sous Paction de Gal(L/F) = D(L/K), la restriction de |.|; & F est
différente de |.| dés que i # 0. Il résulte alors de qu’il existe z € F* tel
que |z — 1] <1 et |z|; <1 pour tout j > 0.

Soit x € F*. Nous allons montrer que T € K. Pour tout entier n,onaz® =1
et partant z"z = 7. Par ailleurs, comme |z|; # 1 pour tout j > 0, il existe un
entier n tel que [2[} - |z[; soit différent de [2"z| = |z[ pour tout j > 0. On peut
donc, quitte & remplacer z par z"z, supposer que |z|; # |z| des que j > 0.

Soit E l'ensemble des conjugués de x. Soit y € E. Il est de la forme g(x)
avec g € Gal(L/K). Siy # x alors g ¢ D(L/K), ce qui veut dire que |.|]og = |.|;
pour un certain j > 0; par conséquent, |y| = |z|; # |z|. On note F le sous-
ensemble de E formé des conjugués y de x tels que |y| > |z|, et P le polyndme
minimal de . On écrit P = T™ + a;T™ ' + ... + am, et l'on pose ag = 1.
Soit N le cardinal de F. Pour toute partie P de E de cardinal N + 1 et différente
de FU{z}, ona

1y <] 11 -

yeP yeFU{z}

AN+1 = (*DNH Z H Y,

PCE, card P=N+1 yeP

Comme

il vient ayy1 = (1) I 7.
yeFU{z}
Pour toute partie P de E de cardinal N et différente de F, on a

14| < Iy

yeP yeF

Comme

av =Y Y ITv

PCE, card P=N yeP

il vient ay = (=) [] ¥
yeF

Il s’ensuit que ax # 0, et que ¥ = —axn11/ax. En conséquence, T € K.O

(2.3.12) Proposition. Soit K un corps valué, et soit K* une cléture séparable
de K. On fixe un prolongement de |.| a K*, que l'on note encore |.| . Soit F' le
sous-corps (K*)PHE"/K),
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i) Le corps valué F' (muni de la restriction de |.|) est hensélien, et ’anneau F°
s’identifie au hensélisé de K°.

ii) Pour toute extension valuée hensélienne L de K, il existe un unique K-
plongement isométrique de K dans L.

Démonstration. Comme le groupe de Galois de K° sur F est le stabilisateur
de |.|, la valuation |.| de F' admet une unique extension & F*, et donc & toute
extension séparable de F'. En conséquence, F' est hensélien . L’anneau
local F° est donc lui-méme hensélien. Il en résulte l'existence dun (K°)-
morphisme canonique de (K°)" dans F*.

L’anneau K° est par ailleurs normal, F* est integre, et K° s’injecte dans F*.
On déduit alors de que (K°)" est normal et s’injecte dans F°.

Soit E le corps des fractions de (K°)" C F. Comme (K°)" est normal,
il contient la fermeture intégrale B de K° dans E. D’autre part, I’anneau
local (K°)" domine K°; en conséquence, il domine By, pour un certain idéal
maximal m de B. L’anneau By, étant I’anneau d’une valuation qui prolonge |.|,
il coincide par maximalité avec (K°)".

L’inclusion (K°)" < F° est locale. L’idéal maximal de (K°)" est des lors
égal a E°°. Comme un anneau de valuation d’un corps est connu des qu’on
connait son idéal maximal, il vient (K°)" = E°.

L’anneau (K°)" est hensélien ; le sous-corps E de K* est donc hensélien. En
conséquence, la valuation |.| de E' admet un unique prolongement & K*. Cela
signifie que Gal(K*®/E) C D(K®/K). Autrement dit, F C E; compte-tenu du
fait que £ C F, il vient E = F et F° = (K°)", ce qui achéve de prouver i).

Donnons-nous maintenant une extension valuée hensélienne L de K. Il existe
alors un unique K°-morphisme local de F° = (K°)* dans L°, qui est injectif
d’apres la remarque [2.1.12

Or la donnée d’un K-plongement isométrique de F' dans L équivaut a celle
d’un K°-plongement local de F° dans L° ; compte-tenu de ce qui précede, on en
déduit ii). O
(2.3.13) Si K est un corps valué, son hensélisé K" est canonique en vertu de

lassertion ii) de la proposition [2.3.12] Cette méme assertion, ou la définition
directe de K", assurent que K" = K des que K est hensélien.

Si L est une extension algébrique de K", on la considérera comme
implicitement munie de l'unique prolongement de la valuation de K": ce
prolongement fait de L un corps valué hensélien.

(2.3.14) Lemme. Soit K un corps valué et soit L une extension algébrique K.

i) La K"-algebre K" @k L est réduite; c’est en particulier un produit fini
d’extensions de K™ si L est finie sur K.

ii) Soit (K" ®x L — L;); la famille des quotients de K" @ L par ses idéaux
mazximauz. Pour tout i, désignons par |.|; la restriction a L de la valuation de L;.
Les |.|; sont alors deux & deux distinctes, et sont exactement les prolongements
de |.| a L. De plus, L; s’identifie pour tout i a (L,|.|;)".

i11) Supposons que L soit galoisienne. Pour tout i, [linjection natu-
relle Gal(L;/K") — Gal (L/K) a pour image le groupe de décomposition de
la valuation |.|;.
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Démonstration. Comme K" est réunion d’extensions finies séparables de K,
la K"-algebre K" @ L est réduite, d’ot i).

Fixons 4. Le corps valué L; est hensélien; en conséquence (L,|.|;)" se
plonge canoniquement de maniére isométrique dans L;; par ailleurs, K" se
plonge également canoniquement de maniére isométrique dans (L, |.|;)". Le sous-
corps (L, |.|;)"* de L; contenant L et K", il coincide avec L; (puisque ce dernier
est un quotient de K" @ L) ; plus précisément, ce sont les K" @ i L-algébres L;
et (L,|.];)", que 'on identifie par ce biais. Comme la K" ® ;- L-algébre (L, |.|;)"
ne dépend que de |.|;, on peut retrouver le facteur L; a partir de |.|;. De ce fait,
les |.|; sont deux a deux distinctes.

Enfin, soit |.|’ une valuation de L prolongeant |.| . Comme K" se
plonge canoniquement de manieére isométrique dans (L,|.|")", il existe un
morphisme K"®x L — (L, |.|')", qui se factorise nécessairement par I'un des L;.
On a alors par construction |.|" = |.|;, ce qui achéve de prouver ii). O

Supposons maintenant que L est galoisienne, et fixons i. Comme K" est
hensélien, tout K"-automorphisme de L; en préserve la valuation, et 'image
de Gal(L;/K") est donc bien contenue dans D((L, |.|;)/K).

Pour établir I'inclusion réciproque, fixons un K-plongement de L dans une
cloture séparable K® de K, et munissons celle-ci d’un prolongement arbitraire
de |.|;, encore noté |.|;. On identifie K" (resp. L;) au sous-corps de K* formé
des éléments invariants sous D((K*®,|.|;)/K) (resp. D((K?*,|.|;)/L)).

Soit g un élément de D((L,|.|;)/K). D’apres on peut relever g en un
élément y de D((K*,|.|;)/K). On a alors (y|,)|L = g, et la démonstration est
terminée. OJ

(2.3.15) Soit K — L une extension galoisienne de corps valués et soit g un
élément de D(L/K). Comme g préserve |.|, il induit un K-automorphisme du
corpoide résiduel L, et le morphisme D(L/K) — Gal(L/K) ainsi induit est
continu (pour que I'image d'un élément g de D(L/K) fixe un ensemble fini £
d’éléments de LX il suffit qu’il fixe un ensemble fini F' C L* tel que F= E).

En vertu du lemme [2.3.14] ci-dessus, I'extension K < L" est galoisienne,
et son groupe de Galois s’identifie naturellement & D(L/K). De plus, la

proposition [2.3.11| assure que Kh=K et Lh = L. B
En conséquence, pour étudier le groupe D et son action sur K, on peut

remplacer K par K" et L par L", supposer que K (et L) sont henséliens, et
que D = Gal(L/K).
(2.3.16) Soit K un corps valué et soit L une extension finie de K.
Soient |.|1, ..., |.|n les prolongements de |.| & L. Pour tout ¢, notons L; le corpoide
résiduel de (L, |.|;).

Le len lemme 2 3.14| ci-dessus assure que K" @ L ~ [[(L,|.|;)". On a K" = K

et (L, | )" = Li; en vertu d2.2.45.3} il vient [L; : K] < [(L, |.11)" : K.

On en déduit que
S ILi: K] < [L: K]

(2.3.16.1) On dit que I'extension L de K est sans défautsi S [L; : K| = [L : K].
Le corps valué K est dit stable si toute extension finie de K est sans défaut.
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(2.3.16.2) Si la valuation de K est triviale, le corps K est stable.

(2.3.16.3) Si la valuation de K est <discrétes, c’est-a-dire si |[K*| est libre
de rang 1, le corps K est stable si et seulement si I'anneau de valuation
discrete K° est excellent. C’est automatiquement le cas dans chacune des
situations suivantes :

e K est de caractéristique nulle;

e K est complet;

e K est le corps des fonctions d'une courbe projective normale et
irréductible € sur un corps k et K° est ’anneau local en un point fermé

de €.

(2.3.16.4) Nous verrons un peu plus bas que si K est de caractéristique nulle
alors K est stable.

(2.3.17) Soit K un corps valué hensélien. Une extension finie L de K est sans
défaut si [L: K] = [L : K].

Si F' est une extension finie de K et si L est une extension finie de F, alors L
est sans défaut sur K si et seulement si I est sans défaut sur K et L est sans
défaut sur F' : c’est une conséquence triviale de la transitivité des degrés et des
inégalités

[L:K|<[L:K], [L:F|<[L:F]et[F:K|<[L:K].
Théorie de Galois d’un corps valué hensélien

(2.3.18) Proposition. Soit K un corps valué hensélien et soit L une

extension galoisienne de K. L’extension L de K est alors normale, et la
fléche Gal(L/K) — Gal(L/K) est surjective.

Démonstration. Soit & un élément non nul de L, soit 7 son degré et soit x € L
tel que T = &; soit P le polynéme minimal de x sur L. Ecrivons P = [[(T — x;),
ol x1,...,xq sont les éléments de l'orbite de x sous Gal(L/K). Les x; sont tous
de valeur absolue égale & 7. Le polynome P, est un élément unitaire de K[T'/r]
qui annule € et est scindé dans L (il est égal a [J(T— ;) ) ; le polynéme minimal
R de £ est donc scindé dans E, ce qui montre que L est une extension normale
de K.

Soit 7 une racine de R distincte de ¢; elle coincide avec x; pour un certain
entier 7. Il existe g € Gal(L/k) tel que g(z) = x;, et 'image de g dans Gal(L/K)
envoie par construction £ sur n. On en déduit quun élément L est invariant
sous l'image de Gal(L/k) si et seulement s’il coincide avec tous ses conjugués,
donc si et seulement s’il est invariant sous GaI(E/ K ) ; par la correspondance de
Galois, I'image de Gal(L/K) (qui est un sous-groupe compact de Gal(L/K)) est
égale & Gal(L/K) tout entier. [J
(2.3.19) On conserve les hypotheses et notations de la proposition ci-

dessus.

(2.3.19.1) Il découle de[2.2.37| et sq. que Ly est une extension normale de I~(1,
que la restriction Gal(L/K) — Gal(L; /K1) est surjective, et que la formule

—~—

g9~ (|| = g(2)/x)
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définit sans ambiguité un isomorphisme
Ker(Gal(L/K) — Gal(L1/K1)) ~ Hom(|L*|/|K*|, u(Ly)).

Comme Ker(Gal(L/K) — Gal(L1/K1)) est abélien, il hérite d’une structure
naturelle de Gal(L;/K;)module, et I'isomorphisme ci-dessus est alors Gal(L; /F})
équivariant.

(2.3.19.2) On note W(L/K) le noyau de Gal(L/K) — Gal(L/K), et I(L/K)
celui de la surjection composée Gal(L/K) — Gal(L/K) — Gal(L;/K;). On
dit que I(L/K) (resp. W(L/K)) est le groupe d’inertie (resp. le groupe de
ramification) de L sur K.

Soit g € Gal(L/K). Par définition, g appartient & W(L/K) si et seulement
si |g(z) — z| < |z| pour tout x € L*; et il appartient & |(L/K) si I'inégalité
précédente est vraie pour tout x de valeur absolue égale a 1.

(2.3.19.3) Par définition, I(L/K) est un sous-groupe distingué de Gal(L/K),
et Gal(L/K)/I(L/K) s’identifie & Gal(Ly/K7).

De méme, W(L/K) est un sous-groupe distingué de Gal(L/K),
et Gal(L/K)/W(L/K) s’identifie & Gal(L/K).

Quant au quotient I(L/K)/W(L/K), il s’identifie d’apres [2.3.19.1
a Hom(|L*|/|k*|, u(L1)), par la formule g — (|z| — g(z)/z).

Comme |(L/K)/W(L/K) est abélien, il hérite d’une vraie action du
groupe Gal(L; /K1), pour laquelle I'identification ci-dessus est équivariante.

(2.3.19.4) Soit p l'exposant caractéristique de K. Rappelons que si A est
un groupe abélien de torsion, on désigne par A, sons sous-groupe de torsion
premieére 3 p, et par AV son dual de Pontrjagin.

D’apres [2.2.38.4} le polynome T'* — 1 est scindé dans Zl pour tout entier a
divisant 'exposant généralisé de (JL*|/|K*|),, et tout plongement de p(Lq)
dans Q/Z induit un isomorphisme

Hom (|2 |/|k* |, u(L1)) == (|| /| K *|)-

(2.3.20) Lemme. Soit K un corps valué hensélien, soit L une extension
galoisienne de K, et soit F une sous-extension galoisienne de L. Les
restrictions W(L/K) — W(F/K) et I(L/K) — |(F/K) sont surjectives.

Démonstration. Soit g € Gal(F/K) agissant trivialement sur F (resp. F}).
Relevons g en un élément h de Gal(L/K). La restriction induisant une surjection
de Gal(L/F) vers le groupe de Galois de L sur F' (resp. de L; sur Fy), il

existe b’ € Gal(L/F) tel que hh' agisse trivialement sur F (resp. F}).
Par construction, hh' est un relevé de g & W(L/K) (resp. I(L/K)). O

(2.3.21) Lemme. Soit K un corps valué hensélien, soit L une extension
galoisienne de K, et soit p l'exposant caractéristique de K. Le groupe W(L/K)
est trivial si p =1, et est l'unique pro-p-sous-groupe de Sylow de |(L/K) sinon.

Démonstration. Comme le groupe quotient |(L/K)/W(L/K) est isomorphe
a (IL*|/|K*[)y, il est d’ordre généralisé premier & p. Puisque W(L/K) est



Algébre commutative 151

distingué dans |(L/K), il suffit de démontrer que c’est un pro-p-groupe si p # 1,
et qu’il est trivial sinon.

Le lemme ci-dessus permet de supposer que L est une extension finie
de K (le cas général s’en déduira par passage la limite). Il suffit de démontrer
que tout élément d’ordre premier & p de W(L/K) est trivial. Soit g un élément
de W(L/K) dont l'ordre ¢ est premier a p et soit F le sous-corps de L formé des
éléments invariants sous g. Soit = appartenant & L ; I'élément y = z—Trz  5(x)/q
de L est de trace nulle sur E. Autrement dit, on a »  g*(y) = 0, soit encore qy —
S (g'(y) — y) = 0. Comme g est premier & p, on a |qy| = |y|; et puisque g
appartient & W(L/k), on a |g*(y) —y| < |y| pour tout i si y # 0; par conséquent
y=0etx e E. Ainsi, E=L,et g=1d. O

(2.3.22) Soit K un corps valué hensélien et soit L une extension algébrique
de K. On note .y(L/K) l'ensemble des sous-extensions finies et séparables
de L, et P;(L/K) l'ensemble des sous-extensions finies et sans défaut de L dont
le corpoide résiduel est séparable sur K.

Si E est une sous-extension finie de L et si F' est une sous-extension de F
alors E € 2;(L/K) si et seulement si F' € 2;(L/K) et E € 2¢(L/F) (2.3.17)).

(2.3.23) Lemme. La fleche E — E établit une bijection d’ensembles ordonnées
entre 95 (L/K) et S (L/K).

Démonstration. La flecche E +— E est clairement croissante. Montrons
maintenant qu’elle induit une bijection de Z(L/K) vers /(L/K). Soit A
appartenant & (L/K); nous allons prouver qu’elle possede un unique
antécédent dans Z;(L/K). On pose d = [A : K], et D'on raisonne par récurrence

sur d. Sid =1 on a A = K et ’assertion a prouver est immédiate. Supposons d
strictement supérieur a 1 et la propriété vraie pour les entiers < d.

Comme d > 1 il existe z € A\ K. Soit P son polynéme minimal, soit §
le degré de P (il est > 1 par choix de z) et soit P un relevement admissible
de P dans K[T]. Comme L est hensélien et comme P est séparable, il existe une
unique racine ¢ de P dans L; posons F' = K|[¢].

Le polynéme P étant de degré 4, on a [F : K| < 0. Par ailleurs,

[F:K|>|[F:K|>[K[z]: K] =6.
Par conséquent, [F : K] =6 et F = K[z]; ainsi, F € 2;(L/K).

Si E est une sous-extension de L telle que = € E le caractére hensélien
de E assure qu’il existe une unique racine de P dans F relevant x, qui coincide
nécessairement avec &; ainsi, ' C E. Puisque F' € Z7(L/K), le corps E
appartient & Z¢(L/K) si et seulement si il appartient & Z¢(L/F).

Comme 6 > 1, on a [A : K[z]] < d. L’hypothese de récurrence assure alors
qu'il existe une unique E € Z;(L/F) telle que E = A ; par ce qui précede, E
est l'unique extension appartenant & Z5(L/K) telle que E =A. Ainsi, A a bien
un unique antécédent dans Z;(L/K), comme annoncé.

Soit maintenant A et A’ deux extensions appartenant & .f(L/K) telle
que A C A, et soient E et E’ leurs antécédents respectifs dans Z¢(L/K).
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Comme A € “f(E'/K), elle posséde un unique antécédent dans Z;(E’/K) ; par
unicité, celui-ci coincide nécessairement avec E et I’on a en particulier £ C E’,
ce qui acheve la démonstration. [

(2.3.24) Comme .4(L/K) est un ensemble ordonné filtrant, il en va de méme
en vertu du lemme ci-dessus de I’ensemble ordonné Z;(L/K).

Soit (F;) une famllle finie de sous-extensions de L appartenant & Z;(L/K).
Par ce qui précede, il existe une extension F' € Z7(L/K) contenant les F;; il
s’ensuit que la composée des F; appartient & Z(L/K).

(2.3.25) Soit E une sous-extension de L. Il résulte de que les assertions
suivantes sont équivalentes :

i) toute sous-extension finie de E appartient & Z¢(L/K);
ii) E est réunion d’extensions finies appartenant & Z¢(L/K).

On note Z(L/K) lensemble des sous-extensions de L satisfaisant ces
conditions. Si E € 2(L/K), il en va de méme de toute sous-extension de E.

Soit .#(L/K) lensemble de toutes les sous-extensions séparables de L.
Soit A € .Y (L/K). Le sous-ensemble de Z¢(L/K) constitué des corps E tels

que E C A est filtrant; la réunion des extensions appartenant audit sous-
ensemble est un élément A° de Z(L/K).

(2.3.26) Lemme. Les fleches E — E et A — A° établissent une bijection
entre 2(L/K) et S (L/K).

Démonstration. Si A € #(L/K), il résulte immédiatement de la définition
que A° = A.

Soit E € Z(L/K). Si F est une sous-extension finie de E alors F € Z;(L/K)
et F C E;en conséquence E C E°.

Inversement soit F' € @f(L/ K) telle que F C E. Choisissons une partie
génératrice finie S de F sur K. Pour tout £ €5, il existe une sous-extension Eg
de E, appartenant & Z(L/K)s et telle que § € Eg. La composée des E¢ est
contenue dans FE, et appartient & Z;(L/K); par construction son corpoide
résiduel contient F. On déduit alors du lemme 3| qu’elle contient F', d’ou
Iinclusion F C E. Il vient E° C E. O

(2.3.27) L’ensemble .(L/K) admet un plus grand élément : la fermeture
séparable Ly, de K dans L; par conséquent, Z(L/K) admet un plus grand

élément E, & savoir Lgep

(2.3.28) Theoreme Supposons que L est galoisienne sur K. On a
égalité LW (L/K) = Le.,

Démonstration. Le lemme permet de se ramener au cas ou L est finie
sur K.

Par définition de W(L/K), le groupe Gal(F/K) s’identifie naturellement
A Gal(L/K) ; cela signifie que les surjections

Gal(F/K) — Gal(F/K) et Gal(L/K) — Gal(F/K)

sont bijectives. La bijectivité de la seconde implique que L est purement
inséparable sur F'.
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On a par ailleurs
card(Gal(F/K)) = [F : K] > [F : K] > card(Gal(F/K)) = card(Gal(F/K)).

On en déduit que [F : K] = [F : K] et que F est galoisienne sur K. 1l
s’ensuit que F € Z(L/K), et que F = Lsep En conséquence, F = Lsep O

Extensions modérément ramifiées

(2.3.29) Soit K un corps valué hensélien, soit p son exposant caractéristique
résiduel, et soit I’ une extension algébrique de K. On dit que F' est modérément
ramifiée si F € 9(F/K), c’est-d-dire si F est séparable sur K et si F = F°;

il revient au méme de demander que F soit separable sur K et que toute
sous-extension finie de F' soit sans défaut. Notons qu’en vertu de 2.2.27.5] la
séparabilité de F sur K peut elle-méme se reformuler comme suit, dans un
langage plus classique : F} est séparable sur Ky, et F *|/|K*| est sans p-
torsion. Si F' est modérément ramifiée, il en va de méme de chacune de ses
sous-extensions.

(2.3.29.1) Si F est finie sur K, elle est modérément ramifiée si et seulement si
elle est sans défaut et si F' séparable sur K.

(2.3.29.2) Supposons que F' soit modérément ramifiée. Toute sous-extension
de F appartient alors & Z(F/K), et toute sous-extension de F appartient
4 Z(F/K). On déduit des lors du lemme [2.3.26] que I'application E +— E
établit une bijection entre I’ensemble des Sous-extensmns de F et celui des sous-
extensions de F.

(2.3.29.3) Soit L une extension algébrique de F' qui est galoisienne sur K.
On déduit du théoreme [2.3.20] que F' est modérément ramifiée si et seulement
si F c LWIL/K),

(2.3.29.4) Supposons que F' soit galoisienne. D’apres le ci-dessus, elle
est modérément ramifiée si et seulement si W(F/K) est trivial. Plagons-nous
sous cette hypothese. On dispose alors par définition du groupe W(F/K) d’un
isomorphisme Gal(F/K) ~ Gal(F/K).

Si g € Gal(F/K) et si E est une sous-extension de F, on a m = §(F),
ol g désigne 'image de g dans Gal(ﬁ/f(). Il s’ensuit que la bijection E +— E
deco'incide avec celle déduite de I'isomorphisme Gal(F/K) ~ Gal(F/K)
et de la correspondance de Galois.

Le groupe W(F/K) étant terlal le groupe I(F/K) est naturellement
isomorphe & Hom(|F*|/|K*|), . L’indice (|E*| : |KX\) est de
surcrolt premier & p pour toute SOuS- extensmn ﬁme E de F ( cf . En
conséquence, il résulte de 4] que tout plongement de u(Fl) dans Q/z
induit un isomorphisme (F/K) o~ (|FX [/|K*)V.

(2.3.30) Soit A une K-algebre étale; écrivons A = [[K;, ou (K;) est une
famille finie d’extensions séparables de K. On munit l'algébre A de la semi-
norme (x;) — sup |x;|; notons que A ~ [] K;. On dit que A est modérément
ramifiée si c’est le cas de chacune des K;.
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Fixons une cloture séparable K*® de K. La catégorie des K-algebres finies
étales s’identifie & celle des Gal(K°/K)-ensembles finis et discrets. Si A est
une K-algebre étale, on déduit de que A est modérément ramifiée
si et seulement si W(K®/K) agit trivialement sur le Gal(K®/K)-ensemble
correspondant ; on dispose donc d’une équivalence entre la catégorie des K-
algebres finies étales modérément ramifiées et celle des Gal(K*$/K)-ensembles
finis discrets. Comme K est séparablement clos en vertu du lemme , cette
derniere catégorie est elle-méme équivalente a celle des K-algebres finies étales.

On a ainsi construit une équivalence entre la catégorie des K-algebres étales
modérément ramifiées et celle des K-algebres étales. On déduit du[2.3.29.4) que

cette équivalence est donnée par la fleche A — A.

(2.3.31) Lemme. Soit K un corps valué hensélien et soit E une extension
finie de K de degré premier a ’exposant caractéristique p de K. L’extension E
est alors modérément ramifiée.

Démonstration. Soit L une extension finie de £ galoisienne sur K. Sip=1
le groupe W(L/K) est trivial (lemme [2.3.21)), et E est modérément ramifiée.

Supposons p > 1, et soit H un p-sous-groupe de Sylow de Gal(L/E).
Comme [F : K] est premier & p, le groupe H est aussi un p-sous-groupe de
Sylow de Gal(L/K). Puisque le sous-groupe distingué W(L/K) de Gal(L/K)
est un p-groupe d’apres le lemme il est contenu dans H, et a fortiori
dans Gal(L/E), ce qui termine la preuve. O

Extensions non ramifiées

(2.3.32) Soit K un corps valué hensélien, soit p son exposant caractéristique
résiduel, et soit F' une extension algébrique de K. On dit que F est non ramifiée
si F est modérément ramifiée et si |[F*| = |K*|. Si F est non ramifiée, il en va
de méme de chacune de ses sous-extensions.

(2.3.32.1) Si F est finie sur K, elle est non ramifiée si et seulement si Fy est
une extension séparable sur K7, de degré [F' : K] : cela provient de 1’égalité

[F: K] = (|[F¥|: |[K*)) - [F : K]
et de 222751
(2.3.32.2i Supposons que F' soit non ramifiée. On déduit de [2.3.29.2] et
2.2.27.2

de que F — E1 établit une bijection entre I'ensemble des sous-extensions
de F et celui des sous-extensions de Fj.

(2.3.32.3) Soit L une extension algébrique de F' qui est galoisienne sur K.
On déduit du théoreme [2.3.20] que F' est modérément ramifiée si et seulement
si F c LI(L/K).

(2.3.32.4) Supposons que F soit galoisienne. D’apres leci-dessus, elle
est modérément ramifiée si et seulement si |(F/K) est trivial. Plagons-nous
sous cette hypotheése. On dispose alors par définition du groupe |(F/K) d’un
isomorphisme Gal(F/K) ~ Gal(F;/K1).

Si g € Gal(F/K) et si E est une sous-extension de F', on a g/(ﬁ =G(Ey),
ou ¢ désigne 'image de g dans Gal(ﬁl/f?l). Il s’ensuit que la bijection E
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E; de [2.3.32.2] coincide avec celle déduite de Iisomorphisme Gal(F/K) ~
Gal(Fy /K1) et de la correspondance de Galois.

(2.3.33) Soit A une K-algebre étale; écrivons A = [[ K;, ou (K;) est une
famille finie d’extensions séparables de K. On munit l'algébre A de la semi-
norme (z;) — sup |z;|; notons que A; ~ [ K; 1. On dit que A est non ramifiée
si c’est le cas de chacune des K.

Fixons une cloture séparable K® de K. La catégorie des K-algebres finies
étales s’identifie a celle des Gal(K®/K)-ensembles finis et discrets. Si A est
une K-algebre étale, on déduit de que A est modérément ramifiée
si et seulement si |(K®/K) agit trivialement sur le Gal(K*®/K)-ensemble
correspondant ; on dispose donc d’une équivalence entre la catégorie des K-
algebres finies étales modérément ramifiées et celle des Gal(K73 /K7 )-ensembles
finis discrets. Comme K { est séparablement clos en vertu du lemme cette
derniere catégorie est elle-méme équivalente a celle des K 1-algebres finies étales.

On a ainsi construit une équivalence entre la catégorie des K-algebres étales
non ramifiées et celle des Kj-algebres étales. On déduit du [2.3.29.4] que cette

équivalence est donnée par la fleche A — Aj.

(2.3.34) Proposition. Soit A une K-algébre finie étale; notons A° la K°-
algébre {a € A,|lal]| < 1}. Les assertions suivantes sont équivalentes :

i) A est non ramifiée ;
ii) A est finie étale sur K°;
i11) il existe une K°-algébre finie étale B telle que A ~ B Q. K.

Si de plus si elles sont satisfaites alors la K°-algébre B de iii) est
nécessairement égale a A°, et A1 = A° Qo K1.

Démonstration. On peut raisonner facteur par facteur, et partant supposer
que A est un corps.

Supposons que i) est vraie. Choisissons un élément £ de ﬁl qui ’engendre
sur K, et soit P un relevé unitaire dans K°[T] du polynéme minimal de &
sur K. Le corps A étant hensélien, le polynome P posséde une racine x dans A°

située au-dessus de {. Comme K|[z]; contient &, son degré sur K est au moins
égal & [A : K], et il est par ailleurs majoré par [K[z] : K]; il vient A = K[z]. En
particulier, x est de degré [A : K] = deg P sur K, et P est donc son polynéme
minimal. Puisqu’il est unitaire, K°[x] ~ K°[T]/P; le polynéme P se réduisant
par construction en un polynéme séparable de K;[T], la K°-algébre K°[z] est
finie étale. Elle est des lors normale, et coincide de ce fait avec la fermeture
intégrale de K° dans A, qui n’est autre que A°, d’otu ii).

L’implication ii)=- iii) est évidente.

Supposons que i) est vraie. Comme B est plate, elle est sans K°-torsion et
se plonge donc dans A; c’est une sous-K°-algebre de A qui est entiere sur K°,

et normale car étale sur K°. Elle coincide de ce fait avec la fermeture intégrale
de K° dans A, qui n’est autre que A°.

L’anneau K° étant hensélien, la K°-algebre finie et integre A° est locale.
La Ki-algebre A°® o K étant a la fois locale et étale, ¢’est un corps ; cela signifie
que K°°A° est I'idéal maximal de A°, et A° ®o K7 s’identifie en conséquence



156 Algébre commutative

au corps résiduel /~11. Celui-ci est donc séparable et de degré [A : K] sur K 1,
d’ou i). O

Les j~torseurs sur un corps valué hensélien

(2.3.35) Soit K un corps valué hensélien, et soit £ un entier premier a I’exposant
caractéristique de K.

(2.3.35.1) Le théoreme 90 de Hilbert fournit trois isomorphismes naturels

HY (K pe) = KX/(KX)f, HY(K®, pg) = K** /(K27

ot H' (K1, pe) = K7/ (K"

I en résulte immédiatement, compte-tenu du caractere hensélien de K°, que
la fleche naturelle H' (K°, ug) — H' (K1, ju¢) est un isomorphisme (ce que I’on

pouvait également déduire de|2.1.10.3)).

(2.3.35.2) Comme |K*| est sans torsion, la suite exacte

15K - K* - |K*| =1
induit une suite exacte
1— K% /(Ko) — KX (K — |[K*|/|[K*| =1
que 'on peut récrire

0 ——= H'(K®, pg) ——= H' (K, i) — = [KX|/| ¥ —1

|

Hl(kla/uff)

La fleche 0 : HY (K, pug) — |K*|/|K* |’ est appelée résidu. Si h € H' (K, i)
alors d(h) = 0 si et seulement si h provient de H'(K®,p); cela revient &
demander, en vertu de 2.I.1.5] et de la proposition que la K-algebre
étale définie par h soit non ramifiée.

(2.3.35.3) Supposons que K¢ soit (-divisible, ce qui est notamment le cas
lorsque K est séparablement clos. On a alors Hl(Kl,W) = 0; par ce qui
précede, le résidu 9 induit un isomorphisme H' (K, uug) ~ |K*|/|K*|".

(2.3.35.4) Supposons que |K*| soit ¢-divisible. On a alors par ce qui précede
un diagramme d’isomorphismes

Hl(l?lvﬂ'@) éHl(Koﬁw) i>I—II(I<7/M) :
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Extensions modérément ramifiées : le cas d’un corps
résiduel séparablement clos

(2.3.36) Soit K un corps valué hensélien dont le corps résiduel Ky est
séparablement clos, soit K* une cloture séparable de K, et soit L le sous-
corps (K‘S)W(K /K) de K*. On note p exposant caractéristique de K.

Comme K est séparablement clos, le groupe I(K*/K) est égal & Gal(K*/K)
tout entier, et M(KS) = u(Ky). 1 sensuit que |z > g( )/x induit un
isomorphisme entre Gal(L/K) et Hom(|L*|/|K*|, un(K7)).

Soit F' une sous-extension de L. Le groupe de Galois de L sur K
étant abélien, l'extension F' est galoisienne. Elle est également modérément

ramifiée ; en conséquence, |z| — g(z)/x induit un isomorphisme entre Gal(F/K)
et Hom([F™[/[ K, p(K71)).

La surjection Gal(L/K) — Gal(F'/K) correspond, modulo les isomorphismes
évoqués ci-dessus, a la fleche de restriction de Hom(|L*|/|K*|, u(K1))
vers Hom(|F*|/|K*|,u(K1)). Le groupe Gal(L/F) est donc égal, modulo
Videntification entre Gal(L/K) et Hom(|L*|/|K*|, u(K1)), & lorthogonal
de |F*|/|K*|.

(2.3.37) Comme L est modérément ramifiée sur K, le groupe |L*|/|K*| est
sans p-torsion. En combinant correspondance de Galois et dualité de Pontrjagin
(comme Fy est séparablement clos, pu(F}) est isomorphe a la partle de torsion
premiere & p de Q/Z, et on n’a pas besoin ici d’invoquer , on voit
que pour tout sous-groupe A de |L*|/|K*|, il existe une et une seule sous-
extension F' de L telle que |L*|/|K*| = A

(2.3.38) On en déduit que V'application F' — |F*|/|K*| induit une bijection
entre ’ensemble des classes d’isomorphie d’extensions modérément ramifiées
de K et celui des sous-groupes de |L*|/|K*| (on considere |F*| et |L*| comme
canoniquement plongés dans |K*|2).

(2.3.39) On peut donner une description précise du sous-groupe |L*|/|K*|
de |[K*|Q/|K*| : c’est précisément sa partie de torsion premiere a p. En effet,
on sait déja que |L*|/|K*| est de torsion premiere & p. Il suffit donc de montrer
que si A est un sous-groupe fini de |[K*|2/|K*| qui est de torsion premiere & p,
il existe une extension modérément ramifiée F' de K telle que |F*|/|K*| = A
C’est ce que nous allons faire, en décrivant explicitement une telle F'.

Choisissons une famille (dy,...,d,) d’éléments de |K*|2\ |K*| tels que A

. . —7Z . - ..
soit somme directe des d; . Pour tout ¢, on note e; I’ordre de d;, et I'on choisit
un élément z; de K tel que d* = |x;].

Soit A la K-algebre finie K[1T1,...,T,]/(T;* —x;). Sa dimension est égale au
produit des e;, c’est-a-dire au cardinal de A. Fixons un quotient F' de A par un
idéal maximal. Par construction, x; a pour tout ¢ une racine e;-ieme dans F'; il
s’ensuit que

€ —1/e, — I
\FX|/1K*] > (o] (Y = (@,...,dn) = A.

- [an]
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On a ainsi
card A=[A: K| > [F: K| > (|F*|:|K*|) > card A.

Par conséquent, FF = A,[F : K] = card A et |F*|/|[K*| = A. Notons que
Pégalité [F : K] = (|F*| : |K*|) implique que F; = K; (et que F est sans
défaut).

Il suffit pour conclure de montrer que F' est modérément ramifiée. Or comme
le groupe A est de cardinal premier & p, le quotient |F*|/|K*| est de cardinal
premier a p; on a vu par ailleurs que f‘l =K 1, et que F est sans défaut. Elle
est donc modérément ramifiée.



Chapitre 3

Géométrie analytique

3.1 Espaces de Berkovich : rappels et notations

Quelques conventions et notations

On fixe pour toute la suite du texte un corps ultramétrique complet k (sa
valeur absolue peut étre triviale). On se donne une cléture séparable k®* de k,

et l'on note ko le complété de la cloture algébrique k* de k°; on note par
ailleurs kPort le complété de la cloture parfaite ket de k. Si |kX| # {1} alors k*
est dense dans k. Le corps résiduel de k@ est une cloture algébrique ka de k1 ;
on note par ailleurs p I'exposant caractéristique de k1. On pose G = Gal (k*/k).
On appellera extension presque algébrique de k toute extension complete de k
admettant un k-plongement isométrique dans ke.

On appellera polyrayon une famille finie de réels strictement positifs; si cette
famille est libre lorsqu’on la voit dans Q®z (R /|k*|), on dira que le polyrayon
en question est k-libre. Sir = (r1,...,r,) est un polyrayon k-libre, la k-algebre
affinoide k{11 /r1,...,T0/rn, rlel, ..., T 1} est un corps que I'on notera ky.

(3.1.1) Nous travaillerons avec la notion d’espace analytique au sens de
Berkovich, en ayant soin de n’utiliser que les résultats de la théorie qui
sont prouvés sans recourir & [’existence de modeles formels ou algébriques
particuliers. Un espace de Berkovich est localement compact et localement
connexe par arcs. Si X est une k-variété algébrique, c’est-a-dire un k-schéma
séparé de type fini, I’on notera X'*" son analytification. Sia € ket sir € Ry, 'on
notera 1, , le point de Ai’an défini par la semi-norme >~ a;(T —a)? — max |a;|r;
lorsque a = 0, ’on écrira 7,.. Si I’'on travaille sur une extension complete L de k
on utilisera les notations 7,1, €t 7, 1.

(3.1.1.1) Si X (resp. &) est un espace k-analytique (resp. une k-algebre de
Banach) et si L est une extension complete de k, on notera X (resp. «71)
I'espace L-analytique X®jL (resp. la L-algeébre de Banach &/®yL); si r est un
polyrayon k-libre, on écrira souvent X, ou 2% au lieu de X, ou 47, .

(3.1.1.2) Soit X un espace k-analytique. Si L une extension complete de k
I’on dispose d’une application continue naturelle X; — X qui est compacte et
surjective. La fleche X — X identifie topologiquement X au quotient X /G;

159
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il s’ensuit que X; — X est ouverte pour toute extension presque algébrique L
de k (rem.[L.1.9.4).

Si r est un polyrayon k-libre, la fibre de X, — X en un point = de X
est un espace .7 (z)-affinoide dont le bord de Shilov est un singleton {o(z)};
I’application o est une section continue de X, — X, appelée sa section de Shilov.
Si X est connexe alors X, 'est aussi.

(3.1.1.3) On dira qu’'un morphisme ¢ : ¥ — X entre espaces k-analytiques
est constant si Y est vide ou si p(Y) est un point rigide de X; si Y est
connexe et si ¢ est G-localement constant alors ¢ est constant. On dira qu’'une
fonction analytique sur Y est constante si le morphisme induit ¥ — A,lf’an est
constant ; si Y est connexe (resp. connexe et quasi-compact), il revient au méme
de demander que I'image de f dans Oy, (Yrea) (vesp. que f) soit entiere sur k.

(3.1.1.4) Soit X un espace k-analytique. On désigne par s(X) lalgebre des
fonctions analytiques sur X qui annulent G-localement un polynéme séparable
non nul & coefficients dans k ; les fonctions appartenant a s(X) sont G-localement
constantes.

Supposons de plus X connexe et non vide; l'algebre s(X) est alors une
extension finie séparable de k, qui est contenue dans l’algébre des fonctions
constantes sur X et coincide avec celle-ci si X est géométriquement réduit ;
I'espace X est connexe si et seulement si 5(X) = k, et I'on dit dans ce cas
que X est géométriquement connexe.

(3.1.1.5) Si X est un espace analytique et si « € X, on notera J#(x) le corps
résiduel complété de x; si de plus X est bon, on notera x(z) le corps résiduel
de l'anneau local Ox ,. On notera s(z) la cléture séparable de k dans J7(x).
Pour tout domaine analytique V' de X contenant x, ’évaluation en x induit
un plongement s(V) — J#(x). Si [s(x) = k] est finie, le caractere hensélien de
I’anneau local Ox , assure qu’il existe un voisinage analytique U de x dans X
tel que s(U) < s(x) soit un isomorphisme; il est immédiat que s(V') < s(x) est
encore un isomorphisme pour tout domaine analytique V' de U contenant x.

(3.1.2) On dispose d’une bonne théorie de la dimension en théorie de Berkovich.
Si X est un espace k-analytique, on a

dimy, X = sup deg.tr. #(z)/k.
reX

(3.1.3) Nous utiliserons & plusieurs reprises implicitement le fait suivant : si X
est un espace analytique et si ¢ : X’ — X est son normalisé, alors X s’identifie
topologiquement au quotient de X’ par la relation dont les classes sont les fibres
de ¢; cela résulte directement de

Réduction a la Temkin : le cas affinoide

(3.1.4) Soit & une algebre k-affinoide et soit X 'espace .Z (). On désigne

par_o/ Pannéloide résiduel associé a &/ munie de sa semi-norme spectrale
; c’est une k-algebre de type fini, dont on note X le spectre, c’est-a-dire
I’ensemble des idéaux premiers; on dispose d’une application de réduction p :
X — X qui est anticontinue. Si &7 est strictement k-affinoide alors X s’identifie
a la réduction usuelle de X, a savoir Spec ..
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(3.1.4.1) Si € est un point générique de X (i.e. le point générique d’une de ses
composantes irréductibles) alors p~1(£) est un singleton ; le bord de Shilov de X
est exactement {p(€)}, ou & parcourt 'ensemble des points génériques de X.

(3.1.4.2) Si ¢ et n sont deux points de Xetsiye p~t(n) alors y € p=1(¢) si
et seulement si £ € {n}.

En effet, supposons que y € p~1(&). Soit % Touvert de Zariski de X
complémentaire du fermé {n}. Son image réciproque p~1(%) est un fermé de X
qui ne contient pas y ; des lors, il ne contient pas p~1(¢). Par conséquent, & ¢ %
et I'on a donc = € {n}.

Réciproquement, supposons que & € W et soit U un voisinage affinoide
de y dans X ; soit A lalgebre des fonctions analytiques sur U. On demgne
par i I'image de y sur U et par p (resp. p’) lidéal premier de o (resp. #) qui
correspond an (resp 7'). Comme U < X est par construction intérieur en y,
la ,Qf/p algebre @/p est finie; en vertu du going-up gradué, {n'} — {n} est
surjective ; en particulier, & appartlent a image de {n'} — {n}, et donc a celle
de U = X ; mais cela signifie qu’il existe z € U dont 'image sur X est égale
a &; autrement dit, U rencontre p~1(€).

(3.1.4.3) Si £ est un point de X dont le corpoide résiduel est fini sur E,
Iouvert p~1(£) est connexe.

Réduction a la Temkin : le cas local

(3.1.5) Nous allons commencer par rappeler la définition de la catégorie
des germes (ponctuels) d’espaces k-analytiques dont nous nous servirons
abondammment.

(3.1.5.1) Un morphisme f : (Y,y) — (X, x) d’espaces k-analytiques pointés est
appelé un isomorphisme local 8’il induit un isomorphisme d’un voisinage ouvert
de y dans Y sur un voisinage ouvert de x dans X.

(3.1.5.2) On définit la catégorie des germes d’espaces k-analytiques comme
la localisée de la catégorie des espaces analytiques pointés par la famille des
isomorphismes locaux. On vérifie alors qu’un morphisme (Y,y) — (X, x) entre
espaces k-analytiques pointés induit un isomorphisme de germes si et seulement
st ¢’est un isomorphisme local.

(3.1.6) Soit ¢ : (Y,y) — (X,z) un morphisme de germes d’espaces k-
analytiques. On appellera représentant de ¢ la donnée d’un morphisme 1 :
(Z,z) — (T,t) d’espaces analytiques pointés et d’un diagramme commutatif de
morphisme de germes

Y,y) —=(Z,2)
wl lw .
(X, 2) —= (T,1)

Tout morphisme de germes admet un représentant.

On dira qu’un morphisme de germes est fini (resp. fini et plat, resp. a fibre
finie, resp. sans bord) s’il admet un représentant fini (resp. fini et plat, resp. dont
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la fibre distinguée est finie, resp. sans bord). Un morphisme de germes (Y, y) —
(X,z) a fibre finie admet toujours un représentant (Z,z) — (7,t) qui est
compact (il suffit de prendre Z et T compacts) et dont la fibre en ¢ est le
singleton {z}.

(3.1.7) Nous dirons qu’un germe (X,x) d’espace k-analytique est bon (resp.
séparé, resp. sans bord) s'il existe un espace k-analytique pointé (Y,y), ou Y
est bon (resp. séparé, resp. sans bord) et un isomorphisme de k-germes (Y, y) ~
(X, ).

(3.1.8) Un domaine analytique d’'un germe d’espace analytique (X, ) est une
classe d’isomorphie de (X, x)-germes de la forme (V,z) ot V est un domaine
analytique de X contenant x.

(3.1.9) Soit (X, x) un germe d’espace k-analytique. Temkin a défini la réduction

graduée (X, z) de (X, x). C’est un espace topologique quasi-compact non vide
muni d’'une application continue vers ’espace de Zariski-Riemann ]P’% T qui

est un homéomorphisme local; le diagramme (X, z) — P% i est fonctoriel

—~—

en le germe (X, x).

(3.1.9.1) La fleche(V,z) — (V,z) établit une bijection entre I’ensemble des
domaines analytiques de (X, ) et celui des ouverts quasi-compacts et non vides

de (X, ).
(3.1.9.2) Le germe (X, z) est bon (resp. séparé, resp. sans bord) si et seulement

si (X, z) est un ouvert affine de P—— - (resp. est un ouvert de P

eV resp.

2, N %/E,
est égal a P%/E)'

(3.1.9.3) Donnons une description de (X,z) dans le cas ou (X, z) est bon.
On peut alors supposer que X est affinoide; soit <7 ’algebre correspondante.
On dispose d’un morphisme naturel d’annéloides f : &/ — 5(z), induit par
I’évaluation en x. On a alors

(X, 2) =Py S (@),

qui est bien un ouvert affine de ]P’% /i puisque o est de type fini sur k.

(3.1.9.4) On ne suppose plus que (X, z) est bon. Soient (f1, ..., f, des fonctions
analytiques inversibles au voisinage de = et soit (V,x) le domaine analytique
de (X, x) défini par les inégalités |f;| < |fi(x)| pour tout i. On a alors

—_—~ —_~

(‘/,Z) - (X,(ﬂ) X]P)a/f\(f-)/% P%/E{fl(l')v .- 7f7‘($)}

(3.1.10) La caractéristion des germes sans bord en termes de leur réduction
de Temkin donnée au ci-dessus admet la généralisation suivante au cas
relatif : si (Y,y) — (X, ) est un morphisme de germes d’espaces k-analytiques,
il est sans bord si et seulement si 'application continue naturelle

—~ —~—

Yoy) = P 7 xe (X, z)

() /k

est bijective (c’est alors un homéomorphisme).
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Espaces quasi-lisses

(3.1.11) Soit X un espace k-analytique et soit z € X. On a
dim e () Qx ® H#(z) > dim, X ;

on dit que X est quasi-lisse en x si 'on a égalité. Le lieu de quasi-lissité de X
en est un ouvert de Zariski, sur lequel Q! est localement libre ; il coincide avec
le lieu de régularité géométrique de X. On dit que X est quasi-lisse s’il est
quasi-lisse en chacun de ses points.

(3.1.11.1) Si V est un domaine analytique de X contenant z alors
dim yp(,) Qx ® H(x) = dimp(,) Uy © H(z)

et dim, X = dim, V'; par conséquent, V est quasi-lisse en = si et seulement
si X est quasi-lisse en .

(3.1.11.2) Si X est lisse en z, il est quasi-lisse en x.

(3.1.11.3) 1 résulte de|3.1.11.1] et [3.1.11.2f que tout domaine analytique d’un
espace analytique lisse est quasi-lisse ; nous allons établir, dans le cas d’un bon
espace, une réciproque locale de cette assertion. Soit donc V' un bon espace k-
analytique et soit x € V. Supposons que V est quasi-lisse en . Nous allons
démontrer qu’il existe un voisinage affinoide de x dans V' qui s’identifie a un
domaine affinoide d’un espace k-analytique lisse.

Posons d = dim, V' ; comme V est bon et comme Q%, est localement libre
de rang d au voisinage de z, il existe un voisinage affinoide quasi-lisse W de =
dans X d fonctions analytiques fi,..., fq sur V' telles que Q}; soit libre de
base dfi,...,dfy; soit ¢ : W — AZ’an le morphisme induit par les f;. Par
choix des f;, le faisceaux €y, Jaden est nul; par conséquent, ¢ est purement de
dimension relative nulle; en particulier dim, ¢ = 0.

Il est des lors loisible de restreindre W de sorte qu’il soit connexe et que le
morphisme ¢ admette une factorisation W — W' — T — AZ’M‘ ou :

o T — Az’an est étale (cela entraine que T est lisse et purement de
dimension d) ;

e W est un domaine affinoide connexe de T';

o W — W' est fini.

Soient .7 et % les algebres k-affinoides respectivement associées & W' et W ;
les espaces W et W' sont connexes, non vides et quasi-lisses (le premier par
hypothese, le second en tant que domine affinoide de l'espace lisse T); ils
sont donc tous deux réguliers, et des lors irréductibles; par construction, on
a dimy W = dimp W' = d; il s’ensuit que W — W’ est surjectif. Le
morphisme Spec &8 — Spec &/ est un morphisme fini et dominant entre deux
schémas integres et réguliers; il est donc plat.

On a QW/Az,an = 0; faisceau Q%/V/W,/ est a fortiori nul; par conséquent, le
morphisme fini et plat Spec 4 — Spec .« est non ramifié, et partant étale.

Soit ¢ I'image de x sur T. Les catégories des germes finis étales sur (T, t)
et (W' t) étant équivalentes, le bon germe (W, z) s’identifie & un germe de
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domaine affinoide fermé d’un germe (X,z) qui est fini et étale sur le germe
lisse (T',t), et est donc lui-méme lisse; ceci achéve la démonstration.

(3.1.11.4) Il découle def3.1.11.2et3.1.11.3[que si X est un espace k-analytique
et si x appartient a l'intérieur analytique de X alors X est quasi-lisse en z si et
seulement si il est lisse en .

3.2 Quelques compléments sur les espaces
analytiques généraux

Morphismes finis et plats

(3.2.1) Soit L une extension complete de k, et soit X un espace k-analytique
tel que X, soit topologiquement séparé; ’espace X est alors topologiquement
séparé. En effet, soient V' et W deux domaines affinoides de X ; comme X7, est
topologiquement séparé, I'intersection Vi N W, est compacte ; son image sur X
est des lors quasi-compacte. Mais 'image en question n’est autre que VN W,
qui est contenu dans ’espace topologique séparé V ; il s’ensuit que VN W est
compact, ce qui acheve ma démonstration.

(3.2.2) Soit ¢ : Y — X un morphisme entre espaces k-analytiques. Les
propositions suivantes sont équivalentes :

i) o est fini;
ii) ¢ est propre et a fibres (ensemblistement) finies.

En effet; i)= 4i) est clair. Supposons que ii) soit vraie, soit z € X et
soient y1,...,y, les antécédents de x sur Y. Pour tout ¢, le point g; est isolé
dans p~1(x) et appartient & I'intérieur analytique de ¢ ; par conséquent, ¢ est
fini en y;, et induit donc un morphisme fini d’un voisinage ouvert V; de y; vers
un voisinage ouvert U; de x; on peut, quitte a les restreindre, supposer les V;
deux a deux disjoints. Par compacité de ¢, il existe un voisinage ouvert U de x
contenu dans (\U; et tel que =1 (U) C [] Vi. On peut des lors écrire

e '(U) = [T ep ()

par conséquent, o1 (U) — U est fini; la finitude étant une propriété locale sur
le but, ¢ est fini.

(3.2.3) Soit X un espace k-analytique, soit V' un domaine analytique fermé
de X et soit Y une composante irréductible de V. Si 9**Y = 0 alors Y est
une composante irréductible de X. En effet, dans ce cas, Y < X est compacte,
sans bord et a fibres finies, donc propre. Il s’ensuit que son image, qui n’est
autre que Y, est un fermé de Zariski de X. Mais comme Y est une composante
irréductible de V', son adhérence pour la topologie de X est une composante
irréductible de X ; or d’apres ce qui précede, cette adhérence n’est autre que Y
elle-méme, d’oli notre assertion.

(3.2.4) Soit ¢ : Y — X un morphisme entre espaces k-analytiques. Supposons
qu’il existe une extension complete L de k telle que ¢ : Y, — X soit fini
(resp. fini et plat). Sous ces hypotheéses nous allons prouver que ¢ est fini (resp.
fini et plat).
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(3.2.4.1) Montrons que le morphisme ¢ est fini. On peut supposer, en
raisonnant G-localement sur le but, que X est compact. L’espace Y, est alors
compact par compacité de o, ; on en déduit, a ’aide de que Y est compact.
La fleche ¢ est donc compacte, et ses fibres sont finies puisque c’est le cas de
celles de X7,.

Par ailleurs, le fait que ¢, soit sans bord entraine, en vertu d’un théoréeme
de descente du a Conrad et Temkin, que ¢ est sans bord ; par conséquent, ¢ est
fini.

(3.2.4.2) Le cas ot ¢, est plat. Soit V un domaine affinoide de X et soit W
son image réciproque sur Y ; c¢’est un domaine affinoide de Y. On note &7 et £
les algebres respectivement associées a V' et W ; 'algebre Z est finie sur 7. Par
hypothese, %, est finie et plate sur o7, ; combiné a la platitude de <7, sur o/
et a la fidele platitude de Zy, sur £, cela entraine la platitude de & sur &7, qui
est ce qu’on souhaitait établir.

(3.2.4.3) Remarques. En pratique, si 'on sait a priori que ¢ est sans bord
(e.g 81 Y est sans bord), on n’a pas besoin d’utiliser le résultat de descente de
Conrad et Temkin; et si I'on sait a priori que ’espace Y est topologiquement
séparé, il est inutile de se référer a(3.2.1

Il peut également arriver que la platitude de ¢ soit automatique, une fois
connue sa finitude; c’est notamment lorsque Y est une courbe normale et X

une courbe réduite (cf. 3.5.10| infra.)

(3.2.5) Soit ¢ : Y — X un morphisme fini et plat entre espaces k-analytiques.

(3.2.5.1) L’application continue sous-jacente & ¢, dont on a rappelé qu’elle
est compacte et a fibres finies, est également ouverte, et partant justiciable des
résultats généraux rappelés au début de Particle (1.1.4]et [1.1.4.2} [1.1.4.1]).

(3.2.5.2) Si U est un domaine affinoide de X contenant z, son image
réciproque ¢~ 1(U) est un domaine affinoide de Y, dont I’algébre des fonctions
est un Oy (U)-module fini et localement libre; si U est connexe, le rang de ce
module est bien défini, et ne dépend pas du choix de U ; on I’appelle le degré de ¢
au-dessus de x et on le note deg,, ¢ ; lorsque X est bon, Y 'est aussi et deg, ¢
est simplement le rang du Ox g;-module libre [  Oy,,.

yEp~1(z)

(3.2.5.3) Soit y € o~ !(z) et soit U un domaine analytique de X contenant x
et tel que =1 (U) isole y; le degré de ¢! (U), — U au-dessus de = ne dépend
que de z, et pas de U; on l'appelle le degré de ¢ en y et on le note deg? ¢;
dans le cas ou X et Y sont bons deg? ¢ est simplement le rang du Ox ,-module
libre Oy,,.

(3.2.6) Si ¢ : Y — X est un morphisme fini et plat entre espaces
analytiques x — deg, ¢ est une fonction localement constante sur X ; sa valeur
est donc bien définie dés que X est connexe et non vide, et est alors simplement
appelée le degré de ¢. Soit € X et soit U un voisinage analytique connexe
de z tel que =1 (U) sépare les antécédents de z ; I’égalité

deg (0 ' (U) »U)= > deg (¢ '(U), = U)
(z)

yEp~l(z
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peut se récrire
deg, o= Y deg’o.

yEp~—1(x)

Il en résulte notamment que le cardinal de ¢! () est inférieur ou égal au degré
de ¢ au-dessus de x. Si X est connexe et non vide, le cardinal de toute fibre
de ¢ est donc majoré par deg .

(3.2.7) Soit ¢ : (Y,y) — (X,z) un morphisme fini et plat entre germes
d’espaces k-analytiques. Il posséde un représentant ¢ : (Z,z) — (T,t) qui est
fini et plat ; le degré de v en z ne dépend alors que de ¢, et pas du choix de v ;
on 'appelle le degré de ¢ et on le note deg .

Points d’Abhyankar

(3.2.8) Soit & une k-algebre de Banach. On suppose que la semi-norme
spectrale de & est multiplicative (c’est par exemple le cas si la norme de &
est multiplicative, auquel cas elle coincide avec sa semi-norme spectrale); par
définition, cela revient & demander qu’il existe z € (%) (nécessairement
unqiue) tel que [f(z)| = sup,e_z(a) |f(y)| pour toute f € o7, c’est-a-dire encore
tel que |f(y)| < |f(x)| pour toute f € .#(A). Nous allons montrer que sous
cette hypothese, le singleton {x} est le bord de Shilov de .#(<7). On sait déja
par hypotheése que toute fonction f € & atteint son maximum en x.

Soit maintenant £ un compact de .#(27) ne contenant pas x. Pour tout
point y de 7, il existe f, appartenant & A telle que |f,(y)| # |fy(x)], et
donc telle que |fy(y)| < |fy(z)| (ceci implique que |fy(z)| # 0). L'inégalité
stricte |fy| < |fy(x)| reste vraie sur un voisinage ouvert V, de y, et l'inégalité
large correspondante est vraie sur tout JZ.

Par compacité, il existe yi,...,ym € K tels que les V,, recouvrent .7 .
Par construction, le maximum |[] f,, (z)| de | [] fy;| n’est pas atteint sur 2. Il
s’ensuit que x est bien le bord de Shilov de .Z (), comme annoncé.

(3.2.9) Soit & une k-algebre de Banach. On dit que la norme de & est
universellement multiplicative si 1a norme tensorielle de L&y« est multiplicative
pour tout extension complete L de k. Supposons que ce soit le cas, et soit L une
extension complete de k. Comme sa norme est multiplicative, Palgebre L&y o7
est intégre, et il en va de méme de L ®j, <7, qui s’injecte dans L®y.«/. On en
déduit que &7 est integre et que k est algébriquement clos dans Frac 7.

(3.2.10) Soit & une algebre k-affinoide dont la norme est universellement
multiplicative, et soit = le point correspondant de .# (7). La valeur absolue de
la k-algebre de Banach 2 (x) est alors universellement multiplicative, ce qui
implique notamment que k est algébriquement clos dans S (z) (cf. supra).

Soit L une extension compléte de k. La norme tensorielle de L&®j.o/
étant multiplicative, elle définit un point y sur .#(L&p’). La fleche
canonique .# (L) — M (/) est surjective; en conséquence, o7 — L&/
préserve les (semi)-normes spectrales, ce qui signifie que y est situé sur la
fibre A (L&A (x)) de M (LBy/) en x.
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Soient a et b deux éléments de &7 avec b(z) # 0 (ce qui revient a demander
que b # 0), et soit ¢ € L&y Soit z € A (L&, (x)). On a

[(a(2)b(2) " e(2)| = la(@)b(@) ™ |- |e(2)] < la(@)b(z™")]|e()] = laly)b(y) " e(y)]-

Par densité, il vient |f(2)] < |f(y)| pour toute f € L&y #(x). Ainsi, y est le
point de .# (L& (x)) correspondant & la (semi)-norme spectrale de L&y,
et {y} est donc le bord de Shilov de .# (L& (x)) d’apres

(3.2.11) Soit r = (r1,...,7,) un polyrayon. Pour toute extension compleéte L
de k, le produit tensoriel complété LOpk{r 'T} s’identifie & L{r~'T}, dont la
norme est multiplicative et correspond au point 7, 1, de . (L{r~'T}).

Il résulte alors de(3.2.10| que la valeur absolue de J#(n,) est universellement
multiplicative, que k est algébriquement clos dans 72 (1), et que {7y, 1.} est pour
toute extension complete L de k le bord de Shilov de L& (ny).

(3.2.12) Soit X un espace k-analytique et soit « un point de X.

(3.2.12.1) Soit Y < X une immersion dont 'image contient z. La dimension
de Y est alors minorée par di(x). On dit que le point z est d’Abhyankar si 'on
peut trouver une telle immersion ¥ < X avec dim Y = di(z) (on dit alors
souvent que di(x) est le rang de x); si c’est le cas, on peut toujours supposer
que Y s’identifie & un sous-espace analytique fermé d’un domaine affinoide X’
de X.

Notons qu'un point d’Abhyankar de rang 0 est simplement un point rigide.

(3.2.12.2) On suppose & partir de maintenant que x est un point d’Abhyankar
de X dont on note n le rang. Une présentation d’Abhyankar de = consiste en les
données suivantes :

e un sous-espace analytique fermé Y d’un domaine affinoide X’ de X tel
que x € Y et tel que dim Y = n;

e un morphisme @:Y — Azk(x)’an donné par une famille finie (f1,..., fn)

de fonctions inversibles en x et telles que les f;(z) forment une base de

transcendance de () sur k; il revient au méme de demander que () soit
de la forme 7, pour un certain polyrayon r.

Il existe toujours une présentation d’Abhyankar de x.

(3.2.12.3) Soit (Y, ¢) une présentation d’Abhyankar de z, et soit r le polyrayon
tel que p(z) = .

Site e t(n) onan > dy(t) = dyw)(t) +n, et donc dyp,)(t) = 0;
ainsi, ¢ ~!(n,) est de dimension nulle. Ceci entraine que le corps J#(z) est une
extension finie de .7 (). Il en résulte les faits suivants.

e Le corpoide 7 (x) est fini sur 2 (n,) d’apreés [2.2.45.3); comme J7(n),) est
)

2.2.46.6
de type fini sur k.

Cela signifie que J(x); est de type fini sur El, et que le
groupe | (x)*|/|k*| est de type fini.

e La cloture algébrique de k dans S (z) est finie sur k en vertu de ;
le corps s(z) est a fortiori une extension finie de k.

transcendant pur sur k (1a encore, en vertu de , le corpoide .72 (z) est
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(3.2.12.4) Soit L une extension complete de k et soit # : Y, — Y
I'application canonique. Comme la fibre ¢~ !(1n.) est de dimension nulle,
I'ensemble compact 7= (x) N~ (n, 1) est discret, et partant fini, et chacun de
ses éléments y vérifie 'égalité dr,(y) = dr(nr,) = n = dim Y7, ; en conséquence,
tous les points de m~!(z) N ¢~ (ny,1) sont des points d’Abhyankar de X, de
méme rang que .

(3.2.13) Proposition. L’ensemble fini E := 71 (z) N~ (ne.1) est le bord de
Shilov de 7= (x) = M (A (x)@L) ; en particulier, il est non vide et ne dépend
pas du choiz de la présentation (Y, ) de x.

Démonstration. Posons
A=Akl et B =(2)B,L = Ay, H(z).

Par construction, B est libre de rang fini sur A. On note p la fleche naturelle
de .#(B) vers #(A); on a E = p~!(n,,1). Rappelons par ailleurs que le bord
de Shilov de .# (o) est le singleton {n, 1.} (3.2.11).

(3.2.13.1) Soit b € B et soit x = TV + >, _ya;T" € A[T] son polynome
caractéristique. Soit y € .#(A). Le maximum de |g| sur p~'(y) est égal a la
norme spectrale de 'image de b dans B® 4.5 (y), c’est-a-dire & max |a; (y)| /N "
Puisque 7y, 1, est 'unique point du bord de Shilov de .Z(A), on a

max [a; (y)|"/ V" < max[ai (ne,0) [V
Par conséquent, le maximum de |b| sur p~!(y) est majoré par son maximum
sur E = p~!(ny ). Ainsi, |b| atteint son maximum sur E.

(3.2.13.2) Soit maintenant £ un compact de .# (B) ne contenant pas F ; nous
allons construire une fonction b € B dont le maximum n’est pas atteint sur JZ .

Soit e un point de E n’appartenant pas a £ ; il existe une fonction g
appartenant & B® 4 .5 (ne,1,) qui vaut 1 sur e et 0 en tous les autres points de E.
Par densité du corps des fractions de A dans (1 1), on peut trouver deux
éléments a et o de A avec o # 0 et un élément S de b tels que la fonction |Sa/a|
vaille 1 sur e et soit majorée strictement par 1/2 en tout point de E'\ {e}. Sil'on
pose R = |(a/a)(ne,1)|, la fonction |5| vaut R en e et est majorée strictement
par R/2 sur E\ {e}. Posons

U={zec.#(B),B(z)| < R/2} et V=1{ze.#(B)\H,|3(z) > 3R/4}.

Par construction, U U V contient E; par compacité, il existe un voisinage
ouvert W de 7, dans .#Z(A) tel que p~}(W) C U UV ; désignons par S
le compact Z(A) \ W.

Comme 7, 1, est I'unique point du bord de Shilov de .#(A), il existe une
fonction A € A telle que le maximum |[A(7y,1)| de |A| ne soit pas atteint sur 2.
Il existe alors m > 0 tel que

(suplA(Z)> s [B)] < M) R

z€H zEp~ ()

Puisque |5(e)| = R, le maximum de |[A"j| sur .#(B) est au moins égal
a [A(ne.r)|™ - R; par ce qui précede, il n'est pas atteint sur p~1(#). Il n’est
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par ailleurs pas atteint sur U non plus : on a en effet pour tout z € U les
inégaliteés |A(2)] < [A(me.o)| ot [B(2)] < R/2.

On a par construction # NV =0 et 4 (B)\p 1 (H#)=p ' (W) CUUV;
il vient % C p~1(#) UU. On en déduit que le maximum de |A™3| n’est pas
atteint sur J#, ce qui achéve la démonstration. [

(3.2.14) Soit X un espace k-analytique et soit & un point d’Abhyankar
de X. Soit L une extension complete de k. Il résulte de et de la
proposition que (A (x)®,L) C X posséde un bord de Shilov fini
dont tout point y est d’Abhyankar de méme rang que x. Ce bord de Shilov sera
noté Z'[L]

(3.2.15) Exemples.

(3.2.15.1) Soit r = (r1,...,7,) un polyrayon. On a alors 7] = {7e,}-
On peut voir ce fait comme une conséquence triviale de la proposition
appliquée en prenant la présentation (A;*",1d). Mais on en a donné une preuve
directe au préalable en[3.2.12.4] et on a d’ailleurs utilisé plusieurs fois ce résultat
au cours de la preuve de la proposition [3.2.13]

(3.2.15.2) Soit X un espace k-analytique, soit  un point d’Abhyankar de X,
soit L une extension complete de k et soit L’ une extension complete de L. On
a alors
IE[L/] = U y[L’]'
YET[L)
En effet, posons n = di(x) et choisissons une présentation d’Abhyankar (Y, p)
de z. On désigne par r le poyrayon tel que p(z) = 7, et par

Y, =X, 7Yy - X etw: Y = L

les fleches canoniques. On a

zr) = (7)1 (@) N (e,r)  (prop. B-2.13)

= U = 'wne " nr)
yen—1(x)

— U @ ()N () (51 9(2) = 1,10 alors p(w(2)) = 1r,1)
yer—1(x)Ne ! (nr,L)

= U vy (prop.B213).

YEx (L)

(3.2.15.3) Soit X un espace k-analytique de dimension finie, soit z un
point d’Abhyankar de x, et soit L une extension presque algébrique de k;
soit m: X;, — X la fleche canonique. Le sous-ensemble x(L) de X est alors
égal & la fibre 7~1(z) toute entiere.

En effet, en considérant un k-plongement isométrique L < ke et en
appliquant |3.2.15.2| on se ramene au cas ou L = k@. Il résulte immédiatement

de la définition que le sous-ensemble Z () de 7=1(x) est invariant sous l’action

de Galois. Comme Z (ja est non vide et comme ’action de Galois est transitive

sur 7~ 1(z), il vient L) = ().
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(3.2.15.4) Conservons les hypotheses et notations de [3.2.15.3] On y a établi
égalité z(r; = 7 !(x); elle entraine en particulier la finitude de 7~ *(z), que
I'on peut établir directement facilement.

En effet, on se rameéne immédiatement au cas ou L = EE; notons n le rang
de z, et donnons-nous une présentation d’Abhyankar (Y, ) de x; soit r le
polyrayon tel que ¢(z) = 7. Tout élément de 7~ 1(x) s’envoie via ¢ au-dessus
d’un antécédent de n, sur AA ; mais la description explicite de 7, ja Assure que
ce dernier est invariant sous l’actlon de Galois, ce qui entraine qu 11 est le seul
antécédent de 7,. Par conséquent, la fibre 771(z) est contenue dans <p_1(nr7kq),
qui est compact et de dimension nulle, et donc fini.

(3.2.15.5) Soit X un espace k-analytique, soit 2 un point d’Abhyankar de X et
soit L une extension complete de K. Soient Ly, ..., L, les extensions composées
de s(X) et L au-dessus de k. On a

X = HX Xs(z) L;.

Lorsqu'on voit X comme un espace s(z)-analytique, le point = reste
d’Abhyankar, ce qui permet de définir un sous-ensemble xz,) de X Xy Li.
On a alors () = [[ 2z,

En effet, on peut écrire
H(2)BkL = H(2)@s(0) (5(2) @k L) = [ [ #(2)Bs(0) L
Il est alors immédiat que le bord de Shilov de
M (A (@)SxL) = M ([ [ A (@2)8ow) i) = [ [ #(H ()@ L)

est la réunion des bords de Shilov des 57 (z)@s(I)Li, ce qui est précisément
I’égalité annoncée.

Descente des immersions compactes

(3.2.16) Soit ¢ : Y — X un morphisme entre espaces k-analytiques.

(3.2.16.1) On dira que ¢ est une immersion compacte si pour tout domaine
analytique compact U de X il existe un domaine analytique compact V de U
tel que ¢~ 1(U) — U se factorise par une immersion fermée ¢~1(U) — V; si
c’est le cas, ¢ est topologiquement une injection compacte.

(3.2.16.2) S'il existe un domaine analytique fermé X’ de X tel que Y — X
se factorise par une immersion fermée Y — X’ alors Y — X est une immersion
compacte. La réciproque est vraie si X est séparé et paracompact : en effet,
plagons-nous sous cette hypothese et supposons que Y — X soit une immersion
compacte ; choisissons un G-recouvrement localement fini (U;) de X par des
domaines analytiques compacts; pour tout i, désignons par V; un domaine
analytique compact de U; tel que ¢~(U;) — U; se factorise par une immersion
fermée =1 (U;) — V;; la réunion V des V; est alors un domaine analytique
fermé de X, et Y — X se factorise par V' ; étant G-localement sur son but une
immersion fermée, Y — V est une immersion fermée.
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(3.2.16.3) Supposons qu'il existe un G-recouvrement (U;) de X par des
domaines analytiques compacts et, pour tout indice ¢, un domaine analytique
compact V; de U; tel que gp‘l(Ui) — U; se factorise par une immersion
fermée ¢ ~1(U;) — V;; dans ce cas ¢ est une immersion compacte.

En effet, soit U un domaine analytique compact de X. Il existe un
recouvrement affinoide fini (W;) de U raffinant le G-recouvrement (U N U;)
de U. Fixons j, et soit i; un indice tel que W; C U;,. La fleche e Y W) = W5
se factorise alors par une immersion fermée =1 (W) — W; N Vi;. Appelons V'
la réunion des W; N V; ; c’est un domaine analytique compact de U; la
fleche =1 (U) — U se factorise par un morphisme ¢~ 1(U) — V, qui est G-
localement sur son but une immersion fermée; par conséquent, ¢~ *(U) — V
est une immersion fermée, et ¢ est bien une immersion compacte.

(3.2.17) Proposition. Soit ¢ : Y — X un morphisme entre espaces k-
analytiques et soit L une extension complete de k. Les assertions suivantes sont
équivalentes :

1) @ est une immersion compacte ;

2) @1, est une immersion compacte ;

3) @1, est un monomorphisme compact d’espaces L-analytiques ;
4) ¢ est un monomorphisme compact d’espaces k-analytiques.

Démonstration. L’implication 1) = 2) découle du [3.2.16.3| ci-dessus;
I'implication 2) = 3) est triviale.

Montrons que 3) = 4); on suppose donc que ¢y, est un monomorphisme
compact d’espaces L-analytiques. Si T' est une partie compacte de X et si Tp,
désigne son image réciproque sur Xy, alors ;' (Tr) — ¢~ (T) est surjective;
par compacité de ¢ et de X — X, le sous-ensemble cle(ZL) de Y7, est
compact ; par conséquent, o~ 1(Z) est compacte et ¢ est elle-méme compacte.

Soit Z un espace k-analytique; montrons que Hom (Z,Y) — Hom (Z, X)
est injective, ce qui achévera d’établir 4). Soient ¢ et v’ deux morphismes
de Z vers Y dont les composées avec Y — X coincident. Comme ¢, est un
monomorphisme, on a ¢, = 1} ; ceci implique immédiatement, compte-tenu de
la surjectivité de Z; — Z, que les applications ensemblistes sous-jacentes a 1)
et ¢’ sont identiques. Soit V' un domaine affinoide de Z et soit U un domaine
affinoide de Y tel que ¢(V) = ¢'(V) soit contenu dans U ; soient </ et A les
algebres affinoides correspondant respectivement a U et V. Comme ), = ¢7],
les deux morphismes <7, — % respectivement induits par ¢ et ¥} sont
égaux; la fleche & — A étant injective, les deux morphismes &/ — %A
respectivement induits par 1 et ¢’ sont égaux; il s’ensuit que ) = ¢’, ce qu’on
voulait démontrer.

Montrons enfin que 4)= 1); on suppose donc maintenant que ¢ est un
monomorphisme compact d’espaces k-analytiques ; nous allons montrer que c’est
une immersion compacte. Par compacité de ¢, l'espace S (z)-analytique Y,
est compact. La fleche ¢ étant un monomorphisme, ¥ — Y Xx Y est un
isomorphisme ; il en va alors de méme de Y, — Y, X s, Yz , ce qui force 'espace
compact Y, a étre de dimension nulle; c’est en conséquence un espace ¢ (x)-
affinoide de dimension nulle, c’est-a-dire le spectre analytique d’'une J#(z)-
algebre de Banach finie .o7. Celle-ci est, par ce qui précede, isomorphe & .7 ® ¢ (4)
&/ ; par un argument de dimension, on a &/ = {0} ou & = 5 (x). Autrement
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dit, le cardinal d’une fibre de @ est au plus égal a 1; cela signifie que Y — X
est ensemblistement injective.

Soit U un domaine affinoide de X. Comme ¢ est compacte, o~ 1(U) est
un domaine analytique compact de Y. Soit (V;) un recouvrement affinoide fini
de p~1(U). Fixons i; les fleches V — U et V; — V sont des monomorphismes ;
par conséquent, V; — U est un monomorphisme. En vertu d’un théoréeme de
Temkin et du V; — U est une immersion compacte; il existe donc
un domaine analytique compact U; de U tel que V; — U se factorise par une
immersion fermée V; — U;. Comme V; — U; est sans bord, V; — ¢~ 1(U;)
est sans bord; par conséquent, V; est une réunion de composantes connexes
de ¢~ 1(U;). Comme ¢ est injective, p(¢~1(U;) — Vi) est un compact de U;
qui est disjoint de ¢(V;); par conséquent 1'on peut, quitte & remplacer U; par
un voisinage analytique compact convenable de ¢(V;) dans celui-ci, supposer
que V; = ¢~ Y(U;). Posons V = |JU;; c’est un domaine analytique compact
de U par lequel ¢~ 1(U) — U se factorise; il découle de notre construction
que p 1 (U) — V est G-localement sur son but une immersion fermée; c’est
donc une immersion fermée, ce qui acheve la démonstration. [J

(3.2.18) Corollaire. Soit ¢ : Y — X un morphisme entre espaces k-
analytiques et soit L une extension compléte de k.

i) ¢ identifie Y a un domaine analytique fermé de X si et seulement si @,
identifie Y, a un domaine analytique fermé de Xy, ;

it) @ est un isomorphisme si et seulement si pr, est un isomorphisme.

Démonstration. Comme Y — X est surjective si et seulement si Y, — X,
est surjective, ii) sera une conséquence immédiate de i). Il suffit deés lors de
montrer i) ; 'implication directe est évidente, et 'on peut donc se contenter de
montrer 'implication réciproque.

On suppose que ¢y, identifie Y, & un domaine analytique fermé de Xp.
Le morphisme ¢; est en particulier une immersion compacte; par la
proposition ci-dessus, ¢ est une immersion compacte. Soit U un domaine
analytique compact de X ; il existe un domaine analytique compact V de U
tel que o 1(U) — U se factorise par une immersion fermée ¢~ 1(U) — V.
Soit W un domaine affinoide de V'; la fleche ¢ =1(W) — W est une immersion
fermée; appelons o et Z les algebres affinoides respectivement associées
a W et o }(W). La fleche ¢~ Y(Wy) — Wy identifie & la fois ¢~ 1(Wy)
a un fermé de Zariski et a un domaine analytique compact de Wiy ; par
conséquent, elle identifie ¢~*(W.) & une réunion de composantes connexes
de Wy, et Spec % — Spec &7 est de ce fait une immersion ouverte;
comme @~ Y(W) — W est une immersion fermée, & est une <-algebre de
Banach finie, et % s’identifie donc & & ®, /. Par descente fidelement
plate schématique, 'immersion fermée Spec # — Spec & est une immersion
ouverte, o1 (W) — W identifie de ce fait ¢~ (W) & une réunion de composantes
connexes de W et en particulier a un domaine analytique compact de W. Il
s’ensuit que ¢ 1(U) — V identifie =1 (U) & un domaine analytique compact
de V, et donc de U ; la propriété que ’on souhaite établir étant G-locale sur le
but, ceci achéve la démonstration. [
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Descente des domaines analytiques

(3.2.19) Proposition. Soit Y — X un morphisme fini étale d’espaces k-
analytiques, et soit V. un domaine analytique fermé de Y. Son image sur X est
un domaine analytique fermé de X.

Démonstration. La question étant G-locale sur X, on peut supposer X
affinoide et connexe. Dans ce cas, Y est affinoide. En raisonnant composante
connexe par composante connexe sur Y, on se ramene au cas ol Y est de surcroit
connexe; enfin, quitte & remplacer Y par un revétement fini étale Y/ — Y
convenable, et V' par son image réciproque sur Y, on peut supposer que Y — X
est un revétement galoisien; le domaine analytique U g(V) a méme

geGal (Y/X)
image que V sur X, ce qui permet de le substituer a V' et donc de supposer
que V est stable sous Gal (Y/X).

e~ —~——

Soit y € V et soit x son image sur X. L’extension graduée S (y)/ . () est

alors galoisienne, et I’ouvert quasi-compact (V,y) de P% s est stable sous

I'action de Galois.

La proposition [2.2.50| assure que limage de (V,y) sur (X,z) est un
ouvert quasi-compact U de ce dernier. Il correspond a un domaine analytique

fermé (U, x) de (X, z). L’image réciproque de (U,z) sur (Y, z) est le domaine

analytique fermé de (Y,y) correspondant & I'image réciproque de U sur (Y, y);

comme (V,y) est stable sous Galois, cette image réciproque est égale a (V,y)

— et coincide avec 'image réciproque de U sur IP’% s tout entier. Par

conséquent, (V,y) — (X, ) se factorise par (U, z), et (V,y) — (U, ) est sans
bord. Etant par ailleurs quasi-étale (puisque Y — X est étale), il est étale.

Il existe dés lors un voisinage analytique compact et connexe U’ de x dans U
et un voisinage analytique compact V' de y dans V tel que Y — X induise un
morphisme fini et étale de V' vers U’ ; I'image de V' sur X est alors égale a U’.

Ainsi, tout point de V' a un voisinage dans V dont I'image sur X est un
domaine analytique compact de X. Par compacité de V', 'image de V sur X est
un domaine analytique compact de X. [J

(3.2.20) Théoréme. Soit X un espace k-analytique et soit V un sous-ensemble
de X. Les assertions suivantes sont équivalentes :

i) V est domaine analytique de X ;
i4) l'image réciproque de V sur X est un domaine analytique de Xr.

Démonstration. L’'implication ii)=-i) est claire; on suppose maintenant que
ii) est vraie, et I'on va prouver i); pour toute extension complete L de k, on
notera V7, 'image réciproque de V sur X5.

L’assertion & prouver étant locale pour la G-topologie de X, on peut
supposer que X est affinoide et V' compact. En vertu du théoreme de Gerritzen-
Grauert, V- est alors une réunion finie de domaines rationnels de X.

(3.2.20.1) Tout domaine rationnel de X est défini sur une extension finie

séparable de k contenue dans ke. En effet, soit W un tel domaine; il est défini
par une conjonction finie d’inégalités {|f;| < 7i|g|}:; ou les r; sont des réels
strictement positifs et ol g et les f; sont des fonctions analytiques sans zéro
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commun sur Xg. Il s’ensuit immédiatement que [g| est minorée par un réel

strictement positif sur W, et donc que l'on peut rajouter une condition du

type 1 < r|g| & la liste de celles qui décrivent W.
Si I'on se donne des fonctions analytiques f7,.. ., f,,g" sur X telles que les
véels || f1 = fulls-- -, [Ifh, — fall, llg" — gl soient suffisamment petits, le domaine

rationnel de X7 défini par les inégalités
{Ifil <rilg'l}i et 1< rld|

coincide avec W. Il existe donc une extension finie F de k contenue dans k¢ et
des fonctions analytiques fi,. .., f/ ¢ sur X telles que le domaine rationnel W
puisse étre défini par les inégalités

{Ifil < rilg'}i et L<rlg').

Si 'on désigne par Fyep la fermeture séparable de k dans F' il existe un entier
non nul n tel que les (f/)?" et (¢')?" proviennent de I’anneau des fonctions
analytiques sur Xp,_ ; comme W peut étre tout aussi bien défini par les

inégalités ,
{1(£i)"

il provient d'un domaine rationnel de X g

sep *

n

< (g Y et 1< |(g')P

g

)

(3.2.20.2) 11 découle de ce qui précede qu’il existe une extension finie

séparable L de k contenue dans ke telle que Vi provienne d’'un domaine
analytique de X7, qui est nécessairement égal & l'image de Vi; sur X3,
c’est-a~dire a Vi. Comme V est lui-méme égal a 'image de Vi sur X, la
proposition |3.2.19| garantit alors que V est un domaine analytique compact

de X. O

Descente du caracteére affinoide

(3.2.21) Si L est une extension complete de k alors k < L est une injection
admissible ; il s’ensuit que pour toute k-algebre de Banach <7 la fleche &7 — o7},
est une injection admissible.

(3.2.22) Soit X un espace k-analytique quasi-compact; choisissons un
recouvrement affinoide fini (X;) de X. Pour tout 4, l'algebre des fonctions
analytique sur X; est k-affinoide; elle est de ce fait munie d’une classe
d’équivalence de normes (bien définie & équivalence pres); choisissons une
norme ||.||; dans cette classe. L'application f ~ sup]||fx,||; est une norme

K3
sur l'algebre o7 des fonctions analytique sur X, qui fait de celle-ci une k-algebre
de Banach. A équivalence pros, ||.|| ne dépend pas du choix des ||.|;.

Elle ne dépend pas non plus du recouvrement (X;). Pour le voir, donnons-
nous un second recouvrement affinoide fini (X ]’) de X, choisissons pour tout j
une norme ||.||’; sur 'algebre des fonctions analytiques sur X’ et notons [|.||" la
norme sur &/ déduite des |[.|[}.

Fixons ¢; il existe un recouvrement affinoide fini (X;) de X; tel que pour
tout £ le domaine affinoide Xy’ soit contenu dans X, pour un certain indice jg ;
par ailleurs, on choisit pour tout ¢ une norme ||.||; sur l'algebre des fonctions
analytiques sur X/
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Pour tout £, il existe un réel positif C tel que ||gxy |} < Cellgl[}, pour toute
fonction analytique g sur X J’ ,- Le théoreme d’acyclicité de Tate assure d’autre
part 'existence d'un réel positif D; tel que ||g||; < D;sup, |[g)xy|[y pour toute
fonction analytique g sur X;. On en déduit que l'on a pour toute fonction f
appartenant & .o les inégalités

Ifix |l < Di SI;P(O@Hf\X]'.[H}[) < Di(Sl;pCz)HfH'-

Il existe donc pour tout i une constante positive A; telle que || fix, [| < Ad|f]]’
pour toute f € & ; par conséquent, ||f|| < (sup; A;)||f||" pour toute f € o ; il
s’ensuit, par symétrie de leurs roles, que ||.|| et ||.||" sont équivalentes, comme
annoncé.

(3.2.23) Dans ce qui suit, on considérera systématiquement l’algebre des
fonctions analytiques d’un espace k-analytique quasi-compact X comme munie
de la (classe d’équivalence de la) norme définie par un recouvrement affinoide
fini quelconque de X.

(3.2.24) Soit X un espace k-analytique quasi-compact.

(3.2.24.1) Soit L une extension complete de k. Si Z désigne algebre de
Banach des fonctions analytique sur Xy, il existe une fleche naturelle &7, — % ;

on vérifie immédiatement, en le testant sur un recouvrement affinoide (et a l’aide
de [3.2.21)) que cette fleche est injective et admissible.

(3.2.24.2) Supposons de plus que L posséde une base topologique sur k,
c’est-a-dire qu’il existe une famille (e;) d’éléments de L tel que L s’identifie,
comme k-espace de Banach, a la somme directe complétée éﬁl L’injection
admissible 7}, < £ est alors un isomorphisme. Pour le voir, donnons-nous une
fonction f appartenant a Z. Pour tout domaine affinoide V' de X, la restriction
de f & Vi, possede une unique écriture de la forme > ase; , o (a;) est une
famille de fonctions analytiques sur V satisfaisant les conditions de convergences
usuelles. L’unicité évoquée assure le recollement coefficient par coefficient de
cette décomposition; il existe donc une famille (a;) de fonctions analytiques
sur X telles que pour tout domaine affinoide V' de X la famille (a;y) satisfasse
les conditions de convergence habituelles et vérifie I'égalité fjy, = > a;ve;. La
considération d’un recouvrement affinoide fini de X assure que la famille (a;)
satisfait elle-méme les conditions de convergence habituelles, et ’on a alors (par
vérification G-locale) I'égalité f = > ase;, d’olt notre assertion.

(3.2.25) Proposition. Soit X un espace k-analytique et soit r un polyrayon k-
libre. L’espace X, := Xy, est kr-affinoide si et seulement si X est k-affinoide.

Démonstration. Seule l'implication réciproque requiert une preuve;
supposons donc que X, est kq.-affinoide; il est alors compact, ce qui entraine
la quasi-compacité de X. Soit o/ (resp. A) lalgébre de Banach des fonctions
analytiques X (resp. X,). En vertu du l'algebre # s’identifie a o7 ;
comme A est kq-affinoide, o7 est k-affinoide.

On dispose alors d’un morphisme naturel ¢ : X — .#(4/) ; le morphisme ¢,
est la composée de X, — A (B) et M (B) — M (,); or la premiere de ces
fleches est un isomorphisme car X, est par hypothese k.-affinoide, et on a vu
que la seconde en est un aussi; par conséquent, y, est un isomorphisme; le
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corollaire |3.2.18| assure alors que ¢ est un isomorphisme, et partant que X
est k-affinoide. [J

(3.2.26) Théoreme. On fait Uhypothése que k est de caractéristique non nulle
(celle-ci coincide alors avec lexposant caractéristique p de E) Soit X un
espace k-analytique. Supposons qu’il existe un entier n tel que Xpi/pm soit k"
affinoide ; I'espace X est alors k-affinoide.

Démonstration. On se rameéne par une récurrence triviale sur n au cas
ou n = 1; par ailleurs, la proposition |3.2.25| ci-dessus permet, quitte a étendre
les scalaires a k, pour un certain polyrayon k-libre r bien choisi, de supposer
que |k*| # 1 et que X1/, est strictement k'/P-affinoide. Notons &7 (resp. %)
lalgebre des fonctions analytiques sur X (resp. Xji/p). Comme X1/, est
compact, il découle de que X est compact. La définition de X ne fait
des lors intervenir qu'une quantité (au plus) dénombrable de parametres; il
en va de méme de l'isomorphisme entre X1/, et le spectre (analytique) d'une
algebre strictement k'/P-affinoide ; par conséquent, on peut supposer que k est
topologiquement de type dénombrable sur son sous-corps complet premier (qui
est I, muni de la valuation triviale).

Grace a cette hypothese, le corps k'/P posséde une base topologique sur k
(que Ton peut choisir comme étant une p-base topologique). Il résulte alors
du que l'injection admissible <71/, — 2 est un isomorphisme.

L’algtbre % est strictement k'/P-affinoide; on choisit une surjection
admissible kY/P{T}, ... ,T,} — 2. Pour tout i, on désigne par f; 'image de T}
dans 4. Si (g1,...,9,) est un n-uplet d’éléments de Z tel que ||g; — fi|| soit
suffisamment petit pour tout 4, le morphisme de k'/ P{Ty,...,T,} dans B qui
envoie chacun des T; sur g; est encore une surjection admissible ; on peut donc,
quitte a perturber un peu les f;, supposer qu’il existe une extension finie F' de k
contenue dans k'/? telle que f; appartienne pour tout i & </, vue comme une
sous-algebre de % via I'isomorphisme 27,1/, ~ A.

Le morphisme F{Ti,...,T,} — & qui envoie chaque T; sur f; devient
par construction une surjection admissible apres extension des scalaires de F'
A kP, Comme k est topologiquement de type dénombrable sur son sous-corps
premier, k'/P posseéde une base topologique sur F' (que I'on peut choisir comme
étant une p-base topologique) ; il s’ensuit que F{T1,...,T,} — o/ est lui-méme
une surjection admissible, et donc que @/ est strictement F-affinoide.

L’algebre «/r étant strictement F-affinoide, elle est en particulier
strictement k-affinoide. L’injection &/ — o/ est finie; de plus, si a est un
élément de @7r de norme spectrale majorée par 1, alors a? est un élément de o/
dont la norme spectrale dans & coincide avec la norme spectrale dans </

(13.2.21)) et est donc majorée par 1; il s’ensuit que o - Ak est entier, puis
que &7 est elle-méme strictement k-affinoide.

On dispose alors d'un morphisme naturel ¢ : X — Z(&); le
morphisme @1/, est la composée de Xy1/p — A (B) et M (B) — M (Hj1sp) ; OF
la premiere de ces fleches est un isomorphisme car X1/, est par hypothese k'/P-
affinoide, et on a vu que la seconde en est un aussi; par conséquent, @ i/p est
un isomorphisme; le corollaire [3.2.18| assure alors que ¢ est un isomorphisme,
et partant que X est k-affinoide. O
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(3.2.27) Théoréme. Soit X un espace k-analytique et soit & un faisceau
cohérent d’idéaux sur X dont les éléments sont localement nilpotents; soit Y le
sous-espace analytique fermé de X défini par &. L’espace X est k-affinoide si
et seulement si 'Y est k-affinoide.

Démonstration. La proposition ci-dessus permet, quitte & étendre
les scalaires & k, pour n’importe quel r non vide, de supposer que |k*| # 1.
L’implication directe est évidente; nous allons établir la réciproque, et nous
supposons donc que Y est k-affinoide. Comme Y et X ont le méme espace
topologique sous-jacent, X est compact; il existe donc un entier n > 1 tel
que ™ = 0; on se rameéne par une récurrence immédiate sur n au cas oun = 2.
On appelle & (resp. ) lalgebre de Banach des fonctions analytiques sur X
(resp. Y).

(3.2.27.1) La cohomologie de tout faisceau cohérent sur Xq est triviale en
degrés strictement positifs. En effet, si .# est un tel faisceau, il s’insere dans une
suite exacte 0 — I.F — F — F/(I.F) — 0; les deux termes extrémes de
cette suite sont annulés par .7, et peuvent donc étre vus comme des faisceaux
cohérents sur Y ; comme Y est affinoide, leur cohomologie est triviale en degrés
strictement positifs, et il en va donc de méme de celle de .%.

(3.2.27.2) Si I désigne lespace des sections globales de .7 alors I est un idéal
de type fini de o, et la fleche naturelle o/ |/I — A est un isomorphisme. En
effet, 'on dispose d’une suite exacte 0 = & — Ox, — Ox, /¥ — 0; celle-ci
induit, en vertu du[3:2:27.1] une suite exacte

0—H'(X,”) = H(X,Ox,) = H (X, Ox./F) =0,

que 'on peut récrire 0 —» I — o — % — 0, d’olt notre seconde assertion.

En ce qui concerne la premiére, nous allons en fait montrer la ncethérianité
de &7. Soit (f,,) une suite d’éléments de o7 ; désignons pour tout m par J,
l'idéal de o engendré par fi,..., fmm; nous allons montrer que la suite (J,)
est stationnaire, ce qui suffira & conclure. Pour tout m, notons _¢#,, l'image
(faisceautique) du morphisme 0% . — Ox, défini par les f; pour i variant de 1
a m. Si V est un domaine affinoide de X, la noethérianité de son algebre de
fonctions et la théorie des faisceaux cohérents sur V' entrainent la stationnarité
de la suite (_Z,v); comme X est compact, il peut étre recouvert par un
nombre fini de domaines affinoides; la suite (_#,,) est donc stationnaire. Or
il résulte de que Pon a pour tout m l'égalité J,, = H(X, Fm); par
conséquent, (J,,) est stationnaire, ce qu’on souhaitait établir.

(3.2.27.3) Conclusion. Comme |k*| # {1} la surjection & — /I ~ B
est admissible et induit donc, I étant nilpotent, un homéomorphisme entre
les espaces topologiques M () et M (PB); elle préserve de ce fait les semi-
normes spectrales. Choisissons une surjection admissible k{71 /r1,...,T;/re} —
A ; pour tout i, donnons-nous un antécédent f; dans &/ de l'image de T;
dans Z; le rayon spectral de I'image en question est majoré par r;, et celui

de f; Vest donc aussi; par conséquent, k{Ty/r1,...,T¢/re} — B se releve
en un morphisme A : k{Ty/r1,...,T¢/r¢} — <. Soit (i1,...,4m) une famille
génératrice de I et soit a € /. Comme k{T/r1,...,Ty/re} — P est surjective,

il existe i € I et @ € k{Tv/r1,...,Te/r¢} tels que a = A(a’) + i; on
peut écrire i = a9 + ... + amim, oU les a; sont éléments de &7/. Par le
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méme raisonnement que précédemment, il existe pour tout j un élément a;-
de k{Ti/r1,...,T¢/re} tel que a = A(a’;) modulo I. Compte-tenu du fait que 7
est de carré nul, on a finalement a = A(a’) + > A(a})i;.

Chacun des ¢; est nilpotent; l’application A se prolonge donc en un

morphisme
k‘{Tl/Tl,. .. ,Tg/’l"g,sl, .. .,Sm} — o

qui envoie S; sur %; pour tout j; en vertu de ce qui précede, ce morphisme est
une surjection, nécessairement admissible puisque |k*| # {1}; la k-algebre de
Banach & est ainsi k-affinoide.

On dispose d’un morphisme naturel d’espaces k-analytiques de X
vers A (<), qui s'insére dans un diagramme commutatif

Y —— #(5)

|

X —— M ()

dans lequel les fleches verticales sont des immersions fermées données par un
faisceau d’idéaux nilpotents, et dont la fleche horizontale supérieure est un
isomorphisme puisque Y est affinoide. Le morphisme composé de Y vers .# ()
est sans bord ; en raison de la surjectivité de Y — X, le morphisme X — # ()
est lui-méme sans bord ; c’est par ailleurs un homéomorphisme puisque c’est le
cas des trois autres fleches du diagramme. Par conséquent, X — .#(<7) est fini
, ce qui implique que X est k-affinoide (et comme &7 = H*(X, Ox,) la
fleche X — 4 (/) est alors un isomorphisme). O

3.3 Les courbes analytiques : premieres pro-
priétés

Classification des points

(3.3.1) Une courbe algébrique (resp. k-analytique) sur k est un k-schéma séparé

et localement de type fini (resp. un espace k-analytique séparé) purement de
dimension 1.

(3.3.2) Soit z un point d'une courbe k-analytique. Comme X est de

dimension 1, le degré de transcendance du corpoide 4 (z) sur k est inférieur

ou égal a 1. De plus, s’il est égal a 1 alors 77 (x) est de type fini sur %, ce qui
revient a dire que J#(x), est de type fini sur F1, et que [22(z)%|/|k*]| est de

type fini (2.2.29.3)).

On se trouve donc dans 'un des quatre cas suivants, exclusifs I'un de 'autre.

e Le corps 7 (x) est une extension presque algébrique de k; on dit alors
que z est de type 1; tout point rigide est de type 1, et la réciproque est vraie
si k est algébriquement clos ou trivialement valué.

o Le corps J(z), est de type fini et de degré de transcendance 1 sur El,
et |7 (x)*|/|k>| est fini; on dit alors que x est de type 2.
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e Le corps J¢(x), est une extension finie de ky, et |2(x)*|/|k*] est de
type fini et de rang rationnel égal a 1; on dit alors que x est de type 3;

e Le corps J(x) n’est pas une extension presque algébrique de k, mais
admet un plongement isométrique dans une extension immédiate de @; on dit
alors que x est de type 4.

Notons que z est de type 1 ou 4 (resp. 2 ou 3) si et seulement si le
corpoide ¢ (x) est algébrique (resp. de type fini et de degré de transcendance 1)
sur k.

(3.8.3) Ezemple. Soit a € k* et soit r € RY. Il résulte de [2.2.46.6 que T a

—_—

est transcendant sur k et que I (Nar) = k(T — a) ; en conséquence, Na,r €st de
type 2 ou 3.

On a par ailleurs par définition de 7, , 1'égalité | (n,,)*| = |[k*] - rZ; le
quotient [ (n,,)™|/|k*| est donc engendré par .

(3.3.3.1) Supposons que r € |k*|2. Soit m l'ordre de r modulo |k*|. Le
groupe | (nq.)*|/|k*| est cyclique d’ordre m, et 7, est donc de type 2. En

—~

vertu de [2.2.29.2) 7 := % est transcendant sur ky, et HMa,r)y = (7).

(3.3.3.2) Supposons que r ¢ |k*|2. Le groupe | (1,.,.)* |/|kx| est alors libre
de rang 1, et 1, , est donc de type 3. En vertu de [2.2.29.2 %”(77(”) = k1

(3.3.4) Si X est une courbe k-analytique et si Y est un sous-ensemble de X
on notera Yy l’ensemble des points rigides de Y et Y};) (resp. Yy, resp. ....)
'ensemble de ses points de type 1 (resp. 2, resp. ...). On désignera par Y 3) la
réunion de Y[y et Y3}, par Y|g 2 3 la réunion de Y|q), Yo, et ¥[3), etc.

(3.3.5) Soit X une courbe k-analytique et soit x € X3 34); nous allons dire

quelques mots de 7 (x) et P%/%.

(3.3.5.1) Commencons par une remarque générale. Soit (.) une valuation
non triviale appartenant a IP’ 2oV et soit k son corpoide résiduel. Le

X
groupe (J(x) ) est alors de rang rationnel au moins 1. Comme J#(z) est
de type fini et de degré de transcendance 1 sur k on déduit de |2 2.46. 4| et |2 2. 47|
les faits suivants :

e le groupe (J(x)*) est libre de rang 1;

e le corpoide RRX x {1} est une extension finie de k.
(3.3.5.2) Supposons que © € X|p 2] Le corps résiduel classique <2‘>(/) est alors
de la forme &y (%), o € est une ki-courbe projective, normale et integre (mais
pas nécessairement géométriquement inteégre), qui est uniquement déterminée
et que l'on appellera la courbe résiduelle en x ; le groupe |7 (x)*|/|k*| est fini.

Le lemme [2.2.53| assure que ]P’ /% — ]P’ #), [ est un homéomorphisme

(préservant les ouverts affines). L’espace topologlque IP S = Pﬁl(%) /En est
1

lui-méme homéomorphe & Iespace topologique sous-jacent au schéma % ; au

point générique correspond la valuation triviale, et a chaque point fermé une

valuation discrete.
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(8.3.5.3) Supposons que v € X[3. Le groupe |7 (x)*|/|k*| est alors de rang

rationnel égal & 1, et J€(x), est une extension finie de k. Soit r un élément

—~—— X

de | (z)*| qui n’appartient pas & +/|k*|, et soit 7 € S (x) un élément de

degré r. Désignons par F' le sous-corpoide de % (x) engendré par ket ()3
son groupe des degrés est égal & |k*|, et 'annéloide F[r,77!] est deés lors un
corpoide.

Par construction, F est fini sur 7@:; il vient P . Par ailleurs,

7w = Yy r

X
le groupe deg(7(x) )/ deg(F*) est de torsion par choix de 7; on déduit alors
du lemme [2.2.51| que

P i = Py r = Prlnr/F-

L’annéloide d'une valuation sur F[r,7~!] contient nécessairement 7 ou 771.
Il s’ensuit aussitot que Pp(; ;1) compte trois éléments : la valuation triviale,
celle dont I'anneau est F[7], et celle dont 'anneau est F[7~!]. Les deux dernieres

sont des points fermés de P, --1), et la premiere en est un point ouvert et dense.

Bonté des courbes analytiques

(3.3.6) Lemme. Soit X une courbe k-analytique et soit x € Xg3); soit (.)

une k-valuation non triviale de (). Il eviste un élément w de H(x) tel

que (w) > 1 et tel que (.) soit la seule k-valuation de F(x) a posséder cette
propriéteé.

Démonstration. On distingue deux cas.

Supposons que x € X[z). On reprend les notations du3.3.5.2f; la valuation ()

est induite par une valuation discrete de ki (€), elle-méme définie par un point
fermé & de €. Le théoréme de Riemann-Roch assure que N &2 est engendré par
ses sections globales pour N assez grand, ce qui fournit une fonction rationnelle
sur ¥ ayant un et un seul pole situé en &2 ; on peut prendre pour w une telle
fonction.

Supposons que x € X(3. On reprend les notations du 3.3.5.3]; la valuation (.)

est ou bien la seule k-valuation de .#(z) dont 'anneau ne contient pas 7, ou
bien la seule dont I’anneau ne contient pas 7' ; on peut donc prendre w = T
dans le premier cas, et w = 77! dans le second. O

(3.3.7) Proposition. Toute courbe k-analytique est un bon espace.

Démonstration. Soit X une courbe k-analytique et soit x un point de X.
Si z € X1 4 il appartient a l'intérieur de X, et (X, ) est donc bon. Supposons

que v € Xjp3. Comme X est par définition séparée, (X, ) est un ouvert
quasi-compact et non vide de P% i il résulte de la forme explicite de ce

—_~—

dernier (3.3.5.2] et [3.3.5.3)) que (X, z) est de la forme P%/E N1, (Or}

ou les (.); sont des valuations non triviales, ou encore fermées en tant que

points de P% i Pour chaque 1, il existe en vertu du lemme @ ci-dessus un
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—_—

dlément w; de ' (x) tel que (w;); > 1 et telle que (.); soit la seule k-valuation

P

de J(x) & posséder cette propriété. L’ouvert (X, z) peut deés lors se décrire
comme étant égal a P {wi,...,w}; il est donc affine, ce qui équivaut a la

bonté de (X,z). O

7 @)/k

3.4 Etude détaillée de la droite projective

(3.4.1) On munit A,*" de ordre partiel pour lequel z < y si |f(z)| < |f(y)|
pour tout f € k[T]. Toute chaine non vide (z;); de points de A,*" admet une
borne inférieure, & savoir le point défini par la semi-norme f +— inf | f(z;)|.

(3.4.2) Soit a € k et soit r > 0. Si x € A,lc’an les assertions suivantes sont
équivalentes :

1) x < Na,r >

i) |(T — a)(x)| < .

En effet, i)= ii) est clair. Supposons que ii) soit vraie, et soit f € k[T];
écrivons f = > a;(T — a). On a alors

|f(2)] < max|as| - (T = a)(2)|" < max|ailr’ = | f(1a.r)],

d’ou i).
(3.4.3) Soient a et b deux éléments de k et r et s deux réels positifs. Les
assertions suivantes sont équivalentes :

i) M, < Nars
ii) max(]b—al,s) <.

En effet, en vertu de I'égalité T —a =T —b+b—aon a
‘(T - a)(nb,8)| = max(‘b - a‘v 5)7

et I’équivalence requise provient des lors du ci-dessus, que 'on applique
avec T = np,s.

Remarquons une conséquence de ce qui précede : 1., = mnps sl et
seulement r = s et |a — b| < r.

(3.4.4) Soit a € k et soit > 0. On notera D(a,r) (resp. D°(a,r)) le disque
fermé (resp. ouvert) de Berkovich de centre a et de rayon r, c’est-a-dire le sous-
ensemble de A, *" défini par I'inégalité |T — a| < r (vesp. |T —a| <r). Si L est
une extension complete de k, ’ensemble des L-points de D(a,r) (resp. D°(a,r))
est en bijection avec le disque ouvert (resp. fermé) de centre a et de rayon r de
I’espace métrique L.

Le disque fermé D(a,r) est un domaine affinoide de A,lc’an7 d’algebre
associée k{(T — a)/r}. En vertu de il peut étre défini comme ’ensemble
des x majorés par 7, ,. La norme de k{(T'—a)/r} est induite par n,,, et le bord
de Shilov de D(a,r) est donc {7, ,}.

Le disque ouvert D(a,r) est un ouvert de AL*" égal & la réunion des D(a, s)
pour s €]0;7].
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(3.4.5) Soient a et b dans k et soient r et s deux réels strictement positifs.

(3.4.5.1) Comme D(a,r) (resp. D(b,s)) est par ce qui précede I’ensemble
des points de AL®" majorés par 7, (resp. mps), on a D(b,s) C D(a,r) si
et seulement si 1y s < 7q,r, c’est-a-dire encore, d’apres [3.4.3} si et seulement
si max(|b —al,s) < r.

(3.4.5.2) SiD(b,s)ND(a,r) # O alors D(b, s) et D(a, r) sont comparables pour
Iinclusion. En effet, d’apres notre hypothese il existe une extension complete L
de k telle que D(b, s)(L) ND(a,r)(L) # 0. Choisissons A\ dans cette intersection ;
ona|d—al <ret|A—0 <s, dou|b—al < max(r,s); on conclut & l'aide

de B4511

(3.4.5.3) En écrivant un disque ouvert comme réunion croissante de disques
fermés, on déduit de ce qui précede les faits suivants :

i) On a D°(b,s) C D°(a,r) si et seulement si |a —b| <7 et s <r.

ii) Si D°(b, s) ND°(a,r) # O alors D°(b, s) et D°(a,r) sont comparables pour
Iinclusion.

(3.4.6) Soient a et b deux éléments de k et soient r et s deux réels strictement
positifs, et supposons que les boules D(a, r) et D(b, s) soient disjointes. Soit = €
D(a,r) et soit y € D(b, s). Comme D(a,r) est ensemble des éléments majorés
par 7., tout élément majoré par x appartient enore & D(a, ) ; par conséquent, y
n’est pas majoré par x. Par symétrie, x n’est pas majoré par y et x et y sont
ainsi incomparables.

L’assertion analogue pour les boules ouvertes s’en déduit immédiatement.

(3.4.7) Soit f € k[T], soit a € k et soit > 0. Si f ne s’annule pas sur D(a, ),
elle est inversible sur ce dernier; comme le bord de Shilov de D(a,r) est un
singleton, cela entraine que |f| est constante sur D(a, r).

Ce résultat s’étend immédiatement a D°(a, ), que l'on écrit comme réunion
croissante de disques fermés.

(3.4.8) Soit F une chaine non vide de points de Ai’an; on suppose que pour

tout y € F il existe a € k et 7 > 0 tels que y = 1,,,. Soir f un élément de k[T];

posons ¢ = inf F et p = |f(z)| = ing |f(y)]. Soient p_ et p; deux réels tels
ye

que p_ < p < py.

(3.4.8.1) Il existe y € F tel que |f(y)| < p4+. Solent a et r tels que le point y

de F soit égal & 1, ; comme 7, = ir>1f Na,s, il existe R > r tel que |f(n4.r)| <
s>T

P+ ; comme on a encadrement x < y < 1,,g, le point z appartient & D°(a, R).

L’égalité | f(na,r)| < p+ implique que |f| < p4 sur D(a, R).

(3.4.8.2) Soit p’ €]p_;p[. Nous allons maintenant montrer I'existence d’une
famille finie ((a;,7;)); d’éléments de k x R} possédant les propriétés suivantes :

i) les boules fermées D(a;,7;) sont deux & deux disjointes et contenues
dans D°(a, R);

i4) soit G une chaine non vide de A,lc’an constituée de points de la forme 7,
avec b € k et s > 0, et soit £ sa borne inférieure; si & € D°(a, R) — [[D(a;,7:)
alors | £(6)] > 4/



Géométrie analytique 183

L’assertion est évidente si f = 0; on peut donc supposer f # 0. Commencgons
par remarquer qu’il suffit d’établir ’assertion ii) lorsque & est lui-méme de la
forme 7, s. Supposons en effet qu’elle ait été prouvée dans ce cas particulier, et
soit G comme dans ii). Comme le point £ appartient & D°(a, R), il existe t < R
tel que [(T'—a)(&)| < t; par conséquent, il existe y € G tel que (T —a)(y)| < t.
Siz € G alors £ < #z, ce qui empéche z d’étre majoré par I'un des 7q, ;.
Ainsi, tout élément z de G majoré par y appartient & D°(a,t) — [[D(as, ;), et
a fortiori & D°(a, R) — [ [D(a;,r;). Ceci entraine, en vertu de notre hypothese,
que |f(2)| = p'. Il s’ensuit que |f(£)| = p/.

11 suffit donc de montrer U'existence de la famille ((a;,7;)); de sorte que ii)
soit satisfaite lorsque £ est lui-méme de la forme 7, 5.

On proceéde comme suit. Supposons tout d’abord que pour tout b € k tel
que |b —a| < R, lon ait |f(b)| = p/. Comme s — |f(np,s)| est croissante pour
tout b, on a |f(m,s)| = p’ pour tout s > 0 et tout b € D°(a, R)(k), et 'on peut
prendre pour ((a;,7;)); la famille vide.

Supposons maintenant qu’il existe a1 € k tel que |a; —al] < R et tel
que |f(a1)| < p'. L'application s — |f(74,,s)| étant croissante, et 'on a

[f(May,r)l = [f(na,r)| 2 p = |f(2)].

11 existe donc r1 € [0; R] tel que |f(na, r,)] = p’ et qui est maximal pour cette
propriété.

On doit & nouveau distinguer deux cas. Le premier est celui dans
lequel |f(b)] = p’ pour tout b € k tel que |b—a| < R et |b— ay| > r1. Dans ce
cas, soit (b, s) tel que my, s € D°(a, R) —D(a1,71). Si [b —a1| < 7 alors s > ry,
et 'on a donc |f(mp,s)] > p' par choix de 715 et si |[b — ay| > r; on a alors
[f(o.s)| = 1f(w0)| = | f(D)| = p/, et la famille & un élément (a1,71) convient.

Le second est celui ou il existe as tel que |agy — ai| > r1, |az — a| < R,
et |f(az)|] < p’. Dans ce cas, il existe par le méme raisonnement que ci-dessus un
réel vy €]0; R[ tel que |f(Nay,r,)| = P’ et qui est maximal pour cette propriété.

Les boules D(ay,r1) et D(ag,r9) sont disjointes. En effet, supposons le
contraire. Comme |ay — ai| > 71, la boule D(ag,73) n’est pas contenue
dans D(aq, 1) : elle contient donc strictement D(aq,71), ce qui implique que ro >
r1 et que Nayry = Nay,re; PAr conséquent, |f(14,.,)| = p/, contredisant la
définition de ;.

En poursuivant ce procédé, on construit de fagon récursive une
suite ((a;,7;)); d’éléments de k x R (finie ou non, cf. 7) ) telle que :

«) les D(a;,7;) sont des boules fermées deux & deux disjointes contenues
dans D(a, R) ;

8) pour tout i, on a |f(a)] < #' et | (1) = o

) la suite s’arréte au rang n si et seulement si |f(m,5)| > @’ pour tout (b, s)

tel que s € D°(a, R) — I D(as, 7).
i=1

La condition () entraine que |f| n’est constante sur aucune des D(a;,1;),
et partant que |f| n’est inversible sur aucune des D(a;, ;) . Chacune des
boules D(a;,r;) contient donc au moins un point rigide en lequel f s’annule.
Comme f # 0, ’ensemble des points rigides en lesquels elle s’annule est fini. Par
conséquent, la suite s’arréte & un certain rang n, et la condition 7) garantit que
la famille ((a1,71),. .., (an, 7)) satisfait les conditions requises.



184 Géométrie analytique

L’arbre compact :T(E) se plonge dans P,*"

(3.4.9) On déduit de : que la formule (g, > 7, définit sans ambiguité
une application injective t de R(k) dans A,lc’an (pour la définition de R(k),

cf 11.2.1.1)); et que t(z) < t(y) si et seulement si < y. Il s’ensuit que si F
est une chaine de N(k) alors t(F)) est une chaine de A,lg’an ; si de plus F' est non

vide, inlfD t(y) est donc bien défini (3.4.1)).
ye

Sia € ketr e Ry il est immédiat que n,, = Ii%nf Na,r- Autrement
>r
dit, t(Cer) = inf  t(y).
YE]Ca,r;00[

On prolonge t & J(k) en posant t(x) = i]nf [t(y) pour tout z appartenant
YE|x;00
a J(E) — X(E). Il résulte de la remarque précédente que ’égalité

t(x) = inf t(y)
y€lz;00]
vaut en réalité pour tout x € J(k); ceci implique, tj () étant croissante, que t
est croissante.

(3.4.10) Nous allons montrer que 1'application t : J(k) — IP’,lg’an est injective, et
plus précisément qu’elle établit un isomorphisme d’ensembles ordonnés de J(k)
sur son image. Sachant que t est croissante, il reste a vérifier que si = et y sont
deux points de J(k) tels que t(z) < t(y) alors = < y.

On procede par l’absurde. Supposons tout d’abord que =z > y, et
choisissons z €|y;z[. Comme z et x sont strictement supérieurs a y ils
appartiennent tous deux & N(k); par conséquent, t(z) < t(x); comme t est
croisssante, t(y) < t(z), d’ou l'inégalité t(y) < t(z), contradictoire avec nos
hypotheses.

Supposons maintenant que = et y soient non comparables; cela signifie
que x Ay > x et x Ay > y. Il résulte alors de qu’il existe deux éléments a
et b de k et deux réels strictement positifs r et s tels que x € B°(a,r’), tels
que y € B°(b,s'), et tels que B°(a,r’) NB°(b,s’) = 0. Comme t est croissante,
les inégalités x < (4 et y < (p,o impliquent que t(z) < g, €t t(y) < Mo ;
autrement dit, t(z) € D(a,r’) et t(y) € D(b, s').

Puisque B(a,r’) NB(b,s’) = 0, on a |a — b| > max(r’,s'); il s’ensuit que
D(a,r") ND(b,s") est également vide, et partant que t(z) et t(y) ne sont pas
comparables . On aboutit ainsi & une contradiction.

(3.4.11) On déduit de [3.4.10] que 'on a pour tout a € k et tout r > 0 les
égalités

t1(D(a,r)) = B(a,r) et t (D°(a,r)) = B°(a,r).
(3.4.12) On étend t a :T(-E) en posant t(co) = oo ; 'application t ainsi prolongée
reste injective.

L’application t est continue. Sa continuité en tout point de J(k) provient
de et sq. ainsi que du ci-dessus. Il reste a établir sa continuité
en oco. Le point co de ]P’]lc’an admet une base de voisinages constitués des ouverts

de la forme Py™ — D(0,r) avec r > 0; or si r > 0 il résulte de [3.4.11
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que t~1 (P, —D(0, 7)) = ﬂ) —B(a,r), qui est un ouvert de ﬂ) ; ceci acheve
la démonstration.

Ainsi, t apparalt comme une injection continue d’un espace topologique
compact dans un espace topologique séparé/.\ Par conséquent, elle\établit
un homéomorphisme entre larbre compact J(k) et son image t(3(k)), que
I'on notera P(k). La fonction rayon p : :T(E) —  [0;400] induit wvia
I’homéomorphisme ﬂ) ~ PB(k) une fonction de P(k) dans [0; +o0] que nous
noterons encore p.

—

(3.4.13) Remarque. L’espace métrique k se plonge topologiquement dans 3(k)
via la fleche a — (,,0. Composée avec t, cette fleche induit un plongement
topologique k — P,lc’an, donné par la formule a — n,,0; il coincide ainsi avec le
plongement naturel k < P!(k) < P, ™"

(3.4.14) Propriétés de ’arbre PB(k) : le cas général.

(3.4.14.1) Tl résulte de la définition de t que B(k) est la réunion de P!(k), de
I’ensemble des points de la forme 7, , avec a € k et 7 > 0, et enfin de I’ensemble
des points de la forme t(z) avec z € J(k) —R(k). Ce dernier ensemble s’identifie,
en vertu de [.2.33] & celui des classes d’équivalence de chaines évanescentes de
boules fermées de k.

. = . . 1,an
(3.4.14.2) Soit z € J(k) et soit & le point t(x) de P,>*".

Supposons que x appartient & kU{oc}, c’est-a-dire que ¢ € P(k), ou que = €
(k) —N(k) ; on déduit alors de(1.2.27.2|et [1.2.27.3|que P(k) est unibranche en &.

Supposons maintenant que z soit de la forme ¢, , avec > 0; on a alors { =
7a,r- Distinguons maintenant deux cas :

elecasour ¢ |k*|; on a alors B(a,r) = B°(a,r), et I'on déduit de
que B(k) est de valence 2 en £

e le cas ol r € |k*|; ensemble O(a,r) (défini au est en bijection
canonique avec Er, et donc en bijection (non canonique en général) avec El. Ceci
entraine, en vertu de que la valence de (k) en £ est égale au cardinal
de Pl (k‘l)

(3.4.15) Un cas particulier important : celui d’un corps local.

Supposons que k est local, c’est-a-dire que |k*| est libre de rang 1, et que k
est fini; soit ¢ le cardinal de ce dernier.

(3.4.15.1) Comme |k*| est libre de rang 1, il n’existe pas de chaine évanescente
de boules fermées de k; par conséquent, ‘B(k) est la réunion de P(k) et de
I’ensemble des points de la forme 7, , avec a € k et r > 0 (3.4.14.1)).

(3.4.15.2) Tout point de P!(k) est un point unibranche de (k) ([3.4.14.2).

Comme par ailleurs P!(k) est compact (puisque k est local), il s’ensuit
que P(k) — P(k) est un sous-arbre ouvert de (k).

Soit £ € P(k)—PL(k); il ’écrit 7, pour un certain a € k et un certain r > 0.
D’apres la valence de (P(k),&) vaut 2 si r ¢ |k*|, et ¢ + 1 sinon;
compte-tenu du fait que |£*| est libre de rang 1, ceci entraine que P (k) — P (k)
est un arbre localement fini, dont les sommets sont exactement les points de la
forme 14, avec a € k et r € |k*|, et sont tous de valence g + 1.
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(3.4.15.3) Remarque. On déduit de sa construction que (k) — PL(k)
s’identifie a ’arbre de Bruhat-Tits de GLa(k).

La courbe PX* s’identifie & I’arbre ‘43(131)

ke
(3.4.16) Nous allons montrer que le compact ‘13(@) de P;Afn est égal a IP’%’;H
tout entier. Pour cela, donnons-nous un point = de Pllc/’;n; nous allons vérifier
qu’il appartient a I'image de t. C’est évident si x = co; on suppose maintenant

que T € All?’an. Soit F' I’ensemble des majorants de x dans A%’;m qui sont de la

a

forme g, avec a € k% et r > 0.

Soient y et z deux éléments de F'; écrivons y = 1, €t 2 = 1, 5. Par définition
de F, le point = appartient & l'intersection des boules D(a,r) et D(b, s), laquelle
est en conséquence non vide; il s’ensuit que ces deux boules sont comparables
pour I'inclusion, ce qui implique que y et z sont comparables. L’ensemble F' est
donc une chaine, qui contient par ailleurs 7, pour tout r > |T'(x)|.

11 s’ensuit que F' = t(G) pour une certaine chaine saturée G de R(k). Soit
la borne inférieure de G ; nous allons montrer que z = t(xg), ce qui permettra
de conclure. Par définition de t, on a t(xg) = ing t(t) = inlfmy; il s’agit donc de

te ye

s’assurer que z = inf y.
yeF

Soit a € k; posons r = |T'(z) —al. On a x € D(a, ) ; autrement dit, 7, € F.
Comme |(T'—a)(7q,)] =7, 0n a inlfs (T—a)(y)| < r=|(T—a)(x)|. La définition
ye

de F assurant par ailleurs que |(T — a)(x)| < inlf: (T — a)(y)], il vient
ye

(T = a)(x) = inf |(T —a)(y)l.
yeF
Ceci vaut pour tout a € k. Le corps ke étant algébriquement clos, une semi-
norme multiplicative sur k[T est entierement déterminée par ses valeurs sur
les polyndmes de la forme T'— a avec a € k¢ il s’ensuit que z = in}i Y, ce qui
ye

acheéve la démonstration.

(3.4.17) Ainsi, IP%’;H est un arbre compact. Les faits suivants résultent

de3.4.14

(3.4.17.1) L’arbre ]P%’;”ﬂ est la réunion de P! (@), de I'ensemble des points de
la forme 0, , avec a € k% et r > 0, et de t(:l(@) - N(ﬁ)), lequel s’identifie a
I’ensemble des classes d’équivalence de chalnes évanescentes de boules fermées

de k2. Cet ensemble est vide si et seulement si k% est sphériquement complet,
ou encore si et seulement si il n’admet pas d’extension immédiate stricte.

(3.4.17.2) Sixz e P! (@) ou si x appartient a t(:l(@) - N(ﬁ)) alors z est un

point unibranche de ]P’%? B

E,\an
—~ ka

vaut 2 si r ¢ |(k2)*], et est sinon infinie et plus précisément égale au cardinal

de PL(k%).

(3.4.17.3) Si z est de la forme 7, avec r > 0 alors la valence de P-2" en z
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(3.4.18) Soit « un point de ]P’ o

(3.4.18.1) Supposons que = € Pl(k“); le point z est alors de type 1.

(3.4.18.2) Supposons que T = 1), avec a € kaetre |(EE)X |. Le point x est
alors de type 2 sir € |@X |, et de type 3 sinon 1 et sq.).

(3.4.18.3) Supposons que x € t(:l(ﬁ) - N(EE)) Nous allons montrer qu'il est
de type 4, en excluant les trois autres cas. Le point x n’est pas rigide puisqu’il
n’appartient pas a Pl(@). Il ne peut pas non plus étre de type 2 ou 3. Pour le
voir, on raisonne par ’absurde en supposant donc que c’est le cas. Le degré de

transcendance de . (x) sur (k®) est alors égal & 1. Comme k@ est algébriquement
clos, k2(T)* est engendré par les monoémes (T'—a) ol a parcourt k2, et il existe

des lors un élément a dans k% tel que (T — a)(z) soit transcendant sur k%, ce

qui signifie que = est égal & g, (7—a)(x)| (2-2.46.5) et débouche ainsi sur une
contradiction.

(3.4.19) Nous allons maintenant donner une description des bases de voisinages
des points de ]P’llcf’aan, selon leur type; elle se fonde sur les résultats établis

aux |1.2.12] et sq. Soit donc x un point de ]P’E’Ean.

(3.4.19.1) Supposons que x est de type 1 ou 4; il possede alors une base de

voisinages de la forme D°(a,r) avec a € ket r >0 l) Notons une

conséquence de ce fait : Uintersection N De(a,r) = {x} (était a
(a,r), zeDe(a,r)
priori évident pour les points de type 1, mais pas pour ceux de type 4).

(3.4.19. 2) Supposons que z est de type 2, c’est-a-dire de la forme 7, ,
avec a € k% et 1 € |(l<;“)x| 1l possede alors l) une base de voisinages de

la forme D°(a, R) — [ D(a;,7;) ot R > r, ou I est fini, ou les r; sont strictement
i€l

inférieurs & 7, et ol les a; appartiennent a B(a,r) et sont tels que |a; —a;| =7

des que i # j.

(3.4.19.3) Supposons que z est de type 3, c’est-a-dire de la forme 74,

avec a € k® et r ¢ |(25)X |. 11 possede alors (|1.2.12.2)) une base de voisinages de
la forme D°(a, R) — D(a,s) ot R >r et ol s < 7.

1 . .
L’arbre ]P’k’an et certains de ses sous-arbres finis

(3.4.20) La courbe ]P’%’;n est un arbre compact d’apres [3.4.16[; comme P, est

homéomorphe & P%’;n /G, c’est également un arbre compact, dont ’arbre (k)
est un sous-arbre compact.

(3.4.21) Soient a et b deux éléments de k, que I'on voit comme appartenant
a Py™ (ils s'identifient respectivement & 7,0 et 7). Il résulte de et sq.
que lintervalle [a; b] est égal a

{na,r}0<r<|b—a|| U {nb,r}0<r§|b—a| )

et que 'intervalle [a; 0o[ est égal & {14 » Fo<r< 400, avec la convention 7q, 4o = 00.
En particulier, [0; 00] = {1, }o<r<too-
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(3.4.22) En tant que sous-arbre compact et non vide de Pi’an, I'intervalle [0; 0o]
en est un sous-arbre admissible.

(3.4.22.1) Comme |T'(n,)| = r pour tout r, la restriction de |T'| & [0; o] coincide
avec (la restriction de) la fonction rayon p; c’est en particulier une fonction
strictement croissante.

(3.4.22.2) Nous allons démontrer que |T| est localement constante en dehors
1,an

de [0; o0] et que la rétraction canonique 7 : P,'*" — [0; oo] est égale & 2 +— 1j7(q))|-

Soit # € Py™. Six = 0 ou x = oo alors p(z) = = = N7 ()| 5
supposons maintenant que = ¢ {0,00}. Soit L une extension compléte de k
telle que = possede un antécédent L-rationnel sur IP’IL’M’7 correspondant a un
élément A de L*. Posons r = |T'(z)| = |A|. L'intervalle I := [X;nar 1] est égal
a{nxertoce<r, et [T est égale & r identiquement sur I. L’image J de I sur Pi’an
est une partie connexe contenant x et 7., et sur laquelle |T'| = r identiquement.
Il s’ensuit que J N [0; 00] = {n,}, ce qui entraine que 7 (z) = 7.

Supposons que x n’appartienne pas a [0, 00] et soit U sa composante connexe
dans Py \ [0;00]. On a alors 7(y) = m(z) pour tout y € U; compte-tenu de
ce qui précede, il vient |T(y)| = |T(x)|. Par conséquent, |T| est localement
constante en dehors de [0; 0o].

(3.4.22.3) Soit a € k. Il résulte immédiatement des définitions que
I’automorphisme de translation par a de ]P’,lﬂ’aLn induit un homéomorphisme
de PB(k) sur lui-méme qui préserve p. On en déduit, au vu de ce qui précede, les
faits suivants :

e la restriction de |T' — a|] & [a;00] coincide avec p, et est en particulier
strictement croissante;

e la fonction |T" — a| est localement constante en dehors de [a;00] et la
rétraction canonique de I[D,lc’an sur [a; oo] est égale & = — 7q |(T—a)(2)|-

(3.4.23) Soit f € k(T) une fraction rationnelle non nulle et scindée, c’est-
a-dire quotient de deux polynoémes scindés premiers entre eux. On note E
I’ensemble des zéros et poles de f; pour tout a € E, on note m, la multiplicité
correspondante, qui appartient & Z \ {0}.

(3.4.23.1) Soit I' la réunion des [a;00] pour a € E. Comme la fonction f

s’écrit A [] (T — a)™= pour un certain A € k*, on déduit du [3.4.22.3] ci-dessus
ackE

que | f| est localement constante en dehors de T

(3.4.23.2) Soit IV ’'ensemble des points de valence 2 de I’arbre fini T, et soit I
un intervalle ouvert non vide de I'. Par construction de I', 'intervalle I est de
la forme |1, ,;Mq,r[ O a € E et o1 0 < 7 < R < +00. De plus, si b € E on est
nécessairement dans l'un des deux cas suivants :

o [b;00] D]Nar;Nar]; C'est le cas si et seulement si b < 1,,., S0it encore si et
seulement si [(T — a)(b)| < r, c’est-a-dire enfin si et seulement si b appartient &
la boule fermée B(a,r) du corps k.

o [b; 00]N|Na,r; Na,r[= @; c'est le cas si et seulement si b n’est majoré par
aucun 17, s pour s < R, soit encore si et seulement si |(T' — a)(b)| > R, c’est-a-
dire enfin si et seulement si b n’appartient pas a la boule ouverte B°(a, R) du
corps k.
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Il s’ensuit, en vertu de|3.4.22.3] que la restriction de |f| & |14, 7a,r[ coincide

mp
avec pbeEmB(a,r)

(3.4.23.3) Pour tout a € FE, on note P, l'ensemble des réels r > 0 tels

que > myp = 0. On note E’ ’ensemble des a € E tels que P, soit non
be ENB(a,r)

vide, et E” 'ensemble E \ E'. Si a € E’ on désigne par A(a) la borne inférieure

de P,; si a € E” on pose \(a) = +o0.

Soit @ € E’, et soit r € P,; notons que comme m, est non nulle,
la boule B(a,r) contient au moins un élément de E distinct de a. Si l'on

ose rg = ma. a — b| alors myp = 0. Il s’ensuit que A(a
p 0 bEB(aw)F}]{E,b;ﬁa' | ZbeB(a,ro)mE b q ( )

est de la forme |a — b| pour un certain b € E \ {a} et qu’il appartient & P,.

(3.4.23.4) Convenons de dire qu'une boule fermée C de k est adaptée a f sielle
est de la forme B(a, A(a)) pour un certain a € E’. Si c’est le cas, on dira qu'un
tel a est un centre admissible de C. Notons que comme A(a) € |k*| il coincide
avec le diametre de C (et ne dépend en particulier pas du centre admissible a
considéré).

(3.4.23.5) Soit C une boule fermé de k adaptée a f et soit r son diametre. On
note I'c la réunion des [a; 7, ] ol a parcourt 'ensemble des centres admissibles
de C. Par construction, I'c est un sous-arbre fermé et non vide de I', contenu
dans D(a,r) pour tout centre admissible a de C.

Soit D une boule fermée de k adaptée a f et distincte de C. Nous allons
montrer que I'c NT'p = @. Soit s le diametre de D, soit ¢ un centre admissible
de C et soit d un centre admissible de D.

Supposons que |c¢ — d| > max(r,s). On a alors D(c,r) ND(d,s) = &, et a
fortiori, Tc NTp = @.

Supposons que |c — d| < max(r,s). On a alors une relation d’inclusion non
triviale entre C' et D, disons par exemple C' C D. Comme C et D sont par
hypothese distinctes, 'inclusion est stricte, ce qui entraine que r < s. Supposons
que I'c NT'p soit non vide. La réunion de ces deux sous-arbres de ]P’,lc’an est alors
un arbre, et on a en particulier [¢;n.s] C I'c UT'p. Comme I'c C D(e,r), on
a }nc,r; nc,s] - I—‘D-

Comme I'p est la réunion finie des [a;7,,s] ol a parcourt I'ensemble des
centres admissibles de D, il existe un tel a tel que |ner;nes] C [a;7a4,s]; par
compacité, ce dernier intervalle contient aussi 7 . Ceci entraine que 7., = 1q,r,
ou encore que |c — a| < r; puisque ¢ est un centre admissible de C, on a

0= Z Mo = Z Ma,

a€B(c,r)NE a€B(a,r)NE

ce qui contredit le fait que a est un centre admissible de la boule D, dont le
diametre s = A(a) est > r.

(3.4.23.6) Omn note 'y, la réunion des [a; oo] = [a, A(a)] pour a parcourant E” ;
) l,an /. .
c’est un sous-arbre connexe de P,>*" (éventuellement vide).

Soit C' une boule fermée de k adaptée a f et soit r son diametre.
L’intersection I'o, N I'c est vide. En effet, supposons qu’elle ne le soit pas. Il
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existe alors un centre admissible ¢ de C' et un élément a de E” tel que [¢; e, r]
rencontre [a;00]. Il existe donc s < 7 tel que 1ys = 7Nes; on a a fortiori
Na,r = Ne,r; €0 conséquence, B(a,r) = B(c,r). Mais ¢ est un centre admissible
de C, d’ot les égalités 0 = ZaED(c,r)ﬂE Me = ZaeD(a,r)ﬁE Mg, ce qui contredit
I’appartenance de a & E”.

(3.4.23.7) Notons I'y la réunion des [a;7,,x()] Ol @ parcourt E. C’est un sous-
graphe compact de I'. Par ce qui précede, on peut ’écrire comme la réunion
disjointe de I's, et des I'c ou C parcourt ’ensemble des boules fermées de k
adaptées a f ; ses composantes connexes sont exactement les I'c ainsi que I'w si
celui-ci est non vide ; notons que par construction, aucune d’elles n’est réduite
a un point.

Soit I un intervalle ouvert non vide contenu dans I'. D’apres [3.4.23.2
I est de la forme |ng,;7nq,r[ avec a € E, et la restriction de |f| & I est

M

égale a pe€fnB@n Nous allons montrer que les assertions suivantes sont
équivalentes :

1) la restriction de |f| & I est constante;

2) Z moz:O;

acENB(a,r)
3)INTy = 0;
H)I¢Ty

Il est clair que 1) <= 2). Supposons maintenant que 2) est vraie et
soit b appartenant & E. Supposons que [b;oo] rencontre I. Dans ce cas, il le
contient (car I C I'); par compacité, il contient 7, .. Il vient alors 74, = 1 1,
puis B(a,r) = B(b,r). En conséquence, > mg =0, et donc A(b) < 7.

acENB(b,r)
Il s’ensuit que [b; 7y Ap)] ne rencontre pas I =y ,;m, r[. Ceci valant pour
tout b € E, on a bien I NT'y = 0, et 3) est vraie.

L’implication 3)=-4) est évidente. Supposons enfin que 4) soit vraie et
soit b appartenant a E N B(a,r). Comme I ¢ I'y, lintervalle [b;m, )] ne
contient pas I =|np ;M. r[ Il s’ensuit trivialement que A(b) < R. Mais on a
méme A(b) < 7. En effet, supposons A\(b) = s avec r < s < R. Cela signifie

que > me = 0, et que > mq # 0. Il existe donc un élément «
acENB(b,s) acENBe(b,s)
de E tel que |b — o] = s. L’arbre T contient |my, 7 r[ €t [0 Na,s] = [0 M5,

dont l'intersection est {n s }. Le point 7, s est donc de valence au moins 3 sur T',
contredisant le choix de I. On a bien finalement A(b) < 7.

Ceci entraine que b € E’, et que B(b,A(b)) C B(a,r). Ainsi, E N B(a,r)
est contenu dans une réunion (nécessairement disjointe) de boules adaptées a f

et elles-mémes incluse dans B(a,r). Il s’ensuit que > meq = 0, ce qui
a€FENB(a,r)
montre 2) et achéve la preuve de I'équivalence souhaitée.

(3.4.23.8) Soit U ouvert de P\ E formé des points au voisinage desquels | f|
est constante. Nous allons montrer que U est le complémentaire de I'y, par
double inclusion.

L’ouvert U ne rencontre pas I'y. Soit & € I'y et soit V' un voisinage ouvert
de z. Comme z n’est pas un point isolé de I'y, I'ouvert V' contient un intervalle
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ouvert I aboutissant & x. Quitte & restreindre I, on peut supposer qu’il est
contenu dans I'". Puisque I C I'y, il résulte de que la restriction de |f|
a I est de la forme p™ pour un certain m non nul. En conséquence, |f|jy n’est
pas constante, et x ¢ U.

La fonction |f]| est localement constante en dehors de I'y. Soit © € P,lc’an\I‘f.
Siz ¢ T alors | f| est constante au voisinage de z (3.4.23.1)).

Supposons que z € I'. Par compacité de I'y, il existe un voisinage ouvert A
de z dans I' qui ne rencontre pas I'y. Quitte a le restreindre, on peut supposer
que A\ {z} est une réunion finie d’intervalles ouverts contenus dans I"” et
aboutissant & x. Il résulte de que |f] est constante sur chacun de ces
intervalles ouverts; par continuité, elle est constante de valeur |f(z)| sur A.

Soit r la rétraction canonique de Py sur T'. L'ouvert r~'(A) est un
voisinage de  dans Py™ \ E. La fonction |f| est comme on I’a vu plus haut
localement constante sur 7~1(A)\ A. Par ailleurs, soit y € r~1(A) \ A et soit V
la composante connexe de y dans y € r~1(A) \ A. Par définition, r(y) est le
seul point de JV. La valeur constante de |f| sur V' est donc égale a |f(r(y))|,
c’est-a-dire & |f(x)| puisque r(y) € A. Ainsi, |f| est constante de valeur |f(z)|
sur r~1(A).

(3.4.24) On désigne maintenant par f une fonction non nulle quelconque
de k(T).

(3.4.24.1) La fonction f est scindée dans @(T) D’apres et sq.,
I'ouvert U de ]P’lf’;n formé des points au voisinage desquels f est définie, inversible
et de norme constante est le complémentaire d’un sous-arbre fini, non vide et
non singleton I, = de IP%’;H ; si I désigne un intervalle ouvert non vide de I';
constitué de points de valence 2 de ce dernier, la restriction de |f| & I est
de la forme pY pour un certain entier relatif non nul N ; en particulier, cette
restriction est strictement monotone. Il résulte de sa définition que U est stable
sous G, et il en va évidemment de méme de T" =2
(3.4.24.2) La fonction f est définie et inversible sur U/G, et | f| y est localement
constante car la projection ]P’%f R Pi’an ~ IP’%’;H /G est ouverte. Par ailleurs, le
quotient Ff’k/;/G est un arbre, et Pf,EE — I‘f,kf;/G est injective par morceaux
(th. . On en déduit que Ff’ﬁ/G n’est pas réduit a un singleton, et qu’il

existe un sous-ensemble fini S de T’ Y= /G tel que pour tout intervalle ouvert

non vide I contenu dans (I', = /G) \ S, la restriction de |f| & I soit strictement

monotone.

e

En conséquence, U/G est exactement Iensemble des points en lesquels f

est définie et au voisinage desquels |f| est constante. Si f est scindée, T’ = /G
coincide donc avec 'arbre T'y défini au [3.4.23.7); on peut par conséquent sans
risque d’ambiguité poser en général I'y =T Iy /G. Nous dirons que I'y est l’arbre
de variation de f.
(3.4.24.3) FEzemple : le cas d’un polyndme. Supposons que f € k[T], et soit E
Pensemble de ses racines dans k9. Pour tout a € F et tout r > 0, la boule
fermée de k? de centre a et de rayon r ne contient aucun poéle de f. Il s’ensuit
que A(a) = +oo, que Parbre I'; 7= est la réunion des [a; 0] pour a € E, et
que |f| est strictement croissante sur [a; oo} pour tout a € E.



192 Géométrie analytique

Soit @ € FE et soit « son image sur ]P’,lﬁ’an; c’est le point rigide défini par

Pannulation du polynéme minimal de a sur k. Il résulte de [1.9.16.2| (appliqué
) N 1,an < .

en prenant pour X l’arbre a un bout Ag; , avec w = 00) que la fleche quotient

1 Lan . o . . .
lP’E’;an — P,*" induit un homéomorphisme entre [a; 00| et [a; 0o].

Soit F' I’ensemble des points rigides de P,lc’an en lesquels f s’annule. Il résulte

de ce qui précede que T'y est égal & (J,cp[o; 0], et que [f| est strictement
croissante sur [a; oo] pour tout o € E.

3.5 Toute courbe analytique est un graphe

Courbes analytiques : allure globale

(3.5.1) Théoreme. Toute courbe analytique est un graphe.

Démonstration. Soit X une courbe k-analytique. Comme X est topologique-
ment le quotient de X7 par l'action de Galois il suffit, pour montrer que X est
un graphe, de s’assurer que X en est un; on peut par conséquent supposer k
algébriquement clos. On sait que X est localement compact et localement
connexe par arcs; il suffit donc de vérifier localement que X est un graphe.

Comme X est bon, on se ramene au cas ou X est affinoide. 11 suffit, en vertu
de la proposition [1.9:22] de démontrer que le normalisé de X est un graphe;
autrement dit, on peut supposer que X est normal.

Comme k est algébriquement clos, X est quasi-lisse. Chacun de ses points
possede donc un voisinage isomorphe & un domaine affinoide de ’analytification
d’une k-courbe projective, irréductible et lisse ; on peut des lors faire ’hypothese
que X est un domaine affinoide de Z™®", pour une certaine k-courbe algébrique,
projective, irréductible et lisse 2. Le complémentaire de X dans 22" est une
réunion de composantes connexes de 2"\ 9X ; comme 90X est fini (c’est le
bord de Shilov de X), il suffit de démontrer que £®® est un graphe.

Il existe un morphisme fini et plat de 2" vers P}, ; soit % le normalisé¢ de 2~
dans une cléture normale de Uextension k(T") C k(") induite par ce morphisme.
Si G désigne le groupe de Galois de cette cloture normale, et si H est le sous-
groupe de G correspondant a x(2"), on dispose d’homéomorphismes

Py~ @G et 27~ 0 /H,

Nous avons vu auci—dessus que ’espace topologique }P’,lc’an est un arbre.
Soit £ un entier strictement supérieur a 1 et inversible dans k. Tout revétement
topologique de Z*" pouvant étre vu comme un revétement étale de cet espace, il
résulte de GAGA et de la finitude du groupe H' (%, Z/(Z) que H*( top Z/UZ)
est fini. Le théoréme assure alors que #2" est un graphe; il s’ensuit, en
vertu du théoréme que Z?" est un graphe. O

(3.5.2) Proposition. Soit X une courbe k-analytique et soit x € X[.
L’ensemble br(X, ) est fini, et son cardinal est égal au nombre d’antécédents
de x sur le normalisé de X .
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Démonstration. Soit X’ la normalisée de X, soit ¢ : X' — X la fleche
canonique et soient x1,...,x, les antécédents de z sur X’. Il existe un voisinage
affinoide V' de x dans X possédant les propriétés suivantes :

e V est un arbre et 'espace Vieq \ {2} est normal;

e p 1 (V)estdelaforme ][] V;olV;estpourtout i un voisinage affinoide
1<igr
de x; qui est un arbre.

Il résulte des hypotheses faites sur V que [] (V;\{z:}) — V \ {z} est
bijective; étant par ailleurs finie et de ce fait compacte, cette fleche est
un homéomorphisme. Il s’ensuit que m(V \ {x}) est en bijection naturelle
avec [ [, mo(Vi \ {z:}); par conséquent, I'application canonique

H br(X', z;) — br(X, z)

est bijective.

Cela permet de se ramener au cas ol la courbe X est normale ; il s’agit alors
de prouver que br(X, x) est un singleton. Soit F' le complété de la cloture parfaite
de k et soit Z la normalisée de Xr. La fleche Xp — X est un homéomorphisme.
Soit V' un ouvert connexe non vide de Xy ; il est de la forme Up, ou U est un
ouvert connexe et non vide de X. Comme X est normale, U est irréductible; il
s’ensuit que V' = Up est irréductible ; par conséquent, I'image réciproque W de V'
sur Z, qui s’identifie a la normalisée de V', est connexe. Ceci valant pour tout
ouvert connexe et non vide V de X, la fleche Z — X est un homéomorphisme;;
on peut donc, pour établir notre assertion, remplacer X par Z, c’est-a-dire
finalement supposer X normale et k parfait ; la courbe X est alors quasi-lisse.
Le corps . (x) = k() est une extension finie séparable de k, qui se plonge
dans I’anneau local hensélien Ox , ; on peut donc, quitte a restreindre X et a
remplacer k par 52 (x), supposer que x est un k-point ; étant lisse, il possede un
voisinage qui est un disque, et est de ce fait unibranche. (O

Morphismes finis et plats entre courbes analytiques : le
degré d’une branche sur son image

(3.5.3) Soit X une courbe k-analytique; c’est un graphe (th. ce qui
autorise a parler de ses branches . SiY — X est un morphisme compact
entre courbes k-analytiques (e.g. ¢ est fini, ou ¢ identifie Y & un domaine
analytique fermé de X), si y € Y, si x désigne son image sur X et si o~ 1(x)
est fini, on dispose d’une application naturelle br(Y,y) — br(X,z) (L.7.2).
On vérifie immédiatement que la fleche br(Y,y) — br(X, z) reste bien définie
lorsque (Y, y) — (X, z) est un morphisme de germes de courbes k-analytiques &
fibre finie.

(3.5.4) Soit ¢ : Y — X un morphisme fini et plat entre courbes k-analytiques;
soit x € X ; soit a une branche de X issue de z.

(3.5.4.1) Si d désigne le degré de ¢ au-dessus de x et si U est un voisinage
ouvert de x dans X qui est un arbre, le cardinal de toute fibre de ¢ en un
point de U est majoré par d; il s’ensuit que pour tout ouvert connexe V de U



194 Géométrie analytique

le cardinal de mo(p~1(V)) est majoré par d; par conséquent, ¢~ !(a) est fini de
cardinal au plus égal a d.

(3.5.4.2) Soit b € ¢~ !(a); soit U un voisinage ouvert de x dans X qui est un
arbre et qui est tel que ¢ ~(U) soit une réunion disjointe d’arbres et sépare les
antécédents de x. Soit W la composante connexe de ¢~ *(a(U)) qui correspond
a b. Le morphisme V — a(U) est fini et plat, et son degré ne dépend pas du
choiz de U : on le déduit du fait que si U’ est un voisinage ouvert connexe de x
dans U, alors la composante connexe de ¢~ (a(U’)) qui correspond & b n’est
autre que W x4y a(U’). Ce degré est appelé degré de b au-dessus de a et est
noté deg (b — a).

(3.5.4.3) Soit y un antécédent de z. On a

deg? p = deg (¢~ ' (U)y — U) = deg (¢~ "(U)y xv a(U) = a(UV))

= Z deg (W — a(U))

Wemo(f~1(a(U))),WCe~1(U)y

= Z deg (b — a).

bebr(Y,y)Ne " (a)
L’exemple des fonctions non constantes

(3.5.5) Soit ¢ : Y — X un morphisme entre espaces k-analytiques ; supposons
que Y est de dimension finie d. Pour tout x € X, la dimension de ¢ ~1(x) est au
plus d (on peut le vérifier apres extension des scalaires, et donc supposer x rigide,
auquel cas o~ 1(z) est un fermé de Zariski de Y, d’out I'assertion) ; la dimension
de ¢ en tout point de Y est donc majorée par d, et le lieu Z des points ou
elle vaut d est par conséquent un fermé de Zariski de Y. Il est purement de
dimension d. En effet, il s’agit de vérifier que si z € Z alors dim, Z = d; on
peut s’en assurer apres extension des scalaires, et donc supposer z rigide ; dans
ce cas, la fibre o1 (p(2)) est un fermé de Zariski de Y, qui posseéde par définition
de Z une composante irréductible T' de dimension d passant par z; mais I’'on a
alors clairement T' C Z et donc dim, Z = d, d’ou notre assertion.

(3.5.6) Lemme. Soit d un entier et soit ¢ : Y — X un morphisme entre
espaces k-analytiques ; supposons Y purement de dimension d. Soit {Y;}ier
l’ensemble des composantes irréductibles de Y, et soit J le sous-ensemble de I
formé des indices i tels que py, soit constante. Le lieu Z des points de Y en
lesquels ¢ est de dimension d est alors égal a | J;c; Yi.

Démonstration. Soit i € J. Comme |y, est constante, p(Y;) est égal a {x}
pour un certain point rigide  de X. L’inclusion Y; C ¢~ !(z) implique que
la dimension de ¢ en tout point de Y; est minorée par d, et donc égale a d
puisque dim Y = d; par conséquent, | J,.;Y; C Z.

Montrons maintenant l’inclusion réciproque. Comme Z est purement de
dimension d , il est réunion de composantes irréductibles de Y ; il suffit

des lors de s’assurer que si ¢ € I est tel que Y; C Z alors ¢ € J.
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Soit 7 tel que Y; C Z. Choisissons un polyrayon k-libre r tel que Y — [ Yjr
J#i
ait un point k.-rigide y ; 'image de y sur X, est un point k,-rigide = ; comme @, :
Y; — X, est de dimension d en tout point de Y; , la fibre <p;1(:c) est un fermé
de Zariski de Y; qui contient y et est de dimension d en celui-ci; puisque Y »
est la seule composante irréductible de Y, qui contienne y, on a Y; » C ¢, () ;
autrement dit, op(Y;,) = {z}.

Si t désigne I'image de = sur X alors ¢(Y;) = {t}; nous allons montrer que ¢
est rigide, ce qui prouvera que ¢y, est constante et achévera la démonstration.
Si z est un antécédent de t sur X,, la fibre de Y;, en z est non vide; par
conséquent, z = z. Il s’ensuit que . (A (t)@yky) est réduit & un point; par
conséquent, r est JZ(t)-libre et le corps J#(x) s’identifie alors & 5 (t),. Par
hypothese, J2(t), = F(x) est une kp-algébre de Banach finie; il en découle
que J£(t) est une k-algebre de Banach finie et le point ¢ est bien rigide. OJ

(3.5.7) Corollaire. Soit ¢ : Y — X un morphisme entre espaces k-
analytiques ; supposons Y purement de dimension d. Si x est un point non rigide
de X, la dimension de ¢~ '(z) est strictement inférieure a d.

Démonstration. Soit y un point de Y en lequel la dimension de ¢ est d. En
vertu du lemme [3.5.6] ci-dessus, y est situé sur une composante irréductible Y’
de Y telle que oy soit constante; par conséquent, ©(y) est rigide, et differe
donc de z. [J

(3.5.8) Si¢:Y — X est un morphisme entre espaces k-analytiques et si Y est
une courbe, le lemme |3.5.6| ci-dessus implique que les assertions suivantes sont
équivalentes :

a) ¢ est de dimension nulle en tout point de Y';
b) la restriction de ¢ & chacune des composantes irréductibles de Y est non
constante.

Remarquons que si ¢ satisfait ces deux propositions alors ¢ est fini en tout
point de Y en lequel il est intérieur, et en particulier en tout point de 'intérieur
analytique de Y.

(3.5.9) Soit Y une courbe k-affinoide et soit 7 1’algébre associée ; nous allons
montrer qu’il existe une fonction analytique f : Y — A,lc’an qui satisfait les
conditions équivalentes a) et b) du ci-dessus.

Il s’agit d’exhiber une fonction f € & dont la restriction a chacune des
composantes irréductibles de Y soit non constante. En raisonnant composante
connexe par composante connexe, on se ramene au cas ol Y est connexe et non
vide, et I'on distingue deux cas.

Le cas ou Y est irréductible. Comme dimy Y = 1, il existe une fonction f €
&/ qui n’est pas entiere sur k, et répond au probléme posé.

Le cas ot ’ensemble {Y;} des composantes irréductibles de Y comprend au
moins deux €éléments. On choisit alors pour tout ¢ une fonction f; dans </
dont la restriction a Y; est génériquement inversible, et dont le lieu des zéros
contient |J Yj; on pose f = > f;; la définition de f assure que pour tout

Ve
indice 14 laﬁestriction de f a'Y; est génériquement inversible, et qu’elle s’annule
au moins en un point (ceci parce que Y est connexe et posséde au moins deux
composantes irréductibles, ce qui garantit que Y; rencontre Y; pour au moins
un indice j # i) ; par conséquent, f répond la encore au probleme posé.
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(3.5.10) Soit ¢ : Y — X un morphisme entre courbes k-analytiques qui
satisfait les conditions équivalentes a) et b) du et soit y un point de Y
en lequel @ est intérieur. Le morphisme de germes (Y,y) — (X, z) est alors fini.
Si de plus X est normale en x et Y est réduite en y, alors (Y,y) — (X, x) est
plat. Pour le voir on peut, quitte & restreindre X et Y (opération qui préserve
visiblement la propriété a) ), supposer que X et Y sont toutes deux affinoides,
que Y est réduite, que X est normale et irréductible et que ¥ — X est fini.
Si Z est une composante irréductible de Y son image sur X est un fermé de
Zariski, nécessairement égal & X pour des raisons de dimension. Soit & (resp. %)
Palgebre des fonctions analytiques sur X (resp. V).

L’anneau &/ est integre, noethérien, normal et de dimension de Krull au plus
égale a 1. Le schéma £ est réduit, et chaque composante irréductible de Spec %
se surjecte sur Spec 7. Il s’ensuit que si f est un élément non nul de &7 alors f
n’est pas un diviseur de zéro dans £ ; par conséquent, & est o7-plat, ce qui
prouve notre assertion.

(3.5.11) Soit ¢ : Y — X un morphisme entre courbes k-analytiques, soit y € Y’
et soit z son image sur X ; on suppose que x n’est pas rigide. La dimension de ¢
en y est alors nulle d’apres le corollaire [3.5.7 On suppose de plus que ¢ est
intérieur en y, et que X est réduite en x.

(3.5.11.1) Le morphisme fini de germes (Y,y) — (X, z) est alors plat : en effet,
comme X est réduite et x non rigide, I'anneau local Ox , est un corps, et Oy,
est des lors un Ox ;-module plat.

(3.5.11.2) Supposons de plus que Y est réduite en y ; comme y n’est pas rigide,
I’anneau local Oy, est un corps; par conséquent, Y est normale en y, et X est
normale en x pour le méme motif. Il existe donc un voisinage affinoide connexe
et normal W de y dans Y, et un voisinage affinoide connexe et normal V de x
dans X, tels que ¢ induise un morphisme fini et plat W — V'; soient < et £
les algebres de fonctions respectives de V' et W ; elles sont integres, Spec & —
Spec &7 est fini et dominant, et y et x sont situés au-dessus des points génériques
respectifs de Spec % et Spec «.

Le dévissage de lextension x(Spec &) < k(Spec %) en ses parties
séparables et radicielles induit un dévissage analogue de Spec & — Spec &
au-dessus d’un ouvert non vide % de Spec & ; soit V’ un voisinage affinoide
connexe de x dans 2" et soit W' la composante connexe de y dans W xy V.
Par construction, W/ — V’ admet une factorisation W’ — Z - V' ou W' — Z
est fini, plat et radiciel, o Z est connexe et ot Z — V' est fini étale.

(3.5.12) Si ¢ : Y — X est un morphisme fini entre courbes k-analytiques et
si X est normale, alors ¢ est ouvert. En effet, comme la question est purement
topologique, on peut remplacer Y par Yieq et donc supposer que Y est réduite;;
mais en vertu du|3.5.10| ci-dessus, ¥ — X est alors plat, et partant ouvert.

3.6 Disques et couronnes déployés et virtuels
Disques et couronnes plongés

(3.6.1) Si I est un intervalle de R4 rencontrant RY, nous noterons D; le
domaine analytique de A,lc’an défini par la condition |T'| € I. Il résulte de|3.4.22
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que l'application r — 7, induit un homéomorphisme entre I et un intervalle
admissible n; de Dy, et que la rétraction canonique de D; vers n; est donnée
par la formule z — 77 (,)| ; en particulier, D; est connexe et non vide.

Si I est ouvert dans R alors n; = S(Dj), et le domaine D; est affinoide
si et seulement si I est compact. Comme A,lc’an est lisse, D; est quasi-lisse.
Sire Rf_ nous écrirons D, au lieu de Dy,y. Si L est une extension compléete
de k, nous utiliserons les notations Dy r,, D, 1, et 17 1, dans un sens évident. Pour
toute extension complete L de k, 'espace L-analytique Dy ; est connexe; par
conséquent, D est géométriquement connexe.

(3.6.2) Soit I un intervalle de Ry rencontrant R} et soit L une extension
complete de k. Il résulte des définitions que la fleche Dy ; — D; induit un
homéomorphisme 777, ~ 77, et que Dy — D; commute aux rétractions
canoniques de Dy, sur 7,1 et de Dy sur n;.

. . 1 s oy ~ . .
Par ailleurs, le point 7, = de Ak,’;n est par sa définition méme invariant sous
I’action de Galois ; il s’ensuit que si L est une extension presque algébrique de k,
I'image réciproque de ny sur D 1, est exactement 77 ..

(3.6.3) Si I est un intervalle de Ry rencontrant R, 'anneau k; des fonctions

analytiques sur D; s’identifie & la k-algebre des séries > a;T* telles que |a;|r*
i€Z

tende vers zéro lorsque |i| tend vers l'infini pour tout r € I\ {0} et telles

que a; = 0 pour tout ¢ < 0si0e€l.

(3.6.4) Soit r € R} et soit s > r. Nous allons décrire les bords de Shilov des
espaces k-affnoides kg1, k- et ki, ainsi que les annéloides résiduels de leurs
algebres de fonctions.

(3.6.4.1) Soit f = > a;T" une fonction analytique sur Dy, ; pour tout z

appartenant Dy, on a

|f(@)] < max |a;| - " = |f(n,)] ;
par conséquent, le bord de Shilov de Djg,,) est le singleton {7, }.

La (semi-) norme spectrale de I'algebre affinoide ki, est donc égale
a > a;T" — max|a;|r’. En vertu de [2.2.45.5| et par densité de k[T] dans k.,
il s’ensuit que 7 — T induit un isomorphisme E[r‘lr] =~ Koy

(3.6.4.2) Soit f = Y a;T® une fonction analytique sur D, ; pour tout x
appartenant .., on a

f(2)] < max|a;| -r* = |f ()] 5
par conséquent, le bord de Shilov de D,. est le singleton {7, }.

La (semi-) norme spectrale de lalgébre affinoide k. est donc égale
a > a;T" — max |a;|r'. En vertu de[2.2.45.6|et par densité de k[T, T~!] dans k.,
il s’ensuit que 7+ 7' induit un isomorphisme k[r=17,r7=1] ~ k,.

3.6.4.3) Soit f = a;T* une fonction analytique sur Dy,..; pour tout z
[r;s]
appartenant D), on a

|f(2)] < max{la;| -1, |as| - s'}i = max(|f(n)], 1f (0s)]) 5
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par conséquent, le bord de Shilov de Dj.4 est contenu dans {n,7s}.
Comme |[T'(n.)| < |T(ns)| et |[T~1(n.)| > |T~1(ns)|, ce bord de Shilov est en
fait exactement égal & la paire {n,,ns}.

La (semi-) norme spectrale de l'algebre affinoide k., est donc égale
a Yy aT" = max{|a|r’,|a;[s'}i. En vertu de [2.2.45.6 et et par densité
de k[T,T~!] dans Efris, il s’ensuit que 7 T,0 T=1 induit un

isomorphisme k;[ Lr so7 Y )oT ~ k[,,;s].

(3.6.5) Soit r € RY et soit f une fonction analytique non nulle sur D, ;
écrivons f =Y a;T", et notons & 'ensemble fini et non vide des indices j € Z
tels que |a;|r? = max |a;|r".

3

(8.6.5.1) Supposons que I'ensemble & soit un singleton {j} ; on a alors a; # 0
et f=a;T7(1+ u), ou u appartient & 'anneau Op, (D,)°* formé des fonctions
analytiques sur ID,. dont la norme est strictement majorée par 1 en tout point
de D, ; par conséquent, f est inversible.

(3.6.5.2) Réciproquement, supposons que f est inversible, et montrons que &
est un singleton. Le bord de Shilov de D, étant un singleton, la valeur absolue
de la f fonction inversible f est constante sur ;.. Il s’ensuit que f ne s’annule pas
sur ID) par_conséquent, f est un élément inversible de la k- algebre k Oron a
vu au que T est transcendant sur ket que k‘ = k:[T T~1. On en déduit
que fest de la forme @77 pour un certain a € k* et un certain j € Z; mais la
définition de la fleche g — ¢ assure alors que & = {j}.

(3.6.5.3) En général, le lieu des zéros de f sur D, est un ensemble fini de points
rigides. On peut donc écrire f = gh, ou g est une fonction ill\versible et ou h
est un polynome unitaire en 7" dont toutes les racines dans k% sont de valeur
absolue égale a r.

Si d est le degré de h alors d = max & —min &. Pour le voir, on peut étendre
les scalaires et donc supposer h de la forme [T(T— ) ot les ap sont des éléments
de k de valeur absolue égale a r. Ecrivons g=>_b;T"; comme g est inversible,
il résulte de 2| qu’il existe un unique indice j tel que |b;|r! = max |bi|ri;
un calcul immédiat montre alors que & contient j et j + d, et est contenu
dans {j,j+1,...,j+d}, d’ol notre assertion. Remarquons que celle-ci entraine
que k,./f est une k-algebre finie de dimension max & — min &

(3.6.6) Soit I un intervalle de Ry rencontrant R, et soit f = > a,7" un
élément de kj.

(3.6.6.1) Si0 ¢ I, il résulte de [3.6.5.1] et de [3.6.5.2| que f est inversible si et
seulement si pour tout 7 € I il existe un unique entier j(r) tel que

|aj(r)|rj(r) = max |ai|ri.

Si c’est le cas, la fonction 7 — j(r) est localement constante, et partant constante
sur I. Il s’ensuit que f est inversible si et seulement si il existe un entier j
(nécessairement unique) tel que |a;|r? > max|a;|r’ pour tout i # j et pour
tout r € 1.

(3.6.6.2) Si 0 € I, il résulte du[3.6.6.1 que f est inversible si et seulement si
les deux conditions suivantes sont satisfaites :
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i) ap = f(0) # 0; , ,
ii) il existe un entier j (nécessairement unique) tel que |a;|r? > |a;|r* pour
tout r € I'\ {0} et pour tout ¢ # j.

L’unique entier j de la condition ii) ne peut, compte-tenu de i), étre égal
qua 0. Par conséquent, f est inversible si et seulement si ag # 0 et |a;|r® < |ao]
pour tout r € I et tout ¢ > 0; si c’est le cas, la norme de f est identiquement
égale & |ap| sur Dy.

(3.6.7) Soit I un intervalle de Ry rencontrant R. Il découle du ci-
dessus que si 0 € I et si f est une fonction inversible sur Dy, il existe un
scalaire a # 0 tel que |f — a| < |a| en tout point de Dy ; cette propriété est prise
en défaut si 0 ¢ I, la fonction T' constituant un contre-exemple. Il s’ensuit que
si I et J sont deux intervalles de R rencontrant R} et si Dy ~ D alors I et J
ou bien contiennent tous deux 0 ou bien sont tous deux contenus dans R7.

(3.6.8) Soit I un intervalle de Ry rencontrant R, et soit f = > a; 7" un
élément de k;. On note ¢ le morphisme D; — A,lc’an induit par f. On suppose
qu’il existe un entier j € Z (nécessairement unique) tel que |a;|r? > |a;|r® pour
tout r € I\ {0} et tout i # j; cela équivaut & dire, en vertu de que f
ne s’annule pas sauf peut-étre a lorigine si 0 € I'; nous dirons que a;T7 est
le monéme strictement dominant de f. On note A l'application de Ry dans
lui-méme qui envoie 7 sur |a;|rs.

Si 0 € I, notre hypothese force j a étre égal a la valuation T-adique de la
série f de k; C Ek[[T]]. On peut donc écrire dans tous les cas (que 0 appartienne
ou non & I) la fonction f comme un produit a;77(1 4+ u) ol u est une fonction
analytique sur D; telle que |u(z)| < 1 pour tout z € Dy.

Notons deux conséquences de cette égalité : si y € Dy et si x = (y)

alors |T(z)| = |a;| - |[T(y))? = A(T(y)|), et I'élément f(y) de H#(y) est égal

a a;(T(y)) .

On suppose de plus que j # 0. L’application continue A induit alors un
homéomorphisme de I sur un intervalle J de Ry, et 'on peut voir ¢, ce que
nous faisons a partir de maintenant, comme un morphisme de D; vers D;.
Nous allons montrer : que ¢ est fini et plat de degré |j|; que ¢ ~t(ns) = nr;
que ©(n,) = N pour tout r € I'; et que J(n,.)/(0(n,)) est sans défaut
pour tout r € I.

(3.6.8.1) Le morphisme ¢ est compact. Cela résulte du fait que si J' est un
intervalle compact contenu dans J alors o1 (D) = Dp-1077)-

(3.6.8.2) Le morphisme ¢ est sans bord. Soit y € Dy; posons r = |T(y)|
et x = p(y). Sir =0 ou si r n’est pas une extrémité de I, alors y appartient &
Iintérieur analytique de Dy et ¢ est par conséquent intérieur en y.

Supposons maintenant que r soit non nul et soit une extrémité de I. Quitte
& composer a la source par I’isomorphisme D;—1 ~ D; donné par T — T~!, on
peut supposer que 7 est le plus grand élément de I ; quitte & composer au but par
'isomorphisme D ~ D ;-1 donné par T — T, on peut supposer que j > 0.

Comme (D7, y) est le domaine analytique du germe sans bord (A,lc’an, y) défini

—_~

par l'inégalité |T'| < r = |T(y)|, la réduction (Dy,y) est 'ouvert P%)/E{T(y)}.
Comme A(r) est le plus grand élément de J (puisqu’'on a supposé j > 0),
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—~—

on voit de méme que la réduction (D;,z) est l'ouvert Pﬁp( )/k{ (m)} Par

la forme méme de f, le plongement de J#(x) dans S(y) induit par ¢
envoie T( ) sur a; (T( ))J L’entier j étant strictement positif, l’image réciproque

de (D, 33) =P {T( )} sur P—— — est égale a P~ {T( )}, c’est-a-dire

Hy) [k
a (Dr,y); il s’ensuit que ¢ est intérieur en y.

(v)/k

(3.6.8.3) Description des fibres de ¢. Soit © € Djy; nous allons montrer
que ¢~ (z) est de la forme .Z (&) ot & est une k-algebre de Banach finie
de rang [j].

Prouvons-le tout d’abord lorsque x est k-rationnel. Il est alors donné par
une équation de la forme T = «, ot @ est un élément de k tel que |a| € J.
Posons » = A~!(a). La fibre ¢! (z) est le lieu des zéros de f — a.

Sia=0ona0eJetdonc 0 € I;'entier j est alors strictement positif et
la fonction f est, comme on ’a vu, égale & T7g oll g est une fonction inversible
sur D;. Il s’ensuit que la fibre ¢ =1(0) est, en tant qu’ensemble, égale & {0} ; en
tant qu’espace analytique, elle s’identifie par conséquent a .7 (kjo.s /T?g) pour
n’importe quel réel s de I\ {0}, et donc & .# (k[T]/T7), d’olt notre assertion.

Si a # 0 la fibre ¢~ !(z) est contenue dans D, et s’identifie des lors
a M (k./(f — «)). On peut écrire f —a = Y. b;T% ot b; = a; si i # 0
et bp = ap — a5 on a |bjlr? = |bo| = |a| et |bi|r* < |a| pour tout i ¢ {0,;}.
On déduit alors de que k. /(f — ) est une k-algebre de Banach finie de
rang |j|, ce qui prouve la encore notre assertion.

Supposons maintenant x quelconque. Il existe une extension complete L de k
telle que x ait un antécédent L-rationnel 2’ sur Dy 1. Il résulte de ce qui précede
que ;' (2) est compacte et de dimension nulle; la fibre ¢ ~!(x) hérite de ces
propriétés, ce qui revient & dire qu’elle est de la forme .# (/) ou & est une k-
algébre de Banach finie. On a dés lors ¢} ' (2) ~ .#(«/ ®j, L); comme le rang
du L-espace vectoriel & ®j, L est égal & |j| en vertu du cas particulier déja traité,
le rang du k-espace vectoriel & est égal a |j|, ce qui acheve la démonstration.

(3.6.8.4) Le morphisme @ est fini et plat de degré |j|. La fleche ¢ est compacte
et sans bord, c’est-a-dire propre; étant de surcroit a fibres finies, elle est finie

(3.2.2) ; comme D; est réduit et comme D est normal, ¢ est plate (3.5.10) ; on

déduit alors de 1’étude des fibres menée ci-dessus que deg ¢ = |j|.

(3.6.8.5) Image réciproque de 1y et étude de p(n,). Si 0 € J on a vu ci-
dessus que la fibre ¢=1(n9) = 7 1(0) est réduite & {0} = {no}; il découle des
égalités € (ng) = H(p(no)) = k que Pextension S (ng)/ 7 (p(no)) est triviale,
et en particulier sans défaut.

Soit maintenant r un élément de I\ {0}. Posons y = n, et * = ¢(y); on a
vu en début de e preuve que |T( ) =A(T(y)]) = A(r).

L’élément T( ) de A ( ) est transcendant sur k ; par conséquent, a;j(T(y))?

—

est transcendant sur k (I'entier j est non nul), ce qui implique que x = 7).

Le plongement H(x) — %( ) induit par ¢ envoie 7/’(\;) sur d‘}(@)g
L’élément 77 — ( )/a; de S ( )[r~17] est irréductible, par exemple par Pavatar

gradué du critere d’Eisenstein qui vaut pour ’annéloide principal k[f(\:r/)] Le
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degré de S (y) sur s (x) vaut donc |j|; par conséquent, le degré de J7(y)
sur JZ(x) est au moins égal & |j|; il est par ailleurs au plus égal & |j| puisque ¢
est de degré j.

On a donc [ (y) : 7(x)] = |j| = deg g, ce qui implique que y est I'unique
antécédent de x; puisque [F(y) : ()] = |j|, Vextension J(y)/ . (x) est
sans défaut.

On a bien établi que »~1(ns) = nr, que ¢(n,) = NA(r) Pour tout r € I, et
que J(n,) /[ (©(n,)) est sans défaut pour tout r € I.

(3.6.9) Soit I un intervalle de R, rencontrant R et soit f = > a; 7" une
fonction appartenant a kj; supposons que le mondéme ag de f soit strictement
dominant. La fonction f peut alors s’écrire ag(1 + u), o u € Op, (Dy)°°. Si ¢
désigne le morphisme de D; vers A,lc’an induit par f, il résulte de ’écriture de f
que |f| = |ag| identiquement sur Dy, et que (D) est contenu dans le disque de
centre ag et de rayon |ag|; par conséquent, ¢(ID7) ne rencontre pas 7o, 4 oo[-

(3.6.10) Soit I un intervalle de Ry rencontrant R ; on dira qu'une fonction
analytique f € Op,(Dy) est une fonction coordonnée sur Dy si et seulement
si elle induit un isomorphisme D; ~ D; pour un certain intervalle J de R
rencontrant R’ .

(3.6.11) Soit I un intervalle non vide de R} et soit J un intervalle de Ry
rencontrant R ; soit f = > a,;T* un élément de k; et soit ¢ : D — Ai’an le
morphisme induit par f.

(3.6.11.1) Supposons qu'il existe j € {—1,1} tel que le mondéme a;T7 de f
soit strictement dominant, et que J = |a;|.I7 (ce qui implique que 0 ¢ J); dans
ce cas, il résulte de que ¢ induit un morphisme fini et plat de degré 1,
c’est-a-dire un isomorphisme, entre D; et D ;.

(3.6.11.2) Réciproquement, supposons que ¢ induise un isomorphisme
entre Dy et Dy. Dans ce cas 0 n’appartient pas a J , et f est donc
inversible. Par conséquent, elle possede un monome strictement dominant ajTj .
L’entier j ne peut étre nul, car sinon ¢(IDD;) ne rencontrerait pas 7 ,
contredisant par la la surjectivité de ¢ ; par conséquent, ¢ induit un morphisme
fini et plat de degré [j| de Dy sur Dq,) 1 ; il s’ensuit que [j| = 1,
que J = |a;|.I7, et que ¢ induit I'homéomorphisme 7, Na.s de nr vers n;.

(3.6.11.3) Ainsi, f est une fonction coordonnée sur Dy si et seulement a;77 est
strictement dominant pour un certain j € {1, —1}. Si c’est le cas, f induit un
isomorphisme Dy ~ D, |1 ; si de plus I est infini, et si I'on oriente n; = {n; },e
dans le sens ot r croit, alors j = 1 (resp. j = —1) si et seulement si |f]},, est
croissante (resp. décroissante).

(3.6.12) Soit I un intervalle de Ry contenant 0 et rencontrant R, et soit J
un intervalle de R, rencontrant RY.

(3.6.12.1) Soit f =" a;T* un élément de k;. Supposons que le monoéme a7’
de f soit strictement dominant et que J = |a1|.I (ce qui implique que 0 € J);
soit a un élément de k dont la valeur absolue appartient a J. Il résulte de
que f induit un morphisme fini et plat de degré 1, c’est-a-dire un isomorphisme,
entre Dy et D;. La translation par a définissant un automorphisme de Dy, la
fonction f + a induit un isomorphisme entre D; et D .
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(3.6.12.2) Réciproquement, soit g € k; induisant un isomorphisme v entre Dy
et Dy ; lexistence méme de g force J a contenir 0 . L’image de 'origine
par ¢ est un point k-rationnel de Dj;, c’est-a-dire un élément a € k tel
que |a| € J. La translation par (—a) définissant un automorphisme de D, sa
composée avec 1 est un isomorphisme ¢ : D; — D; qui est induit par f :=g—a
et qui envoie 'origine sur l'origine; par conséquent, f(0) = 0, et I'injectivité
(ensembliste) de ¢ implique que f est inversible sur Dy \ {0}. On en déduit que f
posséde un mondme strictement dominant ajTj avec j > 0; en vertu de
la fonction f induit un morphisme fini et plat de degré j de Dy sur Dy, s ;
comme ¢ est un isomorphisme, j =1 et J = |ay|.] .

(3.6.12.3) Ainsi, une fonction g sur D; est une fonction coordonnée si et
seulement si elle est de la forme a + f ot f = > a;T* est une fonction dont le
mondme a1 T est strictement dominant et oll a est un scalaire tel que |a| € |a; |1,
et si c’est le cas g induit un isomorphisme Dy >~ D4, 7.

(8.6.13) Soit I un intervalle non vide de RY. On a vu auque si f est une
fonction analytique sur Dy, elle est inversible si et seulement si elle possede un
monome strictement dominant a ;77 . Si c’est le cas, elle s’écrit a;T7 (1 +
u), ol u € Op, (Dr)°°, et la fonction continue | f| sur Dy est égale & |a;|.|T}.

(3.6.13.1) Posons 27 = Op,(D;)*/k*.(14Op, (Dr)°°). On déduit de[3.6.13|que
I’application qui envoie une fonction inversible sur le degré de son mon6éme quasi-
dominant induit un isomorphisme de groupes 27 ~ Z; en vertu de[3.6.11.3] une
fonction analytique f sur D; en est une fonction coordonnée si et seulement si
elle est inversible et s’envoie sur un générateur de Z7.

Soit J un intervalle non vide de I. Il résulte des définitions que le diagramme

% ——1

|

%y .7
est commutatif; en particulier, 27 — % est un isomorphisme.

Notons deux conséquences de ce qui précede :

e la restriction induit également un isomorphisme
Op,(Dr)* /(1 + Op,(D1)*) ~ Op,(Dy)* /(1 + Op,(Ds)™) ;

esi f € Op,(Dy)* alors f est une fonction coordonnée sur Dy si et seulement
si fip, est une fonction coordonnée sur ;.

(3.6.13.2) Soit ¢ un automorphisme de Dy au-dessus d’un automorphisme g
de k qui n'est pas mécessairement trivial. L’automorphisme ¢ agit sur le
groupe 27 par multiplication par un certain ¢ € {—1,1}; on dira que ¢ est
direct (resp. indirect) si € =1 (resp. —1).

La fonction ¢*T est de la forme aT°(1 + u) avec a € k* et u € Op,(Dy)°°.
L’automorphisme ¢ se décompose sous la forme p, v D; —~sD;,oum

est le morphisme de changement de base associé a 'automorphisme g de k et
ol ¥ est un k-automorphisme, induit par la fonction coordonnée a1 (1 + u).
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La fleche m fixe n; point par point , et ¥ induit un automorphisme
de n; qui est nécessairement de la forme 7, +— 74, (3.6.11] et sq.). Par
conséquent, ¢(ny) = n; et ’homéomorphisme de 7; induit par ¢ est égal
a Ny = Nja|.re- 11 s'ensuit :

e que si [ est infini alors ¢ est direct si et seulement si il préserve les deux
orientations de 1 (cette condition est automatiquement satisfaite si I est semi-
ouvert) ;

e que si ¢ est direct alors |a|.] = I, ce qui entraine que |a| = 1 (et donc
que ¢ fixe n; point par point) sauf éventuellement si I = R7 ;

e que si ¢ est direct et si ¢ appartient a un groupe compact
d’automorphismes agissant sur Dy, alors ¢ fixe n; point par point (et ce, méme
si I est égal a Ri) : pour le voir, on remarque que sous notre hypothese,
I'ensemble {©™ (1)}, = {Njajnr}n est contenu dans un compact de Dy, ce qui
signifie que {|a|"r}, est contenu dans un compact de R, et donc que |a| = 1.

(3.6.13.3) Remarque. Si I est ou bien infini, ou bien de la forme {r} avec r €
RY — /|k*[, Papplication qui envoie une fonction inversible f sur |f| induit, en
vertu de l'expression de |f| donnée au [3.6.13] un isomorphisme

Op,(Dr)” /(1 + Op,(D1)*°) =~ |Op, (Dr)*].

On peut des lors, au [3.6.13.1) remplacer Op,(D;)*/(1 + Op,(Dr)°°)
par |Op,(Dp)*| et 27 par |Op,(Dr)*|/|k*|, et de méme concernant J s’il est
lui aussi de la forme requise.

(3.6.14) Soit X une courbe k-analytique et soit U un ouvert de X qui est
isomorphe & D; pour un certain intervalle ouvert non vide I de Rf_. Soit = un
point de QU soit w un bout de U convergeant vers x (il peut arriver que les deux
bouts de U convergent vers z, et S(U) est alors un cercle, cf. ). Soit r
la borne de I correspondant a w. Nous allons établir les faits suivants.

a) Le point = est k-rationnel si r € {0, +oo}, de type 2 si r € \/|k*], et de
type 3 si r € RY — (/|kX].
b) Si z est de type 2 ou 3 alors |77 (z)*| C |k*|.r%, et X est quasi-lisse en z.

Pour ce faire, on peut toujours supposer (quitte & composer par T+ T~ 1)
que 7 est la borne supérieure de I; on fixe un isomorphisme entre U et Dy, .|
pour un certain ¢ € [0; +o00l.

(3.6.14.1) Une premiére remarque. Soit f une fonction définie sur un
voisinage V de x et inversible sur V' \ {z}. Il existe s €]rg; r[ tel que l'intersection
de V avec U = Dy, contienne Dy.,.[. La restriction de f a [ est inversible;
elle s’écrit donc, en vertu de(3.6.6.1, a; 7"+ Y. ;77 pour un certain i € Z,

| JEIN(s}
avec a; # 0 et ||t/ < |a;[t" pour tout j # i et tout t €|s;r[. On a
alors [f| = |a;|.|T|" sur Dy, (; par passage a la limite, |f(z)| = [a;|.r*. Nous

dirons que a;T" est le monéome strictement dominant de f le long de w.

(3.6.14.2) Si x est de type 1 ou 4, il est k-rationnel. Comme x est de type
1 ou 4, toute fonction inversible au voisinage de x est de norme constante au
voisinage de x, et a donc un monome strictement dominant le long de w qui est
de degré nul.
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Soit A € k(x)™ et soit f une fonction définie et inversible au voisinage de
telle que f(z) = A; par ce qui précede, son mondme strictement dominant le
long de w est de la forme a avec a € k.

Si f —a était inversible en x, son monéme strictement dominant le long de w
serait par construction non nul, ce qui est contradictoire ; par conséquent, A =
f(z) =aet k(x) =k.

(3.6.14.3) Le cas ot x est k-rationnel, de type 2 ou de type 3. Nous allons tout
d’abord nous donner une fonction f définie sur un voisinage ouvert V de x et
inversible sur V' \ {2}, par un procédé dépendant du type de x.

Le cas ou x est k-rationnel. Choisissons un voisinage affinoide W de x
dans X, soit o7 l’algebre des fonctions analytiques sur W, et soit x le point
fermé de Spec &7 correspondant & x. Il existe f € & tel que x soit un point
isolé du lieu des zéros (ensembliste) de f sur Spec & ; par conséquent, f(z) =0
et il existe un voisinage ouvert V de x dans X contenu dans W et tel que f soit
inversible sur V' \ {z}.

Le cas ot x est de type 2. On choisit f de sorte que f(z) ¢ k.

Le cas ot x est de type 3. On choisit f de sorte que |f(z)| € RY — /|k*].

On note aT” le monome strictement dominant de f le long de w.

Supposons que x est k-rationnel. On a alors 0 = |f(z)| = |a|.r?, ce qui
entraine que r = +oo (et que i < 0).

Supposons que x est de type 2. Sii = 0 alors comme f(x) ¢ k, la fonction f—
a est inversible au voisinage de z, et si bT7 désigne son monoéme strictement
dominant on a nécessairement j # 0; en remplacant f par f — a, on se ramene
au cas ou ¢ # 0.

On a |f(x)| = |a|.r’. Comme x est de type 2, on a |f(z)| € /[k*]; il
s’ensuit, 4 étant non nul, que r € \/|k*|.

Supposons que x est de type 3. On a alors d’une part |f(z)] € R — /|k*],
et d’autre part |f(z)| = |al.r". Par conséquent, r € RS — /|[k*] (et i # 0).

inversible au voisinage de z, il résulte de que |f(z)] = |a|r® pour un
certain a € k* et un certain i € Z. Par conséquent, |7 (z)*| C |k*|.rZ.

3.6.14.4) Supposons maintenant que x € Xjp37. Si est une fonction
3]
3.6.14.1]

Soit Y le lieu des points en lequel X n’est pas quasi-lisse : c’est un fermé
de Zariski de X. Le point x étant de type 2 ou 3, son adhérence de Zariski X’
dans X n’est autre que sa composante irréductible, et c’est un voisinage de x
dans X. Comme U ~ Dy, .., l'ouvert U est lisse, et YNU = 0; par conséquent, Y’
ne contient aucun voisinage de z; en particulier, Y ne contient pas X', et ne
contient des lors pas x, ce qu’on souhaitait établir.

Disques et couronnes : le point de vue intrinseque

(3.6.15) Rappelons que si X est un graphe et A un sous-graphe faiblement
admissible de X, on désigne par A’ I'unique ouvert de X dont A soit un sous-
graphe admissible. La plupart du temps, nous appliquerons cette définition
lorsque X sera un arbre & un bout w et A de la forme |z;w| avec x € X
(qu'un tel sous-arbre soit faiblement admissible découle de .
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(3.6.16) Un k-disque est un espace k-analytique isomorphe & un ouvert Dyg,(

1 . . . . . .
de Ak’an pour un certain r > 0; une fonction induisant un tel isomorphisme sera
qualifiée de fonction coordonnée sur le disque en question ; cette définition est,

en vertu de[3.6.12.3] compatible avec celle donnée au [3.6.10]

Un k-disque est non vide, lisse, et géométriquement connexe.

(3.6.17) Ezemple. Soit x un point de type 2 ou 3 de IE”,IC’an, et soit Z une
composante connexe de IP’,lc"an \ {z} possédant un k-point z. Supposons qu’il
existe une composante connexe Z' de P,*" \ {z} distincte de Z et possédant
un k-point z’; dans ce cas, Z est un disque (et il en va de méme de Z’ par
symétrie).

Pour le voir, on se rameéne par une homographie au cas ot z = 0 et ou1 2’ = co.
Etant situé sur le segment qui joint 0 a co, le point = est égal a n, pour un
certain r > 0, et Z est alors nécessairement le disque ouvert de centre 0 et de
rayon r.

(3.6.18) Soit X un k-disque; choisissons une fonction coordonnée f sur X ;
elle induit un isomorphisme X =~ Dyg,,[ de Ai’an avec 0 < 7.

(3.6.18.1) L’espace topologique X est un arbre paracompact & un bout; son
squelette est par conséquent vide.

(3.6.18.2) 1l résulte de : qu’une fonction g sur X en est une fonction
coordonnée si et seulement si elle s'écrit a + Y, aif', ot Y a;T" est une
série appartenant a kjg,,[ dont le monome a;7T" est strictement dominant, et
oll a est un scalaire tel que |a| < |a1].7; et que si c’est le cas, ¢g induit un
isomorphisme X =~ Do, |q,|.r[-

Le réel r de la définition est donc bien déterminé modulo |k*|. On
pourra ainsi parler sans ambiguité du rayon modulo |k*| d’un k-disque, que
I’on peut définir comme la borne supérieure, en norme, de n’importe quelle de
ses fonctions coordonnées; il est clair que deux k-disques sont isomorphes si et
seulement si ils ont méme rayon modulo |k*|.

(3.6.19) Un ouvert de A,i’an est un k-disque si et seulement si il est défini par
une inégalité de la forme |T—a| < R, avec o € k et R > 0 : cela vient du fait que
tout ouvert strict de A,lv’an ayant exactement un bout et possédant un k-point
est de cette forme, et que A,lc’an lui-méme n’est pas un k-disque en raison du
théoreme de Liouville.

(3.6.20) Si I est un intervalle non vide de R}, une k-couronne de type I
est un espace k-analytique isomorphe a Dj; une fonction induisant un tel
isomorphisme sera qualifiée de fonction coordonnée sur la couronne en question ;
cette définition est, en vertu de[3.6.11.3] compatible avec celle donnée au[3.6.10

Une k-couronne est non vide, quasi-lisse et géométriquement connexe.

(3.6.20.1) Si X est une couronne de type I, alors X est une L-couronne
de type I pour tout extension complete L de k. Il résulte de et 5¢. que
Iintervalle I est uniquement déterminé a une transformation de RY prés de la
forme v +— Ar? avec X € [k*| et j € {—1,1}; lorsqu’on parlera du type de X, il
s’agira donc d’une classe d’intervalles.
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(3.6.20.2) On appellera k-couronne de type |*,x[ (resp. |0, *[, resp. [, +0o0],
etc.) toute k-couronne de type I pour un certain intervalle I de la forme |r; R|
avec 0 < r < R (resp. |0;r[ avec r > 0, resp. [r; +oo[ avec 0 < r, etc.); notons
que les notions de k-couronne de type |0; *[ et ]*, +oo] coincident, et qu'une k-
couronne de type ]0; +oo| est un espace k-analytique isomorphe & Ai’an. On dira
qu’une k-couronne est ouverte si son type est ouvert.

an

(3.6.21) Ezemple. Soient = et x’ deux points distincts de ]P’,i’ , et soit U la
composante connexe de Py \ {z, '} contenant |z; 2’| (que 'on peut également

décrire comme I'ouvert |z; 2'[").

(3.6.21.1) Supposons que z et =’ sont de type 2 ou 3 et qu’il existe deux
composantes connexes Z et Z' de ]P>,1€"th \ {x,2'} possédant les propriétés
suivantes :

o Z(k)£Det Z' (k) #0;
0 07 ={zx} et 0Z = {a'}.

Sous ces hypotheses, U est une k-couronne de type |*, x[. Pour le voir, on
choisit z € Z(k) et 2/ € Z'(k), puis l'on se rameéne par une homographie au cas
ol 2 = 0 et ol 2/ = co. Comme z et 2’ sont tous deux situés sur le segment
qui joint 0 & oo, il existe deux réels strictement positifs distincts r et r’ tels
que z = 7, et ¥’ = n,» ; notre assertion s’ensuit aussitot.

(3.6.21.2) Supposons que z est k-rationnel, que z’ est de type 2 ou 3 et qu’il
existe Z' comme ci-dessus; alors U est une k-couronne de type |0;*[ : pour le
voir, on choisit 2z’ € Z'(k), puis 'on se rameéne par une homographie au cas
ot x = 0 et ol 2/ = co. Comme ' est situé sur le segment qui joint 0 & oo, il
existe 7’ > 0 tel que x = 1, ; notre assertion s’ensuit aussitot.

(3.6.21.3) Supposons que z et x’ soient k-rationnels; alors U est une k-
couronne de type ]0;+oo[ : pour le voir, on se raméne par une homographie
au cas ol ¥ = 0 et oll ¥’ = oo, et ’assertion est alors triviale.

(3.6.22) Soit X une k-couronne; le groupe
Z(X):=Ox(X)" k" (1+ Ox (X))

est libre de rang 1, et une fonction f sur X est une fonction coordonnée si
et seulement si elle est inversible et s’envoie sur un générateur de Z°(X) (cela
résulte de . Si le type de X est infini ou bien de la forme {r} avec r ¢
V/[EX] alors le groupe  2(X) s'identifie & |0x (X)*|/|k*| (rem. [3.6.13.3).

(3.6.23) Soit X une k-couronne ; choisissons une fonction coordonnée f sur X ;
elle induit un isomorphisme X ~ ID; pour un certain intervalle I non vide de R} .

(3.6.23.1) En tant qu’espace topologique, X est un arbre paracompact;
I'isomorphisme X ~ DD; identifie ; & un sous-arbre admissible de X, qui ne
dépend pas du choix de f et sq.); on l'appelle le squelette analytique
de X et on le note S*(X); si I est ouvert alors X est un arbre & deux bouts
et S**(X) = S(X); si I n’est pas ouvert alors X est un arbre ayant au plus un
bout et S(X) = (). Si L est une extension complete de k alors X; — X induit
un homéomorphisme S**(X) — S**(X) (3.6.2)) .

(3.6.23.2) On déduit du [3.6.11.3] qu’une fonction g sur X est une fonction
coordonnée si et seulement si g s’écrit Y a;f*, ot Y. a;T" est une série de ky
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dont ajTj est un mondme strictement dominant pour un certain j € {—1,1};
si c’est le cas alors g induit un isomorphisme X ~ Dy, i (cela découle encore
de[3.6.11.3)), et si de plus I est infini alors le sens de variation de |g| sur $**(X)
est égal (resp. opposé) & celui de |f| si et seulement si j =1 (resp. j = (—1));
notons que le sens de variation en question ne dépend que de la classe de |g|
modulo |k*|, c’est-a-dire encore de I'image de g dans Z(X).

Ainsi, lorsque I est infini, choisir un générateur de Z(X) revient a
choisir une orientation sur S*"(X) (celle pour laquelle la fonction coordonnée
correspondante est croissante en norme). Pour cette raison, nous nous
permettrons, méme dans le cas ou I est un singleton, d’appeler orientation
de X un générateur de Z(X).

Si g est une fonction coordonnée sur X, le quotient des bornes supérieure
et inférieure de |g| sur X est par ce qui précede un élément de |0; +oo[ égal au
quotient des bornes supérieure et inférieure de I ; il ne dépend donc pas du choix
de la fonction coordonnée g, et est appelé le module de X et est noté Mod(X);
il est invariant par extension des scalaires, et est égal a 1 si et seulement si I est
un singleton (ce qui revient & demander que S*"(X) soit un singleton).

Si J est un intervalle non vide de S*(X), on notera .J* I'image réciproque
de J par la rétraction canonique de X sur S*(X); si J est ouvert dans S**(X)
alors Jt = J° (notons que J > nest tout simplement pas défini si J n’est pas
ouvert dans S*"(X)). Le sous-ensemble J# de X en est un domaine analytique,
qui est une couronne de type |g(J)| pour n’importe quelle fonction coordonnée g
sur X ; son squelette analytique coincide avec J. On qualifiera de sous-couronne
de X tout domaine analytique de X de cette forme.

Si J est un intervalle non vide de S*"(X) alors Mod(J#) = Mod(jﬁ). Et
si Ji est un intervalle de S**(X) rencontrant J alors

Mod((J U J1)*) = Mod(J#).Mod(J%).(Mod(J N J;)#) 1.

(3.6.23.3) Supposons que S**(X) n’est pas un singleton, et soit w l'une des

deux extrémités du segment S2*(X) de la compactification X ; notons que
si S*(X) est un intervalle ouvert alors w est simplement I'un des deux bouts
de X. Choisissons une fonction coordonnée sur X qui soit croissante en norme
sur S*(X) lorsqu’on oriente celui-ci vers w. Sa limite en w est, en vertu de la
description des fonctions coordonnées donnée au un élément de ]0; +00]
qui est bien déterminé modulo |k*| et que ’on appellera le rayon extérieur de X
en w modulo |k*|. Si J est un intervalle non vide de S**(X) aboutissant & w, le
rayon extérieur de J* modulo |k*| en w est égal & celui de X.

Si L est une extension complete de k et si 'on appelle wy le point

—_—

de Sa(X) ~ San(X) qui correspond & w, il résulte des définitions que le rayon
extérieur de X, en wy, est égal a celui de X en w modulo |L*|.

(3.6.23.4) Si X est de type ]0,%[ (ou ]*,+o0[, ce qui revient au méme), il
y a exactement un bout de X en lequel son rayon extérieur modulo |k*| est
infini; on Dlappellera le bout infini de X. Si L est une extension compléte
de k, il résulte de l'invariance du rayon extérieur par extension des scalaires
que le bout infini de X est celui qui correspond au bout infini de X wvia
I'homéomorphisme S(Xr) ~ S(X).
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(3.6.23.5) SiY est une sous-couronne de X, la restriction des fonctions induit
des isomorphismes
[O%| = |07] et Z(X) = Z(Y),

et une fonction analytique inversible g sur X en est une fonction coordonnée si
et seulement si sa restriction a Y est une fonction coordonnée de Y (3.6.13.1| et

rem. |3.6.13.3)).

(3.6.23.6) Si L est une extension compléte de k, toute fonction coordonnée
sur X est encore une fonction coordonnée sur X ; par conséquent, la fleche
naturelle Z(X) — Z(X) est un isomorphisme.

(3.6.23.7) Si ¢ est un automorphisme de X au-dessus d’un automorphisme
de k qui n’est pas nécessairement trivial, on dira que ¢ est direct (resp. indirect)
§’il préserve (resp. permute) les deux orientations de X. Si S**(X) est infini, ¢
est direct si et seulement si il préserve les orientations de S*"(X), ce qui est

automatique si celui-ci est semi-ouvert (3.6.13.2)).

(3.6.24) Soient X et Y deux k-couronnes et soit ¢ : Y — X un morphisme
tel que ¢(Y') rencontre S**(X). Choisissons une fonction coordonnée g sur Y et
une fonction coordonnée f sur X. La fonction g identifie naturellement S*(Y")
A Tg|(5%n (Y)-

L’image réciproque de f sur Y est une fonction inversible, elle est donc de
la forme > a;g* ot Y. a;T? est une série admettant un mondme strictement
dominant a;7?%. Comme ¢(Y) NS (X) # 0, il découle de que d # 0. On
déduit alors de [3.6.8] et sq. les faits suivants :

e il existe un intervalle non vide I de S**(X) tel que ¢ induise un morphisme
fini et plat de degré |d| de Y sur I¥;

e la fonction f identifie I & 14,|.19/(s% (v))4 ;

e l'image réciproque de I sur Y est égale a S*(Y), et S*(Y) — I est
I’homéomorphisme qui correspond & 1, + 74,7« viales identifications évoquées
ci-dessus;

e pour tout y € I d'image x sur X l'extension 2 (y)/5 (x) est sans défaut
et de degré |d|.

(3.6.24.1) Il s’ensuit, en vertu du lemme que Y — I* commute aux
rétractions canoniques de ses source et but sur leurs squelettes analytiques
respectifs S**(Y) et I.

Soit J un intervalle non vide tracé sur S**(Y). Il découle de ce qui précede
que J¥ = 7 (p(J)), et J* — @(J)* est par conséquent fini et plat de degré |d| ;

le type de J* est égal a |g|(J), et celui de o(J) & |f|(¢(J)) = |aq|-|g|(J])?, et
done a [g|(J)? (cf. [3.6.20.1).

(3.6.24.2) En vertu de [3.6.13} I'image de 2°(X) ~ 2°(I*) dans Z°(Y) est un
sous-groupe d’indice |d| de ce dernier.

ad|‘

(3.6.24.3) Remarquons que si ¢ est lui-méme fini et plat, p(Y) est égal & X
et rencontre donc S**(X) : ce qui précede est alors valable avec I = S**(X).

(3.6.25) Soit X un k-disque et soit Y un domaine analytique de X qui
est une k-couronne aboutissant a l'unique bout w de X. Choisissons une
fonction coordonnée f sur X; elle induit un isomorphisme X =~ Dy, pour
un certain R > 0; soit I I'intervalle ouvert de X correspondant a o, g via cette
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identification. Puisque S**(Y") aboutit & w, il existe un sous-intervalle ouvert J
de I aboutissant & w et contenu dans S*(Y') ; ouvert I” de X est une k-couronne
aboutissant & w, et f|;» est une fonction coordonnée sur I ®. qui est croissante
en norme sur I. On en déduit que le rayon extérieur modulo |k*| de YV en w
(qui coincide avec celui de T b cf. supra) est égal & R, c’est & dire au rayon de X
modulo |£%|.

(3.6.26) Soit X un @—disque, soit x € X[p,3) et soit w 'unique bout de X.
Choisissons une fonction coordonnée f sur X telle que la composante connexe
de X \ {z} contenant I'unique élément de f~1(0) soit relativement compacte (il
revient au méme de demander qu’elle ne contienne pas |x;w(). Le morphisme f
identifie X & ouvert de Ay® défini par 'inégalité |T| < R pour un certain
réel R > 0; par construction, il envoie x sur un point de l'intervalle joignant
I’origine a Npja > bar conséquent, f(x) = N, ja pour un certain r vérifiant 0 <
r < R.

Le rapport /R ne dépend que de x, et pas du choiz de f. En effet, f
identifie |z;w[> & ouvert de AL défini par les inégalités r» < |T| < R; par
conséquent, |x;w[> est une couronne et /R est égal & Iinverse de son module.

Nous dirons que /R est le rayon normalisé de x, et nous le noterons ryorm ().
La définition de rporm s’étend comme suit a X tout entier : si y € X[1)4]
alors Jy; w[C X[z,3); 'application ryemm est donc une bien définie sur Jy; z[; elle
est par sa construction méme continue, strictement décroissante lorsqu’on se
dirige vers y, et positive; elle admet donc une limite en y, que 'on appelle
encore le rayon normalisé de y et que l'on note ryom(y); pour tout y € X, on
vérifie immédiatement que ruorm(y) € [0; 1] et que ruorm(y) = 0 si et seulement
si y est de type 1, c’est-a-dire ka-rationnel.

Soit I un intervalle tracé sur X et aboutissant & w; par définition de ryorm,

la restriction de celle-ci a I est continue, strictement monotone, et tend vers 1
a 'approche de w.

Revétements de Kummer des couronnes

(3.6.27) Si X est un espace k-analytique, et si P est un polynéme non nul &
coefficients dans &'x, nous nous permettrons de noter .#(0x[T]/P) le X-espace
analytique obtenu par recollement des espaces 4 (Ox (V)[T]/P), ou V parcourt
I’ensemble des domaines affinoides de X.

(3.6.28) Soit £ un entier inversible dans k et soit X un espace k-analytique.
On dispose sur le site X¢ de la suite exacte de Kummer

L
1 Lt G 222> Gy, 1

qui induit une injection f — (f) de Ox (X)*/(Ox(X)*)¢ — H'(Xet, 1), dont
I'image sera notée Kum,(X).

Tout faisceau étale localement constant sur Xg; est représentable, et c’est en
particulier le cas de tout pg-torseur. En conséquence, Hl(Xét, e) classifie les pup-
torseurs étales analytiques sur X a isomorphisme pres; la classe d’isomorphie
correspondant par ce biais & (f) est celle de .#(Ox[T]/(T* — f)); nous dirons
qu'un tel p-torseur est de Kummer.
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Si Y est un espace k-analytique et si ¢ : Y — X est un morphisme, la fleche
naturelle H' (X4, pre) — H'(Ya, p1¢) envoie Kumy(X) dans Kum,(Y).

(8.6.29) Ezemple. Soit I un intervalle non vide de R . La fonction T* induit un
revétement fini et plat D; — Dye ; on vérifie immédiatement que ce revétement
identifie Dy au torseur de Kummer . (0p , [T]/(T* —S)), ot nous notons S (et
non 7T) la coordonnée standard de Dje, pour éviter toute confusion.

(3.6.30) Soit X une k-couronne. Comme X est géométriquement connexe,
I’application composée

(k) = Ox(X)*/(0x(X))" = Kumg(X)

est injective ; on note Kumy(X) son conoyau. A partir de maintenant, on suppose
que ¢ est premier a p.

(3.6.30.1) Le groupe 1 + Ox(X)>° est alors {(-divisible. Il en résulte
que Kumjy(X) est canoniquement isomorphe & 2(X)/(Z(X). 1l est en
conséquence isomorphe & Z/¢Z, mais non canoniquement deés que £ >3 :ily a
alors deur générateurs distingués de Kumy(X), opposés 1'un de I'autre ; chacun
correspond a une orientation de X.

Si k™ est ¢-divisible, ce qui est par exemple le cas si k est algébriquement
clos, alors Kum;(X) = Kumj(X); et ce qu’on vient de voir concernant Kumj(X)
vaut deés lors pour Kum,(X).

(3.6.30.2) Soit Y une sous-couronne de X. La fleche Kumy(X) — Kum,(Y)
induit un morphisme Kumj(X) — Kumj(Y) qui, en vertu de ce qui précede et
de est un isomorphisme; il en résulte que Kumy(X) ~ Kum,(Y).

Soit L une extension complete de k. La fleche Kumg(X) — Kumg(Xp)
induit un morphisme Kumj(X) — Kumj(Xz), qui, en vertu de ce qui précede
et de[3.6.23.6] est un isomorphisme.

(3.6.30.3) Soit = un point de type 3 de S**(X). Le singleton {z} est alors une
sous-couronne de X, et I'on dispose des lors d’isomorphismes naturels

Kum(X) ~ Kumg({z}) ~ H' (A (x), ),

le premier d’apres le [3:6.30.1] ci-dessus, et le second d’apres le théoréme 90 de
Hilbert appliqué au corps 42 (x).

(3.6.31) Nature coronaire des revétements de Kummer de X. On fixe une
fonction coordonnée f sur X.

(3.6.31.1) L’espace k-analytique .#(Ox[T]/(T* — f)) est une k-couronne
dont T est une fonction coordonnée : cela découle immédiatement de B.6.29

(3.6.31.2) Soit n un entier, et soit d le PGCD de n et ¢; écrivons ¢ = rd
et n = sd. On suppose que T% — 1 est scindé dans k, et 'on note j1, ..., fiq ses
racines. Posons Y = .Z(0x[T]/(T* — f)). On a

TZ o fn _ Trd _ fsd _ H(Tr _ les)

?

(en tant que sections de Ox[T]). Si i et j sont deux entiers distincts compris
entre 1 et d, la différence (T7 — p; f°) — (T7 — p;f*) = (s — pj)f est une
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section inversible du faisceau d’algebres &x|[T], d’ou par le lemme chinois un
isomorphisme naturel de Ox-algebres

Ox [T = ) = [[ ox [T/ = pif),

puis une décomposition

v = [ (@x/@ - i)

Choisissons deux entiers relatifs u et v tels que ur + vs = 1 et fixons i. On
vérifie immédiatement que

T— pitdet 7 foT"

définissent deux isomorphismes réciproques l'un de l'autre entre les Ox-
algebres Ox[T|/(T" — pif*®) et Ox|[7]/(7" — pi f).
Des lors,

AM(Ox[TI/(T" = pif*)) = A (Ox[7] /(7" = pi' [))-

En vertu de [3.6.31.1] ce dernier est une k-couronne dont 7 est une fonction
coordonnée.

Il résulte de ce qui précede que toute composante connexe de Y est une k-
couronne dont fYT“ est une fonction coordonnée.

(3.6.31.3) Soit maintenant Y un pe-torseur de Kummer quelconque sur X.
D’apres|(3.6.30.1} il existe n € Net a € kX tels que Y ~ .# (Ox[T)/(T* —af™));
fixons deux entiers u et v tels que ul + vn = PGCD({,n).

Soit Z une composante connexe de Y, et soit Z’ une composante connexe
de Z;7. Soit o une racine n-ieme de a dans k%. On a

Yo = M (Ox [T))(T — af™)) = M (Ox [T))(T* — (af)")).

Comme af est une fonction coordonnée de la k%-couronne X7, il résulte

de [3.6.31.2) que Z' est une kd-couronne dont (af)’T" est une fonction
coordonnée; c’est évidemment aussi le cas de f*T".

1,an

Soit ¢ le morphisme d’espaces s(Z)-analytiques de Z vers As(Z) induit
par fUT%. La composante Z’' s’identifie & Z@s(z)@ relativement a un
certain plongement s(Z) < ko, Le morphisme 90@5(2)@ n’est alors autre
que le morphisme de Z' vers A%’;n fourni par la fonction par fvT“. Par

conséquent, p®g(z)k® induit un isomorphisme Z' ~ D, ~ pour un certain

intervalle non vide I de Rf_. Il s’ensuit que ¢(Z) C Dy q(z); par descente, le
morphisme induit Z — Dy ;) est un isomorphisme (cor. |3.2.18)

Ainsi, Z est une s(Z)-couronne dont fVT" est une fonction coordonnée.
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Disques et couronnes virtuels

(3.6.32) Soit X une courbe k-analytique connexe et non vide. Nous la
qualifierons de disque virtuel sur k si X est un ﬁ—disque, et si c’est le cas
nous dirons qu'une extension complete L de k déploie X si X, est un L-disque.
Si|k*| # {1} (resp. si [k*| = {1}) nous qualifierons de gentiment virtuel tout
disque virtuel sur k qui est déployé par une extension finie séparable (resp. finie)
de k.

Nous dirons simplement que X est un disque virtuel (resp. gentiment
virtuel), sans mention du corps de base, si c’est un disque virtuel sur le
corps §(X).

(3.6.32.1) Tout disque virtuel sur k est lisse, non vide et géométriquement
connexe.

(3.6.32.2) Si X est un disque virtuel sur k alors X, est un disque virtuel sur L
pour toute extension complete L de k.

(3.6.32.3) Si X est un disque virtuel sur k, toute fonction inversible sur X est
de norme constante : pour le voir, on se ramene immédiatement au cas déployé
par extension des scalaires, et l'assertion requise résulte alors de [3.6.6.2}

(3.6.33) Donnons maintenant quelques exemples de disques virtuels.
(3.6.33.1) Tout k-disque est un disque virtuel sur k.

(3.6.33.2) Si X est un disque virtuel qui est déployé par une extension finie,
séparable et modérément ramifiée de k, alors X est un k-disque.

1,an

(3.6.33.3) Un exemple de disque virtuel non trivial. Soit X l'ouvert de Ag)
défini par 'inégalité |T? — 2| < |2|. Si K est une extension complete de Q dans
laquelle 2 est un carré alors X g est un disque de A};an, qui peut étre décrit par
Iinégalité |T — /2| < |v/2|. Tl en résulte que X est un disque virtuel sur Qy;

mais X n’est pas un Qy-disque, puisqu’on vérifie immédiatement que X (Q3) = 0.

(3.6.33.4) Soit a € k, soit r un réel strictement positif et soit ¥ une composante
connexe de Pi’an\{nmr}. Comme 7, est pluribranche, il existe une composante
connexe Z de Pp™ \ {14} qui est distincte de Y. Soit L une extension finie

de k telle que Y(L) et Z(L) soient non vides (son existence est assurée par

—

densité de k® dans k@ si [k*| # {1}, et par la description explicite de P,*"
. . , 5 o l,an .
sinon). Le point 7a,r Ne possédant qu'un antécédent sur P;™", & savoir nq 1,
Uespace Y7, (resp. Z1) s’écrit comme une réunion disjointe finie [ [ Y; (resp. [[ Z;)
de composantes connexes de ]P’lL’an \ {Na,r,r}- Puisque Y et Z possedent chacun
un L-point, il existe deux indices ig et jg, et deux L-points y et z de IP’IL’an
respectivement situés sur Y;, et Z;,. Cela entraine que Y;, est un L-disque
(13.6.17)). Il en résulte que Y est un disque virtuel, déployé par une extension
finie de s(Y).

(3.6.34) Soit X un disque virtuel sur k. Il s’identifie topologiquement au
quotient du disque X5 par G; en conséquence, X est un arbre paracompact a
un bout. Notons w (resp. wiz) I'unique bout de X (resp. Xi7).

(3.6.34.1) Siy € X5 et si x désigne son image sur X, il découle de[1.9.16.2
que X — X induit un homéomorphisme [y; wiz[— [z;wl.
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(3.6.34.2) Soit U un ouvert de X7 qui est une couronne et soit g € G.

L’ouvert g(U) s’identifiant & UQA@gEE, c’est une couronne de méme module que U.
I s’ensuit que la fonction ryorm sur X est invariante sous l'action de G; elle
définit donc une application, que ’on note encore ryom et appelle encore le
rayon normalisé, de X vers [0;1[. En vertu du ci-dessus, si I est un
intervalle tracé sur X et aboutissant a w alors la restriction de rporm & I est
continue, strictement monotone, et tend vers 1 a 'approche de w; si z € X, le
rayon normalisé de z est nul si et seulement si = est de type 1.

(3.6.35) Soit X une courbe k-analytique connexe et non vide, et soit I un
intervalle non vide de R. Nous qualifierons X de couronne virtuelle sur k

de type I si X7 est une ka-couronne de type I sur laquelle G agit par
automorphismes directs (3.6.23.7) ; on dira qu'une extension complete L de k
déploie X si X, est une L-couronne. Si |k*| # {1} (resp. si |k*| = {1}) nous
qualifierons de gentiment virtuelle toute couronne virtuelle sur k qui est déployée
par une extension finie séparable (resp. finie) de k.

Nous dirons simplement que X est une couronne virtuelle (resp. gentiment
virtuelle) sans mention du corps de base si c’est une couronne virtuelle sur son
corps des constantes $(X); nous appellerons couronne virtuelle ouverte toute
couronne virtuelle de type ouvert.

(3.6.35.1) Si X est une couronne virtuelle de type I, alors I est bien déterminé
A une transformation de la forme 7 +— Ar? prés avec A € \/[k*| et d € {—1,1};
lorsqu’on parlera du type de X, il s’agira donc d’une classe d’intervalles.

(3.6.35.2) On appellera k-couronne virtuelle de type |x,*[ (resp. ]0, x|,
resp. [k, +00[, etc.) toute k-couronne virtuelle de type I pour un certain
intervalle I de la forme |r; R[ avec 0 < r < R (resp. |0; [ avec r > 0, resp. [r; +o0[
avec 0 < 7, etc.); notons que les notions de k-couronne virtuelle de type ]0; x|
et ]*, +o00o[ coincident.
On dira qu’une couronne virtuelle est ouverte si son type est ouvert.

(3.6.35.3) SiX est une couronne virtuelle sur & alors X est non vide, quasi-lisse
et géométriquement connexe; si X est ouverte alors X est sans bord.

(3.6.35.4) Soit X une courbe k-analytique connexe et non vide, soit F le
complété d’une extension galoisienne de k dont on note H le groupe de Galois, et
soit G’ le sous-groupe de G formé des éléments qui stabilisent F' point par point.
Supposons que X soit une F-couronne (auquel cas X est a fortiori une k-
couronne) ; le groupe H stabilise alors S**(Xp) . Comme (I'image
réciproque de ) toute fonction fonction coordonnée de X g est encore une fonction
coordonnée de X7, le groupe G agit sur X7 par automorphismes directs, et G
agit sur X% par automorphismes directs si et seulement si H agit sur X par
automorphismes directs; autrement dit, X est une k-couronne virtuelle si et
seulement si H agit sur Xz par automorphismes directs.

Si S*(Xp) n'est pas un singleton cette derniere condition revient a
demander, d’apres que H agisse par homéomorphismes croissants
sur S*(Xp) et méme, en vertu de la compacité de H, qu’il fixe S**(Xr) point
par point.

Si S*™(X ) est ouvert (auquel cas il coincide avec S(XF)), cette derniere
condition est satisfaite si et seulement si X est un arbre a deux bouts et

5q.).
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Remarquons que si S?*(Xp) est un singleton, il est évidemment fixé point
par point par H, que ’action soit ou non par automorphismes directs.

(3.6.35.5) Soit X une couronne virtuelle sur k et soit F' une extension presque
algébrique de k. Identifions F' & un sous-corps complet de Z:;, contenant k, et
notons G’ le sous-groupe de G formé des éléments qui stabilisent F' point par
point. Les espaces X et Xp s'identifient respectivement & X /G et X /G’
Comme X est une couronne virtuelle, G agit par automorphismes directs

sur X5 ; c’est a fortiori le cas de G’, et Xr est donc une F-couronne virtuelle.

D’aprés le [3.6.35.4) le groupe G agit trivialement sur S(X;3) [3.6.35.4), et

son image sur X sera appelée le squelette analytique de X et sera notée S**(X) ;
cette terminologie est compatible avec la précédente dans le cas ot X est déja
déployée sur k (3.6.2). Notons que S*"(Xr7) est I'image réciproque de S*(X)

sur X, et que S™ (X5 ) — S*(X) est un homéomorphisme.

Comme S$*(X);7 est un sous-graphe admissible de X7 stable sous G et
comme S*(X) est son image sur X, le lemme |1.9.12] assure que S*"(X) est un

sous-graphe admissible de X.

On déduit des résultats qui précedent, appliqués d’une part directement,
et d’autre part a la courbe F-couronne virtuelle Xz, que 'image réciproque
de S*(X) sur Xp est égale a S*(Xp) et que S**(Xp) — S**(X) est un
homéomorphisme. Le lemme garantit alors que Xr — X commute aux
rétractions canoniques de X et X sur leurs squelettes analytiques respectifs.

Siz € S*(X), il a d’apres ce qui précéde un et un seul antécédent sur X
le corps k est donc séparablement clos dans x(x) et J(x).

(3.6.35.6) Soit X une couronne virtuelle sur k et soit L une extension
com/EI‘ete quelconque de k. Soit F' une extension compléte composée de L
et k%; la fermeture algébrique de L dans F' est galois/ignne sur L, et son
groupe de Galois H agit sur F. Comme X est une k%-couronne, Xp est
une F-couronne, et Xp — X induit un homéomorphisme entre S*(Xr)
et S™(X3) . Le groupe H s’identifie naturellement & un sous-groupe
de G; ce dernier agit par automorphismes directs sur X7 ; comme (I'image
réciproque de) toute fonction fonction coordonnée de X est encore une
fonction coordonnée de Xp, le groupe H agit par automorphismes directs
sur X ; par conséquent, X est une L-couronne virtuelle . Chacune
des applications Xp — X1, Xp — XEE et XEE — X induit un homéomorphisme
entre le squelette analytique de sa source et celui de son but, et commute
aux rétractions canoniques sur ces derniers (3.6.1] et [3.6.35.5) ; il en résulte
que X7, — X induit un homéomorphisme entre S**(X) et S**(X) et commute
aux rétractions canoniques sur ces derniers.

(3.6.35.7) Soit X une k-couronne virtuelle ouverte. En vertu de et sq.,
il découle de I'égalité S*(X7) = S(Xim) que S™(X) = S(X).

Supposons de plus que X est de type |0, *[. Si F est une extension compléte
de k déployant X, le bout de X qui correspond au bout infini de Xp via
Ihoméomorphisme S(Xr) ~ S(X) ne dépend pas de F : cela résulte de
linvariance du bout infini d’une couronne de type |0,*[ par extension des
scalaires. On Dappelle le bout infini de X. Si L est une extension complete
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quelconque de k, le bout de X qui correspond au bout infini de X wvia
I’homéomorphisme S(X,) ~ S(X) n’est autre que le bout infini de X.

(3.6.35.8) Soit X une couronne virtuelle sur k et soit z € S*(X). Soit y
I'unique antécédent de z sur X7 ; on déduit de la description explicite
de Sa“(XE ) (3.6.23.1) que toutes les composantes connexes de X7 \ {y}
sont des k%-disques, a l’exception de celles qui sont ¢ de la forme I’ pour I €
mo(S*™(Xiz) \ {y} (il y en a au plus 2), qui sont des k®-couronnes ; on en déduit
aussi que toutes les composantes connexes de X5 — San(XkAa) sont des disques.

Il en résulte que toutes les composantes connexes de X \ {z} sont des disques
virtuels, & I'exception de celles qui sont de la forme I° pour I € 7o (S™™ (X ) \{y}
(il y en a au plus 2), qui sont des k-couronnes virtuelles de X ; et que toutes les
composantes connexes de X — S**(X) sont des disques virtuels.

Si p désigne la rétraction canonique de X sur S**(X), il résulte de ce qui
précede et de[3.6.32.3] que pour toute fonction inversible f sur X et tout z € X

on a |f(x)] =|f(p(x))|

(3.6.35.9) Soit X une couronne virtuelle sur k et soit I un intervalle non
vide de S*"(X); soit 7 I'image réciproque de I sur X;. L'image réciproque
de I* sur Xz= est la sous-couronne (I)ji de X5 ; on en déduit que I* est un
domaine analytique de X (prop.[3.2.20)), puis que c’est une k-couronne virtuelle
de squelette analytique égal a I.

(3.6.35.10) Si X est une couronne virtuelle sur k, on dira qu'un domaine
analytique Y de X en est une sous-couronne virtuelle s’il est de la forme It
pour un certain un intervalle non vide I de S*(X). Dans ce cas, Y est une
couronne virtuelle sur & de squelette analytique I. Plus précisément, Y7, est une
sous-couronne de X pour toute extension complete L de k déployant X : on
le déduit de la commutation de X; — X aux rétractions canoniques sur les

squelettes analytiques de ses source et but (3.6.35.6)).

(3.6.35.11) Soit X une couronne virtuelle sur k et soit F' une extension
complete de k déployant X ; le module de la couronne Xpg est visiblement
indépendant du choix de F'; on 'appellera le module de X.

(3.6.36) Soit X un disque virtuel sur k, soit w son unique bout et soit wr
I'unique bout de X.

(3.6.36.1) En vertu de [1.9.16.1} il existe un intervalle ouvert tracé sur X,
aboutissant & wz, et invariant point par point sous 'action de G; son image
sur X est un intervalle ouvert I qui aboutit a w.

(3.6.36.2) Siz € I, il a par construction un unique antécédent T osur Xz,
ce qui signifie que (X ) = k; on en déduit que tout ouvert de X rencontrant I
est géométriquement connexe.

(3.6.36.3) Soit x € I et soit x; son unique antécédent sur Xi. Soit U
(resp. V) la composante connexe de X \ {x} contenant |z;w|[ (resp. une
composante connexe relativement compacte de X \ {z}). Comme U est
géométriquement connexe, Ug; est une composante connexe de X7 \ {zz};
quant & Vi, c’est une union finie et non vide de composantes connexes
relativement compactes de X \ {75}
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Identifions X5 & Do, g pour un certain R > 0 via une fonction coordonnée.
Le point z étant situé sur I, il est pluribranche ; par conséquent, x5 est de type

2 ou 3, et donc de la forme 7, , pour un certain élément a de k® (de valeur
absolue strictement inférieure & R) et un certain r €]0; R|. Il en découle que U5
est une couronne de type |x, *[, et que toute composante connexe de V%; est un
disque.

Il s’ensuit que z est de type 2 ou 3, que U est une couronne virtuelle de
type J*, *[ sur k, et que V est un disque virtuel ; si V est de plus géométriquement
connexe (c’est par exemple le cas si V' contient I — [z;w[) alors V est un disque
virtuel sur k.

(3.6.36.4) Siy € X il existe un point z situé sur INjy;w|; en vertu de ce qui
précede, la composante connexe de y dans X \ {z} est un disque virtuel sur k
qui est relativement compact dans X.

(3.6.37) Soit X une courbe k-analytique, soit U un ouvert de X qui est une
couronne virtuelle ouverte, et soit x € JU. Soit w un bout de U convergeant
vers x. Choisissons une sous-couronne virtuelle ouverte stricte Z de U qui
aboutit & w; le bord de Z est de la forme {z,y} avec y € U.

Soit U’ une composante connexe de U.5. C’est un arbre & deux bouts;
Iensemble oU’ s’identifie naturellement & oU. Soit w’ le bout de U’
correspondant & w; ¢’est 'unique bout de U’ auquel I'image réciproque Z’ de Z
sur U’ aboutit. Comme Z’ est un arbre & deux bouts, son bord dans Xz compte
au plus deux points, et il se surjecte par ailleurs sur 9Z. Par conséquent, 02’
possede exactement un point x’ au-dessus de z, et w’ converge vers x’.

Le point g(2’) appartient au bord de g(U”’) pour tout g € G, et mo(Ur) est
fini; l'orbite G.z’ est de ce fait finie.

On fixe un isomorphisme U’ ~ D pour un certain intervalle ouvert [

I,ke
de R (la couronne virtuelle U est donc de type I), et 'on appelle r la borne

de I qui correspond & w'.

Supposons que r ¢ {0,00}. En vertu de [3.6.14] et sq. le point ' est situé
sur le lieu quasi-lisse de X7 et est de type 2 (resp. 3) si et seulement si

appartient (resp. n’appartient pas) a (%Z)X |. Par conséquent, z est situé sur le
lieu quasi-lisse de X et est de type 2 (resp. 3) si et seulement si r appartient

(resp. nappartient pas) a \/|k*|.

Supposons que r € {0,00}. Il découle alors de loc. cit. que 2’ est un @—point ;
compte-tenu de la finitude de G.z’, ceci entraine que x est un point rigide de X.

(3.6.38) Remarque. Si les deux bouts de U convergent vers z, il résulte de ce
qui précede appliqué a chacun des deux bouts de U que les deux bornes de [
appartiennent toutes deux a /|k*| si x est de type 2, appartiennent toutes deux
a RY — /|k*]| s'il est de type 3, et appartiennent toutes deux a {0, 00} 'l est
rigide. Par conséquent si U est de type |0; %[, ou de type |r; R[ avec r € /|k*|
et R € RY — \/[k*], il existe un seul bout de U convergeant vers .

On a ainsi prouvé l'assertion suivante : si X est une courbe k-analytique et
si U est un ouvert de X qui est une couronne virtuelle de type 10; %[ ou de type
Jr; R[ avec r € \/|kX| et R € R} — +/|k*], alors U est un arbre.
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(3.6.39) Soit X une courbe k-analytique, et soit U un ouvert relativement
compact de X qui est un disque virtuel. Comme U est un arbre & un bout, 0U
est un singleton {z}. Il existe en vertu de et sq. une couronne virtuelle V'
de type ]*, *[ contenue dans U et dont 'adhérence dans X contient x. Il découle
alors de [3.6.37| que z est de type 2 ou 3 et que X est quasi-lisse en .

(3.6.40) Proposition. Soient Y et X deux k-courbes analytiques ; on suppose
que chacune d’elles est une couronne virtuelle. Soit p : Y — X un morphisme
tel que o(Y') rencontre S*(X).

i) Il existe un intervalle non vide I de S*(X) tel que ¢ induise un morphisme
fini et plat Y — I*.

i) On a o 1(I) =S™(Y), et S*™(Y) — I est un homéomorphisme.

i) La fleche Y — I¥ commute auz rétractions canoniques de ses source et
but sur leurs squelettes analytiques respectifs S**(Y') et I.

i) Si J est un intervalle non vide de S*(Y) alors J* = o~ (p(J)¥) ; si Jo

deg (Y —»1%)
désigne le type de J* alors le type de o(J)* est égal a o=V Dt on a en

particulier
deg (Y —»1%)

Mod(¢(J)*) = Mod(J#) (=00 |

Démonstration. On va tout d’abord se ramener au cas ou X et Y sont
géométriquement connexes.

(3.6.40.1) Le morphisme ¢ admet une factorisation canonique
Y = X ®qx)5(Y) = X.

La fleche 1 : X ®4x) 5(Y) — X est finie et plate de degré [s(Y) : 5(X)], le
fermé ¢~ (S*"(X)) de X ®4(x) 5(Y) est égal & S (X ®4(x) s(Y)), et

San(X ®5(X) E(Y)) — San(X)

est un homéomorphisme ; le morphisme 1 commute aux rétractions canoniques
de ses source et but sur leurs squelettes analytiques respectifs, et si J est un
intervalle non vide tracé sur S*" (X ®,(x)5(Y’)) alors les couronnes virtuelles .J*
et ¥(J)* ont méme type.

On peut donc remplacer X par X ®4x)s(Y), puis p par Y — X ®4x)s(Y)
et enfin k par s(Y), et par 14 se ramener au cas ou Y et X sont géométriquement
connexes.

(3.6.40.2) Preuve lorsque Y et X sont géométriguement connezes. Chacune
des ka-courbes Yz et X5 est alors une couronne; si I est un intervalle
tracé sur S*(X) (resp. S*™(Y)), on notera I son image réciproque
sur S*(Yz) (resp. S*(Xi)); on écrira simplement sza au lieu de (I*)5 ~
(I@)ﬂ. Par hypothese, ¢(Y) rencontre S*(X); en conséquence, pr(Yrz)
rencontre S* (X7 ). Il découle alors de : qu’il existe un intervalle non
vide I tracé sur S (X) tel que ¢ induise un morphisme fini et plat Yz — I%; ;
que S*(Y') est égal a I'image réciproque de I sur Yi5 ; et que 'application
continue S**(Y) — I est un homéomorphisme.

Des lors, ¢ induit un morphisme de Y vers le domaine analytique I* de X ;
et comme Y — I%; est finie et plate, la fleche Y — If est finie et plate
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(13.2.4] et sq. — les remarques du [3.2.4.3| s’appliquent ici), de degré égal a celui
de Yz — I%E, d’otr i). On déduit également de ce qui précéde que S**(Y) est égal
a I'image réciproque de I sur Y, et que S**(Y) — I est un homéomorphisme,
d’ot ii). Il résulte alors aussitot du lemme [1.5.18|que ¢ commute aux rétractions
canoniques de ses source et but sur leurs squelettes analytiques respectifs, d’ot
iii).

Soit J un intervalle non vide de S**(Y); I’égalité J* = =1 (¢(J)*) est une
conséquence immédiate de iii). Le type Jo de J* est égal & celui de J%E, et le

type de o(J)* est égal & celui de @(J)%; = <,0(J,€Aa)ﬁ ; mais ce dernier type est, en
L deg (Ym—Ih)
vertu de [3.6.24.1} égal a J, Tk

. < gdeg (Y —»TI*
, soit encore & Jy® ( .0

(3.6.41) Remarque. Soit ¢ : Y — X un morphisme entre couronnes virtuelles.
Si p est fini et plat alors p(Y) = X, et la proposition ci-dessus s’applique donc,
avec I = S**(X) tout entier.

(3.6.42) Soit X une k-couronne virtuelle et soit £ un entier premier & p. Soit Y’
un pe-torseur de Kummer sur X, et soit Z une composante connexe de Y.
C’est alors une couronne virtuelle, et gentiment virtuelle si X est gentiment
virtuelle. En effet, soit L une extension complete de k déployant X. Si Z’ est
une composante connexe de Z,, alors Z’ est une composante connexe de Y7, et
est dés lors une s(Z’)-couronne en vertu de d’ou notre assertion.

En particulier, le morphisme Z — X est justiciable de la remarque
ci-dessus. Il s’ensuit notamment, compte-tenu de lassertion ii) de la
proposition que tout point de S**(X) a un et un seul antécédent sur Z.

Existence de toises sur les sous-graphes compacts d’une
courbe analytique

(3.6.43) La toise canonique sur la compactification arboricole d’un disque
virtuel. Soit X un disque virtuel sur k, soit X sa compactification arboricole
(sans autre structure que celle d’un espace topologique) et soit w I'unique bout
de X. Soit § I'application de X dans R, qui envoie w sur 0 et z sur 1 — ryopm ()
si x € X ; c’est une toise partielle sur )?, basée en w et bornée par 1. La toise
sur X induite par 0 est invariante par tout automorphisme de X ; elle sera
appelée la toise canonique sur )?; elle est bornée par 2.

SiY est une courbe k-analytique et si U est un ouvert de Y qui est un disque
virtuel relativement compact, U s’identifie naturellement a U ; par conséquent,
on pourra parler de la toise canonique sur U.

(3.6.44) La toise standard sur la droite projective. Si U est une composante
connexe de ]P’,lcf \ {m}, c’est un disque virtuel (3.6.33.4) ; on notera Iy la toise
canonique sur U = U U {n;}.

Le sous-arbre {n; } de ]P’,lc’an est admissible. La toise définie par concaténation

des Iy et de la toise triviale sur {n; } sera appelée la toise standard de ]P’,lﬂ’am ; elle
est bornée par 2.

(3.6.45) Théoreme. Soit X une courbe k-analytique et soit Y un sous-graphe
compact de X. Le graphe Y admet une toise.



Géométrie analytique 219

Démonstration. On commence par plusieurs réductions.

(3.6.45.1) On peut supposer que X est affinoide et que Y = X. En effet, il
existe par compacité de Y une famille finie (X;) de domaines affinoides de X
qui recouvrent Y. Il suffit de montrer que |J X; admet une toise; on peut pour
ce faire, en vertu de se contenter de montrer que chacun des X; admet
une toise; on s’est donc bien ramené a la situation annoncée.

(3.6.45.2) On peut supposer que X est un domaine affinoide de l'analytifiée
d’une k-courbe algébrique projective, irréductible et lisse % . En effet, le
probleme étant purement topologique, on peut étendre les scalaires au
complété de la cloture parfaite de k, et donc supposer k parfait. Grace a
la proposition on peut remplacer X par sa normalisation et donc le
supposer quasi-lisse. Il admet alors un recouvrement fini (X;) ot chaque X; est
un domaine affinoide de X s’immergeant dans I'analytification d’une k-courbe
algébrique irréductible et lisse, que 'on peut compactifier en une courbe lisse
puisque k est parfait. D’apres le [1.6.5] il suffit de s’assurer que chacun des X;

admet une toise; on s’est donc bien, la encore, ramené a la situation annoncée.

(3.6.45.3) Comme 2 est lisse, il existe un morphisme fini et génériquement
étale 2 — PL; soit # la normalisée de 2  dans une cloture galoisienne
de Textension k(Z2")/k(T), soit G le groupe de Galois de x(Y) sur k(T), et
soit H le sous-groupe de G correspondant & k(2"). On dispose d’identifications
topologiques naturelles

2 o GO Y et PL ~ @0 G,

On a vu au [3.6.44] que P,lc’an admet une toise. On déduit alors du
théoreme [1.9.24] que 2" admet une toise, puis que 2 *" en admet une. Par
restriction, X admet une toise, ce qui acheve la démonstration. [

3.7 Algébrisation
Algébrisation des courbes analytiques propres

(3.7.1) Proposition. Soit X une courbe k-analytique propre. L’ensemble des
points rigides de X en est une partie dense pour la topologie de Zariski.

Démonstration. Si |k*| # {1}, il résulte du fait que X est sans bord que
I’ensemble de ses points rigides en est une partie dense pour la topologie usuelle,
et a fortiori pour la topologie de Zariski. On peut donc supposer que |[k*| = {1}.

Soit % un ouvert de Zariski non vide de X ; nous allons montrer qu’il contient
un point rigide. Comme k4 est une cloture algébrique de k, il suffit de montrer
que % contient un point rigide, ce qui permet de se ramener au cas ou k est
algébriquement clos. On peut, quitte a remplacer X par sa normalisée, supposer
que X est lisse, puis qu’elle est irréductible. Dans ce cas X \ % est un ensemble
fini de k-points; il suffit donc, pour conclure, de démontrer que X contient une
infinité de k-points.

(3.7.1.1) L’ensemble X3 est non vide. Supposons que ce ne soit pas le cas;
on a alors X = X|; 3. Si # € X, le groupe [ (x)*| est libre de rang 1, et
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posseéde donc un unique générateur strictement plus petit que 1; notons-le r(x).
Le point z possede un voisinage ouvert dans X qui est isomorphe a un ouvert
de l'analytifiée " d’une k-courbe projective, lisse et irréductible % ; soit y le
point de %2 correspondant a x via I'isomorphisme évoqué.

Pour tout point fermé P de % et tout r €]0; 1] notons {p, le point de #>»
correspondant a la valeur absolue 77 de k(%/), ol vp est la valuation discrete
associée & P; notons que | (£p,.)*| = r2. Comme y est de type 3 il est de
la forme &p, avec r et P comme ci-dessus; Uensemble {€p }o<s<1 est alors un
voisinage ouvert de y dans %",

I s’ensuit que x possede un voisinage dans X qui est contenu dans Xz,
homéomorphe a un intervalle ouvert, et sur lequel 'application r est continue
et strictement monotone.

Si z est un k-point de X, il possede un voisinage ouvert V qui est un
disque; quitte a le restreindre, on peut supposer celui-ci isomorphe & 'ouvert
de Allc’an défini par I'inégalité |T'| < s pour un certain s €]0; 1[; cet ouvert peut
simplement se décrire comme la réunion de Porigine et de {n: }o<t<s ; il s’ensuit
que tout point de V \ {z} est de type 3, et que r(z) — 0 quand le point z
de V'\ {z} tend vers x.

On déduit de ce qui précede que r se prolonge en une application continue
de X dans Ry telle que r(z) = 0 pour tout k-point x de X. Par compacité, r
atteint son maximum en un point x de X. Comme X n’est pas constitué
uniquement de points rigides (c’est un espace de dimension 1) et comme r ne
s’annule par construction qu’en les points rigides de X, le point = est de type
3. Mais on a vu plus haut qu’il possede alors un voisinage homéomorphe a un
intervalle ouvert sur lequel r est strictement monotone, ce qui contredit le fait
qu’elle atteint son maximum en x.

(3.7.1.2) Conclusion. On peut donc choisir un point x de type 2 sur X. Par
lissité, il existe un voisinage ouvert V de x dans X et un morphisme fini, étale
et surjectif de ¢ de V vers un ouvert U de A,lf’an. Comme p(x) est de type 2,
c’est nécessairement le point 7; de A,lc’an ; en tant que voisinage de 1y, 'ouvert U
contient une infinité de k-points; comme ¢ est fini et surjectif, V' contient une
infinité de k-points, ce qui achéve la démonstration. [

(3.7.2) Théoreme. Soit X wune k-courbe propre. Elle est isomorphe a
Uanalytification d’une k-courbe projective.

Démonstration. Commencons par rappeler que comme X est propre, les
espaces vectoriels de cohomologie d’'un faisceau cohérent sur X sont tous de
dimension finie; ce fait sera implicitement utilisé dans la suite.

L’ensemble des points de X dont I’anneau local est de Cohen-Macaulay est
un ouvert de Zariski de X contenant tous les points non rigides de X (I’anneau
local en un tel point est artinien), et rencontrant par conséquent chaque
composante irréductible de X. Cela entraine, en vertu de la proposition
ci-dessus, qu’il existe un ensemble fini D de points rigides de X, rencontrant
toutes les composantes irréductibles de X et constitué de points dont 'anneau
local est de Cohen-Macaulay.

Chaque point de D peut alors étre localement défini, ensemblistement,
comme le lieu d’annulation d’'une fonction f qui n’est pas diviseur de zéro;
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il existe donc un diviseur de Cartier effectif D de X dont le support est égal
a D; soit &£ le fibré en droites correspondant & D.

(8.7.2.1) Pourn assez grand le fibré L™ est engendré par ses sections globales.
Comme Z|x _p est trivial, il suffit de vérifier cette assertion en chacun des points
de D. Pour tout entier n, la tensorisation par £®" de la suite exacte

0— O0x(-D) = 0x — 0p —0
fournit une suite exacte
0— Zen-1 5 pon _, 29 g 6 — 0,
d’olt une suite exacte de cohomologie
HO(X, 29" - H(X, £%" @ 6p) —» H'(X, £*"") — H'(X, £%") = 0,

le faisceau .£®™ ® Op étant & support dans D et donc & cohomologie triviale en
rang > 0.

Par ce qui précede, la suite (dimg H' (X, 2%®")), est décroissante, et donc
stationnaire a partir d’'un certain rang. Par conséquent,

H'(X, 29" — H'(X, £%")

est bijective pour n assez grand ; il s’ensuit que H*(X, £®") — HY(X, %" ®
Op) est surjective pour n assez grand, d’ou notre assertion.

(3.7.2.2) Quitte & multiplier D (et &) par un entier convenable, on peut
donc supposer que .Z est engendré par ses sections globales. Soit A la sous-k-
algebre graduée de @ H° (X, £®") engendrée par H* (X, Z) ; ¢’est une k-algebre

graduée de type fini ?comme & est engendré par ses sections globales, on dispose
d’un morphisme naturel d’espaces annelés de X vers 2 := Proj A; il résulte
de la propriété universelle de I’analytifiée que ce morphisme se factorise par une
fleche v : X — 2.

Comme D est effectif, la fonction 1 définit une section globale de %
qui s’annule exactement en les points de D, lequel rencontre chacune des
composantes irréductibles de X ; soit a I’élément de degré 1 de A qui correspond
a cette section.

Soit Y une composante irréductible de X et soit y 'un des points de D
situé sur Y. L'image = de y sur 2" est située sur le lieu des zéros Z de a (vue
comme section d’un fibré ample sur 2*") ; si ¢’ est un point de Y n’appartenant
pas & D alors ¢(y) ¢ Z; en particulier, p(y) # x; il s’ensuit que Y n’est pas
contenue dans ¢~ 1(z).

Si t est un point rigide de X, la fibre ¢ ~!(p(t)) ne contient par ce qui
précede aucune composante irréductible de X ; par conséquent, ¢~ !(p(t)) est
de dimension nulle. I’ensemble des points de X en lesquels la dimension relative
de X est nulle en est un ouvert de Zariski; comme il contient tous les points
rigides de X, c’est X elle-méme en vertu de la proposition

Comme X est propre, ¢ est compacte ; comme ¢ est de dimension relative 0
en tout point de X, et est par ailleurs sans bord puisque X est sans bord, ¢ est
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fini en tout point de X ; étant propre et a fibres finies, ¢ est fini. Il découle alors
du caractere projectif de 2" et de GAGA que X est algébrisable. [

(3.7.3) Remarque. Si X est normale, la preuve du théoréme précédent peut étre
simplifiée : on choisit un point rigide P sur X (grace a la proposition ; Clest
un diviseur de Cartier, et le méme argument que ci-dessus montre que &'(nP)
est engendré par ses sections globales pour n assez grand.

En particulier, il existe n tel que &(nP) admette une section globale ne
s’annulant pas en P ; celle-ci peut s’interpréter comme une fonction méromorphe
non constante, et fournit ainsi un morphisme X — Pi’an ; on procede alors encore
une fois comme ci-dessus : on montre que ce morphisme est fini, et on conclut

par GAGA.

(3.7.4) Remarque. En vertu de GAGA D'analytification des variétés propres
est un foncteur pleinement fidele. On peut donc reformuler le théoréme [3.7.2] en
disant que Z" — 2" établit une équivalence entre la catégorie des k-courbes
algébriques propres et celle des courbes k-analytiques propres.

Algébrisation des courbes formelles propres

(3.7.5) On appellera k°-courbe formelle (resp. k°-courbe algébrique) tout k°-
schéma formel (resp. k°-schéma) plat, de type fini et purement de dimension
(resp. de dimension relative) 1.

(3.7.6) Théoréme. Soit X une k°-courbe formelle propre.

i) Il existe une k°-courbe algébrique projective X telle que X s’identifie a la
complétion de X le long de sa fibre spéciale. _

ii) Supposons que |k*| est libre de rang 1, que X3 1= X @0 k et X, sont
réduits, que les composantes irréductibles de Xi sont génériquement lisses, et
qu’il existe un sous-corps dense F' de k et une F-courbe algébrique & telle que

Xy~ (¥ xp k)™ ;

il existe alors une F° -courbe projective Y telle que YV, ~ % et tel que X
s’identifie a la complétion de Y Rpo k° le long de sa fibre spéciale.

Démonstration. Le théoréme est évident si |k*| = {1} ; on suppose a partir
de maintenant que ce n’est pas le cas, et 'on fixe un élément a de k tel que 0 <
la| < 1.

(3.7.6.1) Preuve de i). Choisissons un fibré ample £ sur la k-courbe
projective X7. L’obstruction a relever £ en un fibré en droites sur X
vit dans HQ(X—,;,k;““ﬁx); I'espace topologique X7 étant de dimension
cohomologique 1, cette obstruction s’annule et .Z se releve donc en un fibré
en droites £ sur X.

Soit n un entier. Pour tout idéal de définition Z de k°, le k°/I-
module H°(X/Z, £2"/T) est plat et de présentation finie, et par conséquent
libre puisque k°/Z est local; comme le Oy 7-module £%" /T est k°/I-plat, la
formation de ses sections globales commute aux changements de base.

On déduit de ce qui précede que

HO(X/7,L%"/7) ~ 0 (X/Z,£%" /1)) T
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pour tout couple (Z,J) d’idéaux de définition de k° tel que Z C J; il s’ensuit
que H°(X, £8™) est un k°-module libre de rang fini.

Comme .Z est ample, la %—algébre &b HO(XE, £ est engendrée par ses N
n

premiers sommandes pour un certain entier N, ce qui revient a dire que pour
tout entier n, I’'application naturelle

D (@ HO (%7, gmi)) — H(X;, 2%")

1o SN, Sng=n \ i

est surjective. En vertu du lemme de Nakayama, il s’ensuit que ’application

$H <® HY (%, £®"i)> — HO(X, £%")

1,0 KN, Yon;=n

est surjective pour tout n, ce qui siginifie que la k°-algebre @ H%(X, £8") est de
type fini; comme elle est somme directe de modules libres, elle est sans torsion
et donc plate ; par conséquent, elle est de présentation finie.
Posons X = Proj @ H’(X, £%"). Comme £ est engendré par ses sections
n

globales, il existe un morphisme naturel de X vers le complété X de 2 le long
de sa fibre spéciale.

Pour tout idéal de définition .# de de k°, le fibré en droites £/.# sur
le k°/.7-schéma X /.7 est relativement ample; par conséquent, X/ — X, 184
est un isomorphisme ; ceci valant pour tout .#, le morphisme X — X est un
isomorphisme, ce qui achéve de prouver i).

(3.7.6.2) Preuve de ii). Plagons-nous maintenant sous les hypotheses de ii).
Choisissons sur chacune des composantes irréductibles de X7 un point fermé en
lequel X est lisse (c’est possible par hypotheése) ; notons (P;); la collection finie
de points fermés ainsi obtenus.

Pour tout i, I'image réciproque U; de P; sur X, est un ouvert non vide. Il
existe un morphisme fini et plat de ) vers IP’}J ; la fleche

X, > (V)™ — P

est ouverte ; il s’ensuit, compte-tenu de la densité de k° dans @, de la densité
de F dans k, et du lemme de Krasner, que l'image de U; sur IF’,lg’an contient
un point rigide provenant d'un point fermé de PL; ce dernier possede par
construction un antécédent Q; sur ) dont 'image réciproque Q) sur % est,
modulo l'identification entre (%4)*" et X,), contenue dans U;. Comme P; est
un point lisse de X, il est contenu dans le lieu lisse du schéma formel X ; par
conséquent, le fermé @)} est contenu dans le lieu lisse de X, >~ (%4)?", et Q; est
des lors contenu dans le lieu lisse de #/.

Soit & le fibré en droites sur % correspondant au diviseur de Cartier > Q; ;
I'image réciproque %, de & sur % est le fibré en droites associé au diviseur de
Cartier > Q5. Si P est un point quelconque du support de > @7, il induit, via
l'identification (%4)*" ~ X,,, un morphisme fini Spf J#(P)°> — X, dont I'image
est un fermé de Zariski de X de support {P;} pour un certain i; c’est donc un
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fermé de codimension 1 du lieu lisse de X, et a fortiori de son lieu régulier ; c’est
de ce fait un diviseur de Cartier sur X. Il s’ensuit que .Z*", vu comme fibré en
droites sur X,,, s'identifie a la fibre générique d'un fibré en droites £ sur X, qui
est tel que £; soit associé a un diviseur de Cartier de la forme > n; P; ot les n;
sont des entiers strictements positifs; en particulier, £; est ample; il s’ensuit
que £, et £ sont amples.

Choisissons un recouvrement formel affine (4;) de X qui trivialise £. Pour
tout j, I'espace analytique (f;), est un domaine affinoide de X,,. Comme X est
réduite, la norme spectrale sur H°((41;),,, O(y,),) prend ses valeurs dans |k|, et

HY (8, Oy,) = H® ()5, Ory),) -

Fixons un entier n. Le fibré £2" est trivialisé par le recouvrement (&l;).
On définit comme suit une métrique sur HO(%WS?") : une section globale f
de 2?" étant donnée, on choisit pour tout j une trivialisation de £™ sur 4, ; elle
permet de voir la restriction fi(y,), comme une fonction analytique sur (i),
dont la norme ne dépend pas de la trivialisation en question, et on définit || f||
comme le maximum des normes ainsi obtenues lorsque j varie. En vertu de ce
qui précede, ||f|| € k et f s’étend en une section globale de £&™ sur X si et
seulement si ||f|| < 1.

Le k-espace vectoriel HO(%U,SE’”) étant muni d’une norme qui prend ses
valeurs dans |k|, il posseéde une base orthonormale pour cette derniere. On peut
par ailleurs écrire, en vertu des théoremes GAGA,

H(%,, 2%”) ~ HY(Z2", (Lp™)®) ~ HY (%, L&) ~ 0%, L) @rF k,
et partant identifier H’(X,, £8") a H)(#, £%") @p k.
Par densité de F' dans k, il existe une base orthonormée de HO(%H,S;‘?”)
constituée d’éléments appartenant a H(%/, £®").
Soit A, le F°-module HO(@, Z%m)e: on déduit de ce qui précede que
HO(%,£97) = H(X,), £9™)° ~ A, @po k°

et que A, ®@po F ~ HY (%, 2%").
Par conséquent, si on appelle B la F°-algebre graduée € A,,, alors

B ®pe b ~ EHHO(X, £57).

Le fibré £4 étant ample, on a vu lors de la preuve de l'assertion i) au [3.7.6.1
que la k°-algebre graduée @ HY(X,£8") est de présentation finie, et que X

n
s’identifie au complété formel le long de sa fibre spécial du k°-schéma projectif
associé. Par conséquent, B est de présentation finie, et si 'on pose Y = Proj B
alors X s’identifie au complété formel de YV ®po k° le long de sa fibre spéciale.
On a par ailleurs B@po F ~ @ H (%, £®™). On en déduit, le fibré £ étant

n
ample, que YV, ~ %, ce qui acheve la démonstration. [

(3.7.7) Remarque. En vertu de GAGA, la restriction de 2 +— Z ala
catégorie des k°-schémas propres est pleinement fidele. On peut donc reformuler
Passertion i) du théoréme en disant que 2 — 2 induit une équivalence
entre la catégorie des k°-courbes algébriques propres et celle des k°-courbes
formelles propres.



Chapitre 4

Etude locale des courbes
analytiques

4.1 Chirurgie sur les courbes analytiques
Prolongement d’un revétement étale

4.1.1) Lemme. Soit x un point de P et soit U une composante connexe
k
de P\ {z}. Soit y € U, soit V —y;z[” un revétement fini étale et soit t €
ly; z[. Il existe un espace k-analytique W normal et lisse en dehors d’un ensemble
fini de points rigides et un morphisme fini et plat W — U tel que

Wxylt;zlP~y Vxglt;zl.

Démonstration. Choisissons 7 €]y;t[. Appartenant & lintérieur d’un
intervalle ouvert tracé sur IP’,lc’an, le point 7 est de type 2 ou 3 et est de ce
fait situé au-dessus du point générique du schéma PP}, ; le corps des fonctions F
de ce dernier s’identifie donc naturellement & un sous-corps dense de (7). La
fibre V, est isomorphe au spectre analytique d’une 2 (7)-algebre finie étale,
laquelle provient par le lemme de Krasner d’une F-algebre finie étale. Il existe
par conséquent un morphisme % — IP’,lf qui est fini, plat et génériquement étale
sur son but, et un isomorphisme V; ~ #*"; en vertu des propriétés satisfaites
par Z — Pi, la k-courbe % est lisse en dehors d'un ensemble fini de points
fermés; par ailleurs 'on peut, quitte a remplacer % par sa normalisée, la
supposer normale.

Le point 7 étant situé au-dessus du point générique de ]P’}C’an, le
morphisme #3" — ]P’,lc"‘m est étale au-dessus d’un voisinage de 7 ; par conséquent,
Iisomorphisme V, ~ #2" g’étend en un €) isomorphisme ¢ entre V xy 2
et @an XpLian Q pour un voisinage ouvert convenable Q de 7 dans U, voisinage

qui contient un ouvert de la forme ]7/;7[° pour un certain 7’ €ly;7[; par
abus, 'on notera encore ¢ ’isomorphisme déduit de ¢ par le changement de
base |7/; [P Q.

Soit Z la composante connexe de Py \ {7} qui contient y, et soit W
lespace k-analytique obtenu par recollement de %/2" Xphan Z et Vxylr'zl
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le long de l'isomorphisme ¢ entre leurs ouverts respectifs %" xp1an |7’ TP
k

et Vxy]r';7[°. Puisque ¢ commute aux projections sur |7/; 7, les fleches

Y Xpran Z — Z et Vxylr iz =)z

induisent un morphisme ¢ : W — U.

En vertu de I’égalité ZN|7';xz[’=]7';7[°, le morphisme ¢ est fini et plat
localement sur son but, et partant globalement; 'on déduit par ailleurs de
linclusion ]t; z[*C]7; 2> que v~ (Jt; z[°) est U-isomorphe & V xy|t; z[’.

La k-courbe % est normale et lisse en dehors d’un ensemble fini de points
fermés; par conséquent, 'ouvert %" X ploan Z de #* est normal, et lisse
en dehors d’un ensemble fini de points rigides; par ailleurs, V' est muni d’un
morphisme étale vers I'espace lisse U, et est de ce fait lisse, et a fortiori normal.
Comme W est construit par recollement de #*" Xploan Z et Vxylr';z’, il est
normal, et lisse en dehors d’un ensemble fini de points rigides. [

La chirurgie proprement dite

(4.1.2) Théoreme. Soit X une courbe k-analytique sans bord et génériquement
lisse, soit S un sous-ensemble fini de points lisses de X, et soit ) une réunion
finie de composantes connexes de X \ S telle que X — Q soit compact; on
note & l’ensemble des composantes connezes de X \ S non incluses dans €,
et & lensemble fini br(X,S)cq. Il existe :

- un fermé T de X contenu dans € ;

- une k-courbe algébrique projective 2 dont le lieu lisse est dense, et qui
est normale si X est normale ;

- une famille (Q)pez d’ouverts connezxes, non vides, normauz et deux
deux disjoints de X" ;

- un isomorphisme entre X \ T et un ouvert de 2" modulo lequel :

o #emys= 1w (1o);

weé&
2) A s’identifie a br(Z*",S)c110,, et pour tout b € A, la branche
b

correspondante de 2™ appartient & br(2*",S)cq, et en est le seul
élément.

Démonstration. Pour tout b € Z l'on note xp, 1'origine de b. L’on choisit un

élément (Zy,) € [] Sec b tel que les sections Z; soient deux a deux disjointes;
beB
le sous-ensemble T := Q — [[ Z, de Q est un fermé du graphe X.

(4.1.2.1) La construction des Qy, et d’un espace analytique Y qui se révélera a
posteriori étre égal a Z .

Fizons b € . Comme x; est un point lisse de X, il existe un revétement
fini étale ¢ de source un voisinage ouvert de x, dans X et de but un ouvert
de P,lﬁ’an ; on peut supposer que la source de ¢ est un arbre et que x; est le seul
antécédent de p(xyp).
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Soit U la composante connexe de ]P’,lﬁ’am \ {p(zp)} qui correspond a la
branche ¢(b). On peut supposer, quitte a restreindre Z;, qu’il existe un
élément y € U tel que ]y; p(xp)[> soit contenu dans le but de ¢ et tel que Z,
soit une composante connexe de ¢~ (Jy; (x3)[") ; en vertu du lemme on
peut de surcroit faire I’hypothese qu’il existe un espace k-analytique normal €2y,
lisse en dehors d’un nombre fini de points rigides, muni d’un morphisme fini et
plat 1 vers U et d’un U-isomorphisme ¢, : 9~ (Jy; o(x) ") =~ Zs.

Les ouverts de X de la forme Z; X1y, (z,)p 1t ©(xp)[?, ol t parcourt Jy; ()],
forment une base de sections de b ; chacun d’eux s’identifie, via I’isomorphisme ¢,
a Pouvert 91 (Jt; o(x3)[") de Q.

Les parties de U de la forme U—]t; p(23)[*, ol ¢ parcourt Jy; ()|, forment
un systeme cofinal de compacts de U ; il résulte alors de la finitude de ¥ que les
parties de €, de la forme Q, — 1 (Jt; @(23)[’), ol t parcourt Jy; p(xp)[, forment
un systeme cofinal de compacts de €2 ; cela peut se reformuler comme suit :
modulo l’isomorphisme tp, les parties de la forme Qp, — Z, ou Z est une section
de b contenue dans Zy, forment un systeme cofinal de compacts de €.

Soit Y lespace k-analytique obtenu en recollant X \ T et [[£; le long
de [ Zs, que 'on peut voir via ]| ¢, comme un ouvert de chacun des deux espaces
en jeu; en vertu de ce qui précede, les propriétés suivantes sont satisfaites (on se
permettra de voir & ’occasion certains sous-ensembles de X ne rencontrant pas T’
comme des sous-ensembles de Y, sans mention explicite de cette identification,
en espérant que le contexte évite toute ambiguité) :

- Y est topologiquement séparé ;

- pour toute branche b appartenant a %, ’adhérence de 2, dans Y est égale
a Qp U{zp} et est compacte;

- pour toute branche b appartenant & %, l'on a br(Y, S)cq, = {b}.

Par construction, I'on peut écrire

v~ (119 ITTT( 11 w)

weé&

= (U O, U {xb}) U(X - Q).

Chacun de ces deux derniers termes est compact; l'espace topologiquement
séparé Y est donc compact.

Lespace Y est lisse sur k en dehors d’un ensemble fini de points rigides,
et normal si X est nmormale. La courbe X est génériquement lisse; par
conséquent, X \ T est génériquement lisse, et normal si X est normale. On a vu
plus haut que chacun des €2, est normal et lisse en dehors d’un ensemble fini de
points rigides ; comme Y est construit par recollement de X — Z avec [ Qs, et
comme Y est compacte, ’assertion requise s’ensuit aussitot.

(4.1.2.2) Algébrisation et conclusion. L’ouvert X \ T de X est sans bord,
puisque X est sans bord; chacun des €, est fini sur un ouvert de P, et
est en particulier sans bord. Il en résulte que la courbe analytique Y est sans
bord ; on a vu plus haut qu’elle est compacte. Elle est des lors propre; il s’ensuit
qu’elle est isomorphe a I’analytification d’une k-courbe algébrique projective 2 .
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Comme Y est lisse en dehors d’un ensemble fini de points rigides, et normal si X
est normale, le lieu lisse de la courbe 2 est dense, et celle-ci est normale si X
est normale. [J

4.2 Branches et valuations

(4.2.1) Lemme. Soit 2 une courbe algébrique projective intégre munie d’un
morphisme fini et plat sur Pi. dont on note ¢ Uanalytifié. Soit x € 2™, soit V
une composante conneze de 2\ {z}, et soit U ouvert (V) de Py™.

i) Si'V ne rencontre pas o~ (¢((x)), Uouvert U est une composante connexe
de Po* \ {p(x)}, et V est une composante connexe de 2 — o~ (p(x)) ; c’est
a fortiori une composante connexe de ¢~ (U).

ii) Si V contient au moins un antécédent de () alors U = P ™",

Démonstration. Soit E I'ensemble fini VN~ (p(x)). Si E est vide alors V C
2 — o= (p(z)) et en est donc une composante connexe; dés lors son image
par la fleche finie et plate ¢ est une composante connexe de P)*"\ {(z)}, d’ott
i).

Montrons maintenant ii). Supposons que E est non vide. Si W est une
composante connexe de V \ E, c’est une composante connexe de 2" —
0 1(p(x)), et (W) est de ce fait une composante connexe de IP’,lc’an \ {p(z)}.
Par conséquent, Q := @(V \ E) est une réunion de composantes connexes
de Py \ {¢(z)}. L'ensemble E étant non vide, U = QU {z}.

L’application ¢ est ouverte; il s’ensuit que U est un voisinage de x. Or le seul
voisinage de = dans Pi’an qui soit réunion de {z} et de composantes connexes
de Py \ {p(2)} est Py™ lui-méme ; par conséquent, U = Py, O

L’anneau associé a une branche

(4.2.2) Soit X une courbe k-analytique, soit € X et soit b une branche
de X issue de z. On notera Ox (b) la limite inductive des Ox (V') o V parcourt
l’ensemble des sections de b il existe un morphisme naturel de Ox , dans Ox (b).

Nous dirons qu’une fonction f appartenant & @x (b) est modérée si pour
tout A € R T'une des trois assertions suivantes est satisfaite :

A) il existe une section Z de b sur laquelle f est définie et telle que |f(2)| = A
pour tout z € Z;

B) il existe une section Z de b sur laquelle f est définie et telle que | f(z)] < A
pour tout z € Z;

C) il existe une section Z de b sur laquelle f est définie et telle que |f(2)] > A
pour tout z € Z.

Notons que comme deux sections de b se rencontrent toujours, ces assertions
sont exclusives I'une de l'autre. Si f satisfait A) (resp. B), resp. C)) nous dirons
que |f| = X (vesp. |f| < A, resp. |f| > A) le long de b.

(4.2.3) Lemme. Soit ¢ : (Y,y) — (X,z) un morphisme fini et plat entre
germes ponctuels de courbes k-analytiques. Soit b € br(Y,y) et soit a son image
dans br(X, x) ;
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i) Il existe un morphisme naturel de Ox g-algébres ©* : Ox(a) — Oy (b).

i1) Sib e br(Y,y) et si € Ox(a) alors [ est modérée si et seulement si o* f
est modérée, et dans ce cas le comportement de | f| le long de a est le méme que
celui de |@* f] le long de b.

i11) Le Ox(a)-module Oy (b) est de présentation finie et localement libre de
rang deg(b — a) ;

i) Si ¢ est galoisien de groupe G alors G agit naturellement sur br(Y,y) ;
si H désigne le stabilisateur de b alors H agit naturellement sur Oy (b) et Oy (b)H
s’identifie a Ox(a).

Démonstration. On se ramene immédiatement au cas ol ¢ est induit par un
< vrai » morphisme (Y, y) — (X, z) entre courbes k-analytiques pointées, noté
encore ¢ ; on peut supposer que @ est fini et plat, que y est le seul antécédent
de z sur Y, que Y et X sont des arbres et, pour la preuve de iv), que ¢ est
galoisien de groupe G. Pour tout 3 € ¢ ~!(a) et toute section Z de a, on note Zg
la composante connexe de ¢ ~1(Z) qui correspond a f.

Pour toute Z € Sec a il existe une fleche canonique Ox(Z) — Oy (Zp);
par passage a la limite on obtient une fleche lim Ox(Z) — lim Oy (Zy) ; mais le

z S
terme de gauche s’identifie & Ox (a) et celui de droite & Oy (b), d’out i).

Si Z € Sec a, si A € Ry et si f € Ox(Z) il découle de la surjectivité
de Zy — Z que |f] est égale (resp. strictement inférieure , resp. strictement
supérieure ) & A en tout point de Z si et seulement si |p* f| est égale & (resp.
strictement inférieure &, resp. strictement supérieure &) A\ en tout point de Zp,
d’ot ii).

Prouvons maintenant iii) ; posons n = deg . Il existe un voisinage ouvert U
de z dans X tel que le Ox-module ¢, Oy soit libre de rang n au-dessus de U ;
soit (f1,..., fn) une base du @x (U)-module Oy (¢~1(U)). Pour toute section Z
de a qui est contenue dans U, le Ox(Z)-module [[ Oy (Z5) = Oy (¢~ (Z)) est

B

libre de base (f;); par passage a la limite, le Ox (a)-module [] Oy (B) est libre
B
de base (f;).

Fixons une section Z de a qui est contenue dans U. Par ce qui précede, la
fleche naturelle

(H ﬁy(Zb)) Reoy(z) Ox(a) = HﬁY(ﬂ)

est un isomorphisme; par conséquent, Oy (Zg) Rpy(z) Ox(a) — Oy ()
est un isomorphisme pour tout A. Il suffit donc de montrer que le Ox(Z)-
module Oy (Z},) est projectif, de présentation finie et de rang égal a deg (b — a).
Qu’il soit projectif et de présentation finie résulte du fait qu’il est facteur direct
du Ox (Z)-module libre de type fini Oy (¢~1(Z)); il reste & étudier son rang.

Soit V' un domaine affinoide non vide de Z. Le Ox (V)-module Oy (p=1(V))
est libre de base (f;). Par conséquent, la fleche naturelle

Oy (97 H(Z)) @ox(2) Ox (V) = Oy (971 (V)
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est un isomorphisme. Comme sa source et son but sont respectivement égaux
a (I10v(Zs)) ®6y(z) Ox(V) et [1 Oy (Zg N ~(V)), le morphisme

Oy (Z8) @y (z) Ox (V) = Oy (Zg N~ (V)

est un isomorphisme pour tout . Le &(V)-module Oy (Zy) @ (z) Ox (V) est
des lors isomorphe & Oy (Z, N~ 1(V)) qui est lui-méme localement libre de
rang deg (b — a) d’apres la définition du degré d’une branche au-dessus d’une
autre.

Comme Z est connexe, Ox(Z) n’a pas d’idempotents non triviaux. Le
rang du Ox(Z)-module projectif et de présentation finie Oy (Zp), vu comme
fonction sur Spec Ox (Z), est donc constant. Comme ledit module devient, apres
tensorisation par 'anneau non nul &(V'), localement libre de rang deg (b — a),
son rang est nécessairement deg (b — a), et iii) est démontré.

Prouvons iv). Que G agisse sur br(Y, y) résulte de; que le stabilisateur H
de b agisse sur Oy (b) est un cas particulier de lassertion i) ci-dessus, déja
établie. Soit Z € Sec a et soit g € G; on a pour toute branche 3 de ¢~*(a)
I'égalité g(Zp) = Zy(s); on peut en particulier caractériser H comme le sous-
groupe de G qui laisse invariante la composante Z;. Par descente galoisienne I'on
a Ox(Z) = Oy(Zy)"; un passage & la limite sur Z fournit alors I'identification
requise entre Oy (a) et Ox(b)". O

(4.2.4) Proposition. Soit X une courbe k-analytique, soit x un point de X
et soit Y un domaine analytique fermé de X contenant x. Soit f un élément
de ﬁx’z.

i) Pour toute branche b de X issue de x l’image de f dans Ox (b) est modérée
.z

it) Pour presque toute branche b de X issue de z, on a |f| = |f(z)| le long
de b.

iii) Il existe un sous-ensemble fini B de br(X,x) et un voisinage ouvert Vy
de © dans X qui est un arbre, et qui est tel que pour tout voisinage ouvert

connexe V de x contenu dans Vo Uon ait VNY =V — [] b(V); Uimage
beR

de br(Y,z) dans br(X,z) par Uinjection naturelle est égale a br(X,z) \ A ; le

domaine analytique Y est un voisinage de x dans X si et seulement si B = ().

Démonstration. On procede en plusieurs étapes.

(4.2.4.1) Preuve de i) et ii) lorsque x € Xpg). Soit A € Ry. Si [f(z)] > A
alors |f] > A au voisinage de x. Si |f(z)] < A et si A > 0 alors le lieu de
validité V' de l'inégalité |f| < A est un domaine analytique de X, et comme x
est un point rigide de V il appartient a l'intérieur topologique de V dans X ;
par conséquent, |f| < A au voisinage de z.

Si |f(z)] = A = 0, choisissons un voisinage affinoide Xy de z dans X.
Soit b une branche de X issue de z; elle possede une section Z contenue
dans une composante irréductible Xy de X'. Si f|x; est nilpotente alors |f]
est identiquement nulle sur Z ; sinon ’ensemble des zéros de f sur X|) est fini,
et 'on peut donc restreindre Z de sorte que |f| ne 8’y annule pas.

L’assertion i) est une conséquence immédiate des faits qui précedent, et ii)
découle de la finitude de br(X,z) (rem.[3.5.2)).
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(4.2.4.2) Preuve de i) et ii) lorsque x € X — X|o) —0*" X . La fonction f induit
un morphisme de germes ¢ de (X, z) vers (A, ™", z) pour un certain z € A, ™"
Si z est rigide alors f est constante, et |f| est donc constante au voisinage de z,
d’ott i) et ii). Sinon, ¢ est fini et plat. Si o appartient & br(AN22, 2) alors p~!(«)
est fini; ceci permet en vertu de l'assertion ii) du lemme de se ramener
au cas ot X = Ay™ et ot f = T. Si & n’appartient pas a ]0;o00[ alors |T|
est constante au voisinage de x, d’ou i) et ii). Si x €]0; 0c0[, posons r = |T(z)].
Si A > (resp. A <) alors |T| < A (resp. |[T'| > \) au voisinage de z.

Soit V= (resp. V1) louvert de Ap™ défini par la condition |T| < r
(vesp. |T| > 7). Les ouverts V=~ et VT de A;/* sont deux composantes connexes
de A™ \ {x}; et si W est une composante connexe de A, * \ {z} distincte
de V= et V7T alors |T| est identiquement égale & r sur W. Compte-tenu
du fait que br(Ay™ ) — mo(Ay™ \ {z}) est bijective, i) et ii) s’ensuivent
immédiatement.

(4.2.4.3) Preuve de i), ainsi que de i) et i1) dans le cas général. Supposons
tout d’abord que x € X[ 4); dans ce cas, i) et ii) sont satisfaites en vertu
de [4.2.4.1] et [4.2.4.2]; et iii) est vérifiée puisque Y est alors un voisinage de x
dans X.

Supposons maintenant que z € Xpp 3. Quitte a étendre les scalaires au
complété de la cloture parfaite de k puis a réduire X (ce qui ne modifie pas
les espaces topologiques en jeu), on peut supposer que X est quasi-lisse en x;
en remplagant X par un voisinage ouvert convenable de x, on se ramene au cas
olt X est lui-méme un domaine analytique fermé d’une courbe lisse X'.

Preuve de iii). Les deux derniéres assertions de iii) sont des conséquences
évidentes de la premiere. Pour établir celle-ci, il suffit de démontrer I'existence

d’un voisinage Vj de x qui est un arbre et qui est tel que VoNY = Vo— [ b(Vo);
be B
le fait que b(Vo) NV = b(V') pour tout voisinage ouvert connexe V' de = dans Vj

conduira alors a la conclusion souhaitée.

Il existe un voisinage ouvert W de x dans X’, une famille finie (fy,. .., f) de
fonctions analytiques sur W et un entier m > n vérifiant la propriété suivante :
le domaine analytique X N W (resp. Y N W) de W est égal & 'ensemble des
points w € W tels que |f;(w)| < |fi(x)] pour tout ¢ < m (resp. pour tout ¢ < n);
on peut choisir W suffisamment petit pour que ce soit un arbre, et pour que
les bords topologiques de X N W et Y N W dans W soient tous deux contenus
dans {x}; cette derniére condition assure que toute composante connexe de W'\
{z} qui rencontre X (resp. Y) est contenue dans X (resp. V).

Notons qu’en vertu du cas intérieur déja traité chaque fonction f;
est modérée sur toute branche de X’ issue de z.

Soit Ay (resp. H1) le sous-ensemble de br(W, ) formé des branches b pour
lesquelles il existe un entier j appartenant a {1,...,n} (resp. & {1,...,m}) tel
que |f;| > |f;j(z)| le long de b. Les ensembles %y et %, sont finis d’apres le
cas intérieur déja traité ; on peut donc, quitte a raboter certaines des
composantes connexes de W \ {z}, supposer que pour toute b € %, (resp. %)
il existe j appartenant & {1,...,n} (resp. a {1,...,m}) tel que |f;(2)| > |f;(z)|
pour tout z € b(W). Soit b € br(W, z).

Si b ¢ Ay alors |fi] = |fi(xz)] le long de b pour tout i appartenant
a {1,...,n}; il existe donc une section de b contenue dans Y; par
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conséquent, b(W) rencontre Y ce qui, en vertu de '’hypothese faite sur W,
assure que b(W) C Y.

Sibe Ayilexiste j € {1,...,n} tel que | f;(2)] > |f;(x)| pour tout z € b(W),
ce qui assure que b(W)NY = .

En utilisant mutatis mutandis les mémes arguments, on voit que si b ¢ %
alors b(W) C X, et que si b € £y alors b(W)N X = 0.

Il Sensuit que WNX =W — [ (W), et que WNY =W — ] b(W).
be B, beBo
Si 'on pose V) = W N X alors V) est un voisinage ouvert de x dans X ;

Pensemble br(X,z) s’identifie & br(W, z) — % ; et modulo cette identification,
on a
wny=v- [ ),
beBo— B,
dot iif).
Preuve de i) et ii). Elles découlent immédiatement de assertion iii) que

I'on vient d’établir, appliquée au domaine analytique fermé X’ de X, et des
assertions i) et ii) dans le cas intérieur, prouvées au (4.2.4.2| O

(4.2.5) Théoréme. Soit X une courbe k-analytique, soit v € X — Xjo) —0*" X,
et soit b € br(X,xz). Supposons qu’il existe une branche 8 de X issue de x et
différente de b. Le point x appartient alors 4 X[23), et il existe une fonction f
inversible dans Ox , telle que |f| > |f(z)| le long de b et telle que |f| < f(z) le
long de chacune des autres branches de X issues de x.

Démonstration. On procede en plusieurs temps.

(4.2.5.1) Réduction au cas ot X est lisse et connexe. Choisissons un voisinage
affinoide V de z dans X et une fonction analytique sur V' dont la restriction a
chacune des composantes irréductibles de V' est non constante. Cette fonction
définit un morphisme V' — A,lc’an qui est de dimension relative nulle, et intérieur
en x; soit & I'image de x sur Ai’an ; comme x est non rigide, £ est non rigide.

La droite affine étant réduite, il existe en vertu de un voisinage
affinoide V) de = dans Vieq et un voisinage affinoide U de £ dans A,?an tel
que V. — A,le’an induise un morphisme fini et plat Vy — U admettant une
factorisation Vy — Vi — U ou Vj — U est fini étale, et ot Vy — V{ est fini,
radiciel et plat. On peut successivement remplacer :

- X par le voisinage V' de z;

- V par Viea (le probleme étudié est insensible au quotient par un idéal
nilpotent) ;

- Vieda par le voisinage V; de z;

- Vo par V{ et x par son image sur V{ (en raison du fait que Vo — Vj induit
un homéomorphisme entre les espaces topologiques sous-jacents).

On se rameéne ainsi au cas ou X est lisse en x, puis, quitte a restreindre
encore X, au cas ou elle est lisse et connexe.

(4.2.5.2) Preuve dans le cas ot X est lisse et connezxe. Soit  la réunion de b(X)
et des composantes connexes de X \ {x} qui ne sont pas relativement compactes;
le théoréme appliqué a X, & son ouvert 2, et & 'ensemble S = {z}, permet
de remplacer X par 'analytification 22" d’une k-courbe projective normale,
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connexe et génériquement lisse 2~ telle que si V' désigne la composante connexe
de 22"\ {z} contenant b, alors br(2?" )y = {b}.

Par hypothese, il existe une branche 8 de 272" issue de z et distincte de b;
soit W la composante connexe de 2" \ {z} contenant S; on a W # V. Il
existe un point rigide P sur V (c’est di au Nullstellensatz si |k*| # {1}, et
a la description directe de 2®" sinon). Par le théoréme de Riemann-Roch le
fibré en droites (N P) sur la courbe 2~ est engendré par ses sections globales
pour N assez grand; il existe donc une fonction méromorphe sur 2~ dont P
est le seul pole; soit ¢ : 27 — P le morphisme fini et plat quelle induit.
Par construction, co ¢ ¢¥(W); lon déduit alors du lemme que W est
une composante connexe de 2 — 1p~1(¢)(x)), et que (W) une composante
connexe de Pp* \ {¢(z)}. Linfini n’appartient pas & (W), et ne peut étre
égal & 1(x) qui n’est pas rigide ; I'ouvert ]P’i’an \ {y(z)} de IP’i’an n’est donc pas
connexe; il en découle que ¥(x) est de type 2 ou 3, et il en va de méme de z.

Soit U la composante connexe de Py \ {1(z)} qui contient co. Comme ce
dernier n’a qu'un antécédent sur 2°2", & savoir P, 'ouvert 1~ 1(U) de 27" est
connexe et contenu dans V. Soit a I'unique élément de br(Pi’aH, Y(x))cv. Toute
branche de 27" située au-dessus de a est contenue dans ¢~1(U), et a fortiori
dans V. On sait par ailleurs que I’ensemble 1~1(a) N br(2°", z) est non vide,
et il est par ce qui précéde contenu dans br(22", )y qui est le singleton {b} ;
il en résulte que b est la seule branche issue de x et située au-dessus de a. Ceci
permet, en vertu de l’assertion ii) du lemme de supposer que 2" =P}, et

que V est la composante connexe de Py \ {z} qui contient oo.

Choisissons un point rigide z sur ]P’l,lc"a"1 — V (il en existe car x est de type 2
ou 3) et soit m le polynéme minimal de T'(z) sur k; posons f = m(T). Il résulte
de que Papplication |f| est strictement croissante sur U'intervalle [z; 0o]
qui contient x, et est localement constante sur P,lc’an — [2; 00] ; par conséquent, f
satisfait la propriété requise. O
(4.2.6) Soit X une courbe k-analytique, soit © € X et soit b € br(X,z).

Comme X est un bon espace, x(z) est dense dans 5 (z) et 'on a donc k(x) =
Soit A € RY. Si f est un élément de Ox, tel que |f| < X le long de b
alors | f(z)| < A, puisque z adhere a toute section de b. Cela a donc un sens de

considérer I’élément f(x), de k(z), ; si g est un élément de Ox , tel que |g(z)| <

Aet g(x), = f(x), alors |g(x) — f(z)| < A et 'on a donc |g| < A le long de b.
Le sous-ensemble de Ox , formé des fonctions f telles que |f| < A le long
de b est stable par somme; si f est un élément de Ox , tel que |f(z)] = A
et |f| > A le long de b alors |1/f(x)] =1/ et [1/f]| < 1/X le long de b; et si o
est un élément de k tel que |a| = X alors |a] = A le long de b.
On déduit de ces faits que

H {f(x)#}feﬁx,m et | f|<u le long de b
peRY

—_—

est I'annéloide d’une valuation (), de r(z) = () qui est triviale sur k. Si f

est une fonction définie au voisinage de z telle que | f(x)| = A alors (ﬂ:?)ﬁb <1
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(resp. < 1, resp. > 1) si et seulement si |f| < A (resp. < A, resp. > A) le long
de b. La restriction de (.) & k(x), = J(x), est une valuation classique, triviale

sur ki ; lorsqu’on la compose avec |.| on obtient une valuation |.|, sur 7 (z),
qui par construction raffine |.| et coincide avec celle-ci sur k; si f € Ox,
alors |f(x)]p < 1 (resp. < 1, resp. > 1) si et seulement si |f| < 1 (resp. < 1,
resp. > 1) le long de b; le corps résiduel de |.|, est celui de la restriction de (.);

a ().

(4.2.7) 11 découle des égalités |k(x)™| = |7 (x)*] et K',f(\lj)l = J(x), et de la
construction méme de |.|, que (J€(x),|.|s) a méme groupe des valeurs et méme
corps résiduel que (k(z), [.|p|x(x))-

(4.2.8) Remarque. Si H(x), est algébrique sur k, autrement si € X 34, la
valeur absolue de J#(x) n’admet pas de raffinement strict coincidant avec elle
sur k, et on a donc alors |.|p = |.| .

(4.2.9) Remarque. Lapplication b — (.) (resp. b — |[.|p) définit par sa
construction méme une transformation naturelle entre les foncteurs

(X,z) = br(X,z) et (X,z) — P%/E (resp. et (X, x) = Popr) )

ayant pour source la catégorie dont les objets sont les germes de courbes k-
analytiques en un point non rigide, et les fleches les morphismes a fibre finie.

(4.2.10) Théoreme. Soit X wune courbe k-analytique et soit x € X3 ;

—~—

notons (.)o la valuation triviale sur € (x). L’application b — (.)p établit une

injection br(X,z) — P%/E \ {{Yo} dont l'image % est de complémentaire

fini; cette injection est bijective si et seulement si x appartient a lintérieur

analytique de X ; Uouvert quasi-compact % U{{.)o} de P

eI est égal a (X, ).

Démonstration. On procede en plusieurs étapes.

(4.2.10.1) Preuve dans le cas particulier ou =z ¢ 0*X. On a alors

Pégalité (X,z) = P%/%; il suffit des lors de démontrer que br(X,z) —

P%/E est injective, d’image égale a P%/E \ {{)o}-

Montrons que toute k-valuation non triviale de J(z) est de la forme (),
pour une certaine b € br(X,z). Soit () une k-valuation non triviale de J#(z).
Le lemme M fournit un élément w de J(z) tel que (w) > 1 et tel que (.) soit

la seule k-valuation de /# (x) & posséder cette propriété ; remarquons que w est
obligatoirement transcendant sur k.

Soit A le degré de w. Choisissons f € Ox , telle que f(z) = w. Comme f(x)
est transcendant et de degré \ sur k et comme X est sans bord, la fonction f
induit un morphisme fini et plat ¢ du germe (X,z) vers le germe (BPy™, 7).
Soit a 'unique branche de P,lc’an issue de 1, et contenue dans la composante

connexe de co dans ]P’,lf’an \ {nr}; il existe une branche b de X issue de z et située
au-dessus de a. Par construction, |T'| > A le long de a; en conséquence, |f| > A
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le long de b; il s’ensuit que (w)p <f(;)>b > 1, et par définition de w cette

inégalité force (.); & étre égale & (.).

Il suffit pour conclure de démontrer que si b € br(X,x) alors (.), est non
triviale, et différente de (.)g pour toute branche § de X issue de z et différente
de b. Soit donc b € br(X,z). Il découle de [3.3.5.2 et [3.3.5.3| qu'il existe au
moins deuz k-valuations non triviales sur .J# (z); il y a par conséquent, en vertu
du au moins deux branches de X issues de x. Nous sommes dans
les conditions d’application du théoréme [£:2.5]; on en déduit l'existence d’une
fonction inversible f dans Ox , telle que |f| > |f(z)| le long de b, et telle
que |f] < |f(x)] le long de S pour toute branche 8 de br(X,z) différente de b.
Si 'on pose A = [f(x)|, 'on a donc (f(x),)» > 1, ce qui montre que (.); est

non triviale, et (f(z),)s < 1 pour toute § € br(X,z) \ {b}, ce qui montre
que (.)g # ()p quelle que soit § € br(X,z) \ {b} et acheve la démonstration
dans le cas o x ¢ 9*"X.

(4.2.10.2) Le cas général : une premiére réduction. Soit F' le complété de la
cloture parfaite de k. L’application Xg — X est un homéomorphisme; si zg
désigne I'unique antécédent de = sur X alors br(Xp, zp) s’identifie & br(X, z) ;

le corpoide J#(zp) (resp. F) est une extension radicielle de () (resp. k), ce

qui entraine que P )/ F — IP’% i est bijective ; ce fait, combiné au critere
F

de Temkin assure par ailleurs que zp € 9** X si et seulement si x € 9*X.

Ces remarques (couplées & la compatibilité des différentes constructions en
jeu a l'extension des scalaires de k & F') autorisent a supposer, quitte a étendre
les scalaires & F', que k est parfait. Les questions considérées sont insensibles aux
phénomenes de nilpotence, ce qui permet de faire I’hypothese que X est réduite,
et partant quasi-lisse en z. Il est alors loisible de la restreindre de sorte qu’elle
s’identifie & un domaine analytique fermé d’une courbe lisse, et en particulier
sans bord, que ’on notera X'.

(4.2.10.3) Preuve du cas général. L assertion iii) de la proposition assure
que br(X,x) — br(X’,z) est une injection dont I'image est de complémentaire

fini; par conséquent, br(X,z) — P%/E induit une bijection entre br(X,x)

et un sous-ensemble % de IF’% I \ {{.)o} qui est de complémentaire fini.

Soient (.)1,...,(.)n les valuations appartenant & P%/E \ {(Yo} \ % ; pour
tout 7, le lemme assure l'existence d’un élément homogene w; de J€(x) tel

que (w;); > 1 et tel que (.); soit la seule k-valuation de J#(x) & posséder cette

e

propriété ; pour tout 7, on choisit f; dans ﬁ’x,vx telle que f;(z) = w;.

Par choix des w;, 'ouvert quasi-compact P%/E{wl, oo, wp test égal & U U
{{.)o}; par la théorie de Temkin, il s’identifie & (Y,z), ou Y est le domaine
analytique fermé de X’ défini par les inégalités | f;| < || fi(z)] . On déduit de cette
description que le sous-ensemble br(Y, z) de br(X’,z) est obtenu par 1’ablation
pour tout ¢ de 'unique branche issue de z le long de laquelle |f;| > | fi(z)|, qui
correspond & la valuation (.); ; autrement dit, br(Y,z) = br(X,z); en vertu de

Passertion iii) de la proposition les germes (Y, z) et (X, x) coincident ; par
conséquent, % U {(.)o} = (X, z), ce qu'il fallait démontrer. O
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(4.2.11) Regardons maintenant plus précisément la fagon dont le théoreme
ci-dessus se décline selon le type de x.

(4.2.11.1) Supposons que x € X[g). En vertu de le théoreme se
traduit alors comme suit : si 4 désigne la courbe résiduelle en z, I'application
qui envoie b sur la restriction de (.); & k1(%) induit une injection, dont 'image
est de complémentaire fini, de br(X,z) dans I'ensemble des %1—Valuations non
triviales de 751 (€); ce dernier s’identifiant & 1’ensemble des points fermés de €,
on a finalement construit une bijection entre br(X, z) et Pensemble des points
fermés d’un ouvert de Zariski non vide de €, qui est égal a € tout entier si et
seulement si x est un point intérieur de X.

Soit b € br(X,z) et soit & le point fermé de € correspondant. La
valuation |.|, de J#(z) est composée de |.| et de la valuation discrete associée
a & par conséquent, si A € () est tel que |A\| = 1 et que X ait un zéro
d’ordre 1 en 2, alors |7 (x)* |, = |7 (x)*| @ |\|Z, et |A|p est infiniment proche
de 1 inférieurement ; quant au corps résiduel de |.|, c’est celui de &2.

(4.2.11.2) Supposons que v € X3. En vertu de le théoréeme
se traduit alors comme suit : soit r un élément de |k(x)*| n’appartenant pas
a \/|kX| et soit f € Ox , telle que |f(z)| =r; il y a au plus une branche de X
issue de z le long de laquelle |f| < r, au plus une le long de laquelle |f| > r, et
aucune le long de laquelle |f| = r; il y a par conséquent au plus deux branches
de X issues de x, et I’égalité est atteinte si et seulement si = est intérieur.

Remarquons qu’il est possible que br(X,x) soit vide : cela se produit si et
seulement si x est un point isolé de X.

(4.2.12) Notons une conséquence immédiate du 4.2.11.2] ci-dessus : si Y — X
est un morphisme fini et plat entre courbes k-analytiques et si y est un point
de Y3 dont on note x I'image sur X, alors br(Y,y) — br(X,z) est bijective.

(4.2.13) Si X est une courbe k-analytique et si Y est un domaine analytique
fermé de X, le bord topologique de Y dans X est un sous-ensemble fermé et
discret de X contenu dans X[ 3. On se propose, un tel ensemble étant donné,
de décrire tous les domaines analytiques fermés de X dont il est le bord.

(4.2.14) Proposition. Soit X une courbe k-analytique et soit S un sous-
ensemble fermé et discret de X contenu dans X[o3). Soit Y un sous-ensemble
de X. Les propositions suivantes sont équivalentes :

1) Y est un domaine analytique fermé de X de bord égal ¢ S ;

2) X =Y est une réunion |J U; de composantes connexes de X \ S telles
i€l
que pour tout x € S l’ensemble des indices i pour lesquels x € QU; soit fini et
non vide.

Démonstration. L’'implication 1)= 2) découle de lassertion iii) de la
proposition Supposons maintenant que 2) est vraie, et prouvons 1).
L’hypothése 2) implique que Y est fermé de bord égal & S'; comme la propriété
d’étre un domaine analytique fermé est locale, il suffit de vérifier que tout point x
de X possede un voisinage U tel que V N'Y soit un domaine analytique fermé
de U. C’est évident si x ¢ Y ou si x appartient & 'intérieur topologique de Y ;
il reste a traiter le cas on z € S.
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Dans cette situation, 2) implique lexistence d’un voisinage ouvert V de z
dans X qui est un arbre et est tel que V NY soit de la forme V — HjeJ V;
ou J est un ensemble fini et ol les V; sont des composantes connexes deux a
deux disjointes de V' \ {z}. Chacune des V; correspond & une branche b; de X

issue de z, et donc & un point fermé &2; de (X, ) en vertu du théoreme {4.2.10
ci-dessus.

L’ouvert quasi-compact (X, z)\ {Z;}; de (X, z) s’identifie & (Z, ) pour un
certain germe (Z, x) de domaine analytique fermé de (X, x) ; le théoreéme [4.2.10,
garantit que br(Z,z) = br(X,z) \ {b;};; l'assertion iii) de la proposition [4.2.4
assure alors que Z et Y coincident au voisinage de x, ce qui acheve la
démonstration. O

Image d’une branche par un morphisme de dimension
relative nulle

(4.2.15) Lemme. Soit ¢ : Y — X wune application continue entre espaces
topologiques séparés, localement compacts et localement connexes. Soit V. un
ouvert connexe et non vide de Y, et soit U un ouvert de X tel que (V) C U.
Supposons que Uapplication V. — U induite par ¢ est compacte; Uouvert V est
alors une composante connexe de ¢~ *(U).

Démonstration. Il résulte de sa définition que V est une partie ouverte,
connexe et non vide de ¢ ~1(U) ; il suffit des lors de vérifier qu’elle est également
fermée dans =1 (U).

Soit y € ¢ }U) \ V et soit x I'image de y sur U. Choisissons un
voisinage Uy de x dans X tel que U, soit une partie compacte de U. Soit W
le compact ()~ (Up). L'ouvert =1 (Uy) — W de ¢ !(U) contient y et ne
rencontre pas V ; par conséquent, V est fermé dans ¢~ 1(U). O

(4.2.16) Proposition. Soit ¢ : Y — X un morphisme entre deuz courbes k-
analytiques, soit y € Y et soit x son image sur X ; on suppose que @ est de
dimension relative nulle en y.

1) L’ensemble br(X,z) — @(br(Y,y)) est fini.

2) Il existe U € Arb(X,z) et V. € Arb(Y,y) possédant les propriétés
sutvantes :

i) V est une composante connexe de ¢~ 1(U) telle que o~ (x) NV = {y};

it) V. — U est compacte a fibres finies ;

i) V\{y} — U\ {z} est finie, ouverte, et plate si X est génériquement
réduite.

Démonstration. Notons pour commencer que 'on peut, pour montrer ces
assertions, remplacer X par X;eq et Y par Y X x X,eq ; cela permet de se ramener
au cas ou la courbe X est réduite, et ’on distingue alors deux cas selon la nature
du point .

(4.2.16.1) Le cas ot x est rigide. L’ensemble br(X, x) est alors fini, d’ou 1).
Pour prouver 2), remarquons tout d’abord que y est également rigide, ce qui
entraine que ¢ est sans bord en y; il induit de ce fait un morphisme fini d’un
voisinage ouvert V de y sur un voisinage ouvert U de z; on peut supposer
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que y est le seul antécédent de y sur V, et que U est une composante connexe
de ¢~ !(z); on peut également faire ’hypothese que U et V sont des arbres.

Comme U est génériquement réduite, les anneaux locaux en ses points non
rigides sont des corps, et il existe des lors un ouvert de Zariski dense de U au-
dessus duquel le morphisme V' — U est plat ; par conséquent il est loisible, quitte
& restreindre convenablement U et V, de faire en sorte que la fleche V' \ {y} —
U\ {z} soit finie et plate; notons qu’elle est alors ouverte, ce qui acheéve de
montrer 2), et partant la proposition, lorsque x est rigide.

(4.2.16.2) Le cas ot x n'est pas rigide. La version analytique du Main Theorem
de Zariski assure l'existence d’un voisinage affinoide Yy de y dans Y et d’une
factorisation de ¢ sous la forme

Yoo W—=T—-X

ou Yy — W est fini, ou W s’identifie & un domaine affinoide de T, et ou T' — X
est étale; soit ¢t I'image de y sur W C T. La courbe X étant génériquement
réduite, il en va de méme de T et de W. Comme x n’est pas rigide, ¢t ne 'est pas,
et (Yo,y) — (W,t) est en conséquence fini et plat; on peut donc restreindre W
et Yy de sorte que Yy — W soit fini et plat, et que y soit I'unique antécédent
de t sur Yj.

Nous allons construire le voisinage U € Arb(X, x) par restrictions successives.
On commence par le choisir de sorte qu’il existe Z € Arb(T,t) fini et étale sur U
possédant les trois propriétés suivantes :

e 7 est une composante connexe de T' X x U ;
e { est 'unique antécédent de = sur Z ;
o ZNorW C {t}.

1l existe W’ € Arb(W,t) tel que Yy xw W’ ne rencontre pas 9y Yy. Quitte &
restreindre Z et U, on peut supposer que Z N W C W’.

Soit V' I'image réciproque de Z N W dans Yj. C’est un ouvert connexe de Y
qui ne rencontre pas dy Yy ; c’est donc un ouvert de Y. Il est inclus dans =1 (U),
et son intersection avec ¢ ~!(z) est égale a {y}.

La fleche V- — U est composée de V. - WNZWNZ — Zet Z — U,
qui sont toutes trois compactes et a fibres finies : la premiere et la troisieme
sont en effet finies, et la seconde est une immersion d’'un domaine analytique
fermé; la fleche V' — U est des lors elle-méme compacte et a fibres finies; il
découle alors du lemme que V est une composante connexe de ¢~ 1U.
Par ailleurs, V' — W et Z — U sont sans bord, et le bord de W N Z — Z est
contenu dans {t} ; par conséquent, le bord de V' — U est contenu dans {y}.

On déduit de ce qui précede que V'\ {y} — U\ {x} est compacte, sans bord,
et & fibres finies; elle est donc finie. De plus, soit v € V'\ {y}, soit w son image
sur W et soit u son image sur U. Comme le morphisme fini V. — Z N W est
plat, Oy, est plat sur Oznw,, ; comme w # t, il est contenu dans I'intérieur
topologique de W N Z dans Z, et 'anneau local Oz, est égal & Oz, ; et
comme Z — U est étale, 0, est plat sur Oy .

11 S’ensuit que le morphisme fini V\{y} — U\{z} est plat; cela entraine qu’il
est ouvert et achéve de prouver 2). Pour établir 1), on remarque que br(V,y) —
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br(Z N W,t) est surjectif, que br(Z N W,t) — br(Z,t) est une injection dont
I'image est de complémentaire fini (prop. [4.2.4)), et enfin que br(Z,t) — br(U, x)
est surjective. [J

(4.2.17) Commentaires. Soit ¢ : Y — X un morphisme entre deux courbes k-
analytiques, soit y un point de Y en lequel ¢ est de dimension nulle, et soit x son
image sur X ; solent U € Arb(X,z) et V € Arb(Y,y) satisfaisant les conditions

i), ii), et iii) de la proposition 4.2.16| ci-dessus.

(4.2.17.1) Soit U' € Arb(U,x) et soit V' son image réciproque sur V. La
fleche V' — U’ est compacte et & fibres finies, et V' \ {y} — U’ \ {z} est finie,
ouverte, et plate si X est réduite.

Par ailleurs, V' est connexe. Pour le voir, on raisonne par Iabsurde, en
supposant qu'il posséde une composante connexe Vj qui ne contient pas y.
L’ouvert V de V' est alors une composante connexe de V'\ {y}, et son image U
sur U’ est donc une composante connexe de U’ \ {z}. D’autre part, V| est fermé
dans V', ce qui implique que la composante connexe Uy de U’ \ {z} est fermée
dans I'arbre U’, ce qui est absurde.

On déduit de ce qui précede que U’ et V' satisfont encore les conditions i),
i), et iii) de loc. cit.

(4.2.17.2) Soit b € br(Y,y) et soit a son image dans br(X, z).

L’image sur U de la composante connexe b(V') de V'\ {y} est une composante
connexe de U \ {z} qui est nécessairement a(U). Il s’ensuit, compte-tenu de
lassertion 1) de loc. cit., que U — ¢(V') est une réunion finie de composantes
connexes de U \ {z}.

Si X est réduite, la fleche b(V) — a(U) est finie et plate, et son degré ne
dépend alors pas du choix de U et V (par exemple en vertu du ci-
dessus) ; on l'appellera le degré de b sur a; cette définition coincide avec la
précédente dans le cas ou (Y,y) — (X, ) est fini et plat.

Fonctions sur une branche et hensélisé de la valuation
associée

(4.2.18) Soit X une courbe k-analytique normale et soit z un point non rigide
de X. L’anneau local Ox , est alors artinien et integre; il coincide donc avec
son corps résiduel x(z). Soit b une branche de X issue de z. Si Z est une section
de b c’est un espace k-analytique connexe, non vide et normal ; 'anneau &'(Z2)
est par conséquent intégre; il en résulte, par passage a la limite, que &'(b) est
integre. Le corps x(z) coincidant avec Ox ,, il se plonge dans €'(b).

(4.2.19) Théoréme. Soit X wune courbe k-analytique normale et soit x
appartenant a X — Xjo — 0**X. Soit b une branche de X issue de x; on
note Ox (b)aig (resp. Ox(b)sep) le corps égal a la fermeture algébrique (resp.
séparable) de k(z) dans Ox (b).

i) Si f € Ox(b)aig alors f est modérée.

ii) Le sous-ensemble de Ox (b)alz formé des fonctions f telles que |f] <1 le
long de b est l'anneauw d’une valuation prolongeant la valuation |.|, de k(x), et
notée encore |.|p.
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i) Si x € Xa3) le corps valué (Ox (b)sep, |-|p) est le hensélisé de (k(x),].|p).
En vertu de la remarque on a en particulier (Ox (D)sep, |.|s) = (k(x),].])
des que T € Xz

Démonstration. Commengons par deux remarques : l’assertion ii) est une
conséquence triviale de i); et pour montrer i), on peut supposer, quitte
a remplacer f par f? pour une puissance convenable ¢ de ’exposant
caractéristique de k, que f € Ox (b)sep-

Choisissons un systéme projectif filtrant ((X;, z;)); de germes d’espaces k-
analytiques galoisiens sur (X, x) tel que la limite inductive des k(z;) soit une
cloture séparable de k(z), que l'on notera k(x)® et que 'on verra comme la
réunion des k(z;). Pour tout ¢, 'ensemble br(X;, z;) est fini et posséde au moins
un élément situé au-dessus de b; il existe donc un élément (b;); de liin br(X;, x;)

tel que b; soit situé pour tout ¢ au-dessus de b.

D’apres le et la remarque la branche b; induit pour tout i une
valuation |.|p, de k(z;), et la famille des |.|5, se comporte bien vis-a-vis des
restrictions ; elle définit donc une valuation |.|" sur x(x)® qui prolonge |.|p. Si f €
k(z;) pour un certain 4 alors |f|" < 1 si et seulement si |f|p, < 1, ¢’est-a-dire et
seulement si |f| < 1 le long de b;.

La famille (Ox, (b;)); est un systéme inductif filtrant d’anneaux intégres dont
les fleches de transition sont injectives (lemme iii) ). Sa limite inductive
est une k(x)-algébre intégre A, que I'on verra comme la réunion des Ox, (b;). La
donnée pour tout ¢ de I'injection de x(x;) dans Ox,(b;) permet de voir x(x)*
comme étant contenu dans A; il coincide alors avec la fermeture séparable
de k(z) dans A.

Soit f € Ox(b)sep ; son image dans A vit dans x(z)®, et partant dans x(z;)
pour un certain 7; autrement dit, la fonction f, vue comme appartenant
a Ox,(b;), se prolonge en une fonction définie au voisinage de x;.

Ceci entraine (lemme [4.2.4) que f est modérée en tant qu’élément de
Ox,(b;); d’apres le lemme elle est alors modérée en tant qu’élément
de Ox(b), ce qui achéve de prouver i) , et |f| < 1 le long de b si et seulement
si |f| < 1lelong de b;, autrement dit si et seulement si | f|" < 1 (f est vue comme
appartenant & Ox (b) pour la premiére condition, & Ox, (b;) pour la seconde, et
a k(x)® pour la troisiéme).

Pour tout ¢, notons H; le sous-groupe de Gal (k(z;)/k(x)) égal au stabili-
sateur de b; via l'identification entre Gal (k(z;)/k(x)) et Gal (X;,x;)/(X,x));
soit H la limite projective des H;.

e Si v € X[y alors H est le stabilisateur de |.|" dans Gal (x(z)*/k(7))
[EZ1L).

e Si z € X3 alors H = Gal (k(z)*/k(x)) . Par ailleurs, on a dans ce
cas |.|p = || (rem. [1.2.8), et || est donc I'unique prolongement de |.|, & r(z)*.
Des lors, H est 1a encore le stabilisateur de |.|" dans Gal (k(z)®/k(z)).

11 découle du lemme que I’action de H sur x(z,) s’étend & A et que A" =
Ox (b). Le corps (k(z)*)N est donc égal & r(x)* N Ox (b), c’est-a-dire & Ox (b)sep-
En conséquence (ﬁx(b)sep, |'”6’x(b)scp) est le hensélisé de (k(z),|.|p). On a par

ailleurs vu plus haut que l'anneau de |.|f est constitué des fonctions
|ﬁX (b)sep
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majorées par 1 en valeur absolue le long de b; on a donc "”/fx(b)sep = |.|p, ce
qui acheve la démonstration. [

(4.2.19.1) Remarque. Il découle de l'assertion iii) du théoréme ci-dessus que
lorsque x € X[g, la valuation ||, de Ox(b)sep @ méme groupe des valeurs et
méme corps résiduel que sa restriction a x(x) ; il nous arrivera pour cette raison
dans ce cas de parler du groupe des valeurs et du corps résiduel de |.|, sans
expliciter le corps sur laquelle on la considere (lorsque x € X[3) le probleme ne
se pose pas puisque les corps Ox (b)sep €t k(x) coincident).

(4.2.19.2) Remarque. Soit (Y,y) — (X, x) un morphisme fini et plat entre
germes de courbes k-analytiques normales et sans bord. Supposons que y €
Yi2,3, soit b € br(Y,y) et soit a son image dans br(X,z). Il est immédiat
que Ox (a)aig (resp. Ox(a)sep) s'envoie dans Oy (b)aig (resp. Oy (b)sep) ; il résulte
de l’assertion ii) du lemme que Oy (b)alg est une extension de corps valués
de ﬁy (b)alg-

(4.2.20) Proposition. Soit ¢ : (Y,y) — (X, ) un morphisme fini et plat entre
germes de courbes k-analytiques normales; on suppose que y € Y[ 3. Soit b €
br(Y,y) et soit a son image dans br(X,z). L’extension Oy (b)sep/Ox(a)sep €St
finie de degré deg (b — a).

Démonstration. Les catégories des k(x)-algebres étales, des . (z)-algebres
étales, et des revétements finis étales du germe (X, z) sont équivalentes. Soit F'
la fermeture séparable de x(z) dans k(y), et soit (X’,z') le germe fini étale
sur (X,z) qui lui correspond. Le corps J#(z') ~ F ®, ;) ¢ (x) se plonge
naturellement dans 5#(y); par conséquent, Y’ := Y xx X' — Y possede
un S (y)-point y' au-dessus de y, et le morphisme fini étale (Y',y") — (Y,y)
est alors un isomorphisme; la composée de sa réciproque et de la projection
vers (X', z’) définit une factorisation (Y, y) — (X', 2’) — (X, z) ; comme x(a’) ~
F, Vextension x(x') < k(y) est purement inséparable.

On se ramene ainsi, pour démontrer la proposition, a traiter deux cas
particuliers.

(4.2.20.1) Le cas ot (Y,y) — (X,z) est étale. Soit £ le sous-ensemble
de br(Y,y) formé des branches situées au-dessus de a. Soit 8 € £ et soit §
le degré de B sur a. L’on dispose d’un diagramme commutatif

k(y) —= Oy (B)

T

k(x) —— Ox(a)

les anneaux Oy (8) et Ox(a) sont integres, et Oy (F) est de présentation finie
et localement libre de rang § sur Ox(a) (lemme . Soit f € Oy (B)sep €t
soit x son polyndme caractéristique sur Ox (a) ; il est de degré 0 et est égal & une
puissance du polynéme minimal de f sur Frac Ox (a). Etant séparable sur k(y),
Iélément f de Oy () est séparable sur k(z) et les coefficients de son polynéme
minimal sur Frac Ox(a) le sont alors aussi. Des lors les coefficients de x sont
des éléments de Ox(a) séparables sur k(z); autrement dit, ils appartiennent
& Ox (a)sep. Ainsi, tout élément de Oy (5)sep €st annulé par un polyndme unitaire
de degré ¢ a coeflicients dans Ox (a)sep.
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11 résulte du m que {|.|g}pes est 'ensemble des valuations de r(y)
qui prolongent |.‘a; par ailleurs, le théoreme assure que Ox (a)sep est le
hensélisé de (k(z), |.|q) et que Oy (B)sep est le hensélisé de (k(y), |.|s) pour tout 8
dans %. 1l en résulte que

H(y) ®n(:p) Ox (a)sep = H ﬁY(ﬂ)sep-
Be%

En conséquence, Oy (B)sep est pour tout S une extension finie séparable
de Ox(a)sep, €t

D 1Oy (B)sep 1 Ox (a)sep) = [1(y) : ()] = deg? .
BERB

On a vu plus haut que quelque soit 5 appartenant a %, chaque élément
de Oy (B)sep est de degré au plus égal & deg (8 — a) sur Ox(asep); il en
découle, grace au théoreme de 1’élément primitif, que le degré de ’extension
finie séparable Oy (8)sep/Ox (a)sep €st au plus deg (8 — a). Des deux égalités

Z deg (8 — a) = deg? pet Z [Oy (B)sep : Ox(a)sep] = deg? ¢
BeAB BERB

lon déduit alors que [0y (B)sep : Ox (a)sep) = deg (8 — a) pour tout 5 € A et
en particulier pour b, ce qui acheve la preuve dans le cas ou ¢ est étale.

(4.2.20.2) Le cas ou k(y) est purement inséparable sur k(x). La valuation |.|,
admet alors un unique prolongement & k(y), ce qui signifie, en vertu
du que b est la seule branche de (Y,y) située au-dessus de a; par
conséquent, deg (b — a) = deg . Par ailleurs Ox (a)sep @p(e) £(y) étant un
corps, c’est le hensélisé de (k(y), |.|p), ¢’est-a-dire le corps Oy (b)sep (th.[4.2.19);
il vient

[Oy (D)sep : Ox (a)sep] = [K(y) : K(x)] = deg” ¢ =deg (b — a) . [

4.3 Branches des courbes quasi-lisses

(4.3.1) Lemme. Soit ¢ : Y — X un morphisme fini et plat entre
courbes k-analytiques, soit y € Y et soit x son image sur X. Soit U wune
composante connexe de X \ {x} et soit V une composante connexe de ¢~ (U).
Supposons que OV = {y} et que br(Y,y)cy est un singleton {b}. Sous ces
hypothéses, deg (b — (b)) = deg (V — U).

Démonstration. Posons a = ¢(b) ; comme b est contenue dans V' son image a
est contenue dans U. Il existe alors une section Z de a qui est contenue dans U et
une bijection 3 — Zz entre ¢! (a) et mo(¢p 1 (Z)) telle que Zg soit pour tout 3
une section de 5 dont le degré sur Z coincide avec deg (8 — a). Comme y est
le seul antécédent de x qui adhere a V, toute branche de Y située au-dessus
de a et contenue dans V est issue de y; comme br(Y,y)cy = {b}, la branche b
est la seule branche de ¢~1(a) qui soit contenue dans V. Il s’ensuit que Zj, est
la seule composante connexe de ¢~ 1(Z) qui soit contenue dans V'; on a des
lors Z, =V xy Z, et partant

deg (b—a)=deg (Zp > Z) =deg (V = U).O
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Un lemme de Gabber et ses conséquences

La suite de cet article repose de facon absolument cruciale sur la construction
de fonctions méromorphes satisfaisant certaines conditions, elle-méme fondée sur
le lemme ci-dessous, communiqué a ’auteur par Gabber.

(4.3.2) Lemme (Gabber). Soit F' un corps algébriquement clos et soit 2
une courbe algébrique projective, irréductible et lisse sur F. Soient V et W deuzx
sous-ensembles non vides de X (F) et soit N un entier strictement positif. 1l
existe deux diviseurs effectifs D et D' sur & tels que :

1) D' est a support dans W ;
2) le degré de DNV est premier a N ;
3) D et D' sont linéairement équivalents.

Démonstration. Comme V et W sont non vides, on peut choisir un point P
sur V et un point  sur W. La multiplication par N étant une isogénie de la
variété abélienne Jac 2, il existe un fibré en droites .Z sur 2" tel que L=V ~
0(Q — P). Le théoreme de Riemann-Roch assure qu’il existe un entier m > 0
et un diviseur effectif A sur 2 tel que £ @ 0(m@Q) ~ O(A). 1l vient :

O(NA) ~ 29N @ 6(NmQ) ~ 6(Q — P) ® 6(NmQ) ~ 6((Nm + 1)Q — P),

et les diviseurs D := P+ NA et D' := (Nm + 1)Q satisfont les propriétés
requises. [J

(4.3.3) Théoréeme. Soit X une courbe @—analytz’que lisse et soit x € X|p 3.

Soit b € br(X,x). Il existe z € Pgn et un morphisme fini étale de germes ¢ :

(X,1) — (]P’}%’Ean, 2) tel que deg (b — (b)) soit premier a p.

Démonstration. On peut appliquer la construction du théoreme [L.1.2] et
ainsi supposer que X est l'analytifiée d’'une k-courbe algébrique projective,
integre et lisse 2, telle que la propriété suivante soit satisfaite : si V' désigne
Pouvert b(2™*") alors br(22", x)cy = {b}.

Comme z € X[ 3), il résulte de 4.2.11.1 et |4.2.11.2| qu’il y a au moins deux
branches de 27" issues de x ; il existe donc une composante connexe W de 2"\
{z} qui est différente de V. Les sous-ensembles V(EE) et W(EE) de & (é;) sont
non vides (par le Nullstellensatz si \@X| # {1}, et par la description explicite
de £ sinon). On peut donc appliquer le lemme : il existe deux diviseurs
effectifs linéairement équivalents D et D’ sur 2 tels que D’ soit & support
dans W(E;) et tels que deg (D N V(@)) soit premier & p. Soit f une fonction
rationnelle sur £ de diviseur D' — D. La fonction f ne s’annule pas sur V(éa\), et

la somme des ordres des poles de f sur V(@) est premiére & p (en particulier, f
a au moins un péle sur V(k2)).

an

Soit ¢ le morphisme fini et plat de 2" dans PL induit par f; posons z =

ka
o(z). Le diviseur de f n’étant pas divisible par p, le morphisme ¢ est
génériquement étale, et est donc étale en z. L'ouvert U := (V) de %; " ne

contient pas 0 ; par conséquent, U est une composante connexe de P}t”;n\{z} etV

est une composante connexe de ¢~ 1(U) (lemme {4.2.1)). L’ouvert U contient oo,
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et le nombre de points comptés avec multiplicité de gol_Vl(oo) est premier a p;
par conséquent, deg (V' — U) est premier & p.

Nous sommes dans les conditions d’application du lemme [£.3.1]; celui-ci
garantit que deg (b — (b)) = deg (V — U) et est donc premier & p, ce
qu’il fallait démontrer. (O

Sections coronaires : le cas d’un point singulier isolé et
<déployé>

(4.3.4) Soit X une courbe k-analytique génériquement quasi-lisse et soit z un
point rigide de X ; soit X’ la normalisée de X et soient z, ..., 2] les antécédents
de z sur X'. On fait Uhypothése que les x} sont des k-points lisses; c’est par
exemple toujours le cas si k est algébriquement clos.

(4.3.4.1) Soit U € Arb(X,z) tel que U \ {z} soit lisse, et soit U’ 'image
réciproque de U sur X'. Il existe une famille (V/)i<i<, d’ouverts de U’ telle
que :

e pour tout ¢, 'ouvert V; est un k-disque contenant x; ;
e les V/ sont deux & deux disjoints.

Comme U\ {z} est normale, la réunion V' des V est un ouvert saturé de U’,
qui est donc 'image réciproque d’un voisinage ouvert V' de x dans U ; notons
que 'image sur U de chacun des V; est connexe et contient x ; par conséquent, V'
est connexe et est des lors un arbre.

La normalité de U \ {z} implique que V' \ {z},...,2.} — V est un
isomorphisme. Pour tout 4, 'ouvert V;/ \ {z}} est une k-couronne de type ]0, %[
et lintervalle ouvert S(V/ \ {x;}) aboutit proprement & .

Il s’ensuit que V \ {z} s’écrit comme une réunion disjointe J[W;, ol
chaque W; est une k-couronne de type ]0, *[ dont le squelette aboutit proprement
ax.

(4.3.4.2) Soit b € br(X,x) et soit .# le sous-ensemble de Interv,(X,b) formé
des intervalles T tels que la section I” de b soit une k-couronne de type ]0, *[. Il
résulte de ce qui précede que & # ().

Soit I € #. On déduit de et al. que le bout de I’ qui correspond
A z est son bout infini. Il s’ensuit que les sections de b de la forme J°, ot J €
Interv(X, z)c; (qui constituent une base de sections de b) sont encore des k-
couronnes de type |0, *[.

(4.3.4.3) Soit X une ka-courbe génériquement quasi-lisse et soit x un @—point
de X ; soit b € br(X,z). On appellera section coronaire de b toute section Z
de b qui est une couronne de type |0, %[ dont 'adhérence dans X est un arbre
compact. Il résulte de ce qui précede : que si Z est une section coronaire de b, le
point z correspond au bout infini de Z; et que b possede une base de sections
coronaires.
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Sections et voisinages coronaires en un point de type 2 ou
3 : le cas d’un corps de base algébriquement clos

(4.3.5) Théoréme. Soit X une courbe @—analytique génériquement quasi-lisse
et soit x appartenant a X 3.

1) Six € X il eviste un voisinage ouwvert Z de x dans X qui est une
couronne dont l’adhérence dans X est un arbre compact, qui est telle
que x € S*™(Z), et qui satisfait de surcroit les propriétés suivantes :

o sixz ¢ 0" X alors Z est de type |*, [ ;

e six € 0*X et si x nest pas un point isolé de X alors Z est de
type |x, %] et 0*"Z = {z};

o si x est un point isolé de X alors Z = {x} = 0*Z (et Z est de
type {*}).

2) Sib € br(X,x) il existe une section Z de b qui posséde les propriétés
sutvantes :

i) Z est une couronne de type |x,*[ dont l'adhérence dans X est un
arbre compact ;

1) il existe une fonction 0 € k(x) = Ox 5 qui est définie sur Z, en est
~X

=k & |05

une fonction coordonnée et est telle que ’ﬁx(b)sxep|b

Démonstration. On prouve les deux assertions séparément, mais par des
méthodes analogues.

(4.3.5.1) Prewve de 1) dans le cas ot x ¢ 0°" X . Soit b 'une des deux branches
. . A . . N 1,an
issues de x (4.2.11.2) ; le théoreme fourlnlt un point z appartenant a Pg;

et un morphisme fini étale ¢ : (X,z) — (]P’E’;an, 2) entre germes de courbes k-
analytiques tel que le degré d de b au-dessus de ¢(b) soit premier & p. En
composant & gauche si nécessaire par (le germe d’) une homographie, 'on se

—~X
ramene au cas ou z = 1) , pour un certain r > 0 n’appartenant pas a \k;“ |
)

Le morphisme ¢ induit une surjection br(X,z) — br( %’;n,nﬁ ). Or ces
deux ensembles sont de cardinal 2 (4.2.11.2; notons que pour le second,
il n’est pas besoin d’invoquer cette référence — cela se voit directement);

par conséquent, ¢ induit une bijection br(X,x) ~ br(]P’]%’Ean,nE; ,)- 11 s’ensuit
que o~ 1(p(b)) = {b} et donc que [k(x) : K(ngz )] = deg ¢ =d.
L’extension séparable x(x)/k(nz ) de corps valués henséliens étant de degré

premier a p, elle est modérément ramifiée. On a [k(ne)*| = |@X| @ |T(n)|%;

X
comme |k% | est divisible et comme r(n; ) est algébriquement clos (il est

égal & k%) la théorie de la ramification modérée assure que (z) est isomorphe
N . , 1, .
a n(ng;m)[r]/(rd — T(U@,r)); il en résulte que le ( ﬁan,n@,r)—germe fini
étale (X,z) est isomorphe & (IF’IICA’aanmE;’%L qui est vu comme ( %’;nﬂ?ﬁ,r)'
germe via 1’élévation a la puissance d; il existe donc un voisinage ouvert Z
de = dans X qui est une couronne de type |, %[ telle que © € S(Z); quitte
A& remplacer Z par I”, ou I est un intervalle ouvert relativement compact

de S(Z) contenant x, on peut supposer que Z est un arbre compact. Ainsi,
1) est démontré dans le cas ou = ¢ 9**X.
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(4.3.5.2) Preuve de 3) dans le cas général. Comme z est de type 3, la courbe
génériquement quasi-lisse X est quasi-lisse en z. Il existe donc un voisinage
ouvert V de x dans X et une courbe k-analytique lisse W tel que V' s’identifie a
un domaine analytique fermé de W. En vertu du cas sans bord traité au
ci-dessus, il existe un voisinage ouvert 7' de x dans W qui est une couronne de
type ]*, %[ dont x appartient au squelette ; notons I; et Iy les deux composantes
connexes de S(Z){z}. Comme z est de type 3, il résulte de et de
I'assertion [£.2.4] que l'on peut supposer, quitte a restreindre 7', que TNV est de
la forme {z} U |J I?, ot E est un sous-ensemble de {1,2}; on peut également
i€E

faire en sorte que 7' N V" soit un arbre compact. Le voisinage ZNV de z dans X
répond alors aux conditions posées.

(4.3.5.3) Preuve de 2). Comme X est quasi-lisse, il existe un voisinage de x
dans X qui est isomorphe & un domaine analytique fermé d’une courbe lisse X’ ;
grace a assertion iii) de la proposition 4.2.4] et au [4.2.14} on peut remplacer X
par X', c’est-a-dire supposer que X est lisse. Si € X[3], I'assertion 2) est une
conséquence triviale de 1); on suppose a partir de maintenant que x € Xj.
Soit b € br(X,x). Le théoréme 3| fournit un point z appartenant & IE”l an

et un morphisme fini étale ¢ : (X ,a:) ( %‘m, z) entre germes de courbeb k-

analytiques tel que le degré d de b au-dessus de (b) soit premier & p. En
composant & gauche si nécessaire par (le germe d’) une homographie, 'on se
N N N - l,an -
ramene au cas ol z = 7 | et ou ©(b) est l'unique branche de ]Pga issue
de iz, le long de laquelle |T] < 1.
Ona|T(nz )| = Let|T|,m) < 1;par conséquent, T'(n ) s’annule au point
de la courbe résiduelle en 7 | qui correspond a ¢(b) ; cette courbe est isomorphe

—_~—

a IP%Q, et le point correspondant ne peut étre que l'origine, en laquelle T’ (771;5 1)

s’annule a I'ordre 1. On déduit alors dufd.2.11.1jet de I'égalité [r(nz )| = |E5X|

que le groupe des valeurs de |.|, ) est |@X | |T|i(b), et que son corps résiduel
est k% et est en particulier algébriquement clos.
Par le théoreme [4.2.19 Ox(b)sep (resp. ﬁpl m(gp( ))sep) S’identifie

naturellement au hensélisé de (k(z),]|.]p) (resp. (k ( 1); |-lo)). D’aprées la
proposition (4.2.20| Ox (b)sep est de degré d sur ﬁpl an( (0))sep- L extension de
(b)

corps valués henséliens (rem. [4.2.19.2)) Ox (b )Sep/ﬁpl an(cp b))sep étant de degré

premier a p, elle est modérément ramifiée.

~X

Compte-tenu du caractére divisible de |k |, la théorie de la ramification

modérée assure alors que Ox (b)sep est engendré sur Opian(¢(b))sep par une
%a

racine d-ieme 7 de T, et que l'on a |Ox (b)sxep|b = |@X\ @ |7]Z. Choisissons
dans k(x) tel que |0]p = |T]p (rem. 4.2.19.1) ; cela signifie que |0/7| = 1 le long
de b.

Nous pouvons supposer, quitte a restreindre X, que le morphisme de
germes ¢ est induit par un <« vrai » morphisme fini et plat, noté encore ¢,
de X sur un voisinage ouvert U de 71, que X est un arbre, et que x est le seul
antécédent de n; sur X.
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Les ouverts de P%’;n qui peuvent s’écrire I°, ot I est un intervalle ouvert de
la forme |0z ;n [ avec 0 < s < 1, forment une base de sections de ¢(b); il

existe donc I de la forme évoquée tel que I’ C U.

La section I” de b est alors une couronne de type ]*, %[ contenue dans U,
dont T est une fonction coordonnée. Il existe une (unique) composante
connexe Z de ¢~ !(I°) qui soit une section de b; la flecche Z — I° est finie
étale de degré d. Comme {Z x» J°};, ot J parcourt Interv( %’Ean,ng;71)cf, est
une base de sections de b on peut supposer, quitte a restreindre I (et Z), que 7

et 0 sont définies sur Z, et que |7/6| = 1 identiquement sur Z.

Soit Z’ le revétement de Kummer de I” obtenu par adjonction d’une racine d-
ieme de T'; la fonction 7 étant une racine d-ieme sur de T sur Z, elle définit une
section du revétement étale Z X Z' — Z, c’est-a-dire une factorisation de Z —
I’ par Z/ — I’; par comparaison des degré, Z — Z' est un isomorphisme ;
par conséquent, Z est une couronne de type ], %[, la fonction 7 en est une
fonction coordonnée et Z — I’ est un revétement de Kummer. Comme |7/6)| est
identiquement égale a 1 sur Z la fonction 6 est elle aussi une fonction coordonnée
de Z; en restreignant Z (il suffit de la remplacer par n’importe laquelle de ses
sous-couronnes ouvertes strictes aboutissant a z), on peut faire en sorte que son
adhérence dans X soit un arbre compact, ce qui achéve la démonstration. [J

(4.3.6) Faisons quelques commentaires a propos du théoréme ci-dessus, en en
conservant les notations.

(4.3.6.1) Supposons que x € X3); un voisinage ouvert Z de z satisfaisant les
conditions de Passertion 1) sera dit coronaire. Soit Z un voisinage coronaire
de ; les sous-couronnes de Z de la forme I°, ot I est un voisinage ouvert de z
dans S*"(Z), sont encore des voisinages coronaires de z ; elles forment une base
de voisinages de x dans Z, et a fortiori dans X . Si f est une fonction
analytique inversible sur Z, alors f est une fonction coordonnée si et seulement

si |f(x)| engendre |7 (x)* |/|%EX | : compte-tenu du fait que x est de type 3, cela
découle de B.6.22] et B.6.23.5

(4.3.6.2) On ne suppose plus que z € X[5). Nous dirons d’une section Z de b)
qui satisfait la condition i) de ’assertion 2) du théoréme qu’elle est coronaire;
si Z est une section coronaire de b (resp. une section coronaire de b satisfaisant
ii) ) et si Z’ est une sous-couronne ouverte de Z aboutissant a z, il est immédiat
que Z’ est coronaire (resp. est coronaire et satisfait ii) ).

Par ailleurs, si Z est une section coronaire de b, I’ensemble de ses sous-
couronnes ouvertes aboutissant & z est exactement l’ensemble des I”, ou I
parcourt Interv(X,z)cs(z); c’est donc une base de sections de b.

On déduit de ce qui précede que b possede une base de sections qui sont
coronaires et satisfont ii).

(4.3.6.3) Soit Z une section coronaire de b. Par ce qui précede, il existe
une section Z' de b qui est coronaire, contenue dans Z et satisfait ii).
L’intersection S(Z)NS(Z’) est un intervalle ouvert I aboutissant a z. Comme I C
S(Z) N'S(Z'), intervalle I est faiblement admissible dans Z aussi bien que
dans Z', et I” est une sous-couronne ouverte de Z aussi bien que de Z’, qui
aboutit a x puisque I aboutit a x. En tant que sous-couronne de Z aboutissant
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A x, ouvert I® est une section coronaire de b; comme la section I” est aussi une
sous-couronne de Z', elle satisfait ii).

Ainsi, Z possede une sous-couronne ouverte aboutissant a x et satisfaisant
it).
(4.3.6.4) Soit f € Ox(b)y, En vertu de [4.3.6.2, il existe une section
et

coronaire Z de b satisfaisant ii) et sur laquelle ~! sont définies. Soit 6
comme dans Dassertion 2), ii); comme f est une fonction inversible sur la

couronne Z dont 6 est une fonction coordonnée, il existe o € @X etmeZ
tel que |f] = |«a|.|0|™ identiquement sur Z , et f est une fonction coordonnée
de Z si et seulement si m = 1 ou m = —1; par définition méme de |.|, on
a |flp = |a|.|0]}". 11 en résulte :

) qu’il existe un isomorphisme naturel |Ox (2)*| ~ |0x (b)sxcp|b compatible

~X
aux plongements de |k® | dans ces deux groupes;
B) que f est une fonction coordonnée de la couronne Z si et seulement

si |ﬁX (b
engendre |Ox (b

= |EEX| @ |f|%, ou encore si et seulement si |f],

—~X
modulo [k |.

Jeeols
ool

Supposons que f soit une fonction coordonnée de Z. La fonction |f| a une
limite A en z, et de la définition de |.|, découle la remarque suivante, qui permet

de décrire entierement ’ﬁx(b)sxep|b = |%ZX| & |f|# comme groupe ordonné :
si |f| est croissante (resp. décroissante) lorsqu’on oriente le squelette de Z
dans la direction de z, alors |f|, est infiniment proche inférieurement (resp.
supérieurement) de A.

—~X
Notons que si A ¢ [k* | (on déduit aisément de ce qui précéde que cela se

—~X
produit si et seulement si 2 € X[3), on obtient le méme ordre sur [k® |&|f[Z en
décrétant que |f|, est égal & \; on retrouve ainsi ’égalité attendue lorsque = €

Xigy entre ||y et || sur k() = Ox (b)sep (rem. et assertion iv) du th.4.2.19)).

Remarque. L’isomorphisme naturel évoqué en «) s'étend au cas ou Z est
coronaire sans satisfaire nécessairement ii) : en effet, Z contient d’apres
une sous-couronne Z’ qui aboutit & z et satisfait ii), et Pon conclut en utilisant
le fait que la fleche naturelle |Ox (Z)*| — |Ox(Z')*| est un isomorphisme.

Sections coronaires : le cas d’un point singulier isolé
quelconque

(4.3.7) Lemme. Soit X une courbe k-analytique génériquement quasi-lisse,
soit x un point rigide de X et soit b une branche issue de X. Il existe une
section Z de b qui est une couronne virtuelle de type 10, [ dont l’adhérence
dans X est un arbre compact.

Démonstration. Comme Ox , est hensélien, on peut restreindre X de sorte
que s(x) C Ox(X); on peut dés lors, quitte & remplacer k par s(z), supposer
que s(x) = k. Le point z admet sous cette hypotheése un unique antécédent y
sur X7, lequel est fixe sous I'action de G; notons p la fleche Xz — X, qui

ka’
s'identifie & X7 — X7 /G.
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Choisissons une branche 3 de br(X;,y) située au-dessus de b; comme y est
rigide, br(X:5y,) est fini et le stabilisateur H de 8 dans G est donc ouvert.

D’apres |4.3.4.2} il existe I € Interva(XE;, B) tel que la ka-courbe I’ soit une

couronne de type |0, x[. En vertu de la proposition [1.9.18] il existe un intervalle
ouvert J appartenant a Interv, (X, z)cr tel que les propriétés suivantes soient
satisfaites :

- p induit un homéomorphisme J ~ p(J);
- lintervalle J est fixe point par point sous H;
- pour tout g € G—Hona g(J°)NJ> =0;

Remarquons que comme J aboutit & g, Pouvert J” est lui aussi une couronne
de type |0, *[. Soit Z I'image de J° sur X ; toujours d’apres la proposition
I'intervalle ouvert p(J) de X aboutit proprement & x, est faiblement admissible,
et vérifie I'égalité Z = p(J”) ; par conséquent, Z est un arbre & deux bouts dont
I’adhérence dans X est un arbre compact.

Par construction, Z est la réunion disjointe des g(J b), pour g parcourant

un systeéme de représentants de G/H ; chacune des g(J b) étant une couronne de
type ]0, [, il s’ensuit que Z est une oco-couronne virtuelle de type ]0, x[. O

(4.3.8) Soit X une courbe k-analytique génériquement quasi-lisse, soit x un
point rigide de X et soit b € br(X,x). On appellera section coronaire de b toute
section Z de b qui est une couronne virtuelle de type ]0,*[ dont I’adhérence
dans X est un arbre compact ; cette définition est compatible avec la précédente
lorsque k¢ est algébriquement clos. Si Z est une section coronaire de b, il en
va de méme de I’ pour tout intervalle ouvert de S(Z) aboutissant & x; par
conséquent, comme le lemme |4.3.7] assure 'existence d’une section coronaire
de b, la branche b possede une base de telles sections.

Si Z est une section coronaire de b, son bord est de la forme {z, y} avec y # x.
Il résulte de et sq. que le bout infini de Z est celui qui correspond a x, et
que y € X|2 3]

Sections et voisinages coronaires en un point de type 2 ou
3 : le cas d’un corps de base quelconque

(4.3.9) Proposition. Soit X une courbe k-analytique quasi-lisse et soit x € X.

1) Si x € Xig il existe un wvoisinage ouwvert Z de x dans X qui est
une couronne gentiment virtuelle dont [’adhérence dans X est un arbre
compact, qui est telle que © € S*(Z), et qui satisfait de surcroit les
propriétés suivantes :

o six ¢ 0" X alors Z est de type |x, x| ;
e six € *"X et si x nlest pas un point isolé de X alors Z est de
type |*, %] et 0°"Z = {z};
e si x est un point isolé de X alors Z = {x} = 0**Z (et Z est de
type {*}).
2) Sib € br(X,x) il existe une section Z qui est une couronne gentiment

virtuelle de type |, *[ dont l’adhérence dans X est un arbre compact.
On peut de surcroit imposer 4 Z de vérifier la condition suivante : il
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existe une extension finie F' de k, et méme finie séparable si |k™| # 1, un
antécédent ' de x sur X, une composante connexe Z' de Zr aboutissant
a ¥ qui est une F-couronne, et une fonction coordonnée sur Z' se
prolongeant a un voisinage de x' dans Xp.

Démonstration. Comme Ox, = k(z), on peut restreindre X de sorte
que s(x) C Ox(X); on peut dés lors, quitte & remplacer k par s(z), supposer
que s(z) = k. Le point x admet sous cette hypothése un unique antécédent y
sur X, lequel est fixe sous I'action de G; notons p la fleche X7z — X, qui
s'identifie & X7 — X7 /G.

(4.3.9.1) Preuve de 1). Le point y étant lisse de type 3), il possede un voisinage

coronaire Y dans X (th. et [4.3.6.1). Le squelette analytique S**(Y")
peut étre vue comme une étoile de sommet gy tracée sur X3, faiblement

a)
admissible, dont la valence coincide avec le cardinal de br(Y, y)k On peut par
conséquent appliquer la proposition [1.9.21]; elle assure entre autres 1’existence
d’un intervalle I tracé sur S**(Y"), ouvert dans ce dernier, contenant y et stable
sous G. Quitte & choisir un tel I et & remplacer Y par sa sous-couronne I°, on
peut supposer que Y elle-méme est stable sous G; on note Z le quotient Y/G;
c’est un voisinage ouvert de z. Comme Y est un arbre ayant au plus deux
bouts, Z est un arbre ayant au plus deux bouts; son adhérence dans X est

égale au quotient de Y par G, et est donc un arbre compact.

Nous allons montrer que G agit par automorphismes directs sur Y, en
distinguant trois cas.

Si Y est de type {*}, autrement dit si Y = {y} cela découle du fait que G
opere par isométries sur J#(y), et agit donc trivialement sur .72 (y)*|/|k*|.

Si Y est de type ]*,%|, cela provient du fait que comme S**(Y) est un
intervalle semi-ouvert, G en préserve nécessairement les orientations.

Supposons maintenant que Y soit de type |x,*[. C’est le cas o y ¢ Y?",
et donc ot & ¢ X?". Comme z est de type 3, il y a exactement deux branches
de X issues de z [{.2.11.2)), et Z \ {z} a de ce fait deux composantes connexes.
Par conséquent, les images sur Z des deux composantes connexes de Y \ {y}
sont disjointes, ce qui signifie que ces composantes ne sont pas échangées par G;
autrement dit, ’action de ce dernier ne permute pas les orientations du squelette
de Y, ce qu’on souhaitait établir.

Soit r € R} engendrant |x(y)*| modulo |l/€/EX |. La fermeture algébrique (et
méme séparable si |k*| # {1} ) de k dans k® en est un sous-corps dense. Il
existe par conséquent un voisinage ouvert U de x dans X, une extension finie L
de k (que l'on peut prendre séparable si |[k*| # {1}) et une fonction analytique
inversible f sur Uy, telle que |f(y)| =r.

11 découle de @ qu'il est loisible de restreindre Y de sorte que Y C Uz,
et que fjy est alors une fonction coordonnée sur Y.

On peut voir f comme une fonction anal)it\ique sur Zy, et elle induit par
construction un isomorphisme entre (Z7)®&pk? et un ouvert de A%’;n défini
par une condition de la forme R < |T| < R’; il s’ensuit par descente
(corollaire que f induit un isomorphisme entre Z, et Iouvert de Ay
défini par la condition R < |T| < R’. Par conséquent, Z est une couronne
gentiment virtuelle. Compte-tenu du fait que le type de Z est celui de Y,
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que z € 0*X si et seulement si y € 9*"Y, et que = est isolé dans X si et
seulement si y est isolé dans Y, ceci acheéve la démonstration de i).

(4.3.9.2) Preuve de 2). Si x € X[3) alors 2) est une conséquence triviale de 1);
supposons maintenant que x € X[g), et notons ¢’ la courbe résiduelle en y ; soit b
une branche de X issue de z.

Choisissons une branche 3 de X5 issue de y et située au-dessus de b; soit H
son stabilisateur ; ¢’est un sous-groupe ouvert de G (prop. . Choisissons
une section coronaire Y de 3. En vertu de la proposition il existe un
intervalle ouvert J appartenant a Interv, .(X,z)cs(y) tel que les propriétés
suivantes soient satisfaites :

- p induit un homéomorphisme J ~ p(.J);
- l'intervalle J est fixe point par point sous H;
- pour tout g € G—Hona g(J°)NJ> =0;

Remarquons que J° est une sous-couronne ouverte de Y aboutissant & v,
et est donc elle aussi une section coronaire de §. Soit Z l'image de J? sur X ;
toujours d’aprés la proposition lintervalle ouvert p(J) de X aboutit
proprement a x, est faiblement admissible, et vérifie 'égalité Z = p(Jb); par
conséquent, Z est un arbre a deux bouts dont I’adhérence dans X est un arbre
compact.

Par construction, Z; est la réunion disjointe des couronnes g(.J b), pour g
parcourant un systéme de représentants de G/H ; de ce fait, Z est une couronne
virtuelle.

La branche 3 correspond a un point fermé &2 de €. La fermeture algébrique
(et méme séparable si |[k*| # {1} ) de k dans k% en est un sous-corps dense. Il
existe par conséquent un voisinage ouvert U de x dans X, une extension finie L
de k (que l’on peut prendre séparable si |k*| # {1}) et une fonction analytique f

sur Uy, telle que | f(y)| = 1 et telle que f(y) ait un zéro d’ordre 1 en & (on note
encore f la fonction analytique sur Uz induite par f).

Il découle de 4.3.6.4] et [4.2.11.1] qu’il est loisible de restreindre J de sorte

que J’ C Ui et que f) 5 soit une fonction coordonnée sur J.

Il existe une extension finie séparable F' de L qui déploie, en tant qu’extension
finie de k, la k-algebre étale s(Z); toute composante connexe de Zp est alors
un espace F-analytique géométriquement connexe ; il existe par conséquent une
composante connexe Z' de Zr et un plongement ' — ke tels que Zéz ~ Jb.

On peut voir f comme une fonction analytique sur Z’, et elle induit par
construction un isomorphisme entre Z];Aa et un ouvert de A%’;n défini par une
condition de la forme R < |T'| < R’; il s’ensuit par descente (corollaire [3.2.18)
que f induit un isomorphisme entre Z’ et l'ouvert de A}’an défini par la
condition R < |T| < R’. Par conséquent, Z’ est une F-couronne dont f est

une fonction coordonnée, ce qui achéve de prouver 2). O

(4.3.10) Faisons quelques commentaires & propos du lemme ci-dessus, en en
conservant les notations.

(4.3.10.1) Supposons que x € X[3;. Un voisinage ouvert Z de x satisfaisant les
conditions de l’assertion i) sera dit coronaire; cette terminologie est compatible
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avec celle déja introduite dans le cas algébriquement clos. Si Z est un voisinage
coronaire de z, les sous-couronnes virtuelles de Z de la forme I°, ot I est un
intervalle de S*"(Z) ouvert dans ce dernier et contenant x, sont encore des
voisinages coronaires de x ; elles forment une base de voisinages de = dans Z,
et a fortiori dans X ; cela découle, en vertu de la proposition [.9.21] du fait
que S*(Z) peut étre vu comme une étoile étoile tracée sur Z de sommet x et
de valence égale au cardinal de br(X, ).

(4.3.10.2) On ne suppose plus que z € Xi3). Une section Z de la branche b qui
satisfait la condition énoncée en ii) sera qualifiée de coronaire; cette terminologie
est compatible avec celle déja introduite dans le cas algébriquement clos.

(4.3.10.3) Soit I € Interv(X,D); choisissons une section coronaire Z de b.
Comme S(Z) et I définissent tous deux b, leur intersection contient un intervalle
ouvert Jy aboutissant a x ; si J est un intervalle ouvert aboutissant a x et contenu
dans Jy il appartient & Interv, (X, ), et J’ est une sous-couronne virtuelle
ouverte de Z, et partant une section coronaire de b. Ainsi b possede-t-elle une
base de sections coronaires de la forme J°, ot J € Intervy o(X, z)cr.

(4.3.10.4) Supposons que b posseéde une section coronaire Z; qui est une
couronne; elle posseéde alors une base de telles sections (par exemple, les sous-
couronnes ouvertes de Z; aboutissant a x). Soient Z; et Zs deux sections
coronaires de b qui sont des couronnes; si Zs est une sous-couronne de 2
alors Z(Z1) ~ %(Z3). La famille {Z(Z)}z, o Z parcourt ensemble des
sections coronaires de b qui sont des couronnes, apparait ainsi comme un
systeme filtrant dont toutes les fleches de transition sont des isomorphismes. On
note 2 (b) sa limite (& la fois inductive et projective, selon le sens dans lequel
on considére les isomorphismes); c’est un groupe libre de rang 1. Pour toute
section coronaire Z de b qui est une couronne, on dispose d’un isomorphisme
naturel 2°(Z) ~ Z(b) ; on obtient par ce biais, en vertu de[3.6.23.2] une bijection
entre 'ensemble des générateurs de Z(b) et celui des orientations de la branche b
iEaE)

Lorsque k est algébriquement clos, on déduit de 'assertion «) de
que Z(b) est naturellement isomorphe & |Ox (b)X,| /||, et donc également

b [ (2) [/l (th. [LZ19).

Degré d’une branche sur la branche image et ramification
résiduelle

(4.3.11) Proposition. Soit ¢ : Y — X un morphisme purement de dimension
relative nulle entre courbes k-analytiques génériquement quasi-lisses, et soit y
un point de Yjo 23] ; posons x = o(y).

i) Soitb € br(Y,y) et soit a son image dans br(X, z). Il existe une section Z'
de b et une section Z de a telles que :

e 7' et Z sont coronaires ;
o 7' est une composante connexe de ¢~ (Z) ;
o 7' — Z est fini et plat de degré deg (b — a).

i4) Supposons que y € Y. Il existe un voisinage ouvert Z' de y dans 'Y et
un voisinage ouvert Z de x dans X tels que :
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o 7' et Z sont coronaires ;

e 7' est une composante connexe de o~ (Z) ;

e il existe un intervalle I de S*™(Z) contenant x, tel que dz1 C {x}, et
tel que Z' — Z induise un morphisme fini et plat Z' — I*.

Démonstration. On prouve les deux assertions séparément, mais avec des
arguments similaires.

(4.3.11.1) Preuve de i). Commengons par remarquer que la proposition
permet de supposer, quitte a restreindre Y et X, que tous deux sont des arbres,
que y est le seul antécédent de x sur Y, que Y — X est compacte & fibre finie,
et que le morphisme Y \ {y} — X \ {x} est fini et plat. Soit V' une section
coronaire de a et soit V' la composante connexe de ¢~ (V') qui correspond A b.
11 existe une section coronaire Z’ de b contenue dans V' ; posons Z = ¢(Z').

Comme Z' est connexe et comme b € 90Z', Vouvert Z de V est connexe
et a € 0Z; cela entraine que Z NS(V) # (; le lemme assure alors
que Z est de la forme I” pour un certain intervalle ouvert non vide I de S(V') et
que Z' — Z est fini et plat. Comme a € 07, l'intervalle I aboutit nécessairement
a x; par conséquent, Z est une section coronaire de a.

La fleche finie (et plate) Z/ — Z est compacte; il résulte alors du
lemme4.2.15|que Z’ est une composante connexe de ¢~ 1(Z). Comme Z’' C V' on
a nécessairement Z = V' xy Z; il en résulte que deg (Z' — Z) = deg (b — a) .

(4.3.11.2) Preuve de ii). Soit Z un voisinage coronaire de x dans X et
soit Z' un voisinage coronaire de y dans ¢~!'(Z). Comme z € S*'(2), le
lemme assure Z' — V induit un morphisme fini et plat de Z’ sur I*
pour un certain intervalle non vide I de S**(Z), qui contient évidemment z;
quitte & restreindre Z, on peut supposer que 0z C {z}.

La couronne virtuelle Z' est une partie ouverte, connexe et non vide
de ¢~1(Z). La fleche finie (et plate) Z' — I* est compacte, et I* est fermée
dans Z puisque = € I et dzI C {z}; par conséquent, I* < Z est compacte,
et Z' — Z Vest aussi par composition. Le lemme [4.2.15| garantit alors que Z’
est une composante connexe de ¢~ (Z). O

(4.3.12) Commentaires. Dans la situation de I'assertion 2) (et en en conservant
les notations), on se trouve plus précisément dans I'un des cas suivants.

(4.3.12.1) Le cas ot Z' est de type |*,*[, autrement dit ot y ¢ 9*"Y. La
couronne virtuelle I# est alors de type |*,*[ (d’apres le lemme [3.6.40)), ce qui

force Z & étre égale & I*; le morphisme ¢ est alors sans bord en y.

(4.3.12.2) Le cas ou Z' est de type |, %], autrement dit ou y € O**Y et ot y
n’est pas isolé dans Y. La couronne virtuelle I* est alors de type ], %], ce qui
laisse deux possibilités pour Z : ou bien Z = I*, et ¢ est sans bord en y; ou
bien Z est de type ]*, %[, et y € 9* .

(4.3.12.3) Le cas ot Z' est de type {x}, autrement dit ot y est un point isolé
de Y, et ot Z' = {y}. La couronne virtuelle I* est alors de type {x}, ce qui
veut dire que I = I* = {z}; cela laisse trois possibilités pour Z : ou bien Z =
I* = {x}, et ¢ est sans bord en y; ou bien Z est de type ], %], et y € 9*"p; ou
bien Z est de type ]*, %[, et y € 8*"¢.
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(4.3.12.4) Dans chacun des cas ol ¢ est sans bord en ¥, c’est-a-dire ot Z = I*,
le morphisme ¢ est fini et plat en y; comme y est le seul antécédent de x
sur Z' (puisque S**(Z’') est égale & l'image réciproque de S**(Z) sur Z’, et
puisque S**(Z") — S**(Z) est un homéomorphisme), on a ’égalité

deg? p =deg (2 — Z).

(4.3.13) Théoréme. Soit ¢ : Y — X un morphisme de dimension relative

nulle entre deux courbes Z:E—analytiques quasi-lisses ; soit y € Y)g 31 et soit x son
image sur X.

i) Supposons que y € Yy, soit b € br(Y,y) et soit a la branche p(b);
posons d = deg (b — a). Notons D (resp. €) la courbe résiduelle en y (resp. x)
et 2 (resp. &) le point fermé qui correspond d b (resp. a) par la bijection

dul4.2.11.1); le point & est 'image de 2 (rem. et l’on note e 'indice de

ramification de 9 — € en 2. On a alors e = d.

i) Supposons que y ¢ 0 ; on alors [f;(vy) : K’(;'/)} = [k(y) : k(z)]
siy € Yy, et [|s(y)*| : [s(x)*[] = [(y) : k(x)] siy € Yjs); par conséquent,
Dextension k(y)/k(x) est sans défaut.

Démonstration. Nous allons prouver les deux assertions séparément.

(4.3.13.1) Preuve de i). La proposition assure l'existence d’une section
coronaire Z de a et d’une section coronaire Z’ de b telle que ¢ induise une fleche
finie et plate de degré d de Z’ vers Z. D’apres [3.6.24| (et [3.6.22)), la fleche ¢
identifie |0x(Z)*| & un sous-groupe d’indice d de |0y (Z')*|. 1l s’ensuit, en
vertu du[4.3.6.4] que d est I'indice de ramification de |.|, sur |.|,. La valuation |.|,
(resp. |.|a) est la composée de |.| et de la valuation discrete d’anneau Op ¢

(resp. Oc.p); comme |k(y)*| = |k(x)*| = \ﬁXL l'indice de ramification de |.|p
sur |.|, est égal & l'indice de ramification de Op ¢ sur O¢ p. Ainsi, d = e, d’olt
i).

(4.3.13.2) Preuve de ii). Supposons tout d’abord que y € Yy. Le point x est
alors également de type 2, et 'on note encore € et 2 les courbes résiduelles

respectives en x et y. On identifie (X, ) (resp. (Y,y)) & un ouvert dense de €

—_~—

(resp. Z). Choisissons un point fermé &7 € (X,z) C 4'; il correspond & une
branche a € br(X,z). Notons 21, ..., 2, les antécédents de & sur Z ; comme ¢

e~

est sans bord en y, 'image réciproque de (X, z) sur Z est égale a (Y,y), ce

qui implique que chacun des 2; appartient a (Y, y), et correspond donc & une
branche b; issue de y et situé au-dessus de a.

Etant sans bord et de dimension nulle en Y, le morphisme ¢ est fini en y;
comme z n’est pas rigide et comme X est réduite par quasi-lissité (Y, y) — (X, x)
est fini et plat. Pour tout 4, notons e; 'indice de ramification de 2; sur & ; on
a e; = deg (b; — a) pour tout ¢ d’aprés Passertion i) déja établie. Il vient, en se
souvenant que Z et ¢ sont des courbes projectives sur le corps algébriquement

clos k :
[6(y) : k()] = deg? ¢ = Zdeg (b; = a) = Zei

= deg (7 =€) = [r(y) : w(x)].
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Supposons maintenant que y € Y[3. En vertu de la proposition [4.3.11] et
de 4.3.12.4)), il existe un voisinage coronaire Z de x dans X et un voisinage
coronaire Z' de y tel que ¢ induise un morphisme fini et plat Z' — Z, de

degré égal a deg? ¢. D’apres [3.6.24] V'extension J7(y)/. 7 (x) est sans défaut
et de degré deg” p. Comme y et x sont de type 3, les corps résiduels J#(y)

et #(z) sont tous deux égaux & k®; par conséquent, [|5#(y)*| : |5 (z)*|] =
deg? ¢ ; par densité, [|k(y)™| : |k(z)*]|] est aussi égal & deg” ¢, ce qui achéve la
démonstration. [

Stabilité des corps de degré de transcendance résiduel
gradué maximal

(4.3.14) Théoréme. Supposons que le corps k soit stable. Soit X un espace k-
analytique et soit x un point d’Abhyankar de X dont on note d le rang; le
corps H(x) est alors stable.

Démonstration. Soit (Y, ) une présentation d’Abhyankar de x, et soit r le
polyrayon tel que p(x) = 7. Comme J#(x) est une extension finie de (1)
, il suffit de démontrer que (1) est stable. Par une récurrence
immédiate, on se rameéne finalement & montrer que J2(n,) est stable pour
tout r > 0; fixons donc un tel r, et écrivons 1 au lieu de 7,, et np au lieu
de 7, r pour toute extension complete F' de k. Remarquons que si la valeur
absolue de k est triviale, alors la valeur absolue de #(n) est ou bien triviale, ou
bien discréte ; dans chacun de ces deux cas, (1) est stable, et 'on peut donc
supposer a partir de maintenant que la valeur absolue de k est non triviale.

Soit L une extension finie séparable de J#(n); nous allons démontrer

que [L: #(n)] = [L : #(n)], ce qui permettra de conclure, puisque la stabilité
d’un corps complet se teste sur ses extensions finies séparables. La catégorie
des 7 (n)-algebres finies étales étant naturellement équivalente & la catégorie des
revétements finis étales du germe (Ai’an, 7n), il existe un espace k-analytique Z,
un point z de Z et un morphisme fini étale de Z sur un voisinage ouvert de 7
dans A, qui envoie 2 sur 7 et est tel que Uextension #(z) de #(n) s'identifie
a L. Comme Z — Ay™ est étale, Z est lisse.

Soient z1,..., 2z, les antécédents de Mg sur Z@. Comme Z — AL21 est
étale, J(2;) ~ K(2i) ®p(z) H(2) pour tout i. En vertu du théoreme
Pextension r(2;)/k(nz) est sans défaut pour tout i; par conséquent,
Pextension J(z;)/# (ngz) est sans défaut pour tout i; notons que []7#(z;)
s'identifie & L ® s () (057 )-

Comme la valeur absolue de k est non triviale, k° est dense dans ka.
Par le lemme de Krasner, L ® () (' (n) @ k*) s’écrit sous la forme ] L;,
ou L, est pour tout ¢ un sous-corps dense de 5 (z;). Pour tout ¢, 'extension
finie séparable L;/(5€(n) @i k®) est sans défaut; on choisit un ensemble %;

d’éléments de L de cardinal dim #menks Li et tel que les b constituent, pour b
parcourant %;, une base de L; sur (J#(n) @y, k*).

Il existe une sous-extension finie F' de k°/k telle que les L; et les %;
soient «définis sur F'>, c’est-a-dire plus précisément telle que L ® y»(,)) H (1r)
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s’écrive [ L}, ot chaque L} est une extension finie séparable de .2 (nr) dont le
produit tensoriel avec J(n) ®j k° s’identifie & L;, et qui contient %; modulo
cette identification.

Fixons i. Les b, pour b parcourant %;, sont linéairement indépendants
o

o~

sur (J(n) Q@ k%) ; ils le sont a fortiori sur S (ng). Par conséquent, on a

[LNQ : A (np)] = card (%;) = dimyp (e ks Li = dim e, L,

et 'on a finalement [ZZ 2 ()| = dimyp .y L.

On déduit par ailleurs des descriptions explicites de J€(nr) et 5 (n)

(cf. [2.2.46.6]) que

—_—~—

(A (np) : ()] = [F: k] =[F: k],
cette derniere égalité provenant de 'hypothese de stabilité de k.

On a alors d’une part

—_~—

ST A ) = [F K] (L A ()]

= [F:k]-[L: ()],

et d’autre part

—_—~ .

SOILL: A W) = [L: A )] Y (L] L]
S[L: A (L L) =[L: A )] - [ (qr) : A ()] = [L: A ()] - [F : ]
= (L s )
cette derniere égalité provenant de ce qui précede.

Par conséquent, I'inégalité large ci-dessus est en réalité une égalité, et 'on a
en particulier

(L= )] = [L: ),
ce qui acheve la démonstration. [J

(4.3.15) Corollaire. Soit X un espace ﬁ—analytique, soit x un point

d’Abhyankar de X et soit L une extension complete de k®; on mote w le
morphisme canonique Xy — X. Le sous-ensemble fini x(r) de 7 H(x) (3.2.1

—_~—

est alors un singleton {y}, et F(y) s’identifie au corpoide des fractions de
Vannéloide I (x) 5., L (lequel est intégre d’aprés|2.2.50]) .

Démonstration. Soit (Y, ) une présentation d’Abhyankar de x, et soit r le
polyrayon tel que ¢(z) =1, . Ona @(x) =n_ 1z et o1 (n_ =) est de dimension
nulle d’apres [3.2.12.3); soit d le degré de () sur J(n, ). Comme (1, )

r,ke
est stable par le théoreme [4.3.14} on a [ (z) : A (n, )] = d.
(4.3.15.1) En vertu de la proposition(3.2.13} x[7 est 'ensemble des antécédents
de x sur ¢ '(ner). Soit y € . Le corps #(y) est un quotient
de H(x) @(n_) H (1r,1). Par conséquent, [ (y) : A (nr,)] < d.
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—_—~

(4.3.15.2) Les corpoides (1, =) et 7 (1r,1) sont respectivement égaux aux

algebres de polynomes en les T;(n, =) & coefficients dans k® et L. On en

—~— P

déduit que 2 (ny,1,) s'identifie au corpoide des fractions de E®Ea H' (N, @) Des

lors, la 2 (ny, 1,)-algebre I (z) ® i (e, 1) est le localisé de I'annéloide
r, &4
integre () ®z, L par I'image de (KM, 17) PFa L)7°, et est donc intégre. Etant

par ailleurs entiére sur le corpoide 2 (ny 1), cette algebre est un corpoide, et

—_~—

c’est des lors plus précisément le corpoide des fractions de 7 (x) ®z, L (puisque
c’est un localisé de ce dernier).

—_~—

(4.3.15.3) Le morphisme naturel du corpoide J(x) ® JE(Ne.1)

A (M, 7a)

dans 7(y) est nécessairement injectif. La dimension du € (ny 1 )-espace

—_~— —_~—

vectoriel 52 (z) ® ) € (ne,1) est égale & d, et
r k@

—_—~—

(A () : A (ne,p)] < [H(y) : A (e,1)] < d

Il vient

H(y) = A () @ A (1r,1)

A, )
et o
(A (y) : A (ne,L)] = [H(y) - A (e.2)] = d-

Cette derniere égalité assure que la fleche naturelle
%(IL‘) ®%(nr,ﬁ) %(nr,L) — %(y)

est un isomorphisme, ce qui entraine que y est le seul antécédent de =z
-1
sur ¢~ (1r,L)-

—_~—

On a vu ci-dessus que J(y) = 7 (x) ®

Ao ) € (Ne,1), et ce dernier est

en vertu de [4.3.15.2| le corpoide des fractions de J#(x) ®z. E; ceci acheve la

démonstration. [J

(4.3.16) Corollaire. Soit X wun espace k-analytique, soit x un point
d’Abhyankar de X et soit L une extension complete de k. L’ensemble xr) est
en bijection naturelle avec celui des idéaux mazimaux de L ®j, s(z).

Démonstration. Quitte a remplacer X par un voisinage convenable de x, on
peut supposer que s(X) = s(z). Ecrivons L @y, s(z) = [] Ls, ot chaque L; est
une extension finie séparable de L. En vertu de il suffit de montrer
que pour tout indice 4, le sous-ensemble z(z,; de X, (défini en considérant X
comme un espace §(x)-analytique) est un singleton.

On se ramene ainsi au cas ou s(x) = k. Soit L’ une extension complete

de k composée de ke et L. Comme s(x) = k, le point  a un unique
antécédent sur X7, qui coincide avec - Il résulte du corollaire [4.3.15
que T = (l‘[gg])[[/] est un singleton. Puisque z(z/ est la réunion des y

pour y parcourant z(z), 'ensemble z[y) est lui-méme un singleton. [J
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4.4 Voisinages des points d’une courbe quasi-
lisse sur un corps algébriquement clos

(4.4.1) Si z est un point de type 2 d’une courbe ﬁ-analytique, on appellera
genre de = le genre de la courbe résiduelle en z; si  est un point de type 3,
son genre sera par définition égal a 0; le genre d’un point = de type 2 ou 3 sera
noté g(z). Par abus, nous dirons simplement < point de genre tant > au lieu de
< point de type 2 ou 3 et de genre tant >.

Si x est un point de type 2 ou 3 de }P’Ilgfm alors g(z) = 0 : si x est de type 3

a

c’est une conséquence de la définition, et si x est de type 2 cela résulte de[3.3.3.1

(4.4.2) On fixe pour toute cette section un entier ¢ premier a p. Dans ce qui
suit, nous dirons <pg-torseurs pour <pug-torseur étales.

Germes de torseurs

(4.4.3) Soit X une courbe ﬁ—analytique quasi-lisse et soit € X[,3. Nous
dirons que X est bien découpé autour de x si c’est un arbre, et si pour toute
branche b de X issue de x I'une des deux conditions suivantes (exclusives 'une
de lautre) est satisfaite :

o b(X) est relativement compacte dans X ;
e b(X) est une couronne.

Lorsque la seconde condition est satisfaite, nous dirons parfois que b(X) est
une composante coronaire de X \ {z}.

(4.4.3.1) Supposons que X soit bien découpé autour de z, et soit U un voisinage
ouvert de x dans X, bien découpé autour de z. Soit Z une composante coronaire
de X \ {z}. L’intersection U N Z est une composante connexe de U \ {z}. Si
elle était relativement compacte dans U, elle coinciderait avec Z, ce qui est
absurde puisque cette derniere n’est pas relativement compacte dans X. En
conséquence, U N Z est nécessairement une composante coronaire de U \ {z}.

Nous dirons que le couple (U, X) est bien découpé autour de z si pour toute
composante coronaire Z de U, la composante coronaire de U \ {z} contenue
dans U est une sous-couronne de Z.

(4.4.3.2) Tl résulte de la proposition [1.7.16|et de [4.3.6.2[ que le point = possede
une base de voisinages ouverts bien découpés autour de z. Si U est un tel
voisinage, le point x possede méme plus précisément une base de voisinages
ouverts V' tels que le couple (V,U) soit bien découpé autour de z.

En effet, soit W un voisinage ouvert de x. Il existe un voisinage ouvert Wy
de z dans U N W qui est bien découpé autour de z. Soit II ’ensemble des
composantes coronaires de U ; pour tout Z € II, lintersection Z N Wy est
une couronne contenue dans Z et aboutissant a x, et il existe une sous-
couronne C'z de Z N Wy qui abouti & x et est aussi une sous-couronne de 7 ; le
complémentaire C, de Cz dans ZNWj est fermé dans Wy, par exemple en vertu
de la proposition Le complémentaire V' de [, C; dans Wy est alors
un voisinage ouvert de x contenu dans W, et le couple (V,U) est bien découpé
autour de .
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(4.4.4) Soient X une courbe Eg—analytique quasi-lisse et connexe, soit z € Xy
et soit ¢ : Y — X un morphisme fini étale. Soit % la courbe résiduelle en =x.
Pour tout y € Y, on note %, la courbe résiduelle en y.

(4.4.4.1) Soit y € Y,. Comme le corps 5 (x) est stable (th. 4.3.14) et
comme |5 (x)*| est divisible, on a I'égalité [ (y), : H(x),] = [ (y) : H(2)];
en conséquence, J(y) est non ramifiée sur J€(x) si et seulement si S (y), est

séparable sur J#(x),, c’est-a-dire encore si et seulement si Z,, est génériquement
étale sur €.

(4.4.4.2) Soit II le sous-ensemble de m(Y \ ¢~ 1(x)) formé des composantes
connexes V satisfaisant les conditions suivantes :

1) le bord de V est de la forme {y} pour un certain y € o~ 1(z);

2) lensemble br(Y, y)-v est un singleton {b};

3) le morphisme %, — € est étale en le point fermé de 2, correspondant
ab.

On désigne par II’ le sous-ensemble de 7o (X \ {z}) formé des composantes U
telles que tout composante connexe de ¢ ~!(U) appartienne & II.

(4.4.4.3) Soit V € II et soit y I'unique point de son bord. L’image ¢(V') est une
composante connexe de X \ {z}. L’ensemble br(Y,y)cy est un singleton {b};
posons a = p(b). Le lemme assure que deg(V — ¢(V)) = deg (b — a).
Par ailleurs, le morphisme %, — % est par hypothese étale en le point fermé
de 2, qui correspond & la branche b; par le théoréme ceci entraine
Iégalité deg (b — a) = 1. En conséquence, deg(V — ¢(V)) = 1; autrement
dit, ¢ induit un isomorphisme V' >~ ¢(V).

(4.4.4.4) Supposons que J(y) est non ramifiée sur S#(x) pour tout
antécédent y de x, c’est-a-dire que 2, est génériquement étale sur ¢ pour
tout y € Y,. Cette hypothése implique que presque toutes les composantes
connexes de Y \ ¢~1(x) appartiennent & II, et partant que presque toutes les
composantes connexes de X \ {z} appartiennent a II'.

On déduit dés lors de [I.4.4:3|que le revétement Y x x U — U est trivial pour
presque toute composante connexe U de X \ {z}.

(4.4.5) Soit X une courbe @—analytique quasi-lisse et soit z € X. Le
but de ce qui suit est d’étudier le groupe Hl((X7 X)et, fe), qui classifie les
germes de pp-torseurs en x. Notons pour commencer ’existence d’isomorphismes
naturels H' (X, 2)e, pre) ~ H (A (), o) ~ H' (k(x), 1e)).

(4.4.5.1) Donnons une description explicite de ces isomorphismes. Soit h
une classe appartenant & H'(J#(x), ). Elle est de la forme (\) pour un
certain A\ appartenant & J#(x)*, bien déterminé modulo (#(z)*)’. Dire
que H(k(x), ug)) ~ H' (S (x), ug) signifie simplement que le scalaire A peut
étre choisi dans x(z)*, et qu'un tel choix est unique modulo (k(z)*)*. 11 existe
donc une fonction f € 0% telle que h = (f(z)), et la classe de H' ((X, x)t, itr)
qui correspond & h est alors la classe de Kummer (f). En termes de torseurs,
c’est la classe du (germe en x) de .#(Oy[T]/(T* — f)) — U, ot U est un
voisinage ouvert de x sur lequel f est définie et inversible.
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(4.4.5.2) On déduit de 4.4.5.1 que tout pe-torseur sur (X, z) est de Kummer,
c’est-a~dire encore que tout pg-torseur défini sur un ouvert contenant x est de
Kummer au voisinage de x.

(4.4.5.3) Soit h € H'((X,x)s, pe) =~ H (S (x), pe), et soit Y un p-torseur
sur (X,z) de classe h. Soit d l'ordre de h dans H'(X,2)e, st¢). On déduit
de[2.1.2.3| que la fibre Y, comporte £/d points.

(4.4.6) Supposons que = € X[14). Le corps () est complet et en particulier

—~—

hensélien, J#(x), est algébriquement clos, et |7 (x)*| est divisible. Il s’ensuit
que H' (2 (), ) = 0 (2.3.35.3 et [2.3.35.4) ; en conséquence, H' (X, )4, 11e)
est trivial.

Autrement dit, tout ue-torseur défini sur un ouvert contenant x est trivial
au voisinage de .

(4.4.7) Supposons que x € X3 3. Par convention, nous considérerons dans ce
qui suit que toute branche de X issue de = est orientée vers x.

(4.4.8) Soit a € br(X,z) et soit h € H (X, x)s, fue)-

(4.4.8.1) La convention d’orientation adoptée induit un systéme compatible
d’isomorphismes
oz Kumy(Z) =~ Z/0Z

pour Z parcourant ’ensemble des sections coronaires de a.

Si Z est une section coronaire de a et si Z’ est un py-torseur de Kummer
sur Z, 'image par oz de la classe de Z' dans Kumy(Z) sera appelée l'invariant
de Z'.

Soit U un voisinage ouvert de x tel que la classe h provienne d’une classe
B € HY(Uet, pue), et soit Z une section coronaire de a contenue dans I'ouvert U
telle que h( , soit de Kummer (une telle section existe toujours puisque h’ est
de Kummer au voisinage de z, cf. . L’élément oz (h') de Z/¢Z ne dépend
que de a (et pas du choix de U, Z et h'); on le note 6,(h).

(4.4.8.2) Soit |.|, la valuation de x(x) associé a la variation en norme le long
de a. Dans ce qui suit, nous allons utiliser implicitement le th. ainsi que
les commentaires qui en sont faits en

Soit ¢t une fonction inversible sur un voisinage ouvert Uy de x dans U telle
que pour toute section coronaire Z de a dans Uy, la fonction ¢ soit une fonction
coordonnée de Z croissante en norme sur S(Z) (il suffit de vérifier ces conditions
sur une telle section Z).

Le groupe quotient |k(xz)* |a/\ﬁx| est libre de rang 1, et est engendré par la
classe de |t(x)|, qui ne dépend pas du choix de t. La formule [¢t(z)|” — m définit
donc sans ambiguité un isomorphisme |x(x)*|,/ |Z:EX| ~ 7, puis par passage
au quotient un isomorphisme ¢ : |k(z)*|o/|k(z)*|¢ ~ Z/¢Z (comme |E5X| est
divisible, il disparait lors de cette derniére opération).

Soit k(z)" le hensélisé de x(z) pour |.|,. Puisque le corps résiduel de |.|, est
algébriquement clos, H' (k(z)", pre) ~ |k(x)*|/|x(z)*|*. On note 7, le morphisme
composé

HY (X, @)e, pe) = H (k(), pe) — H (k(2)", pe) = |(2)*|/|(2) *|" = Z/CZ.
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Soit f une fonction inversible sur un voisinage U; de = dans Up telle

que hiUl = (f), et soit Z une section coronaire de a contenue dans Uj. Il
—~X
existe A € k® et m € Z tels que |f| = |A| - [¢|™ identiquement sur Z. Il

résulte du choix de ¢ et de la définition de 6, que 0,(h) =m € Z/lZ.
L’image de h dans H'(k(z), i) est égale & (f(z)). Comme |f| = |\ - [t|™
identiquement sur Z, on a |f(z)|, = |A] - [t(x)|7*. Il vient

Ta(h) =771 = 04 (h).

(4.4.8.3) Supposons maintenant que z est de type 2, soit € sa courbe résiduelle
et soit & le point fermé de € correspondant & a. La valuation |.|, étant composée
de la valuation structurale de k(x) et de la valuation discréte associée & &2, on

peut choisir la fonction ¢ de sorte que |t(z)| = 1 et que ¢(x) soit une uniformisante
de lanneau de valuation discréete Oy g (comme [t(x)], est alors infiniment
proche inférieurement de 1, la fonction |¢| est bien croissante en norme le long
de a a l’approche de ).

Comme le point z est de type 2, le groupe |k ()| est divisible, ce qui entraine
que H (k(x), pg) ~ H' (k(2)°, pug) =~ Hl(%ﬂ(a:)l,w). Par conséquent, on peut
supposer que |f(z)| =1, et la classe I de HY (A (z),, jte) qui correspond & h via
les isomorphismes canoniques H' (X, x)g, fre) ~ H' (k(z), pe) =~ H (S(), p10)

est alors précisément (f(z)).

L'égalité |f(z)la = [Al - [t(x)[g" implique que [f(z)] = |A| - [t(z); par
conséquent, || =1, et il vient | f(z)/t(z)™|, = 1. Cette derniere égalité signifie

que f(x)/t(x) est de valuation L-adique (additive) nulle. En conséquence, la
valuation &-adique de f(z) est égale a m, et le résidu 6. (h) est égal & m. Ainsi,
0a(h) = 1a(h) = d2(h).

Remarquons pour terminer que comme la 5 (z)-algebre étale

A @)T)/T" ~ f2) = [ # )

YyEYy

est non ramifiée, il résulte de [£.4.:4.4] que pour tout voisinage ouvert connexe V
de x dans U, la classe h’' s’annule sur presque toutes les composantes connexes

de V'\ {z}.

(4.4.9) On revient aux hypotheses et notations précédant le : le point x
est supposé appartenir a X\ 3, mais pas nécessairement a Xp. Si V' est un
voisinage ouvert connexe de x dans U, alors h’' s’annule au-dessus de presque
toutes les composantes connexes de V' \ {z} : en effet, si € X[ cela découle
de @l, et si x € X[ alors comme br(X,x) est fini, mo(V \ {z}) I'est aussi,
et l’assertion requise est tautologique.

Il existe en conséquence une base de voisinages ouverts V de = dans U
possédant les propriétés suivantes :

e V est bien découpé autour de x (4.4.3) ;
e la classe hiv est de Kummer;

e la classe h’' s’annule sur toute composante connexe de V' \ {z} qui est
relativement compacte dans V.
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Dans ce cas, pour toute branche a € br(X,z) telle que a(V') soit coronaire,
la restriction Ay, est de Kummer, et o4v)(h{ () = ba(h).

(4.4.10) Proposition. Soit X une courbe %E-analytique quasi-lisse et soit x
appartenant a X[ 3). Soit Xo un voisinage ouvert de x dans X bien découpé
autour de X. On note A 'ensemble des branches a issues de x telles que a(Xo)
sott coronaire.

1) Soit (Aa)aebr(x,z) une famille d’éléments de Z/UZ tels que A\, = 0 si a ¢
A. Les assertions suivantes sont équivalentes.

i) Il existe un pe-torseur Y — Xo tel que :

o Y se trivialise au-dessus de toute composante conneze de Xo\ {z}
qui est relativement compacte dans Xg ;

o pour tout a € A, le pg-torseur Y xx a(Xo) est de Kummer,
d’invariant A\, .

i) Il existe h € H'((X,x)s,me) telle que 0,(h) = Mo pour toute
branche a € br(X, ).

i) On ax € 0X ou  ,cpAa=0.
De plus :

la) si i) est vraie, la classe h de ii) peut étre prise égale a la classe
deY xx, (X,z);

1b) si ii) est vraie, on peut choisir Y dans i) de sorte que Y X x, (X, x)
ait pour classe h.

2) Supposons que x ¢ X et soit H le sous-groupe de H* (X, ) s, o) formé
des classes h telles que 0,(h) = 0 pour tout a € br(X,x). Si x € X3
alors KX est trivial. Si x € Xg), si € désigne sa courbe résiduelle, et
si ¢ désigne la jacobienne de € alors

H o~y F(kE) = (Z)02)29)

(le premier de ces isomorphismes est canonique, le second ne l'est pas en
général).

Démonstration. Nous allons montrer i)=>ii), ii)=-iii), iii)=-ii) et ii)=-1), et les
autres assertions de I’énoncé seront établies incidemment.

(4.4.10.1) Preuve de i)=-ii). On suppose que i) est vraie, et 'on note h la
classe de Y xx (X,z) dans H'((X,)s, pte). On a par définition A\, = 6,(h)
pour tout a € A. Soit a € br(X,z) \ A et soit Z une section coronaire de a. Le
torseur Y se trivialise au-dessus de a(X) puisque a ¢ A ; il se trivialise a fortiori
au-dessus de Z, ce qui entraine que ,(h) = 0. Ainsi, ii) est vraie, et 'on a par
ailleurs établi 1a).

(4.4.10.2) Preuve de ii)=-4ii). On suppose que ii) est vraie. Pour montrer iii),
on fait ’hypothese que 2 ¢ 90X, et nous allons prouver que Zaebr(X,:v) 0o (h) =
0. Rappelons que pour toute branche a de X issue de = et toute section
coronaire Z de a, la couronne Z sera supposée orientée vers x, et que oz désigne
lisomorphisme : Kum,(Z) ~ Z/¢Z déduit de ce choix d’orientation.
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On suppose que x est de type 3. L’ensemble br(X,z) possede alors deux
éléments a et b. Soit U un voisinage coronaire de  dans X tel que h provienne
d’une classe de Kummer A’ sur U. L’ouvert U\ {z} a deux composantes connexes,
a savoir a(U) et b(U), qui sont deux sous-couronnes ouvertes de U. Munissons U
de Vorientation induite par celle de a(U). Ce choix induit un isomorphisme p :
Kumy(U) ~ Z/lZ.

Comme l'orientation de U est induite par celle de a(U), on dispose d’un
diagramme commutatif

p

Kum, (U) 7.)07.

F

Oa(U)

Kumy(a(U)) ——= Z/{Z

d’ott on déduit que p(h’) = 6,(h).
Comme l'orientation de U est opposée a lorientation induite par celle
de b(U), on dispose d’un diagramme commutatif

Kumy(U) —2—= 7,/07.

F b

b(U)

Kum,(b(U)) —= Z/{Z

d’ott Pon déduit que p(h') = —6y(h). En conséquence, 0, (h) + 6,(h) = 0.

On suppose que x est de type 2. Comme x ¢ 90X I’ensemble br( X, x) s’identifie
a I’ensemble des points fermés de la courbe résiduelle €.

On a vu end.4.8.3|que H' (X, )¢, o) ~ H' (S(x),, p1¢) ; on note 1 la classe
de H' (5 (), pe) qui correspond & h. Si a € br(X,z), et si & désigne le point

fermé correspondant, on a d’apres loc. cit. Végalité 0,(h) = d» (E)

Comme 3 4 cop o) Sp(h) =0 (cf. , il vient 3,y (x.0) fa(h) = 0, ce
qu’il fallait démontrer.

(4.4.10.3) Preuve de iii)=1i) et de lassertion 2) dans le cas d’un point de
type 3. On fixe une famille (Aq)qebr(x,») satisfaisant les conditions de iii), et I'on
suppose que z est de type 3.

Le cas ot br(X,z) est de cardinal 2. C'est celui on x ¢ 0X. Choisissons
un voisinage coronaire U de x, et notons a et b les deux branches issues de z.
Munissons U de lorientation induite par celle de sa sous-couronne a(U), et
reprenons les notations du paragraphe de consacré au cas du type 3. On
déduit des deux diagrammes commutatifs de loc. cit. que oq)(p~'(Aa)) = Aq et
que o) (7 (X)) = —Aa. Si h désigne V'image de p~!(Aq) dans H' (X, 2)s, o)
on a donc 0,(h) = A, et O,(h) = Xy, d’ou ii).

Prouvons par ailleurs Passertion 2), toujours en supposant que = ¢ 0X.
Soit h € JZ, et soit U un voisinage coronaire de x tel que h provienne d’une classe
de Kummer A’ sur U. Comme 6,(h) = 0 la restriction de h & a(U) est triviale;
comme Kumg(U) ~ Kumg(a(U)) on a b’ = 0, et donc h = 0; ainsi & = 0,

comine annonce.
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Le cas ou br(X, ) est de cardinal 1. Soit a 'unique branche de X issue de z,
et soit U un voisinage coronaire de « dans X. On a U\ {z} = a(U). On munit U
de Torientation induite par celle de a(U); ce choix induit un isomorphisme p :
Kum(U) =~ Z/¢Z. Soit V un pe-torseur sur U de classe p~'()\,). Comme
Porientation de U est induite par celle de a(U), la restriction de V' & a(U) a
pour invariant \,. Si h désigne la classe de V xy (X, 2) dans H'((X, )4, tte)
on a donc 0,(h) = A,, d’ou ii).

Le cas ot br(X, x) = (. N’importe quelle classe h € H (X, )¢, pue) satisfait
alors, pour des raisons tautologiques, la condition énoncée en ii).

(4.4.10.4) Preuve de iii)=1i) et de l'assertion 2) dans le cas d’un point de
type 2. On fixe une famille (Ay)qebr(x,2) satisfaisant les conditions de iii), on
suppose que x est de type 2, on note ¢ sa courbe résiduelle et ¢ la jacobienne
de €. o

Soit € la courbe résiduelle en z; on identifie (X, z) & un ouvert de Zariski

—

non vide de €. Si & est un point fermé de (X, z), il correspond & une branche a
issue de z, et Uon pose pip = A,. Pour prouver ii) il suffit, en vertu de [4.4.8.3

de montrer 'existence d’une classe h € H' (A (z),, 1) telle que Sz (h) =

pour tout point fermé & de (X, x).

Supposons que x ¢ 0X. Onaalors (X,z) =€, et > ugp = 0 puisque Y A\, =
0 en vertu de l’hypotheése iii). L’existence d’une classe h satisfaisant les
conditions requises provient alors de la suite exacte des résidus .

Prouvons par ailleurs l’assertion 2), toujours en supposant que x ¢ 0X. Il
résulte de que % s’identifie 4 'ensemble des classes de H'(J(x),, 1)
dont tous les résidus en les points fermés de ¢ sont nuls. Il existe donc en vertu
de un isomorphisme canonique entre % et o_# (k{), lequel est lui-méme
isomorphe (non canoniquement en général) a (Z/(Z)%9(*) d’ot1 2).

Supposons que x € 0X. L’ouvert (X, z) de € est alors strict. Choisissons un
point fermé 2 de € qui n’est pas situé sur (/)—(\/,x), et posons fieec = — Y pe. La
suite exacte des résidus assure existence d'une classe h € H' (X, z)a, jte) telle
que pour tout point fermé &2 de €, le résidu § 5 (l~z) soit égal & :

e upsi e (X, x);
® [ Si P =2;

e () sinon.
La classe h satisfait alors les conditions requises.

(4.4.10.5) Preuwve de ii)=-i). Supposons qu’il existe h comme dans ii);
choisissons un voisinage ouvert U de x dans X et un pe-torseur V- — U tel que la
classe de V x ¢ (X, 2) dans H* ((X, 2)et, s1¢) soit égale & h. Quitte & restreindre U,
on peut faire en sorte que les conditions suivantes soient satisfaites :

oV — U est de Kummer;
e le couple (U, Xp) est bien découpé autour de x.

Soit A’ I'ensemble des branches a issues de x telles que a(U) soit coronaire.
Sia ¢ A’ alors a(U) est relativement compacte dans U, et est donc égale a a(X).
En conséquence, Xo = U [] (I1,c 4 a(X0))-
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Pour tout a € A, choisissons un py-torseur de Kummer W, — a(Xy)
d’invariant A,. Si a € A"\ A, on note W, le pe-torseur trivial sur a(Xj).

Soit a € A’. Le torseur de Kummer V xy a(U) — a(U) a pour
invariant 0,(h) = A, ; il est en particulier trivial si a ¢ A.

En conséquence, les restrictions & [ [, 4, a(U) des torseurs V et [] ., Wa
sont isomorphes; en choisissant un isomorphisme arbitraire entre elles, on
obtient par recollement un pe-torseur Y — X qui satisfait les propriétés énonces
en i), et dont le germe a a pour classe h. Ceci achéve la démonstration de
Iimplication ii)=1) et de lassertion 1b), et partant celle de la proposition. O

(4.4.11) Soit X une courbe k-analytique quasi-lisse, et soit 2 € X5 5\ 0X. Il
résulte de la proposition que ’on a une suite exacte

0 —— (Z/0Z)*®) — H((X, 2)e, pre) — L o 71072
acbr(X,z)

(4.4.12) Supposons z de type 3, et fixons un voisinage coronaire U de x. On
a g(z) = 0 et br(X,x) est de cardinal 2. On dispose donc en vertu de la suite
exacte ci-dessus d'un isomorphisme entre H' (X, )s;, te) et Z/¢Z, qui est non
canonique si £ > 2 : il n’est déterminé qu’au signe pres et dépend du choix
d’une des deux branches issues de x, c’est-a-dire du choix d’une orientation
de U (a la branche a est associée 'orientation de U qui induit l'orientation de
la sous-couronne a(U) vers le point z).

(4.4.13) En fait, Uexistence d’un isomorphisme H'((X,2)¢, ) =~ Z/(Z
déterminé au signe pres et dépendant du choix d’une orientation de U peut
se montrer directement, sans référence a la suite exacte de [£.4.17] et sans méme
supposer que le point z € X|3; est intérieur.

En effet, supprimons donc I'hypothése que x est intérieur, et désignons
toujours par U un voisinage coronaire de x. Puisque z est de type 3, le
singleton {x} est une sous-couronne de U. On dispose donc d’isomorphismes

HY (X, 2)st, pe) =~ H(x)* ) (A (2)*)" ~ Kump({z}) ~ Kumy(U) ~ Z /(7.

Tous ces isomorphismes sont canoniques, hormis le dernier qui n’est déterminé
qu’au signe pres et dépend du choix d’une orientation sur U, d’ou1 notre assertion.

Notons par ailleurs que choisir une orientation sur U revient a en choisir une
sur {z}, c’est-a-dire encore & choisir un générateur du groupe | (x)*|/|(k*)*|
(qui est libre de rang 1).

(4.4.14) Lemme. Soit X une courbe ﬁ—analytique quasi-lisse, et soit x un
point de X[g) de genre > 0. Il existe un pe-torseur sur X dont la fibre en x est
connezxe et qui se trivialise au-dessus de Y \ {z}.

Démonstration. Comme z est de type 2, le groupe |52 (x)*| est divisible,
et H' (A (x), o) ~ H' (S ()1, ). Soit € la courbe résiduelle de . Comme
elle est de genre g(x) > 0, on déduit de [2.1.5.2] qu'il existe une classe h €

H' (A ()1, o) qui est dordre £ et est telle que 532(%) = 0 pour tout point
fermé & de €.

707,

0.
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Soit & la classe de HY (X, )¢, pue) ~ H (A (2), 1e)) qui correspond & h. Elle
est d’ordre ¢, et I'on a 6,(h) = 0 pour toute branche a € br(X,z) en vertu
de D’apres il existe un voisinage ouvert U de x bien découpé
autour de x et un py-torseur de Kummer V' — U dont le germe en = a pour
classe h, et qui est trivial au-dessus de toute composante connexe de U \ {x}
relativement compacte dans U. Par ailleurs, pour toute branche a € br(X,z),
le torseur V' xy a(U) est de Kummer, d’invariant 6,(h) = 0. En conséquence,
V se trivialise également au-dessus de toute composante coronaire de U \ {x},
d’oti finalement la trivialité de V xy (U \ {z}) — (U \ {«}). En recollant V'
et jp X (X \ {z}) par un isomorphisme arbitraire au-dessus de U \ {x} on
obtient un pe-torseur Y — X, trivial au-dessus de X \ {z}, et dont le germe
en = a pour classe h. Comme l'ordre de h est égal & ¢, on déduit de [£.4.5.3]
que Y, est connexe, ce qui acheve la démonstration. [

Théoremes de finitude globale

(4.4.15) Théoréme. Soit Z une ka-courbe algébrique projective, irréductible
et lisse et soit x € [;]n Presque toutes les composantes connexes de 2"\ {x}
sont des disques.

Démonstration. Soit € la courbe résiduelle en z. Soit f une fonction

rationnelle sur 2" telle que |f(z)| = 1 et telle que f(z) induise un morphisme
génériquement étale de € sur PL ; soit ¢ : 272" — P%’;n le morphisme fini et
plat induit par f. Soit II I’ensemble des composantes connexes V' de 272"\ {z}
satisfaisant les conditions suivantes :

1) br(Z@™ )y est un singleton {by };

2) Papplication € — P'lléa induite par f(z) est non ramifiée en le point fermé
de ¥ qui correspond & by ;

3) V ne contient aucun antécédent de p(z).

Il résulte du fait que ¢ — IP%G est génériquement étale que presque toutes
les composantes connexes de 22"\ {x} appartiennent & II. Soit V' appartenant
a II. La condition 3) implique, d’apres le lemme que V est une composante
connexe de ¢~ 1(U). On déduit alors de e la fleche V' — U est un
isomorphisme. En tant que composante connexe du complémentaire d’un point
de type 2 dans IP’]%? " DPouvert U est un disque, et V est donc un disque, ce qui
acheve la démonstration. [

(4.4.16) Lemme. Soit 2 une ka-courbe algébrique projective, wrréductible
et lisse, et soit x un point de X de genre zéro; supposons que pour toute
composante connexe V. de 27"\ {x} Uensemble br(Z2",x)cv est un singleton.

i) SiY — 22" est un revétement fini étale déployé au-dessus de 22"\ {z},
il est trivial.

i1) Supposons qu’il existe un entier £ premier a p et strictement supérieur d 1
tel que tout pg-torseur étale au-dessus de 2™\ {x} soit déployé; la courbe &
est alors isomorphe a ]P);lga'

Démonstration. Soit Y — Z7®" un revétement fini étale déployé au-dessus
de 272\ {z} et soit y un antécédent de = sur Y. Soit b € br(Y,y) et soit a
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I'image de b dans br(X,z). Comme Y est déployé au-dessus de 22" \ {z}, le
degré de b au-dessus de a est égal a 1.

Si x est de type 3, il découle de l'assertion iii) du th. [4.2.19| et de la
proposition 4.2.20| que k(y) ~ x(z).

Si x est de type 2, la courbe résiduelle en x est de genre zéro, c’est-a-dire
isomorphe & P‘,lga- Il découle du théoreme |4.3.13[ que la la courbe résiduelle en y
est étale sur la courbe résiduelle en x; comme le schéma Pla est simplement

connexe, k(y) ~ /1A(a:/) ; en utilisant encore la proposition [4.3.13} il vient x(y) ~
k().

On a donc dans tous les cas k(y) ~ k(z) pour tout antécédent y de x. La
fibre de Y au-dessus de x est par conséquent triviale, ce qui implique que Y
est déployé sur un voisinage de x; deés lors , ¥ — 27" est un revétement
topologique.

Comme br(Z?" z)cy est un singleton pour toute composante connexe V'
de 2@\ {z}, le point x n’est situé sur aucune boucle du graphe 22", Le
revétement topologique Y — 272" est donc déployé au-dessus de toutes les
boucles de 272", et partant trivial, ce qui montre i).

Supposons qu’il existe un entier ¢ comme dans ii), et soit # un p,-
torseur étale sur 2. On déduit de i) et de I'hypothese faite sur ¢ que le
revétement %2 — 272" est trivial ; par GAGA, il en va de méme de % — 2.
Autrement dit, Hl(%mw) = 0; par conséquent, 2 ~ IF’]%. O

(4.4.17) Théoreme. Soit Z une ka-courbe algébrique projective, irréductible
et lisse. L’ensemble des points de 2" de genre strictement positif est fini.

Démonstration. Soit ¢ un entier premier a p et supérieur ou égal a 2.
Soit € 27" un point de genre > 0. Le lemme [£.4.14) assure I'existence d’un p,-
torseur Y (z) — 27" dont la fibre en x est connexe, et qui est trivial au-dessus
de 2@\ {z}. Si x et 2’ sont deux points distincts de 2" de genre > 0,
les torseurs Y (x) et Y(z') sont non isomorphes (la fibre en = de Y (x) est
connexe alors que la fibre en x de Y (2') est triviale). Combinée & GAGA, la
fleche x — Y (z) induit une injection de 'ensemble des points de genre > 0
de 22" dans le groupe fini Hl(&‘fét,ug). O

Voisinages d’un point de type 4 et revétements des disques
et couronnes

(4.4.18) Nous fixons pour tout ce paragraphe les notations suivantes :

e / est un nombre premier différent de p;
e 2 est une k%-courbe algébrique projective, irréductible et lisse;
e I est un point de [Z]“.

(4.4.19) Comme z est de type 4, c’est d’apres le théoreme un point
unibranche du graphe 2" ; I’ensemble des points de genre > 0 de 272" étant
par ailleurs fini (th. , le point x possede une base de voisinages D
satisfaisant les deux conditions qui suivent :
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i) D est un singleton {n} et D = D U {n} est un arbre compact;
ii) D ne contient aucun point de genre > 0.

(4.4.20) Proposition. Soit D comme ci-dessus; toul pg-torseur étale sur D
est trivial.

Démonstration. Soit Y — D un pg-torseur étale, et soit U ’ensemble des
points t de D tels que la fibre de Y en t soit triviale; c’est un ouvert de D. Le
but de ce qui suit est de démontrer que U = D : cela assurera que ¥ — D est
un pe-torseur topologique, et partant trivial puisque D est un arbre.

On raisonne par I’absurde, en supposant que ce n’est pas le cas. On munit D
de Pordre défini par 7. Soit .7 une chaine non vide de points de D — U. Par
compacité, le filtre de D—U engendré par les sections commencantes de .7 admet
un point adhérent ; on vérifie aussitot qu'il est différent de n et minore J (c’en
est plus précisément la borne inférieure).

Il s’ensuit, par le lemme de Zorn, qu’il existe un point ¢ de D — U qui est
minimal. Comme ¢t € D — U, la fibre de Y en t n’est pas déployée. Notons b
la branche issue de ¢ définie par l'intervalle [¢;n]. La fibre du pg-torseur Y en t
n’étant pas déployée, c’est un singleton {¢'}, et k(¢') est une extension cyclique
de degré ¢ de k(t).

Le point t ne peut étre de type 1 ou 4. Cela résulte du fait que si F' est une
extension immédiate du corps algébriquement clos k¢, toute extension de degré
premier & p de k% est triviale.

Le point t ne peut étre de type 3. Supposons qu’il le soit. Il existe alors un
voisinage coronaire Z dans D au-dessus duquel Y est de Kummer. Comme Y,
est connexe, Y Xp Z est connexe et est donc une couronne @ et sq.). Le
morphisme Y x p Z — Z est fini et plat ; il s’ensuit en vertu de[3.6.24] et [3.6.24.3)
que tout point de S(Z) a un unique antécédent sur Y.

Par ailleurs, soit Z’ la composante connexe de Z \ {¢} qui ne contient pas b.
Par minimalité de ¢, les fibres de Y au-dessus de Z’ sont toutes triviales; c’est
en particulier le cas des fibres de Y au-dessus de S(Z') C S(Z), mais celles-ci
sont des singletons d’apres ce qui précede ; on aboutit ainsi & une contradiction.

Le point t ne peut étre de type 2. Supposons qu’il le soit. Le groupe |x(t)* |

est divisible; le corps k(t') est donc une extension cyclique de degré £ de x(t)
(une extension modérément ramifiée étant toujours sans défaut, il n'y a pas lieu
ici d’invoquer le th. [4.3.13). Soit € (resp. €’) la courbe résiduelle en ¢ (resp. t').

Soit 8 une branche de D issue de t et différente de b et soit Z une section
de 3 ; la minimalité de ¢ assure que les fibres de Y au-dessus de Z sont triviales.
Par conséquent, Y xp Z — Z est un pg-torseur topologique; comme Z est un
arbre, il est trivial. En vertu du théoreme ceci entraine que ¢’ — € est
non ramifié au-dessus du point fermé de ¥ qui correspond a (3.

Soit & le point fermé de & correspondant a b. D’apres ce qui précede,
la fleche ¥ — % induit un revétement galoisien cyclique d’ordre ¢ de
Pouvert €'\ {£?} ; mais € est de genre 0 (car D ne contient aucun point de genre
strictement positif), et 'on aboutit ainsi & une contradiction, ce qui acheéve la
démonstration. [

(4.4.21) Remarque. La proposition précédente s’applique notamment
lorsque 2" = ]P%; et lorsque D est un disque ; la proposition |4.4.20|implique donc
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que tout pe-torseur étale sur un disque est trivial. Ce fait est di a Berkovich,
et notre démonstration est un décalque mutatis mutandis de sa preuve.

(4.4.22) Théoreme. Le point x posséde un voisinage ouvert dans 2" qui est
un disque.

Démonstration. Donnons-nous un voisinage D de x comme au [£.4.19] Soit Z
une section coronaire de la branche de 27" issue de 7 et contenue dans D;
choisissons un point £ de ]z;n[ situé sur S(Z), et appelons A la composante
connexe de D\ {¢} qui contient x. Remarquons que le voisinage A de z vérifie
lui aussi les conditions énoncées au[d.4.19]; par conséquent, la proposition [£.4:20]
s’applique & A et garantit que tout pe-torseur étale sur ce dernier est trivial.

Les composantes connexes de Z \ {£} sont :

e la sous-couronne |&;n[° de Z;
e la sous-couronne (S(Z) — [¢;7])° de Z, qui est contenue dans A ;
e des disques aboutissant a &.

Il en résulte que les composantes connexes de D \ {£} sont :

e la sous-couronne [&;n[° de Z;
e louvert A;
e des disques contenus dans Z et aboutissant a ¢

Comme D est un arbre, chacune de ces composantes contient une unique
branche issue de &.

En prolongeant la couronne ]¢; 7[> en un disque, on immerge D dans une
courbe @—analytique propre, lisse et connexe qui est donc l'analytification
d'une k?-courbe algébrique projective, lisse et integre #.

Soit W une composante connexe de #2*\ {¢}. Il découle de ce qui précede
que W contient une et une seule branche issue de &, et que W est ou bien égale
a A, ou bien un disque ; ce dernier fait implique que tout pe-torseur étale sur W
est trivial (prop. et rem. . Comme par ailleurs le point & est de
genre 0 (il appartient & S(Z)), les hypothéses du lemme sont satisfaites ;
il en résulte que % ~ Pl%’fn.

L’ouvert A s’identifie dés lors & une composante connexe du complémentaire

d’un point de type 2 ou 3 dans ]P%? " : par conséquent, A est un disque. [

Terminons par une proposition (due & Berkovich) et un lemme qui résultent
de la remarque

(4.4.23) Proposition (Berkovich). Soit X wune ka-couronne et soit £ un
entier premier a p. Tout pg-torseur étale sur X est de Kummer.

Démonstration. Soit h € Hl(Xét,W). On sait que h est de Kummer au
voisinage de tout point de X . Nous allons tout d’abord préciser un peu
cette assertion en montrant que pour tout z € S(X) il existe un entier r(x),
unique modulo £, tel que h = (t"(*)) au voisinage de .

(4.4.23.1) Euxistence de r(x).

Le cas ot x est de type 3. Les sous-couronnes ouvertes de X contenant x
forment alors une base de voisinages de x; il existe donc une telle sous-
couronne Y telle que hjy soit de Kummer. Comme T}y est une fonction
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coordonnée sur Y, la classe hjy est bien de la forme (T™®)) pour un certain
entier x.

Le cas ot x est de type 2. Le groupe | (x)*| étant divisible, on dispose

d’un isomorphisme naturel H (7 (), j1¢) =~ H* (A (2),, jue) ; soit h la classe qui
correspond par ce biais au germe de h en z.

—~X
Comme |77 (x)*| = |k* |, on peut, quitte & multiplier T par un élément
—~X
convenable de k® | supposer que |T'(z)] = 1; la courbe résiduelle ¢ en x

s’identifie alors a ]P’-Il; et T(z) en est une fonction coordonnée. Notons son

diviseur [0] — [o0]; les branches issues de & correspondant aux points fermés 0
et oo sont précisément les deux branches issues de z et définies par S(X)
(puisque |T'| est localement constante en dehors de S(X) et strictement
monotone sur S(X)).

Soit a € br(X,x) une branche qui n’est pas contenue dans S(X), soit U la
composante connexe de X \ {z} qui contient a, et soit & le point fermé de ¥
correspondant & a. Comme U est un disque, on déduit de la proposition
et de que hjy = 0; en particulier, la restriction de h & toute section
coronaire de a contenue dans U est nulle, ce qui signifie que 6, (h|x ) = 0. Par

conséquent, . (h) = 0 (4.4.8.3).
Fixons un entier r(z) tel que do(h) = r(z) modulo £. D’apres on
~ ~ ——r(x)
a 0o (h) = —r(z) modulo £. La classe h a ainsi les mémes résidus que (T(m)

en tout point fermé de la courbe &. Celle-ci étant de genre 0, on en déduit

~ /—\/T(:E)
que h = <T(x) > 2.1.5.2)), et partant que hjx ) = (T7=)),

(4.4.23.2) Unicité de r(x) modulo ¢. Supposons qu’il existe un voisinage
ouvert U de = et deux entiers 7 et s tels que hjy = (T") = (T%). 1l existe
une sous-couronne ouverte Y de X contenue dans U (il suffit de prendre Y de
la forme I°, ot1 T est un intervalle ouvert aboutissant & x, tracé sur S(X)NU, et
suffisamment petit). L’égalité (T") = (T*) dans Kum,(Y") implique alors que r
et s sont égaux modulo /.

(4.4.23.3) Conclusion. 11 résulte de la définition de r(z) et de son unicité
modulo ¢ que z — r(z) définit sans ambiguité une application localement
constante de S(X) vers Z/¢Z. Par connexité de S(X), cette application est
constante ; soit r sa valeur.

Posons b/ = h — (T"), et soit Z — X un py-torseur de classe h’. Par
construction, A’ est nulle au voisinage de tout point = de S(X). Et comme toute
composante connexe de X \S(X) est un disque, il résulte de la proposition
et de que h’ est triviale au-dessus de X \ S(X). En conséquence, h’ est
triviale au voisinage de tout point de X, ce qui implique que Z est un pg-torseur
topologique. La couronne X étant un arbre, Z est trivial, b’ = 0 et h = (T7),
ce qui acheve la démonstration. [J

(4.4.24) Lemme. Soit % une ka-courbe projective, irréductible et lisse.
Supposons qu’il existe un point y de genre 0 sur %2 tel que ™\ {y} soit
réunion disjointe de disques. La courbe & est alors isomorphe a IP%E.



Etude locale 271

Démonstration. Fixons un entier ¢ au moins égal a 2 et premier a p. Si U
est une composante connexe de #?" \ {y} c’est un disque, et donc un arbre &
un bout. Par conséquent, br(#2" y)-y est un singleton, et la remarque
assure que Hl(U7 we) = 0; Dassertion requise découle alors de I’énoncé ii) du
lemme O

4.5 Etude locale des courbes quasi-lisses sur un
corps de base quelconque

Etude locale des courbes quasi-lisses sur un corps de base
quelconque : préliminaires

Soit X une courbe k-analytique.

(4.5.1) Soit z € X[ 3. L’ensemble des antécédents de z sur X est alors fini.
en effet, on peut toujours supposer, quitte a le remplacer par le complété de
sa cloture parfaite, que k est parfait, puis que X est réduite et par conséquent
génériquement quasi-lisse, et en particulier quasi-lisse en x.

Il est alors loisible, en substituant a X un voisinage affinoide convenable
de x, puis en immergeant ce dernier dans l'analytification d’une courbe affine
lisse, de supposer que X est elle-méme ’analytification d’une courbe affine. On
peut maintenant procéder de deux fagons différentes.

(4.5.1.1) Premiére méthode. Tout antécédent de x sur X est de type 2 ou 3,
et est en particulier pluribranche (4.2.11.1] et [4.2.11.2)); il a donc a une orbite
finie sous I’action de Galois.

(4.5.1.2) Seconde méthode. On se rameéne, par normalisation de Noether, au
cas oit X = A;™. Soit y un antécédent de z sur All?’fn. Le point y est le bord
de Shilov d’un disque fermé D, qui possede un point rigide z; si H désigne le
stabilisateur de z dans G alors H est un sous-groupe ouvert de G qui stabilise D,
et partant y.

(4.5.2) Six € X923 la fermeture séparable de k dans x(x) sera notée s(x);
c’est en vertu de ce qui précede une extension finie séparable de k. Si z € X[ 3)
et si y est 'un des antécédents de x sur X7, son genre ne dépend que de x;
nous l'appellerons encore le genre de = et le noterons g(x); on prendra garde
qu’il n’a aucune raison de coincider avec le genre de la courbe résiduelle en x,

dont la formation ne commute pas a ’extension des scalaires en général.

(4.5.3) L’ensemble E des points de genre strictement positif de X est une partie
fermée et discrete de X. Pour le voir, on se ramene aussitot au cas ou X est
compacte, et il s’agit alor/s_,\ de montrer que E est fini. Il suffit de le faire apres
extension des scalaires a k%, ce qui autorise a supposer k algébriquement clos;
quitte a remplacer X par sa normalisée, on se raméne ensuite au cas o X est
quasi-lisse, et donc réunion finie de domaines affinoides de courbes lisses; on
conclut alors & I’aide du théoreme 417

Bases de voisinages sur une courbe quasi-lisse

(4.5.4) Théoréme. Soit X une courbe k-analytique quasi-lisse et soit x € X.
1l posséde un woisinage ouvert connexe V dans X qui satisfait les conditions
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énoncées ci-dessous.

Le graphe V est un arbre compact.

Six € X[1q alors V' est un disque virtuel.

Six € X[3) le voisinage V' est coronaire.

Six € X9y alors V\ {x} est réunion disjointe de disques virtuels et d’un
nombre fini de couronnes gentiment virtuelles.

Démonstration. On traite séparément chacun des cas.

(4.5.4.1) Le cas ou v € X[14). Choisissons un antécédent y de x sur X.
Comme y est de type 1 ou 4, c’est un point de I'intérieur analytique de X7 et il
possede donc un voisinage ouvert dans X% qui s'immerge dans I"analytification

d’une k9-courbe projective et lisse ; en vertu du théoreme il existe alors un
voisinage Y de y dans X5 qui est un @—disque. D’apres la proposition
on peut, quitte a le restreindre, supposer que Y possede les deux propriétés
suivantes :

e son adhérence dans X5 est un arbre compact ;

e pour tout g€ Glona g(Y)=Y oug(Y)NY = 0.
Soit V I'image de Y sur X ; c’est un voisinage de x dont ’adhérence dans X
est un arbre compact. Comme {g(Y')}4ec s’identifie a I'ensemble fini 7o(Z7),

I'espace V5 est réunion disjointe de Ea—disques7 et V est de ce fait un disque
virtuel.

(4.5.4.2) Le cas ou x € Xz — 0 X. Le point = posséde un voisinage V
dans X tel que V soit un arbre compact, et tel que V s’immerge dans le lieu
lisse de 27" pour une certaine k-courbe projective 2" ; dés lors V7 s'immerge
dans Z*", ou & est la normalisée de 2.

Comme z est de type 2, 'ensemble de ses antécédents sur Vi est une partie
finie S de Viz C #/*", constituée de points de type 2. La courbe #*" étant
un graphe compact, presque toute composante connexe de kag \ S est une
composante connexe de #?" \ {y} pour un certain y € S; il résulte alors du
théoreme que presque toutes les composantes connexes de Vi \ S sont

des @—disques; par conséquent, pour presque toute composante connexe W
de V' \ {«}, l'espace W est réunion disjointe de k®-disques, ce qui signifie
que W est un disque virtuel.

Soit W une composante connexe de V'\ {z} qui n’est pas un disque virtuel;
elle contient une unique branche de Z issue de x ; en vertu du lemme cette
branche possede une section qui est une couronne gentiment virtuelle. On peut
donc, en rabotant un nombre fini de composantes connexes de V' \ {z}, faire en
sorte que V possede la propriété requise.

(4.5.4.3) Conclusion. Si x € X3 l'existence d'un voisinage coronaire de x
découle du théoreme @ Supposons maintenant que x € X. Il possede
un voisinage ouvert dans X dont I’adhérence est un arbre compact, et qui
s’identifie & un domaine analytique fermé d’une courbe lisse X’. L’existence
d’un voisinage V de x dans X qui soit de la forme voulue provient alors du cas

sans bord traité au [4.5.4.2)) ci-dessus et du corollaire |4.2.4.3| [J
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(4.5.5) Remarque. Six € X[3) alors V' est ou bien une couronne virtuelle dont x
appartient au squelette (si I = {1,2}), ou bien une < demi-couronne virtuelle
de bord {z} » (si I est un singleton), ou bien réduit au singleton {x} (si I est
vide) ; le premier cas correspond & celui ol z appartient & Uintérieur analytique
de X (et V en est alors un voisinage coronaire), le dernier & celui ou il en est
un point isolé.

Toise canonique et paracompacité des courbes analytiques

(4.5.6) Lemme. Soit X une courbe k-analytique et soit T' un sous-graphe
localement fini de X. Il existe un sous-ensemble fermé et discret ¥ de T' tel que
r \ ¥ C X[273].

Démonstration. Soit S I'ensemble des points de X ayant au moins deux
antécédents sur le normalisé de X ; c’est un sous-ensemble fermé et discret de X
contenu dans X[g). Soit X la réunion de SNI" et de 'ensemble des sommets de I';
c’est une partie fermée et discréte de I'. Siz € I'—X alors br(T', ) est de cardinal
2, et br(X, x) est donc de cardinal au moins égal a 2. Par conséquent, z € X9 2.3 ;
comme par ailleurs x n’appartient pas a S, il ne peut étre rigide (il serait sinon
unibranche), et appartient finalement & X[ 5. Ainsi, I' = ¥ C X[3.3). O

(4.5.7) Proposition. Soit X une courbe k-analytique. Il existe une toise
canonique sur X[z 3]

Démonstration. La question est purement topologique. On peut donc, quitte

a étendre les scalaires & kPf et & remplacer X par la courbe réduite sous-jacente,
supposer k parfait et X réduite; chaque point de X3 3; est alors quasi-lisse.

Soit I un segment tracé sur X3 3 et soient x et y ses deux extrémités. En
vertu de il existe une suite r =xg < 1 < ... < x, = y d’éléments de [
(orienté de x vers y) telle que pour tout i compris entre 1 et 7 — 1 la condition
suivante soit vérifiée : lintervalle ouvert a;;xii1[ est faiblement admissible
et |z w541 est une couronne (gentiment) virtuelle de type ] * *[.

La somme des logarithmes des modules des couronnes virtuelles ]x;; ;. 1[’ne
dépend pas du choix de la suite (z;) : il suffit en effet de vérifier qu’elle est
insensible a un raffinement de la subdivision initiale, ce qui est clair; on la
note I(I). Il résulte des propriétés élémentaires du module d’une couronne
que I — I(I) définit une toise sur X[z 3], qui est par construction invariante
par tout automorphisme de X. [

(4.5.8) Corollaire. Soit X une courbe k-analytique et soit T' un sous-graphe
localement fini de X. Le graphe I' admet une toise.

Démonstration. D’apres le lemme [4.5.6 il existe un sous-ensemble fermé et
discret ¥ de I tel que I'\ ¥ C X[ 3. En vertu de la proposition dessus7
I' — ¥ admet alors une toise, et il s’ensuit d’apres la proposition [1.6.3| que T’
admet lui-méme une toise. [

(4.5.9) Proposition. Soit X une courbe k-analytique et soit T un un sous-
graphe localement fini de X3 3. Soit F une extension presque algébrique
de k et soit T'r limage réciproque de T' (d’aprés le cor. I'r est un
sous-graphe localement fini de X, et T'r — T est injective par morceautz).
L’application T'rp — T’ commute aux toises canoniques de ses source et but.
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Démonstration. Soit F’' I'extension complete de k composée de F et kparf,
Par construction, les toises canoniques sont invariantes par extension radicielle
complétée des scalaires; il suffit donc de démontrer que I'g: — F]@ est une
isométrie par morceaux, ce qui permet de supposer k parfait. Le probleme
considéré étant insensible aux phénomenes de nilpotence, on peut remplacer X
par Xieq, et donc la supposer réduite, et partant génériquement quasi-lisse.
Soit I un segment tracé sur I'g, telle que Xp — X induise un homéomorphisme
de I sur son image J. Nous allons démontrer que ¢(J) = £(I), ce qui permettra
de conclure.

Notons x et 2’ les deux extrémités de J, et y et ' leurs antécédents respectifs
sur I. En vertu de il existe une suite x = g < 71 < ... < T, = T’
d’éléments de J (orienté de x vers y) telle que pour tout ¢ compris entre 1
et r — 1 la condition suivante soit vérifiée : ’intervalle ouvert |x;;x;y1[ est
faiblement admissible et |x;;x;41[° est une couronne (gentiment) virtuelle de
type | * *[. Pour tout i, notons y; P'unique antécédent de z; sur I. Il suffit de
vérifier que 'on a £([y;; yi+1]) = £([24; ®i+1]) pour tout i. On se ramene ainsi au
cas olt |x; 2'[ est faiblement admissible et ol ;" z[” est une couronne gentiment
virtuelle de type | * x[. Notons L le corps s(]z;2'[°) ; le produit tensoriel F ®;, L
est un produit fini [] F}; d’extensions finies séparables de F.

L'ouvert |z;2'[5 de Xp s'identifie & ]_[j]x;x’[beFj. L’image réciproque
de ]z;2'[ sur Xp est donc la réunion disjointe des S (Ja; 2'[* x L F}) ; il s’ensuit
que Jy; ' est égal & S (Ja; 2/’ x . F;) pour un certain j. Par définition de la toise
canonique, £([y;y']) est alors le module de la couronne virtuelle Jz;2'[>x 1 F},
qui est égal a celui de ]z;2'[’, et partant & £([z;2']), ce qui acheve la
démonstration. [

(4.5.10) Théoréme. Soit X une courbe k-analytique.

1) Le graphe X admet une toise.

2) Soit I’ un sous-graphe admissible de X et soit v la rétraction canonique
de X sur I'. L’inclusion de T' dans X est une équivalence homotopique; plus
précisément il existe une application continue h : [0;1] x X — X telle
que h(0,.) =r h(1,.) =Idx et h(t,x) = x pour tout t € [0;1] et tout x € T.

3) Le graphe X est paracompact, localement fortement contractile et a le type
d’homotopie d’un graphe localement fini métrisable ; de plus, X est contractile
si et seulement si X est un arbre non vide, et il est alors fortement contractile.

Démonstration. Tout sous-graphe compact de X admet une toise (3.6.45);
comme par ailleurs tout sous-graphe localement fini de X admet une toise
en vertu du corollaire le graphe X admet lui-méme une toise d’apres
le lemme m Les assertions 2) et 3) découlent alors directement du
théoreme [L.6.13] O

Variation du corps des constantes sur une courbe

(4.5.11) Soit X une courbe k-analytique et soit X’ sa normalisation. Soit I
un intervalle ouvert tracé sur X et soit x € I. Comme z est situé sur un
intervalle ouvert, br(X, ) est de cardinal au moins égal & deux. Comme X|; 4 N
"X = (, il découle de que € Xjgo3); si de plus X’ — X est un
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homéomorphisme (e.g si X est normale) alors br(X,y) est un singleton pour
tout y € Xo) (prop. [3.5.2)), ce qui entraine que x € X 3.

Il s’ensuit que X[g 2 3 est une partie convexe de X, et qu'il en va de méme
de X[p.4) si X’ — X est un homéomorphisme, et donc notamment si X est
normale.

(4.5.12) Soit X une courbe k-analytique, et soit p : X — X5 la fleche
naturelle. Soit x € Xjg 23 et soit b € br(X,z). Comme 2 € X[y 3 sa fibre
sur Xi7 est finie; le corollaire assure ’existence d’un intervalle J, €
Interv, (X, b) (nécessairement tracé sur X[ 23 en vertu du ci-dessus) tel
que pour tout J € Interv(X,x)cy, et tout y € J le G-ensemble fini p=*(y)
s’identifie canoniquement & mo(p~1(J%)).

Par conséquent, pour tout J € Interv(X,x)cy, et tout y € J linclusion
naturelle 5(J°) < s(y) est un isomorphisme; cela entraine immédiatement
que pour tout couple (J, J') d’intervalles appartenant a Interv(X, z)c, et tels
que J’ C J linclusion naturelle s(.J”) < s((.J')?) est un isomorphisme.

Posons s(b) = lim s(Z); en vertu de ce qui précede, s(b) est une extension
Z€ESec b
finie séparable égale & 5(.J*) pour n’importe quel J € Interv(X, x)c s, et siy € Jo
alors s(y) = s(b).

Les anneaux locaux de X étant henséliens, s(x) s’immerge dans Ox ,, et se
plonge donc naturellement dans s(b).

(4.5.13) Soit X une courbe k-analytique et soit I' un sous-graphe fermé et
localement fini de X tracé sur Xjg 3 3.

(4.5.13.1) Chacun des points de I' a un nombre fini d’antécédents; si F' est
une extension presque algébrique de k, les assertions suivantes se déduisent
alors de : I'image réciproque I'p de T" sur X est un sous-graphe fermé
et localement fini de X ; et la fleche I'r — I' est injective par morceaux.

(4.5.13.2) Soit d 'application z — [s(z) : k] de I dans N. On déduit de [4.5.12
que d est constante par morceaux et semi-continue inférieurement, et que si x €
I" les assertions suivantes sont équivalentes :

i) d est continue en x;

ii) d est constante au voisinage de x;

iii) pour tout point y de I" suffisamment proche de x 'on a s(x) ~ s(y) ;

iv) pour toute branche b € br(I',z) la fleche naturelle s(z) — s(b) est un
isomorphisme.

(4.5.14) Soit X une courbe k-analytique quasi-lisse et soit = € X[2,3-

(4.5.14.1) Soit b une branche de X issue de . Si Z est une section coronaire
de b alors pour tout I € Interv(X,xz)cs(z) 'ouvert I’ est une sous-couronne

virtuelle de b, et le plongement 5(Z) < s(I°) est donc un isomorphisme. On
déduit alors de [4.5.12| que §(Z) s’identifie naturellement & s(b).

(4.5.14.2) Soit V un ouvert de X qui est un disque virtuel de bord {z} et soit b
I'unique branche issue de z et contenue dans V. On sait qu’il existe un ouvert Z
de V qui est une couronne virtuelle aboutissant a x et telle que s(Z) = s(V)
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(13.6.36| et sq.); la couronne virtuelle Z est section coronaire de b, et ’on a par
conséquent, s(b) = s(Z), d’on finalement 1’égalité s(b) = s(V); ceci entraine
notamment que s(z) se plonge naturellement dans s(V).

Si y est un point de Vg o3 alors I'application de [z;y] dans N qui envoie z
sur [s(2) : k] est croissante lorsqu’on se dirige vers y : cela résulte de|1.9.16.3

(4.5.14.3) Soit U un voisinage ouvert connexe de z qui est un arbre et qui
est tel que U \ {z} soit réunion disjointe de disques virtuels et de couronnes
virtuelles, et soit f € s(z).

On peut voir f comme une fonction définie sur un voisinage U’ de z, que 1’on
peut restreindre de sorte que la proposition suivante soit satisfaite : il existe une
famille finie (U;) de composantes connexes deux & deux disjointes de U \ {z},
et pour tout i un fermé Z; de U, tels que U; — Z; soit pour tout ¢ une section
coronaire de 'unique branche issue de x et contenue dans U;, et tels que U’ soit
égal AU —]] Z;. Wl résulte de|d.5.14.1]et de|d.5.14.2|que s(U;) — s(U; — Z;) est un
isomorphisme pour tout ¢; on en déduit que f admet un unique prolongement
a U. Ainsi, l'injection naturelle $(U) — s(x) est un isomorphisme.

Modération des morphismes compacts et non constants
entre courbes

(4.5.15) Soient I' et A deux graphes localement finis, respectivement munis
de deux toises {1 et £a. On dira qu'une application continue ¢ : A — T" est
une dilatation si ¢ est un homéomorphisme et s'il existe un réel r € R} tel
que lr(p(I)) =rla(I) pour tout segment I tracé sur A; si A n’est pas discret,
le réel r en question est uniquement déterminé et est appelé le rapport de .
Lorsqu’il vaut 1, on dit que ¢ est une isométrie.

(4.5.16) Soient I' et A deux graphes localement finis et soit ¢ une application
continue A — I'. Supposons qu’il existe un ensemble fermé et discret S de I" tel
que o~ 1(S) soit discret dans A ; et supposons que A — ¢~1(S) et I'\ S soient
chacun munis d’une toise. On dira que @ est une dilatation (resp. isométrie) par
morceauz il existe un sous-ensemble fermé et discret 7' de A contenant p~1(.9)
tel que pour toute composante connexe J de A\ T 'application ¢ induise une
dilatation (resp. une isométrie) J ~ ¢(.J).

Toute dilatation par morceaux est injective par morceaux.

(4.5.17) Soit ¢ : Y — X un morphisme de dimension relative nulle entre deux
courbes k-analytiques. Soit I' un sous-graphe localement fini de X et soit A
un sous-graphe localement fini de Y tel que ¢(A) C I'. Le sous-ensemble T[4
de T" en est une partie fermée et discrete, et gofAl(I‘[M}) = Ajyyy). Lorsqu’on
parlera de dilatation par morceaux dans ce contexte, ce sera toujours au sens
du [£5.16] ci-dessus, avec les conventions implicites suivantes : S = T'14; les
graphes I'\ S = T o3 et A — gpfAl(S) = App,3 sont munis des restrictions
respectives des toises canoniques de X3 31 et Y[z 3) (4.5.7).

(4.5.18) Ezemples.

(4.5.18.1) Soit X une courbe k-analytique, soit F' une extension presque
algébrique de k et soit I' un sous-graphe localement fini de X. L’image
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réciproque I'r de I' sur Xg est un sous-graphe localement fini de Xpg
(cor.[1.9.20), et il découle de la proposition m que I'r — T est une isométrie

par morceaux.

(4.5.18.2) Soient Y et X deux courbes k-analytiques, chacune d’elles étant
une couronne virtuelle. Si ¢ : Y — X est un morphisme fini et plat, il résulte du

o S deg ¢
lemme [3.6.40|que ¢ induit une dilatation de rapport —————— entre $**(Y)
[5(Y) : 5(X)]
et S*(X).
Notons un cas particulier important : si [s(Y) : s(X)] = deg ¢, c'est-

a-dire encore si Y s’identifie a X x,(x) s(Y) (ce qui est notamment le cas
lorsque Y est une composante connexe de X; pour une certaine extension
finie L de k), alors S*(Y) — S**(X) est une dilatation de rapport 1, c’est-
a-dire une isométrie ; on peut également voir ce résultat comme une déclinaison
de D'exemple ci-dessus. Cela dit, le plus simple est de le vérifier
directement : c’est une simple reformulation de l'invariance du module d’une
couronne virtuelle par extension des scalaires (cette invariance est d’ailleurs le

cceur de la preuve de la proposition sur laquelle se fonde 'exemple4.5.18.1J).

(4.5.19) Théoréme. Soit ¢ : Y — X un morphisme compact et de dimension
relative nulle entre courbes k-analytiques et soit I' un sous-graphe fermé et
localement fini de Y.

1) L’image de p(T') est un sous-graphe fermé et localement fini de X .

2) La fleche T' — X est injective par morceauz.

3) La fleche T'jg 2,31 — ©(L'j0,2,3]) est une dilatation par morceaur.

4) On suppose de surcroit que Y et X sont génériquement quasi-lisses; on
appelle T' le sous-ensemble fermé et discret de I' égal a la réunion de T'N
0*p et de l’ensemble des points rigides de T' en lesquels ¢ n’est pas plat.

a) siy € Ly \ T, il existe un intervalle I qui est un voisinage ouvert
de y dans U'ig 5 \ T tel que ¢ induise une dilatation I ~ o(I) de
deg? ¢

[5(y) : s(o(y))]

B) siy € Loz et sibebr(l'y), il eviste I € Interv(F,b)Cp[zyg‘]\T, tel

deg (b — (b))

5(6) : (b))

rapport , et tel que deg® ¢ = deg? ¢ pour tout z € I ;

que @ induise une dilatation I ~ o(I) de rapport et

tel que deg® v = deg (b — (b)) pour tout z € I ;

v) siy € I' et si b € br(l'y), il existe I € Interv(I',b)cr, ,\7 tel
que deg® ¢ soit égal a deg (b — (b)) pour tout z € I; si de plus
le point y appartient a 134\ T et si Y est normale en y alors ce
degré coincide avec deg? .

Démonstration. Les assertions a montrer sont locales sur le but, ce
qui autorise a supposer que X est compacte; la courbe Y [l'est alors
automatiquement, puisque ¢ est compact. On peut ensuite : étendre les scalaires
au complété de la cloture parfaite de k, c’est-a-dire supposer que k est parfait ;
puis remplacer X et Y par les courbes réduites sous-jacentes, c’est-a-dire se
ramener au cas ou X et Y sont génériquement quasi-lisses.

Le graphe I est fini et compact ; 'assertion 1) sera deés lors une conséquence
de 2). L’assertion 2) elle-méme est locale sur I', et découlera de 3) au voisinage
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des points de I'jg 2 3) ; 'assertion 3) résultera quant & elle de 4), 3). Il reste donc
a prouver 2) au voisinage des points de type 1 ou 4 non rigides, et 4).

(4.5.19.1) Preuve de 2) et de 4), v) au voisinage des points de type 1 ou 4 non
rigides. Soit y € 'y 4 — g et soit z son image sur X ; le point z appartient
a X147 — X[g)- Comme y n’appartient pas au bord analytique de Y, comme
il n’est pas rigide et comme X est réduit, ¢ est fini et plat en y. On déduit
de I'existence d’un voisinage affinoide W de y dans Y et d’un voisinage
affinoide V de = dans X tel que (W) C V et tel que W — V admette une
factorisation W — Z — V ou W — Z est fini, plat et radiciel et ou Z — V
est fini étale; on peut supposer que y est le seul antécédent de x sur W. Soit A
limage de I'N' W dans Z ; notons que (N W) — A est un homéomorphisme;;
par conséquence, le compact A est un graphe fini; soit Ag I'image de A dans V/,
qui coincide avec celle de ' N W

Comme Z — V est fini étale et comme Z et V sont connexes et non vides,
il existe un morphisme fini étale Z’ — Z tel que Z' — V soit un revétement
fini galoisien connexe dont on note G le groupe. L’espace Z s’identifie a un
quotient Z’/H pour un certain sous-groupe H de G. Il découle du corollaire
que 'image réciproque A; de Ag sur Z est un sous-graphe compact et fini, et
que A; — A est injective par morceaux. L’image réciproque I'y de A; sur W
s’'identifie & I'image réciproque de Ag sur W ; comme elle est canoniquement
homéomorphe & Ay, c’est un graphe compact et fini, et I'y — Ag est injective
par morceaux.

Il ’ensuit que (I'NZ) — Ay est injective par morceaux, ce qui prouve 2). Par
ailleurs, comme y et x sont de type 1 ou 4 et non rigides, les ensembles br(X, x)
et br(Y,y) sont des singletons; notons b 'unique élément de br(Y] y).

Supposons que la branche b appartienne a br(T, y) (cela revient & demander
que y ne soit pas isolé dans I'); elle appartient a fortiori & br(I'y,y), et I'on a
dans ce cas br(I'1,y) = br(I',y) = {b}; Pensemble br(Ap,z) est deés lors non
vide, et coincide nécessairement avec le singleton, br(X, z).

On déduit de ce qui précede et du fait que y est le seul antécédent de x
sur W qu’il existe un intervalle ouvert I € Interv(Y,b)cr, tel que pour tout
z € I, lon ait <p|_ml,(<p(z)) = {z}. On peut supposer, quitte & le restreindre,
que I est contenu dans I'[y 3) et dans I'intérieur topologique de W dans Y'; cette
derniere condition assure, la flecche W — V étant finie et plate, que I C T'\ T.

Comme y est le seul antécédent de x sur W et comme b est la seule branche
de Y issue de y, on a deg’ p = deg (b — ¢(b)) =deg (W — V);etsiz el
Pégalité gpﬁﬁl,(go(z)) = {2z} assure que deg” ¢ = deg (W — V) = deg (b — ¢(b)),
ce qui achéve de prouver 4), 7).

(4.5.19.2) Preuve de 4). On démontre chacune des trois assertions séparément.

Démonstration de «). Comme y ¢ 0**p, le morphisme ¢ est fini et plat
en y. Il découle alors de 'énoncé ii) de la proposition [4.3.11| et de [4.3.12.4] qu’il
existe un voisinage coronaire Z’ de y dans Y et un voisinage coronaire Z de ¢(y)
dans X tel que ¢ induise un morphisme fini et plat Z/ — Z de degré deg .
Le point y étant de type 3 et situé sur S**(Z’), on a br(Y,y) = br(Z',y) =
br(S**(Z’),y) et on peut donc restreindre Z’ (et Z) de sorte que I := I'NS?**(Z")
soit un intervalle tracé sur I et ouvert dans ce dernier ; 'inclusion de I dans Z’
garantit par ailleurs que I C T'[p3), et que I évite T, puisque Z' — Z est
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fini et plat. L’assertion «) découle alors de [4.5.18.2] du fait que s(y) = s(Z’)
et 5(o(y)) = s(p(Z)), et du fait que tout point z de I C S**(Z) est 'unique
antécédent de ¢(z) sur Z'.

Démonstration de ). En vertu de I’énoncé i) de la proposition il existe
une section coronaire Z’ de b dans Y et une section coronaire Z de ¢(y) dans X
telles que ¢ induise un morphisme fini et plat Z' — Z de degré deg (b — ¢(b)) ;
on peut restreindre Z’ (et Z) de sorte que I := S**(Z’) soit un contenu dans I';
l'inclusion de I dans Z’ garantit par ailleurs que I C ['23), et que I évite T,
puisque Z' — Z est fini et plat. L’assertion §)) découle alors de du
fait que s(b) = s5(Z’) et s(¢(b)) = s(¢(Z)) (4.5.14.1)), et du fait que tout point z
de I C S*(Z) est I'unique antécédent de p(z) sur Z'.

Démonstration de 7). Cette assertion a été établie au lorsque le
point y appartient a I';; 4 — ). Supposons maintenant que y € [[g23)-
L’existence d’un intervalle I ayant les propriétés requises découle alors
immédiatement de I'assertion ) déja prouvée; siy € I'z\ T alors ¢~ (p(b)) =
{b}, d’ott il découle que deg (b — (b)) = deg? ¢; enfin, si y € 'y \ T,
et si de plus Y est normale en y alors br(Y,y) = {b}, et il s’ensuit la encore
que deg (b — (b)) = deg? . O

(4.5.20) Théoréme. Soit ¢ : Y — X un morphisme de dimension relative
nulle entre courbes k-analytiques et soit I' un sous-graphe fermé et localement

fini de X.

1) L’image réciproque o~ (') est un sous-graphe fermé et localement fini
deY.

2) Siy e YT, si x désigne son image sur X et si b € br(Y,y) alors b €
br(p=1(T),y) si et seulement si p(b) € br(T,z).

Démonstration. La question étant purement topologique, on peut étendre les
scalaires au complété de la cloture parfaite de k, et donc supposer k parfait ; puis
I’on peut remplacer Y et X par les courbes réduites associées, et donc supposer
que Y et X sont réduites, et en partant génériquement quasi-lisses (le corps de
base étant parfait).

1l est clair que ¢~ 1(T") est fermé. Soit y € p~1(I), et soit = son image sur X.
Nous allons montrer que y posséde un voisinage dans ¢~ !(T") qui est un arbre
fini. Pour ce faire, on peut, quitte a restreindre Y et X, supposer que ce sont
des arbres compacts et que ¢! (z) = {y}.

Soit b € br(I',z) et soient fy,..., 5, les antécédents de b dans br(Y,y). Il
existe une section U de b telle que ¢~ 1(U) soit de la forme [] V; ol i est

1<ikr
pour tout ¢ une section de f;, finie et plate sur U de degré deg(8; — b). Fixons i
et un point y; de V;. En vertu de assertion 4), v) du théoréeme ci-dessus,
il existe z; €]x;y;| tel que deg® v = deg(8; — b) pour tout z €ly;z;]. Cette
égalité, jointe au fait que deg(V; — U) = deg(B; — b), implique que si z €]y; z;]
alors cp‘_‘é(tp(z)) = {z}; comme on a par ailleurs ¢~!(z) = {y}, il en résulte
que ¢ induit un homéomorphisme [y; z;] >~ [z; ¢(2;)] et que

oy (25 0(20)] =ly; zi).

Les intervalles |z;¢(z;)] sont tous tracés sur U, et aboutissent tous & x;
de plus, la branche b appartient par hypothese & br(I',x). Par conséquent, il
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existe t, € U tel que ]z;tp[ soit contenu dans I' N (]z; 2;]. Par construction,
Iimage réciproque de [z;tp] est une réunion finie de segments dont les
intersections deux & deux sont toutes égales & {y}; c’est en particulier un arbre
compact fini.

La réunion A des segments [z; tp] pour b parcourant br(I", z) est un voisinage
de x dans T'; par conséquent, ¢~ *(A) est un voisinage de y dans ¢~ 1(I'), et il
résulte de ce qui précéde que p~1(A) est un arbre compact et fini, ce qui acheve
la démonstration de 1).

Montrons maintenant 2). Si b € br(p~1(T),y)il est clair que ¢(b) €
br(I", x) puisque ¢~ 1(I') — X se factorise par I'. Réciproquement, supposons
que @(b) € br(TI',z). On déduit de 'assertion 2) du théoreme Iexistence
d'un intervalle I € Interv,(Y,b) tel que ¢ induise un homéomorphisme entre I
et ¢(I) ; par conséquent, (1) est un intervalle aboutissant proprement a & x, et
la branche qu’il définit est nécessairement ¢(b). Par hypothese, ¢(b) € br(T', z);
il existe donc un intervalle ouvert J contenu dans ¢(I), aboutissant & x et inclus
dans I'; son image réciproque <p|_11(J ) est un intervalle qui est contenu dans T et

aboutit & y, et définit par conséquent la branche b. Comme <p|I_1(J) C o }(D),
on a bien b € br(p~1(T),y). O

Variation des fonctions holomorphes et loi des noeuds

(4.5.21) Graphe de variation. Soit X une courbe k-analytique et soit f une
fonction analytique inversible sur X ; elle induit un morphisme ¢ : X — G} ;
soit I' 'image réciproque de S( ifk) sur X. Notons que comme S(G3}' ;) n ‘st
constitué que de points de type 2 ou 3, le fermé I' est contenu dans X|3).

(4.5.21.1) Le fermé I' de X en est un sous-graphe localement fini, et la
fiecche I — S(G3 ) est une dilatation par morceauz. En effet, soit x € I';
comme x est de type 2 ou 3, il est situé sur une et une seule composante
irréductible Xy de X. Comme I'ensemble f(Xo) contient un point de S(G3}' ),
il n’est pas réduit a un point rigide, ce qui signifie que la restriction de f
a Xo est non constante, c’est-a-dire encore de dimension relative nulle. On
déduit du théoréme [£.5.20] m que 'N Xp est un graphe localement fini, et de
lassertion 3) du théoréme 9 que I' N Xy — S(G*,) est une dilatation par
morceaux (pour appliquer en toute rigueur le theoreme on commence
par se ramener en raisonnant localement sur I' au cas d’une source compacte).
Comme z n’appartient qu’a la composante irréductible Xy de X, celle-ci est un
voisinage de = dans X, et I' N X est des lors un voisinage de x dans I', d’ou
notre assertion.

(4.5.21.2) La fonction |T'| étant localement constante sur Gy, ) — S(Gp'y), la
fonction |f] est localement constante sur X — I'. Comme I" — S((Gam ) est une
dilatation par morceaux, et comme |7 est strictement croissante sur S(G) )
(orienté de 0 vers 00), la fonction |f| n’est constante sur aucun intervalle non
vide et non singleton de T'.

Soit & un point isolé de I' et soit U la composante connexe de x dans
Pouvert X — (I'\ {z}). Si V est une composante connexe de U \ {z} alors |f|
est localement constante, et donc constante, sur V' ; et comme x € 9V, la valeur
constante de | f]| a | f(x)|. Ainsi, | f| est constante sur U. Il s’ensuit
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que si I'g désigne ’ensemble des points non isolés de IT', 'ouvert X — I'y est le
plus grand ouvert de X sur lequel |f| est localement constante; on dira que le
graphe fermé et localement fini 'y est le graphe de variation de f.

(4.5.21.3) Remarquons que I' — T’y C 9**X (en particulier, ' = T'y dés que X
est sans bord). En effet, soit x € T'\ 90** X, et soit £ son image par ¢. Comme x
n’appartient pas au bord de X et comme ¢ est de dimension nulle en z, elle est
finie en z. Comme ¢ est de type 2 ou 3 et comme G} est réduit, ﬁGi’ﬁ,kai est un
corps, et ¢ est donc fini et plat en x. Par conséquent, si U est un voisinage ouvert
de x dans X alors ¢(U) est un voisinage ouvert de £ dans G2, , et contient en

particulier un intervalle ouvert non vide de S(G}';); il sensuit que U \ {z}
rencontre I', ce qui signifie que x n’est pas un point isolé de T.

(4.5.21.4) Soit x € I', soit ¢ son image sur G}, et soit b € br(X,z). Soit b~
(resp. b") la branche de G2, issue de ¢ définie par ]0; [ (resp. ]¢; 0o[). Comme ¢
est de dimension nulle en z, I'image ¢(b) est bien définie. Il résulte de Iassertion
2) de théorémeque b € br(T, ) si et seulement si p(b) = b* ou p(b) = b~ ;
les branches b et b~ étant exactement les deux branches le long desquelles |T|
n’est pas constante, on peut reformuler cette derniere assertion en disant que b €
br(T', z) si et seulement si |f| n’est pas constante le long de b.

Supposons que b € br(T',z), et posons ¢ = 1 (resp. —1) si p(b) = bT
(resp. b™).

Comme la fleche I' — S(G3' ;) est une dilatation par morceaux, il existe I €
Interv(I',b) et un réel 7 > 0 tel que ¢ induise une dilatation I ~ ¢(I) de
rapport 7 ; le réel r ne dépend que de b, et pas du choix de I. Le réel er[s(b) : k],
auquel on peut penser comme & la pente normalisée de log |f| le long de b, sera
noté dlog, | f|.

Le réel dlogy | f| est un entier, qui coincide avec € deg (b — (b)) lorsque X
est génériquement quasi-lisse. En effet, le réel dlog, |f| n’est pas modifié si
I’on remplace k par le complété de sa cloture parfaite, ni si 'on remplace X
par X;.q; on peut ainsi supposer que X est génériquement quasi-lisse, et il n’y
a plus alors qu’a appliquer I'assertion 2) du théoréme

(4.5.22) Théoréme (harmonicité de log|f| pour f holomorphe). Soit X
une courbe k-analytique sans bord et soit f une fonction analytique inversible
sur X. Soit T' son graphe de variation et soit x € I'. On a alors la < loi des
neudss suivante :

> dlog,|f|=0.

bebr(T,x)

Démonstration. Pour montrer cette égalité, on peut étendre les scalaires au
complété de la cloture parfaite de k, puis remplacer X par X,.q ; autrement dit,
on peut se ramener au cas ou X est génériquement quasi-lisse. Soit £ I'image
de z par le morphisme ¢ : X — GJ'} que définit f. Comme X est sans bord,
comme ¢ est de dimension relative nulle en = et comme Ogan ¢ est un corps (le
point & étant de type 2 ou 3), le morphisme de germes (X, x) = (G, §) est
fini et plat ; soit d son degré. Soit b~ (resp. b*) la branche de Gy 1ssue de € et
définie par |0; &[ (resp. |&; 00]) et soit B~ (resp. BT) l'ensemble des antécédents
de b~ (resp. b") dans br(X,z); d’apres onabr(l,z) = BT[[B~. 11
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vient
> dlogy|f| =Y dlogy|fl+ D dlogy|/]
bebr(T,x) beB+ beB-
= > deg(b— (b)) — > deg(b— p(b)) =d—d=0. O
beB+ beB—

(4.5.23) Remarque. La loi des nceuds énoncée ci-dessus vaut encore si 'on
remplace I' par n’importe quel sous-graphe fermé localement fini de X contenant
le graphe de variation de f, & condition de poser dlog,|f] = 0 pour toute
branche b le long de laquelle | f| est constante.



Chapitre 5

Triangulations des courbes
analytiques quasi-lisses

5.1 Sous-graphes analytiquement admissibles,
squelette analytique et triangulations

Lemmes de fusion

(5.1.1) Lemme. Soit X une courbe k-analytique, et soient U et V deuz ouverts
connezxes et non vides de X possédant les propriétés suivantes :

1) U est une couronne virtuelle ;

2) V est un disque virtuel ;

3) V rencontre le squelette de U et il existe un élément uw de OU qui
n’appartient pas a V.

Sous ces hypotheses :

e 5(V)=s(UUV)=5(U); notons L ce corps;

e UUYV est un disque virtuel sur L dont l’adhérence est compacte, égale
a UUV U{u}, et est une composante conneze de X \ {u} ;

e si F' est une extension presque algébrique de L qui déploie U et si
lespace L-analytique V' a un F-point, alors F déploie U UV .

Démonstration. On procede en plusieurs étapes.

(5.1.1.1) Comme V est un disque virtuel, il existe un intervalle ouvert I tracé
sur V' et aboutissant & son unique bout w tel que s(x) = s(V) pour tout = € I
(3-6.36.1] et [3.6.36.2)

(5.1.1.2) Topologie de V U U. Comme le graphe V U U est réunion de deux
ouverts connexes qui s’intersectent, il est connexe. Tout point de (VUU) —S(U)
a dans V' UU un voisinage qui est un arbre a un bout. Le squelette de VUU est
donc inclus dans S(U), et il est connexe puisque V U U est connexe ; comme un
squelette n’a jamais de point isolé ni unibranche, S(V U U) ne peut-étre qu'un
intervalle ouvert de S(U), nécessairement strict puisque S(U) rencontre V. Par
ailleurs, S(V U U) est fermé dans V U U, et a fortiori dans S(U); il en résulte
finalement que S(UU V) =0, et donc que V U U est un arbre ayant au plus un
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bout. Le point u appartenant en vertu de 2) au bord de VUU daus le graphe X,
larbre V U U a exactement un bout; son adhérence est égale & VU U U {u} et
s’identifie & sa compactification arboricole.

Le sous-ensemble V U U de X est une partie connexe, non vide, ouverte et
fermée de X \ {u}; c’en est donc une composante connexe.

(5.1.1.3) Comme V UU U {u} est un arbre compact, le bord de S(U) dans
celui-ci est de la forme {u,&} pour un certain £ # u. Par convexité, ouvert
non vide VNS(U) est un intervalle ouvert de S(U) ; soit 1 sa borne supérieure,
lorsqu’on l'oriente en direction de u. Le point n adhere a V' mais n’appartient
pas & V : cela résulte de sa définition et du fait que u ¢ V par hypothese.
Comme 9V ne peut contenir plus d’un élément (V' étant un arbre & un bout),
la borne inférieure de V- N S(U) appartient & V, et par conséquent n’appartient
pas a S(U) ; cela ne peut donc étre que &.

L’arbre & un bout V apparait deés lors comme la composante connexe
de VUU U{u}\ {n} contenant £. Son intersection avec U est la sous-couronne
virtuelle & n[° de U.

L’intervalle I du peut en conséquence étre restreint de facon & étre
contenu dans |&;n[; fixons x € I. Comme z est situé sur le squelette de U, le
plongement s(U) < s(x) est un isomorphisme ; mais s(V) < s(x) est aussi un
isomorphisme par définition de I.

Comme s(U) — s(z) et s(V) < s(z) se factorisent par s(U NV) (ce
dernier est bien défini puisque U NV est connexe et non vide), les injections
canoniques s(U) < s(UNV) et s(V) < s(UNV) sont des isomorphismes ; il
s’ensuit que toute fonction appartenant & s(U) (resp. s(V) s’étend de maniere
naturelle en une fonction de s(U U V).

Par conséquent, s(U) = s(V) =s(U UV); notons L ce corps.

Pour toute extension presque algébrique F' de L, on désignera par xr I'unique
antécédent de x sur V®pF'; pour tout intervalle J tracé sur U, on désignera
par Jp Pimage réciproque de J sur U F ; notons que S(U)r = S(URLF).

Soit F' une extension presque algébrique de L qui déploie U, et qui est telle
que lespace L-analytique V ait un F-point. On fixe un k-plongement de F'
dans k°.

(5.1.1.4) Les composantes connexes de (V UU)RLF \ {zr} sont :

e la sous-couronne U’ :=]z; ul}, de USLF;

e la composante connexe W de V&.F \ {xr} qui contient & z[r; elle
n’aboutit pas a wpg, et W@@ est par conséquent réunion disjointe de
composantes connexes de V&pka \ {7z} qui n’aboutissent pas a wg, et sont
donc des disques;

e les composantes connexes de U®rF \ {zr} qui ne rencontrent pas

lintervalle S(U)r = S(U®LF) ; chacune d’elle est un disque virtuel (3.6.35.8]).

(5.1.1.5) Prolongeons la F-couronne U’ en un F-disque Z, et choisissons un F-
point z sur Z — U’. En recollant Z et (V U U)&LF le long de U’, on obtient
un espace F-analytique lisse, topologiquement séparé, compact et connexe, qui
est donc isomorphe a l'analytification d’une F-courbe algébrique projective,
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irréductible et lisse . On peut des lors voir (VUU)®r, F comme une composante
connexe de %"\ {(}, pour un certain point ¢ de [3%]7 et z comme un F-point

de %" n’appartenant pas & (VUU)®LF.

La courbe projective % ®p ke est lisse, et irréductible puisque xF n’a qu’un
antécédent sur (% @r k*)*". Les composantes connexes de (% @p k*)*" \ {z
sont, par construction de % et en vertu du toutes des disques; de plus

le point x5, situé sur le squelette de la couronne U @, k%, est de genre 0. I

s’ensuit, d’apres le lemme [4.4.24) que % Q@p ko ~ IP%E.

La F-courbe projective, lisse et irréductible % est ainsi de genre 0;
comme % (F) # () (cet ensemble contient z), la courbe % est isomorphe a P1.

Le point ¢ appartient a [gg], et Pouvert (U U V)QA@ . F est une composante
connexe de 2"\ {(} qui possede un F-point par choix de F. Par ailleurs, il

existe un F-point sur #*" qui n’appartient pas & (U U V)®pF, & savoir z. On
en déduit que (U UV)®LF est un F-disque (3.6.17). O

(5.1.2) Lemme. Soit X une courbe k-analytique conneze et lisse. Supposons
qu’il existe un point x de genre 0 sur X tel que X \ {x} soit réunion disjointe
de deuzx k-couronnes virtuelles X' et X" et de disques virtuels; la courbe X
est alors une k-couronne virtuelle, qui est déployée par toute extension presque
algébrique de k déployant X' et X".

Démonstration. Soit L une extension presque algébrique de k déployant X’
et X”. Par sa forme méme, la courbe X est un arbre & deux bouts; il suffit donc
de montrer que X, est une L-couronne.

(5.1.2.1) Tout élément de s(z) définit un élément de s(U) pour une certaine
sous-couronne U de X’ (par exemple) ; le corps des constantes d’une k-couronne
étant égal a k, il vient s(x) = k. Si F' est une extension presque algébrique k, le
point z a donc un unique antécédent xp sur Xp.

(5.1.2.2) Prolongeons la L-couronne X, (resp. X7) en un L-disque Z’
(resp. Z"), sur lequel on choisit un L-point 2’ (resp. 2’) qui n’est pas situé sur X}
(resp. Z7). En recollant Z'[[ Z" et X1 le long de X} [[ X7, on obtient une
courbe L-analytique lisse, connexe, et compacte, et partant isomorphe a 22"
pour une certaine L-courbe algébrique projective, irréductible et lisse 2 . Les
composantes connexes de 27" \ {xr} sont toutes des disques virtuels, et en
particulier des arbres & un bout; il en résulte que 27" est un arbre. Il existe
par construction deux points 1’ et " de 2*", chacun étant de type 2 ou 3, tels
que Xy, s’identifie & la composante connexe de 22"\ {n’, "'} contenant |n’;n"|,
et tels qu’il existe deux composantes connexes T' et T de 22"\ {n',n"}
possédant les propriétés suivantes :

e T'(L)#0D et T"(L) #0;
e 0T ={n'} et IT" = {n''}.

(5.1.2.3) Choisissons un k-plongement de L dans k. Comme rr n’a quun
antécédent sur 5&”5;“, la k¢-courbe projective et lisse 2+ est irréductible. Par
construction, toutes les composantes connexes de %&n \ {xkf;} sont des disques;
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d’autre part, 2 est par hypothese de genre 0. Il s’ensuit, d’apres le lemme/4.4.24]
que 2 =~ Pllca

La L-courbe 2 est de genre 0; elle possede un L-point par sa construction
méme (son analytifiée contient un L-disque), et est donc isomorphe & P; ; o
déduit alors de la description de X, comme ouvert de 2" donnée au 5 1. 2.2
et de que X, est une L-couronne. []

Sous-graphes analytiquement admissibles

(5.1.3) Soit X une courbe k-analytique et soit I' un sous-graphe fermé de X.
Nous dirons que I' est analytiquement admissible si toute composante connexe
de X — T' est un disque virtuel relativement compact dans X ; un sous-
graphe analytiquement admissible de X est en particulier admissible, et partant
convexe.

(5.1.4) Soit X une courbe k-analytique, soit I un sous-graphe analytiquement
admissible de X, soit F' une extension complete de k, et soit I'x l'image
réciproque de I" sur Xp.

(5.1.4.1) Si U est une composante connexe de X — I', son image réciproque
sur X g est une réunion finie disjointe de disques virtuels, relativement compacts
puisque U est relativement compacte. On déduit alors de[I.3.15.2que le fermé I'
de Xp en est un sous-graphe; il est analytiquement admissible d’apres ce qui
précede.

(5.1.4.2) Supposons de plus que F' est une extension presque algébrique de k
et que I' est tracé sur X|g 5 3. Dans ce cas I'r est tracé sur Xpjg23); et si " est
de plus localement fini, alors I' z est localement fini en vertu du corollaire [1.9.20)

(5.1.5) Ezemple. Soit X un disque virtuel sur k, soit w son unique bout et
soit I un sous-arbre fermé de X aboutissant & w ; nous allons montrer que I" est
un sous-graphe analytiquement admissible de X. 801t wga unique bout de X7

et soit I'z I'image réciproque de I' sur X

(5.1.5.1) Montrons que I'z est un sous-arbre admissible de Xi7. Comme I'

aboutit a w, c’est un sous- arbre fermé et non vide de X ; par consequent7 'z
est un fermé non vide de X5.

Soit # € 'z et soit § son image sur X. L’application Xz — X induit

un homeomorphlsme de [z; wka[ sur [§;w[ (1.9.16.1), lequel est contenu dans T’

puisque ce dernier aboutit a w. Par consequent Ty Wiz s[C 'z

Il s’ensuit que si z et y sont deux points de I'i; alors [z;wiz [U[y; wz[C T
comme

i
[z3y] € Xz 0 ([ wia] U lys wial) = [ wia [Vlys wia |,

il vient [z;y] C I'iz. Ainsi, le fermé non vide 'z de X7 est convexe; c’est donc
un sous-arbre fermé et non vide de X

Puisque [z;wi [ est , d’aprés ce qui précede, contenu dans I'; pour tout = €
', le sous-arbre ferme et non vide I'z de X7 aboutit a wka ; c’est donc, en
vertu de un sous-graphe adm1851ble de X
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(5.1.5.2) Soit U une composante connexe de X — I'r7. Par ce qui précede, U
est un arbre & un bout relativement compact dans X7 ; soit = 'unique point
de 9U. Comme X5 n’est pas compact, il existe une composante connexe de X \
{z} qui n’est pas relativement compacte, et en particulier differe de U ; le point x

n’est des lors pas unibranche, ce qui signifie qu’il est de type 2 ou 3.

Immergeons, au moyen dune fonction coordonnée, le k?-disque X

dans ]P%’;n. Etant relativement compact dans X, louvert U est une

composante connexe de Pllcf’;n \ {z}; il s’ensuit, = étant de type 2 ou 3, que U
est un disque.

(5.1.5.3) Ainsi toute composante connexe de Xz — I'z est-elle un disque
relativement compact; par conséquent, toute composante connexe de X — I
est un disque virtuel relativement compact ; autrement dit, I' est un sous-arbre
analytiquement admissible de X.

(5.1.6) Soit X une courbe k-analytique et soit I' un sous-graphe
analytiquement admissible de X.

(5.1.6.1) Si V est une composante connexe de X — I' son bord est un
singleton {z}, ot z € I. Il résulte de[3.6.39|que z € Xy 3) et que X est quasi-lisse

en x.

(5.1.6.2) Si A est un sous-graphe admissible de X contenant I', alors A est
analytiquement admissible. En effet, soit V' une composante connexe de X — A ;
nous allons montrer que c’est un disque virtuel, ce qui permettra de conclure.
Soit « 'unique point de dV.

Siz € T' alors V est une composante connexe de X —I'; et est donc un disque
virtuel puisque I' est analytiquement admissible.

Sinon, soit Y la composante connexe de X —I" contenant x ; elle contient V',
qui apparait donc comme une composante connexe de Y — A; soit y I'unique
point de 9Y.

L’intersection Y N A est une partie fermée et convexe de Y, c’est-a-dire un
sous-arbre fermé de Y, qui contient x. Par ailleurs, comme gy appartient a I, il
appartient & A ; par convexité de ANY’, intervalle [x; y[ est contenu dans ANY ;
ainsi, A NY aboutit & 'unique bout de Y.

On déduit alors de l'exemple [5.1.5] que A N'Y est un sous-arbre
analytiquement admissible de Y'; en conséquence, l'ouvert relativement
compact V est un disque virtuel, ce qui achéve de montrer que A est
analytiquement admissible.

(5.1.6.3) Soit ¥ un sous-graphe fermé de X et soit X’ la normalisée
de X. Il existe un plus petit sous-graphe analytiquement admissible A de X
contenant I' U X, qui est localement fini si I' et ¥ sont eux-mémes localement
finis. De plus :

e si I' et ¥ sont tracés sur X[ o 3) alors A C Xg23];
e si I' et ¥ sont tracés sur Xz 3 et si X’ — X est un homéomorphisme
alors A C X[ 3.

En effet, la proposition [1.5.20]assure 'existence d’un plus petit sous-graphe
admissible A de X contenant I'UX, qui est localement fini si I' et 3 le sont. Et
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elle fournit par ailleurs une description explicite de A, d’ou il découle : que si I"
et X sont tracés sur X[ 23 il en va de méme de A par convexité de X 3 ; et
que si I' et ¥ sont tracés sur X3 et si X’ — X est un homéomorphisme
alors A C X3, I'hypothese faite sur X’ — X garantissant la convexité
de X[2,3].

En vertu de le sous-graphe A de X est analytiquement admissible;
comme tout sous-graphe analytiquement admissible de X est admissible, A est
bien le plus petit sous-graphe analytiquement admissible de X contenant I' U X.

(5.1.6.4) Soit V un ouvert de X qui est un disque virtuel relativement compact.
Nous allons montrer que 'ouvert V' est alors un disque gentiment virtuel. En
effet, soit # I'unique point de OV ; en vertu de le point x appartient
a X[2,3) et au lieu quasi-lisse de X. Comme V' est un arbre a un bout, il contient
une unique branche b de X issue de z. Il existe une section Z de b contenue
dans V qui est une couronne gentiment virtuelle. Par ailleurs, V' possede un point
rationnel sur une extension finie de §(V'), et méme finie séparable si |k*| # {1} :
si |[k*| = {1}, cela est dli d’une part au fait que V@E(V)%E est un %E—disque, et
donc possede un %E—point, et d’autre part au fait que k@ est alors une cloture
algébrique de k; si |[k*| # {1}, c’est une simple conséquence de la lissité de V.
11 découle des lors du lemme que 5(Z) = s5(V) et que le disque virtuel V'
(qui est égal & ZUV) est déployé par une extension finie de (1), et méme finie
séparable si |k*| # {1} ; autrement dit, c’est un disque gentiment virtuel.

Notons que ce qui précede s’applique en particulier aux composantes
connexes de X — I'; ce sont donc toutes dess disques gentiment virtuels.

(5.1.7) Soit X une courbe k-analytique génériquement quasi-lisse et soit S le
lieu singulier de X ; le sous-ensemble S de de X est fermé, discret, et contenu
dans Xo. Soit F' le complété d'une extension radicielle de k, et soit X' la
normalisée de X5 ; on note S’ I'image réciproque de S sur X’; c’est un sous-
ensemble fermé et discret de X’ contenu dans X [,0]' La fleche X’ — X identifie
topologiquement X au quotient de X’ par la relation d’équivalence Z qu’elle
définit ; elle induit un homéomorphisme X'\ S’ ~ X \ S, et les fibres de S" — S

sont finies.

(5.1.7.1) Soit IV un sous-graphe analytiquement admissible de X’ contenu
dans X[’2731. Comme S’ est un sous-graphe localement fini de X', il existe un
plus petit sous-graphe analytiquement admissible A’ de X’ qui contient S’ UT”,
et A’ est localement fini des que I est localement fini . Les fermés A’
et IV de X’ sont saturés sous % ; leurs images respectives A et I' sur X sont
donc fermées, et s’identifient respectivement aux quotients de A’ et IV par la
restriction de # (notons que comme I C X[/273], il évite S’, d’ou il découle
que IV ~T') ; ce sont deés lors deux sous-graphes fermés de X, qui sont localement
finis si I est localement fini; nous allons montrer que A est analytiquement
admissible, contenu dans X(g 5 3], et satisfait 'égalité AN Xg = 5.

Par définition, I'V est un sous-graphe admissible de X’ qui évite S’ ; soit r
la rétraction canonique de X’ sur I'. Comme A’ est le plus petit sous-
graphe admissible de X’ contenant IV U S” (5.1.6.3)), il coincide en vertu de

la proposition [1.5.20) avec IV U |J [z;7(z)][.
€S’
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Le graphe A est égal a la réunion des sous-ensembles suivants de X :

e le graphe I qui, en tant qu’image de I, est contenu dans Xy 3 ;

e I'ensemble S, contenu dans X ;

e la réunion X des images des intervalles ]z;r(z)[, o x parcourt S’;
comme X’ est normale, chacun des ]z;7(x)[ est contenu dans X [’2,3] en vertu

de [4.5.11]; par conséquent, 3 C X[z 3.

Il s’ensuit que A C X[ 23], et que AN Xjq = S. Soit maintenant U une
composante connexe de X — A et soit U’ son image réciproque sur X’ ; c’est une
réunion de composantes connexes de X’ — A’. Comme S C A, 'ouvert U est
contenu dans X \ S'; par conséquent, U’ s’identifie & Up, et est en particulier
connexe. On déduit de ce dernier fait que U’ est une composante connexe de X' —
A’ le sous-graphe A’ de X’ étant analytiquement admissible, U’ est un disque
virtuel relativement compact dans X’. La relative compacité de U’ dans X’
entraine celle de U dans x ; et comme U’ ~ Up, la composante U est elle-méme
un disque virtuel, ce qui achéve de montrer que A est analytiquement admissible.

Le squelette analytique

(5.1.8) Si X est une courbe k-analytique, 'ensemble des points de X possédant
un voisinage dans X qui est un disque virtuel est un ouvert de X ; son fermé
complémentaire sera appelé le squelette analytique de X et sera noté S*"(X);
c’est en vertu de un sous-graphe fermé et convexe de X.

Il résulte des définitions que S**(X) D S(X) et que S**(X) est contenu dans
tout sous-graphe analytiquement admissible de X.

(5.1.9) Ezemple. Soit X une couronne virtuelle sur k. Par ce qui
précede, S**(X) D S(X); et 'on déduit de [3.6.35.8 que S**(X) C S(X); par
conséquent, S**(X) = S(X).

(5.1.10) Soit X une courbe k-analytique quasi-lisse et soit x € S**(X). On se
donne un voisinage V' de x de la forme (dépendant du type de x) décrite par le

théoreme [£.5.41

(5.1.10.1) Six est de type 1 ou 4 alors V est un disque virtuel, ce qui contredit
Pappartenance de & S*"(X); par conséquent, x est de type 2 ou 3.

(5.1.10.2) Dans le cas du type 2 comme dans celui du type 3, 'adhérence de V/
dans X est un arbre compact, et mo(V '\ {z}) peut s’écrire €' || Z, ot € est fini
et constitué de couronnes gentiment virtuelles, et o Z est constitué de disques
virtuels; notons que si z est de type 2 (resp. 3) alors Z est infini (resp. vide).
Soit W € Tg(V \ {z}).

Supposons que W € 2. Dans ce cas, W N S**(X) = () par définition
de S**(X).

Supposons que W € €. Les composantes connexes de W — S(W) sont des
disques virtuels; ceci entraine que S**(X) N W est contenu dans S(W).

Nous allons montrer que S**(X)NW est ou bien égal & S(IW) tout entier, ou
bien vide. Supposons donc que S**(X)NW est strictement contenu dans S(W).
11 existe alors un point w de S(W) qui n’appartient pas a S*(X); cela signifie
que w possede un voisinage W’ dans X qui est un disque virtuel ; le point  étant
situé sur $**(X), il n’appartient pas & W'. Il s’ensuit, en vertu du lemme
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que W/ UW est un disque virtuel, et une composante connexe de X \ {z}; c’est
donc la composante connexe de X \ {z} qui contient W ; celle-ci ne dépend ni
du choix de w ni de celui de W’; on la notera w(W). Comme W est contenu
dans le disque virtuel (W), on a S**(X) N W = (), comme annoncé.

(5.1.10.3) Soit V' le voisinage ouvert de x défini comme la réunion de V et
des w(W) o W parcourt ’ensemble des éléments de € qui ne rencontrent
pas I'. De ce qui précede découlent les faits suivants :

e V' est un arbre, et son adhérence dans X est un arbre compact ;

e lensemble mo(V’ \ {z}) est la réunion disjointe de deux ensembles %’
et ', ol €’ est fini et constitué de couronnes virtuelles, et olt 2’ est constitué
de disques virtuels;

e S XHNV' ={z}u |J S(W).

Wes’

e toute composante connexe de V' — I' est un disque virtuel relativement
compact dans V' ; c’est donc un disque virtuel relativement compact dans X
dont l'unique point du bord est situé sur S**(X)NV".

(5.1.10.4) Soit U une composante connexe de X — S**(X) dont le bord
contient x. Son intersection avec V' est alors non vide; comme elle est &
la fois ouverte et fermée dans V' — S*"(X), c’est une réunion non vide de
composantes connexes de V' — S?*(X). Il existe en conséquence au moins une
composante connexe U’ de V' — S*(X) qui est contenue dans U. D’apres ce
qui précede, dxU’ est un singleton contenu dans S*(X); il s’ensuit que U’ est
fermée dans U, et donc égale a U par connexité de cette derniere. Ainsi, U est

un disque virtuel relativement compact.

(5.1.11) Théoréme. Soit X une courbe k-analytique génériquement quasi-lisse
et soit S son lieu singulier.

1) Le bord analytique de X est contenu dans S**(X).

2) Le sous-graphe S*(X) de X est localement fini, contenu dans X023,
et S*™(X) N Xjo) = S ; en particulier, S (X) C Xp ) si et seulement si X est
quasi-lisse.

3) Si X est quasi-lisse et si S*™(X) rencontre chaque composante connexe
de X, il est analytiquement admissible.

4) La courbe X posséde un sous-graphe localement fini et analytiquement
admissible contenu dans X|o 23] et dont lintersection avec Xg est égale a S.

Démonstration. Six € X —S**(X) alors x est contenu dans un disque virtuel,
qui est une courbe sans bord ; par conséquent, x ¢ 9** X d’ou 1).

(5.1.11.1) Preuve de 2) dans le cas ot X est quasi-lisse. Il découle de|5.1.10.1

que S*(X) C X3 ; on déduit par ailleurs de [5.1.10.3] que S*"(X) est
localement fini.

(5.1.11.2) Preuve de 3) dans le cas o X est quasi-lisse. Supposons que S**(X)
rencontre toutes les composantes connexes de X. Soit U une composante
connexe de X —S**(X). En vertu de notre hypothese, le bord de U est non vide;
il s’ensuit, d’apres que U est un arbre virtuel relativement compact ;
par conséquent, S**(X) est admissible.

(5.1.11.3) Preuve de 4) dans le cas ot X est quasi-lisse. On se rameéne en
raisonnant composante par composante au cas ou X est connexe et non vide.
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Si S?"(X) est non vide, il répond au probléme posé en vertu des assertions 2)
et 3) déja établies.

Supposons maintenant que S**(X) = ). Tout point de X a alors un voisinage
qui est un disque virtuel. Comme X est non vide, il existe un ouvert U de X qui
est un disque virtuel, et 'on peut toujours, quitte a restreindre U, le supposer
relativement compact (3.6.36.4)) ; soit u 'unique point de JU. On sait
et 3.6.36.1H3.6.36.3) qu’il existe un intervalle ouvert I tracé sur Upp 3], aboutissant
a u et qui possede la propriété suivante : si x € I et st V est une composante
connexe de U\ {z} qui ne contient pas |z;u[ (resp. qui contient |x;u[) alors V
est un disque virtuel (resp. une couronne virtuelle).

Soit x € I et soit II l'ensemble des composantes connexes de U \ {z}
ne contenant pas |z;u[; on appelle W la composante connexe de U \ {z}
contenant |z;u[; ¢’est une couronne virtuelle. Si V' € II, son adhérence dans U
est égale & V U {z} et est compacte; cela implique que V est une composante
connexe de X \{z}. Par ailleurs, z adhére & toute composante connexe de X \{z}
en vertu de la connexité de X. Il en résulte que les composantes connexes
de X\ {z} sont d’une part les V' € II et d’autre part la composante connexe W'
de X \ {z} qui contient W. On distingue maintenant deux cas.

Supposons qu’il existe y €|x;u[ possédant un voisinage V' dans W' qui soit
un disque virtuel. Dans ce cas, le lemme [5.1.1] assure que W U V' est un disque
virtuel, et une composante connexe de X \ {x}, qui ne peut étre que W’. Dés
lors, toutes les composantes connexes de X \ {«} sont des disques virtuels, et {z}
est un sous-graphe localement fini et analytiquement admissible de X, contenu
dans X[273].

Supposons qu’aucun point y de |x;u[ ne posséde un voisinage dans W'
qui soit un disque wvirtuel. Dans ce cas, le squelette analytique T' de W’
contient |z;u[; comme W’—|x;u[ est réunion disjointe de disques virtuels, T' N
W =|z;ul. Posons I = T'U {x}; c’est un sous-graphe fermé et localement fini
de X. Il est contenu dans X[ 3) : cela résulte du fait que z € X[ 3}, et que T’
est, en tant que squelette analytique de I'ouvert quasi-lisse W', tracé sur Xy 3
en vertu de assertion 2) déja établie dans le cas quasi-lisse.

Les composantes connexes de X — IV sont d’une part les composantes
connexes de X \ {z} qui ne contiennent pas |z;u[, d’autre part les composantes
connexes de W’ —T'; ce sont toutes des disques virtuels relativement compacts
dans X. Par conséquent, I'V est un sous-graphe localement fini et analytiquement
admissible de X, contenu dans X3 3.

(5.1.11.4) Preuve de 2), 3) et 4) dans le cas général. Soit F le complété de la
cloture parfaite de k et soit X’ la normalisée de X ; soit S’ I'image réciproque
de S sur X’. Comme F est parfait, la courbe X’ est quasi-lisse.

D’aprés l'assertion 3) déja établie, la F-courbe quasi-lisse X’ posséde un
sous-graphe analytiquement admissible et localement fini IV tracé sur X [’273].
Soit A’ le plus petit sous-graphe analytiquement admissible de X’ contenant I''U
S’ et soit A I'image de IV sur X. En vertu de A est un sous-graphe
localement fini et analytiquement admissible de X, tracé sur Xjg 23 et dont
I'intersection avec Xjo) est égale a S'; cela prouve 3).

Montrons maintenant 1). L’assertion 3) que P'on vient de prouver affirme
I’existence d’un sous-graphe A de X, localement fini, analytiquement admissible,
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tracé sur X[g 23] et tel que AN Xjg) = S. Le sous-graphe $*"(X) étant contenu
dans A, il est localement fini, tracé sur X[ o 3, et S*™(X)N X[ C S. Par ailleurs
si x € S alors x est un point singulier de X, et ne peut donc étre contenu sur
aucun disque virtuel; il s’ensuit que z € S**(X), et 'on a finalement S**(X) N
Xigp=5.0

Les nceuds d’un sous-graphe localement fini et analytique-
ment admissible

(5.1.12) Soit X une courbe k-analytique génériquement quasi-lisse et soit I' un
sous-graphe analytiquement admissible et localement fini de X, tracé sur Xg 5 3.
Nous dirons qu’un point x de I' en est un neeud s’il satisfait ['une au moins des
conditions suivantes :

1) le point z est rigide;

2) le point = appartient & 9**X ;

3) le point x est un sommet topologique de T, c’est-a-dire, rappelons-le, que
la valence de (T, x) est différente de 2;

4) il existe une branche 8 de T issue de x telle que () soit une extension
stricte de s(z) (autrement dit, les conditions équivalentes i), ii), iii) et iv)

du [4.5.13.2| ci-dessus ne sont pas vérifiées) ;

5) le point = est de genre strictement positif.

(5.1.12.1) Remarquons que 4) et 5) impliquent que x est de type 2; c’est
évident pour 5), justifions-le pour 4). Si x est de type 3, il possede un voisinage V
que lon peut immerger dans une couronne virtuelle U de sorte que 2 € S(U) et
de sorte que V'\ {«} soit réunion de 0,1 ou 2 composantes connexes de U \ {z};
comme br(U, x) a pour cardinal 2, il existe un voisinage ouvert I'g de x dans T'
tel que Ty C S(U) ; mais on a alors s(y) ~ s(U) ~ s(x) pour tout y € Ty, et 4)
n’est pas satisfaite.

(5.1.12.2) 1l résulte de et que l'ensemble des nceuds de I' en
est une partie fermée et discréte. Si IV est un sous-arbre localement fini et
analytiquement admissible de X contenant I' et si x est un nceud de I' il découle
aussitot des définitions que z est un nceud de IV, sauf peut-étre si les conditions
suivantes sont satisfaites : ¥ € Xjg3 \ 0 X, g(x) = 0 et x est un point isolé

de I' ou un point unibranche de I' tel que s(b) = s(z) pour I'unique branche b
de br(T, z).

(5.1.12.3) Soit I un intervalle ouvert non vide tracé sur I', relativement
compact dans ce dernier et n’en contenant aucun nceud; il n’en contient en
particulier aucun sommet topologique, et est donc un ouvert de I'; supposons
de plus que 91 C X3 3. Nous allons montrer que I > est une couronne gentiment
virtuelle, évidemment relativement compacte.

On déduit des hypotheses faites sur I 'existence d’une suite finie
21 <xg < ... < Ty

de points de I (arbitrairement orienté) telle que 1'on ait, si 'on note xg et 41
les deux bouts de l'arbre I :
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e pour tout i € {0,...,n} Pouvert |z;;z;1[> est une couronne gentiment
virtuelle ;
e pour tout ¢ € {1,...,n}, les plongements

5(!1,'2) — 5(]%2',1; xz[b) et 5(£CZ) — 5(]1'1'; $i+1[b)
(4.5.14.1)) sont des isomorphismes.

Soit i € {1,...,n}. Les composantes connexes de |x; ;2 1["\{z;} autres
que |z;_1; [ et |z i [ sont des disques virtuels; il en découle, en vertu
de [4.5.14.3) que l'évaluation induit un isomorphisme entre s(Ja;_1;2;11[")
et s(z;). On a donc pour tout ¢ compris 1 et n des isomorphismes naturels

sz v, @i’) = sz e [)) = sz i ).

11 en résulte que pour tout élément 4 de {0,...,n}, toute fonction appartenant
& s(Jzg;x41°) s'étend naturellement en une fonction appartenant & s(I°);
autrement dit, si F désigne le corps s(I°) alors 5(]z;; z441[") =~ F pour tout i €

{0,...,n}.

La courbe F-analytique I” est lisse (qu’elle soit sans bord résulte du fait
que I ne contient aucun nceud de T'); pour tout ¢ compris entre 1 et n, les
composantes connexes de I° \ {z;} sont d’'une part |zo;2;[ et |zs;z,i1[, et
d’autre part des disques virtuels ; par ailleurs, I'ouvert |z;; 2,11 [b est pour tout i
compris entre 0 et n une couronne gentiment virtuelle sur F.

Une application répétée du lemme assure alors que I” est une couronne
gentiment virtuelle sur F.

Triangulations

(5.1.13) Si X est une courbe k-analytique quasi-lisse, nous appellerons
triangulation de X la donnée d’un sous-ensemble S fermé et discret de X,
contenu dans Xz 3], et tel que toute composante connexe de X \ S soit un
disque virtuel ou une couronne virtuelle et soit relativement compacte dans X ;
on dira que l'ensemble S est I’ensemble des sommets de la triangulation en
question. Attention : si U est une composante connexe de X \ S qui est une
couronne virtuelle, on ne demande pas que son adhérence soit un arbre : elle
peut étre homotope & un cercle si QU est un singleton.

Remarquons que si S est une triangulation de X, toute composante connexe
de X \' S a un bord non vide; cela implique que S rencontre toutes les
composantes connexes de X.

(5.1.14) Théoréme. Soit X une courbe k-analytique quasi-lisse.

i) Si S est une triangulation de X, la réunion T' de S et des squelettes des
composantes connexes de X \ S qui sont des couronnes virtuelles est un sous-
graphe localement fini et analytiquement admissible de X tracé sur X[ 3) ; tous
les neeuds de T' appartiennent a S, et '\ S est réunion disjointe d’intervalles
ouverts d’adhérence compacte dans I'; on dira que I' est le squelette de la
triangulation S.

i1) Réciproquement, soit T' un sous-graphe localement fini et analytiquement
admissible de X tracé sur Xpp3) et soit S une partie fermée et discréte de T
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contenant ses neeuds et telle que T'\ S soit réunion disjointe d’intervalles ouverts
d’adhérence compacte dans I'. L’ensemble S est alors une triangulation de X
dont T est le squelette, et toute composante connexe de X \ S est un disque ou
une couronne gentiment virtuel(le).

i) Si ¥ est un sous-ensemble discret et fermé de X contenu dans X[z 3, il
existe une triangulation de X contenant X2 ; en particulier, X posséde au moins
une triangulation; et si S est une triangulation de X alors toute composante
conneze de X \ S est un disque ou une couronne gentiment virtuel(le).

iv) Si X est strictement k-analytique, si |k™| # {1} et si ¥ est un sous-
ensemble discret et fermé de X constitué de points de type 2 alors il existe une
triangulation de X contenant ¥ et dont tous les sommets sont de type 2; en
particulier, X posséde une triangulation dont tous les sommets sont de type 2.

Démonstration. Pour établir i), il suffit de vérifier que si z € S, il n’y a qu'un
nombre fini de composantes connexes de X \ S aboutissant & = qui sont des
couronnes virtuelles; or ¢’est une conséquence du théoréme [£.54] et du fait que
tout voisinage de x dans le graphe X contient presque toutes les composantes
connexes de X \ {z}.

L’assertion ii) est une reformulation du [5.1.6.4] et du [5.1.12.3]; lassertion
iii) résulte de i), de ii), de Dexistence d’un sous-graphe localement fini et
analytiquement admissible de X tracé sur Xjs 3 et contenant ¥ (th. [5.1.11

et [5.1.6.3), et de la métrisabilité d’un tel sous-graphe (prop. [4.5.7)).

Prouvons maintenant iv); on suppose donc que la courbe X est
strictement k-analytique; il existe un sous-graphe localement fini et
analytiquement admissible I' de X tracé sur X[ 3] et contenant ¥ (cf. supra).
Soit z un point de type 3 de I'. Comme X est strictement k-analytique, = ¢
0*" X ; par conséquent, il existe un voisinage ouvert V' de x dans X qui est une
couronne virtuelle telle que = € S(V).

Etant de type 3, le point  ne peut satisfaire les propriétés 3) et 4) du;
I'on déduit de ce qui précede que x ne peut étre un noeud de I' que si le nombre
de branches de I issues de x est inférieur ou égal & 1. Supposons que ce soit
le cas; il existe alors un intervalle ouvert I tracé sur S(V') aboutissant & x et
qui ne rencontre pas I'. Comme |k*| # {1}, les points de type 2 sont denses
dans le squelette de V', et a fortiori dans I ; choisissons un point y de type 2
sur I; la réunion de I" et de [y; [ est un sous-graphe localement fini admissible
de X ; il est par conséquent analytiquement admissible . Ainsi, I'on peut
prolonger I' au niveau de chacun de ses noeuds de type 3 de maniere a obtenir
un sous-arbre localement fini et analytiquement admissible A de X contenant X
et dont tous les neeuds sont de type 2.

Soit Sy la réunion de ¥ et de ’ensemble des nceuds de A. La métrisabilité
de A (prop. assure que le complémentaire de Sy dans A est réunion
disjointe de cercles et d’intervalles ouverts; si J est I'un d’eux et si J’ est un
intervalle ouvert tracé sur J dont 'adhérence est un segment, 'ouvert (J')*" est
une couronne virtuelle (5.1.12.3)) et les points de type 2 sont denses dans son
squelette J’ puisque la valeur absolue de k n’est pas triviale; par conséquent,
les points de type 2 sont denses dans A\ Sp. En conséquence, il existe un sous-
ensemble fermé et discret S de A contenant Sy, constitué uniquement de points
de type 2, et tel que A\ S soit réunion disjointe d’intervalle ouverts relativement
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compacts dans A; en vertu de ii) (déja établi) S est une triangulation de X,
dont tous les sommets sont par construction de type 2. [

(5.1.15) Lemme. Soit X une courbe k-analytique, soit U un ouvert de X et
soit x € QU ; supposons que x est de type 2 ou 3.

1) Si U est un k-disque et si r désigne son rayon modulo |k*|, on a
Vinclusion | (x)*| C |k*|.r%, avec égalité si k est algébriquement clos. Le
point © est de type 2 (resp. 3) si et seulement si v € +/|k*| (resp. r €
R — /5.

2) Si U est une k-couronne, siw est un bout de U convergeant vers x, et sir
désigne le rayon extérieur de U modulo |k*| en w, on a linclusion |7 (x)™| C
|k>|.r%, avec égalité si k est algébriquement clos. Le point x est de type 2 (resp.

3) si et seulement sir € \/|k*| (resp. r € RY — \/[kX]).

Démonstration. Si U est un disque, il existe une couronne Z contenue dans U
et aboutissant & 1'unique bout w de U. Le point 2 appartient & Z ; lorsqu’on
voit w comme bout de Z, il converge vers z et le rayon extérieur modulo |k*|
de Z en w est égal au rayon de U modulo |k*|. Il suffit par conséquent de
démontrer 2).

On se place donc sous les hypothese de 2). L'inclusion |52(z)*| C |k*|.r%, la
description du type de x en fonction de r, et la quasi-lissité de X en x découlent

de et sq..

Supposons maintenant que k soit algébriquement clos, et soit b € br(X,x) -y
la branche définie par w. Il existe une section coronaire Z de b et une fonction
analytique f définie et inversible sur un voisinage ouvert de x contenant Z et telle
que fz soit une fonction coordonnée de Z ; quitte a remplacer f par f —1 on peut
supposer que | f| croit dans la direction de z. On peut par ailleurs restreindre Z
de sorte qu’elle soit une sous-couronne de U aboutissant & w. Le rayon extérieur
de U modulo |k™| en w est alors égal & celui de Z, qui coincide avec la limite
de |f|] dans la direction de w. Or cette limite vaut précisément |f(x)|. Par
conséquent r = | f(x)| modulo |k*]|, ce qui entraine que r € | (x)*| et établit
Vinclusion |k*|.r2 C |52 (x)*|, achevant ainsi la démonstration. O

Ablation et adjonction de sommets

Soit X une courbe k-analytique quasi-lisse et soit S une triangulation de X ;
on note I' le squelette de S.

(5.1.16) Soit = € S; posons ¥ = S\ {z}, notons Iy la composante connexe
de I' — ¥ contenant x. Les composantes connexes de X — ¥ sont d’une part F'{),
d’autre part les composantes connexes de X \ S dont le bord ne contient pas x.
Comme toute composante connexe de I'\ S est relativement compacte dans T, le
graphe I'( est relativement compact dans T'; et F% est par conséquent un ouvert
relativement compact de X. Il s’ensuit que ¥ est une triangulation de X si et
seulement si I') est un disque virtuel ou une couronne virtuelle.

Supposons que ce soit le cas. Cela implique que I'g posseéde un ou deux bouts.
Comme S contient tous les noeuds de I', il en contient tous les sommets, ce qui
implique que 'y ne possede aucun sommet a l’exception éventuelle de z. Il y a
donc maintenant deux possibilités.
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(5.1.16.1) Le cas ou I'g posséde deuzx bouts. C’est alors un intervalle ouvert,
dont ’adhérence dans I est ou bien un cercle se refermant sur un élément de .S,
ou bien un intervalle compact joignant deux éléments de S. Notons 5y et [f_
les deux branches de I'g issues de x

Si I‘% est une couronne virtuelle alors I'y est son squelette; le point z
appartient a Uintérieur analytique de X, est de genre 0, et vérifie les égalités

s(84) = s(x) = s(B_) = s(T5").

Réciproquement, supposons que = appartienne a l'intérieur analytique de X,
qu’il soit de genre 0, et que s(54) = s(z) = (6-); comme de plus le point x
possede un voisinage dans I" qui est un intervalle ouvert, ce n’est pas un nceud
de T'; comme T'o NS = {a}, lintervalle Ty ne contient aucun nceud de T'. Par
ailleurs, I'g est d’adhérence compacte dans I'; le assure alors que F% est
une couronne virtuelle.

(5.1.16.2) Le cas ou I'g posséde un bout. C’est alors un intervalle semi-ouvert
dont x est I'extrémité, et dont le bord dans I' consiste en un point y de S qui
differe de x. Comme T'y NS = {z}, lintervalle Jy; z[ ne contient aucun nceud
de T'; par conséquent, ]y;av[b est une couronne virtuelle (5.1.12.3). On note b
(resp. ) la branche issue de y (resp. issue de de x) et définie par Jy; x[.

Supposons que I'g soit un disque virtuel; le point = appartient alors a
l'intérieur analytique de X et est de genre 0, et 'on a 5(b) = s(Jy; z[*) = s(I'})
. L’on dispose par ailleurs de deux plongements naturels 5(T3) < s(x)
et s(z) — s(8) = s(Jy; z[) ; comme s(T%) = s(]y; z[°), on a s(x) = s(j).

Réciproquement, supposons que = appartienne a 'intérieur analytique de z,
soit de genre 0, et que s(z) = s(3). Nous allons montrer que I} est un disque
virtuel.

Les composantes connexes de I') \ {x} sont d'une part Jy;z[>, d’autre part
des composantes connexes de X — I', et donc des disques virtuels. Il s’ensuit
que s(I'%) = s(x) (4.5.14.3) ; notons F ce corps et choisissons-en un k-plongement
dans k°. L’espace 1"% est une courbe F-analytique; elle est sans bord, car le bord
analytique de X est contenu dans S\ {z} qui ne rencontre pas I'}.

La courbe @—analy‘cique F%@Fka est connexe, et r a un et un seul

antécédent xp sur celle-ci. Les composantes connexes de & rka \ {z} sont
d’une part des ﬁ—disques, d’autre part les composantes connexes de ]y; x["@ F@ ;
comme F = s(z) = s(8) = s(Jy; 2["), Vespace Jy; 2@ pk® est en fait connexe,
et est donc une k“-couronne. Prolongeons-la en un @—disque; on obtient une
courbe @-analytique quasi-lisse, connexe, compacte et sans bord ; elle s’identifie
des lors a 272" pour une certaine ka-courbe projective, integre et lisse Z .

Le point 27 est un point de genre 0 de 27", et 27" \ {x;7} est réunion
. . . . ’ ~ 1 .
disjointe de disques. Il résulte alors du lemme [4.4.24] que 2 =~ szv par

construction, )& rka s'identifie & une composante connexe de 270 \ {n} pour
un n € ﬂ‘f[grgl ; ¢’est donc un disque, et F% est bien un disque virtuel.

(5.1.16.3) Récapitulation. Le sous-ensemble S\ {z} est donc une triangulation
si et seulement si toutes les conditions suivantes sont vérifiées :

o x ¢ 0X? et est de genre 0;
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e ['g est un intervalle ouvert, ou bien un intervalle semi-ouvert d’extrémité x ;
e 5(x) = s(8) pour toute branche 8 de Iy issue de z.

Remarquons que la derniére condition est automatiquement vérifiée lorsque k
est algébriquement clos.

(5.1.17) Soit maintenant x un point de X35 \ S'; nous allons montrer qu'il
existe une plus petite triangulation de X contenant S U {z}, et la décrire.

(5.1.17.1) Le cas ot x € T. 1l est alors situé sur une composante connexe [
de T'\ S, qui est un intervalle ouvert d’adhérence compacte dans X. Soient I
et I_ les deux composantes connexes de I\ {z}. Les composantes connexes
de X —(SU{x}) sont d’une part les composantes connexes de X \ S ne contenant
pas x, d’autre part les ouverts Ii et I’ de X. Chacun des intervalles I_ et I
est d’adhérence compacte dans I" (puisque c’est le cas de I) et ne contient
aucun neeud de I' (puisque ceux-ci appartiennent tous & S). Il en résulte que Ii
et I’ sont deux couronnes virtuelles (5.1.12.3) relativement compactes; par
conséquent, S U {z} est une triangulation de X.

(5.1.17.2) Le cas ot x ¢ T. Soit y I'image de z sur T' par la rétraction
canonique; la réunion IV de T et de [z;y] est admissible, donc analytiquement
admissible (5.1.6.2)). Soit S’ la réunion de S et de I’ensemble des nceuds de I7.

Le point y appartient a S’. En effet, ¢’est évident ’il appartient & S ; sinon, ce
n’est pas un noeud, et a fortiori pas un sommet de I'; il y a donc deux branches
de I, et partant trois branches de I, issues de y, ce qui implique que ¥ est un
sommet, et a fortiori un nceud, de I' ; il appartient en conséquence a S’. Notons
par ailleurs qu’un point de I" différent de y est un nceud de I si et seulement si
c’est un neeud de I'; par conséquent, S’ NT = S U {y}.

Le point x est un sommet, et donc un nceud, de I'; il appartient de ce fait
a S’ Si z €]x;y[ alors z ¢ T'; par conséquent, z est situé sur un disque virtuel ;
c’est donc un point de genre zéro appartenant a l'intérieur analytique de X ; de
plus, ce n’est pas un sommet de I'. Il s’ensuit que z est un nceud de I" si et
seulement si il vérifie la condition 3) du

L’application z — [s(z) : k] étant semi-continue inférieurement (5.1.12),
Pensemble de ses points de discontinuité sur |z;y[ est fini. Il s’ensuit, compte-
tenu de ce qui précede, qu’il existe une suite y =z < 21 < ... < z, = x de
points de [y; z] tels que S’ = S U {x; }ocign-

L’ensemble S’ est une partie fermée et discrete de IV qui en contient tous
les noeuds; si J est une composante connexe de IV \ S” alors J est ou bien un
intervalle de la forme |z;;x;41[ avec 0 < i < n — 1, ou bien est contenue dans
une composante connexe de I' \ S'; dans les deux cas, J est un intervalle ouvert
d’adhérence compacte dans I'V. On en conclut que S’ est une triangulation de X,
contenant par construction S U {z}.

Si ¥ est une triangulation de X contenant S U {z} alors le graphe de ¥
contient I ; par conséquent, ¥ contient S’. Ainsi, S’ apparait comme la plus
petite triangulation de X contenant S U {z}.

(5.1.17.3) On conserve les hypotheses et notations du [5.1.17.2[; faisons
quelques remarques.
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Premiére remarque. Soit j € {0,...,n}. Il découle de la construction ci-
dessus si j > 1 et du si j =0 que SU{z;}ocig; est la plus petite
triangulation de X contenant SU {x;}.

On en déduit aisément que si X est une triangulation quelconque contenant S
telle que X\ S soit fini, il existe une suite finie S =Sy C S; C ... C S, =X de
triangulations de X telles que S;11 \ S; soit un singleton pour tout entier ¢ €
{0,...,m—1}.

Seconde remarque. Si k est algébriquement clos la fonction z — [s(2) : k] est
constante (et égale & 1) sur I ; par conséquent, la suite (x;) est réduite & deux
termes, a savoir ¢p = y et x1 = x. Ainsi, S’ coincide dans ce cas avec SU{y, z}.

Description du squelette analytique dans le cas
algébriquement clos

(5.1.18) Proposition. Soit X une courbe ﬁ—analytique génériquement quasi-
lisse et soit U un ouvert relativement compact de X dont le bord analytique est
vide, dont le bord topologique est contenu dans Xia3), et qui ne contient aucun
point singulier. L’owvert U est un disque (resp. une couronne) si et seulement
si U est un arbre a un bout (resp. a deuzx bouts) ne contenant aucun point de
genre strictement positif.

Démonstration. Dans les deux cas, les implications directes sont évidentes ;
il reste a montrer les réciproques. On suppose donc que U est un arbre ayant un
ou deux bouts, sans point de genre strictement positif et sans point singulier.
Quitte & remplacer X par son lieu quasi-lisse (qui contient U par hypothese,
ainsi que QU car ce dernier est contenu dans X[2,3]), on peut alors supposer
que X elle-méme est quasi-lisse.

Soit S le bord topologique de U dans X (il comprend un ou deux éléments).
Fixons une triangulation T" de X qui contient S, et soit I' son squelette.

Supposons que T N U soit non vide; dans ce cas I' N U est non vide. Si x
est un point unibranche de I' N U alors « € T. En vertu des hypotheses faites
sur U le point x est de genre zéro, et n’appartient pas a 9** X. Il résulte alors
de que T\ {z} est encore une triangulation de X, et elle contient S par
construction ; en recommencant ’opération autant de fois qu’il est nécessaire,
on se raméne au cas ou I' N U ne contient plus aucun point unibranche. On
distingue maintenant deux cas.

(5.1.18.1) Supposons que 'NU = ). Dans ce cas U est une composante connexe
de X —I'; comme I' est analytiquement admissible, U est disque.

(5.1.18.2) Supposons que I' N U # (. Comme I' contient S et rencontre U,
Padhérence de I' N U dans la compactification arboricole U (adhérence qui
s’identifie & (F/ﬁ\U)) n’est pas réduite & un singleton; comme (F/(—WT]) est par
ailleurs un arbre compact et fini, il contient au moins deux points unibranches,
dont aucun ne peut par hypothese appartenir a U. Comme dU possede au plus
deux éléments, on déduit de ce qui pr/éc‘c;de qu’il en possede exactement deux,
qui sont les points unibranches de (I' N U); autrement dit, U est un arbre &
deux bouts et 'NU est I'intervalle ouvert qui les joint, c’est-a-dire encore S(U).
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L’intersection T'N U est un ensemble fini. Si x € T N U, les hypotheses
faites sur U assurent que z est de genre zéro, et n’appartient pas a 0*"X ; il
résulte alors de que T\ {z} est encore une triangulation de X, et elle
contient S par construction. En recommengant I'opération autant de fois qu’il
est nécessaire, on se rameéne au cas o T'NU = (. L’ouvert U apparait alors
comme une composante connexe de X \ T'; par définition d’une triangulation,
et compte-tenu du fait que U est un arbre a deux bouts, il s’ensuit que U est
une couronne. [

(5.1.19) Théoréme. Soit X une courbe Ea-analytz'que génériquement quasi-
lisse connexe et non vide et soit © le sous-ensemble fermé et discret de X
constitué des points x possédant l'une au moins des trois propriétés suivantes :

e 1 est singulier;

o g(x)>0;

o cO™MX.

1) Si S(X) est non vide et si r désigne la rétraction canonique de X
sur S(X), alors S* (X)) est la réunion de S(X) et des segments [x;r(x)] pour x
parcourant ©.

2) Si X est un arbre a un bout w alors S*™(X) est égal & la réunion des [x;w|
pour x parcourant ©.

3) Si X est un arbre compact, S*™(X) est la réunion des segments [x;y]
pour x et y parcourant ©.

Démonstration. Dans chacune des situations 1), 2), et 3), on souhaite montrer
légalité entre S?"(X) et un certain sous-ensemble & de X (dont la définition
dépend du cas considéré), qui possede les propriétés suivantes :

e il est convexe (cela découle des définitions);

o il est tracé sur Xjg 3}, en vertu de la convexité de ce dernier, du fait
que © C X[ 2,3, et du fait que S(X) C X[ 2 3 puisque tout point non rigide de
type 1 ou 4 de X est unibranche.

De plus, I'ensemble & est un sous-graphe fermé de X. En effet, cela résulte
dans le cas 1) de dans le cas 2) de la proposition et dans le
cas 3) du fait que & est alors une réunion finie de segments. Ce sous-graphe
est admissible dés qu’il est non vide : dans le cas 1), c’est parce que & est un
sous-graphe convexe et fermé de X contenant son sous-graphe admissible S(X) ;
dans les cas 2) et 3), ¢’est une conséquence de

(5.1.19.1) Le squelette analytique S*™(X) contient &. C’est di au fait qu’il
contient S(X) U O, qu'il est convexe, et est admissible s’il est non vide (ce
dernier point ne sert que dans le cas 2) — il garantit alors que si $*(X) est non
vide il aboutit a w d’apres(1.5.2)).

(5.1.19.2) Le sous-graphe conveze & de X contient S*(X). Soit x € X \ &;
nous allons montrer que x possede un voisinage ouvert dans X qui est un disque,
ce qui assurera que x ¢ S**(X) et achevera la démonstration.

Supposons tout d’abord que & est non vide; il est des lors admissible, et
la composante connexe U de X \ & est en conséquence un arbre & un bout
relativement compact; soit ¢ I'unique point de son bord. Comme & O O,
Pouvert U ne contient aucun point de 9*" X ni aucun point de genre strictement
positif. Soit b € br(X,t) la branche définie par [x;t]. Il existe s €|x;t] tel
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que |, t[> soit une section coronaire de b; soit s €]s; [ et soit U’ la composante
connexe de X \ {s'} contenant s. Par construction, U’ est un arbre & un bout
relativement compact de bord {s'}, qui ne contient aucun point de 9*"X ni
aucun point de genre strictement positif. Comme s’ est situé sur le squelette
d’une couronne, il est de type 2 ou 3, et la proposition [5.1.1§] ci-dessus assure
que U’ est un disque (si t € X3 3) on peut montrer directement par un argument
analogue que U est un disque).

Supposons maintenant que & est vide. La courbe X est alors un arbre ou
bien compact, ou bien & un bout. Si elle est compacte, elle ne peut étre réduite
& {z} (sinon z serait de type 3 et appartiendrait & 9°" X, et donc & &) et possede
donc au moins un point y différent de = et non unibranche, donc de type 2 ou
3.

Si X est un arbre & un bout w, on choisit un point y sur |z;w[; comme y est
non unibranche, il est de type 2 ou 3.

Dans les deux cas, la composante connexe U de X \ {y} contenant x est
un arbre & un bout relativement compact. Comme & est vide, U ne contient
aucun point appartenant a 9*" X, aucun point de genre strictement positif , ni
aucun potin singulier ; la proposition ci-dessus assure alors que U est un
disque. O

(5.1.20) Corollaire. Soit X une courbe @—analytique génériquement quasi-
lisse. Si x est un point unibranche de S*(X) alors ou bien = est de genre
strictement positif, ou bien il est singulier, ou bien il appartient a 0*"X.

Démonstration. Cela résulte immédiatement du théoreme [5.1.19| ci-dessus,
et du fait que S(X) n’a pas de points unibranches. O

5.2 Triangulations et cohomologie étale
Une suite exacte

(5.2.1) Soit X une courbe k-analytique, et soit 7 le morphisme du site étale
Xt vers le site topologique Xip.

(5.2.1.1) Pour tout g, le foncteur R, admet la description explicite suivante :

il associe & un faisceau .# sur X le faisceau sur Xyop associé au préfaisceau U —
HY(Ug, 7).

(5.2.1.2) Soit .# un faisceau sur X¢. La dimension topologique de X étant
égale & 1 (prop. [1.5.24)), la suite spectrale

H? (X¢op, R, F) = HP T ( Xy, F)
induit pour tout entier p une suite exacte

0 — H' (Xiop, RF'1.F) — HP (X, F) — HY(Xiop, RPT.F) — 0.

(5.2.1.3) En prenant p = 1, on obtient la suite exacte

0 — H (Xiop, M F) — H' (X4, F) — H°(Xiop, R F) — 0,
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qui est la seule que nous aurons a considérer ici. Nous allons maintenant
expliquer comment ’on peut, grace a 'interprétation explicite des trois groupes
en jeu et des fleches entre iceux, en démontrer l'existence directement, sans
référence a la machinerie cohomologique générale.

(5.2.1.4) Un élément de H'(Xg,.#) peut s’interpréter comme une classe
d’isomorphie de .Z-torseurs (sur Xet).

Un élément de H"(Xop, R'7m,.F) peut s’interpréter comme une classe de
familles (7,)zex, ot 7, est pour tout & un germe de .F-torseur en x, et ou il
existe pour tout € X un voisinage ouvert U de x et un .#-torseur . sur U
tel que J, = .7 xy (X,y) pour tout y € U; le terme «classe> fait référence a
la relation suivante : on identifie (), et (%), si les germes 7, et .7, sont
isomorphes pour tout x.

Un élément de Hl(Xtop,ﬂ*f ) peut s’interpréter comme une classe
d’isomorphie de 7. %#-torseurs (sur Xiop); notons que m..% n’est autre que la
restriction de # & Xiop.

(5.2.1.5) Soit .7 un 7,.Z-torseur. Le produit contracté I’ := n*F x™ ™% F
est un .#-torseur; cette construction induit un morphisme de Hl(Xtop,ﬂ*gZ )
dans H'(X4,.Z) qui est celui de

Soit (U;) un recouvrement ouvert de X, muni d’une famille

(05 Tu, ~ TP U, )i

de trivialisations. A cette donnée est associée un cocycle (hij) & coefficients
dans m..%. La famille (o : Jy, =~ mﬁ“w) induit une famille de
trivialisations (o7} : ﬂl’U ~ Z|u, )i, et le cocycle correspondant est <égals a (hy;)
(rappelons que 7.7 (U; N U;) = % (U; N U;) pour tout (i,5)). On en déduit
que pour tout ouvert U de X, la fleche naturelle 7 (U) — Z/(U) est un
isomorphisme (les deux ensembles admettent en effet la méme description au
moyen du cocycle (h;;) et des groupes m,.#(U; NU) = F(U; NU)). On a en
particulier 7 (X) = Z/(X); par conséquent, 7 (X) # @ «— J'(X) # &, ce
qui signifie que H' (X;op, 72.F) — H' (Xg;, F) est injective.

(5.2.1.6) Soit ¥ un F-torseur. La famille (% xx (X,z)), satisfait les
conditions énoncées au [5.2.1.4]; cette construction induit un morphisme
de H* (X4, F) dans H(Xiop, R' 7. ), qui est celui de5.2.1.3

Soit 7 un m,.Z-torseur ; on a vu au[5.2.1.5| ci-dessus que le F-torseur 7' =
T x™ ™7 F est trivialisé par un recouvrement ouvert de X (il suffit
de prendre un recouvrement ouvert trivialisant Z); en conséquence, le
germe 7' x x (X, x) est trivial pour tout z € X.

Réciproquement, soit .¥ un .#-torseur tel que . X x (X, x) soit trivial pour
tout € X. Il existe alors un recouvrement ouvert (U;) de X, et pour tout i
une trivialisation o; : Jjy, ~ F|y,. Celle-ci induit un cocycle (h;;) subordonné
a (U;) et a coefficients dans .%, que 'on peut voir comme a coefficients dans 7,.%
puisque 7.7 (U; N U;) = .#(U; N U;) pour tout (i, j). Ce cocycle (h;;) définit
donc un 7,.Z-torseur .7, et l'on a . ~ 7*F x™ ¥ F (cf.

En conséquence, la suite de [5.2.1.3| est exacte en H (X4, .F).
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(5.2.1.7) Soit (), une famille de germes de .#-torseurs, comme au [5.2.1.4
Choisissons un recouvrement ouvert (U;);cr de X et pour tout i un % -torseur 7;
sur U; tel que 7, ~ .7; xx (X,x) pour tout z € U.

Comme X est paracompact de dimension topologique < 1, on peut quitte a
raffiner (U;) supposer qu’il est localement fini, puis que les intersections trois &
trois des U; sont vides. Par ailleurs, étant paracompact, I’espace X est normal ;
il existe donc un recouvrement ouvert (V;) de X tel que V; C U; pour tout i.
On choisit un ordre total sur I’ensemble I des indices.

Soit x € X. Il y a au moins un, et au plus deux, éléments i € [ tels que x € U;.
Choisissons un voisinage ouvert W, de x dans X ayant les propriétés suivantes.

e On a W, C V; pour tout i tel que x € V;, et W, C U; pour tout i tel
que x € U;.

e Pour tout ¢ tel que = ¢ U; l'intersection de W, et V', est vide.

e Siz € U;NUj avec i < j, il existe un isomorphisme o, : 7w, ~ Jjw, -

Pour tout # € X on choisit un indice i(x) tel que x € Vj(,). Le but de ce qui
suit est de montrer l'existence d'un systéme compatible (¢4,) d’isomorphismes
autorisant le recollement des torseurs .7,y w, lorsque z parcourt X.

Soient z et y deux points de X tels que W, N W, # 0. On distingue deux
cas.

e Sii(x) =i(y) on pose toy =1dg, ) oy, -

e Supposons maintenant i(x) # i(y). Comme W, rencontre W, C Vi,
on a y € Uy), et de méme x € Uy,). En conséquence, les points z et y
appartiennent tous deux a Uy N Uiyy. On pose alors tyy = o5 w,nw,
sii(x) <i(y), et tzy = Jy_ﬁ/v,mwy sinon.

Il reste & s’assurer que le systéme (¢g,) ainsi construit satisfait les relations
dites de cocycle. Soient donc x, y et z trois points de X tels que W,NW,NW, # 0.
Par ce qui précede, x € Uy N Usy) N Uy, ; il s’ensuit que deux au moins des
trois indices i(z),i(y) et i(z) sont égaux. La relation souhaitée découle alors
immédiatement de la définition de ¢4y, Ly, €t iy

Soit .7 le .#-torseur obtenu par recollement des 7 () |w (») le long du systeme
(tzy). On a par construction & xx (X,z) = Ji(z) Xuv,,, (X,7) =~ F, pour
tout z € X.

On en déduit que H'(X¢,.7) — HO(Xtop,leﬁ) est surjective, ce qui
acheve la preuve <concrétes de exactitude de la suite de

Calcul de H'(Xg4, y1¢) via une triangulation lorsque le corps
de base est algébriquement clos

On fize un entier { premier a p.

(5.2.2) Soit X une courbe ﬁ—analytique. On a d’apres|5.2.1.3| une suite exacte
naturelle

0 — H" (Xiop, p1e) — H (X, p1e) — H(Xiop, R mapsg) — 0.

On en déduit que si Hl(Xtop,,ug) = 0 (ce qui équivaut & demander que
Pentier ¢ soit égal & 1 ou que toute composante connexe de X soit un arbre),
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la fleche naturelle de Hl(Xét,pg) vers HO(Xtop, Rlm,.pue) est un isomorphisme.
C’est notamment le cas lorsque X est un disque ou une couronne.

(5.2.3) Soit X une courbe @—analytique lisse, soit S une triangulation de = et
soit I' le squelette de S.

Pour tout = € S, on note g(x) le genre de x, et 'on définit le groupe J(z)
comme suit :

e si z est de type 3 alors J(x) est trivial;
o si z est de type 2 alors J(z) =, _Z(k{), ou _# est la jacobienne de la
courbe résiduelle en x.

Dans tous les cas, J(x) est isomorphe (non canoniquement en général)
A (Z/07)%9(®),

(5.2.4) Théoreme. On conserve les notations du ci-dessus. On dispose
d’une suile exacte naturelle

0— ] J() = H*(Xyap, R'mupse) — Harm(T, Z/¢Z) — 0.
€S

Démonstration. Avant d’entamer la preuve proprement dite, nous allons fixer
quelques notations.

(5.2.4.1) Soit U un ouvert de X qui est un arbre, et soit h une section
de Rlm,p) définie sur un ouvert de X contenant U. Il résulte de
que hjy peut étre vue comme une <vraie> classe de cohomologie appartenant

a H1<Uét, tee). Considérons maintenant deux cas particuliers importants.

e Si U est un disque, H* (Ug, p1e) = 0 (prop. et remarque ; en
conséquence, hjy = 0.

e Si U est une couronne, H'(Ug;, p1¢) = Kumy(X) (th. 4.4.23). Fixons une
orientation o sur U ; ce choix induit un isomorphisme

U(U,o) : Hl(Uét,/J/g) = Kumg(X) >~ Z/KZ.

On écrira par abus oy, (h) au lieu de oy,0)(hjv)-

(5.2.4.2) Soit x € X 3] et soit a € br(X,z). La fibre de R'm, 11y en x s’identifie
a H' ((X7 x)étv Nf)'

Si h est une section de R,y de germe h, en x, 'élément 0, (h,) € Z/IZ
qui a été défini au sera simplement noté 6, (h).

Si Z est une section coronaire de a contenue dans l'ouvert de définition
de h, et si o désigne 'orientation de Z vers z on déduit de la définition de
l'invariant 6,, et du fait que Kum,(Z) ~ Kum,(Z') pour toute sous-couronne Z’
de Z, que 04(h) = 0(z,0)(h).

(5.2.4.3) Soit x € X34 et soit U un voisinage ouvert de x. On note G(z) le
sous-groupe de H'((X, z)e;, te) formé des germes de classes qui admettent un
représentant supporté par {z}.

Notons que si a € G(x) et si U est un voisinage ouvert de z alors o admet un
représentant sur U qui est supporté par {z} : il suffit de choisir un représentant
de « sur un voisinage ouvert Uy de {x} qui est supporté par {z}, et de le
prolonger par zéro.
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(5.2.4.4) Soit x € S. Notons I, I’ensemble des composantes connexes de X \T'
dont le bord est égal & {x}. Pour toute branche a € br(X,z)r on choisit un
intervalle ouvert I, contenu dans I'; aboutissant proprement a x et définissant a ;
quitte a restreindre les I, on peut les supposer deux & deux disjoints. La réunion

v (V)T T

Vell, acbr(X,z)cr
est un voisinage ouvert connexe de .

(5.2.4.5) Construction d’'un morphisme de H (Xtop, R pe)
vers Harm(T, Z/¢Z). Soit h € H'(Xop, RMapte), et soit (I, 0) un intervalle ouvert
non vide et orienté contenu dans I' \ S. Notons ¢y, (1,0) I'élément o ,)(h)
de Z/{Z. Par construction, cp, est une Z/¢Z-cochaine sur (I, 5)

Montrons que ¢ est harmonique. Soit = € S et soit a € br(X, ) une branche
qui n’est pas contenue dans I'. Elle est dans ce cas contenue dans une composante
connexe V de X \ T, qui est un disque. Choisissons une section coronaire Z de a
contenue dans V. On a hjy =0 , et a fortiori hjz = 0. En conséquence,

0.(h) = 0 (5.2.4.9).
Comme z ¢ 0X (la courbe X est lisse, et en particulier sans bord), il

résulte de ce qui précede et de la proposition [4.4.10, et plus précisément de
Pimplication ii)=-iii) qui figure dans son énoncé, que

> fa(h)=0.

acbr(X,x)

Mais puisqu’on a vu que 0,(h) = 0 dés que a n’est pas contenue dans T, il

vient 3, cpe(x,0)cp fa(h) = 0. On déduit alors de la définition de ¢, et de[5.2.4.2

que c¢p, est harmonique.

(5.2.4.6) Surjectivité de la fleche H°(Xiop, R Mupe) — Harm(T', Z/¢Z). Soit ¢
une cochaine harmonique sur T" & coefficients dans Z/¢Z.

Soit I wun intervalle ouvert non vide contenu dans I' \ S. La
classe 0&1 O)(C(I, 0)) ne dépend pas de l'orientation o; notons-la hy. Si J est
un intervalle ouvert non vide contenu dans I alors hy; = hy.

Comme la cochaine ¢ est harmonique, il résulte de la proposition et
plus précisément de 'implication iii)=-i) de son énoncé, qu’il existe une classe h*
appartenant a Hl(Um7ét, ¢) ayant les propriétés suivantes :

e pour tout V € II, on a h“”v =0;
e pour tout a € br(X,z)cr, la restriction de h* & I’ est égale & hy,.
Par construction, les classes h® (pour x parcourant S) et hp (pour [

parcourant mo(T'\ S)) se recollent en une section h de R,y sur X, dont
I'image dans Harm(I",Z/{Z) est égale a c.

(5.2.4.7) Noyau de la fleche H°(Xiop, R pig) — Harm(T, Z/¢Z). Soit h une
classe appartenant & HO(Xtop, R, ) telle que ¢, = 0 et soit V une composante
connexe de I' \ S. On a hjyy = 0 : si V est un disque cela résulte de et
si V' est une couronne c’est une conséquence de la nullité de c,. Il s’ensuit :
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e que la classe h est uniquement déterminée par la famille de germes (hy)zes ;
e que chacun des h, appartient au groupe G(z) des classes gratte-ciel.

On a ainsi construit une injection

Ker [H'(Xop, R'mupie) — Harm(T', Z/0Z)] — [ ] G(x).
TES

Montrons qu'elle est surjective. Soit (o) € [],cqG(z). Il existe pour
tout x € S une section h® de Rlm,puy sur Pouvert (X \ S)U{z} de X de support
contenu dans {x}. Les classes h¥ pour z parcourant S se recollent en une section
globale h € HO(XtOp, R, p1¢). On a par construction d'une part hix\s) = 0, ce
qui implique immédiatement que ¢, = 0; et d’autre part h, = «, pour tout z.
Ainsi,

Ker [H'(Xop, R' e — Harm(T, Z/0Z)] ~ [ | G(=).
zes
Soit = € S et soit h € H*((X, z)et, pue). 11 résulte de que h € G(z) si
et seulement si 6,(h) = 0 pour tout a € br(X,z). On en déduit, en vertu de

Passertion 2) de la proposition 4.4.10, que le groupe G(z) est canoniquement
isomorphe & J(x), ce qui achéve la démonstration. O

(5.2.5) On en déduit, compte-tenu de la suite exacte de et du fait que
Iinclusion I' < X est une équivalence homotopique, 'existence d’'un diagramme
commutatif

Hl (Xtopa IU'Z) e Hl (Pa ;U'Z)

H' (X, 10)

0 —— [Tes J(@) — H*(Xiop, R'apte) — Harm(D', Z/0Z) — 0

0

dont la ligne du bas et la colonne sont exactes.

(5.2.6) Supposons maintenant que X est non vide, propre et connexe. Elle
s’'identifie alors a l'analytifiée 272" d’une k@courbe algébrique projective,
irréductible et lisse 2" ; soit g son genre.

Soit B le premier nombre de Betti du graphe I', qui est aussi celui
de l'espace topologique X. On déduit du ci-dessus que le groupe
de f(-torsion H'(Xg,pg) est (non canoniquement en général) isomorphe
A (Z)07)%P+2Xees 9@ On sait par ailleurs en vertu de GAGA qu’il est
isomorphe & (Z/(7)%9.
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Ceci vaut pour tout entier ¢ premier a p (et donc en particulier pour au
moins un entier £ # 1). Compte-tenu du fait que tout point de X5 5 \ S est de
genre 0, il vient

g=B8+Y gl@)=8+ > g

z€eS z€X[2)

5.3 Extension des scalaires
Premiéres propriétés

(5.3.1) Soit X une courbe k-analytique, soit S un sous-ensemble de Xo,2,3] et
soit L une extension complete de k. Nous noterons S|y le sous-ensemble de X7,
égal a la réunion des ensembles finis z7) pour x € S (pour une définition de z(z;,
cf.13.2.14) ; 'image de S[z) sur X est égale a S. Nous allons énoncer quelques
propriétés élémentaires de la formation de Siz) que nous utiliserons librement
par la suite.

(5.3.1.1) Si L est presque algébrique sur k, I'ensemble Sz est simplement

I'image réciproque de S sur X, (3.2.15.3)).
(5.8.1.2) Si L' est une extension complete de L alors Sip = (S

B-2.15.2).

(5.3.1.3) Ecrivons L ®; s(X) comme un produit fini [] L; d’extensions finies

séparables de L. On a alors X1, = [[ X x4(x) L, et il résulte de|3.2.15.5|que Sz
est la réunion disjointe des Siz,; (ou Sip,) C X X4(x) L; est défini pour tout ¢
en voyant X comme espace s(X)-analytique).

(5.3.1.4) Soit 2 € X. L’ensemble x7) est en bijection naturelle avec I'ensemble
des idéaux maximaux de L ®j, s(z) (corollaire [4.3.16]).

(5.3.2) Soit X une k-couronne virtuelle. Le sous-ensemble $**(X)[z) de X, est
égal & S*™(Xp,).

En effet, soit F' une extension compléte de k composée de L et ka. Comme k@
est une extension presque algébrique de k, le sous-ensemble S*" (X )[@] de X7

coincide avec I'image réciproque de S*"(X) sur X5, a savoir S* (X5 ).

Puisque la courbe X est une Ez—couronne, il résulte de [3.2.15.1] que

(S*(X1z))(r) est égal a S*(Xr); son image sur Xz, est donc égale & S*"(Xp,).
Par ailleurs,

(S (XD = S (X)) = S™ (X)ry = (S (X)) )5

et son image sur Xz, est donc égale a S* (X)) ; il vient S* (X)) = S*(X1),
comme annoncé.

(5.8.3) Soit € X[p3); on a alors g(y) = g(z) pour tout y € x[z). En effet,
soit F' le /Eomplété d’une cloture algébrique d’une extension complete composée
de L et k%, soit y € (), soit z € y[F), et soit ¢ I'image de z sur X7 ; le point ¢
appartient a -
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Par définition, g(t) = g(x). D’apres le corollaire 4.3.15| le point z est I'unique
antécédent de t sur X, et le corpoide 7 (z) s’identifie au corpoide des fractions

de J(t) @7 F'. On distingue maintenant deux cas.

(5.3.3.1) Supposons que x est de type 2. Dans ce cas t est de type 2 aussi, et il
résulte de ce qui précede que J#(z) est le corps des fractions de J#(t), e B
en conséquence, on a g(z) = g(t) = g(x).

(5.3.8.2) Supposons que x est de type 3. Dans ce cas g(z) = 0, le point t est

également de type 3, et S(t) est de la forme k%(7) pour un certain élément 7

~ —~X
transcendant sur k%, dont le degré n’appartient pas a |k® |. Le corpoide J#(t)
est alors égal & F'(7), 'élément 7 restant transcendant sur F. Si le degré de 7

appartient a |F*|, le point ¢ est de type 2 et H(t), = (F(7))1 est transcendant
pur sur F}, ce qui implique que g(¢) = 0; si le degré de 7 n’appartient a |F*|,
le point ¢ est de type 3 et g(t) = 0 par définition.

(5.3.3.3) Dans tous les cas, on a g(t) = g(z); comme F est le complété
d’une cloture algébrique de L et comme y est un antécédent de x(y) sur Xp, il
vient g(z()) = g(t) = g(x), ce qu'il fallait démontrer.

(5.3.4) Proposition. Soit X wune courbe k-analytique et soit x € Xg 23]
Soit U une composante conneze de X \ {z}. Le bord de Uy, dans Xy, est alors
contenu dans z(g).

Démonstration. Soit m: X1, — X la fleche canonique. Nous allons commencer
par un certain nombre de réductions.

(5.3.4.1) Soit kP¥f le complété d'une cloture parfaite de k, et soit L' une
extension compléte de k composée de L et kP*f. Les applications continues
naturelles Xypart — X et X — X, sont des homéomorphismes, et I'on a

) = (Cpeear))ip) = (2(0))[2)-
On peut donc, en remplacant k par kP
ainsi au cas ou k est parfait.
L’assertion requise étant insensible aux phénomenes de nilpotence, on peut
alors remplacer X par X,eq, et donc la supposer réduite; elle est des lors
génériquement quasi-lisse.

, T par Tpgpar et L par L', se ramener

(5.3.4.2) Choisissons une famille (Zp)pepr(x,2)o, Ol chaque Z, est une section
coronaire de b contenue dans U. Le fermé V := U\ [[ Z;, de U est fermé dans X.
Il s’ensuit que le bord de Uy, dans X, est contenu dans |J, 0Zy 1 N 7 ().
Fixons b et écrivons Z au lieu de Z,. Par ce qui précede, il suffit pour conclure
de prouver que dZ; N7~ ! (x) C x{y).

5.3.4.3) Supposons que x est un point rigide. Dans ce cas zjz; = 7 H(x) et il
(L]
n’y a rien a démontrer.

(5.3.4.4) Supposons que x € X[31. Choisissons un voisinage affinoide V'
de =z dans X et une fonction analytique f sur V telle que |f(z)] # 0 et
telle que (f(z))p < 1. Le morphisme ¢:V — A,lg"an définit une présentation
d’Abhyankar de x; on a ¢(x) = 7., ou r = |f(x)|. Par construction, ¢(b)
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est la branche issue de 7, et contenue dans l'ouvert de A,lf’an défini par la
condition |T'| < r.

D’apres la proposition il existe une section coronaire Z’ de b et une
section coronaire Z” de (b) telles que ¢ induise un morphisme fini et plat de Z’
sur Z"; quitte & restreindre Z’ et Z”, on peut supposer que Z” est décrite par
une inégalité de la forme s < |T| < r pour un certain s €]0; [, et que Z’ est une
sous-couronne virtuelle de Z.

Soit y un point de Z;, situé au-dessus de x ; son image t sur AlL’an est située
au-dessus de 7.

Le point y appartient a 'adhérence d’une composante connexe Y de Zp,
et partant a S21(Y). Soit Y’ la sous-couronne virtuelle Y xz Z’ de Y. Comme
le point = n’est pas adhérent & S*(Z) \ S**(Z’), le point y n’est pas adhérent
a S*(Y) \ S*(Y’), et il appartient en conséquence a S2*(Y”’). On en déduit
que t € S(ZY) = [ns,0;nr,1]. Mais puisque t est situé au-dessus de 7, il
vient ¢ = 1,1, et y appartient de ce fait & x(g;. UJ

Les composantes qui apparaissent sont des disques virtuels

(5.3.5) Théoréme. Soit X une courbe k-analytique génériquement quasi-lisse
et soit x € X|g2.3). Soit L une extension compléte de k, et soit m: X, — X la
fléche canonique. L'ouvert Xp \ xr) de X est réunion disjointe d’une part des
composantes connezes de (X\{z})r, d’autre part de disques virtuels relativement
compacts tous contenus dans w1(x).

Démonstration. Si x est un point rigide x(;; = 7~ '(z) et lassertion est
évidente. Supposons maintenant que x € Xja37. Soit U une composante connexe
de X \ {z}. Il résulte de la proposition que le bord de Uy, est contenu
dans [z ; par conséquent, Uy, est une réunion de composantes connexes de X )\
x[L] .

On en déduit que Xz, \ z() est réunion disjointe des composantes connexes
de (X \ {x})r, et de ses composantes connexes contenues dans 7~ !(z). Il
s’agit maintenant de montrer que ces dernieres sont toutes des disques virtuels
relativement compacts. Soit donc V' une telle composante.

(5.3.5.1) Réduction a un cas particulier plus simple. Choisissons un voisinage
affinoide W de z dans X tel que s(W) = s(z). Ecrivons L @, s(W) = [ L,
ou les L; sont des extensions finies séparables de L; on a alors Wy =
LW xgw) Li, et xz) possede un et un seul élément sur chaque W x gy Lj.
La composante connexe V étant contenue dans 7~ 1(z), elle est nécessairement
incluse dans W Xy L; pour un certain ¢. En remplagant X par W, en
considérant ce dernier comme un espace s(W)-analytique et en remplagant k
par s(W) et L par L;, on se ramene au cas ol §(X) = s(x) = k. Cette derniere
condition assure que ) est un singleton pour toute extension complete F' de k.
Par abus, son unique élément sera encore noté gy

Soit L’ le complété d’une cléture algébrique de L ; on fixe un k-plongement
isométrique k@ < I'. Le point z(z/ est l'unique antécédent de x[y; sur Xp-,
et Vi, est donc une union de composantes connexes de X/ \x[L/]. Elle est
contenue dans l'image réciproque de = par la fleche X7, — X, et donc dans

I’image réciproque de Z(ja) bar la fleche X — Xi, car () est I'unique
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antécédent de z sur X. Il suffit pour conclure de montrer que Vi, est une

union disjointe de disques relativement compacts de Xp.

En vertu de ce qui précede on peut, en remplagant k par EE, T par Tz, L
par L' et V par une composante connexe de V., se ramener au cas ol k et L
sont algébriquement clos.

Comme V est contenue dans 7~ !(z), on peut si besoin restreindre ou
agrandir X autour de x. Puisque X est génériquement quasi-lisse, elle est quasi-
lisse au voisinage de x, ce qui autorise & la restreindre de sorte que X \ {z} soit
une union disjointe de disques ouverts relativement compacts et d’un nombre
fini de couronnes ouverte de bord {z}.

En prolongeant chacune de ces dernieres en un disque, on obtient une courbe
analytique propre, lisse, connexe et non vide ; on peut ainsi finalement supposer
qu’il existe une k-courbe projective, irréductible et lisse 2 telle que X = X2
et telle que 272" \ x soit réunion disjointe de disques.

(5.3.5.2) Soit g le genre de Z". Par construction, {z} est une triangulation

de Z2". On déduit de que g(z) = g.
D’apres on a g(zrz)) = g(v) = g. Comme le genre de 27, est égal a g, il

résulte de que 27" ne possede aucune boucle (comme 272" est par ailleurs
compacte, connexe et non vide pusique 27, est projective et irréductible, Z "
est un arbre compact), et que g(y) = 0 pour tout y € (27" )23 \ (1)

Puisque Z7" est un arbre compact, V est un arbre & un bout relativement
compact ; puisque x[;) ¢ V, la composante V' ne contient aucun point de
genre > 0. L'unique point z[;) de OV étant de type 2 ou 3, il résulte de la
proposition que V est un disque, ce qui acheve la démonstration. (J

(5.3.6) Corollaire. Soit X wune courbe k-analytique et soit * € Xgo3)-
Soit L une extension complete de k, et soit m: X, — X la fleche canonique.
Loouvert X, \ zr) de X est réunion disjointe d’une part des composantes
connezes de (X \ {x})r, d’autre part d’arbres a un bout relativement compacts
tous contenus dans w1(x).

Démonstration. Soit kP*f le composé d'une cloture parfaite de k, et soit L/
une extension complete de k& composée de L et kP*f. Les fleches naturelles
Xppart — X et Xpr — X sont des homéomorphismes de réciproques
respectives T+ Tjgpare] €t T > (], et lonaon axip) = (Typearn)) () = (T[1)) (1]
pour tout z € X. On peut deés lors, en remplacant k par kP** z par son unique
antécédent sur Xppare, et L par L', se ramener au cas ol k est parfait. L’assertion
requise étant insensible aux phénomenes de nilpotence, on peut remplacer X
par X,.q, et donc la supposer réduite, et partant génériquement quasi-lisse. Le
corollaire est alors une conséquence immédiate du théoreme [5.3.5} [

Effets sur les sous-graphes et sur les triangulations

(5.3.7) Théoréme. Soit X une courbe k-analytique, soit I un fermé de X 2,3
et soit L une extension compléte de k. Soit m: X1, — X la fleche canonique.

i) Le sous-ensemble I'ip; de X, est fermé.
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ii) Les composantes conneves de X, \ I'|r] sont evactement les ouverts U
de X satisfaisant l'une des deux assertions swivantes, exclusives l'une de
Uautre.

a) L'ouwvert U est une composante connexe de (X \T)r.

b) L'ouvert U est contenu dans 7~ (x) pour un certain x € Tja3) et est
une composante connexe de Xy, \ xr) ; ¢’est alors un arbre a un bout
relativement compact, et un disque virtuel si X est génériquement
quasi-lisse.

i1t) Si T' est un sous-graphe (resp. un sous-graphe localement fini) de X
alors T'(r) est un sous-graphe (resp. un sous-graphe localement fini)
de Xy ; la surjection I'ipy — T’ est ouverte, et est un homéomorphisme
st k est algébriquement clos.

i) Si T est un sous-graphe localement fini de X, Uapplication conti-
nue ') — I est une isométrie par morceauz.

v) Si X est génériqguement quasi-lisse et si ' est un sous-graphe de X, il est
analytiquement admissible si et seulement si le sous-graphe ') de Xp
est analytiguement admissible.

Démonstration. Nous allons commencer par démontrer a la fois les
assertions i) et ii).

(5.8.7.1) Preuve de i) et ii). Par définition, I’ensemble X1, \ I';z] est la réunion
disjointe de I'ouvert (X \ T'); et des 7~ 1(x) \ zz) pour z parcourant I'. Or il
résulte du théoréme et de son corollaire que pour tout x € Xg 23],
I'ensemble 71 (z)\z[r) est la réunion disjointe de composantes connexes de X\
x[r], chacune d’elle étant un arbre a un bout relativement compact, et un disque
virtuel si X est génériquement quasi-lisse.

On déduit de ce qui précede que Xz, \ I'z) est un ouvert de Xy, dont les
composantes connexes sont précisément les ouverts décrits en ii); on a ainsi
démontré i) et ii).

(5.3.7.2) Preuve de iii). Commengons par une remarque. Si k est
algébriquement clos, (7 est un singleton pour tout x € X[g 2 3), et la surjection
continue I';z; — T est des lors injective.

L’assertion iii) étant locale sur X, on peut supposer ce dernier compact.
Soit L’ le complété d’une cloture algébrique de L; fixons un k-plongement
isométrique de ke dans L. Supposons que I' soit un sous-graphe (resp. un sous-
graphe fini- de X. Le compact I‘[kf; de X7 est 'image réciproque de I' sur X,
et est donc en vertu du corollaire :1.9.20 un sous-graphe (resp. un sous-graphe
fini) de X.

D’apres lassertion i) déja établie, (I‘[@])[L/] est un compact de Xp-.
Puisque ke est algébriquement clos, la surjection continue de I'jz = (F[@])[y]
vers F[EE] est bijective par la remarque ci-dessus, et elle induit donc par
compacité un homéomorphisme entre ses source et but ; le compact I'z/) est en
conséquence un sous-graphe (resp. un sous-graphe fini) de X,. Comme L’ est
une extension presque algébrique de L, le compact I'iz,) = (I'j))[z, est I'image
réciproque de I';;) sur Xz, et 'z s’identifie au quotient de I'(z,) par 'action de
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Galois. On déduit alors du théoreme [1.9.11) que ') est un sous-graphe (resp.
un sous-graphe fini) de X,.

Soit A un ouvert de I';z). Son image réciproque Az sur I’z est un
ouvert de ce dernier; comme la fleche I'jp) — F[EE] est un homéomorphisme,
elle identifie Az, & un ouvert € de F[Eg]; I’application F[kAa] — I étant un
quotient, elle induit une surjection de  sur un ouvert €’ de I'. Par surjectivité

de I';pp — T'y), V'image de A sur T' est égale a €.

Ainsi, la surjection I'jz; — T est ouverte. Si k est algébriquement clos, on a
signalé plus haut qu’elle est bijective, et c’est donc un homéomorphisme (soit
parce qu'elle est ouverte comme on vient de le voir, soit par compacité).

(5.3.7.3) Preuve de v). Soit F lextension compléte de k composée de L
et kPt Tes fleches naturelles Xipart — X et Xp — Xy sont des
homéomorphismes de réciproques respectives & — Zppart) €t T +— z(p] qui
préservent les toises canoniques, et 'on a z(1 = (Z{gearr)) (2] = (2(1))[z/] POUT
tout € X. On peut des lors, en remplacant k& par kP*f, ' par [pars) €t L
par F', se ramener au cas ou k est parfait. L’assertion requise étant insensible aux
phénomenes de nilpotence, on peut remplacer X par X,.q, et donc la supposer
réduite, et partant génériquement quasi-lisse.

Choisissons un ensemble fermé et discret S de points de T tel que T\ S
soit réunion disjointe d’intervalles ouverts, et soit S’ une triangulation de X
contenant S. Soit IV le squelette de S. Il contient T', et il suffit pour conclure de
montrer que FE s I est une isométrie par morceaux. Soit I une composante

connexe de I\ S; c’est un intervalle ouvert et I” est une couronne virtuelle.
On peut alors écrire Ii comme une union disjointe finie []Y; de couronnes
virtuelles. On a Ijz; = [[S*(Yi), et l'invariance du module des couronnes
virtuelles entraine que S**(Y;) — S**(I°) = I est une isométrie pour tout i,
ce qui acheve de montrer iv).

(5.3.7.4) Preuve de v). Supposons I' analytiquement admissible et soit U une
composante connexe de X \ I';. D’apres I'assertion ii) déja établie, on est dans
I'un des deux cas suivants.

o Premier cas. L’ouvert U est une composante connexe de (X \T')r. C’est
alors une composante connexe de Vj, pour une certaine composante connexe V'
de X\ T'; comme T est analytiquement admissible, V' est un disque virtuel
relativement compact, et U est donc également un disque virtuel relativement
compact.

e Second cas. L’ouvert U est contenu dans l'image réciproque de x pour un
certain x € I', et est un disque virtuel relativement compact.

Ainsi, U est dans tous les cas un disque virtuel relativement compact, et 'z
est analytiquement admissible.

Réciproquement, supposons que I'[7) est analytiquement admissible, et soit V'
une composante connexe de X \I'. Toujours d’aprés ii), V7, est une union disjointe
de composantes connexes de X \I';z], qui sont des disques virtuels relativement
compacts puisque I'(z] est analytiquement admissible. On en déduit que V
est un disque virtuel relativement compact, et I' est deés lors analytiquement
admissible. [
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(5.3.8) Théoréme. Soit X une courbe Eg—analytique et soit L une extension
complete de K. L’application continue compacte canonique Xy — X est une
équivalence homotopique, et Hf:(Xtop, A) — Hf;(XLwtop,A) est un isomorphisme
pour tout i € {0,1} et tout groupe abélien A.

Démonstration. Fixons un sous-graphe localement fini et analytiquement
admissible I' de X. Le théoreme assure que I'[z) est un sous-graphe
analytiquement admissible de X et que I'l;) — I' est un homéomorphisme.
Le théoreme provient alors du fait que X se rétracte par déformation sur T,
que X, se rétracte par déformation sur I'[z}, et que les rétractions X — T
et Xy — I';z) sont compactes. [J

(5.3.9) Théoréme. Soit X une courbe k-analytique génériquement quasi-lisse,
soit S une partie fermée et discrete de X(g 23, et soit L une extension compléte
de k. Les assertions suivantes sont équivalentes.

i) S est une triangulation de X.

it) S[L] est une triangulation de Xy, et pour toute composante connere U
de X1\ Siz) qui est une couronne virtuelle, la restriction de X, — X a S*(U)
est injective.

Démonstration. Soit m: X — X la fleche canonique. On procede par double
implication.

(5.3.9.1) Prouvons que i)=ii). On suppose donc que S est une triangulation
de X. Il est immédiat que Sj) est fermé et discret dans Xy (les fibres
de Sjz; — S étant finies). Soit U une composante connexe de Xy, \ Sizj. D’apres
le théoreme [5.3.7] on est dans 'un des deux cas suivants :

e U est contenu dans 7 1(S), et U est un disque virtuel relativement
compact ;
o U est une composante connexe de (X \ 5)r.

Supposons qu’on soit dans le second cas. Dans ce cas, U est une composante
connexe de Vi, pour une certaine composante connexe V de X \ S. Comme S
est une triangulation, on distingue a nouveau deux cas :

e I/ est un disque virtuel relativement compact, auquel cas U est un disque
virtuel relativement compact ;

e V' est une couronne virtuelle relativement compacte; dans ce cas, U est
une couronne virtuelle relativement compacte, et S**(U) — S**(V) est un
homéomorphisme.

Ainsi, ii) est vérifiée.
(5.8.9.2) Prouvons que ii)=>i). On suppose donc que Sz est une triangulation

de Xp. Soit F le complété d’une cloture algébrique de L ; fixons un k-plongement
isométrique de k¢ dans L.

Soit V' une composante connexe de X \ S, et soit U une composante connexe
de V. D’apres l'implication i)=-ii) déja établie, S;p) est une triangulation
de Xp. Le théoréme [5.3.7) assure que Vp est une union disjointe de composantes
connexes de Xp \ S{p). Par conséquent, 'ouvert Ur est une composante connexe
de Xr \ Spp), et il y a deux cas a distinguer.
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Premier cas : Up est un disque virtuel relativement compact dans Xp.. Dans
ce cas, U est relativement compact dans X, et le théoreme assure que U
est un arbre & un bout. Soit x I'unique point de OUpr. Son image y sur Xp est
I'unique point de OU, et on a nécessairement = = y[). Comme Ur est un disque,
x est de type 2 ou 3; puisque t > tg] préserve le rang des points d’ Abhyankar, y
est de rang 1, donc de type 2 ou 3. Enfin, puisque Uy est un disque virtuel, il ne
contient aucun potin de genre > 0; par conséquent, U ne contient aucun point
de genre > 0. Il résulte alors de la proposition que U est un disque. Par
conséquent, V est un disque virtuel, relativement compact dans X puisque U
est relativement compact dans X5.

Second cas : Up est une couronne virtuelle relativement compacte dans Xp.
1l existe une composante connexe U’ de V, telle que Up soit une composante
connexe de Up; d’apres le théoréme U’ est une composante connexe
de X \S (- Comme UF est une couronne virtuelle, U’ est une couronne virtuelle.

Comme Up est une couronne virtuelle, c’est un arbre a deux bouts
relativement compact dans Xp, dont tout point du bord (qui en comprend
au plus deux) est de type 2 ou 3, et qui ne contient aucun point de genre > 0.
Par un raisonnement analogue a celui suivi dans le premier cas, U est un arbre
a deux bouts relativement compact dans X, dont tout point du bord est de
type 2 ou 3, et qui ne contient aucun point de genre > 0. Il résulte alors de la
proposition[5.1.18 que U est une couronne. Pour montrer que V' est une couronne
virtuelle relativement compacte dans X, il suffit de vérifier que S**(U) — V est
injective.

D’apres 'hypothese ii), S*®(U’') — V est injective; par ailleurs, la fleche
S (Up) — S*(U’) est un homéomorphisme puisque U’ est une couronne
virtuelle, et S**(Ur) — S (U) est un homéomorphisme car U est une couronne.
On en déduit que S**(U) — V est injective. O

5.4 Triangulations minimales d’une courbe ana-
lytique quasi-lisse compacte

Triangulations des courbes de genre zéro

(5.4.1) Soit 2" une k-courbe algébrique projective, lisse, géométriquement
integre de genre zéro. Comme 27 ~ IP’]%’;‘"‘“ la courbe analytique 272" est un
arbre, et 2" est par conséquent un arbre.
(5.4.1.1) Soit = € (o5 tel que s(x) = k; le point x possede alors un
unique antécédent x sur %Ea;n. La k@-courbe %f;n étant isomorphe a ]P’]t,? "
son ouvert 3?,”55“ \ {2} est réunion disjointe de disques ; par conséquent, {z }
est une triangulation de ,%”kian ; il s’ensuit que {x} est une triangulation de 2",
évidemment minimale.

(5.4.1.2) Soit S une triangulation de 2", et soit I' le squelette de la
triangulation S de 3&”5{’ ; c’est un sous-graphe compact de 3?/”55“ qui est
admissible ; ¢’est donc un arbre non vide. Si I est une aréte de I', 'action de G
n’échange pas les deux orientations de I (théoréme ; il en découle qu’il y a
au moins un sommet de I' (et donc au moins un point de Siz) qui est fixé par G
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(11.9.8)). De ce fait, il existe x € S tel que s(x) = k. Ainsi, les triangulations
minimales de 2" sont exactement les triangulations de la forme {z}, ou z est
un point de type 2 ou 3 tel que s(z) = k.

(5.4.1.3) Supposons qu'’il existe ouvert V' de X qui est un disque virtuel sur k
(autrement dit, un disque virtuel géométriquement connexe). Il existe alors un
ouvert W de V qui est une couronne virtuelle sur k (3.6.36.3)). Si y € S(W) le

point y appartient a [gfg] et 5(y) = k; par conséquent, 2 " posséde une infinité
de triangulations minimales dont I'unique sommet est situé sur V'; si |k*| # {1},
elle en possede méme une infinité dont I'unique sommet est situé sur V et est
de type 2.

(5.4.2) Supposons que 22" possede au moins deux triangulations minimales ;
sous cette hypothese, il existe deux points z et x’ distincts sur 3&’[;“3] et tels
que s(z) = s(a’) = k. Le squelette de toute triangulation de 27" contenant le
squelette analytique de 22", celui-ci est inclus dans {z} N {z'} = 0 et est donc
vide.

Réciproquement, supposons que le squelette analytique de 272" soit vide.
Choisissons une triangulation minimale de 272", ¢’est-a-dire un point x de 22"
de type 2 ou 3 de Z®" tel que s(z) = k. Le squelette analytique de 272"
étant vide, z a un voisinage V qui est un disque virtuel. Comme s(z) = k, on
a nécessairement s(V) = k; il résulte alors de que 2" possede une
infinité de triangulations minimales, et méme, si |k*| # {1}, une infinité de
triangulations minimales dont 'unique sommet est de type 2.

(5.4.3) Supposons maintenant que 2" posséde une unique triangulation
minimale (ou encore une plus petite triangulation), c’est-a-dire un unique
point z de type 2 ou 3 tel que s(z) = k. En vertu du ci-dessus, le
squelette analytique de 2" est non vide ; étant contenu dans le squelette de la
triangulation {z}, il est égal a {z}.

Le point = est de type 2 : en effet §’il était de type 3 il possederait un
voisinage Z qui serait une couronne virtuelle telle que z € S(Z) ; comme s(x) = k
on aurait s(Z) = k et donc s(y) = k pour tout y € S(Z), ce qui fournirait une
infinité de triangulations minimales de 2", contrairement & notre hypothese.

Si V est une composante connexe de 27" \ {z}, c’est un arbre & un bout
(puisque 2" est un arbre) et donc un disque virtuel ; comme 27" ne possede
qu’une triangulation minimale, V' n’est pas géométriquement connexe (|5.4.1.3)).

(5.4.4) Inversement, soit  un point de 22" de type 2 ou 3 tel que s(z) = k
et tel qu’aucune composante connexe de £ 2" \ {x} ne soit géométriquement
connexe ; dans ce cas, tout point y de 2" distinct de x appartient & un ouvert
connexe de corps des constantes non trivial, ce qui entraine que s(y) # k; il en
résulte que {z} est P'unique triangulation minimale de 27".

(5.4.5) Quelques exemples.

(5.4.5.1) La courbe P,i’an possede une infinité de triangulations minimales ; par
exemple sia € ket sir > 0 alors {n,,,} est une triangulation minimale de IP’,lc’an.

(5.4.5.2) Supposons que p # 2 et que k est parfait. Soit 2" une k-conique non
déployée. Il existe A € k*, a € k et un morphisme fini et plat 2~ — P}, dont on
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notera ¢ 'analytifié, tel que Z XP,chllc s’identifie & Spec k[T, X|/(X2—\(T?—a)).
Comme Z (k) = 0, 'élément a de k n’est pas un carré. Posons r = 1/|al.

Le point n, = de IP%’;H a un et un seul antécédent sur %5;“. En effet,
) et a = A7% —a). On a |72 —a| = |7°] = |a] = 72

posons 7 = T'(n

Par conséquent,
~ ~ ~ 2
G = A ()2 =),

—_~—

Comme 7" est transcendant sur Eﬁgr et engendre %ﬂ(nn@)gr (en tant

. = 2 . .~
qu’extension de k%), comme a” # 0 et comme p est impair, dg n’est pas
B

P . 4 ’ 4 —
un carré dans 57 (nr»@)gr ; par conséquent, o n’est pas un carré dans ¢ (nr’ ka)’

d’ou notre assertion.

Il s’ensuit que le point 7, de Pi’an a un et un seul antécédent = sur 27", et
que s(z) = k.

Aucune composante connexe de 2"\ {x} n'est géométriquement conneze.
En effet, soit V une composante connexe de 272" \ {z}; nous allons montrer
qu’elle n’est pas géométriquement connexe. Comme z est le seul antécédent
de 1, par o, Pouvert V est une composante connexe de ¢~ (U) pour une certaine
composante connexe U de P,lc’an\{nr}. Si U n’est pas géométriquement connexe,
I’assertion est claire.

Supposons que U soit géométriquement connexe, et montrons que U est un k-
disque. Soit ¥ : Pi’an — ]P’,lﬂ’an la fleche induite par la fonction 72 /a. Soit S la
fonction coordonnée sur le but de ¢ ; posons w = ¥(n,.) et 0 = S(w). Onalo| =1
et 0gr = (Tgr)?/Agr- 1l en résulte : d’une part que gy, est transcendant sur %gr,

—_—

ot (W)g,] = 2. Comme 1 est
s H(w),,] =2 et donc [ (n,) :

et donc que w = 7 ; d’autre part que [ (n,)

lui-méme de degré 2, on a en réalité [ (n,)
H(w)] = 2.

Par conséquent, 7, est le seul antécédent de n; par ¢, et U est donc une
composante connexe de 1 ~'(U’) pour une certaine composante connexe U’
de P,lc’an\{nl}. Comme U est géométriquement connexe, U’ est géométriquement
connexe.

En tant que composante connexe de Pp*" \ {n}, Vouvert U’ est 'image

gr ar

réciproque d’'un point fermé u de IP% par la fleche de réduction. Le corps k étant

parfait, x(u) est une extension finie séparable de Z:; si L désigne ’extension
non ramifiée de k correspondant & une cloture galoisienne de x(u) alors la
courbe U’ x; L possede [k(u) : k| composantes connexes. Comme U’ est
géométriquement connexe, il s’ensuit que k(u) = %, et U’ est de ce fait un k-
disque.

Si U contient 0 ou co alors U est un k-disque. Sinon, 1 est non ramifiée
sur U et U — U’ est donc un revétement fini étale, de degré 1 ou 2. S’il est
de degré 2 alors Uz — U# est un revétement fini étale de degré 2; d’apres la
remarque , il est trivial, ce qui contredit la connexité géométrique de U ;
par conséquent U — U’ est de degré 1, et U est un k-disque.

Le seul point au-dessus duquel ¢ est ramifié est le point rigide de IP,IC"‘m

d’équation T2 —a = 0. S’il appartenait & U alors U serait égal & I'ouvert de IP’,lc’an
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défini par la condition |72 — a| < r, sur lequel @ est un carré en vertu du lemme
de Hensel, ce qui contredirait le caractere géométriquement connexe de U. Par
conséquent, V — U est fini étale de degré 1 ou 2. Si ce degré valait 1 alors V'
serait un disque, et posséderait en particulier un k-point, ce qui est impossible
puisque 2 (k) = 0. Le degré de V' — U vaut donc 2; comme U est un disque,
le Z/2Z-torseur étale Vi — Ug; est trivial (rem. , ce qui montre que V'
n’est pas géométriquement connexe.

Conclusion. On déduit de ce qui précede et du que {z} est 'unique
triangulation minimale, ou encore la plus petite triangulation, de la courbe Z .

(5.4.5.3) Soit 2" la Qq-conique non triviale; il existe un morphisme fini et
plat 2 — Py, tel que %X%2 Ag, s'identifie & Spec Q[T X]/(X?+T?+1). Pour
tout r > 0 notons D, le Cy-disque centré en l'origine et de rayon r. Le rayon 2-
adique de la série v/1 4+ T2 coincide avec € := |2| ; par conséquent, si r €]e; 1], le
revétement étale de ID,. obtenu par extraction d’une racine carrée de 1+ T2 est
connexe; il en va de méme de celui obtenu par extraction d’une racine carrée
de —1\ T2, puisque (—1) est un carré dans Cy ; autrement dit, e X ppan D,
est connexe. ’

Soit r €]e; 1[; I'image réciproque du point 0, ¢, de IP’}C’;H sur Z& est alors
un singleton, par un argument di a de Jong. Supposons en effet que ce ne soit
pas le cas; le revétement 23" — P(lc’:n serait des lors trivial au-dessus de 7, c,,
donc au voisinage de n,c,, et a fortiori au-dessus d’une couronne décrite par
une inégalité de la forme r < |T'| < s pour un certain s > r.

En recollant Z&! Xpyan D, avec le revétement trivial de 'ouvert de Pé;n

décrit par 'inégalité |T| > r, on obtiendrait un revétement fini étale de IP’(ZC’;H,

nécessairement trivial en vertu de GAGA; mais I'image réciproque de D,
sur ce revétement s’identifierait a ZE" Xpran D) qui est connexe, d’ou une
Ca

contradiction.

Par conséquent, si r €]e; 1], le point 7, de IP}Q;;m a un et un seul antécédent x,
sur 272" et s(x,) = k; ainsi 22* posséde-t-elle une infinité de triangulations
minimales.

Courbes compactes de squelette analytique vide

(5.4.6) Soit X une courbe k-analytique compacte, non vide et géométriquement
connexe ; on fait de plus I'hypothese que le squelette analytique de X est vide.
On déduit des assertions i) et ii) du théoreme que X est lisse; étant
par ailleurs compacte, X est propre et lisse et s’identifie donc & 2" pour une
certaine k-courbe algébrique projective, lisse et géométriquement integre 2.

(5.4.7) Etude de %k%“, Comme tout point de Z™@" a un voisinage qui est

un disque virtuel, tout point de 3&”53“ a un voisinage qui est un disque, et en

particulier un arbre a un bout; il en résulte que 3&”5;“ est un arbre compact.

Soit £ un entier premier a p et soit Y — %k%“ un Z/{Z-torseur étale. Si x €
an

o il possede un voisinage qui est un disque, et par conséquent déploie Y
(rem. [4.4.21)) ; étant déployé au voisinage de tout point de 3&%‘;“, le Z/¢Z-torseur

étale Y est en réalité un Z/¢Z-torseur topologique; comme %&n est un arbre, Y
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est trivial. Combiné & GAGA, cela implique que Hl(%@ w /ML) = 0; par

conséquent, %g‘ ~ ]P’%’;n et 2 est de genre 0.

(5.4.8) 1l en résulte, compte-tenu de [5.4.1} |5.4.1.145.4.1.3} [5.4.2] et [5.4.5.2
que si X est une courbe k-analytique compacte, non vide et géométriquement
connexe les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) le squelette analytique de X est vide;

ii) la courbe X est isomorphe & l’analytification d’une courbe algébrique
projective, lisse et géométriquement integre de genre 0, et il existe deux points
distincts = et 2’ sur X[y 3) tels que s(x) = s(2') = k;

iii) la courbe X est isomorphe & l’analytification d’une courbe algébrique
projective, lisse et géométriquement intégre de genre 0 et possede un ouvert qui
est un disque virtuel géométriquement connexe.

(5.4.8.1) Si ces propriétés sont satisfaites, on déduit de5.4.1.2)et [5.4.1.3]: que
les triangulations minimales de X sont exactement les singletons de la forme {x},
ot z est de type 2 ou 3 et vérifie I'égalité s(x) = k; et qu’il existe une infinité de
telles triangulations et méme, si [k*| # {1}, une infinité de telles triangulations
dont 'unique sommet est de type 2.

(5.4.8.2) Lorsque k est parfait et de caractéristique différente de 2, il découle
de 'exemple traité au que les trois propriétés équivalentes ci-dessus sont
satisfaites si et seulement si X ~ ]P’l,lc’an ; C’est également le cas, de facon évidente,
lorsque que k est algébriquement clos.

(5.4.8.3) L’exemple |5.4.5.3| assure que si k = Qg et si X est 'analytifiée de
la k-conique projective non triviale (d’équation homogene T¢ + T¢ + T3 = 0)
alors X satisfait les trois propriétés équivalentes ci-dessus.

(5.4.9) Remarque. SiT est un sous-graphe de IP’IIC,’;an alors I" est analytiquement
admissible si et seulement si I' est un sous-arbre non vide ou bien non réduit a

un point, ou bien de la forme {z} avec x de type 2 ou 3.

En effet, supposons I' analytiquement admissible; il est alors admissible et

. 1, . PN . s
est donc un sous-arbre non vide de ]P)g;a " et 'il est réduit & un point x, il résulte

de et sq. que z est de type 2 ou 3.

Réciproquement, si I" est du type requis, alors il est admissible et contient au
moins un point & de type 2 ou 3 (lorsque I' n’est pas réduit & un point, il suffit
de prendre pour x n’importe quel point pluribranche de T"). Mais {z} est un
sous-arbre analytiquement admissible de }P’%’;n, ce qui implique que I' lui-méme
est analytiquement admissible.

Les nceuds du squelette analytique

(5.4.10) Soit X une courbe k-analytique quasi-lisse, soit  un point unibranche
de S*(X) et soit b I'unique élément de br(T',x). Supposons que z appartient
a lintérieur analytique de X et qu’il est de genre zéro; nous allons montrer
que s(b) contient strictement s(x). Pour le voir, on choisit une triangulation S
de X de squelette S**(X) et telle que S contienne strictement x. La composante
connexe I'y de z dans I' — (S \ {z}) est alors une demi-droite issue de x. Si
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l'on avait 5(b) = s(z), alors I} serait un disque virtuel en vertu de |5.1.16.2
contredisant ainsi I’appartenance de x & S**(X).

(5.4.11) Soit X une courbe k-analytique génériquement quasi-lisse et soit ¥
l’ensemble des nceuds de S*™(X); soit I' un sous-graphe localement fini et
analytiquement admissible de X, tracé sur X|g 2 3. Nous allons montrer que %
est contenu dans ’ensemble des noeuds de I'. Pour le voir, on peut supposer X
connexe, auquel cas T' et S**(X) le sont aussi, ce qui entraine que S**(X) n’a
aucun point isolé sauf si lui-méme est un singleton. On déduit alors de[5.1.12.2
et du ci)-dessus que l'assertion a démontrer est évidente sauf le cas ou le
graphe S*(X) est un singleton {z} avec x appartenant a X5 \ 0X*" et de
genre zéro (notons que x est alors 'unique nceud de S (X)) ; nous nous plagons
donc sous cette hypothese. La notion de nceud ne dépendant pas du fait que
Pon voie X comme une courbe sur k ou sur s(z), on peut remplacer k par s(x),
c’est-a-dire faire I’hypothese que X est géométriguement connexe.

Comme X est connexe et comme S*(X) # (, ce dernier est un sous-
graphe analytiquement admissible de X ; sa compacité entraine alors celle
de X. Comme S™(X) C Xjp3 \ 0°"X, il résulte des assertions 1) et 2) du
théoreme que 0**X = () et que X est quasi-lisse; la courbe compacte X
est des lors propre et lisse, et s’identifie donc a 'analytification 272" d’une k-
courbe algébrique projective, lisse et géométriquement integre 2.

L’image réciproque de x sur %k%“ est un sous-graphe analytiquement
admissible de %Ea;n, et est en particulier connexe puisque 3&”}%“ est connexe. Cela
signifie que s(z) = k, et que l'ensemble des antécédents de x sur %f;n est un
singleton z7 ; le sous-graphe {xﬁ} de ,Qfé'%“ étant analytiquement admissible,
toutes les composantes connexes de %f;n \ {2} sont des disques. Par ailleurs, =
est par hypothese de genre 0, ce qui signifie par définition que x; est de genre 0.
11 s’ensuit (lemme que 2 =~ IP’]%E, c’est-a-dire que 2" est de genre 0.

Le squelette de 27®" étant le singleton {z}, il résulte de et que
toute composante connexe de 2" \ {z} est un disque virtuel qui n’est pas

géométriquement connezxe.

Soit b € br(Z™",z) et soit V la composante connexe de 27*" \ {z} qui
contient b. Par ce qui précede, V n’est pas géométriquement connexe. En vertu
de[f.5.14.2] on a s(b) = s(V) ; par conséquent, s(b) contient strictement s(z) = k.

Si I' = {z} alors z est un nceud de I'. Sinon, il existe b € br(I',z) (par
connexité de T'). Par ce qui précéde s(b) contient strictement s(x) et x est 1a
encore un noeud de I', ce qui acheve la démonstration.

Courbes compactes de squelette analytique non vide

(5.4.12) Soit X une courbe k-analytique que lon suppose compacte, non
vide, quasi-lisse et géométriquement connexe ; on fait de plus 'hypothese que le
squelette analytique I' de X est non vide; soit ¥ ’ensemble des nceuds de T'.

(5.4.12.1) Supposons que ¥ # . Le graphe I' est connexe, fini et compact, et
I’ensemble ¥ est non vide et contient tous les sommets de I'; le complémentaire
de ¥ dans I" est donc réunion disjointe d’intervalles ouverts ; par conséquent, X
est une triangulation de X. Comme ¥ est contenu d’apres le ci-dessus



Triangulations 319

dans ’ensemble des noeuds de n’importe quel sous-graphe localement fini et
analytiquement admissible de X tracé sur X|g o 3), il est contenu dans toute
triangulation de X et est donc la plus petite triangulation de X. Remarquons
que si |k # {1} et si X est strictement k-analytique alors ¥ est constitué
uniquement de points de type 2.

(5.4.12.2) Supposons que ¥ = (). Compte-tenu de la définition des nceuds de T,
cela équivaut a la conjonction des propriétés suivantes :

e X est sans bord, ce qui revient & demander qu’elle soit isomorphe &
I’analytification d’une k-courbe algébrique projective, lisse et géométriquement
integre 2 ;

e I' est sans sommet, ce qui revient & demander qu'’il soit un cercle (et
implique qu’il coincide avec le squelette de X);

e tous les points de I' sont de genre 0;

esix €T etsibget by sont les deux branches de I issues de x alors s(bg) =
s(x) = s(by); il revient au méme de demander que = — [s(x) : k] soit constante

sur I, ou que 5(z) ~ s(y) pour tout (z,y) € I'? (cf. [5.1.12).

Notons maintenant quelques conséquences de ces hypotheses.

La valeur absolue de k est non triviale. En effet si elle ’était le squelette
analytique de 2 " serait, en vertu de la description explicite de cette derniere,
réduit a un singleton.

Les triangulations minimales de X sont exactement les singletons {x}
avec x € T'. En effet si 2 € T alors {z} contient I’ensemble des nceuds de I' (lequel
est vide!), et '\ {z} est un intervalle ouvert relativement compact dans I"; par
conséquent, {x} est une triangulation de X, évidemment minimale.

Réciproquement, soit S une triangulation de X. Toute composante connexe
de X \ S est alors un arbre, ce qui exclut qu'une telle composante puisse
contenir I'; par conséquent, S rencontre I', d’ou notre assertion.

Remarquons que comme |k*| # {1} il y a une infinité de points de type
2 sur I', et donc une infinité de triangulations minimales de X dont 'unique
sommet est de type 2.

Si I est un intervalle ouvert non vide tracé sur I' alors I*™ est une couronne
gentiment virtuelle. Cela résulte simplement du [5.1.12.3

Si x et y sont deux points distincts de I le choix d’une orientation sur I’
induit un k-isomorphisme s(x) ~ s(y). En effet, choisissons un intervalle
ouvert I de I" contenant x et y et tel que le sous-intervalle [z;y] de I soit orienté
dans le sens direct. Le corps s(7*") est indépendant du choix de I & isomorphisme
canonique pres, et comme I est le squelette de la couronne virtuelle 12" les
fleches s(1") < s(z) et s(J*") — s(y) sont des isomorphismes.

Ezxtensions des scalaires. Soit F' une extension presque algébrique de k.
Comme I" est le squelette analytique de X, il est tracé sur X[ 3 et chacun de ses
points a un nombre fini d’antécédents sur X. Il en découle (corollaire
que si I'p désigne I'image réciproque de I' sur Xy alors I'r est un sous-graphe
compact et fini de Xp, et que I'r — T est injective par morceaux.

Si z € T, le nombre N d’idéaux maximaux de F&;#(z) est égal au
nombre d’idéaux maximaux de F®ys(z) et ne dépend donc pas de . Tl s’ensuit
que I'r — T est un revétement topologique & N feuillets, ce qui entraine
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que I'p est une réunion disjointe de cercles. Comme toutes les composantes
connexes de X — I' sont des disques virtuels, toutes les composantes connexes
de Xp — I'r sont des disques virtuels, ce qui montre que I'r est un sous-
graphe analytiquement admissible de Xg. Il est en particulier admissible; par
conséquent Xp se rétracte sur I'p et celui-ci est donc connexe, et partant
homéomorphe a un cercle; le graphe I'r est des lors le squelette de Xp, et
méme son squelette analytique puisqu’il est analytiquement admissible.

Soit maintenant H le noyau de 'opération naturelle de G sur I'z7, qui est
a priori un sous-groupe fermé de G. Soit C le quotient G/H, quotient que 'on
voit comme un groupe de I-homéomorphismes de I'z. Comme I'm — T oest
un revétement fini entre cercles, C est un groupe ﬁm de <<rotat10ns>> (et H
est ouvert); comme C agit transitivement sur les fibres de I'; — T, et
comme Aut I' /T est cyclique, C = Aut I'y7/T. Si y € 'z son stabilisateur
dans C est terlal, son stabilisateur dans G est donc H.

Soit L la sous-extension finie de k° correspondant a H. Il résulte de ce qui
précede : que pour tout x € I' la k-extension s(x) est (non canoniquement)
isomorphe a L; que son groupe de Galois est canoniquement isomorphe
a Gal (L/k); que I'z; — I'p est un homéomorphisme et que I'y, — T' est
un revétement topologique dont Gal L/k s’identifie naturellement au groupe
d’automorphismes. Notons que de ce fait, Gal L/k possede une paire de
générateurs distingués (qui correspondent aux deux rotations d’angle minimal
sur I';) et méme un générateur distingué si I' a été préalablement orienté; il
en va de méme de Gal (s(z)/k) pour tout = € I', en vertu de llsomorphlsme
canonique Gal (s(x)/k) ~ Gal L/k.

Comme I'i7 ne comporte que des points de genre 0 (puisque c’est le cas de I'),
il ne possede aucun nceud. Recouvrons-le par deux intervalles ouverts I et I’
dont 'intersection est réunion disjointe de deux intervalles ouverts J et J'. Les
ouverts %%, (I")*", J" et (J')*" de X7 sont des ka-couronnes (5.1.12.3) ; et Jon
et (J')" apparaissent tous deux comme des sous-couronnes de I*™ aussi bien
que de (I')". La suite exacte de Mayer-Vietoris combinée a la proposition
assure alors que H' (X, Z/07) ~ (Z/¢Z)? pour n’importe quel entier £ premier
ap.

Par conséquent, et en vertu de GAGA, 2" est de genre 1 et est donc un espace
principal homogene sous sa jacobienne ¢, laquelle est une courbe elliptique. Le
squelette de X5 étant un cercle, ?;’/k%“ est une courbe de Tate, c’est-a-dire qu’elle

kn?

est isomorphe, comme groupe @—analytique, a un quotient de la forme G:EE /"

pour un certain ¢ non nul de ke tel que |g| < 1; cela revient a dire que le j-
invariant de % n’est pas entier.

Remarque. Soit V une composante connexe de X —I'; ¢’est un disque virtuel
dont le bord {z} est situé sur I'. Comme s(z) se plonge dans s(V) (4.5.14.2),
Pextension L se plonge dans (V). Par conséquent, pour tout y € X l’extensmn L
se plonge dans s(y). I s’ensuit notamment que si L # k, alors X (k) est vide;
le % -torseur 2 est dans ce cas non trivial. Il s’ensuit aussi que X; — X est
un revétement topologique ; comme I' — X est une équivalence d’homotopie, ce
revétement est cyclique, et son groupe d’automorphismes s’identifie a Gal L/k.

(5.4.13) Réciproquement, soit £ une k-courbe algébrique projective, lisse et
géométriquement integre de genre 1, dont le j-invariant de la jacobienne %
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n’est pas entier. Dans ce cas le squelette analytique de %Ea;n coincide avec son
squelette, et est un cercle dont tous les points sont de genre 0; si G opere sur le

cercle en question par rotations, on vérifie immédiatement que la courbe X :=
2™ vérifie les conditions décrites au B.4.12.2

Deux exemples en genre 1

(5.4.14) Soit n un entier impair et premier & p ; supposons que k contient toutes
les racines n-iémes de 1'unité, et qu’il existe un élément g de k* tel que |¢| < 1
et tel que T™ — ¢ soit irréductible dans k[X] (e.g. Kk = Q7,n = 3,q = 7).
Soit L l'extension cyclique de degré n de k contenue dans ko et engendrée par
une racine n-ieme A\ de ¢. Soit Y le quotient de fo;’ , bar q%: la courbe Y est
isomorphe & I'analytification d’une k-courbe elliptique % ; le j-invariant de %
n’est pas entier.

La classe A de A dans Y (L) ~ L* /¢” est de n-torsion ; comme n est impair, le
produit de toutes les racines n-iemes de 'unité de L est égal & 1 il s’ensuit que A
est de norme 1. Donnons-nous un générateur g du groupe de Galois de L/k; il
existe alors un unique 1-cocycle ¢ de Gal (L/k) & valeurs dans Y(L) = #(L) qui
envoie g sur A. La classe de H'(k, %) définie par c est celle d'un #-torseur 2~
qui est déployé par L.

L’espace analytique 27" s’identifie au quotient de %kian sous l'action de
G, c’est-a-dire encore au quotient de @;g‘ ~ G:EE /g% sous I'action de Galois

tordue par la restriction de ¢ a G. Soit g’ € G et soit N tel que la restriction
de ¢’ & L coincide avec ¢"V. On déduit de la description explicite de ¢ que la
restriction au squelette de #2", identifié & R / lq|%, de I’action tordue de g¢’, est
la translation par {/|q|V (qui est triviale si et seulement si n|N, c’est-a-dire si
et seulement si ¢’ agit trivialement sur L). Par conséquent, 2~ est de la forme
décrite au et les résultats du[5.4.12.2] ’appliquent ; on en déduit les faits
qui suivent.

Le squelette de 272" coincide avec son squelette analytique, et est un cercle I
Si y € X il existe un k-plongement (non canonique) L < s(y) qui est un
isomorphisme si y € I'.

Si F' est une extension presque algébrique de k£ I'image réciproque I'p de T"
sur 22" est un cercle, qui n’est autre que le squelette, et méme le squelette
analytique, de 23" ; et la fleche I'y — I' est un revétement topologique.

Le groupe Gal (L/k) s’identifie naturellement au groupe d’automorphismes
du revéetement I'y — T', et X; — X est lui-méme un revétement topologique
cyclique de groupe Gal (L/k); par ailleurs, I'r; — T’z est un homéomorphisme.

(5.4.15) Supposons que p # 2, que |k*| # {1} et qu’il existe un élément a
de kO tel que @ ne soit pas un carré dans k; soit ¢ € kX tel que lgl < 1
(e.gk =Qs,a =—1,q = 3). Soit Z" la k-courbe elliptique donnée par I’équation
affine T2 = To(Ty — q)(To + a) ; la fonction Ty définit un morphisme fini et plat
de degré 2 de 2" vers Pi. Soit H le sous-groupe de G fixant les racines carrées
de a.

Le j-invariant de 2" n’est pas entier; la courbe %;En est donc une courbe
de Tate. On vérifie aisément que si [¢] < r < 1 alors 7 = a deux antécédents
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sur %Ea;n qui sont fixés par H, et que si r = |g| ou r = |1]| alors 7,5 @ un
unique antécédent sur %E‘}n, nécessairement invariant par G. Il en résulte que
I'image réciproque I' de I'intervalle [n‘q‘)lg{;; 771)@] sur %f;n est un cercle; c’est le
squelette, et méme le squelette analytique, de 5&%‘;“. Notons x et y les antécédents
respectifs de g et 7, ja sur I, et £ et i les images respectives de x et y
sur 2®". On peut également définir £ (resp. 1) comme l'unique antécédent du
point 7y sur 27"

Comme l’ensemble des nceuds de I' est vide, {z,y} est une triangulation
de %g‘f de squelette T'. Le groupe G agit sur I' via son quotient G/H en
permutant les deux composantes connexes de I' \ {z,y} et en fixant x et y.
Il s’ensuit que Z£®" est un arbre, et 'on déduit du théoréeme que {&,n}
est une triangulation de 22" de squelette [¢;n]. La considération de 1’action
de Galois sur T' montre que s(§) = s(n) = k et que s(¢) ~ k[r]/(7% — a) pour
tout ¢ €]¢;n].

11 découle alors de [5.1.16.3| que ni {¢}, ni {n} ne sont des triangulations
de Z@"; par conséquent, {£,n} est une triangulation minimale de Z™2".

Comme celle-ci comprend deux sommets, on est dans le cas traité au p.4.12.1):
lensemble {£,n} est la plus petite triangulation de 27" ; son squelette [£; 7] est
le squelette analytique de 272" ; et {£,n} est exactement 'ensemble des nceuds

de [&; 7).
Récapitulation

(5.4.16) On se donne une courbe k-analytique géométriquement connexe, non
vide, quasi-lisse et compacte X. Soit ¥ ’ensemble des noeuds de S?*(X). On est
dans I'un des trois cas suivants, exclusifs I'un de 'autre.

(5.4.16.1) Le cas ot ¥ est non vide. Remarquons que comme tout point
de 9" X appartient S*"(X), et en est dés lors un noeud par définition, ¥ est
notamment non vide dés que 9" X # (.

(5.4.16.2) Le cas ot S*(X) est non vide mais ot X est vide. En vertu
de il se produit si et seulement si X est isomorphe & I'analytification
d’une k-courbe algébrique, projective et lisse de genre 1 et possede la propriété
suivante : S**(X) est un cercle (qui coincide forcément avec S(X)), et il existe
une extension finie cyclique L de k telle que s(z) ~ L pour tout x € S**(X).
Notons que si k est algébriquement clos cela signifie simplement que X est une
courbe de Tate; pour un exemple non trivial sur un corps non algébriquement

clos, ¢f. (414

(5.4.16.3) Le cas ot S*™(X) est lui-méme vide. En vertu de[5.4.8] il se produit
si et seulement si X est isomorphe & 'analytification d’une k-courbe algébrique,
projective et lisse de genre 0 et possede la propriété suivante : il existe deux
points distincts x et 2’ de X[3) tels que 5(z) = s(2’) = k. Si k est algébriquement
clos ou si k est parfait de caractéristique différente de 2 cela signifie simplement
que X ~ ]P’,lc’an ; mais mentionnons que la conique non triviale sur Qs

satisfait également ces hypotheses (5.4.5.3)).

(5.4.17) Toute triangulation de X ayant un nombre fini de sommets, il est
évident a priori que X possede des triangulations minimales.
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Sous I’hypothese de [5.4.16.1] elle possede une plus petite triangulation, a

savoir X ([5.4.12.1J).

Sous I’hypothése de [5.4.16.2] qui ne peut étre satisfaite que si |k*| # {1},
les triangulations minimales de X sont les singletons {z} avec x € S**(X)

(5.4.12.2) ; elle en possede donc une infinité, et méme une infinité dont I'unique
sommet est de type 2. Elle ne possede donc pas de plus petite triangulation.

Sous I’hypothese de les triangulations minimales de X sont les
singletons {x} ot x est un point de Xjs3 tel que s(x) = k; la courbe X en
possede une infinité, et méme une infinité dont 'unique sommet est de type 2
si |k*| # {1}. Elle ne posséde donc pas de plus petite triangulation.

(5.4.18) 11 découle de ce qui précéde que X posséde une plus petite
triangulation st et seulement si ¥ est non vide, et dans ce cas cette plus petite
triangulation coincide avec X.

5.5 Raffinement : le cas des courbes marquées
Triangulations adaptées

(5.5.1) Soit X une courbe k-analytique quasi-lisse, connexe et compacte.
Soit T' un sous-graphe localement fini et analytiquement admissible de X tracé
sur Xjg 2 3], soit 2 I’ensemble des noeuds de I et soit X5 3 le sous-ensemble de X
formé des points de type 2 ou 3. On suppose que Y3 3) est non vide. Nous allons
montrer que sous cette hypothese, X3 31 est une triangulation de X, et que pour
tout x € ¥ — X[z 3, la composante connexe de X — X3 31 qui contient x est un
disque virtuel.

Pour ce faire, on fixe une composante connexe U de X — X3 3), dont nous
allons établir qu’elle est un disque virtuel ou une couronne virtuelle (la relative
compacité sera ici automatique, X étant compact), et que si elle rencontre X
c’est obligatoirement un disque virtuel. Deux cas sont a distinguer.

(5.5.1.1) Le cas ot U ne rencontre pas I'. C’est alors une composante connexe
de X — T, et partant un disque virtuel.

(5.5.1.2) Le cas ot U rencontre T'. La composante U est alors de la forme I”,
olt I est une composante connexe de I' — X3 3. Comme X est compacte, I est
relativement compacte ; comme X est connexe, I' est connexe; il s’ensuit, 32 3
étant non vide, que OI est lui-méme une partie non vide de X3 3. Comme U N
I' = I, la composante U rencontre X si et seulement si I rencontre . On doit
maintenant distinguer deux sous-cas.

Supposons que I, et donc U, ne rencontrent pas X.. Dans ce cas, I ne contient
en particulier aucun sommet (topologique) de I, et est donc de valence 2 en

chacun de ses points; puisque 9I est non vide, I est un intervalle ouvert. En
vertu de [5.1.12.3] Pouvert U = I” est alors une couronne virtuelle.

Supposons que I, et donc U, rencontrent 3. La courbe X étant quasi-lisse,
elle est normale et chacun de ses points rigides est donc unibranche.

Puisque I ne rencontre pas Y3 3}, les seuls sommets de I' éventuellement
situés sur I sont rigides, et sont par conséquent des points unibranches de I ;
il en découle que la valence de I en chacun de ses points vaut 1 ou 2, ce qui
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implique, 01 étant non vide, que le graphe connexe I est un intervalle ouvert ou
semi-ouvert. Or I rencontre par hypothese ¥ — ¥ 3], et possede de ce fait un
point x qui est rigide, et des lors unibranche ; par conséquent, I est un intervalle
semi-ouvert issu de z et 91 est un singleton {y}. On a U = {y} et U est de
ce fait une composante connexe de X \ {y}.

En tant que point rigide d’'une courbe quasi-lisse, le point z possede un
voisinage ouvert V dans I” qui est un disque virtuel ; I'intersection V N T est un
voisinage de x dans I et n’est donc pas réduite & {z}; choisissons =’ sur (V N
)\ {z}, et 2" sur |z; 2'[.

Comme x est le seul point unibranche de I, c’en est le seul point rigide, ce
qui signifie que I N = {z} puisque I N X35 = (). Par conséquent, |z";y[ ne
rencontre pas X. Par ailleurs, les points 2" et y de I" appartiennent tous deux
a X[2,3 : pour 2’ cela résulte par exemple de I'égalité I N3 = {z}; et pour y,

de l’inclusion 9 C ¥ 2,3]-

En vertu de louvert Jz”;y[* de X est une couronne virtuelle; et le
voisinage ouvert V' du point 2’ de ]Jz”; y[ est un disque virtuel, qui ne contient
pas y (il est inclus dans I b). On déduit alors du lemme que la réunion de V
et ]2”;y[” est un disque virtuel, et est par ailleurs une composante connexe de X\
{y}; mais comme VU|z";y[’C I’ = U, lequel est lui-méme une composante
connexe de X \ {y}, on a nécessairement VU]z";y[’= U. Ainsi, U est-il un
disque virtuel, ce qu’on souhaitait démontrer.

(5.5.2) Soit X une courbe k-analytique quasi-lisse et soit E un sous-ensemble
fermé et discret de X contenu dans X[g). Soit S une triangulation de X. On dira
que S est adaptée & E si pour tout xz € E, la composante connexe V de X \ S
contenant x est un disque virtuel tel que VN E = {z} et tel que s(V) = s(x).

(5.5.2.1) Soit F' une extension presque algébrique de k et soit S une
triangulation de X adaptée a E; la triangulation Sp de Xp est adaptée a
I'image réciproque Ep de E sur Xp si et Egulernent si S est adaptée a E. En
effet, il suffit de le démontrer lorsque F' = k% (et d’appliquer ensuite le résultat
établi a l'extension F' — @) Or c’est alors immédiat, en remarquant que
Pégalité s(x) = s(V') équivaut & demander que x ait un et un seul antécédent
sur chacune des composantes connexes de V.

(5.5.2.2) Soit S une triangulation de X adaptée a E, soit I' son squelette
et soit r la rétraction canonique de X sur I'. Il résulte aisément de la
définition d’une triangulation adaptée & E que r(z) € S pour tout x € E,
que [z;r(z)[N[z’;r(x")[= @ pour tout couple (z,z’) de points distincts de E et
que si z € E alors s(y) s’identifie canoniquement & s(x) pour tout y € [z;r(x)].
Seul ce dernier point mérite peut-étre une explication : si V' désigne
la composante connexe de X \ {r(z)} contenant x alors V est un disque
virtuel, et contient donc une unique branche b issue de x. On a s(b) =
s(V) (d’apres [£.5.14.2), qui est lui-méme égal & s(z) par hypothese. Soit d
Papplication de [z;r(z)[ dans N qui envoie z sur [s(z) : k]. Cette application
est constante par morceaux sur [z;7(x)[ et égale & [s(b) : k] au voisinage de r(x)
; elle est par ailleurs croissante lorsqu’on se dirige vers = . 11
s’ensuit que d(z) = d(y) pour tout y € [x;7(z)[ et Iassertion requise (plus
précise) s’en déduit aussitdt grace aux équivalences énoncées au

(5.5.2.3) Réciproquement, soit I' un sous-graphe localement fini et
analytiquement admissible de X tracé sur X[ 3) et soit r la rétraction canonique
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de X sur I'. Supposons que pour tout couple (z,z') d’éléments distincts de E
Von ait [z;r(x)[N[z"; r(z')[= 0, et que pour tout z € E la fonction y — [s(y) : k]
soit constante sur |z;r(z)[; si S est une triangulation de X de squelette T et
contenant ’ensemble des r(x) pour z parcourant E, alors S est adaptée a E.

La encore, seul un point mérite une vérification : le fait que si x € Eet si V
désigne la composante connexe de X \ {r(z)} contenant z, alors s(z) = s(V).
Reprenons les notations b et d du[5.5.2]ci-dessus, et soit 4 la valeur constante de d
sur |z; r(z)[; par semi-continuité inférieure de d, on a d(z) < §. Comme d(y) = &
pour tout y €lx;r(z)[, c’est en particulier le cas au voisinage de r(x) et 'on a
donc [s(b) : k] = 0; par ailleurs s(b) = s(V) qui se plonge dans s(z), d’ou
I'inégalité d(z) > J, et finalement d(x) = ¢, ce qui entraine que (V) — s(x)
est un isomorphisme.

(5.5.3) Soit X une courbe k-analytique quasi-lisse compacte et connexe; on
suppose que S*(X) est non vide; c’est donc un sous-graphe analytiquement
admissible de X, et 'on note r la rétraction canonique de X sur S**(X). Soit E
un sous-ensemble fini de X contenu dans Xjg; et soit S une triangulation de X
adaptée a E.

Posons I' = S*(X) U |J [z;7(x)]. C'est un sous-graphe fermé localement

z€E
fini de X tracé sur Xjo 3], qui est le plus petit sous-graphe analytiquement

admissible de X contenant S**(X) et E. Soit X I'ensemble des noeuds non rigides
de T'; on suppose qu'il est non vide. C’est alors d’apres [5.5.1] une triangulation
de X, dont nous allons montrer qu’elle est adaptée a E et contenue dans S.

(5.5.3.1) La triangulation ¥ est adaptée a E. Soit x € E et soit V' la composante
connexe de X — X contenant x. Il résulte de que V est un disque virtuel ;
soit y I'unique point de son bord; il appartient & . L’intervalle ]z;y[ tracé
sur V est contenu dans I' et n’est constitué que de points pluribranches, donc
de type 2 ou 3. Il ne contient par hypothese aucun nceud de T, ce qui implique
en particulier que z — [5(2) : k] est constante sur |z; y[.

Pour montrer que X est adaptée a E, il suffit maintenant de vérifier que V' N
E = {z}. On raisonne par I'absurde, en supposant qu’il existe un point z’
sur V NE qui differe de z. L’intersection |z; y[N]z’; y[ est alors de la forme |¢;y],
et la valence de (T',t) vaut au moins 3. Ainsi, ¢ est un sommet topologique
pluribranche de I', et en particulier un noeud de ce dernier situé sur X[ 3; il
appartient donc a X, ce qui est contradictoire.

(5.5.3.2) On a ¥ C S. Désignons par A le squelette de la triangulation S.
Soit y € .

Si y est un nceud de S**(X), il résulte de[5.4.11| que y est un nceud de A, et
donc un élément de S.

Supposons maintenant que y n’est pas un nceud de S**(X). Comme c’est
un neeud de I' = S*(X) U | [z;r(z)] et comme J[z; r(z)] est un sous-graphe
xcE

compact de T, le point y appartient nécessairement a | J[z; r(z)].

Si z € E, il résulte du[5.5.3.1] ci-dessus :

e que |z;r(x)[ ne rencontre aucun des |z’;r(z)[ pour 2’ # 2/, et partant ne
contient aucun sommet topologique de I';
e que z — [s(2) : k] est constante sur |z;r(z)[.
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Compte-tenu du fait que Jz; r(x)[ est tracé sur un disque virtuel, qui est sans
bord, et que chacun de ses points est pluribranche, donc non rigide, il s’ensuit
que ]z;r(x)[ ne contient aucun neeud de T

On déduit de ce qui préceéde que | J[x; (x)[ ne contient aucun nceud non rigide
de T'; des lors, y est nécessairement de la forme 7(x) pour un certain « € E;
on note V' la composante connexe de X — S**(X) qui contient z; c’est une
composante connexe de X \ {y}. Comme on a fait 'hypotheése que y n’est pas
un neeud de S*"(X), la valence de (5*"(X),y) est 2. Comme A D S*(X), la
valence de (A, y) est supérieure ou égale & 2.

Supposons que la valence de (A,y) est au moins égale a 3. Dans ce cas y
est un sommet topologique, et a fortiori un noeud, de A ; c¢’est donc un élément
de S.

Supposons que la valence de (A, y) est égale a 2. Dans ce cas les germes (T, y)
et (A, y) sont égaux. Par conséquent, A ne contient aucun intervalle ouvert tracé
sur V et aboutissant a y ; étant convexe, A ne rencontre donc pas V', qui apparait
ainsi comme la composante connexe de x dans X — A. Mais comme S est une
triangulation adaptée a E, ceci entraine que 'unique point du bord de V', qui
n’est autre que y, appartient a .S.

Triangulations des courbes marquées

(5.5.4) On appellera courbe k-analytique marquée un couple (X,E) ol X est
une courbe k-analytique et ou E est un sous-ensemble fermé et discret de X
contenu dans Xg. Une triangulation d’une courbe marquée (X,E) sera par
définition une triangulation de X adaptée a E.

(5.5.5) Soit (X,E) une courbe k-analytique marquée. On suppose que X est
non vide, géométriquement connexe, quasi-lisse et compacte (cette derniere
condition entraine la finitude de E). Le but de ce qui suit est de déterminer
sous quelles hypotheses supplémentaires il existe une plus petite triangulation
de (X, E); on note © 'ensemble des nceuds de S**(X) et 'on distingue trois cas.

(5.5.5.1) Le cas ot S*™(X) et © sont non vides. On sait alors que S*™(X) est
un sous-graphe analytiquement admissible de X, contenu dans X3 3;. Soit I' le
plus petit sous-graphe analytiquement admissible de X contenant S**(X) et E.
L’ensemble ¥ des noeuds non rigides de I' contient © en vertu de et est
en particulier non vide; il découle alors de[5.5.3] [5.5.5.1] et [5.5.5.2] que 3 est la
plus petite triangulation de (X, E).

(5.5.5.2) Le cas ot S*(X) est non vide et ot © est vide. La courbe X est
alors isomorphe a ’analytifiée d’une courbe projective, lisse et géométriquement
integre de genre 1, du type décrit au ; son squelette analytique S**(X)
coincide avec son squelette, et est un cercle.

Si E est vide, on a vu au [5.4.12.2] que X n’admet pas de plus petite
triangulation, mais admet une infinité de triangulations minimales, & savoir
les triangulations de la forme {z} avec z € S**(X).

Si E est non vide, appelons I' le plus petit sous-graphe analytiquement
admissible de X contenant E et S?"(X'). Comme 5" (X)) est un cercle et comme E
est non vide, I' possede au moins un sommet topologique pluribranche, et
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I’ensemble ¥ de ses noeuds non rigides est des lors non vide. Il découle alors
de[5.5.3] |5.5.3.1) et [5.5.3.2| que ¥ est la plus petite triangulation de (X, E).

(5.5.5.3) Le cas ot S*(X) est vide. La courbe X est alors isomorphe &
I’analytification d’une courbe projective, lisse et géométriquement integre de
genre zéro du type décrit au [5.4.8]

Soit Er; l'image réciproque de E sur X ~ IE”;,’;H. Le but de ce qui suit
est de montrer que (X, E) admet une plus petite triangulation si et seulement
si la condition suivante est satisfaite : E; compte au moins trois éléments,
ou en compte exactement deuxr qui sont permutés par l'action de Galois. Elle

peut se retraduire comme suit : Y [s(x) : k] = 3 ou E est un singleton {x} tel
€k
que [s(x) : k] = 2.

Pour établir cette assertion, 'on distingue quatre cas.

Premier cas : E; compte au moins trois éléments. Soit I I'enveloppe
convexe de E; et soit S I'ensemble des sommets pluribranches de I'. Comme
E= compte au moins trois éléments, S est non vide, et il coincide avec I’ensemble
des neeuds non rigides de I'. Le sous-arbre I' de X7 ~ ]P’%’afm est analytiquement
admissible (remarque ; on déduit alors deque S est une triangulation

de X adaptée a E.

L’arbre T" et I’ensemble S sont stables sous G. Si I est une aréte de I'
joignant deux points de S et dont G renverse les orientations, il existe un unique
point £(I) de I qui est fixé par le stabilisateur de I ; on note S’ la réunion de S
et des £(I), ol I parcourt 'ensemble des arétes de I' joignant deux points de S
dont G renverse les orientations. L’ensemble S’ est stable sous G; il constitue

d’apres [5.1.17.1) une triangulation de X5.

De plus, si un élément de S’ est de la forme £(I), alors il appartient a la
composante connexe [ > de XEE \ S, qui est une couronne et qui ne contient
donc aucun point de E, puisque S est adaptée a E; il s’ensuit que S’ est encore
adaptée & E. Par ailleurs, Pappartenance de chacun des (1) a S’ garantit que
si J est un intervalle ouvert joignant deux points de S’ alors G ne permute pas

les orientations de J.

On déduit de ce qui précede, a ’aide du théoreme [5.3.9 et de 5.5.2.1 que S’
est I'image réciproque sur X d’une triangulation 7" de X qui est adaptée a E.

Nous allons montrer que T est la plus petite triangulation de (X, E).
Soit donc © une triangulation de (X, E); il suffit de vérifier que 'image
réciproque O de © sur X5 contient S’; notons que O est adaptée a E

(.5.21).

Soit A le squelette de O, soit r la rétraction canonique de X sur A, et
soit t € S. Par définition de S il existe trois points deux a deux distincts z, y, et z
de Eg tels que [z; 2]N[y; 2] = [t; 2]. On a [z; 2] = [2;7(x)|UTU[r(2); 2] et [y; 2] =
[y;r(y)]UI"U[r(z); 2] out I et I" sont deux segments tracés sur A. Comme O
est adaptée a E;;, le point £ ne peut appartenir a [z;7(z)[U[y; r(y)[U[z; 7(2)].

Si t est égal & r(z),r(y) ou r(z) alors il appartient a ©;, 1a encore parce
que O; est adaptée a E.

Sinon ¢ appartient a [z; 2] U [y; 2] — ([x;r(z)] U [y; r(y)] U [2; 7(2)]), qui est un
ouvert de [x; 2]U[y; 2] et un sous-graphe de A. Comme la valence de [x; 2] U[y; 2]
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en t vaut 3, la valence de A en t vaut au moins 3 ; par conséquent, ¢ est un noeud
de A et appartient de ce fait a O.

Ainsi, O contient S. Par ailleurs, soit I un intervalle ouvert joignant
deux points de S et dont G permute les orientations; nous allons montrer par
I'absurde que ©; contient {(I). Supposons que ce ne soit pas le cas et soit Iy
la composante connexe de {(I) dans I — ©. Par hypothese, il existe g € G
stabilisant I et induisant sur ce dernier une symétrie de centre £(I); il s’ensuit
que g stabilise Iy et induit sur celui-ci une symétrie de centre £(I), ce qui
contredit le fait que G ne permute pas les orientations des composantes connexes
de A — O (théoreéme .

On en conclut que O contient S’, ce qu’on souhaitait établir.

Second cas : E; compte deux points échangés par I’action de G. Soient =
et y les deux points en question. Comme G échange = et y, il stabilise [z;y]
et son action sur ce dernier se factorise par une surjection G — {ld, g} ou g
est une symétrie ayant pour centre un certain z €]z;y[. Le point z est stable
sous G, c’est donc l'unique antécédent d’un point ¢ de X. Le singleton {z}

est une triangulation de X (le point z est pluribranche, donc de type 2 ou
3, et Xz =~ }P’%’;n) visiblement adaptée a E; = {z,y}; on déduit alors du
théoreme et du[5.5.2.1| que {t} est une triangulation de X adaptée & E.

Nous allons montrer que {t} est la plus petite triangulation de (X, E).
Soit donc © une triangulation de (X,E); il suffit de vérifier que 'image
réciproque O de © sur X5 contient z.

Soit A le squelette de O et soit 7 la rétraction canonique de X

sur A. Comme O est adaptée a E; = {r,y} , les points r(x)
et 7(y) appartiennent & ©;. Par convexité, A N [z;y] = [r(z);r(y)]. Comme g
stabilise A, il échange r(z) et r(y) et z appartient des lors & [r(z);7(y)].
Supposons que z n’appartienne pas a O;. La composante connexe de 2z
dans A — O serait alors un intervalle ouvert stable sous g et contenu
dans ]r(x);r(y)[, contredisant ainsi le fait que G agit sans permuter les

orientations des composantes connexes de A — O (théoreme [5.3.9).

Troisieme cas : E; compte deux points distincts, fixes sous G. Soient =
et 2’ les deux points en question ; ’ensemble E consiste alors lui-méme en deux
points y et ¢, qui sont les images respectives de x et =’ sur X, et G fixe point
par point U'intervalle [z; 2] ; celui-ci s’envoie donc homéomorphiquement sur son
image qui est de ce fait égale a [y;1/].

Soit z €]z; [ et soit ¢ son image sur X. Le singleton {z} est une triangulation

1,an

de X7 (le point z est pluribranche, donc de type 2 ou 3, et X = P2 ),
visiblement adaptée a E; = {z,2'}; on déduit alors du théoréme et
du que {t} est une triangulation de X adaptée & E. Elle est évidemment
minimale; ainsi, (X,E) posséde une infinité de triangulations minimales , &
savoir toutes celles de la forme {t} avec t €ly;y'[; il s’ensuit que (X,E) ne
possede pas de plus petite triangulation.

Faisons une remarque : si © est une triangulation de (X, E) alors son image
réciproque O sur X est une triangulation adaptée & E; = {z,2'}. Par
conséquent, il y a au moins un sommet de O qui est situé sur |o; 2’[. Autrement
dit, © contient une triangulation de la forme {¢} pour un certain ¢ €ly; y'[. Ainsi
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les triangulations minimales de (X, E) sont-elles exactement les triangulations
de la forme {t} avec t €]y;y'[.

Quatrieéme cas : E; compte au plus un point. On sait que X possede une
infinité de triangulations minimales, et que les triangulations minimales de X
sont les triangulations de la forme {x} ol z € X33 et ol s(x) = k. Nous
allons montrer que cette assertion reste vraie si 'on remplace X par (X, E) (en
particulier, (X, E) n’a pas de plus petite triangulation). Pour le voir, on peut
supposer E non vide, et donc constitué d’un point y tel que s(y) = k. Il suffit de
vérifier que si z est un point de X[ 5] tel que s(x) = k, alors {x} est adaptée a E.
Soit V' la composante connexe de X \ {} contenant y ; comme toute composante
connexe de X \ {z}, c’est un disque virtuel; et comme s(V) — s(y) = k, on

as(V)=s(Y) (=k), ce qui termine la preuve.

Exemples

(5.5.6) Le cas d’une courbe elliptique. Soit 2" une courbe elliptique sur k
et soit e € Z'(k) son élément neutre. Soit I' le sous-graphe de 272" égal
a l'enveloppe convexe de {e} U S*"(2™?") et soit ¥ l'ensemble des noeuds
non rigides de I'. Il résulte de [5.5.5.1] et |5.5.5.2| que ¥ est une triangulation
de Z®" et que c’est plus précisément la plus petite triangulation de la
courbe marquée (272" e); ainsi, Panalytifiée d’une courbe elliptique possede
une triangulation canonique.

(5.5.7) Le cas de Pi’an muni d’un point rigide quadratique. Supposons que k
est de caractéristique différente de 2, soit a un élément de k qui n’est pas un
carré, et soit x le point rigide de A,lc’an défini par I'équation T2 = a. Soit «
une racine carrée de a dans k9 et soit 7 'unique point du bord de Shilov du
disque fermé V de A%’gm centré en « et de rayon |2«/|; le point 1 est invariant
sous Paction de Galois (car c’est le cas de V', qui est le plus petit disque fermé
de A%’;n contenant a et —a) ; soit & son image sur P,*". Tl résulte alors du second

cas examiné au |5.5.5.3| que {£} est la plus petite triangulation de (]P’i’an, x).
Nous allons maintenant décrire un peu plus précisément le point & en
distinguant deux cas.

(5.5.7.1) Supposons que la caractéristique de k soit différente de 2. Dans ce
cas 2a] = |a| et n = o) 7 3 PAr conséquent, § = njq| =17 -

(5.5.7.2) Supposons que la caractéristique de k soit égale a 2. On a alors pour

toute extension complete L de k% et pour tout A € L équivalence entre les
inégalités [A\—a| < [2a] et [N2—a| < [40®| = [4].|a]. I Sensuit que V = Uz, od U
désigne le domaine analytique de A" défini par I'inégalité |T2 — a| < [4].|al;
par conséquent, £ peut étre caractérisé comme 'unique point du bord de Shilov
de U.
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Chapitre 6

Modeles formels d’une
courbe analytique en
théorie de Berkovich

6.1 Une alternative pour les courbes
irréductibles compactes

(6.1.1) Lemme. Soit 2 une courbe algébrique projective irréductible, munie
d’un morphisme fini et dominant sur PL dont on note ¢ Uanalytifié. Soit x un
point de Z*" dont l'image par ¢ est égale a n,. pour un certain r > 0, et soit €2
une composante connexe de X"\ {zx} telle que br(2™ x)cq soit un singleton
et telle que p~t(c0) C Q; soit D le disque fermé de P,lc’an de centre 0 et de
rayon r. Le compact 2" — Q est alors une composante connexe de =1 (D).

Démonstration. La question étant purement topologique, on peut
remplacer Z  par Zied, auquel cas le morphisme ¢ est plat. Si V' est une
composante connexe de 27" \ {z} qui n’est pas égale & Q, il résulte de nos
hypotheses que oo ¢ ¢(V); on déduit alors du lemme que (V) est
une composante connexe de P,lg’an \ {n-}; comme elle ne contient pas oo, cette
composante est incluse dans D. 11 s’ensuit, compte-tenu du fait que ¢(z) =7, €
D, que le compact 2™ — ) est contenu dans o~ 1(D).

Posons U = ]P’,lc’an —D. Par ce qui précede, ¢~ (U) C ; si b désigne 'unique
branche de ]P’l,lc’bm issue de 7). et contenue dans U, chacune des branches de 2 2"
située au-dessus de b est contenue dans €2 ; comme il existe par ailleurs au moins
une branche de 2" issue de x et située au-dessus de b, on en déduit que I'unique
branche 5 de 2" issue de = et contenue dans ) vérifie Pégalité ¢(5) = b. Par
conséquent, il existe une section V' de § telle que ¢(V') soit une section de b; on
a en particulier ¢(V) C U.

Puisque § est la seule branche de 2" qui soit issue de x et contenue dans €2,
le fermé Q—V de Q est également fermé dans 27" ; on en déduit que le compact
connexe 2" — ) est ouvert dans 2 —V ; comme ¢(V) C U, 'on a ¢~ 1(D) C
27—V ; par conséquent, 2" — ) est ouvert et fermé dans ¢~ (D) ; étant de
surcroit connexe et non vide, 2" —2 est une composante connexe de ¢~ (D). O
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(6.1.2) Proposition. Soit Z une k-courbe algébrique projective et soit (;)ier
une famille finie d’ouverts deuzx o deux disjoints de Z 2" possédant les propriétés
suivantes :

i) chacun des §; est conneze, normal et non vide ;

it) pour tout 1, le bord topologique de §); dans Z*" est un singleton {x;}, ot
le point x; est de type 2 ou 3, et br(Z ™", x;)cq, est également un singleton ;

iit) pour toute composante irréductible % de X, il existe un indice i tel
que Q; N2 £ ).

Sous ces hypothéses 2 —[[ 2 est un domaine affinoide de Z™2".

Démonstration. Commengons par quelques remarques. Pour tout i,
Pouvert 2; est normal, et chacun de ses points appartient donc a I’analytification
d’une unique composante irréductible de 2" ; comme §2; est par ailleurs connexe,
il s’ensuit qu’il existe une composante irréductible % de 2 telle que Q; C
@an et telle que 2; ne rencontre ’analytification d’aucune autre composante
irréductible de 2 .

Il en résulte notamment que dans ’énoncé de la condition iii), 'on peut
remplacer < Q; N %3 £ () > par < Q; C Z3"s,

Par ailleurs, 22" — [[; est, d’apres la proposition [4.2.14] un domaine
analytique de 272" ; il reste a s’assurer qu’il est affinoide.

(6.1.2.1) Réduction au cas ot la valeur absolue de k n’est pas triviale. Soit r
un polyrayon k-libre; apres extension des scalaires a k,, toute composante
irréductible de 2 reste irréductible et Z reste réduite. Fixons un indice 1.
L’ouvert €2, » de 22" est connexe et normal ; par ailleurs, ’hypothese ii) assure
lexistence d’un ensemble cofinal % de compacts de ; tels que Q; — K soit
connexe pour tout K € JZ. Si K € ¢, son image réciproque K, sur €); » est un
compact, et {K;} e est un ensemble cofinal de compacts de €, ; pour tout
K € & Pouvert €, — K, est égal & (Q; — K), et est de ce fait connexe; il
s’ensuit que le bord de €; » dans le graphe compact 22" est un singleton {y;},
et que ; , contient une et une seule branche issue de y;.

Soit o la section de Shilov de Z2" — Z*"; le point x; adhere a €;; il en
résulte que o(z;) adhere a €; ., et appartient de ce fait & son bord (puisque x; ¢
Q;). Par conséquent, y; = x;, et le point y; est donc de type 2 ou 3.

Par ailleurs, en vertu de la proposition [3.2.25, 2" — ] ; est un domaine
affinoide de 2" si et seulement si 22" — [[€Q;r est un domaine affinoide
de Z2".

Les faits qui précedent autorisent, quitte a étendre les scalaires a k, pour
n’importe quel polyrayon k-libre non vide r, & supposer que |k*| # {1}.

(6.1.2.2) Soit _# l'ensemble des parties J de I satisfaisant la condition
suivante : pour toute composante irréductible % de X il existe un et un
seul j € J tel que Q; C &> ; on a

2 -1lea=N | 2™-1]%

el Je g jeJ

Comme lintersection d’une famille finie de domaines affinoides de l’espace
séparé 2 ®" est encore un domaine affinoide de 22", on se ramene & traiter le
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cas ol pour toute composante irréductible ¢ de 2 il existe un et un seuli € I
tel que Q; C @an,

Si i € I on désignera désormais par Z; la composante irréductible de 2~
dont Panalytification contient €2, ; les Z; sont deux a deux distinctes et toute
composante irréductible de 2" est I'une d’entre elles.

(6.1.2.3) Pour tout 4, il existe, en vertu du Nullstellensatz, un point rigide P;
sur €2;. Chaque P; définit (par normalité de ;) un diviseur de Cartier, et donc
un fibré en droites O(P;), sur Z". Si £ désigne le fibré & (F;) 'on a pour

tout entier n une suite exacte

0— 2% o 29" 5 (B .gp, —0.

Comme {P;} rencontre toutes les composantes irréductibles de 27, le fibré .&
est ample, et H' (2, £®"~1) est donc nul pour n suffisamment grand ; il s’ensuit
que si n est suffisamment grand, il existe une section globale de #®" qui ne
s’annule en aucun des P; ; celle-ci peut s’interpréter comme une fonction f sur
le schéma affine 2" := 2"\ {P;}; qui posséde un pdle en chacun des P;; pour
tout 4, on pose Z; = 2" NZ; = Z; \ {F}.

Fixons j € I; soit g une fonction sur 2" nulle sur chacune des 2 pour i # j
et dont la restriction a %”j’ est génériquement inversible. Cette derniere condition
implique, x; étant de type 2 ou 3, que g(z;) # 0. Comme |k*| # {1}, il
existe A € kX tel que [A] < |g(z;)|; si N est un entier suffisamment grand
alors | f(x;)[.JAIN < |f(z;)]]9(z;)|N pour tout i # j; choisissons un tel N et
posons h = f(g-+ A)V. Par construction, h est une fonction sur 2™ qui possede
un pole en chacun des P; et qui est telle que |h(z;)| < |h(x;)| pour tout j # i.

La fonction A induit un morphisme fini de 2 vers P; dont la restriction
a chacune des Z; est dominante, et dont on note ¢ l'analytification; on
a ¢ (00) = {Pi}ier. Soit T la fonction coordonnée sur P} ; par choix de h,
Von a |T(p(x;))| < |T(¢(x;))| pour tout ¢ # j. Choisissons un ensemble fini &
de points rigides de ]P’,lc’an tel que {0,00} C & et tel que I'enveloppe convexe T’
de & contienne chacun des ¢(x;), et soit m un polynéme de k[T] dont & est le
lieu ensembliste des zéros. Le polynéme m induit un morphisme fini et plat p :
Py — Po™ tel que u~'(00) = {00} ; comme |m| est localement constante en
dehors de I' et strictement croissante sur I' lorsqu’on oriente celui-ci vers oo,
Iimage par p de T' est lintervalle [0; 00]. Des lors, pu(e(x;)) est pour tout i de
la forme 7,, pour un certain r; > 0; de plus, U'inégalité |T'(p(x;))| < |T(¢(x;))],
valable pour tout i # j, garantit que quitte a augmenter suffisamment I’exposant
de T dans le polynéme m (sans toucher & ses autres facteurs irréductibles), on
peut faire en sorte que |m(e(x;))| < |m(¢(z;))| pour tout ¢ # j, c’est-a-dire
que 7; < r; pour tout i # j.

La considération du morphisme composé p o ¢ conduit a 1’énoncé suivant,
dans lequel on réintroduit I'indice j dans les notations — comme nous 1’avions
fixé, nous l'en avions provisoirement banni : pour tout indice j il existe une
application r; : I — R dont le mazimum est atteint en j et un morphisme
finip; + X — P,lc’an, dont la restriction o chaque Z; est dominante, et qui
possede les deux propriétés suivantes :

i) ;' (00) = {P}ier ;



334 Modéles formels

it) (i) = Ny, i) pour tout i.
Pour tout réel strictement positif r, on note D, le disque fermé de centre 0
et de rayon 7.

(6.1.2.4) Fixons j. En vertu du corollaire le compact Z;*" —; est pour
tout ¢ une composante connexe de wj—l%ﬁ“ Dy, (3)) ; comme 7;(i) < 7;(f), cela

implique que Z;** — Q; C wj_liggian Dy, (y)-

Si ¢ € I, 'on désigne par V;; la composante connexe de wj_l(DTj (j)) qui
contient 2;*" — ;.0n a vu ci-dessus que 2 — €); est une composante
connexe de wjﬁ%”;“(ﬂ)m(j)% les composantes connexes de 1/);1(]1)”0)) qui
rencontrent 3&?“ sont donc d'une part Vj;, et d’autre part les composantes
connexes de wj—lelfb”f“ (Dy;(j)) qui sont contenues dans €2, et qui a ce titre ne

peuvent coincider avec I'une des V; ;.

Par conséquent, si 'on appelle W} la réunion des V; ; pour 7 dans I, alors W
est un domaine affinoide de 2™@® qui vérifie les propriétés suivantes :

o W; N 22" D 2" — Q; pour tout ¢;
.ij%&n:%an_gj.
On en déduit que () W; = 27" — [] Q;; comme chaque W; est un domaine
jel jeI
affinoide de I'espace séparé 2°*"*, le compact 2 — || €; est un domaine affinoide
jeI
de 22, 0O
(6.1.3) Théoréme. Soit X une courbe k-analytique compacte et soit S son bord
analytique.

A) Si X est génériqguement quasi-lisse, il existe une k-courbe algébrique
projective 2 et un isomorphisme entre X et un domaine analytique
de 2.

B) Les propositions suivantes sont équivalentes :

1) X est affinoide;
2) S rencontre toutes les composantes irréductibles de X .

Démonstration. L’implication 1)=-2) de I’assertion B) est triviale; il suffit
donc de démontrer A) et Pimplication 2)=-1).

(6.1.3.1) Preuve de A). On suppose donc X génériquement quasi-lisse. Soit z €
S. Comme X est quasi-lisse en z, il existe une courbe k-analytique lisse Y, et un
voisinage V,, de x dans X tel que V, s’identifie & un domaine analytique fermé
de Y, ; fixons un voisinage affinoide Z, de x dans Y, ; 'intersection W, := V,NZ,
s’identifie & un voisinage analytique compact de = dans X.

Comme S est fini 'on peut, en restreignant suffisamment chacun des Z,,
supposer que les W, (vus comme domaines analytiques de X) sont deux a deux
disjoints. Soit X’ la courbe obtenue en recollant [[ Z, et X le long de [[ W, ;
c’est une courbe k-analytique dont X est naturellement un domaine analytique
fermé, et dont le bord analytique ne rencontre pas X.

Comme le bord analytique de X’ ne rencontre pas X, le bord topologique
de X dans X’ coincide avec le bord analytique de X, c’est-a-dire avec S. On
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peut restreindre X’ de maniere & ce que son bord analytique soit vide, & ce que
toutes ses composantes connexes rencontrent S, et, en vertu de ’assertion iii) de
la proposition a ce que Pouvert X’ — X ait un nombre fini de composantes
connexes (qui sont alors nécessairement des composantes connexes de X'\ S).
Sous ces hypotheses, le théoréme [£.1.2] fournit une identification entre X et
une partie compacte de Danalytification 272" d’une k-courbe projective et
génériquement lisse 2", modulo laquelle sont satisfaites les conditions suivantes :

e il existe un sous-ensemble fini et non vide &£ de br(22",S) tel que

Pouvert 2@ — X s’écrive comme une réunion finie disjointe [[ 5, oli chaque €,
be %
est une composante connexe normale de 22"\ S';

e pour tout b ’ensemble br(22",S)cq, est le singleton {b} ;

e il existe un voisinage ouvert de X dans 22" qui est isomorphe & un
voisinage ouvert de X dans X’ (ce qui entraine que le bord topologique de X
dans 272" est égal &4 S. )

Il découle alors de la proposition [4.2.14] que X est un domaine analytique
compact de Z®", ce qui acheve de montrer A).

(6.1.3.2) Prewve de 2)=1) dans le cas génériquement quasi-lisse. On suppose
toujours que X est génériquement quasi-lisse, on conserve les notations 2~ et {2,
du ci-dessus, et I'on suppose de plus que 2) est satisfaite; nous allons
montrer que sous cette derniere hypothese, X est un domaine affinoide de 2 2".

Soit " une composante irréductible de 2 ; vérifions qu’il existe au moins une
branche b dans 4 telle que Q, N2 £ (). On suppose que ce n’est pas le cas. Le
compact Z®" ne rencontrant alors aucun des €2y, il est contenu dans X ; c’en est
un fermé de Zariski irréductible et de dimension 1, et partant une composante
irréductible ; mais ceci implique, en vertu de I’hypothese 2), que S N @21 =£ ().
Choisissons x € #?*NS. Appartenant & S, le point x est un point lisse de 272" ;
par conséquent, 22" est un voisinage de x dans 2?". Comme S est exactement
le bord topologique de X dans 272" il existe b € A telle que x adheére a Qy;
des lors, le voisinage 22" de x rencontre ), ce qui est absurde.

Les hypotheéses de la propostion [6.1.2] sont donc vérifiées; par
conséquent, X = 22" — [ est un domaine affinoide de 2™2".

(6.1.3.3) Preuve de 2)=1) dans le cas général. On ne suppose plus que X est
génériquement quasi-lisse, et 1'on se place sous 'hypothese 2).

Comme X est compacte, il existe une extension complete F' de k, qui est
égale & k si celui-ci est de caractéristique nulle, et de la forme k'/?" pour un
certain n € N sinon, telle que X eq soit géométriquement réduite.

Siz € X, il possede un unique antécédent xp sur Xr ; les extensions Fjg, /kgy

—_—~ —

et k(2F),/K(T), 6étant radicielles, P est un

S I W
homéomorphisme ; combiné au critere de Temkin, ce fait assure que x appartient
au bord analytique de X si et seulement si xp appartient au bord analytique
de X F,red-

Il s’ensuit que lespace F-analytique X g req satisfait lui aussi 2); en vertu
du cas génériquement quasi-lisse déja traité au [6.1.3.2) Xp req est affinoide. On
déduit alors du théoréme que X est affinoide, puis du théoréme [3.2.26
que X lui-méme est affinoide. O
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(6.1.4) Corollaire. Si X est une courbe k-analytique compacte et irréductible,
alors X est ou bien projective, ou bien affinoide. O]

6.2 Quelques compléments

Branches non discales, nceuds du squelette analytique et
morphismes finis

(6.2.1) Soit X une courbe @—analytique quasi-lisse, soit x € X[p3) et soit b €
br(X, z). On dira que la branche b est discale (relativement a X ) si la composante
connexe U de X \ {z} contenant b est un disque. Notons que comme b est issue
de z, le point x appartient & AU. Il s’ensuit, en vertu de la proposition [5.1.18
que b est discale sauf si 'une au moins des trois propriétés suivantes est
satisfaite :

e U = U U {x} n'est pas compacte;
e U n’est pas un arbre, c’est-a-dire encore contient une boucle ;
e U contient un point de genre strictement positif.

(6.2.2) Soit X une courbe @—analytique quasi-lisse, soit z € S*"(X) et soit b €
br(S**(X), z). La branche b est alors non discale. En effet, soit U la composante
connexe de X \ {z} contenant b. Comme b € br(S**(X), ), il existe un intervalle
ouvert I contenu dans S®*(X), aboutissant proprement & x et définissant b. Cet
intervalle est nécessairement contenu dans U, et I'inclusion I C S*"(X) assure
que U ne peut étre un disque.

(6.2.3) Lemme. Soit X une courbe Ea-analytique quasi-lisse et soit x € Xa3.
Les propositions suivantes sont équivalentes :

i) le point x est un neud de S**(X) ;

i1) ou bien le point x est de genre strictement positif, ou bien il appartient
a 9 X, ou bien il existe trois branches deuz a deux distinctes dans br(X, x) qui
sont non discales.

Démonstration. Supposons que z soit un nceud de S**(X), qu’il
n’appartienne pas a 9*"X et soit de genre zéro. C’est alors un sommet
topologique de 5**(X). En vertu du corollaire la valence de (S*(X), z)
vaut au moins 2; comme z est un sommet, elle vaut au moins 3, et il existe
donc au moins trois éléments distincts dans br(S**(X), x), qui peuvent étre vues
comme trois branches deux a deux distinctes issues de z. En vertu de elles
sont non discales, ce qui achéve de montrer que i)=ii).

Supposons maintenant que ii) soit vraie. Si x est de genre strictement positif
ou appartient & 0 X, il appartient & S**(X) puisqu’il ne peut étre situé sur un
disque, et est alors par définition un nceud de S*(X). Supposons maintenant
qu’il existe trois branches deux & deux distinctes dans br(X,z) qui sont non
discales.

Le point x appartient o S*(X). Supposons en effet le contraire. Le point x
est alors contenu dans un ouvert U de X qui est un disque, et si w désigne
l'unique bout de ce dernier alors toutes les composantes connexes de U \ {z}
& lexception de celle contenant |z;w[ sont des disques; comme elles sont
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relativement compactes dans U, ce sont encore des composantes connexes
de X \ {z}, et br(X,z) = br(U,z) compte ainsi au plus une branche qui n’est
pas discale relativement & X, & savoir éventuellement celle définie par |z;w[; on
aboutit donc a une contradiction.

Le point x est un sommet topologique, et en particulier un neud, de S**(X).
En effet, dans le cas contraire, il existerait un intervalle ouvert I tracé
sur S**(X), ouvert et relativement compact dans ce dernier, et n’en contenant
aucun noeud. Si X’ désigne la composante connexe de X contenant x alors
comme S*(X') = S*(X) N X’ est non vide, S*(X)" est un sous-graphe
analytiquement admissible de X', et il découle de que I’ est une
couronne. Si I’ et I" désignent les deux composantes connexes de I \ {z} alors
toutes les composantes connexes de I” \ {z} & I'exception de celle contenant I’
et I” sont des disques; comme elles sont relativement compactes dans I?, ce
sont encore des composantes connexes de X \ {z}, et br(X,z) = br(I’, )
compte ainsi au plus deux branches qui ne sont pas discales relativement a X,

a savoir éventuellement celles définies par I’ et I”. On aboutit donc & une
contradiction. U

(6.2.4) Lemme. Soit ¢ : Y — X un morphisme fini et plat entre courbes k-
analytiques quasi-lisses, soit y € Y)g3) et soit x son image sur X. Soit b
appartenant a br(Y,y). Si b est discale, p(b) l’est également.

Démonstration. On prouve la contraposée ; on suppose donc que p(b) n’est
pas discale, et nous allons montrer que b ne ’est pas non plus. On désigne par U
la composante connexe de X \ {z} qui contient ¢(b), par V la composante
connexe de ¢~ (U) qui contient b, et par V' la composante connexe de Y \ {y}
qui contient b (ou V, ce qui revient au méme). Comme @(b) n’est pas discale,
plusieurs cas peuvent se présenter, que l'on traite séparément.

Premier cas : la composante U contient un point z € 9**X. Comme ¢ est
fini et plat, V se surjecte sur U, et il existe donc un antécédent ¢ de z sur V;
la finitude de ¢ assure que t € 9*"Y. Ainsi, V' rencontre 0*Y et b n’est pas
discale.

Deuzxieme cas : la composante U contient un point z de genre strictement
positif. La encore, z possede un antécédent ¢ sur V. Comme z est de type 2, ¢

est de type 2; comme le genre du corps résiduel J#7(x) est strictement positif,

P ——

celui de JZ(t) Vest aussi par le théoréme de Liiroth. Ainsi, V' contient un point
de genre strictement positif, et b n’est pas discale.

Troisieme cas : il existe une boucle C tracée sur U. L’'image réciproque C’
de C sur Y est un graphe localement fini et la surjection C/ — C' est injective par
morceaux (th.[4.5.20]et th.[4.5.19) ; par compacité de ¢, le graphe C” est compact
et fini. Comme C’" — C est ouverte et comme C' est un cercle, le graphe C’ ne
comprend que des points pluribranches. Par conséquent, C' N (V' U {y}) est
un sous-graphe compact et fini du graphe connexe V' U {y} qui rencontre V'
(puisque C rencontre U) et dont tous les points situés sur V’ sont pluribranches.
Cela implique que C’ contient une boucle, et b n’est pas discale.

Quatrieme cas : U est non compacte. Le fermé U de X est _contenu
dans ©(V’), qui ne peut des lors pas étre compact. Par conséquent V' n’est
pas compact, et b n’est pas discale. [
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(6.2.5) Proposition. Soit ¢ : Y — X un morphisme fini et plat entre

courbes k%-analytiques quasi-lisses, soit y € Y et soit x son image sur X.
Supposons que x est un neeud de S*™(X). Dans ce cas y est un neud de S*™(Y).

Démonstration. Comme z est un nceud de S*™(X) on se trouve
nécessairement dans l'un des trois cas suivants.

Premier cas : le point x appartient a **X. Dans ce cas y € 0*"Y et y est
un noeud de S**(Y).

Deuzxiéme cas : le point x est de genre strictement positif. Dans ce cas il est

de type 2, et y aussi; comme le genre du corps résiduel 52 (x) est strictement

—~—

positif, celui de 72 (y) 'est aussi par le théoreme de Liiroth. Ainsi, y est de genre
strictement positif et est donc un nceud de S** (V).

Troisieme cas : il existe au moins trois branches de X issues de x qui sont
non discales. Si b est une branche issue de z, elle est de la forme ¢(5) pour une
certaine 8 € br(Y,y) et si b est non discale alors 3 est non discale en vertu du
lemme Il s’ensuit qu’il existe au moins trois branches de Y issues de y qui
sont non discales, et y est un nceud de S** (V). O

6.3 Espaces analytiques formels

(6.3.1) Soit X un espace k-affinoide ; nous dirons qu'un domaine analytique ¥
de X est spécial si Y est réunion finie de domaines affinoides de X de la forme

2(f) =& € X, [F(O = [[fllo},

ou f est une fonction analytique sur X et ol ||f||c désigne sa semi-norme
spectrale.

Il revient au méme de demander que Y soit I'image réciproque par la fleche
de spécialisation d’un ouvert de Zariski de la réduction graduée X, de X.

Tout domaine analytique spécial de X est compact. Toute réunion (resp.
intersection finie) de domaines spéciaux de X est un domaine spécial de X.

(6.3.2) Soit X un espace k-analytique. Un atlas affinoide formel sur X est un
ensemble & de domaines affinoides de X telle que :

i) & constitue un G-recouvrement de X ;
ii) pour tout couple (V,W) d’éléments de & lintersection V N W est un
domaine analytique spécial de V' et de W.

On dit que deux atlas affinoides formels & et & sur X sont équivalents
si leur réunion est un atlas affinoide formel; il revient au méme de demander
que pour tout couple (V, W) formé d’un élément de & et d’un élément de &,
Iintersection V NW soit un domaine formel de V' et de W. On définit ainsi une
relation d’équivalence sur I'’ensemble des atlas affinoides formels de X.

Un atlas affinoide formel sur X est dit maximal s’il est maximal pour
Pinclusion (en tant que sous-ensemble de Z2(X)) parmi tous les atlas affinoides
formels de X ; toute classe d’équivalence d’atlas affinoides formels possede un
unique élément maximal, a savoir la réunion de tous les atlas qu’elle contient.
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(6.3.3) Un espace k-analytiqgue formel est un couple (X,2() ou X est un
espace k-analytique et 20 un atlas affinoide formel maximal de X.

(6.3.4) Soit X un espace affinoide et soit 2 latlas affinoide formel maximal
équivalent & {X}; il est immédiat que 2 est ’ensemble des domaines affinoides
spéciaux de X. On dira que 2 est l'atlas affinoide formel canonique de X, et
que (X,2() est 'espace k-analytique formel canoniquement associé a X.

(6.3.5) Si (X,2l) est un espace k-analytique formel et si L est une extension
complete de k, lespace X hérite d’une structure naturelle d’espace L-
analytique formel : c’est celle définie par 1'atlas maximal équivalent & {V}v,
ou V parcourt 2 ; cet atlas sera noté 2.

(6.3.6) Soit X un espace k-affinoide et soit f une fonction analytique sur X.

La fleche induite 2(f) I X or entre les réductions graduées des espaces en jeu

identifie %gr a louvert de Zariski D(j:'gr) de X, ; il en résulte que si z € 2(f)
alors x appartient au bord de Shilov de Z(f) si et seulement si il appartient au
bord de Shilov de X.

(6.3.7) Soit X un espace k-analytique, soit 2 un atlas affinoide formel sur X
(non nécessairement maximal), soit * € X et soient V et W deux éléments de 2.
Supposons que x € V N W. Les assertions suivantes sont alors équivalentes :

i) le point = appartient au bord de Shilov de V'
ii) le point = appartient au bord de Shilov de W.

Pour le voir il suffit, par symétrie, de montrer que i) = ii). Supposons donc
que i) soit vraie; choisissons deux domaines affinoides V' et W’ de V. N W qui
contiennent z, le premier (resp. le second) étant de la forme 2(f) (resp. 2(g))
ou f (resp. g) est une fonction analytique sur V (resp. W).

On déduit successivement du : que = appartient au bord de Shilov
de V'; qu’il appartient au bord de Shilov de V' NW' = Z(g|y+) ; qu’il appartient
au bord de Shilov de W, puisque V' "W’ = 2(fjw-); et enfin, qu'il appartient
au bord de Shilov de W, ce qu’on souhaitait établir.

Ainsi, si x est un point de X, les propriétés suivantes sont équivalentes :

a) il existe V' € 2 tel que x appartienne au bord de Shilov de V';
b) pour tout V € 2 tel que z € V, le point x appartient au bord de Shilov
de V.

Si elles sont satisfaites, nous dirons que x est un sommet de . L’ensemble
des sommets de 2L est une partie fermée et discrete de X : cela provient du fait
que X est G-recouvert par les domaines affinoides appartenant a 2, et de la
finitude du bord de Shilov d’un tel domaine.

Si 9B est un atlas affinoide formel sur X qui est équivalent a 2, ’ensemble
des sommets de 2 est égal a celui des sommets de B. Pour le voir il suffit, par
symétrie, de s’assurer que tout sommet de 2 est un sommet de B. Soit donc x
un sommet de 2, et soit V' (resp. W) un élément de 2 (resp. B) contenant x.
Comme z est un sommet de 2, il appartient au bord de Shilov de V. En
appliquant I’équivalence entre les assertions a) et b) ci-dessus a atlas 20U, on
voit que x appartient au bord de Shilov de W ; par conséquent, c’est un sommet
de ‘B.
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Si X est un espace affinoide et si 21 désigne son atlas affinoide formel
canonique, on déduit de ce qui précede que ’ensemble des sommets de 2 coincide
avec I’ensemble des sommets de atlas { X }, autrement dit avec le bord de Shilov
de X.

(6.3.8) Soit (X, 2l) un espace k-analytique formel. Comme un espace k-affinoide
est strictement k-affinoide si et seulement si la semi-norme spectrale de son
algebre de fonctions est & valeurs dans le monoide {0} U /|k*|, les propriétés
suivantes sont équivalentes :

i) il existe un atlas affinoide formel sur X contenu dans 2 et dont les éléments
sont strictement k-affinoides ;

ii) pour tout sommet x de 2, on a [ (x)*| C /|k*];

iii) tout élément de A est strictement k-affinoide.

Si ces conditions sont satisfaites, on dira que (X,2) est un espace
strictement k-analytique formel.

(6.3.9) Soit (X,2) un espace strictement k-analytique formel. On peut lui

associer un schéma formel (X,2l), & savoir le k°-schéma formel plat obtenu par
recollement des Spf Ox (V)° ou V parcourt 2.

—

(6.3.9.1) Le k°-schéma formel (X,2A) n’est pas en général localement
topologiquement de présentation finie; mais il I’est toutefois dans chacune des
deux situations suivantes :

o [k ={1};
e X est réduit et |k*| est libre de rang 1;
e X est réduit et k est algébriquement clos.

Si (X,2) est localement topologiquement de présentation finie alors X

s’identifie & sa fibre générique (X, Ql)n.
(6.3.9.2) On définit par recollement des Spec (O(V)°/0(V)°°) la fibre

o —

spéciale (X,2), de (X,2); c’est un schéma localement de type fini et réduit
sur k.
On construit, également par recollement, une fleche dite de spécialisation p :

—

X — (X,2), qui est anticontinue.

(6.3.9.3) On prendra garde que si L est une extension complete de k, la fleche

naturelle (Xz,z) — (X,2),, n’est pas un isomorphisme en général.

(6.3.9.4) Lorsque |k*| # {1}, on dira que 'espace strictement k-analytique
formel (X,2() est distingué si chacun des éléments de A est distingué; on peut
se contenter de le tester sur les éléments de n’importe quel atlas affinoide

—

formel de X contenu dans 2[. Si (X,2) est distingué, le schéma formel (X, 2l)

est localement topologiquement de présentation finie, et (X,%l), s’identifie
a (X,2) ®po k; si de plus le k -schéma réduit (X, 2), est géométriquement
réduit (c’est automatiquement le cas si k est parfait), alors pour toute
extension complete L de k espace L-analytique formel (X, ;) est distingué,

et (XL,Q(L) >~ (X,Q()Lo.
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(6.3.9.5) Soit S 'ensemble des sommets de 2 ; considérons les trois conditions
suivantes :

a) X est réduit ;
B) |- (x)*| = |k*| pour tout x € S.
~) toute extension finie de k est sans défaut.

Remarquons que 3) est satisfaite si |[k™| est divisible, et que ) l'est si k est
algébriquement clos ou de valuation discrete.

Supposons que |k*| # {1}. Alors pour que (X,2) soit distingué, il faut
que «) et 3) soient satisfaites, et il suffit que «), 5) et v) le soient. En particulier,
si k est algébriquement clos et si X est réduit alors (X, 2l) est distingué.

(6.3.10) Soit ¥ un k°-schéma formel localement topologiquement de
présentation finie. Les assertions suivantes sont équivalentes :

i) X est de la forme (X/n,\ﬂ) pour un certain atlas strictement k-analytique
formel A sur X, ;

ii) X est plat et relativement normal dans X,, (si X,, est normal, cela revient
a demander que X soit plat et normal).

On suppose qu’elles sont satisfaites.

(6.3.10.1) L’atlas 20 de i) est alors unique : c’est nécessairement
I'ensemble Aff(X) des i,, pour Y parcourant l’ensemble des ouverts formels
affines de X.

(6.3.10.2) Posons X; = X ®po k; on dispose d’une floche de réduction
anti-continue X, — X7. Comme le faisceau k°°Ox est un idéal de définition
de X, la fibre spéciale X, est isomorphe & (X7)req; on dispose en particulier
d’une identification canonique entre les espaces topologiques X et X,oq modulo
laquelle les fleches de réduction de X,, — X5 et X, — Xy coincident.

(6.3.10.3) Si|k*|# {1} alors 'espace X, est réduit. Pour le voir, on se rameéne
aussitot au cas ou X est affine, donc égal a Spf A pour une certaine k°-algebre A
plate, topologiquement de présentation finie, et relativement normale dans son
localisé A ®go k. Choisissons un épimorphisme k°{T1,...,T,} — A. Il induit
un épimorphisme k{T1,...,T,} — A ®geo k, et l'on note ||.|| la norme quotient
correspondante ; par définition de ||.||, on a ||a|| < 1 pour tout a € A. Soit f
un élément nilpotent de A ®go k. Pour tout A € k I'élément \f de A ®o k
est nilpotent, et partant entier sur A; il appartient des lors & A. Ceci implique
que ||A.f|] < 1 pour tout A € k, et donc que ||f|| = O puisque |k*| # {1}.
Ainsi, f =0 et A Qo k est réduit, ce qu’il fallait démontrer.

(6.3.10.4) On fait toujours 'hypothese que |k*| # {1}. L’espace strictement k-
analytique formel (X, Aff(X)) est alors distingué si et seulement si X est réduit,
c’est-a-dire égal a X;.

(6.3.11) Soit (X,2() un espace k-analytique formel. Si X est purement de
dimension d, alors pour tout sommet x de 2 I'on a

deg. tr. 7 () /k + dimg Q @7 (|7 (x)*|/|k*]) = d.

Dans le cas particulier o d = 1, cela signifie que = est de type 2 ou 3; dans
cette situation, |7 (x)*| C /|k*| si et seulement si x est de type 2.
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Autrement dit, une courbe k-analytique formelle est strictement k-analytique
formelle si et seulement si tous ses sommets sont de type 2.

(6.3.12) Soit (X,2() un espace k-analytique formel et soit S ensemble des
sommets de 2. SiY est un sous-ensemble de X qui est réunion d’éléments de A,
c’est un domaine analytique fermé de X : en effet, si V' € 2 lintersection Y NV
est alors réunion de domaines analytiques spéciaux de V', et est des lors un
domaine analytique spécial de V'; c’est en particulier un domaine analytique
compact de V', d’oli notre assertion.

Un domaine analytique Y de X qui est réunion d’éléments de A sera dit
A-formel. Si (X,2A) est strictement k-analytique formel, il revient au méme de
demander que Y soit 1”image réciproque par la fleche de spécialisation d’un

—

ouvert de Zariski de (X, 2)..

SiY est un domaine analytique ™-formel de X I'ensemble 24|y des domaines
affinoides appartenant a 2 et contenus dans Y est un atlas affinoide formel
maximal sur Y ; 'ensemble des sommets de 2y est précisément SNY.

Un domaine affinoide V' de X est 2A-formel si et seulement si il appartient
a R; si c’est le cas, Ay est Patlas affinoide formel canonique de V.

(6.3.13) Soient (Y,®B) et (X,2A) deux espaces k-analytiques formels. Un
morphisme d’espaces k-analytiques formels de (Y,B) vers (X,2) est un
morphisme ¢ : Y — X d’espaces k-analytiques tel que pour tout domaine
analytique 2A-formel V de X, limage réciproque ¢~ !(V) soit un domaine
analytique B-formel de Y.

Il suffit de vérifier cette propriété sur un G-recouvrement de X par des
domaines analytiques 2A-formels, et donc par exemple sur un atlas affinoide
formel de X contenu dans 2.

Si (X, 2) et (Y,B) sont deux espaces strictement k-analytiques formels, un
morphisme de (Y,9B) vers (X,2l) sera simplement un morphisme d’espaces k-
analytiques formels de (Y, B) vers (X, ).

(6.3.13.1) La fleche (X, ) — (X,2() définit un foncteur de la catégorie des
espaces strictement k-analytiques formels vers celle des k°-schémas formels
plats, foncteur qui est pleinement fidele.

Avant de dire quelques mots & propos de son image essentielle dans certains
cas particuliers, introduisons une convention et une notation : on dira qu’une
courbe k-analytique formelle (X, %) est réduite (resp. propre) si X est réduite
(resp. propre) ; et I'on fixe un quasi-inverse X — X*!& du foncteur 2" .ﬁr‘/f\, vu
comme allant de la catégorie des k°-courbes propres vers les k°-courbes formelles
propres.

(6.3.13.2) Supposonsque |k*| # {1} et que k est ou bien algébriquement
clos, ou bien de valuation discréte (i.e. |[k*| est libre de rang 1). Il résulte alors

de|6.3.9.1]et[6.3.10|que (X, ) — (m induit une équivalence entre la catégorie

des courbes strictement k-analytiques formelles réduites et celle des k°-schémas
formels plats, localement de présentation finie, et relativement normaux dans
leur fibre générique. Un quasi-inverse est fourni par X — (X,, Aff(X)).

En vertu de GAGA et de l'algébrisation des courbes formelles propres

_——al

(th.[3.7.6} rem.|3.7.7)), il s’ensuit que (X, 2A) — (X, 2A) ® établit une équivalence
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entre la catégorie des courbes strictement k-analytiques formelles réduites et
propre et celle des k°-schémas propres et plats relativement normaux dans leur
fibre générique. Un quasi-inverse est fourni par 2" — (2™ = 2, Aff(27)).

Reconstitution d’une structure formelle sur une courbe a
partir de ses sommets

(6.3.14) Soit X une courbe k-affinoide et soit S son bord de Shilov. Soit p la

fleche de spécialisation X — )Z'gr. Soit € € )Z'gr. On est dans 'un des deux cas
suivants :

e ¢ est un point générique de )?gr; dans ce cas p~1(€) est de la forme {x}
avec x € S, et tout élément de .S s’obtient de cette maniere ;

e le corps résiduel gradué de £ est fini sur %gr; dans ce cas p~1(€£) est un
ouvert connexe et non vide de X dont le bord consiste exactement en
les antécédents des points génériques des composantes irréductibles contenant &

B1.4.2).

Il découle de ce qui précede qu'un compact W de X en est un domaine formel
si et seulement si il existe un sous-ensemble S’ de S et un sous-ensemble II

de mo(X \ S) tels que :
Hhw=su( V;

Vel
ii) pour tout V€Il l'on a 9V C §';

ili) presque toutes les composantes connexes de X\ S de bord contenu dans S’
appartiennent a II.

(6.3.15) Théoreéme. Soit X une courbe k-analytique. Soit S un ensemble
fermé et discret de X contenu dans Xo3). Les propositions suivantes sont
équivalentes :

i) il existe un atlas k-affinoide formel sur X dont S est U’ensemble des
sommets ;

it) S satisfait les conditions suivantes :

a) 0X CS;

B) toute composante irréductible de X rencontre S ;

) toute composante connexe de X \ S est relativement compacte ;

8) pour tout x € S\ 0** X et pour toute composante connexe U de X \ S

telle que x € QU il existe une branche de X issue de x et non contenue
dans U.

De plus si ces conditions sont satisfaites la classe d’équivalence de [’atlas
évoquée au i) est unique; il existe en particulier un et un seul atlas affinoide
formel mazimal sur X dont S est l’ensemble des sommets.

Démonstration. On procede par double implication.

(6.3.15.1) Preuve de i) = ii). On suppose que i) est vérifiée; soit 2 un atlas
affinoide formel sur X dont S est ’ensemble des sommets.

Soit x € 9* X ; il est situé sur un domaine affinoide V' de X qui appartient
a 2 ; il appartient nécessairement au bord analytique de V', c’est-a-dire a son
bord de Shilov (puisqu’on est en dimension 1) ; ainsi, z € S, et a) est vraie.
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Soit Y une composante irréductible de X. Il existe un élément V de 2
rencontrant Y ; 'intersection V N'Y est une réunion non vide de composantes
irréductibles de V'; le bord de Shilov de chacune d’elles est non vide, et est
contenu dans le bord de Shilov de V, et partant dans S'; ainsi, Y rencontre S,
et B) est vraie.

Soit U une composante connexe de X \ S; il existe un élément V de A
rencontrant U. Comme le bord topologique de V dans X est contenu dans le
bord de Shilov de V, et donc dans S, lintersection U NV est contenue dans
Iintérieur de V' ; c’est donc une partie non vide, ouverte et fermée de U ; par
connexité de U, il s’ensuit que U NV = U, c’est-a-dire que U C V'; ainsi, U est
relativement compacte et ) est vraie.

Soit maintenant = € (S \ 9*»X)NU. Comme z € V N S, il appartient au
bord de Shilov de V' ; comme il n’appartient pas & 0*"X, il appartient & oV'. Il
existe donc une branche issue de x qui est contenue dans X — V, et n’est des
lors pas contenue dans U . Ainsi, §) est vraie.

(6.3.15.2) Preuve de ii) = i). Supposons que ii) soit vérifiée. Soit 2 I’ensemble
des parties compactes W de X telles qu’il existe un sous-ensemble fini S’ de S
et une famille (U;) de composantes connexes deux & deux disjointes de X \ S’
possédant les propriétés suivantes :

a) W=X-1[U;;

b) pour tout € S’ Pensemble des indices i tels que x € AU, est fini, et non
vide si © ¢ 0*"X ;

c) (S\5) cIUi;

d) toute composante irréductible de X qui ne rencontre pas S’ est contenue
dans [[U;.

Nous allons démontrer : que 2l est un atlas affinoide formel sur X ; que S
est I’ensemble de ses sommets ; et que tout atlas affinoide formel sur X dont S
est ’ensemble des sommets est contenu dans 2. L’assertion d’unicité requise en
résultera — ainsi par ailleurs que le caractere maximal de 2.

Premiere étape : 2 constitue un G-recouvrement de X.

Un procédé général de constructions de parties appartenant a 2.
Soit U une composante connexe de X \ S. Comme U est relativement compacte
et S discrete, le bord de U est un sous-ensemble fini S’ de S. Soit Z la réunion
des composantes irréductibles de X qui ne rencontrent pas S’; c’est un fermé
de X. Soit IT I’ensemble des composantes connexes de X \ S’ qui rencontrent Z
ou S\ 5. Siz e S alors comme S est discrete et Z fermé, il existe un voisinage
ouvert connexe de z dans X ne rencontrant pas (S\ S') U Z; ceci entraine que
l’ensemble des V' € 1II telles que S’ N OV # ) est fini. Soit II' un ensemble
fini de composantes connexes de X \ S’ différentes de U, tel que pour tout
élément = de S’ qui n’appartient pas & 9** X, il existe V € ITUII’ avec x € V.

Posons W = X — ][] V;le fermé W de X est un graphe qui vérifie par
Venum
construction les conditions a), b), ¢) et d) énoncées au début de [6.3.15.2] Par

ailleurs, si V est une composante connexe de W\ .S” alors V' ne rencontre pas S';
c’est donc une composante connexe de X \ S, et elle est de ce fait relativement
compacte dans X, et partant dans W ; on en déduit que W est compact, et
finalement qu’il appartient a 2A.
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Montrons que W contient U. Cela revient & prouver que U ¢ ITUII'. La
définition méme de II" assure que U ¢ II'. Supposons que U € II; comme U
ne rencontre pas S (c’est une composante connexe de X \ S), elle rencontre
nécessairement Z ; il existe donc une composante irréductible T" de Z telle
que TNU # (. L'ouvert U NT de T ne peut étre fermé dans T : sinon,
par connexité de T, ce serait T elle-méme et 1'on aurait ainsi T C U, ce qui
contredirait le fait que T rencontre S; dés lors il y au moins un point de S’ qui
est situé sur T, ce qui est absurde puisque T est une composante irréductible
de Z, et ne rencontre donc pas S’.

Application du procédé décrit ci-dessus. Soit x € X.

Supposons que x ¢ S. Soit U la composante connexe de X \ S contenant z.
Soient S’ et II comme ci-dessus. Pour tout point y de S’ \ §*"X, il existe
(propriété 0) de I'énoncé du théoreme) une branche 3, issue de y et non
contenue dans U. Soit II' I'ensemble des composantes connexes de X \ S’
contenant les différentes S, ; il satisfait les conditions énoncées ci-dessus; il
sensuit que W:=X — ][] V est un élément de 2 qui contient U, et est en

Vet
particulier un voisinage de x.

Supposons que x € S et que ce n'est pas un point isolé de X. Soit b une
branche issue de x et soit U la composante connexe de X \ S contenant b.
Soient S’ et II comme ci-dessus. Pour tout point y de S’ \ 9*"X, il existe
(propriété 6) de I’énoncé du théoréme) une branche 3, issue de y et non
contenue dans U. Soit II' 'ensemble des composantes connexes de X — \S’
contenant les différentes 3, ; il satisfait les conditions énoncées ci-dessus; il

sensuit que W := X — J] V est un élément de A qui contient U, laquelle
Venutr
contient b; il contient par ailleurs presque toutes les composantes connexes

de X \ {z}.

Supposons que x est un point isolé de X . C’est alors & la fois une composante
connexe, une composante irréductible et un domaine affinoide de X ; il s’ensuit
immédiatement que {x} est un élément de 2.

On déduit de ce qui précede que ’ensemble 2 constitue un G-recouvrement
de X.

Seconde étape : les éléments de 2 sont des domaines affinoides de X.

Soit W un élément de 2A; il résulte de la définition de A et de la
proposition [£:2.14 que W est un domaine analytique fermé ; nous allons montrer
qu’il est affinoide de bord de Shilov W N S. Remarquons déja que si l'on se
donne S’ comme dans la définition de 2 alors S’ = W NS, et S’ est la réunion
de OW et de W N 9*" X ; par conséquent, S" = W N S est exactement le bord
analytique de W.

Pour établir le caractere affinoide de W il suffit, grace au théoréme de
démontrer que toute composante irréductible de W a un bord analytique non
vide. Nous allons procéder par ’absurde; on se donne donc une composante
irréductible Z de W dont on suppose que le bord analytique est vide. Dans
ce cas, Z est propre, et est des lors une composante irréductible de X. Par
conséquent, Z rencontre .S ; comme elle est contenue dans W, cela signifie qu’elle
rencontre W NS, qui est précisément le bord analytique de W. On aboutit ainsi
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a une contradiction, et W est donc bien domaine affinoide de 2*", comme
annoncé ; son bord de Shilov est son bord analytique, a savoir W N S.

Preuve du fait que 2 est un atlas affinoide formel.

Soient V et W deux domaines affinoides de X appartenant a 2. Nous allons
vérifier que V N W est un domaine analytique spécial de V', ce qui permettra
de conclure (comme V et W jouent le méme rdle, ce sera aussi un domaine
analytique spécial de W).

Les bords de Shilov respectifs de V' et W sont, en vertu de ce qui précede, SN
V et SN W. Par définition de 2, on peut écrire V' (resp. W) comme la réunion
de SNV (resp. SNW) et de composantes connexes de X \ S; de plus, pour
tout x € SNV (resp. SNW), presque toutes les composantes connexes de X \ S
qui aboutissent & = sont contenues dans V' (resp. W).

Par conséquent, le compact VNW est de la forme (SNVNW)U |J U, ou Il
Uell
est un ensemble de composantes connexes de V' — (SN V) (ou, ce qui revient

au méme, de composantes connexes de X \ S contenues dans V) possédant
les deux propriétés suivantes : pour tout U € II, le bord de U est contenu
dans S NV N W ; presque toute composante connexe de V — (SN V) dont le
bord est contenu dans SNV N W appartient a II.

En vertu du V NW est un domaine spécial de V.
Détermination des sommets de 2.

Soit V' € 2. On a vu plus haut que le bord de Shilov de V est VN S;
comme tout point de S appartient par ailleurs a au moins un domaine V
de Patlas 2, 'ensemble des sommets de 2 est exactement S'; ceci acheve de
démontrer I’équivalence entre i) et ii).

Tout atlas affinoide formel sur X ayant S pour ensemble des sommets
est contenu dans 2.

Soit B un atlas k-affinoide formel sur X dont S est ’ensemble des sommets
et soit W un domaine appartenant a 8 ; nous allons montrer que W € .

Le bord de Shilov S’ de W est la réunion de OW et de W N 02"X ; il
coincide par ailleurs avec S N W, puisque S est ’ensemble des sommets de B .
Par conséquent, X — W s’écrit sous la forme [[U;, ou (U;) est une famille de
composantes connexes de X \ S’.

Soit Y une composante irréductible de X rencontrant W. L’intersection
de Y et W est une réunion non vide de composantes irréductibles de W,
et elle contient donc au moins un point du bord de Shilov de W'; par
conséquent, Y NS’ # (). Par contraposition, si Y est une composante irréductible
de X qui ne rencontrent pas S’ alors Y C [[U;.

Soit x € §'; si & ¢ OW alors 'ensemble des indices i tels que = € 9U; est
vide ; sinon, la proposition |4.2.14] assure que cet ensemble est fini ; compte-tenu
du fait que S\ 0**X C OW, on en déduit que W € . O

(6.3.16) Commentaire. On conserve les notations du théoreme. Si x est un
point de type 2 de S et si U est une composante connexe de X \ S telle que z €
OU alors comme br(X,x)cy est fini et comme br(X, z) est infini, il existe une
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branche b issue de z qui n’est pas contenue dans U. Il suffit par conséquent
de vérifier la condition ¢) de l'assertion ii) sur les points de type 3 de S; en
particulier si S ne contient que des points de type 2 alors §) est automatiquement
satisfaite.

Remarquons que si X est propre, si son squelette est un cercle et si x est
un point de type 3 sur celui-ci alors S := {z} satisfait les propriétés «), )
et ) de l'assertion ii), mais pas J) : le bord analytique de X est vide, mais
Pouvert X \ {x} est connexe et contient les deux branches de X issues de x.

(6.3.17) Si X est une courbe k-analytique, on appellera sous-ensemble
sommital de X tout sous-ensemble S de X qui est I’ensemble des sommets d’un
atlas affinoide formel sur X ; en vertu du théoréme [6.3.15| ci-dessus un sous-
ensemble S de X est sommital si et seulement si il est fermé, discret, contenu
dans X[z 3], et satisfait les conditions a), b), c), d) de I’assertion ii) de loc. cit. Il y
a alors, toujours en vertu de loc. cit., un unique atlas affinoide formel maximal
dont l'ensemble des sommets est S, et il contient (et est donc équivalent) a
tout atlas analytique formel sur X dont l’ensemble des sommets est S : on le
notera Atl(S). Il est strictement analytique si et seulement si S est constitué de
points de type 2.

Si 2 est un atlas analytique formel sur X, on notera Somm(2l) l’ensemble
de ses sommets. Les faits suivantes résultent des définitions : si S est un sous-
ensemble sommital de X alors Somm(Atl(S)) = S ; si 2 est un atlas k-analytique
formel sur X alors Atl(Somm(2()) est 'unique atlas k-analytique formel maximal
contenant 2I.

(6.3.18) Eutension des scalaires. Soit X une courbe k-analytique et soit S un
sous-ensemble sommital de X.

Soit F' une extension presque algébrique de k. L’ensemble Somm(Atl(S)r)
est égal a 'image réciproque S de S sur Xp. Par conséquent, Sp est une partie
sommitale de Xp et Atl(Sp) = Atl(S)F.

Soit V' un domaine analytique Atl(.S)-formel de X. I’ensemble des sommets
de Atl(S))y étant égal & SNV, 'ensemble SNV est une partie sommitale de V'
et 'on a Atl(SNV) = Atl(S)v.

Fonctorialité

(6.3.19) Proposition. Soit X une courbe k-analytique et soit S un sous-
ensemble sommital de X. Soit V. un domaine analytique fermé de X. Les
propositions suivantes sont équivalentes :

i) V est un domaine analytique Atl(S)-formel de X ;

it) 0"V C S.

Démonstration. Supposons que i) soit vraie. L’ensemble des sommets
de Atl(S)|v est alors égal & V' NS, et 'on sait d’apres le théoreme |6.3.15| qu'il
contient 9*"V, d’ou ii).

Supposons maintenant que ii) soit vraie. Le sous-ensemble SNV de V en
est une partie fermée et discrete, constituée de points de type 2 ou 3.

(6.3.19.1) Le couple (V,S N V) satisfait les conditions «),B),7y) et 0)
introduites dans lénoncé du théoréme pour le couple (X, S). Notons



348 Modéles formels

pour commencer qu’en vertu justement du théoréme [6.3.15] le couple (X, S5)
satisfait «), 5),7) et 9).

L’hypothese faite sur V signifie exactement que (V, S NV) satisfait «).

Vérifions que (V,S N V) satisfait [3); soit Z une composante irréductible
de V.Si 927 # () alors 9" Z C 9*"V C SNV ; et si 9*"Z = () la courbe Z est
propre, et Z est des lors une composante irréductible de X, qui rencontre des
lors S puisque (X, S) satisfait 3), et plus précisément S NV puisque Z C V.

Vérifions que (V, SNV) satisfait 7). Soit U une composante connexe de V' \
S. Elle est contenue dans une composante connexe de X \ S et est des lors
relativement compacte dans X puisque (X, .5) satisfait ) ; le domaine V' étant
fermé dans X, il s’ensuit que U est relativement compacte dans V.

Vérifions que (V, S NV) satisfait ). Soit z € (SNV)\ **V et soit U une
composante connexe de V' \ S telle que 2 € 9U. Soit U’ la composante connexe
de X \ S contenant U. Comme z ¢ 0*"V,z ¢ 9**X. Puisque (X, S) satisfait ¢),
il existe une branche b de X issue de = et non contenue dans U’.

Le point x n’appartenant pas au bord analytique de V, il n’appartient en
particulier pas & son bord topologique dans X ; autrement dit, V' est un voisinage
de z dans X. Ainsi, b € br(V, x) et comme b n’est pas contenue dans U’, elle ne
Uest a fortiori pas dans U.

(6.3.19.2) Ainsi S NV est-il un sous-ensemble sommital de V. Soit W un
élément de l'atlas Atl(S N V) de V; nous allons montrer qu'il appartient
a Atl(S), ce qui montrera que V' est réunion d’éléments de Atl(S) et achevera la
démonstration.

D’aprés ce quon a vu au cours de la preuve du théoréme [6.3.15 il
existe un sous-ensemble fini S de SNV et une famille (V;) de composantes
connexes de V'\ S’ tels que les conditions a), b), ¢) et d) du énoncées
pour (X,S,S", W, (U;)), soient satisfaites par (V, SNV, S W, (V;)).

On a OxW C S’. En effet, OxW C oy W U (6}(‘/ n W); or OxW c §’
par la propriété a), et xV C SNV ; mais les propriétés a) et ¢) garantissent
que (SNV)NW =5, d’olt notre assertion.

Par conséquent, W g’écrit X — [[U; pour une certaine famille (U;) de
composantes connexes de X \ S’. Nous allons montrer que (X, S,S", W, (U;))
satisfait également les propriétés a), b), ¢), et d), ce qui permettra de conclure.

La propriété a) résulte de la définition des U;.

Vérifions b). Soit « € S’ et soit I l'ensemble des indices tels que z € 9U;.
Siz ¢ OxW alors I est vide, et si @ € OxW 1’ensemble I est fini en vertu
de la proposition Supposons de plus que z ¢ 9*"X. Deux cas peuvent
se présenter : ou bien x ¢ 9*"V, auquel cas il existe jo tel que = adhere a Vj,
(puisque (V, SNV, 8", W, (V;)) satisfait b) ), et si ¢p désigne I'indice tel que Vj, C
Ui,, alors iy € I'; ou bien € 0°"V, auquel cas = appartient a dxV, et a fortiori
a Ox W, ce qui entraine que I est non vide.

Vérifions ¢). Comme (V, SNV, S", W, (V})) satisfait c), I'ensemble (SNV)\ S’
ne rencontre pas W ; on déduit alors de I'inclusion W C V que (S\S')NW = .

Vérifions d). Soit Z une composante irréductible de X ne rencontrant pas S’.
L’intersection Z NV s’écrit |J Z;, ot chaque Z; est une composante irréductible
de V ne rencontrant pas S’. Comme (V, SNV, 5", W, (V;)) satisfait d), on a Z;N
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W = 0 pour tout [; on déduit alors de I'inclusion W C V que ZNW = 0, ce
qui acheve la démonstration. [J

(6.3.20) On définit comme suit la catégorie des courbes k-analytiques
épinglées : ses objets sont les couples (X, S), ou X est une courbe k-analytique
et S un ensemble sommital de X ; un morphisme ¢ : (Y,T) — (X,S) est un
morphisme f:Y — X telle que ¢~ (S) C T. On appelle catégorie des courbes
strictement k-analytiques épinglées la sous-catéorie pleine de la précédente dont
les objets sont les couples (X, S) avec X strictement k-analytique et S inclus
dans X[Q]

Remarquons qu’une courbe strictement k-analytique épinglée compacte est
simplement une courbe strictement k-analytique compacte munie d’un ensemble
fini de points de type 2 rencontrant toutes ses composantes irréductibles.

(6.3.21) Proposition. Soit ¢ : Y — X un morphisme de courbes k-
analytiques, soit S un ensemble sommital de X et soit T un ensemble sommital
de Y. Les propositions suivantes sont équivalentes :

1) ¢ est un morphisme de courbes k-analytiques formelles de (Y, Atl(T))
vers (X, Atl(S)) ;

2) ¢ est un morphisme de courbes k-analytiques épinglées de (Y, T)
vers (X, S).

Démonstration. Supposons que 1) soit vraie, soit x € S, soit y un antécédent
de x et soit U un élément de Atl(S) contenant x. D’apres 'hypothese 1), 'image
réciproque de U est réunion d’éléments de Atl(T); il existe donc V' € Atl(T') tel
que (V) C U et tel que y € V. Comme x appartient & U N S, il appartient au
bord de Shilov de U ; il s’ensuit que y appartient au bord de Shilov de V', donc
AV NT et en particulier & T. Ainsi, =1(S) C T et 2) est vraie.

Supposons maintenant que 2) soit vraie et soit U € Atl(S); I'image
réciproque V de U sur Y est un domaine analytique fermé de Y, dont le bord
analytique est contenu dans ¢~ 1(9*"U), donc dans ¢~ 1(S) et par conséquent
dans T' d’apres 'hypothese 2). Il découle alors de la proposition ci-dessus
que V € Atl(T), ce qui acheve la démonstration. O

(6.3.22) La proposition ci-dessus peut se reformuler comme suit : les
fleches (X,S5) — (X, Atl(S)) et (X,2) — (X,Somm(2()) établissent une
équivalence entre la catégorie des courbes k-analytiques épinglées (resp. des
courbes strictement k-analytiques épinglées) et celle des courbes k-analytiques
formelles (resp. des courbes strictement k-analytiques formelles).

(6.3.23) Supposons de plus que |k*| # {1} et que k est ou bien algébriquement
clos, ou bien de valuation discrete. Si X est une k°-courbes formelle relativement
normale dans sa fibre générique alors Somm(Aff(X)) n’est autre que p’l(x(;)),

olt p: X — X7 est la fleche de réduction et 29 Pensemble des points génériques
des composantes irréductibles de X7. Bien entendu, on aurait tout aussi bien pu
dans ce qui précede remplacer X; par X5, puisque ces deux espaces topologiques
coincident. -

Il s’ensuit, en vertu de |6.3.22| et |6.3.13.2| que les fleches (X, S) — (X, Atl(S5))
et X — (X,,p7! (}C%O))) établissent une équivalence entre la catégorie des courbes
strictement k-analytiques épinglées réduites et celle des k°-courbes formelles
relativement normales dans leur fibre générique.
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Compte-tenu de GAGA et de lalgébrisation des k°-courbes formelles
propres, 1’équivalence de catégories évoquée ci-dessus se décline comme suit

dans le cas propre : (X,S) — (X,/A-tl\(S))alg et & — (%]a“,p’l(%}g(o)))
établissent une équivalence entre la catégorie des courbes strictement k-
analytiques épinglées réduites et propres, et celle des k°-courbes algébriques
propres relativement normales dans leur fibre générique.

(6.3.24) Théoreme. Soit X un courbe @-analytique quasi-lisse, compacte,
connexe_et non vide admettant une plus petite triangulation S et soit Y une
courbe k®-analytique quasi-lisse, compacte, connexe et non vide munie d’'un
morphisme fini et plat p: Y — X.

1) La courbe Y admet une plus petite triangulation T.

2) Le morphisme ¢ est un morphisme de courbes Z}z—analytiques formelles
de (Y,T) vers (X, S).

Démonstration. Comme X possede une plus petite triangulation S,
Pensemble des noeuds de S**(X) est non vide et coincide avec S. Soit T
I’ensemble des noeuds de S**(Y). Il résulte de la proposition que o~ 1(9) C
T. Par conséquent, T est non vide, et Y possede ainsi une plus petite
triangulation, & savoir 7. Comme ¢~ *(S) C T, le morphisme ¢ est bien, en
vertu de la propositiomci—dessus7 un morphisme de courbes %“—analytiques
formelles de (Y, T) vers (X, S). O

(6.3.25) Proposition. Soit X une courbe k-analytique compacte, quasi-lisse,
géométriquement connexe et non vide, et soit p : X — X un morphisme fini
et plat de degré strictement supérieur a 1. Supposons qu’il existe un ensemble
sommital S de X tel que p~1(S) C S, c’est-a-dire tel que @ soit un morphisme
de courbes k-analytiques formelles (X, S) — (X, S) (prop.[6.3.21)). L’ensemble S
est alors un singleton {x}, le point x est de type 2, et s(x) = k.

Démonstration. On se rameéne immédiatement par extension des scalaires
a k® au cas ou k est algébriquement clos : le fait que Si5 soit un singleton
assurera que S est un singleton {z} et que s(z) = k.

(6.3.25.1) Nous allons tout d’abord démontrer que S est un singleton. Pour
cela, on raisonne par I’absurde. On suppose donc que S compte au moins deux
éléments, et 1'on va prouver que le degré de ¢ est égal & 1. Comme ¢~ 1(S) C
S et comme ¢ est surjective on a ¢~ !(S) = S pour des raisons de cardinal.
Ainsi, ¢ induit ainsi une permutation de S. Quitte a remplacer ¢ par @°"
pour n convenable, on peut supposer que ¢ fixe S point par point.

Soit IT ’ensemble des composantes connexes de X \ S dont le bord contient
au moins deux points; c’est un ensemble fini, et non vide puisque S n’est
pas un singleton. Si U est une composante connexe de X \ S alors ¢(U) est
une composante connexe de X \ S de bord égal & ¢(9U), et donc & OU. Par
conséquent, p(U) € I si et seulement si U € II. Ainsi, ¢ induit une permutation
de II'; quitte, une fois encore, a remplacer ¢ par ¢°” pour n convenable, on
peut supposer que cette permutation est égale a l'identité. Choisissons U € II;
on a p(U) =U et donc p~1(U) = U.

Le squelette analytique S*™(U) est un graphe fini. En effet, il existe un sous-
graphe analytiquement admissible I de X qui contient S et est localement fini;



Modéles formels 351

par compacité de X, le graphe I est fini. Les composantes connexes de X \ S sont
alors, d’une part les ouverts de la forme I?, ot I est une composante connexe
de T'\ S, et d’autre part les composantes connexes de X —I" dont I'unique point
du bord appartient & .S. Comme 0U n’est pas un singleton, U est nécessairement
de la forme I”, ol I est une composante connexe de X \ S; par conséquent, U
possede un sous-graphe analytiquement admissible qui est fini, a savoir I, et son
squelette analytique est a fortiori fini.

Soit T l’ensemble des nceuds de S**(U). 1l est fini, car égal & la réunion :
de 'ensemble des sommets topologiques de S**(U), qui est fini par finitude de
ce dernier ; de ’ensemble 0*"U, qui est fini puisque contenu dans 9*" X ; et de
I’ensemble des points de U de genre strictement positif, qui est fini puisque
contenu dans l’ensemble des points de genre strictement positif de X. La
proposition assure que o~ }(T) C T. Par le méme raisonnement que ci-
dessus on peut, en remplacant une derniere fois ¢ par ¢°" pour n convenable,
supposer que ¢ fixe T point par point et que @(V) = ¢~ 1(V) = V pour toute
composante connexe V de U \ T dont le bord dans X compte au moins deux
éléments.

Il existe une composante connexe V de U\ T qui est un arbre a deuz bouts.
Pour le voir, notons pour commencer que comme QU compte au moins deux
points, Pouvert U a au moins deux bouts; deés lors, S(U) est non vide, et est
donc un sous-graphe admissible de U. Son bord dans X est des lors égal a oU,
et comprend en particulier au moins deux points distincts x et y. Il existe un
intervalle ouvert contenu dans S(U) et joignant x & y.

Si I rencontre T, on pose J =|x;z[ o z est le point de T le plus proche
de z; sinon, 'on pose J = I. Comme T contient tous les sommets topologiques
de S**(U), l'intervalle J est a la fois ouvert et fermé dans S**(U)\ T, et c’en est
donc une composante connexe. Comme S**(U) est non vide, c’est un sous-graphe
admissible de U et V := J” est une composante connexe de U \ 7.

La composante V est un arbre a deux bouts, évidemment relativement
compact dans X. Son bord est égal a d.J, et consiste donc en deux points de
type 2 et 3. Enfin, V ne contient aucun point de T, et donc aucun point de
genre strictement positif ni aucun point de 9** X. La proposition [5.1.18| assure
alors que V est une couronne.

Comme le bord de V contient au moins deux points, on a ¢~ }(V) = V.
Ainsi, ¢ induit une fleche V' — V finie et plate de degré deg . Il vient

Mod (V') = Mod(V)d4°8 ¢

et partant deg @ = 1, ce qui est contradictoire avec notre hypothese de départ,
et montre ainsi que S est un singleton {z}.

(6.3.25.2) Le point x est de type 2. L’hypothese o~ 1(S) = S devient
donc ¢~ !(z) = {z}; par conséquent, ¢ induit une k-extension J#(z) < ()
de degré deg . Supposons x de type 3. L’égalité 7 (x) = k (rappelons que k est
supposé algébriquement clos) assure alors que la k-extension (x) — H(x)
induite par ¢ est triviale; comme le plongement | (x)*| < | (x)*| induit
par ¢ est quant & lui évidemment trivial, la stabilité du corps ¢ (x) (th. 4.3.14)
assure que deg p = 1, ce qui est absurde. [J
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6.4 Application : la réduction semi-stable

Dans cette section, l'on suppose que |k*| # {1}.

Le cas analytique

On fixe pour ce paragraphe une courbe strictement k-analytique quasi-
lisse X.

(6.4.1) En vertu de l’assertion iv) du théoréme la courbe X admet une
triangulation dont I’ensemble S des sommets est de type 2. Le couple (X, 5)
satisfait les conditions «), 8),~) et d) de 'assertion ii) du théoréme Clest
en effet clair pour «) et ) ; pour j3), cela résulte du fait que S rencontre toutes
les composantes connexes de X (qui sont aussi ses composantes irréductibles
par quasi-lissité) ; et pour ¢), c’est une conséquence de

L’ensemble S est donc sommital, et définit de ce fait une courbe k-analytique
formelle (X, S). Les points de S étant tous de type 2, la courbe (X, .S) est méme
strictement k-analytique formelle; ceci permet de lui associer un k°-schéma

formel plat (X, 5).
(6.4.2) Supposons que la courbe analytique formelle (X,S) est distinguée et

que (X, S), est géométriquement réduit. Dans ce cas le k°-schéma formel (X, .S)
est localement topologiquement de présentation finie, et

— —

(X, 8)®e (k) =~ (X, Si)-
Soit x un point fermé de (kaa,Ek/;)S. Son image réciproque p~l(x) par la

fleche de spécialisation p est une composante connexe de X \ Sz Le sous-
ensemble S5 de X7 en est une triangulation, puisque S est une triangulation
de X ; par conséquent, p~1(x) est un disque ou une couronne; les sommets
de Siz étant de type 2, le lemme garantit de plus que si p~(x) est
un disque (resp. une couronne) alors son rayon modulo [(k®)*| est trivial
(resp. ses deux rayons extérieurs modulo |(EE)X\ sont triviaux). Or en vertu
des résultats de Bosch et Liitkebohmert, 'ouvert p~!(x) est un disque (resp.
une couronne) de rayon modulo |(EE)X| trivial (resp. de rayons extérieurs
modulo |(%E)X| triviaux) si et seulement si x est un point lisse (resp. un
point double ordinaire) de (XfEf;)s; il s’ensuit que le (@)"—sehéma formel

ka?
—

plat (X7, 55) = (X/,\S)Q%ko (Ea)" est semi-stable ; par conséquent, le k°-schéma

2

formel (X, .S) est semi-stable.

Donnons deux exemples, I'un général et 'autre extrémement particulier,
relevant de ce qui précede.

(6.4.2.1) Si k est algébriquement clos alors (X,S) est distinguée (6.3.9.5))
et (X, 5) est géométriquement réduit ; par conséquent, (X, S) est semi-stable.

(6.4.2.2) Supposons : que k est une extension finie de Q, ; que X est le demi-
plan de Poincaré sur k, c'est-a-dire Iouvert Py™ — P(k) de P™ (comme k

est localement compact, P!(k) est compact); et que S est le sous-ensemble
de X formé des points 74, ol a parcourt k et ou r parcourt |k*| (on vérifie
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sans difficultés, par passage a @, que c’est une triangulation de X ; elle est
par construction constituée de points de type 2). Les conditions «), () et v)

du [6.3.9.5| sont satisfaites; par conséquent, S est distinguée. Comme k est fini,

_

il est parfait et (X, .5), est donc géométriquement réduit. Il s’ensuit que (X, S)
est semi-stable.

(6.4.3) Supposons que X est compacte, sans hypothése particuliére sur S. Dans
ce cas, on peut recouvrir X par un nombre fini de domaines affinoides formels.
Comme chacun d’eux devient distingué a fibre spéciale géométriquement réduite
apres une extension finie séparable convenable de k, il existe une extension

finie séparable L de k telle que (X1, S1,) soit distinguée et telle que (mL)s

soit géométriquement réduite ; le L°-schéma formel (X1, Sr) est alors en vertu
du un modele semi-stable de X ; on vient ainsi de démontrer que toute
courbe strictement k-analytique quasi-lisse et compacte admet un modéle formel
semi-stable aprés extension finie séparable de k.

Le cas algébrique

(6.4.4) Soit 2" une k-courbe projective et lisse. D’aprés le ci-dessus,
appliqué & X = 27#", il existe une extension finie séparable L de k et une L°-
courbe formelle semi-stable X tel que X, ~ (Z£7)*; en vertu du théoreme
le schéma formel X s’identifie au complété formel d’un L°-schéma propre
et plat X' le long de sa fibre spéciale ; on a alors

(X)) =~ X, = (21)™,

ce qui, en vertu de GAGA, entraine que X, ~ 27. Ainsi, 2" admet un modele
semi-stable algébrique apres extension finie séparable du corps de base.

(6.4.5) Supposons que |k*| est libre de rang 1, et soit &’ un sous-corps dense
de k. Soit 2" une k’-courbe projective et lisse. D’apres le[6.4.3|ci-dessus, appliqué
a X = (Z%)?, il existe une extension finie séparable L de k et une L°-courbe
formelle semi-stable X telle que X,, ~ (£7)*". En vertu du lemme de Krasner,
il existe une extension finie séparable L’ de %’ telle que L ~ L' ®;+ k; le corps L’
s’identifie naturellement & un sous-corps dense de L, et 27 ~ (21) ®r/ L.

On déduit alors du théoreme lexistence d’un (L’)°-schéma projectif
et plat Y, purement de dimension relative 1, tel que Y, ~ Z1 et tel que X
s’identifie au complété formel de Y @1y L° le long de sa fibre spéciale. Ainsi,
Z admet un modele semi-stable algébrique aprés extension finie séparable de
son corps de base k'

6.5 Le cas particulier de la valuation discrete

(6.5.1) On suppose pour toute cette section que |k*| est libre de rang 1.
Les anneaux de la forme k°{T1,...,T,} sont alors noethériens; tout k°-schéma
formel topologiquement de type fini est donc noethérien.

Rappelons quelques faits établis plus haut. Soit X un k°-schéma formel
localement topologiquement de présentation finie et relativement normal dans
sa fibre générique. Sa fibre générique r, est réduite, l'ensemble Aff(X) des
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domaines affinoides de X,, qui sont de la forme {(,, ot 4l est un ouvert affine de X

est un atlas strictement k-analytique formel sur X, et (.’{,],/A-WX)) ~ X. La
fibre spéciale <absolue> X, est naturellement isomorphe & (xE)rcd' On dispose
donc d’un homéomorphisme canonique X ~ X7, modulo lequel les applications
de réduction X, — X5 et X, — X; coincident. Nous nous permettrons de
les dé(soi)gner indistinctement par p, sans référence explicite a X. On désignera
k

par X/ I’ensemble des points de codimension nulle de %E. L’ensemble ,0*1 (35%0))

est 'ensemble des sommets de latlas Aff(X). Ce dernier est distingué si et
seulement si .72 (z)*| = |k*| pour tout = € p’l(.'féo)), ou encore si et seulement
si X7 est réduit, c’est-a-dire égal a Xs.

(6.5.2) Proposition. Soit X un k°-schéma formel localement topologiquement
de présentation finie et relativement normal dans sa fibre générique, soit &
appartenant a %(EO) et soit x son unique antécédent par p.

1) La multiplicité de la composante irréductible @ de X7, c’est-a-dire la
longueur de Uanneau local artinien Ox_ ¢, est égale a l'indice |7 (x)* : |k*|].

P

2) Le corps () s’identifie a k(§).

Démonstration. La question est locale sur X, ce qui autorise & le supposer
affine, donc de la forme Spf A ot A est une k°-algebre plate topologiquement de
présentation finie intégralement close dans A ®go k ; on peut également supposer
qu’il est purement de dimension d pour un certain d. Il en va alors de méme
de I'espace affinoide X, ; comme celui-ci est réduit, son lieu ¥ de non-normalité

est de dimension strictement inférieure & d. Le corps . (x) étant de degré de
transcendance d sur E, le fermé de Zariski Y de X ne contient pas x; son
image p(Y') évite donc . Comme elle est constructible (et méme fermée), on
peut, quitte & encore restreindre X, supposer que X, est normal et méme integre.
Puisque A est intégralement close dans A ®y. k, 'algebre integre A est normale.
Soit K son corps des fractions.

Le schéma X7 s’identifie & Spec A @jo E; le point £ correspond par ce biais
a un point de Spec A que l'on note encore & et qui est de hauteur 1 dans le
schéma noethérien normal Spec A. L’anneau local Ospec ¢ est donc 'anneau
d’une valuation discrete v de K qui prolonge la valuation de k°, normalisée pour
que v(k*) = Z. Soit 7w une uniformisante de k° et soit e 'entier v(r). La longueur
de ﬁxﬁé est égale a celle de Ospec A ¢/, et donc & e.

Soit ¢ : K — R, Papplication qui envoie 0 sur 0 et a sur |7|*(¥)/¢ si a # 0.
C’est une valeur absolue dont la restriction a k coincide avec la valeur absolue
structurale de ce dernier, et qui est bornée par 1 sur A. Elle définit donc un
point 2’ de .# (A ®go k). Si a € A on a par construction a(§) = 0 si et seulement
si p(a) < 1, ce qui signifie que p(z’) = £; par conséquent, =’ = x.

Par construction, (K, ) est un sous-corps valué dense de .7 (z). Le corps
résiduel de J2(x) est des lors égal & celui de (K, ¢), c’est-a-dire & celui de v et
donc & k(€); et son groupe des valeurs n’est autre que p(k*) = |r|(1/€)%. Par
conséquent, [|7(x)* : |k*|] = e, ce qui acheve la démonstration. [J

(6.5.2.1) La fleche X +— (Z{n,p’l(}fg}))) établit une équivalence entre
la catégorie des ke°-courbes formelles relativement normales dans leur fibre
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générique et celle des courbes strictement k-analytiques épinglées réduites.
Si (X, S) est une courbe strictement k-analytique épinglée réduite, si X désigne la
courbe formelle associée, et si x € S, la proposition ci-dessus assure que la
composante irréductible de X; qui correspond & x a pour multiplicité [|.22"(z)*| :

|k*|] et pour corps des fonctions ().

(6.5.2.2) Dans le cas propre on peut donner, grace &8 GAGA et a ’algébrisation
des courbes formelles propres, une variante algébrique (et non plus formelle) de
I’équivalence évoquée ci-dessus, qui s’énonce comme suit.

La fleche X' — (A7", p_l(XE(O))) établit une équivalence entre la catégorie
des k°-courbes algébriques projectives relativement normales dans leur fibre
générique et celle des courbes strictement k-analytiques épinglées réduites et
propres. Si (X,S) est une courbe strictement k-analytique épinglée réduite
et propre, si X désigne la courbe algébrique sur k° associée, et si x € 5,
la proposition ci-dessus assure que la composante irréductible de A%
qui correspond & x a pour multiplicité [|#(x)*| : |k™|] et pour corps des
fonctions 7 (z).

Rappelons qu’une courbe strictement k-analytique épinglée propre est
simplement une courbe k-analytique propre munie d’un ensemble fini de points
de type 2 rencontrant chacune de ses composantes irréductibles.

(6.5.3) Nous allons terminer ce paragraphe en mentionnant une propriété de
rareté des points x d’une courbe k-analytique qui sont de type 2 et satisfont
la condition |72 (x)*| = |k*|. Soit donc X une courbe k-analytique et soit I
un segment tracé sur X|g3). L’ensemble & des points z de I qui sont de type
2 satisfont la condition |7 (x)*| = |k*| est alors fini. En effet, soit z € I et
soit J une composante connexe de I\ {x}; elle définit une branche b issue de x
et correspond donc & une valuation graduée non triviale (.) du corps résiduel

gradué J(z),,. Choisissons f € r(z)* tel que (f(z),,) # 1; la fonction |f| est
alors non constante le long de b. Il découle dés lors de et sq. qu’il existe
un intervalle ouvert J' contenu dans J et aboutissant & x tel que |f| induise un
homéomorphisme de J” sur un intervalle ouvert relativement compact Jo de R .
Comme |k*| est un sous-groupe discret de R, I'intersection Jy N [k*| est finie.
Siz e &NJ’ alors |f(z)| € JoN|k™]; il s’ensuit que J’ ne contient qu’un nombre
fini de points de &, ce qui permet de conclure par compacité de I.

Disques unité maximaux sur une courbe quasi-lisse

(6.5.4) Commencons par un peu de vocabulaire. On appellera k-disque
unité tout k-disque dont le rayon modulo |k*| est égal & 1. Et si X est une
courbe k-analytique et si z est un point de X[z3) on dira que z est non ramifié

—_~—

si |[#2(x)*] = |k*| (ce qui entraine qu'il est de type 2) et si J€(x) est une

extension séparable de k — c’est-a-dire si (2 est de dimension 1, ou encore

o @) /k

si la k-algebre J(x) est géométriquement réduite.

(6.5.5) Proposition. Soit X une courbe k-analytique et soit U un ouvert de X
qui est un disque virtuel relativement compact contenant un k-point. Soit x
lunique point de OU, qui appartient a X3 en vertu de|3.6.39 Les assertions
sutvantes sont équivalentes :
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i) U est un disque unité ;
it) x est non ramifié.

Démonstration. D’apres, [3.6.39]le point x appartient au lieu quasi-lisse de X.
On peut donc, quitte & remplacer X par son lieu quasi-lisse (qui contient le
disque virtuel U), la supposer elle-méme quasi-lisse. La réunion de {z} et de
toutes les composantes connexes de X \ {z} qui sont relativement compactes
est un domaine analytique compact X’ de X. En restreignant encore X’ par
ablation des composantes connexes de X'\ {z} qui rencontrent 9** X’ (ce n’est
pas le cas du disque virtuel U), puis en substituant & X la composante connexe
de x dans X', on se ramene finalement au cas ou X est quasi-lisse, compacte,
irréductible, et ou 0**X C {x}. Le singleton {x} est alors un sous-ensemble
sommital de X.

(6.5.5.1) Supposons que i) soit vérifiée. Le lemme assure alors
que |F(x)*| C |k*|; par conséquent, |5 (x)*| = |k*|, et = est de type 2.
L’ensemble sommital {z} définit donc un modele formel X de X sur k° qui
est topologiquement de type fini, plat, et normal. L’ensemble {z} étant un
singleton, X7 est irréductible. Soit x le point fermé de X3 qui correspond a la

composante connexe U de X \ {z} ; puisque U(k) est non vide, x est un E—point.

Comme |(z)*| = |k*| lespace strictement k-analytique for-
mel (X,Atl({z})) est distingué, ce qui signifie que X; est réduite. Le fait que
Iimage réciproque U de x sur X soit un disque unité assure alors que x est
un point lisse de X;. La k-courbe integre X; est des lors génériquement lisse.

Son corps des fonctions est de ce fait séparable sur k; or il s'identifie & (z)
(prop. , d’ou ii).

(6.5.5.2) Supposons que ii) soit vérifiée. L'égalité |7 (x)*| = |k*| implique
que (X,Atl({z})) est un espace strictement k-analytique formel distingué. Il
lui correspond donc un k°-schéma formel topologiquement de type fini, plat, et
normal X dont la fibre spéciale X7 est réduite; comme le corps des fonctions

de Xj s’identifie & J#(x) (prop. , il est séparable sur E, ce qui signifie
que X7 est génériquement lisse. Soit F' une extension finie purement inséparable
de k. Par ce qui précede, la F-courbe X est génériquement réduite, et satisfait
donc la propriété Ry. Etant par ailleurs finie et plate sur la courbe X7,
laquelle est réduite et satisfait en particulier Sy, elle satisfait elle-méme S ; par
conséquent, X est réduite. Il en résulte que X est géométriquement réduite.

Par conséquent, (X, {z}) s'identifie & X(E;)O. Soit y I'unique antécédent

du E—point x sur Xz,. L’image réciproque de y dans X3 est égale a U, qui
est par hypothese un disque ; I'unique point de OU; étant situé au-dessus de z,

il est de type 2, ce qui force, en vertu du lemme |5.1.15} le rayon modulo |ﬁx|

de Ur; a étre égal a 1. Mais y est alors un point lisse de X7, ; il s’ensuit que

le E—point x est situé sur le lieu lisse de X7, et partant que U est un disque
unité. O
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