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��� �� �������� ��� ������
 ������� ��� )
�������	��� 7�	� �� �����	�� 	���		�� �� ��

���������� �� ��� ��������� ��� �� ��	 ����� �� 	������� ��� �� ��������
 ������� ����

�-��������� �� ���������� �����	� 
���������� ��� ��
�������
�� 	������ �-��������� ��

4	��
�� �� ��� !+$$$(� ��� ����
���� ��� ��������� �� � ��������	�� ���	��
� �� ����������

��
�������
�� 
������

��� ��
��� 	����� �� ��� �
���	�� ��� ��
�������
�� �	��	��� �� � ��������	�� ��
	��

���������� �� ���	���� 
�	���� ����� �	� � �������� ��
� �� ��
�������
�� 
����� !'�	�����

�#;5% A����	���� �#,6% *	���� ��� ������ �##$(� ��� ����	�
�� ����	���	� �� ���	����


�	��� �� ���� !4�	���� �##�(� ��� �� ��� ����	 ���� ������ ���� ��
���� ���� ��
��	 �� ����	

�������� �	� ���� � ��� ��� ������� ������� �� ����� ��� �����
������ �� ���	���� 
�	��� ��	

�	�
���� ��	��� �/�����	��� ��� ��
��� ����	� !)���
�� �#,�%  ��	�� ��� "��	���� �##6%

B��	���� �� ���� �##1(� * 
����� �����	� �� ����� ������ �� ���� ���	���� 
�	��� �	� ����� ��

�-�������� 7
 ��� !�##;( ����� ���	���� 
�	��� ���������� �� � ���	���� ������ ����� ��

� �	��
���������� ���	��
�� ��	 ����� 
���������� �� ����	������ ���������� �-���������

�� ���	���� 
�	��� ���� �� ����� �� ��� ����	���� ������ ������ ��
����� ������ ��� ��	���

������
�� )�������� ���� ��	��� �� �	�
� ��� �	���
���� �	� 
����	�� �� ����	�
�� ����

�	�� �� ����	��� ������	��� ��
��	�� ��� C) ��	� ������	� ��� � ������ ����- �� ����	 ���	

��
��������

��� 
�����	 �� �	������� �� ������� )�
���� + ���	���
�� ��� ����	�� �	����	� ���

�	������ � ����
 ������ ��� � ��������� �������� �� ��	��� ������
�� )�
���� ? ���
	����

��� ���� ����� ��� ��������	�� ��
�������
�� 
������ �	�������� ��� ����	��� ����������

�����	�� ��� ��� ������� ���� 	��	���
�� ���	���� 
�	���� )�
���� 6 
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������
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� ����� 
�������� ���� 	���� 
�
�����

��� ��� ��	
� ����

 ������	 �� ������	� ��� N 2	�� �	���
��� ��� ���� ���� �� � ��	��
��� 
����������

��	���� ���������� ����� �� 	���
� ��� �	���
���� 
���� ���� ��������� ����� �� �����

��� 
�		����� ��������� ��
�������� =�	�� �	� �����	 ���������
� ��� �	�
���� nt� �	 ���

������
� ��� �	�
���� 1 − nt�  ������� ��� ��	����� !���������� �	 ���������( ���� ���

�	���
���� ��
������� ��� ��� 
��� ��	�
��	� �	 ����� ��
��	 �	���
������ !�=B( �� � 2	��

��� /������� Sh(pt) �������� �� ��	��� t �� � 2	� 
������� ��	����� h �� � ���
���� ��

�	�
� ��� ������� �� ��� 
��� ��	�
��	� �� ��	����� h� �� ��
� ��	��� ��� ��	��� 
���	� ��

� .��	����� �/�����	���>

D(pt) = ntS
INN
t (pt) + (1− nt)S

IM
t (pt), !�(

��	� h = INN ������ ��	 ����������� ��� h = IM ��	 ���������� �/� !�( 	������

�	�� ��� ���	������� �� ������ ���	 
������	� ��� ������ ���	 2	��� ��� ���� ��������

�� ��� ����� �����	 �� 2	�� N �� ��� ������ �� � 
����- 
���������� �� ��������	�3

��� �������	�3 �	���
����� ��� nt ��� 1 − nt ��� �	�
����� �� ��������	� ��� �������	��

	����
������� B	�2�� �� �� ���������� 2	� �� ���� h �� ��	��� t �	� πh
t = ptq

h
t − ch(qht )� ���

qht ≡ Sh
t (pt)� .� 
����� � /���	���
 
��� ���
���� �� �� 9�������
 ��� 7�
0����� !�##6(>

��� 
��� �� �	���
��� /������� q ��	 � 2	� �������� ��	����� h �� ch(q) = q2

2sh
+ Ch� ��	�

Ch 	��	������ ��� 2-�� 
���� �� ��� ��	������ ���� 
���
� ����� ��� ����� �� ������ ��

��������> ��-��������� �� �	�2�� ��� 	����
� �� /������� q ����� � �����	 ������>

SINN
t (pt) = sINN

t pt, SIM
t (pt) = sIMt pt. !+(

��� ��	�����	� sINN
t ��� sIMt �	� �	���	������ �� �=B� ��� 
����/������ ������ �� ���

�	���
���� ��
������� �� ��� 2	��� *� ��������	 ������� CINN = C > 0 ��� ��
	�����

�=B� �-�	����� �� sINN > sIM � 
������ ��� ��� �	���
���� 
��� c(q) !��� 9�������
 ���

7�
0����� !�##6((�  ��� 	���
���� �� ��	��	 ��	 ��	��	 ������ �� ������> Δc = − q2

2s2
Δs�

���� ����� ���� ��	��	 2	�� �	�2� ��	� �	�� ����������� ��������� �� �	�� !CIM = 0( ��� ��

������� �� ����� ��� ��������������	� ��
�������� � ��	� �� �����
�� ��������� ��
�������
��

�	�����	�� ���� ������� �� ������	 �� ��� !�#,6(� ��� ����	��
� ����� ���� ��	� � ����

�+������	�� 
 ������ ����� St =
∑NINN

t

i=1 SINN
i,t +

∑NIM
t

j=1 SIM
j,t � '������� 
 �����	�� 5���	�	��6

��� �������� ���� SINN
i,t = SINN

t 5SIM
j,t = SIM

t 6 
� ��� i 5j6� 1���� St = N INN
t SINN

t + N IM
t SIM

t �

�������� �� 	�� ������ 
 7��� N �� ��	� 	�� ����	8���� ���� 
 5/6�
�#
 "� 	���� �� 	���� 
 � �����	�� 
���	�� ���� q = Aφ(K,L)� "���� φ �� � 
���	�� 
 ����	�� ���

������ 	�� ������	�� s �� ���	����� ����	�� 	 	�� �����	�� 	������� 
��	� A�
�#� ��������� ���	�	�� ���� 	�� �����	��� 
 �	 �������	��� �� ���������
�� �����	��� 1��� "�

������ 	��	 �����	�� �� ��"��� �������
��� 0�� ��� ��� ��	�����	 	�� ���� �� � �����	�� ��9����	 "���
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�� ����� �� 2	�� ������� �� � 
��������� ����	�������� �� � ��
�� �� �=B� ��	 �����

	�������� ��� ����� �� 
���������� �	���� �� R&D �� )���
� !�#,6(� �	������ ���� ����

�� ���
	��� ��� 2	�� �	� ����������� ��� ��	 ����	 
���
� ����� ����������� �� �� A��	���

��� ���	� !+$$+(� ��� 
���������� ��������� �� ��������	� ���	 �������	� �� �-�	�����

�� ���
������ ��� �	���
���� 
��� ��	�
��	�� *����� �=B3� �� ��������	� ��� �������	�

�� ��� ������ �� ����� ��� R&D �-�������	� �����
�� ��� �=B �� ��������	� �� ��

�-��������� ��
��	 !D����� ��� .����	� �#,+% 0��� �� ���� +$$5(> sINN
t = sebC ��� sIMt = s�

��	� b > 0 	��	������ ��� ����2�� �� ��� ���������� ����������� �� ������ ���� ��	�����

�	���
���� 
���� �	� c′(q) = q
s
��	 �������	� ��� c′(q) = q

sebC
��	 ��������	�� *��	��� 
����

�	� γINN ≡ cINN (q)
q

= p
2
+ C

sINNp
��� γIM = p

2
� ��� γINN ≥ γIM ��� γINN = γIM ��

��� ����� �� ��2���� �	�
�� ���� �� �� ����
����� ���� ��������	� ����2� �	�� � ���� �	�
��

�������� ����	 ���	����� ���
� �� �-�
��� �� ��� �������� ��	�
����� ���� ��	� ��������	�

���	 ��� �	�
��

=�	�� ���
� ������ ���������� ��� ��������� ����� �� ��� ���������� �� �	�2��� =�	

� /���	���
 
��� ���
����� �	�2�� �� ���������� ��� ��������� �	�>

πINN
t =

1

2
sINN
t p2t − C =

1

2
sebCp2t − C, !?(

πIM
t =

1

2
sIMt p2t =

1

2
sp2t .

�� ��	��
���	 Δπ ≡ πINN − πIM = 0 ��	 p = p ≡ √
2C/s(ebC − 1)� .� ����� ������3

��
����� ����� ��� ���
	��� 
���
� �	����	� �� 4	�
� ��� '����� !�##1( !4' ���
���	��(�

��� �� ���������� ����������	� ����
���� ������ 
����� ���������� ��� 
���� ����������

���� �	����	� �� ����� �� ��� 
��
��� �� 	����� ������� !��� '����� !+$$;( ��	 ��

�-������� ��	��� ��� ���
������(� ��� �	�
���� �� ��������	� �� ���� t �� ����� ��>

nt =
eβπ

INN
t−1

eβπ
INN
t−1 + eβπ

IM
t−1

. !6(

�� � ��� ��� ����	��
� �� �	�2�� Δπt ≡ πINN
t − πIM

t = 1
2
s(ebC − 1)p2t − C� � ������ ���

�������� ���
���� nt = ĝ(pt−1)>

nt =
1

1 + e−β
[

1
2
s(ebC−1)p2t−1−C

] ≡ ĝ(pt−1). !5(

� ������ ����� ������
 ���������
 �� ��������� ��
���� �� � ��	��	 Δπ� ��� ��������� ��


���
� β �� ����	���� �	���	������ �� ��� ��	���
� �� ��� ������� ������ ��� �����	�� ���

������� �� 2	�� �� 
����� ��� ���� ��	������ �� ��� ����� β = 0 ������ �	� �����
� ��� �����

	������� 	��	 �����	�� �� �� �����	��� ����	� ��� 	��	 �����	�� ������ 	���� �����	���	� "�	� � �����

5�:�����6 ��������	�� '�� 	��	 SINN �� 	�� �:���	�� ����� 
 �����	���	� 
�� 	��� �����	�� �������

��	� � ����� ������ 
 ����	���� �����	��� ����	�� �����	���� ��� �� �
 ��� �����	��� ����	� ��� �����

	�� ������� �����	���	� SINN

;



�/����� ����� ��� ����	��� ����� !n = 1/2(� �� ��� ����	 ����� β = ∞ 	��	������ ���

	������� ������ ��	� ��� ������ 
����� ��� ������� ��	������

�� ���� ����
 ���
�2
����� �� ��� ����� � ����	� ��
�������
�� �����
� ��� ��
�� ��

��� ����	���� ������ ��	����� ���
���� ��������	 ��� ��	��� ������
�� .� ������ ����

���������� �� ���� ������ � ���	�
�� ��
� 	������ �� ���	 �	���
���� 
���� �� ��� ��	����

* ������	 ���������� �� �� *����� �� ��� !+$$5(� ��	� �	�2�� ������ ���� �� ��� ���

������ ������� ��� �����	� 2	��� ��� ��� �� ��� �������� ����� �� ��
�������� )�
���� ?

	���-�� ���� ����������� ��� 
������	� ��
�������
�� �	��	����

 ������	 � ����	����
 ������ D(pt) =
a
pdt
� ��� �	�
� ������
��� �/��� �� −d !d > 0(��

)������ ��� ��	��� �/�����	��� �/������ !�( ��� sINN
t = sebC ��� sIMt = s � ���

pt =

{
a

s
[
(ebC − 1)nt + 1

]
} 1

1+d

≡ f̂(nt), !;(

��	� �	�
����� nt ��� 1 − nt ������ �� ���� ��	��� �	�
� �

�	���� �� !6(� ��� ���
����

f̂(n) �� ��
	������ ��
���� ebC > 1> �� ������
� �� ��� ���
��	 � ���������
 �����
 ���� ���

������ .��� ���	����� ��������� ��� �	�
� 	��
��� ��� ������� ����� p∗INN =
(

a
sebC

) 1
1+d �

�� ��� ����	 ����� ��� ��-���� ����� p∗IM =
(
a
s

) 1
1+d �� �������� ��� ���� �������	��� ��

������	���� �� =��� �� ��� ��	� ��������	�� ��� ������	 �� ��� ���	����� ������ 
�	�� ���

p*min=1/2 p*max=1 p

q n=1: S(p)=4p

S(p)=4np+(1-n)p

n=0: S(p)=p

D(p)=1/p

	
��� �� ������ ��� ������ ����� �
�� D(p) = 1/p� sINN = 4 ��� sIM = 1�

��� ���	 �� ��� �	�
�� ��� ��������� ������ ���� ��
������ �� ���� ���������� �� ��2���

�� 
��� 	���
����� �� ���� � �������� ���� �� ��������	� ���	 ��� ���	��� �	���
���� 
���

�� ��� ������	�� ��
� �	�������� ���� � ���	 ��	��� �	�
��

��� ��
����� ��
������ !5( ��� ��� ��	��� ��
������ !;( �-�	��� � �������� 	����

�������� ������ �	�
� p ��� ���������� n� ����� �� �������� ��	
�� ���� ��� ������


�#� �� ������� ������ 
 	�� ���� "� ���� ��������� � ������ ������ 54������� ()//6�
��� ��� 	���� 
 	��� ����	 �� � ��	��	�� "�	� ��� �� �����	�2 #
 N � 1 "� ���� n � 0�

1



�/�����	��� !�(� ���	� �	� 
��������� ��	 � ������ �/�����	���� ��	� �	�
����� ��� �	�
�

	����� ��
������ ��	���� ����� ��� ������ ����	 ����� �� ���������������� ��� ���

�/�����	��� 
�� �� ����� �����	 ����� ��� �	�
� pt �	 ��� ��������	� �	�
���� nt �� �����

��	������ 4� ������������ �/� !5( ���� !;( � ������ � 8� ��� ��	 ��� �	�
�>

pt =
(a
s

) 1
1+d

{
1 + eβ[

1
2
s(ebC−1)p2t−1−C]

1 + eβ[
1
2
s(ebC−1)p2t−1−C]+bC

} 1
1+d

≡ f(pt−1). !1(

�� ������� � ���������� !;( ���� !5(� � ������ � ��� ��	 ��� �	�
���� �� ��������	�>

nt =
1

1 + e
−β

{
1
2
s
d−1
d+1 (ebC−1)

[
a

nt−1(e
bC−1)+1

] 2
1+d

−C

} ≡ g(nt−1). !,(

�� �/� !,( ��� ��
��	 s ���� ��� ���� ��� 	��� ��� ��� ������ �� ���� ������
 !d = 1(�

���� ��
� �� ����	���� ��� � ���	���
� ���������� ��
�������
�� �	��	��� !)�
���� ?(�

��� ������ 	����	 ��� 	���
�
��

*� �/�����	��� �� �-�	����� �� � 2-�� ����� �� ���
���� f !�	 g(� ���� �� � ����� �� ���

�	�
� p∗ ��
� ���� p∗ = f(p∗) !�	 n∗ = g(n∗)(�

����������� 	
� ����� �
 � ������ 
����	 
����	 
���� p∗ ��� n∗��

���� �� ��
���� ��� ��� f !�	 g( �� ��������
���� ��
	������ !*������- *(� ��� ���������

�� p∗ ������� �� ��� ��	�����	� �������>

����������� 	
	 p∗ ��� n∗� �
 
����� �� ��� ����� ω → 0 �� ω = a, b, C, s, β�
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� ��� �	�
� 	���� ��2��� �� p∗INN ��� p∗IM � ��� ����� p �����
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	���� �� a !�������� ������ ���
�( ����� ��� ������ 
�	�� ����	�� !=��� �(� ���

����	��� ��� ��� p∗IM − p∗INN � ���� 
����� �� ���������:��� !E������� +$��(� *� ��
	����

�� d !�	�
� ������
��� �� ������( 	���
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	������
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��� � ��	�� �� ����������� ��� �� ��� ���� ���� �� 
	����� ��
������� ��	 ���������� ���

���������� ���� ����

* ���������� ������� ���� ��� /���������� 
������ �� ��� ������
� ��� �� 
������ ��

��	�����	��+ ��� ���	����� ����� �� =��� + 	���	�� �� �-����� �� ����	
����� ����	�� ��

��� ��������� �� 
���
�� =�	 β � 7 ��� ������ ����� ����� ��������� ��� � ������ +�
�
�� �

�	��

*� β ���� ��	��	� ��� 
�
�� ���	��
��� ������ {0, 1}� ������� ���� ������ ��� ������ ���
�
������ ���������� ��� ���������� ��� ���	�	���� ����� �� =��� + 	���	�� � ����	
�����

����	�� �� ���������� 	���	� b� ��� � ��	��� �������� �� b � 2.7� ���� ����	�� ����

� �	������ �� b> ��	��	 ���������� ����2�� �� ��� ��
����	��� ���� ��	� ����������� ���

���
� �� b �� n �� �������� ��	 ����� ������ �� b� ��� �������� ��	 ��	�� ������� ���� �� ���

�� � ������ ���
� �� ���������� �� ��������	�3 �	�2��> � �������� ��	�
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� ������
���

�� ������� �� ��� �	�
� ���
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�

!0���� �#,,(� ��� ��� ����	�
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� ��

��� �	������ ��	������  ����/������� ��� �	�
���� �� ��������	� �� �� ������>

nt = αnt−1 + (1− α)
eβπ

INN
t−1

eβπ
INN
t−1 + eβπ

IM
t−1

!�$(

= αnt−1 + (1− α)g(nt−1) ≡ ĝ(nt−1),

��	� ��� ���
���� g �� ��� ��� !,( �� ��� ����
 ����� ��� ���
�	����� �������� !����

� ������ ��� α = 0(� ���� ������ �� ����� ���������������� ��� ��� ĝ �� !�$( �� �
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* ��	��	 β ��	���	 ������������ ��� ��	��� ���	���
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 α1$ α2 ��� α3 ���� 0 < α1 < α2 < α3 < 1 
��� ���� ��� �������� ����
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�������	���G ��	���� �� ����������

�	��� ����	� !*����� ��� '����� �##+� �##,(� ���	� �	� �� ���� ����	��
�� �� ��	

�����> 2	��� � ���� ��������	�� ����	�������� �� 2	��� ������� �� � ����	�������� �	��

��
���� 
���� �� ���
� �� /������ �����	 �� ��
������� ��������� )�
���� � 	��� �� ���

��	��� ������
� �� ������ ��� ������� ��� ��� �� ��� 
��
��� �� �	���
���� ���
����

��� ��
��	� �	�
���

��� ��� ����

��� ����������� ���������� �� ���� �-������� �� ��� ����� �� ���� ���������� 
��������>

�� ��
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���������� �� ��������	� 
���	����� �� � ��
�������
�� �	�����	� ���
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�	�����	 
������� �� ��� ���� ������������ ��� ��� ��� 
���������� �� � ���	���� 
�	��� ������

��	� ���� �

��� �� ��� ��
�������
�� �	�����	� ���� ��������	� �-���� ��� ��������� � �����	

�	���
���� ��
������� ��� �� ����	 ���������� ����������� .� ���	���
� � 
��������� 	���

γ ��	 ������������ ��� ���� � ���	�
������ 	��� δ� 4���� �� ���� � ��2�� ��� ��
�������
��

�	�����	>

s(t) = se
∑t−1

i=1 [γni−δ]. !��(

���� ��
�������
�� �	�����	 �	�� ���	 ���� �-����������� �� � �������	���� ��
��	 γni − δ�

��	� ni �� ��� �	�
���� �� ��������	� �� ��	��� i� �������	� �-����� ��� �	�����	 ��
�����

���� ���� ��������	� ����� �� ��� ������� � 
���������� ����������  ����/������ ��� ��

�	���
������ ������ �	� �� ������>

sINN
t = s(t)ebC , sIMt = s(t). !�+(

=�	����� ������� 
������ ��� 	����
� �� ��� ����
 �����> ��������	� ��
	���� �=B ��

��� ��
��	 ebC � ����	 ��������� C �� ����������� ���� ��������� ����� ��� ��	���� ��
����

�� ��
���� �����
�� ��������� ����	�	��� ��� ����	��
� ��� ��� ����
 ����� �� ����

���������� ��� �%�����
 ���������
 ������ ��� 
�������� �� � 	��� γ� 	�������� �� ��

�����
��� ��
�������
�� �	�����	� *� ����� 
�� �������� ����� ��� ������� ����		��

������ ������� ��� ����2�� �	�� ��� �	������ ����������� �������� ���	����� ���� 
��

��� �� �� ���� �� ��� �� �� ����� ���� � ������
 ��
�������
�� �	�����	 s(t) ����� ���

��
�������
�� ��� Δs(t) = s(t)(ebC − 1) 
����� ���	 ����� �� ��	��
���	� ��
�������
��

�	��	��� 
����� Δs �� ����	���

��� 	��� γ �����	�� �� ���
��� ������ 
������������� �� �������� ��� ��������	�

�� ��
�������
�� ������������ ��� �����
�� ����������� ��	� �	� ���� ���������� �����


�������� ��� ������ ���	 �� ��� ���� 	����� �� ���� ��� ��� ���������� �� ��	 ����� ����

���������� ����2�� b ��� 
���� C �	� ��� ���� �� ���	� ��	����

A��3� 
������	 ���
�	����� �������� !α = 0( ��	 ��� ������� ��� ���	���
���� �� �

��
�������
�� �	�����	 �� ��� ����
 ����� �� )�
���� + ������� �� ���������� ��	�����	 s

��� s(t) �� ��� ����	������� �� ������3 �	�
����� !5( ��� �� ��� ��	��� �/�����	��� �/������

!;(� ��
� ��
���� 	����
�������

nt =
1

1 + e−β
[

1
2
s(t)(ebC−1)p2t−1−C

] , !�?(

pt =

{
a

s(t)
[
(ebC − 1)nt + 1

]
} 1

1+d

. !�6(

4� ������������ !�6( ���� !�?( � ������ � �� ��� �� ��� ��	��� ������>

nt = G(nt−1; s(t)) ≡ 1

1 + e
−β

{
1
2
s(t)

d−1
d+1 (ebC−1)

[
a

nt−1(e
bC−1)+1

] 2
1+d

−C

} . !�5(

�?



)�����	��� � ������ � ��� ��	 ��� �	�
� F (pt; s(t)) �� ������������ !�?( ���� !�6(� ���

��
�������
�� �	�����	 s(t) �	�� �� � F����� 
������� ��	�����	G ���� ����� ��� ��
�������

��������� �� ��� ������ =��� 6 ������	���� �� ��� ��� G ������� ��� �� 
������ �� s(t)�

��� ���
� �� ��
�������
�� 
����� ��	����� ������� �� ��� ������
��� �� ������>
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��� �� 1���  ! ��� ���  ! 
�� ��� � !���
 � �
�� ����� � �
��� ������ G(x; s(t))� "�!�� 
������
�

������ %��� d = 0.5&� 0����� ��
� �����
� ������ %d = 1&� '
���� �����
� ������ %��� d = 1.5&�

2��� �������� �� β = 10� b = C = 1� ��� a = 2�

����������� �
� (��
���� ��� ������ � ���������
 ��� ��������
 ���� ������������� ������$

�����
����� �	 )�� �!*�$ ��� �

��� ������������� ������

 �s′(t) > 0�&

!� �� �����
��� ������ �d < 1�$ ������������� ������

 ���
 ���� ��

 ���������
 n∗$

'� �� ���� ���
��� ������ �d = 1� ������������� ������

 ���
 ��� �+��� ��� ������$

,� �� ���
��� ������ �d > 1� ������������� ������

 ���
 ���� ���� ���������
�

* �	��� �� �� *������-  � .��� ��� ������ �� ������
� ��
�������
�� �	��	��� ����� ��

�� ���	 ��
	������ �	�
���� �� ��������	�� .��� ��������
 ������� ��
�������
�� �	��	���

�� 
��	�
��	���� �� ���� ��� ���� ��������	�� �������� ��� ��������� �� ����� �� ��� ����	�

�������� �	�
� ������
��� �� ������� ��
� �� ��	��	 ��	 ��������	�� * �	�
� 	���
���� ��	��

��������	� ��	� ���� �������	� !��� )�
���� +�+(� ��� �� ��� ���� ���� ���������� ��
	�����

��� /������� �-
������ �� �/�����	���� ��
� 	��	�� ��������	� ��	� ���� �������	��

.��� ��� ������ �� ������
� ��� ��
��� ���
� ���	
���� ��� 2	��� ��
���� ��� ��	�����

��
	���� �� �-
������ /������� �	�� � �	�
� 	���
���� �� 	��������� ��	��	� ��� �������� ��

�	�� ��� ��������
 ������� ���� ��� �� ���
�� ����� ��
� ����	 ��� ��� ������ �� ����

������
�3

����� �� ����	��� 
��������� ������������� ���
� ��� �����	�� �� ���������� �� )
����

����	��� �	�������� ��� )
�������	��� 7�	� � �����	�� ��������� ��
� �� 
��	�
��	����

�� �� ��
	������ 
��
���	����� �� ��������� 2	��� �� �������� ��� ������
 ������� ���

)
�������	��� 7�	� �� �����	�� ���������� �� ��	 ����� 	������� ��� �� ��������
 �������

�%�� �	�	����	 
 !����	�� >�/ �� �����	� �� ��� ����� 
 �	���� �<��������� n∗� "���� �	 ���� �

������� 5��� 	���6 "������� n∗ �� ���	���� ��� 	�� �������� 
 	�� ���	�� �� ���������

�6



���� �-��������� �� ���������� �����	� ���� �� ��� �-��������� ����� �� ��
�������
��

	������ ���� �� �	������ ��4	��
�� �� ��� !+$$$(�

��� ���� ��������� �� ��� ��
�������
�� �	�����	 s(t) 	�/��	�� ���� ��������� A�� �� 	���

s(t) �� ������>

s(t) = se−δ(t−1)eγ
∑t−1

i=1 ni . !�;(

��� 	��� �� 
����� �� s(t) �� �������� �� ��� ���� 	�� ��� ���	 ����� �� −δ� ��
� ��

�������� ��� ��������	� ��������	 !nt → 0(� ��� ����	 ����� �� γ − δ� �� ��
� ���

������ ��
��� ��������	� !nt → 1(�

0�������� �� ��� ����� �� ���	 ��� ����	 ������ � ���� � �����	 �� ����	���

�
���	���� �����	���� �� ��� �������� �	���������>

����������� �
	 ��� ���� ��� �	�����
 � ��� ������ ���� ������������� ������ �!*�

���
���
 
�% ��+����� 
�������
&

!� �� γ < δ& s(t) → 0$ pt → ∞ ��� qt ≡ D(pt) → 0 ������� ������	
���

'� �� γ = δ& s(t) = se−γ
∑t−1

1 (1−ni) ��� �� ���� ��� 
����
�
&

��� �
∑∞

1 (1− ni) → ∞$ ���� s(t) → 0$ pt → ∞$ qt → 0 ������� ������	
���

��� �
∑∞

1 (1− ni) → Σ < ∞$ ���� s(t) → se−γΣ ��� p → p∗ > 0 
����� �� ��
�����

�������� ����	�	���� �������

,� �� γ > δ �� ���� ����� 
����
�
&

��� � γ
∑t−1

i=1 ni < δt$ ���� s(t) → 0$ pt → ∞$ qt → 0 ������� ������	
���

��� � γ
∑t−1

i=1 ni ∼ δt$ ���� ∃Σ ∈ (0,∞) ���� s(t) → se−γΣ ��� p → p∗ > 0 
����� ��

��
����� �������� ����	�	���� �������

��� � γ
∑t−1

i=1 ni > δt$ ���� s(t) → ∞$ pt → 0$ qt → ∞ �����	�	���� ��	�������

=�	 
���� 2b ��� 3b� ��� �������� �������>

�������� �
� �������� ������������� ������ �����
 ⇔ n∗ = δ
γ
�

B	���� �	� �� *������- 0�  ��� � �� �	������ ��
���� ��
���
�� �	��	��� 
�� ����	 
�����	

���	�
������� �� 
��� + ��� ����� ��� �� ��� 
����	���
� �� ��� ��	��� nt� �� ��������	� ��

��� ���� ��� ���� ��	��� �� ��� ���� 	��� ��� ���� �������	� �	� ����� �	������ ����

� ���� � ��� ���	�
������ �� ��� �	�����	� s(t) → 0� ����	���� �� ��������	� 
��/��	 ���

��	��� ���� ������� ���� s(t) 
����	��� �� � �������� ������ ��� �� ���� ��� �	�
��  ��� (3)

�� ��� ���� 	�������
� ��� ���� ��� ���� ��
�	����� ��
���� ��	�� �
���	��� �	� ��������� ��

��� �	�
��� �� �������� �

��������� �� ��� ��	��� ������ �� 
��������� ��
�������
��

���	�
������� � ��	��� �	������ �

�	� !
��� 3a(� ���� �� ��� 
��� �� γ �� ���� ��������

�5



��	��	 ���� δ� �� ������� �������� �

��������� ���� �� � 	��� ������	 �� δt !
��� 3b(�

� �	� �� � ��������� ������	 �� 
��� (2b)� ��	� ���	�
������ ��� ��
�������
�� �	��	���

����� ��
� ����	� �� 
��� (3c) ��
�������
�� �

��������� �� ��	����	 ���� ���	�
�������

��� �	�
� ��� ��	����� 
��� c′(q) = p/s ���� ��� �� :�	�� ���� 
��� �

�	� ��� γ � δ� ��	

������
�� ��� �� ���	��� ���	� �	� ������ ��������	� �� ��� �����	� �� ��� ��	���� D���
�

���� �
���	�� 3a 
�� 	������ ��� � ����	���� ��	���
∑t−1

i=1 ni �� δ �� ��� ��	��� �� ��� ����	

����� �
���	�� 3c 
�� �

�	 ���� ��� � �������� ����������� �	�
���� �� ��������	� nt → 0�

�� �� �� ��� ������� .��� �����	� �� ��� 	������� ����� �� �

�������� ���������� 
����	��

�� ��� �����	 ���	�
������ δt�

��� �
���	��� ��� �����
�� ��
�������
�� 
����� !2b ��� 3b( 
�� �	����� �����	 ������

�/�����	��� �	 +�
�
��� �� ��� ���� 	��� ��������� �� ��� ��������� �� ��� ����� ����� p∗�

��� ����	 �
���	��� �	� ���� �������� ��� �	�
� 
����	��� �����	 �� $ �	 �� ∞� ��� ��� ����

	�� ����� �� nt ������� �� �� ��������� /���������� s(t) ��� pt !�/� �?(� ��
� �	� ���

����	���� ��� ��� 
����	���� �� $� �� ��� 
���� �� ������ �/�����	��� � 
�� �������� B	���

?�+ �� ��� �������� ��>

����������� �
� �

��� ���� ��� ����� ��������
 �� � 
����� �����������$ ���� ni → n∗�

(��
���� ��� �������	 ν∗ ≡ γn∗ − δ� ����� ��
�
 ��� ��

����&

(i) ν∗ < 0$ ���� s(t) ∼ seν
∗(t−1) → 0$ pt → ∞ ��� qt → 0 ������� ������	
���

(ii) ν∗ = 0$ ���� s(t) → se−Σ$ pt → p∗ > 0 �������� ����	�	���� �������

(iii) ν∗ > 0$ ���� s(t) ∼ seν
∗(t−1) → ∞$ pt → 0 �����	�	���� ��	�������

 ��� (i) 
�� �

�	 �� ��� ��	�� 
���� �� B	��� ?�+� �� ��	��
���	 �� 
���
���� ��� 
���� (1)�

(2a) ��� (3a)�  ��� (ii) ������� �� �/�����	��� ����� �� ��� ��������	� �	�
���� n∗ = δ
γ
≤ 1�

��� ��� �

�	 �� 
���� (2) ��� (3) �� B	��� ?�+�  ��� (ii) ����� �� !��� ���� ��� 
���
���

���( 
���� (2b) ��� (3b) �� B	��� ?�+� =������� 
��� (iii) ������� γ > δ ��� ������� 
���

(3c) �� B	��� ?�+�

-����� ��������� 
��
�	�� ��	������ ������	��� ��
��	�� ��	� ��� �

��������� ��

�������� ���� ��� ���� ��� ��
� �� ���	�
������� *� �-����� �	� ��� �	����� �	���
�����

���� ��	�
��� �	����
	���
 	������
�� �� ��� ���� 
����	���� �������� ������������� ������

��� �������� ����	�	��������� �� ���
	���� ������	��� ��	� 	��� ��
�������
�� �	��	��� ��

�������� ���� 
�� �� ��� 
��� �� 
����������� ������	��� ��
��	�� ��
� ���� ��	���� �-��	��

��
�� � ��
�������
�� �	��	��� ������ ��� ��	� 
�		����� ���������� �� ���� F	����������G�

*���	��������� ���� �
���	�� 	��	���
�� ��� ���
����� F)
�������	��� 	����G� ��	� � 	��� ��
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g(n) =
1

1 + e
−β
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1
2
s
d−1
d+1 (ebC−1)

[
a

n(ebC−1)+1

] 2
1+d

−C

} . !�1(

���� ��� �� ��
� ���� 0 < g(n) < 1 ��	 n ∈ [0, 1]� ��� 2	�� ��	������� �� �� ������>

g′(n) = −g(n)[1− g(n)]
βs

d−1
d+1a2(ebC − 1)2[

(ebC − 1)n+ 1
] d+3

d+1
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g(n∗) �-����� ����� ��� ���� ������� ��	 ��� ��� f �� �/� !1(� ���� �	���� B	��� +���

��� �/�����	��� 
�		��������� �� ��� 2-�� ����� n∗ �� ������ ������	 �� ����� ��� ��
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������ �� α ��� ��� ĝ ��� � ?�
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s(t) = se−δ(t−1)eγ
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i=1 ni . !+$(

��� ������� 	��� �� �	��� ��	 ��� ��� ��	��� �� γ� ���� s(t) → 0 ������	 γ < δ� ���

pt → ∞ ����� �� �/� !�6(�  ����/������� qt = D(pt) =
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pdt
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�� ��� 	��� �� �	��� �� ��� ��� ��	��� �� ���	 ���� δ
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� ���� � ���� ��� 
����	���
�

�� s(t) ��� pt �� �������� ������ !
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