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Résumé — À l’aide d’une solution analytique à un problème de cisaillement simple, nous avons montré
qu’un modèle de plasticité à gradient (cristalline) à potentiel non-quadratique modélise bien une aug-
mentation apparente de la limite d’élasticité à faibles échelles. Au delà de cet aspect, nous rappelons
l’étrange phénomène de gap élastique sous chargement non-proportionnel dans le cadre d’une formula-
tion incluant une dissipation d’ordre élevée (formulation non-incrémentale). Cette problématique a donc
été l’objet d’une étude par le biais de la dynamique des dislocations discrètes. Il a été démontré que les
gaps élastiques pourraient être physiquement inacceptables.
Mots clés — plasticité à gradient ; effets de taille ; chargements non-proportionnels ; gaps élastiques ;
dynamique des dislocations discrètes.

Notation
˙[∗] : dérivée temporelle de la variable [∗] ; ∇[∗] : gradient de [∗] ; ∇ · [∗] : divergence de [∗] ; ||[∗]|| : la

norme euclidienne de [∗] ; ([∗])+ : la partie positive de [∗] ; sign[∗] le signe de [∗].

1 Contexte

Aux petites échelles, plusieurs expériences montrent une dépendance de la réponse d’un matériau
métallique à la taille du spécimen étudié [1]. La dynamique moléculaire, la dynamique des dislocations
discrètes et les modèles continus sont des outils numériques nécessaires pour aller plus loin dans l’étude
des effets de taille sachant que les essais à petites échelles sont très complexes à mettre en place. Concer-
nant les modèles continus, la plasticité classique n’est pas capable de reproduire les effets de taille. Des
théories d’ordre ou de degré supérieur incluant des longueurs internes ont donc vu le jour. Parmi ces
modèles, la plasticité à gradient présente des caractéristiques très intéressantes [2] à l’instar de la mo-
délisation de l’augmentation de la limite d’élasticité avec la diminution de la taille du domaine d’étude.
Toutefois, un manque de maturité sur ces modèles ralentit leur utilisation pour des applications indus-
trielles. En effet, des observations numériques inattendues comme les gaps élastiques ont été révélées
avec la plupart des modèles les plus utilisés dans la littérature [3]. Cette problématique sera étudiée pour
la première fois par la méthode de la dynamique des dislocations discrètes.

Cette contribution présente donc un modèle de plasticité à gradient (cristalline) avec des problé-
matiques qui sont liées à ce type de modèle. Une solution analytique est notamment développée afin
de montrer la possibilité de modélisation de l’augmentation apparente de la limite d’élasticité. Ensuite,
l’interrogation sur les gaps élastiques est abordée avec la dynamique des dislocations discrètes.

2 Modèle de plasticité à gradient

Le modèle de plasticité à gradient rappelé dans cette section est un modèle non-incrémental basé sur
la décomposition classique en parallèle de la contrainte d’ordre élevé en partie énergétique et dissipative
(modèle de type Gurtin) [5, 6]. S’agissant d’un modèle continu généralisé, les variables de glissement
plastique γ sont utilisées comme degrés de liberté, en plus des variables classiques de déplacement u.
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2.1 Formulation

Ce modèle est écrit dans le cadre des petites déformations. Pour un domaine V non soumis à des
forces de volume, les puissances interne et externe s’écrivent :

Pint =
∫

V
σ : ε̇e dv+

q

∑
k=1

∫
V

π
k
γ̇

k dv+
q

∑
k=1

∫
V

ξ
k ·∇γ̇

k dv

Pext =
∫

∂V
t · u̇ds+

q

∑
k=1

∫
∂V

χ
k
γ̇

k ds
(1)

avec σ le tenseur de contrainte de Cauchy, εe la partie élastique du tenseur de déformation, q le nombre
de systèmes de glissement, γk le glissement plastique sur le système k, πk la contrainte microscopique de
premier ordre, ξk le vecteur contrainte microscopique d’ordre élevé, t le vecteur force macroscopique de
traction agissant sur la surface ∂V , χk les forces microscopiques de traction. L’application du principe
des puissances virtuelles permet d’obtenir les équations d’équilibre macroscopique et microscopique
dans V :

∇ ·σ = 0 ; τ
k +∇ ·ξk −π

k = 0 (2)

où τk = σ : (sk ⊗mk) avec sk les directions de glissement et mk les normales aux plans de glissement (le
symbole ⊗ représente le produit dyadique). Les conditions aux limites sur ∂V sont données par :

σ ·n = t ; ξ
k ·n = χ

k (3)

où n est la normale sortante de la surface ∂V .
En considérant le potentiel d’énergie de Helmholtz ψ = ψ(εe,γ

k,∇γ
k), l’inégalité locale de Clausius-

Duhem s’écrit :

d =

(
σ− ∂ψ

∂εe

)
: ε̇e +

q

∑
k=1

(
π

k − ∂ψ

∂γk

)
γ̇

k +
q

∑
k=1

(
ξ

k − ∂ψ

∂∇γk

)
·∇γ̇

k ≥ 0 (4)

L’aspect non-quadratique du modèle porte sur l’utilisation d’une puissance 1 ≤ n ≤ 2 dans l’expression
de ψ qui s’exprime comme la somme entre une énergie élastique ψe et une énergie de défaut ψp :

ψ = ψe +ψp =
1
2
εe : C : εe+

1
n

X0 ln
en

q

∑
k=1

(
|sk ·∇γ

k|n + |lk ·∇γ
k|n

)
(5)

avec C le tenseur d’élasticité, X0 une constante représentant la résistance énergétique à l’écoulement, len
une longueur interne énergétique, n la puissance de l’énergie de défaut et lk = mk × sk.

La contrainte macroscopique étant considérée énergétique, on déduit de (4) et (5) que :

σ =
∂ψ

∂εe
= C : εe (6)

En ce qui concerne les contraintes de premier ordre et d’ordre élevé, elles sont décomposées en partie
énergétique et dissipative telle que πk = πk

en +πk
dis et ξ

k = ξ
k
en +ξ

k
dis avec :

π
k
en =

∂ψ

∂γk = 0 ; ξ
k
en =

∂ψ

∂∇γk = X0 ln
en

(
|sk ·∇γ

k|n−2 sk ⊗ sk + |lk ·∇γ
k|n−2 lk ⊗ lk

)
·∇γ

k (7)

On en déduit la dissipation résiduelle :

d =
q

∑
k=1

π
k
disγ̇

k +
q

∑
k=1

ξ
k
dis ·∇γ̇

k ≥ 0 (8)

Pour garantir (8), les lois d’écoulement et d’évolution suivantes sont utilisées :
π

k
dis = Sk

π

(
ėk

π

γ̇k
0

)m
γ̇k

ėk
π

, ėk
π = |γ̇k|

ξ
k
dis = Sk

ξ
l2
dis

( ėk
ξ

γ̇k
0

)m
∇kγ̇k

ėk
ξ

, ∇
k
γ̇

k
= (sk ·∇γ̇

k)sk +(lk ·∇γ̇
k)lk , ėk

ξ
= ldis ||∇k

γ̇
k||

(9)

avec ldis une longueur interne dissipative, Sk
π et Sk

ξ
les résistances dissipatives respectivement de pre-

mier ordre et d’ordre supérieur, m le paramètre de sensibilité à la vitesse de chargement et γ̇k
0 la vitesse

référence de glissement plastique. Ce modèle est catégorisé comme non-incrémental [3, 6].
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(a) Schématisation du problème.
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FIGURE 1 – Cisaillement en 2D.

2.2 Un avantage des potentiels non-quadratiques

Afin de mettre en évidence une conséquence de la forme non-quadratique de ψ, un problème de
cisaillement simple comme décrit à la Figure 1a est traité en considérant deux systèmes de glissement
symétriques par rapport à la direction e1, c’est-à-dire θ1 = −θ2 = θ. Ce problème est résolu de façon
purement énergétique (X0 ̸= 0, len ̸= 0, ldis = 0, Sk

π = Sπ0 où Sπ0 est la résistance initiale dissipative de
premier ordre) avec une formulation indépendante du temps (m → 0).

A cet effet, dans le régime plastique, les équations d’équilibre (2) entraînent l’équation couplée sui-
vante :

τ+X0 ln
en|sinθ|n

(
|γ,2|n−2

γ,2
)
,2 −π0 = 0 (10)

avec τ = σ12cos2θ, π0 = sign(cos2θ)Sπ0, cos2θ ̸= 0 et sinθ ̸= 0. Par une intégration cette dernière équa-
tion différentielle se transforme en :

|γ,2|n−2
γ,2 =−Anθ x2 + c1 ; Anθ =

τ−π0

X0 ln
en|sinθ|n ; c1 = constante d’intégration (11)

Avec les conditions aux limites γ(h/2) = γ(−h/2) = 0, la solution de (11) pour n ̸= 1 est :

γ(x2) =
n−1

n
Anθ|Anθ|

2−n
n−1

[
(h/2)

n
n−1 −|x2|

n
n−1

]
(12)

Le cas limite n = 1 est traité dans [7]. Le profil de déformation γ
p
12 = 2ε

p
12 = 2γ(x2)cos2θ est tracé dans

la Figure 1b pour deux exemples de puissances n = 2 (quadratique) et n = 1.3 (non-quadratique). Il
est remarquable que l’on passe d’un profil parabolique avec n = 2 à un profil avec une zone centrale
en plateau avec n = 1.3. Ce dernier profil se rapproche des résultats de la dynamique des dislocations
discrètes [8].

Il s’ensuit que la déformation plastique moyenne s’écrit :

ε
p
12 =

cos2θ

h

∫ h/2

−h/2
γ(x2)dx2 = cos2θ

n−1
(2n−1)

Anθ|Anθ|
2−n
n−1

(
h
2

) n
n−1

(13)

On déduit donc la contrainte totale sous la forme :

σ12 = 2µ(ε12 − ε
p
12) =

Sπ0

|cos2θ| +X0

(
2n−1
n−1

)n−1∣∣∣∣ 2sinθ

cos2θ

∣∣∣∣n( len

h

)n

(εp
12)

n−1 = σ0 +Hnθ(ε
p
12)

n−1 (14)

Les réponses globales σ12 en fonction de la déformation Γ = u1
h = 2ε12 pour les cas n = 2 et n = 1.3

sont reportées à la Figure 2 pour différentes tailles h. Un effet de taille est visible dans les deux cas. En
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FIGURE 2 – Effet de taille en fonction de la puissance n.

FIGURE 3 – Illustration du phénomène de gap élastique en flexion-passivation.

effet, l’écrouissage augmente avec une diminution de la taille de la bande cisaillée. En revanche, la limite
d’élasticité apparente ne varie pas avec n = 2 contrairement au cas n = 1.3 où une augmentation claire
est obtenue. On démontre avec ce résultat que l’utilisation d’un potentiel non-quadratique donne lieu à
une augmentation de la limite d’élasticité apparente. Il s’agit en clair d’un phénomène de micro-plasticité
avec une forte pente se produisant aux alentours de la limite d’élasticité. D’autres interprétations peuvent
être faites sur l’augmentation de la limite d’élasticité notamment avec le cas n = 1 [7] où un saut de
contrainte donne lieu à cette augmentation. L’utilisation de la dissipation d’ordre élevé telle que décrite
dans la section 2.1 [6] conduit aussi à une augmentation mais cela se fait par un retard complet de la
plasticité.

2.3 Problématique des gaps élastiques

L’utilisation de la dissipation d’ordre supérieur dans les modèles de type Gurtin produit, sous des
chargements non-proportionnels, des effets inattendus tels que les gaps élastiques [3]. Il s’agit de l’in-
terruption complète de la plasticité suite à un changement infinitésimal des conditions aux limites. Fleck
et al. [3] ont mis en évidence cet effet à l’aide d’un spécimen 2D soumis à un chargement de traction-
passivation. En effet, l’échantillon possédant au départ des bords libres (possibilité pour les dislocations
de s’échapper du domaine) est sollicité en traction jusqu’à un certain niveau de déformation plastique
à l’instant t. À cet instant, une condition de passivation (les dislocations sont désormais retenues dans
le domaine) est introduite et le chargement de traction est poursuivi. Cela donne lieu à une surpre-
nante interruption globale de la plasticité jusqu’à une nouvelle “limite d’élasticité ”. Sachant qu’aucune
preuve expérimentale de ce phénomène n’existe à ce jour, Jebahi et al. [6] ont montré qu’avec la for-
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TABLE 1 – Propriétés du matériau : Nickel [4, 9].

Module de
cisaillement
µ(MPa)

Coefficient
de Poisson ν

Norme du
vecteur de
Burgers
b(Å)

Contrainte
de friction
τPeierls (MPa)

Volume
d’activation
Vact (Å3)

Cission réso-
lue en début
de stade III
τIII (MPa)

Coefficient
de frottement
visqueux
B(Pa.s)

75200 0.376 2.489 37.6 20b3 77 1.1×10−5

(a) Exemples de configuration initiale (i) et de
configuration au cours du chargement (ii) en DDD. (b) Investigation du gap élastique.

FIGURE 4 – Étude de la flexion-passivation avec la DDD.

mulation de la dissipation présentée dans la section 2.1, il est possible de supprimer le gap élastique
pour un chargement de traction-passivation. Par contre ce gap demeure dans le cas d’un chargement de
flexion-passivation, c’est-à-dire pour un chargement où un gradient de déformation est présent bien avant
l’introduction de la non-proportionnalité. Cela est illustré par la Figure 3 où la pente après passivation
est la même que la pente élastique. Afin de clarifier ce phénomène contestable des gaps élastiques, nous
avons employé la dynamique des dislocations discrètes (DDD) sur le problème de flexion-passivation.
La section suivante résume cette étude.

3 Investigation des gaps élastiques avec la dynamique des dislocations

La question des gaps élastiques est traitée par la dynamique des dislocations discrètes. Il s’agit d’une
méthode d’étude de la plasticité basée sur le mouvement des dislocations plongées dans une matrice
élastique. Notre étude est réalisée sur un cristal avec une structure cubique à face centrée avec le code
TRIDIS [4]. Comme la majorité des codes, TRIDIS est construit suivant quelques règles très efficaces,
et qui sont rappelés comme suit :

— Discrétisation des lignes de dislocations : le choix est porté sur la représentation d’une ligne de
dislocation par une succession de segments vis et coin, facilement identifiables sur le tétraèdre de
Thompson.

— Contraintes sur les segments : une contrainte effective τeff opère sur un segment de dislocation
donné. τeff est exprimée par :

τeff =

(
|τ∗|− τPeierls

)+

sign(τ∗)

τ
∗ =

[(
1
b
[σ̂+ σ̃]b

)
× l

]
·g+ τlt

(15)

avec σ̂ et σ̃ respectivement les tenseurs de contraintes appliquées et internes engendrées par la
population de dislocations autour, b, l et g respectivement les vecteurs de Burgers, de ligne et
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de glissement, b la norme du vecteur de Burgers, τlt la tension de ligne rendant compte de la
courbure locale de la ligne de dislocation et τPeierls la friction du réseau.

— Mobilité des segments : sous l’effet de la contrainte effective, le segment se déplace perpendicu-
lairement à sa direction de ligne avec une vitesse v :

v =
τeff

B
b (16)

où B est le coefficient de frottement visqueux.
— Règles locales : pendant le mouvement des segments, il est nécessaire de définir des relations avec

les autres dislocations. Il est donc possible de créer des jonctions, des annihilations, de produire
des glissements déviés. Ce dernier phénomène est réalisée pour les dislocations vis au travers de
la loi probabiliste :

P = β
l
l0

∆t
t0

exp
(

τdev − τIII

kbT
Vact

)
(17)

avec β le facteur de normalisation, τdev la contrainte sur le plan secondaire, τIII la cission résolue
en début de stade III, Vact le volume d’activation, l0 la longueur de référence, t0 le temps de
référence, l la longueur du segment, ∆t l’incrément de temps, kb la constante de Boltzmann et T
la température d’étude.

— Déformation plastique : à chaque pas de temps, suite à la surface balayée par les dislocations,
l’incrémment du tenseur de déformation plastique εp est calculé :

dε
p
i j =

N

∑
s=1

dγs

2
(
ns

i b
s
j +ns

jb
s
i
)

(18)

avec dγs = b l dx
V où V est le volume du domaine étudié, dx la distance parcours par le segment, N

le nombre de système de glissement et n le vecteur normal au plan de glissement.

Le problème de flexion-passivation, engendra le gap élastique, est traité par la DDD en partant d’une
configuration initiale similaire à celle de la Figure 4a(i). Des lignes de dislocations sont introduites
aléatoirement dans une poutre de hauteur h et de largeur w. Les propriétés du matériau sont récapitulés
dans le tableau 1. Au cours du chargement, les dislocations bougent et forment une structure complexe
dont un exemple est donné à la Figure 4a(ii). La figure 4b présente le moment M normalisé en fonction
de la courbure κ normalisée. A l’instant de la passivation, on remarque que la pente d’écrouissage change
mais elle est différente de la pente élastique. Une étude plus étendue [4] permet d’affirmer que la DDD
ne montre aucun signe de gap élastique. Cela diffère du résultat des modèles de type Gurtin tel que décrit
à la Figure 3.

4 Conclusions et perspectives

Un modèle de plasticité à gradient (cristalline) est présenté dans un cadre thermodynamique cohé-
rent. Il a été montré avec une solution analytique que l’usage d’une énergie de défaut non-quadratique
conduit à l’augmentation de la limite d’élasticité apparente avec la diminution de la taille du spécimen.
Cela rejoint les résultats expérimentaux sur l’augmentation de la limite élastique. Les modèles de plas-
ticité à gradient constituent un réel atout dans la modélisation des effets de taille. Toutefois, certaines
problématiques particulières se révèlent dans l’emploi de la dissipation dans ces modèles. En effet, avec
les théories de type Gurtin (non-incrémentales), des gaps élastiques émergent avec des chargements non-
proportionnels. Afin d’investiguer ce phénomène qui divise la communauté de la plasticité à gradient,
la dynamique des dislocations discrètes est employée. Il a donc été montré par ce biais qu’en utilisant
les connaissances actuelles de la physique des matériaux, il n’y a pas d’arguments en faveur des gaps
élastiques. Il s’agirait donc d’un phénomène non réel.

Sur la base des résultats de la dynamique des dislocations discrètes, des améliorations des modèles
de plasticité à gradient sont entreprises (voir par exemple [2]). Il est toutefois nécessaire de consolider
ces résultats avec des travaux expérimentaux. A cet effet, notre équipe [10] travaille actuellement sur des
essais novateurs à petites échelles afin de réaliser des chargements non-proportionnels de type traction-
passivation, flexion-passivation et traction-flexion.
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