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Lemma plus assoc l : (n,m,p:nat)((plus n (plus m p))=(plus (plus n m) p)).
Ô©�r���P §���p�=�P�_���n�x���~¦©�P ����3���p¦����>�.�¬"~���~���@�p"��Ã�����=� �x¦����'¦Ë�R�!�~�p��"~���! #�¬�~�£�~¦#�

"~�P�*�:���p�I�3�t�~�p��� �
Intros n m p.
Elim n.

(* base case*)
Simpl.
Apply refl equal.

(* Induction*)
Intros.
Simpl.
Rewrite - " H.
Apply refl equal.

Intros n m p.
Elim n.
(* we mix the the nodes *)
2:Intros.
1:Simpl.
2:Simpl.
2:Rewrite - " H.
1:Apply refl equal.
1:Apply refl equal.

Intros n m p

Elim n

Simpl Intros

Apply refl_equal Simpl

Rewrite H

Apply refl_equal
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Intros;Elim n;[Simpl—Intros;Simpl;Rewrite- " H];Apply refl equal.
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proof:
[n,m,p:nat]
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Intros n m p.
Elim n.
2:Intros.�N�������Zf

✍ undo here
2:Simpl.
2:Rewrite - " H.
1:Apply refl equal.	

:Apply refl equal.
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Intros n m p.
Elim n.
2:Intros.
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Lemma pbmeta : (a,b,c,d:nat)a=b- " b=c- " a=d- " a=c.
Intros;EApply trans equal.
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2:EExact H0.
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�#"s�� ���
 �

Try EExact H1.
� ¦����'�P�R�~�u��" % % � q��r�
 � �À�3����"*�Ã�����P�#"~���p¦���RÆ@��"s�~�� ��~�u�3�M�=�3�p���P�������©��"r�P���p���!�@���R�P ��
">�p�p�P�� ��5���I���  	� �P #�©�~¦I�#"_���3 � ��P�h���q�� #�9Ó#�5�Ë�x�9�p¦ v�¡aÔË���R�! #�R���#�@�r�p¦��q���p�I�3�.�I�
�#"s�� ��*�~¦#�_�P"p"s���r�@�p���! �
v¡

EExact H.

� ��'#$& �� 	# 'U�� %$ ,-' (
�  	#$� ��� (
�  �-����, ��*�� 	 ' � ��� µ��R�h�#"h�R�! ��~�� ��#���x���~¦Ë�~¦#�
�R�P�r�����R�p�n"p�R�p���@�K�P���RÆ��P�*�#��� �#�@�3 ����@�r�_���P�!�����3�Ã�� #�@�*�P ��~¦��n�p�!�%�p���n�R�!�~�p��"~���! #�@�� ��
�~�r�~¦#�:"~�����P #�£���'�3 #�'¦¬�3�J�~¦#�h���~�I�P���~�p���"�

Intros;EApply Trans-equal.� .������ dIe�b�����f
✍ tactic to be undone

Try EExact H1.
EExact H.

� ¦����R�! #"s�5����� #����"n�3�.�~¦����P�����������=�p���! ©�P�.�p¦���"n�'�P�R�~�u�q�3�p�*�p���r�=�!����¨�p�P� �~¦��q���p�I�3�
"s�@"s�~���ÕÖ��p¦#�=�.�����5"� ��P��"s���#���~�5"~"��~¦������P #"s�~�'�3�� ��p"��x¦��u�'¦r¦#�\�P�M�Ã���� q�� ��~�p�@�@�#����� �R¡��� 
�~¦��h�� ��~���~�À�P���h"s�u�@�P���~¦��:�'�P�%�p���n�u"�"~���r�������r�=�P�5���� ¬�~¦��_ÏP�x�~���p�P�����n¥��! ���Ï#¡

Intros;EApply Trans-equal.
Try EExact H1.
EExact H.
----------------���!  8 6 � � 
� ¦��§���'�P"~�����#�P�s�¬���3  �Ã�§�p�����u�\�P�5�1�~��Ó# #��"~¦ �~¦#�§���p���P�>¡ � ¦��©�R�P�r�����R�p�����p�I�3�

���3 ����*"~�\�!���a¡Ã´��=�K���P���x�~¦#���P���p�3�� ��5�§"~���~���@�n��"� ��3�n�=�3�����a¡Ã¢D #�@�����a�Ã���:���P���u�� ��P���Ã�
�~�������\�!���©�� ��¬�¨�!�s�p¦#�R�!�r�� ��§"~��"p"~���! ��a���5���P�#"s���~¦����� ��~�p�@�@�#�R�5�Ñ�R�P �">�p�p�P�� ��p":�x������ ��P�
���:�p¦��_"~�P�r�#"3¡
$ g 6�i~l>iXI�79A?At|@ih;�2*op25;�BF<Dls8�7?;3< I�6!i';�# [AW&%'%)(3V=U+*-, )h7?Bn8�4�4!A97?i%y�{ g 6!ipl>ipm�2�l>i5GÃ7?< I�7?A?AJ;!2�<m�8�7?A¨G�8�;Iy7�<OI�79A?A�BD2�A?}\i�<>6!i / l>BF<�BDk�|!ÞÀz�2\8�AJ79;=<Dl>23yPk�o'7?;�zr<>6!i_;�i Iªo'25;!BF<Dls8�7?;=</.10#2�{ g 63k�B'G



������	 (&,���'#$ � ��� * �-����, ��*�� 	 ' � � ,�' (
�  ! �� %$& %'U�� ���  ���,-$&(& %')(&,�*�� �+*+� ,�*�� �- %$ �
Ô©�_���3 ¬�r�P�� #���£���~�!����"s���>�K�r"~�P���@�p���! #"2�

� � =B; 9 1 ? . � ? 3T� 57.0/���.�3-/ .�3 ; �+52E � ¦��n���@�5���u".�~�*�P������ ��~¦��n�~�'�3 �">�¨�!�~�r����"~���~���@�K�*�R�!�*�
�r�P #�*�� ��p�~�@�@�#���� #���p¦����R�! #"s�~�'�3�� !�'"��� #�9�p���P�������!�� ����p�3�~�����I�_�~¦#�x���'�P"~�����p�P�R�~�u��"�¡ � ¦I�#"��
�9���p¦���"p�R�p�������u"��p�����u�\�P�5�a���p¦����� ��~�p�I���#�R�5���R�P �">�p�p�P�� ��p"��x�����J�~���r�P�� �p¦���"p�3�r�!¡ � ¦#�3�
�r�PÂP�5"����_�Ã�!"p"s���������p�§�@�u"~"~�@�R�u�=�~�*�p¦��r�� #�@�§�P #�§�p¦��q�� ��� #"s�p�P #�R�u�=�p���! ©�P�.�RÆ@�u">�p�� ��~�u�3�
�\�P�~�u�3�#���5"�¡

��� /�� C�� ?�� E

Intros;EApply Trans-equal.
Instantiate 1 b (* we have forced the instantiation *)
Try EExact H1.
EExact H.
EExact H0.

����� / � 3 57. ;�9 3-17/��K� ?	��? � ; = � ? C ? � � ? �)1 ? E � ¦#�����@�5�Ñ��"q�~���P�#���Ë ���� �@���Ã�� #���� #���
�~�����3�~���P §�Ã�R�>�K���� §�~¦#���'�P�%�p����"n¦#�3 #������ ����!�!�P��"��x¦��u�'¦©"~¦#�3�p�_�RÆ@�u">�p�� ��~�u�3���=�3�p�u�3������"�¡#���
�q�p�!�%�p���hn G ¦#�P"��Ã���� ������\�!�����3���~���n�q�'�P�%�p����" n_���#�����~¦#����"s¦��3�p�_�RÆ@�u">�p�� ��~�u�3�t�\�P�~�u�3�#���5"
�3 #���9�9n_���� ��p�~�@�@�#����"n�����P #"s�~�'�3�� ����P ��P ��*�3���p¦��!"~�*���P�r�r�P §�=�P�~�u�3�����h�p¦��� n G �x�����
�@���Ã�� #�¤�P n_��¡ � ¦��¬�@���Ã�� ��@�� #����"*�3�p�� ��©���! ��P�����p�����p��"~�� ��~�5�Ë�����§�~�p���������*�I�Ñ�
�P�'�3��¦�¡

��� /�� C�� ?�
 E�¢F���.�����P #"~�u�@�����p¦���"p�R�p���@���3�v�~¦#�����p�������@�� ��h�RÆ��P�*�#���!�=�~¦����p�!�%�~�u��"��3�v�~¦#�
���!">���>�K������ #��"��P���������p���!�!�3�u"����P ��p�P�� ��� ����q�=�P�~�u�3���������P #"s�~�'�3�� ����¬�I�£�~¦����p�P�R�~�u��"��3�
�~¦��q"~���R�! #�§���� ��P¡ � ¦I�#"��v�.�r�� !�p�~�@�@���R�r�� ����Í�p���u�=�p���! §�3�M�@���Ã�� #���� #�����P":"~¦��=�x ��� 
�~¦��_�@������ #�@�� #�R�£�P�'�3��¦£�������=� �

g lDw�E : 8�op<���

E : 8�op<� ���� E : 8�op<��� i�� o'2�;�BF<Dls8�79;=<�� � m

��������������
� � � � �

),;=<Dl>25B�� E�/.4�4!A�w g ls8�;�B i%×=kI8�A

Ô ¦��� r���'�P�R�~�u���u"����'�P"~���a�\�3���I�3�p¦����J�p�!�%�p����"t�x¦#���'¦*�@���Ã�� #�*�! ����MÖÀ�� ��~¦��M ����¤�p���u�=�p���! ��
���#"s�����h���p�!"s�5�q�p����¡
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�@���Ã�� #���� #����"r�� !�p�~�@�@���R���¤�I�Ñ�~¦���RÆ@�u">�p�� ��~�u�3�M�=�3�p�u�3������"��9�n�.��R�! #"~���@�����p¦��¬�p�!�%�~�u��"
"s���r�P ��~�u�n�!"x�@�u"~���#"~"~���£�� Ñ® ���P �±P±5³F¡

���p�P�������q"��p���u�=�p����p���p¦��r�R�P �">�p�p�P�� ��p"��� ��p�~�@�@�#���������¬�p¦��r�RÆ@��"s�~�� ��~�u�3���3���Ã���P���� 
�3 I�*�~�I�P�Ã¦#�3 ��@���� ������~�I�P�a�~�p����"�¡�Ô©��¦#�\�P�����~�!����"s�5�q�P���@�,¦��@��"s�!���@�p���! #"��p�*�!���3�����~¦#�
���!�P�u���3�M�� ��@���r���'¦#�P ���"~� �P #�¤�!�#�3�'�3 ��p���¬�9�'"q�P�Ã���'�=�p���! #�3���9�>���x���~¦#��  �©�¨�p�P�r���K�P�pÂ
�x�9�p¦��RÆ@�u">�p�� ��~�u�3�Ã�=�3�p���P������"�¡�ºI�#�'¦£"s�!���@�p���! #".¦#�\�P�� #�3�.�!�R�K������ £"s�~���@���5�q�¨�!���p¦����p�I�P�u"
���~�5"s�� ��~���£�� £�p¦��h ���Æ���"~���R�~���P #"�¡

����� � ��')(2��*	� (�,-��' *+' �  $��! *+'#$&,���' ��� !#������� �
� ¦����q�3�� ��!�@Ê>���R���3�x�p¦���R�P ��p�p�!�%�~���P Ñ�!�����p�3�~���P ��u"_�p���P���p�3�� ��r�P�p�£���P�r�#�!�%���P #�
�R�P�r���p��¦#�� #"~���#����"p�R�p���@�p"�¡�¢F�:���P ��3�u"s�������#�3�~�~�u�3������#"~�����~���#�#"s¦��#�P�'Â£�~¦��������r�9�'"n�3�
�~¦��h�!�p�P��¦��u���3�v�I�u"s�#�P����¥��3�~���P £�3�J�~¦��h���p�I�3�t�~�p���P¡

� ¦��."~���5�%�p�~��� �P���~¦#�K�P�����������=�~���P �"��P���~¦��K�RÆ@�#�P #"~���! _�P�Ã���'�=�p���! h��"J�����'¦����p�!�!�@���5¡
Ô©��"~���!�P��"s���@�������P�!�� #���3 #�¬���~�p�P�'"M���@���3����¥5�=�~���P ��#�@���!���R�@�@�_�������r�� ��=�~���P ���"p�R�p���@�n"s���
�R���p��¥5�=�p���! ¤Ö��¨�!����Æ@�P�r�����!���� Ñ«.�@Ã�v�I�£�¨�!�p���� #���~¦#����ÆI�#���u�R���n ��3�r�� #���3���~¦��r�P"p"s�#�*���
�~���P #"M�� ¬�~¦��h���@���3�����P ��~��ÆI�7�%¡

����� 	  �� � ,��d��*�(�,-��' *+' � � *	� (�� ��,��*�(�,-��' ����!#������� �
� ¦��_�u�@���r�P�J�p¦��_�����r�r�9ÓÃ���=�p���! ���"��~�q�u"s�!���3�~�h�� #"~���@���r���~�I�P���P ��� ��~���~�r�5�@���3�~�h�p��"~�����
�3 #�§�~�¬�#"s�*���n�p�£�#�����u���£ ���� �� ��@���Ã�� #���� ��h�����*�q�£�x¦��u�'¦Ë���P���u���Ã�*��"s�5�§�� ©�P�~¦����
���~�I�P���x�9�p¦��P���:�p���Ã���3�~�� ��£�~¦����@���r�P #"s�~�'�=�p���! �¡Ã¿�Æ��3�r�����qÉ��������#"s�~�'�=�~�5"��~¦��r�����r�r�9Ó��
���=�p���! £�� ¬�~¦���«.�@�"~�@">�p���¡

��� /�� C�� ?�� E�Ô©�.�� #�9�p���P�����:���~�=�!�����~¦#���p¦����!�~��� ��� !�
��"' ���x¦��u�'¦h��"s�p�P������"~¦���"��~¦��M�R�!�*�
���@�'�=�~���I�9�>�£�3�t�~¦��_�!���@���~���P �P ¬ #�=�p���'�3�a�� !�p���!���5¡

º@���~���@�x�� #�9�p���P�

Lemma comPlus :
(p,q:nat)(plus p q)=(plus q p).

Induction p.
Simpl.
Induction q.
Trivial.
Intros.
Rewrite H.
Trivial.
Intros n H.
Simpl.
Intro q. .

�#�3�~¦#"

[]
[1]
[1;1]
[1;1;1]
[1;1;2]
[1;1;2;1]
[1;1;2;1;1]
[2]
[2;1]
[2;1;1]

"~���@�F�P���3�v�.�:�M�3 ��M�~�r�u"s�!���3�~�

(q:nat)q=(plus q O)



Rewrite (H q).
Elim q.
(Simpl; Trivial).
Intros n0 H0.
Simpl.
(Rewrite H0; Trivial).

[2;1;1;1]
[2;1;1;1;1]
[2;1;1;1;1;1]
[2;1;1;1;1;2]
[2;1;1;1;1;2;1]
[2;1;1;1;1;2;1;1]

(S (plus q n))=(plus q (S n))

º��p�3�~���r�� !�'"��P�Ã�p¦����p���!¦��s�F¦#�3 #�r"~�������R�!�����r ����P�p�~�5"s�Ã�P ��_�p�h�~¦����~�5"s�������x¦��u�'¦q�P #�
�K�P !�'"��p���u"s�!���3�~�!¡!ÔË���#�~�=�I�u�@�����¨�� #�%�p���! #�3�����>�*�x¦#���'¦����'�3ÂP�5"��p¦��n�#�=�p¦��3���p¦��n�P�!�P���p�
��"~�P�u�=�p�*�P #���p¦��q #�3�r�*�3�.�~¦��*�~¦#���P�p��� �p����r�P�� ����'�=�p���a���~¦#�� Ñ�����������~¦#�r���P�r�����R�p�
">�'�=�~���r�� ����3 #����p"x�¨�����t���p���P��"p�R�p���@��¡ � ¦I�#"���¦����~�h�K�_���P �P�� #���'�=�~�n�p¦��h�>�K�*�����r�q�P"
#�"' � � ���P #� # � ' � � � !��p��"~���5�%�~���P�����Ë�P"p"s�@�����3�~���Ë�x���~¦Ñ�p¦����#�3�~¦�� ���
��� �3 #���
* �
���
�������
��� ¡��� #�R���~¦��������r�q�P"��3�p�x�P�� #���'�=�~�5�a�3�K�����P �"s���r�������¨���~¦����� ����~�u�3�Ã"~���~���@��¡

# lemmify [1;1]
”plus n O”;;

Theorem plus n O :
(q:nat)q=(plus q O).

Intros .
Induction q.
Trivial.

Intros.
Rewrite H.
Trivial.
Save.

# lemmify [2;1;1;1;1]
”plus n Sm”;;

Theorem plus n Sm :
(n,q:nat)

(S (plus q n))=(plus q (S n)).
Intros n q .
Elim q.
(Simpl; Trivial).

Intros n H0.
Simpl.
(Rewrite H0; Trivial).
Save.

(*the simplified script *)
Lemma comPlus :
(p,q:nat)

(plus p q)=(plus q p).
Induction p.
Simpl.
Intros;Apply plus n O.
Intros n H.
Simpl.
Intro q.
Rewrite (H q).
Intros;Apply plus n Sm.
Save.
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Lemma ass app : (l,m,n :
� � � 6

)(  ��� l (  ��� m n))=(  ��� (  ��� l m) n.
Proof.
Intros.
Apply

����� 5��X�  � .
Auto.
Save.
�3 #���~¦��_���3 ��! ��u���3�a�p���#�~�5"s�� !�'�=�p���! ��u"2�

ass app =
[l,m,n:

� � � 6
]

(
����� 5��X�  � � � � 6 (  ��� (  �L� l m) n) (  ��� l (  ��� m n)) (

d�� � d�`%`
l m n))

: (l,m,n:list)(  ��� l (  ��� m n))=(  ��� (  ��� l m) n)
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