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1} INTRODUCTION

Dans ce travail on consid&re le probléme de la modélisation
de la connaissance a priori en vue de son utilisation dans les algorithmes
d'estimation. '

Une des motivations de cette &tude est le probléme de l'ini-
tialisation du Filtre de Kalman utilisé comme technique d'identification., Ce
probléme sera considéré comme une toile de fond et on se limitera ici i la

situation la plus simple correspondant i l'estimation d'une moyenne.

Le probléme de l'estimation de la moyenne est trés classique
et on peut classer les estimateurs connus en deux familles selon qu'ils d&-

pendent ou non d'une information a priori.

Parmi ceux qui sont indépendants d'une connaissance a priori,
on peut rappeler la moyenne empirique (parfois appelée estimateur ergodique)
et l'estimateur du maximum de vraisemblance non bayesien., Au contraire,
l'estimateur du maximum de vraisemblance bayesien ou celui des moindres car-
rés (parfoisappelé estimateur de la variance minimum) dé&pendent d'une infor-

mation a priori.

Pour ces deux derniers estimateurs la connaissance a priori
est de’ type probabiliste. C'est~3-dire que 1'on suppose que la moyenne 3
- estiper est la valeur prise par une variable aléatoire dont on connait la loi

de probabilité, . ¢

A partir d'une analyse critique des modéles de connaissance a
priori probabiliste qui conduit & une remise en cause de ces modéles, on
montre qu'une famille particuliére de mod&les non probabilistes convient

mieux pour l'estimation de la moyenne lorsque le nombre d'observations est

fixe.

A ce niveau, les mesures de possibilité et plus généralement
celles de probabilité supérieure (parfois appelées de plausibilité) apparais-
sent assez naturelles comme mod&le d'information a priori, la régle de

Dempster généralisant alors celle de Bayes.

Finalement, un des intéréts d'une telle &tude doit &tre
d'améliorer les algorithmes d'estimation en augmentant leurs performances

pour le cas ot l'on dispose seulement d'un petit nombre d'observations

(ou d'échantillons) sans pour autant modifier leur comportement asymptoti-

ue pour le cas oli ce nombre d'observations pourrait devenir infini.
p
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2) ENONCE DU PROBLEME D'ESTIMATION ET RAPPEL DES METHODES CLASSIQUES

Soit (!Z,d%, P) un espace de probabilité et V une variable
aléatoire réelle (v.a.r.) définie sur (Il,cﬁ; P) de loi de probabilité
connue, avec en particulier EV = 0.

Soit 1, la v.a.r. définie sur (Il,dﬁﬁ par

A
1 si WEA
WEL p—n lA(m) =i 0 sinon
pour A €A,
Pour x€R, on considédre 1a- suite des v.a.r. {Yi} i définie par
Yi = X IJI + V. i=1l...un

ot { 1} ;- €St une suite de v.a.r. indépendantes et de méme loi que V.

n Le probléme posé est celui de l'estimation de x 3 partir de

{Yi (LU?} en présence ou non d'une information a priori sur x.

Ce probléme correspond en pratique au cas oli un paramétre x
. ' . . . 11 _ - ,
inconnu n est pas directement accessible & l'expérience et qu'il doit done
€tre évalué 3 partir d'un certain nombre d'observations (ou mesures),
1'expérimentateur peuvant avoir une connaissance a priori sur le paramdtre

qu'il cherche i observer,

i) La moyenne empirique

Puisque x = E Y, 1 = I,...,n, une solution naturelle ne
i

faisant intervenir aucune information a priori est la moyenne emprique
n

2y (1)
i=1 "1’

-

que l'on notera Yn'

L
n

Supposons que la v.a.rjfposséde une densité PV’ alors

les v.a.r. Yl,.., Yn possédent des densités PY ,....,PY qui ici sont don-

P 1 n
nées par
yeR > P (y) = P (y=-x) i=1,...,0 o
Yl v
A cause de 1'indépendance des Vi, la densité conjointe
PYI,...,Y des v.a.r. Yl""'Yn est donnée par

n
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n
n
(yl"'°’yn) & R — PY Yn(y]s---’yn) = E]Pv(}'i X)

],ll.’

] . . + P
soitL 1a fonction de vraisemblance R" l —~+ R définie

par

=]

n+l . o
(u: YisO'-syn)e'R °8(U:Y]v"'syn) = Tt Pv(yi_u)
i=]

Le modéle classique pour 1'information a priori est de type
probabiliste. Dans ce cas on suppose que x est la valeur prise par une v.a.r.
- X de loi connue. La v.a.r. X est supposée de plus indépendante des V., ,
Plus précisément on peut introduire un second espace de probabilité (!f,d@ s
P') et dire que X est une v,a.r, définie sur (Ilzcjk), On consid@re alors
la mesure produit P@® P' définie surt?gt?.)c?ét

Enfin on suppose que X posséde une densité JU .

iv) Estimateur des moindres carrés

Cet estimateur est obtenu & partir de la solution mesurable

f:R* —» R du probléme de la minimisation de la quantité :

2
E (f (Yl,ooo, Yn) ]_Q,"XLQ-)

ol E se .calcule relativement & la probabilité produit P @ P'.

-

La solution & ce probléme fournit l'estimateur des moindres

 carrés qui n'est autre que 1'espérance mathématique conditionnelle de X

connaissant les Yi et qui s'écrit explicitement

f u ;g(u, 'Y],...,Yn)TC(ll) du
R

(2)
‘[‘ df (u, ¥ ,00.,Y )TC(u) du
R 1 n

Cette solution est en général une fonction non lindaire
relativement difficile & calculer 3 partir des lois de X et de V. Aussi,
on ne considére souvent que les solutions lindaires du probléme ci-dessus.
Dans ce cas seuls les moments du premier et du second ordre de X et V ap~

paraissent dans 1'estimateur linéaire des moindres carrés qui s'écrit

=1

EX Var V Var X _
A Var X + Var V 9t T Var X1 Var v Y (3)

[ N
I
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En fait, dans le cas ol V est gaussien on peut noter que 1'estimateur

f Uof(u, Yl,...,Y)du
R n
fRef (4, ¥)peeeny ¥ ) du

(4)

se confond aussi avec la moyenne empirique.

3) INTRODUCTION D'UN MODELE D'INFORMATION A PRIORI SUBJECTIVE NON
PROBABILISTE

On peut motiver 1'introduction d'un modéle non probabiliste
pour 1'information a priori par au moins deux remarques, On s'intéresse iei
au cas de l'information a priori subjective, c'est-i-dire le cas epistémolo~

gique et non physique ou objectif.

i) Remarque 1 : Si 1'on compare les formules (2) et (4) on constate que 1'es-
timateur donné par (4) qui correspond au cas d'absence d'information a priori,
est un cas particulier de 1'estimateur (2) oii la fonction T véhiculant la con-

naissance a priori serait telle que JU(u) = 1 (ou = constante) pour tout u€R,

Une fonction T identiquement constante sur R correspondrait donc & une
absence d'information a priori, ou encore au cas de 1'ignorance totale
sur la valeur possible x. Une telle fonctionTC ne peut pas 8tre alors:

-

une densité et par conséquent X ne peut pas 8tre A son tour une v.a.r..

Cette observation n'est pas récente puisque dans
(Jeffreys 1961) on prend aussi une fonction constante sur toute la droite
réelle pour représenter l'information a priori dans le cas de 1'ignorance
totale. Il est prouvé (voir par exemple Zellner 1971)) que cette repré-
sentation est conforme au principe du maximum d'entropie. Dans ce moddle
d'information a priori la notion de probabilité& est impropre puisque la

mesure correspondante peut prendre la valeur infini.

8i 1'on considére que V est une v.a. gaussienne, et que
l'information a priori est non probabiliste mais de type gaussien
u gy

- =)

2
Tow=e 2%  uER

(TC n'est plus une densité de probabilité),
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on constate que l'estimateur donné par (2) se confond avec l'estimateur
linéaire des moindres carrés (3). Si enfin on fait O’g =00, alors le modéle
gaussien non probabiliste ci-dessus se confond avec le modéle d'ignorance
totale (T (u) =1 YU € R) et 1'estimateur (2) se confond cette fois avec

la moyenne empirique (1).

En somme, en admettant que TCpuisse appartenir i une classe
différente de fonctions on a pu établir un pont entre les estimateurs du type
non bayesien et ceux du type bayesien. En conséquence la distinction entre
ces deux types d'estimateurs ne serait plus nécessaire. A ce niveau, un
autre point de vue (Zacks (1971)) est de considérer les estimateurs non
bayesiens comme la limite d'estimateurs bayesiens ; on évite alors d'attaquer

de front le probléme d'un mod&le d'information a priori.

ii) Remarque 2 : Puisque l'on se place dans un contexte épistémologique,
on admet que l'on peut donc avoir plusieurs "points de vue" ou modéles

d'idformation a priori, avant de procéder 3 une évaluation de x.

Afin de comparer ces mod&les on considére 1'erreur quadra-
tique moyenne résultant de l'application des estimateurs correspondants.
Plus précisément si Xn est un des estimateurs étudiés, on considére

-

E(Xn - X 151)2 oi E est calculé relativement & la probabilité P.

Enfin on fait 1'hypoth&se généralement adoptée que V est une
v.a.r. de loi N (o,crz). Tout calcul fait, on trouve pour le moyenne empi-

rique une erreur quadratique moyenne égale i
13 G" 2

———— ]

n

quant 3 l'estimateur des moindres carrés, avec 1'hypothése que X est une

v.a., de loi N (mO,CTé), on trouve

2 4 4 2 4
X O -2xm0+n0'00' +m00'
(nd% +02ﬁ

Les deux expressions ci-dessus permettent de comparer ces

. . . . .. 2 .
deux estimateurs. Si l'information a priori (mo,cro) est bonne, c'est-i-

. \ . N . - 2 A [ne 2 2
dire si x appartient 3 1'1ntervalle] ™, \/2 O’O + & /n,m0 + 20'0 + 0 /n [

1'estimateur des moindres carrés donne une erreur quadratique moyenne plus

faible que la moyenne empirique. Si par contre 1'information a priori n'est
pas en accord avec x, on remarque que l'estimateur des moindres carrés peut
donner une erreur trés grande (croissance quadratique) comparée ad celle

(constante) de la movenne empirique.
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En conséquence, le modéle a priori de type gaussien ne semble
donc pas satisfaisant. Peut-on trouver un autre moddle susceptible d'améliorer
1'erreur quadratique moyenne lorsque 1'information a priori encadre bien x
sans risque que l'erreur devienne tras grande si la comnaissance a priori

est mauvaise ?

En fait, on peut trouver une solution simple et relativement
naturelle 2 ce probléme en abandonnant une fois de plus le modéle probabiliste.
Les remarques ci-dessus suggdrent que l'on choisisse le modéle d'information

a priori donné par

- I pour ué&l
TC
t sinon

oti te](h 1 [et I un intervalle borné de R.

Ce modéle peut @tre interprété en disant que a priori x est
considéré comme appartenir i 1'intervalle I mais que l'on n'exclut pas avec

un degré t que x soit i l'extérieur de cet intervalle.

Soit fn la fonction définie par

funf(uz) du+tf lsf(uz)du
f«f(uz)du"'tfag(uz)du

ZER —» fn(z)

oﬁ&En est la fonction définie par
- (u=2)’

2
(u,z)€.R2 ¥ cﬁn(u,z) 20" /n

Avec 1'hypothése que V est une v.a. gaussienne,

Xn = fn(Yn)
se confond avec l'estimateur donné par (2) od 7 est la fonction définie

ci-dessus.

On vérifie maintenant que 1'estimateur ci-dessus ne fait
courir aucun risque dans le sens ol l'erreur quadratique moyenne reste

bornée quelle que soit la qualité de 1'information a priori.
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Théoréme | (Xn ne fait courir - aucun risque)

E(Xn - X &1)2 est majoré sur R et la borne supérieure

pou'r x =% 0 st 0’2/11.

On sait donc que X ne fait courir aucun risque, il faut
maintenant s'assurer qu'il est meilleur que la moyenne empirique.lorsque

1'information a priori "coincide" avec la valeur x.

Théoréme 2 (Xn peut &tre meilleur que.?ﬁ)

81 x est au milieu de I alors

6—2

2
E(X -x10) < — .

La réponse 3 la question posée. ci-dessus est donc positive,

il existe bien un modéle a priori conciliant les exigences.

Les remarques préc&dentes 1 et 2 conduisent donc 3 intro-
duire un nouveau modéle de connaissance a priori distinct du modé&le proba-
biliste dans le sens ol on ne vérifie plus l'hypothése de densité pour JU
(Jﬁ T (u) du = 1). La seule contrainte sur JU est qu'elle soit bornée par

R . . .
I (uné autre. borne pourrait convenir).

En rapprochant ce résultat de (Zadeh 1978), on est tenté de

considérer T comme une distribution de possibilité.

' On constate finalement que la notion de mesure de possibilité

(- de F-additivité) remplace avantageusement celle de mesure de probabilité
(- d'additivité simple) dans la modélisation de 1'information a priori sub-
jective puisqu'elle inclut la sous famille de mesures de t-l possibilité
{(cf.(Banon 1979))

| lsi AN I#9
Ac R 5 ) tsi AQ T =¢

0si A= 9 te]o,l[,

qui peuvent, le cas échéant, améliorer 1'évaluation de la moyenne sans faire

par ailleurscourirde risque comme on l'a vu par les théorémes 1 et 2.
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4) INTRODUCTION D'UN NOQUVEL ESTIMATEUR DE LA MOYENNE

Pour estimer la moyenne, on propose donc d'utiliser 1'estima-

teur donné par (2)

f XQB(X, Yl,..'..,Yn)Tf(x) dx
R

f. Q(x, Yl,;..,Y) T (x) dx
R n

oli, cette fois-ci T n'est plus une densitd mais une distribution de t-1

possibilité centrée sur un intervalle I de R,

La moyenne & estimer se présente comme la valeur x prise par

" une v%{iable floue X qui serait "indépendante" de la suite de v.a.r.
{y.}. .
i} 1=1

que l'estimateur ci-~dessus reste une variable aléatoire. En somme l'estimateur

Bien que X ne soit plus une variable aldatoire on constate

proposé se présente comme l'espérance mathématique d'une variable floue

(de type possibiliste) conditionnée par une suite de variables aléatoires,

Cette propriété importante se retrouve dans la régle de
Dempster (voir (Dempster 1967) et (Shafer 1976)). Lorsque l'on combine
entre elles une mesure floue et une mesure de probabilité par la régle
de Dempster on obtient une mesure de probabilité. En fait cette coinei-
dence n'est pas fortuite. En effet 1'estimateur ci-dessus découle de la
régle de Bayes lorsque IU est une densité de probabilité& et on constate
avec un peu d'attention que c'est le méchanisme de la régle de Dempster
qui est impliqué lorsque JU est plus généralement une densité floue (ou
une distribution de possibilité). La ré&gle de Dempster se présente d'ail-

leurs comme une extension de la régle de Bayes,

Afin de se rendre compte du comportement de l'erreur qua-
dratique moyenne consécutive de l'emploi de tel ou tel type d'information
a priori on a rédigé un programme Fortran pour le calcul approché de

E(Xn - X Ijl)z dans le cas particulier ol V est une v.a, gaussienne N(O,n).

Sur la figure 1 apparait 4 courbes correspondant

respectivement & T (u) =1 ,



D=

! siué€ I:-a, a] l'si ué& E—a, a]

TC (uw) = , T =
. 1 .
2 S1NoIn Z sinon
a2
Tres+ N (O, 3")’ avec a=1 .
20 A A
B
]
e |
Figure 1
I 3
2
* L0
\\\_4
L
PARAMETRE
L i I i 1 i i " i i ] F.1 i M I L 1 i i L I a i N o
0 EDT  -0.ADEDE  ~0,80E01  DuBOED1  0.4LE1 0201 G 0a20E01  Qe20E01  0.60EL1 0.80601  Q010K02 O, LRDR

On constate que le compertement de l'erreur est semblable 4 celui du cas
gaussien dans l'intervalle [-a, d] et semblable & celui du cas d'igno-
rance totale & 1l'extérieur de cet intervalle, ce qui est certainement

trés satisfaisant pour les applications.

5 — CONCLUSION

Au cours de cette &tude on a montr& les inconvénients du
modéle probabiliste et en particulier du modéle gaussien comme moyen de
représenter l'information a priori subjective en vue de 1'estimation d'un
paramétre réel (la moyenne). Un modéle plus satisfaisant a é&té propo-
sés qui correspond & une famille particuliére de mesurés de possibi-
lité. En fait 1'approche choisie ne prend son sens que dans la mesure ol

1'on suppose que le paramétre i estimer prend ses valeurs sur toute la

droite réelle.

et
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