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Construction d’estimateurs pour les
processus markoviens déterministes par morceaux

Romain Azals

Ces notes ont été rédigées dans le cadre d’un cours qui sera dispensé lors de Pédition 2024 de I’Ecole de
Jeunes Chercheur-se-s en Informatique Mathématique, organisée & Nantes en juin 2024. Elles seront publiées
dans l'ouvrage collectif Informatique Mathématique : une photographie en 2024 (éds Benoit Delahaye, Didier
Lime) chez CNRS éditions.

Résumé

Les processus de Markov déterministes par morceaux forment une classe générale de processus stochastiques & temps
continu non-diffusifs. Ils sont constitués de trajectoires déterministes ponctuées, a des instants aléatoires, de pertur-
bations aléatoires. Leur dynamique est donc régie par trois caractéristiques locales : le flot déterministe, le taux de
saut qui gouverne I'apparition des perturbations aléatoires, et le noyau de transition qui donne la loi des pertur-
bations. Ces processus permettent de modéliser une grande variété de phénoménes dans des champs d’application
variés, notamment en biologie. Pour mettre en ceuvre ce type de modélisation, il est nécessaire d’estimer, a partir
d’observations, les paramétres de la dynamique. C’est ce qu’on se propose de faire dans ces notes, en s’intéressant
particuliérement au taux de saut et a des fonctionnelles de dépassement d’un seuil.

1 Introduction

Les processus stochastiques a temps continu sont principalement le résultat de trois ingrédients :
— de la diffusion ;
— des sauts aléatoires ;
— des mouvements déterministes.

Les processus de Markov déterministes par morceaux sont une classe générale de modéles non-diffusifs : ils
font intervenir des dynamiques déterministes (régies par des équations différentielles) perturbées par des sauts
aléatoires. L’aléa opére donc de maniére ponctuelle et non a chaque instant. Il est de deux ordres : les durées
des trajectoires déterministes et les perturbations sont aléatoires. On distingue généralement deux types de
sauts aléatoires : ceux qui affectent directement le mouvement déterministe (en changeant instantanément
sa position) et ceux qui changent les parameétres de 1'équation différentielle sous-jacente. Cette classe de
processus a été rigoureusement introduite dans [6, 7] (voir également [14]).

De nombreux phénomeénes peuvent étre modélisés par les processus de Markov déterministes par mor-
ceaux, notamment en fiabilité et en assurance mais aussi, comme on va le voir dans la suite de ces notes, en
biologie en commengant avec [17]. On dirige le lecteur vers [5, 22| pour des références récentes sur ’emploi
de ces modéles pour des considérations biologiques. Ces processus ont été et sont largement étudiés, dans des
cas généraux comme pour des instances particuliéres, dans le domaine des probabilités appliquées : compor-
tement asymptotique, limite d’échelle, controle... Mais lorsqu’on souhaite tirer des conclusions qualitatives
ou quantitatives pour I'application considérée, il est crucial de connaitre les paramétres qui gouvernent les
trajectoires observées. C’est une des questions traitées par la statistique des processus.



Si la composante déterministe est bien souvent donnée par des lois physiques ou de la biologie, ce n’est
généralement pas le cas des deux aléas qui interviennent dans la dynamique. Il nous faut donc estimer la
loi des durées de parcours des équations différentielles (on parle de taux de saut) et la loi des perturbations
aléatoires (on parle de noyau de transition). Dans ces notes, on montre, sans trop de technicité, comment
construire des estimateurs du taux de saut d’un processus déterministe par morceaux. On s’intéresse aussi
d’un point de vue statistique & des événements critiques, comme le dépassement d’un seuil, qui sont les
phénomeénes d’intérét typiques dans de nombreuses applications.

2 Notions utiles de théorie des probabilités

L’objet de cette partie est de présenter succinctement les concepts probabilistes dont nous aurons besoin
dans la suite de ces notes. Evidemment, elle ne se substitue en aucun cas a un véritable cours sur ces thémes.
De nombreuses références sont disponibles dans la littérature, par exemple [11, 8] (et [18] pour les théorémes
limites des chaines de Markov sur un espace d’état général).

2.1 Variables aléatoires a densité

Lorsque la loi d’une variable aléatoire X a valeur dans R? est diffuse, i.e. P(X = 2) = 0 pour tout
x € R4, alors il existe une fonction (suffisamment réguliére) fx : R? — R, appelée densité de X, telle que

P(XeA) = /Afx(x)dx.

Deux lois & densité joueront un réle important dans la suite :

— la loi exponentielle £(A) sur Ry dont la densité est donnée par x — Aexp(—Az);

o2

o . 2 g , 1 _ (z—m)?
la loi normale A/ (m,c?) sur R dont la densité est donnée par x Taroz OXP ( )

Pour toute fonction g, la valeur moyenne théorique de g(X), appelée espérance de g(X), est donnée par

El(x)] = |

9(z) fx (z)dx
Rd

(tant que l'intégrale est bien définie). En particulier, la moyenne E[X] d’une variable aléatoire réelle X vérifie
E[X] = [g #fx(x)dx alors que sa variance Var(X) est donnée par Var(X) = E[(X — E[X])?]. Notons que
les paramétres m et o2 de la loi normale désignent sa moyenne et sa variance.

On considére maintenant deux variables aléatoires X et Y : on dit qu’elles sont indépendantes si la densité
du couple est le produit des densités, i.e.

fxv(z,y) = fx(@)fy(y)

Dans le cas ot X et Y ne sont pas indépendantes, on peut considérer la loi conditionnelle de Y sachant X,
P(Y € AX =2) = [ frix(ole)dy,
A

ol, avec la convention % =0,

fxy(z,y)

fx(@)
I1 est intéressant de noter que, dans le cas indépendant, on retrouve fy|x = fy. La covariance de X et Y
(mesure de leur dépendance linéaire) est donnée par

fyix(lz) =

Cov(X,Y) =E[(X — EX])(Y — E[Y])]
de telle sorte que Var(X) = Cov (X, X).



2.2 Suites de variables aléatoires

Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires. Il existe plusieurs fagons de donner du sens a la convergence
d’une telle suite. On en donne deux ci-aprés. S'il existe une variable aléatoire X telle que P(X,, — X)) =1,

on dit que (X,,)nen converge presque siirement vers X, ce qu’on note X, P25 Xoo. Si pour toute fonction
continue bornée g, on a E[g(X,)] = E[g(X)] alors la suite (X, )n,en converge en loi vers X, ce qu’on

note X, i> Xoo-

Lorsqu’on considére une suite (X, )nen de variables aléatoires indépendantes et de méme loi fx (dont on
. . o _ . -1
note m la moyenne et o2 la variance), la suite des moyennes empiriques (n=1S,, ) en+, ot S, = E?:o X,
vérifie deux théorémes importants de convergence :

— la loi forte des grands nombres,

— le théoréme central limite,

2.3 Chaines de Markov

Une chaine de Markov sur R? est une suite de variables aléatoires (X, )nen satisfaisant la propriété
suivante,
P(Xn+1 S A‘Xn =Tn,--- aXO = Z‘()) = P(X’n-‘rl € A|Xn = .Z'n),

i.e. le futur ne dépend du passé qu’a travers le présent. Lorsque cette quantité ne dépend pas de n, la chaine
est dite homogene : elle est alors caractérisée par sa loi initiale pug et son noyau de transition P (supposé a
densité ici) qui est la loi conditionnelle de X, 1 sachant X,

P(X,1 € A1X, =) = [ Plyja)dy.
A

En itérant P, on peut calculer la loi fx, de X,, pour n’importe quel n,
fr.(a) = [ Plal)fx, . (udu
R

avec fx, = Ho.

On suppose désormais qu’il existe une unique loi po, telle que

/ oo () P(y]2)d = 1o (3).
Rd

Cette loi est appelée stationnaire (ou invariante) pour la raison suivante : si pg = e alors, pour tout n

b b)
fx, = loo- Sous certaines conditions techniques qu’on ne détaillera pas ici, quelle que soit sa loi initiale pog,
la chaine converge vers sa loi stationnaire fio,

L
Xn — Moo,

et on a un équivalent des théorémes de convergence énoncés ci-dessus pour la somme de variables aléatoires
indépendantes et de méme loi :

— le théoréme ergodique presque sfr,

n—1
1 8.
=D 9(Xi) F5 | g(@) oo (w)da ;
n =0 Rd



— un théoréme central limite,

1 n—1

vn (n > g(Xi) - /Rd g(m)uw(x)dx> -5 N(0,0%),
i=0
ot la variance limite 2 vérifie
+oo
o® = Var(g(Yp)) +2 ) _ Cov(g(Yo),9(Yx)),
k=1

pour une chaine de Markov (Y},),en de loi initiale poo et de noyau P indépendante de (X,,)neN-

3 Processus de Markov déterministes par morceaux

Dans cette partie, on introduit sans ambages techniques les processus de Markov déterministes par
morceaux comme une généralisation des processus de renouvellement, eux-mémes vus comme extension
du processus de Poisson. La aussi, de nombreuses références peuvent étre consultées a profit, notamment

8, 7].

3.1 Processus de Poisson

Un processus de Poisson (X;);cr, d’intensité A > 0 est un processus a temps continu et & valeur entiére
défini de la fagon suivante :
— ses trajectoires sont continues a droite et telles que X; — X;- € {0,1};

— ses accroissements X;;s — X; sont distribués selon la loi de Poisson de paramétre s,

A k
P(Xips— X =k)= ( ]:‘) exp(—As);

— ses accroissements (X, — Xy, | )1<i<n sont indépendants.

On peut montrer qu'un tel processus partant de Xy = 0 admet une représentation de la forme

X, = 1T, <t}, (1)

n>1

ou la suite (7,,),>1 (suite des instants ou le processus voit sa valeur augmenter de 1) vérifie la condition
suivante : en notant Ty = 0, les durées S,, = T,, — T,,_1 sont indépendantes et de loi exponentielle de
paramétre .

Sans entrer dans les détails, il nous faut remarquer que le processus (X;);er, est un processus de Markov.
Cette caractéristique vient de ’absence de mémoire de la loi exponentielle qu’on peut écrire ainsi,

VO <s<t, P(S,>tlS>s)=P(S, >t—s).

Le processus qu’on vient de décrire est dit homogeéne : toutes les durées inter-sauts .S,, sont distribués
sous la méme loi. On peut rendre le processus inhomogéne en considérant une intensité dépendante du temps
A: Ry — R, et en supposant que les accroissements Xy, — X; suivent la loi de Poisson de paramétre

tt+s A(u)du. On perd alors I'indépendance et le caractére identiquement distribué des durées inter-sauts.

Mais il existe une autre généralisation du processus de Poisson qui permet de conserver ces propriétés.



3.2 Processus de renouvellement

Un processus de renouvellement (X;);cr, est un processus de la forme (1) pour lequel les durées inter-
sauts S, = T, — T,,—1 sont indépendantes et identiquement distribuées. D’aprés ce qui précéde, on retrouve
le processus de Poisson homogéne lorsqu’elles sont exponentielles.

On peut écrire 'équation d’un processus de renouvellement ainsi,

X = Z Zn]-{Tn <t< Tn+1},

n>0

ot Z, = n. Lors d’un saut, comme c’est le cas du processus de Poisson, un processus de renouvellement
voit sa valeur augmenter d’une unité. On peut généraliser cet aspect en introduisant la notion de marque,
c’est-a~dire en choisissant une autre suite (Z,)nen que la suite des entiers. On peut supposer par exemple
qu’elle suit une dynamique markovienne sur R%. Enfin, et c’est tout I'intérét d’introduire des marques, on
peut faire dépendre la loi des durées inter-sauts de la marque : la loi de S, 41, durée qui sépare 1,41 de
Ty, dépend de la marque courante Z,. Finalement, si on note P le noyau des marques et fgz la densité
conditionnelle des durées inter-sauts, la dynamique peut étre décrite itérativement ainsi. A 'instant T}, le
processus est en X7, = Z,,, alors :

— la durée inter-sauts Sy, 11 = Tp11 — T, suit fg2(-|Zn);
— entre T), et Tj,41 (exclu), le processus est constant de valeur Z, ;
— la nouvelle marque Z,; est tirée selon P(:|Z,) et X7, ., = Zp41.
On obtient un processus de renouvellement marqué dont la suite des marques (Z,)nen est markovienne :

elle est appelée chaine immergée du processus.

Si la suite des marques est markovienne, le processus de renouvellement lui-méme n’est markovien que
lorsque les durées inter-sauts sont exponentielles (dont le paramétre peut dépendre de la marque courante), a
nouveau par la propriété d’absence de mémoire de la loi exponentielle. Dans le cas général, on peut toujours
écrire

t
P(Spt1 > t|Z,) = exp (—/ )\(sZn)ds> ,
0

ou la fonction A est donnée par

fs12(t|z)
—— .
I fsiz(s]z)ds
Pour la loi exponentielle, on peut voir aisément que la fonction A(-|z) est constante et on note A(z) sa valeur.
Par conséquent, les durées inter-sauts d’un processus de renouvellement markovien sont données par

A(t]2) = (2)

P(Sns1 > t|Zy) = exp (—t\(Zy))

et la fonction z — A(z) est appelée taux de saut du processus.

3.3 Processus de Markov déterministe par morceaux

Entre les sauts, la dynamique d’un processus de renouvellement est constante. On propose de généraliser
cet aspect tout en conservant le caractére déterministe de cette partie de la dynamique. Dans ce but, on se
donne un flot ¢(-|-) sur R x RY satisfaisant

e(sle(tlz)) = p(s + t|z).

En clair, p(t|z) désigne la solution a Pinstant ¢ d’une équation différentielle dont la condition au temps 0
est x. Entre les instants T, et 1,41, au lieu d’étre constant égal a Z,,, le processus va suivre le flot p(:|Z,).
Mais on souhaite aussi préserver le caractére markovien de la dynamique & temps continu, ce qui a deux
incidences.



— D’aprés ce qui précéde sur les processus de renouvellement, toutes les lois de durées inter-sauts ne sont
pas admises : il nous faut conserver l'idée d’un taux de saut dépendant de la valeur du processus et
non du temps. Pour jouer ce role, on se donne une fonction A : RY — R .

— Pour un processus de renouvellement, la position X7, , = Z, 41 a I'instant T}, est tirée en appliquant
le noyau P & la marque précédente Z,,. Le caractére markovien du processus & temps continu vient
aussi du fait que cela revient au méme que d’appliquer P a la position juste avant le saut XT—+1. Cette

propriété est évidemment perdue si le processus varie entre les instants de saut.

Un processus de Markov déterministe par morceaux est défini & partir de trois caractéristiques : son
noyau de transition P, son taux de saut A et son flot ¢. Sa dynamique peut étre décrite itérativement ainsi.
A Tinstant T, le processus est en X1, = Z,,, alors :

— la durée inter-sauts S, 41 = Ty 11 — 15, est tirée selon

P(Sus > 12,) o (- [ A@GIZ0)ds)

— entre les instants T}, et T, (exclu), le processus évolue selon le flot,
VO <t <Sny1, Xr,qe = @(t|Zn),
et on note Z,,; = Xp-

n+1
— la position Z, 1, a instant 7,41 est tirée selon P appliqué & la position juste avant le saut,

P(Zn1€AlZ, )= /AP (#Z,41) da.

Par construction, la dynamique est a temps continu mais l'aléa intervient de maniére discréte : il est
notamment contenu dans le processus (Z,, Sp+1)neN qui est lui-méme une chaine de Markov. Si on connait
le flot, toute la trajectoire peut étre reconstruite & partir de la connaissance de cette chaine immergée.

3.4 Exemples en biologie

On s’intéresse d’abord au phénoméne de croissance d’une bactérie suivie de division en bactéries filles
[9]. A partir de sa naissance, on suppose qu’une bactérie croit de maniére déterministe mais pendant une
durée aléatoire avant de se diviser en deux bactéries filles qui suivront chacune une dynamique analogue.
Si on regarde une seule branche de I’arbre formé par la descendance de la bactérie initiale, on obtient une
succession de croissances déterministes suivies de fragmentations qui ont lieu & des instants aléatoires. Quant
a la loi des fragmentations elles-mémes, on peut supposer qu’elles sont déterministes (par exemple, la bactérie
fille a exactement la moitié de la taille de sa mére) ou aléatoires (méme exemple avec un bruit autour de la
taille cible).

Cette évolution peut étre décrite par un processus de Markov déterministe par morceaux sur Ry : on
note X; la taille de la bactérie présente le long de la branche suivie a l'instant ¢. Le flot déterministe est
donné par ¢(t|x) = x +rt dans le cas de croissances linéaires ou ¢(t|x) = x exp(rt) dans le cas de croissances
exponentielles. Lorsque les fragmentations divisent la bactérie mére en parts égales, on a P(:|r) = dy,/2}-
Enfin, le taux de saut n’est pas spécifié ici : il s’agit typiquement de la quantité d’intérét d’un point de vue
statistique [9, 15, 16].

Partant du méme modéle, on peut imaginer que X; représente la taille d’'une population qui subit & des
instants aléatoires des catastrophes (épidémies, famines, guerres) qui déciment en un temps trés court une
partie de sa population. Si on note « la loi sur [0, 1] de la proportion de la population toujours en vie apres
I’événement redouté, on peut écrire le noyau de transition de la fagon suivante,

Pl =2 (L), 3)

T



Si on suppose de plus que la taille de la population n’a pas d’effet sur 'occurrence des catastrophes, on
est amené & prendre A constant. Enfin, on peut supposer que la croissance de la population n’a lieu que
si le nombre d’individus est suffisant. Dans le cas contraire, la population finit par s’éteindre a cause des
catastrophes successives. On obtient finalement le modéle décrit dans [2] ou le flot s’écrit

(x—1)exp(rt)+1 sixz>1,
x sinon.

etle) = { (1)

D’un point de vue statistique, c’est la probabilité d’extinction et son instant qui sont les quantités d’intérét.

On présente maintenant un modeéle de pharmacocinétique [4] qui est en quelque sorte le modéle de
croissance-fragmentation précédent (sans le seuil) pris a rebours. Ici X; modélise la quantité d’un contaminant
alimentaire présent dans I'organisme a l'instant t. Le métabolisme 1’élimine au cours du temps selon le flot
o(t|lz) = rexp(—rt). Mais a des instants aléatoires, I'individu en ingére une quantité aléatoire distribuée
selon une densité v, de telle sorte que le noyau P est donné par

P(ylz) = ~v(y — ).

S’il n’y a pas de raison de supposer que les ingestions de poison sont en lien avec la quantité de contaminant
dans l'organisme, on peut admettre que le taux de saut est constant. Ici aussi, les quantités d’intérét sont
typiquement la probabilité de dépassement d’un seuil de dangerosité et la loi du temps passé au-dessus de
celui-ci.

4 Cadre statistique

4.1 Schémas d’observation

En statistique des processus, on cherche généralement a estimer les paramétres du modéle ou des fonction-
nelles des trajectoires, c’est-a-dire a construire, & partir d’observations, des approximations de ces quantités.
On souhaite de plus obtenir des garanties sur ces estimateurs, comme leur convergence vers la quantité cible
quand le nombre d’observations tend vers 'infini.

Dans le cas des processus de Markov déterministes par morceaux, et comme illustré dans les exemples
ci-dessus, on peut notamment s’intéresser & l’estimation du taux de saut A et a la loi de dépassement d’un
seuil critique. La suite de ces notes abordera ces deux problémes. Mais avant d’aller plus loin, il nous faut
décrire le schéma d’observation du processus choisi.

Tout d’abord, on peut se demander si on observe une seule trajectoire ou plusieurs trajectoires du pro-
cessus. Dans le second cas, le comportement asymptotique des estimateurs peut étre regardé en le nombre
de trajectoires observées. Dans le premier, c¢’est plutot I’horizon d’observation de la trajectoire qu’on va faire
tendre vers l'infini pour étudier les estimateurs. Dans les deux cas, il faut aussi s’interroger sur le mode
d’observation des trajectoires : sont-elles inspectées a temps continu (on connait X; pour tout ¢) ou sur une
grille temporelle (on connait X;, pour certains ¢; fixés) ? Lorsqu’on regarde le processus sur une grille, les
instants de saut sont inconnus méme si, en tout cas dans des cas simples, on a une bonne idée de la ou ils se
situent. Il est important de noter que cette incertitude entache nécessairement les estimateurs d’une erreur
supplémentaire par rapport a I'observation & temps continu.

Dans toute la suite, on suppose qu’on observe une seule trajectoire a temps continu. L’estimation des
paramétres du flot ne présente aucune difficulté (en tout cas si sa forme est connue) par des techniques
d’interpolation. On peut toutefois remarquer que le flot est plus difficile & estimer lorsque la trajectoire est
observée a travers un bruit, mais ce n’est pas I’hypothése qu'on fait dans ces notes. On suppose donc la
dynamique déterministe connue. Observer la trajectoire a temps continu revient alors a observer les durées
inter-sauts et les positions lors des sauts, c’est-a-dire la chaine immergée (Z,,, S, +1)nen. Finalement, il reste
a fixer horizon d’observation : celui-ci peut étre sur le temps du processus a temps continu (on observe



(Xt)tepo,7) ou sur le temps du processus a temps discret (on observe (Zy,, Sni1)o<n<n—1). Clest la seconde
option qui est privilégiée dans la suite de ce document.

En somme, on observe les N premiers pas (Z,, Sn+1)o<n<n-1 de la chaine immergée d’une trajectoire
d’un processus de Markov déterministe par morceaux. De plus, la seule quantité supposée connue est le flot
déterministe.

4.2 Estimation & noyau

Avant de passer aux processus qui nous intéressent, on regarde le cas plus facile de 'estimation de la
densité de données indépendantes et identiquement distribuées. On se donne donc N variables aléatoires
(X1,...,Xy) indépendantes et de méme densité f sur R? et on se demande comment ’estimer, c’est-a-dire
comment construire une fonction des X; qui approche f, avec des garanties lorsque N tend vers l'infini. Ce
type d’approche est non-paramétrique car ne fait aucune hypothése de forme sur la quantité inconnue.

Une solution a ce probléme est estimateur & noyau de Parzen-Rosenblatt [19, 20], qu’on peut voir comme
une généralisation de I'histogramme. Etant donné un noyau K (c’est-a-dire une fonction d’intégrale 1), il

s’écrit N
-~ 1 Xi—ZC
= — K
o) = s 2 (55).

ou la fenétre h vérifie hy — 0 et Nhy — oo. Sans entrer dans des considérations techniques, cet estimateur
converge ponctuellement vers sa cible, i.e. fi(z) 23 f(z), et vérifie un théoréme central limite du type

VNng, (Fv@) = (@) 55 N(0.6%(@)),

pour une certaine variance limite o2(z).

Lorsqu’on souhaite calculer I'estimateur au fur et & mesure qu’on obtient les données, il peut étre avan-
tageux de construire une version récursive de cet estimateur, comme notamment I’estimateur de Wolverton-

Wagner [21] qui s’écrit
N
-~ 1 1 Xl — X
-y Sk
In@) = £ < h; ) ’

?

et qui vérifie la formule de récursion

= 5 i e ().
N

Lorsque la fenétre est de la forme hy = N™% avec 0 < e < 1, cet estimateur aussi converge ponctuellement

vers sa cible et vérifie un théoréme central limite a la méme vitesse 4/ N hﬁlv = N(=2d)/2 Jorsque od nest
pas trop proche de 0.

Supposons maintenant que les données dont on dispose ne sont plus indépendantes mais sont marko-
viennes et convergent vers leur loi invariante. Il n’est pas question ici d’entrer dans les hypothéses techniques
(nécessairement plus restrictives) qui rendent valides les résultats, mais on peut retenir que les deux esti-
mateurs ci-dessus vérifient des résultats analogues (avec notamment les mémes vitesses dans les normalités
asymptotiques) pour Pestimation de la loi invariante [10].

Lorsqu’on sera amené a estimer la densité de données indépendantes ou la loi invariante de données
markoviennes, on utilisera I'un ou 'autre des estimateurs ci-dessus en ayant en téte qu’on dispose de certaines
garanties sur leur comportement asymptotique.



5 Estimation non-paramétrique du taux de saut

Cette partie est dédiée a 'estimation non-paramétrique du taux de saut d’un processus de Markov
déterministe par morceaux. La clé des approches ci-dessous réside dans la fagon d’écrire la quantité d’intérét
en fonction de la loi invariante de 'une ou l’autre des chaines immergées du processus.

5.1 En dimension 1

On commence ici avec I'approche suivie dans [15, 16] ot on suppose que le processus observé évolue sur
R . De plus, on fait 'hypothése que le flot définit un changement de variable. L’application typique est le
modéle de croissance-fragmentation de bactérie décrit auparavant.

Dans un premier temps [15], on fait 'hypothése que les sauts sont purement déterministes, i.e. P(-|z) =
d{f(z)}> ol la fonction f, supposée connue, est croissante sur R et définit également un changement de
variable. Alors, la composée f o o(-|x) définit elle aussi un changement de variable et on peut exprimer le
taux de saut ainsi,

Hoo (f (1))

E (92, (f(u)1{f(Z5) < FI{Z] > f(v)}]
0l [is désigne la loi invariante de (Z,,)nenN,
92(y) = [(Fop(l2) ((Fop(la)) ')

et (Z! )nen est une chaine de Markov de méme noyau de transition que (Z,),en mais débutant sous la loi
stationnaire fioo.-

Ay) = (5)

La forme (5) permet d’obtenir aisément un estimateur de A : le numérateur est la loi invariante d’une
chaine de Markov qu’on sait estimer par des méthodes & noyau, alors que le dénominateur est une valeur
moyenne sous la loi invariante qu’on sait estimer par le théoréme ergodique. L’autrice montre notamment des
résultats de convergence en norme L2 lorsque I’estimateur de Parzen-Rosenblatt est employé pour 1’estimation
de fiso-

Désormais on relache 'hypothése sur les sauts du processus. Les calculs ne permettent plus d’obtenir une

forme aussi simple que (5). En particulier, on doit maintenant conserver les positions juste avant les sauts.
D’aprés [16], on peut exprimer le taux de saut ainsi,

B fioo (y)
M) Bz YWz <y < 20 "

ou i, désigne la loi invariante de la chaine (Z,

" JneN=. Pour les mémes raisons que précédemment, on
peut déduire de cette expression un estimateur de A méme si, cette fois, le dénominateur fait intervenir la loi
invariante d’un processus de dimension 2. Dans [16], les autrices ont montré pour cet estimateur des résultats
de convergence en norme L2.

On considére maintenant la méthode développée dans [12] sous des hypothéses semblables mais lorsque
I’observation est faite sur une fenétre a temps continu fixée, i.e. lorsqu’on regarde la trajectoire continue entre
les instants 0 et T, et non un certain nombre de pas de la chaine immergée (le nombre de sauts observés est
donc aléatoire). L’auteur suppose que le flot s’écrit

¢
pltle) =2+ [ Alp(slo))ds,
0
ce qui permet d’écrire, pour faire le lien avec les estimateurs précédents, A(y) = ¢(p(-|z) 1 (y)|z)" ou encore
(o(-]z)~1) = 1/A (quantités indépendantes de ). L’auteur considére alors le temps local du processus,

(o) = HEEDT) s X =}
- A(z) ’




qui fournit, une fois normalisé, un estimateur de la loi invariante du processus a temps continu (X;)ier, :
7(z)/T. A partir de l'estimateur de Parzen-Rosenblatt fi_ ;» de la loi invariante de (Z;; )nen~ (défini sur une
fenétre & temps continu contrairement & ce qui précéde),

P 1 Zn —Y
Moo,T(y) = Thn Z K (hT> )

T (neN= T, <t}

il construit Pestimateur suivant de A(y),

~ T
Ar(y) = M:(EyT)(y) .

On peut premiérement remarquer que fi__ ,(y) estime le numérateur de I'expression (6) de A(y), alors qu’avec
un jeu de réécriture on voit que

r(y) _ (eCla) ") () Yo {Xp, Syh{X, >y}
{neN~*: T, <t} n

estime son dénominateur. Par conséquent, par des approches trés différentes, [16] et [12] aboutissent au méme
estimateur du taux de saut, le premier pour une observation sur une fenétre a temps discret, 'autre pour
une fenétre a temps continu. Dans [12], auteur prouve de plus, dans le cadre de son schéma d’observation,
un résultat de convergence en norme infinie.

5.2 En dimension d > 2

On présente désormais approche trés différente suivie dans [3], qui consiste a passer par les lois condi-
tionnelles des durées inter-sauts. Cette méthode est moins directe mais a l'avantage de fonctionner quelque
soit la dimension de I'espace. Si on note fg|z la densité conditionnelle de la durée Sy, 11 sachant Z,,, on peut

%S(‘Zz)(tlz). Cette tautologie fournit une stratégie d’estimation de fg|z puisque

le dénominateur désigne la loi invariante de (Z,,)nen (qu’on sait estimer) et le numérateur correspond a la
loi invariante du couple (Z,, Sn+1)nen (qu'on sait donc aussi estimer méme si ¢’est en dimension d + 1).
Toutefois, il reste ensuite a revenir au taux de saut d’intérét .

toujours écrire fg(t[z) =

Dans ce but, on remarque que la composée A o  s’écrit

_ fsiz(tlz)
~ Ggiz(t]2)’

ot Gg|z(t|z) = P(Sn11 > t|Z, = z) peut s’estimer par une technique similaire & celle décrite pour fgjz. On
peut remarquer au passage qu'il s’agit en fait de la méme formule que (2). Cette expression nous fournit par
conséquent une technique d’estimation de X o ¢ pour laquelle sont montrés dans [3]| la convergence presque
stire et un théoréme central limite dont la variance asymptotique vérifie

Ao o(t]z)
poo ()G 2 (t]2)

Ao p(t]z)

o?(t|z) o

Afin d’estimer A(x), on peut dés lors remarquer que, pour tout couple (z,t) tel que z = @(t|z), on a
un estimateur candidat puisque X o ¢(t|z) = A(x). De plus, on sait que chacun converge vers la quantité
cible. Afin de dégager le meilleur estimateur parmi cette infinité de candidats, on propose de choisir celui
de variance asymptotique minimale, donc celui qui maximise jio(2)G 51z (t[2) puisque le numérateur de la
variance ne dépend pas du couple (z,t). Cette quantité est inconnue mais a déja été estimée précédemment.
Finalement, cette technique permet d’extraire numériquement le meilleur estimateur de A(z) au sens de la
variance limite.
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Remarquons en passant que le noyau de transition P désigne la loi conditionnelle de Z,, sachant Z
— B (@) Pylz)

Hoo ()
(Z; )nen+ et le numérateur correspond a la loi invariante du couple (Z,, Z,)nen+, qu’on sait toutes deux
estimer par des méthodes & noyau [1].

et peut donc s’estimer en écrivant P(y|x) , ou le dénominateur désigne la loi invariante de

6 Dépassement d’un seuil critique

6.1 Approche numérique

On regarde le modéle de population sujette a des catastrophes ponctuelles déja décrit ci-dessus. Il s’agit
d’un processus de Markov déterministe par morceaux dont le taux de saut A est constant, le flot donné par
(4) et le noyau par (3). Son extinction référe au passage sous le seuil critique 1. Les quantités d’intérét ici
sont la probabilité d’extinction

plx)=P(3neN, Z, < 1|Zy =x)

et la loi de I'instant d’extinction
T=min{fn e N*: Z,_ 1 >1et Z, <1}
conditionnellement & la position initiale du processus, i.e.
m(z) =P(r =n|Zy = z).

Il est important de noter que l'extinction du processus & temps continu ne peut avoir lieu que lors d’un
saut puisque les parties déterministes sont croissantes. A proprement parler, 7 est en fait le nombre de
catastrophes qui ménent a I'extinction, c’est-a-dire 'instant d’extinction de la chaine (Z,)nen, alors que T
est I'instant d’extinction du processus a temps continu (X¢)¢cr, . A contrario, qu’elle soit regardée a temps
continu ou & temps discret, la probabilité d’extinction est la méme.

Pour accéder a ces quantités, on peut chercher a les exprimer comme fonctions des paramétres du modéle.
La clé est de remarquer que la probabilité d’extinction est 'unique solution de I’équation intégrale

:/ R(y|x)dy+/oo p(y) R(y|z)dy,
0 1

sous les conditions lim,_,1 p(z) = 1 et lim,_,~ p(z) = 0, ou R désigne le noyau de transition de la chaine de
Markov (Z,,)nen, qu’on peut aisément écrire en fonction de A, r et 7,

w11 i<l
yir) = 2 —1Mr foy/zm y(w)u"(y —u)~M""1du  sinon.

Comme on ne sait pas résoudre analytiquement cette équation sans plus d’hypothéses, on considére une
approche numérique. Avec 'opérateur intégral

K:h »—)/ R(y|x)dy,
et en notant s(x fo (y|z)dy, équation se réécrit p — Kp = s et on peut approcher p par
M
PM = Z Kk87 (7)
k=0

avec la propriété voulue de convergence dés lors que la norme d’opérateur de K est strictement inférieure a

1, ce qui est garanti lorsque
1
| ™Maw <13
0o U A
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On peut suivre la méme approche pour traiter n,(z) et voir que

nn(z) = /loo Nn—1(y) R(y|x)dy = Knp_1(z).

En remarquant de plus que 11 = s, on a 1, = K" 's. Finalement, le terme d’indice k de I’approximation
(7) est np1 = KF¥s et les deux quantités peuvent étre calculées en méme temps.

On sait maintenant exprimer les quantités d’intérét en fonction du noyau de transition R et donc des
paramétres locaux du modéle. Ceci nous fournit une stratégie d’estimation en les remplagant par leur version
estimée.

Pour ce modéle, les durées inter-sauts (S,)1<n<n sont indépendantes et de méme loi exponentielle de
parameétre A. De plus, les fractions survivantes de population (Z,/Z,, )i<n<n sont indépendantes, indépen-
dantes des durées inter-sauts, et de méme loi notée . Par conséquent, I’estimation des paramétres ne présente
aucune difficulté : v peut étre estimée par une méthode & noyau, alors que le taux A de la loi exponentielle
est aussi 'inverse de sa moyenne et peut donc étre estimé par l'inverse de la moyenne empirique des durées
inter-sauts. On obtient ainsi un estimateur de 'opérateur K qui nous permet d’estimer a la fois 7, (z) et p(x).
Tout ’enjeu est alors de montrer que les propriétés de convergence des estimateurs de v et A se reportent
convenablement sur l'estimateur de K de telle sorte que les estimateurs des quantités d’intérét vérifient les
propriétés souhaitées de convergence. C’est ce qui est montré dans [2].

Le méme modéle est considéré dans [13] mais avec une approche paramétrique : on suppose que v est la
densité de la loi béta B(a, 1), a > 0, i.e. y(x) o< 2%~ pour tout 0 < x < 1. Dans ce cas, dés lors que A < ra,
on obtient une forme explicite pour n(z),

F(a) A A A A 1
= T —_ = 1—7 - — 1 -
n(x) F(%)F(a—%—i—l)m g<a 7'7 T’a T’+ )x)a

ou I' est la fonction Gamma d’Euler et G est la fonction hypergéométrique de Gauss. Le paramétre « est facile
a estimer : Pespérance de 7 est a/(a + 1), donc ay = J5 /(1 —Fy) (ot 75 désigne la moyenne empirique
des (Z,/Z, )1<n<n) estime a. En remplagant dans (8) a et A par leur estimateur, on obtient aisément un
estimateur de n(z).

(8)

6.2 Approche Monte-Carlo

On reprend le modeéle de pharmacocinétique [4] déja présenté plus haut dans un cadre un peu simplifié. On
décrit des expositions & un contaminant alimentaire par un processus de renouvellement (N;);er, (dont on
note (T, )nen la suite des instants de saut qui correspondent aux instants d’exposition) et une suite (U, )nenN
de variables aléatoires positives indépendantes et de méme loi (ot U, est la quantité de contaminant lors de
Pexposition a 'instant T},). On suppose de plus que, entre les instants T, et T;,11, le contaminant est éliminé
par 'organisme a vitesse r(-|0,,) ou 8,, est un paramétre du métabolisme, constant sur la fenétre temporelle
considérée et issu d’une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées. Alors la
quantité X; de contaminant dans 'organisme a 'instant ¢ s’écrit

Ny Ne+1  amin(T,,t)
Xe=Xo+ Y Un— Y / r(X,|6n)ds.
n=1 n=1

Thn-1

Il est intéressant de remarquer que ce processus est déterministe par morceaux mais ne vérifie pas la
propriété de Markov. Toutefois, en notant ©; = 3 -\ 0,1{T <t < T41)} et Ay =t — T, le processus
de dimension 3 (X¢, Oy, At)tcr . est lui bien markovien. L’aléa intervient de maniére indépendante et iden-
tiquement distribuée : 'estimation des lois sous-jacentes (des durées inter-sauts de (N;)er. , de (Up)nen et
de (0,)nen) ne présente donc aucune difficulté, par exemple par des méthodes & noyau.

Dans le cadre de ce modéle, on regarde des caractéristiques de I’exposition au contaminant intéressantes
pour les toxicologues, notamment :
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— l’exposition maximale, sup X;;
0<t<T

1 T
— l’exposition moyenne, f/ X, dt;
0

1 T
— le temps passé au-dessus d’un seuil critique wu, T / 1{X; > u}dt;
0

— le temps de premier passage au-dessus de ce seuil, inf{¢t >0 : X; > u}.
On voudrait estimer la valeur moyenne de ces quatre caractéristiques. Dans ce but, commencons par supposer
qu’on connait exactement la loi du processus. On peut alors mettre en place une méthode de Monte-Carlo

en générant autant de trajectoires (Xt(j))teR ., 1 < j < J, que nécessaire pour estimer par leur équivalent
empirique les quantités recherchées. Par exemple,

Lt o
TTZ/O 1{X) > u}dt (9)
j=1

estime ’espérance du temps passé au-dessus du seuil u.

Dans le cas évidemment plus réaliste ol les paramétres du modéle sont inconnus, on ne peut plus procéder
ainsi. L’approche considérée dans [4] consiste a générer des trajectoires ()A(t(] ))teR L. 1 <4 < J, apartir des
lois estimées et & construire les estimateurs empiriques (comme (9) ci-dessus) a partir de celles-ci. Les auteurs
montrent de plus que, sous des conditions de régularité raisonnables, on obtient des estimateurs consistants

des quantités cibles.
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