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Résumé — La récupération d’énergie durable pendant la marche humaine est un sujet qui prend 
de l’ampleur avec l’ubiquité des objets connectés, capteurs et autres dispositifs à électronique 
embarquée. L’objectif de ce travail est de présenter un modèle électromécanique non-linéaire 
couplé en deux dimensions d’un récupérateur d’énergie électromagnétique consistant en une 
bille se mouvant dans un tube muni d’une bobine de récupération. Les solutions analytiques 
approchées de ce modèle sont ensuite étudiées en linéaire avec une version adaptée de la 
« Variational Iteration Method» (VIM). Des expressions analytiques de la puissance moyenne 
récupérée sont fournies permettant l’optimisation du récupérateur. 
 
Mots clefs — récolteur d’énergie, marche humaine, modèle non-linéaire, variational iteration method  

1 INTRODUCTION 
La puissance mécanique disponible lors de la marche humaine est relativement importante (2-20W). 
Cela a motivé la réalisation de multiples dispositifs de récupération d’énergie [1]. La marche humaine 
est composée de deux phases. La première, dénommée « stance phase », représente l’étape de repos où 
le pied ne bouge pas. Elle est initialisée par une attaque très forte du talon, porteuse de beaucoup 
d’énergie. La seconde phase, appelée « swing phase », est, à contrario, l’étape où le pied est en 
balancement au-dessus du sol. Parmi les premiers récupérateurs d’énergie à être adoptés, les récolteurs 
piézoélectriques figurent en bonne position [2]. Puis, viennent les récolteurs électromagnétiques qui 
développent eux aussi une puissance de sortie relativement élevée [3]. Par ailleurs, dans une optique 
d’optimisation, des récolteurs hybrides, à la fois électromagnétiques et piézoélectriques, ont aussi été 
développés par la suite combinant d’une manière originale les deux modes de récupération énergétique 
[4]. Cependant, les solutions proposées ont une faible bande passante, ne sont pas adaptées aux faibles 
fréquences caractéristiques de la marche et sont généralement trop volumineuses pour être incorporées 
dans une chaussure. Dans le présent travail, un modèle mathématique d’un récolteur d’énergie 
électromagnétique, constitué d’un tube dans lequel se meut un aimant sous l’action des mouvements de 
translation et de rotation du pied, est proposé. Lors de la mise en mouvement de l’aimant lors du 
balancement du pied, ce dernier est soumis à la Force de Lorentz et un courant apparaît par induction 
électromagnétique dans la bobine récupératrice. Des configurations similaires ont été proposées par 
plusieurs auteurs, dont Fan & al. [4] . Basé sur les travaux de Donoso & al. [5], [6], nous déterminons 
l’équation du mouvement décrivant le déplacement de la bille dans le tube ainsi qu’un modèle électrique 
permettant de calculer la puissance récupérée. La version linéarisée de cette équation consiste en une 
équation de Mathieu en régime forcé et amorti. L'équation de Mathieu est l'une des équations typiques 
de la théorie des vibrations non linéaires. Elle apparaît également en mathématiques appliquées et dans 
de nombreux domaines de l'ingénierie [7] . La forme de l'équation de Mathieu est celle d’une équation 
différentielle ordinaire linéaire du second ordre, qui diffère de celle correspondant à un oscillateur 
harmonique simple par l'existence d'un coefficient de rigidité périodique comme suit : 

݀ଶ(ݐ)ݔ
ଶݐ݀ + (݀ + ߝ cos(ݐ))(ݐ)ݔ = 0 (1) 

où ݀ et ߝ sont des paramètres constants et ݔ une fonction du temps. Ainsi, l'oscillateur harmonique 
simple est obtenu pour ߝ = 0, et le paramètre d correspond alors au carré de sa pulsation propre, c'est-
à-dire ߱଴ = √݀. Dans le but d’obtenir des expressions analytiques de la puissance moyenne récupérée, 
une version adaptée de la Variational Iteration Method (VIM) [8] est utilisée. Cette méthode est 
désormais largement employée par de nombreux chercheurs pour étudier des problèmes linéaires et non 



linéaires et présente les mérites de la simplicité et de l'exécution facile. La VIM construit une suite 
récurrente (ܺ௡)௡∈ℕ qui converge sous certaines conditions [9] vers la solution exacte à l’infini : 

ܺ௡ାଵ(ݐ) = ܺ௡(ݐ) + න ,߬)ߣ (ݐ ቀℑ൫ܺ௡(߬)൯ + ℵ൫ܺ௡(߬)൯ − Γ(߬)ቁ ݀߬
௧

଴
(2) 

où ℑ൫(ݐ)ݔ൯ et ℵ൫(ݐ)ݔ൯ sont les opérateurs respectivement linéaires et non-linéaires, Γ(ݐ) le terme 
forcing et ߣ(߬,  .le multiplicateur de Lagrange  (ݐ

2 MODELE  
Dans cette partie, nous allons détailler le modèle mathématique du récupérateur. Si la variable de 
dérivation est différente du temps ݐ, la notation de Leibniz est retenue. On considère un repère absolu 
(ܱ, ݁௑ሬሬሬሬ⃗ , ݁௒ሬሬሬሬ⃗ , ݁௓ሬሬሬሬ⃗ ) fixé au sol ainsi qu’un repère relatif ൫ ௖ܱ , ݁௫ሬሬሬሬ⃗ , ݁௬ሬሬሬሬ⃗ , ݁௭ሬሬሬ⃗ ൯ mobile situé sur le récolteur d’énergie 
(Figure 1) :  

 

Figure 1 – Représentation des repères fixe et mobile. 

L’angle (ݐ)ߙ représente l’angle de « swing ». Dans la chaussure se trouve un tube creux, indéformable 
et conducteur de longueur ்ܮ  aligné avec l’axe local ݔ dont les dimensions sont connues. Une bille 
magnétique de masse ݉௕ et de rayon ݎ௕ peut se mouvoir dans le tube et est repérée par sa coordonnée 
 est fixée au milieu du tube et est orienté vers les phalanges des pieds situés ݔ ௕. L’origine de l’axe desݔ
dans le plan de symétrie du pied. La position de la bille est donnée par : 

ݎ⃗ = ܱ ௖ܱሬሬሬሬሬሬሬ⃗ + ௕݁௫ሬሬሬሬ⃗ݔ + ௕݁௭ሬሬሬ⃗ݎ = ܺ݁௑ሬሬሬሬ⃗ + ܼ݁௓ሬሬሬሬ⃗ (3) 

avec  
ܺ = ܺ௖ + (ߙ)ݏ݋௕ܿݔ − (ߙ)݊݅ݏ௕ݎ (4) 

ܼ = ܼ௖ + (ߙ)݊݅ݏ௕ݔ + (ߙ)ݏ݋௕ܿݎ (5) 

les deux coordonnées étant reliées par la relation suivante après élimination de ݔ௕ 

ܼ = ܼ௖ + (ߙ) ௕cosݎ + )݊ܽݐ ܺ)(ߙ − ܺ௖ + ((ߙ) ௕sinݎ (6) 

Les relations (4) et (5) montrent que nous nous retrouvons avec un système composé d’un seul degré de 
liberté et de 3 données ܺ௖ , ܼ௖ ,  : est donné par ܮ qui définissent le mouvement du pied. Le Lagrangien ߙ

ܮ = ௖ܧ − ௣ܧ (7)
Les énergies potentielle et cinétique Ep et Ec sont définies par : 
 

௣ܧ = ݉௕ܼ݃ = ݉௕݃൫ܼ௖ + ௕ݎ cos( ߙ) + tan( ߙ) (ܺ − ܺ௖ + ௕ݎ sin( ߙ))൯ (8) 



௖ܧ =
1
2

݉௕൫ܺ̇ଶ + ܼ̇ଶ൯ (9) 

=
1
2

݉௕ ൬ܺ̇ଶ + (ܼ̇௖ − ௕ݎ  ߙ̇  sin( α) +
ߙ̇

)ଶݏ݋ܿ (ߙ
(ܺ − ܺ௖ + ௕ݎ   sin ( α)) + )݊ܽݐ ̇ܺ)(ߙ − ܺ̇௖

− ௕ݎ  α̇cos ( α))ଶ൰                                                                                                
g est l’accélération de la pesanteur. Dans un champ électromagnétique, la bille dans le tube 
conducteur est soumise à la force de freinage magnétique ܨ௠ሬሬሬሬ⃗   (courant de Foucault), à la force 
magnétique de la bobine de récupération ܨ஻ሬሬሬሬ⃗  et à la force de frottement solide ܨ௦ሬሬሬ⃗  (type de Coulomb). 
Elles sont données par les relations suivantes [5,6] : 

௠ሬሬሬሬ⃗ܨ = −݇௠̇ݔ௕݁௫ሬሬሬሬ⃗ = −݇௠̇ݔ௕(ܿݏ݋( ௑ሬሬሬሬ⃗݁(ߙ + )݊݅ݏ ௓ሬሬሬሬ⃗݁(ߙ ) (10) 

஻ሬሬሬሬ⃗ܨ = −݇஻݂ܫ(ݔ௕)݁௫ሬሬሬሬ⃗ = −݇஻݂(ݔ௕)ݏ݋ܿ)ܫ( ௑ሬሬሬሬ⃗݁(ߙ + )݊݅ݏ ௓ሬሬሬሬ⃗݁(ߙ ) (11) 

où ݂(ݔ௕) =
1

(ܽଶ + (ܾ − (௕)ଶݔ
ଷ
ଶ

−
1

(ܽଶ + (ܾ + ݈ − (௕)ଶݔ
ଷ
ଶ

(12) 

௦ሬሬሬ⃗ܨ = ௗ݉௕݃ߤ− )ݏ݋ܿ (௕ݔ̇)௔ܪ2)(ߙ − 1)݁௫ሬሬሬሬ⃗ (13) 

= ௗ݉௕݃ߤ− )ݏ݋ܿ (௕ݔ̇)௔ܪ2)(ߙ − )ݏ݋ܿ)(1 ௑ሬሬሬሬ⃗݁(ߙ + )݊݅ݏ ௓ሬሬሬሬ⃗݁(ߙ ) 

 où ݇௠ et ݇஻   représentent l’amortissement induit par les courants de Foucault sur le mouvement de 
l’aimant, ainsi que a, b et l les dimensions de la bobine avec ܾ la distance du haut de la bobine au point 
௕ݔ = 0, ݈ la longueur de la bobine, ܽ le rayon d’une spire et ܫ le courant passant dans la bobine. Dans 
 ௔ la fonction de Heaviside. La bille est supposée roulerܪ ௗ est le coefficient de frottement avecߤ ,(14)
sans glissement dans le tube. En tenant compte de la relation (3), la force généralisée ܳ qui s’en suit 
s’exprime par [10] : 

ܳ = ൫ܨ௠ሬሬሬሬ⃗ + ௦ሬሬሬ⃗ܨ + ஻ሬሬሬሬ⃗ܨ ൯.
r
X




= ൫ܨ௠ሬሬሬሬ⃗ + ௦ሬሬሬ⃗ܨ + ஻ሬሬሬሬ⃗ܨ ൯. (݁௑ሬሬሬሬሬሬ⃗ + tan(ߙ) ሬሬሬሬ⃗ݖ݁ )  (14)

et l’équation de Lagrange s’exprime par : 

݀
ݐ݀

൬
ܮ∂
∂ܺ̇

൰ −
ܮ∂
∂ܺ

= ܳ (15) 

ce qui donne 

݉௕ܺ̈ + ݉௕ܼ̈ )݊ܽݐ (ߙ − ݉௕݃ )݊ܽݐ (ߙ = ܳ 

or, on sait que 

ܺ̈ = ܺ̈௖ + ௕ݔ̈ )ݏ݋ܿ (ߙ − ߙ௕̇ݔ2̇ )݊݅ݏ (ߙ − ߙ̈)௕ݔ )݊݅ݏ (ߙ + ଶߙ̇ )ݏ݋ܿ ((ߙ − ߙ̈)௕ݎ )ݏ݋ܿ (ߙ −  (16)    ((ߙ) ଶsinߙ̇

ܼ̈ = ܼ̈௖ + ௕ݔ̈ )݊݅ݏ (ߙ + ߙ௕̇ݔ2̇ )ݏ݋ܿ (ߙ + ߙ̈)௕ݔ )ݏ݋ܿ (ߙ − ଶߙ̇ )݊݅ݏ ((ߙ − ߙ̈)௕ݎ )݊݅ݏ (ߙ +  (17)    ((ߙ) ଶcosߙ̇

ce qui nous donne pour le mouvement de la bille l’équation différentielle suivante   

௕ݔ̈ + ௕ݔ̇
݇௠

݉௕
+ (௕ݔ̇)௔ܪ2)(ߙ)ݏ݋ௗ݃ܿߤ − 1) − ଶߙ௕̇ݔ − ߙ௕̈ݎ + ܺ̈௖ )ݏ݋ܿ  (ߙ

+(ܼ̈௖ + ݃) )݊݅ݏ (ߙ  +
݇஻

݉௕
ܫ(௕ݔ)݂  = 0 (18) 

La force électromotrice aux bornes de la bobine récupératrice est notée ݑ. Afin de fermer le système 
(détermination du courant I), la bobine est représentée par une inductance ܮ௜ en série avec une résistance 



R, le tout en parallèle avec un condensateur parasite de capacité C (Figure 2). En posant ݔ௕ = ௕ݔ̇ ଵ etݔ =
  ଶ on a [5,6]ݔ

 
Figure 2 – Représentation du modèle électrique. 

ܫ = ܥ
ݑ݀
ݐ݀

+ ݅ଶ (19) 

ݑ = ݇஻ݔଶ݂(ݔଵ) (20) 

ݑ݀
ݐ݀

= ݇஻ ൭
ଶݔ݀

ݐ݀
(ଵݔ)݂ + ଶݔ

ଶ ݂݀
ଵݔ݀

൱(ଵݔ) (21) 

݀݅ଶ

ݐ݀
=

1
௜ܮ

ݑ) − ܴ݅ଶ) =
1
௜ܮ

(݇஻ݔଶ݂(ݔଵ) − ܴ݅ଶ)           (22) 

 ௠ܲ௢௬ =
1
ܶ

න ݐ݀(ݐ)ܫ(ݐ)ݑ
்

଴
(23) 

Les équations (18), (22) peuvent se réécrire sous la forme de trois équations différentielles du premier 
ordre en tenant compte des relations (19), (20) et (21) : 

ଵݔ݀

ݐ݀
=  ଶ                                                                            (24a)ݔ

ଶݔ݀

ݐ݀
=

1

1 + ܥ ݇஻
ଶ

݉௕
ଶ(ଵݔ)݂ 

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
−݇௠

݉௕
ଶݔ − (ଶݔ)௔ܪ2)(ߙ)ௗ݃cosߤ − 1) + ଶߙଵ̇ݔ + ߙ̈߬ − ൫ܺ̈௖ )ݏ݋ܿ ൯ߙ

+(ܼ̈௖ + ݃) )݊݅ݏ ((ߙ −
݇஻

݉௕
ଷݔ)(ଵݔ)݂  + ଶݔ஻݇ܥ

݂݀
ଵݔ݀

((ଵݔ )
⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

(24b) 

ଷݔ݀

ݐ݀
=

1
ܮ

ݑ) − (ଷݔܴ =
1
ܮ

(݇஻ݔଶ݂(ݔଵ) −  ଷ)           (24c)ݔܴ

où ݅ଶ =  .ଷ. Le système obtenu est fortement non-linéaire et ne peut être résolu de manière analytiqueݔ
Dans le but d’établir des expressions analytiques de la puissance moyenne récupérée nous travaillerons 
dans le cadre de ce papier sur un modèle linéarisé. 

3 LINEARISATION DU MODELE 

Dans le but de linéariser le système d’équations (24 a-c), nous supposons que  

(௕ݔ)݂ = ݅  ݐ݁  1 =
ݑ
ܴ

(25) 

 



Par ailleurs, il est supposé que (ܮ௜ = ܥ = ௗߤ = 0).  L’équation (24b) prend alors la forme : 
ଶݔ݀

ݐ݀
=

−݇௠

݉௕
ଶݔ + ଶߙଵ̇ݔ  + ߙ௕̈ݎ − (ܺ̈௖ )ݏ݋ܿ (ߙ + (ܼ̈௖ + ݃) )݊݅ݏ ((ߙ −

݇஻

݉௕
I (26) 

 

Nous supposons que l’angle de rotation du pied (ݐ)ߙ mis en jeu lors de la marche est de la forme  
଴ߙ sin(߱ݐ) [11]. Une force de rappel de type ressort correspondant au terme ݉௕߱௥

ଶݔଵ a été ajoutée pour 
prendre en compte les conditions aux limites restreignant le déplacement de la bille à l’intérieur du tube 
conducteur. Certains travaux incluent d’emblé des forces de rappel plus complexes en incorporant des 
aimants intérieurs au tube conducteur [4]. Le terme ݂1 devient ଵାୡ୭ୱ(ଶఠ௧)

ଶ
ߨ) ଵݔ ߱⁄  périodique) 

constituant le terme d’excitation paramétrique. En adoptant les variables adimensionnées suivantes ݔ =
௫భ
௅೅

, ߮ = ,ݐ߱ ௖ݔ = ௑೎
௛

, ௖ݖ = ௓೎
௛

  avec ்ܮ  la longueur du tube creux et h l’excursion du pied selon 

la verticale, l’équation (26) est réécrite sous forme adimensionnelle comme suit : 

ݔ̈ + ݔ̇ߦ2 + ߜ) + ߝ cos(2߮))ݔ − Γ(߮) = 0 (27) 

avec 

ߜ =
߱௥

ଶ

߱ଶ −
଴ߙ

ଶ

2
, ߝ = −

଴ߙ
ଶ

2
, ߦ =

1
2߱݉௕

ቆ݇௠ +
݇஻

ଶ

ܴ
ቇ , ߮ =  ݐ߱

Γ( ߮) =  −
௕ݎ

ܶܮ
଴ߙ sin(߱ݐ) −

ℎ
ܶܮ

௖ݔ̈) )ݏ݋ܿ (ߙ + ௖ݖ̈) +
݃

ℎ߱ଶ) )݊݅ݏ  ((ߙ

Les positions ܺ௖ et ܼ௖ du pied sont respectivement supposées linéaire et sinusoïdale en fonction du 
temps. Le terme ݂3 disparaît, laissant place au terme ݂4 et ݂2  tous deux 2ߨ ߱⁄  périodiques. La 
fonction Γ(߮) étant 2ߨ-périodique, elle est donc développable en série de Fourier comme suit 

Γ(߮) =
ܽ଴

2
+ ෍ ܽ௞cos (݇

ஶ

௞ୀଵ

߮) + ܾ௞sin (݇߮) 

On supposera que 0 < ߜ et  ߦ > 0. 

4 METHODE VIM 

La méthode VIM exprime l’équation sous la forme : 

ℑ(ݔ(߮)) + ℵ(ݔ(߮)) = ݃(߮) (28) 

avec : 

ℑ൫ݔ(߮)൯ = (߮)ݔ̈  + (߮)ݔ̇ߦ 2  + (߮)ݔߜ (29) 

ℵ൫(ݐ)ݔ൯ = ߝ cos(2߮) (߮)ݔ (30) 

où ℑ൫ݔ(߮)൯ et ℵ൫ݔ(߮)൯ sont les opérateurs respectivement linéaires et non-linéaires. Cette méthode 
construit une suite récurrente (ܺ௡)௡∈ℕ qui converge vers la solution exacte à l’infini : 

ܺ௡ାଵ(߮) = ܺ௡(߮) + න ,߬)ߣ ߮) ቀℑ൫ܺ௡(߬)൯ + ℵഥ൫ܺ௡(߬)൯ − Γ(߬)ቁ ݀߬
ఝ

଴
(31) 

Afin de pouvoir appliquer la méthode VIM, il faut définir le multiplicateur de Lagrange ߣ(߬, ߮) ainsi 
que ܺ଴(߮). Le multiplicateur ߣ(߬, ߮) est obtenu en écrivant que la variation quelconque de ܺ௡ାଵest 

݂1 ݂2 ݂3 ݂4 



nulle soit ∆ܺ௡ାଵ = 0, le terme ℵഥ൫ܺ௡(߬)൯ se comportant comme une constante, ce qui 
impose ∆ℵഥ൫ܺ௡(߬)൯ = 0. Nous avons alors : 

∆ܺ௡ାଵ = ∆ܺ௡ + ∆ ቆන ,߬)ߣ ߮) ቀℑ൫ܺ௡(߬)൯ + ℵഥ൫ܺ௡(߬)൯ − Γ(߬)ቁ ݀߬
ఝ

଴
ቇ , (32) 

le terme ∆Γ(߬) s’annulant également car indépendant de ܺ௡, l’équation (32) devient : 

0 = ∆ܺ௡ + ∆ ቆන ,߬)ߣ ߮)ℑ൫ܺ௡(߬)൯݀߬
ఝ

଴
ቇ (33) 

Le terme ℑ൫ܺ௡(߬)൯ est défini par (29) ce qui permet de déterminer ߣ(߬, ߮). La formule d’intégration par 
parties nous permet d’écrire : 

න ,߬)ߣ ߮)ܺ௡̇(߬)݀߬ = ,߮)ߣ ߮)ܺ௡(߮) − ,0)ߣ ߮)ܺ௡(0) − න ,߬)ߣ̇ ߮)ܺ௡(߬)݀߬
ఝ

଴

ఝ

଴
                                      (34) 

න ,߬)ߣ ߮)ܺ௡̈(߬)݀߬ = ,߮)ߣ ߮)ܺ̇௡(߮) − ,0)ߣ ߮)ܺ̇௡(0) − ,߮)ߣ̇ ߮)ܺ௡(߮) + ,0)ߣ̇ ߮)ܺ௡(0) + න ,߬)ߣ̈ ߮)ܺ௡(߬)݀߬
ఝ

଴

ఝ

଴
(35) 

En injectant les équations (34) et (35) dans l’équation (33) et en remarquant que (0) (0) 0n nX X   
nous obtenons l’équation différentielle du 2nd ordre suivante avec conditions initiales connues : 

,߬)ߣ̈ ߮) − ,߬)ߣ̇ߦ2 ߮) + ,߬)ߣߜ ߮) = 0 (36) 

,߮)ߣ ߮) = 0, ,߮)ߣ̇ ߮) = 1 (37) 
La résolution de l’équation caractéristique associée nous donne trois cas à traiter qui dépendent de 
l’amortissement ξ et de δ : 

∆ఒ = ଶߦ)4  − , (ߜ Ω =
ඥ|∆ఒ |

2
(38) 

∆ఒ > 0, ,߬)ߣ ߮) = ݁క(ఛିఝ).
sinh൫Ω(߬ − ߮)൯

Ω
(39) 

∆ఒ = 0, ,߬)ߣ ߮) = (߬ − ߮)݁క(ఛିఝ) (40) 

∆ఒ < 0, ,߬)ߣ ߮) = ݁క(ఛିఝ).
sin൫Ω(߬ − ߮)൯

Ω
(41) 

Le premier terme de la suite ܺ଴(߮) est défini par : 

ܺ଴(߮) = (0)ݔ + ߮(0)ݔ̇ (42) 

avec (0)ݔ et ̇(0)ݔ les conditions initiales pour ݔ(߮). Nous avons résolu l’équation sur trois itérations 
pour plusieurs ߦ et ߜ différents (Figure 3). On a adopté  

Γ(߮) = ܽଵ sin(߮) + ܽଶ cos(߮) (43) 
avec  

ܽଵ = ܽଶ = 1, (0)ݔ = 1, (0)ݔ̇ = 0 
La pertinence de cette résolution a été comparée au solveur ode45. On peut constater que la VIM fournit 
une bonne approximation de la solution exacte dans les cas a), b) et d) alors que pour le cas c) des 
itérations supplémentaires sont nécessaires. 



  
Figure 3 – Résultat de simulation de l’équation (29) pour plusieurs ߦ et ߜ. 

Différentes possibilités pour améliorer la convergence sont envisageables : modification du 
multiplicateur de Lagrange [12], l’utilisation d’approximant de Padé [13]. 

5 EXPRESSIONS ANALYTIQUES 
Dans le but d’obtenir des expressions analytiques de la puissance moyenne récupérée, nous nous mettons 
dans le cas où ̇(0)ݔ = 0  et (0)ݔ un nombre réel quelconque. Nous considérons sans perte de généralité 
que Γ( ߮) = ܽ௡ cos(݊߮ + ߶) avec ݊ un entier naturel et ߶ un nombre réel. La solution est composée 
d’un transitoire et d’une partie stationnaire périodique. La puissance moyenne est obtenue en intégrant 
cette dernière sur un intervalle de longueur 4 .Les calculs analytiques ont été réalisés avec 
Mathematica. 

<ࣅ∆ ૙: 

ଵܺ(߮) = ଵܺ௧(߮) + ଵܺ௣(߮) (44) 

ଵܺ௧(߮) = ݁ିకఝ൫ܣଵ(ߦ, ,ߜ ,ߔ ݊, ,(0)ݔ (ߝ cosh(Ω߮) + ,ߦ2൫ܣ ,ߜ ,ߔ ݊, ܽ௡, ൯(0)ݔ sinh(Ω߮)൯ 

ଵܺ௣(߮) = ,ߜ)ଷܣ ,(0)ݔ (ߝ cos(2߮) + ,ߦ)ସܣ ,ߜ ,(0)ݔ (ߝ sin(2߮) + ,ߦ)ହܣ ,ߜ ,ߔ ݊, ܽ௡) cos(݊߮)+ 
,ߦ)଺ܣ ,ߜ ,ߔ ݊, ܽ௡)sin (݊߮) 

avec  
 ܣଵ(ߦ, ,ߜ ,ߔ ݊, ,(0)ݔ (ߝ = (0)ݔ (ିସାఋ)(ିସାఌାఋ)ାଵ଺కమ

(ିସାఋ)మାଵ଺కమ + ܽ௡
൫ି௡మାఋ൯ୡ୭ୱ (ః)ାଶ௡కୱ୧୬(஍)

௡రାఋమିଶ௡మ(ఋିଶకమ) , 

 ܣଶ൫ߦ, ,ߜ ,ߔ ݊, ܽ݊, ൯(0)ݔ = ଵ
ஐ

ቀߦ(0)ݔ ቀ1 + (ସାఋ)ߝ
(ିସାఋ)మାଵ଺కమቁ + ܽ݊

(௡మାఋ)కୡ୭ୱ (ః)ା௡(௡మିఋାଶకమ)ୱ୧୬ (ః)
(௡మିఋ)మାସ௡మకమ ቁ, 

 ܣଷ(ߜ, ,(0)ݔ (ߝ = 4)(0)ݔߝ −  ,(ߜ

 ܣସ(ߦ, ,ߜ ,(0)ݔ (ߝ = ସఌ(௫(଴)(ିସାఋ)మకାଵ଺௫(଴)కయ)
(ିସାఋ)మାଵ଺కమ)మ , 

 ܣହ(ߦ, ,ߜ ,ߔ ݊, ܽ௡) = ௔೙
௡రାఋమିଶ௡మ(ఋିଶకమ)

ߜ)) − ݊ଶ)cos(ߔ) +  ,((ߔ)sinߦ2݊

 ܣ଺(ߦ, ,ߜ ,ߔ ݊, ܽ௡) = ௔೙
൫௡రାఋమିଶ௡మ(ఋିଶకమ)൯

(ߔ) cosߦ2݊)  + (݊ଶ −  ((ߔ) sin(ߜ

où ଵܺ(߮) est l’expression de la position de la bille qui composée de ଵܺ௧(߮) et ଵܺ௣(߮) qui sont 
respectivement la réponse transitoire et permanente d’ ଵܺ(߮). Nous avons calculé la puissance moyenne 
par le biais de l’équation (23). Elle est de la forme : 

௠ܲ௢௬ =
݇஻²
ܴߨ4

ቆ
2ܽ௡

ଶ݊ଶߨ
ଶߜ − ߜ)2 − 2ξଶ)݊ଶ + ݊ସ +

8݁ଶ
ଶ(0)ݔߨଶ

(−4 + ଶ(ߜ + 16ξ²
ቇ

(45)
 

 1 = ߜ ,1 = ߦ 1 = ߜ ,0.5 = ߦ

 0 = ߜ ,1 = ߦ 0 = ߜ ,0.5 = ߦ

a b 

c d 



=ࣅ∆ ૙ 

ଵܺ(߮) = ଵܺ௧(߮) + ଵܺ௣(߮) (46) 

ଵܺ௧(߮) = ݁ିకఝ(ܤଵ(ߦ, ,ߜ ߮, ,(0)ݔ (ߝ + ,ߦ)ଶܤ ߮, ݊, ܽ௡)cos(Φ) + ,ߦ)ଷܤ ߮, ݊, ܽ௡)sin (Φ)) 

ଵܺ௣(߮) = ,ߦ)ସܤ ,(0)ݔ (ߝ cos(2߮) + ,ߦ)ହܤ ,(0)ݔ (ߝ sin(2߮) + ,ߦ)଺ܤ ݊, ܽ௡) cos(݊߮ + (ߔ + 
,ߦ)଻ܤ ݊)sin(݊߮ +  (ߔ

avec  

 ܤଵ(ߦ, ,ߜ ߮, ,(0)ݔ (ߝ = (0)ݔ ఋ(ଵାకఝ)
కమ +

ఌቀିସାకమାకఝ൫ସାకమ൯ቁ

(ସାకమ)మ , 

 ܤଶ(ߦ, ߮, ݊, ܽ݊) = ܽ݊
((߮ߦ+1)2ߦ+(߮ߦ+1−)2݊)

(2ߦ+2݊)
2 , 

 ܤଷ(ߦ, ߮, ݊, ܽ௡) = ܽ௡
௡(௡మఝାక(ଶାకఝ))

(௡మାకమ)మ , 

 ܤସ(ߦ, ,(0)ݔ (ߝ = ௫(଴)ఌ൫ିସାకమ൯
(ସାకమ)మ , 

 ܤହ(ߦ, ,(0)ݔ (ߝ = ௫(଴)ସகక
(ସାకమ)మ, 

 ܤ଺(ߦ, ݊, ܽ௡) = ܽ௡
(௡ିక)(௡ାక)

(௡మାకమ)మ , 

 ܤ଻(ߦ, ݊) = ିଶ௡క
(௡మାకమ)మ 

La puissance moyenne obtenue est de la forme : 

௠ܲ௢௬ =
݇஻²
ܴߨ4

ቆ
ଶ(0)ݔߨଶߝ8

(4 + ଶ)ଶߦ +
2ܽ௡

ଶ݊ଶߨ
(݊ଶ + ଶ)ଶቇߦ (47) 

>ࣅ∆ ૙ 

ଵܺ(߮) = ଵܺ௧(߮) + ଵܺ௣(߮) (48) 

ଵܺ௧(߮) = ݁ିకఝ൫ܥଵ൫ξ, δ, ϕ, ݊, ൯cos(Ω߮)(0)ݔ + ,ߜ)ଶܥ ݊, ܽ௡) cos(Ω߮ − ϕ) + ,ଷ(ξܥ δ, ϕ, ݊, ܽ௡)cos(Ω߮ + ϕ)
+ ,ସ(ξܥ δ, ϕ, ݊, ܽ௡, ,(0)ݔ (ߝ sin(Ω߮)൯ 

ଵܺ௣(߮) = ,ହ൫ξܥ δ, ൯Cos(2߮)(0)ݔ + ,଺(ξܥ δ, sin(2߮)(ߝ + ,଻(ξܥ δ, ݊, ܽ௡)cos(ϕ + ݊߮) + ,ξ)଼ܥ δ, ݊, ܽ௡)sin(ϕ + ݊߮) 

avec  
 ܥଵ൫ξ, δ, ϕ, ݊, ൯(0)ݔ = (0)ݔ (ିସାஔ)൫ିସାஔା௫(଴)൯ାଵ଺ஞమ

(ିସାஔ)మାଵ଺ஞమ + ଶஞ௡ୱ୧୬(ம)
ஔమିଶ(ஔିଶஞమ)௡మା௡ర, 

 ܥଶ(ߜ, ݊, ܽ௡) = ௔೙
ଶఆ

(Ωା௡)
ஔା௡(ଶΩା௡), 

 ܥଷ(ξ, δ, ϕ, ݊, ܽ௡) = ௔೙
ଶఆ

ஔ(மା௡)ି௡ቀଶஞమା௡(௡ାΩ)ቁ

ஔమିଶ(ஔିଶஞమ)௡మା௡ర , 

 ܥସ(ξ, δ, ϕ, ݊, ܽ௡, ,(0)ݔ (ߝ = ௔೙
ଶఆ

ଶஞ(ஔା௡మ)ୡ୭ୱ(ம)
ஔమିଶ(ஔିଶஞమ)௡మା௡ర + ௫(଴)క

ఆ
ஔ(ି଼ାஔାఌ)ାସ(ସାఌାସஞమ)

(ିସାஔ)మାଵ଺ஞమ , 

 ܥହ൫ξ, δ, ൯(0)ݔ = (0)ݔ− (ିସାஔ)௫(଴)
(ିସାஔ)మାଵ଺ஞమ, 

 ܥ଺(ξ, δ, (ߝ = − ସஞఌ
(ିସାஔ)మାଵ଺ஞమ, 

 ܥ଻(ξ, δ, ݊, ܽ௡) = −ܽ௡
ஔି௡మ

ஔమିଶ(ஔିଶஞమ)௡మା௡ర, 

 ଼ܥ(ξ, δ, ݊, ܽ௡) = ܽ௡
ଶஞ௡

ஔమିଶ(ஔିଶஞమ)௡మା௡ర 



௠ܲ௢௬ =
݇஻²
ܴߨ4

ቆ
ଶ(0)ݔߨଶߝ8

(−4 + ଶ(ߜ + ଶߦ16 +
2ܽ௡

ଶ݊ଶߨ
݊ସ + ଶߜ − 2݊ଶ(ߜ − (ଶߦ2

ቇ (49) 

L’analyse de ces expressions révèlent que la puissance moyenne est proportionnelle aux carrés de 
l’amplitude et de la fréquence de l’excitation extérieure mais aussi au carré de l’amplitude de l’excitation 
paramétrique et suggèrent l’existence d’un couple (ߜ, ξ) pour lesquels cette puissance moyenne est 
maximale. 

CONCLUSION 
Le présent travail propose un modèle mathématique non-linéaire basée sur le formalisme de Lagrange 
pour un récupérateur d’énergie électromagnétique pour la marche humaine. Des expressions analytiques 
de la solution et de la puissance moyenne récupérée sont obtenues en utilisant une version adaptée de la 
VIM. Nous remarquons que pour certains couples (δ, ξ), cette méthode converge difficilement. Une 
augmentation du nombre d’itérations permet d’améliorer cette convergence mais ne permet pas 
d’obtenir des expressions explicites de la puissance moyenne. Dans de futurs travaux, nous nous 
proposons d’utiliser des approches perturbatives de type « multiple scales » [14] ou encore « generalized 
averaging method » [15] pour traiter le modèle linéarisé ainsi que sa contrepartie non-linéaire. 
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