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LES FULTIENSEMBLES

Ho#l BERNARD
Université Claude 3Zernard-Lyon I :
Séminaire de Mathématioue Floue, (Prof. D. PONASSE
43, bd du 11 novembre 1918
69622 VILLRURBANNE CTDEX

This paper is a shortened version of the thesis (1) nresented in october:

A Contribution to the lesearch of a Theoty of Fuzzy Sets: Multiensembles, .
Two ways are possible: an axiomatic foundation given ex nihilo (2}, or a

step by step construction following the mnath onened by L.A.Zadeh, UHere we
study works done in this second way, finding out the main ideas and after
criticism we provose a new construction followins these ideas but rejec—

ting most of arbitrary definitions.

Cet article est une présentation réduite de la thése (1) soutenue en octobres
Contribution 4 la Recherche d'une Théorie des TWnsembles Flous: Yultiensembles,
Deux démarches sont possibles: un fondement axiomatique ex ninilo (2), ou

une construction pasz 4 nas selon la voie ouverte par L.A.Zadeh, Nous étudions.
ici les travaux effectués dans cette s8conde voie, dégageant les iddes
essentielles et aprés critioue proposons une nouvelle construction repre~

nant ces idées tout en rejetant au maximum les définitions arbitraires,

1~ Retout sur 1'Histoire des Ensembles Flous Classiques

Pour cet historigue, nous nous renérerons aux quatre schémas du dia-
gramme l, Le voint de dévart est la critique du schéma (1) dans lequel
chaque vartie d'un ensemble X est caractérisée par sa fonction caractéris-
tique « L.A.Z2adeh (13) a proposé de changer la table de vérité {O,l}
en introduisant des valeurs d'avpartenance intermédiaires, sboutissant au
schéma (2). Ceci a suscité un grand intérdt car on a trouvé possible de
donner des équivalents & nombre de relations ensemblistes (Cots¥ees)
grice 4 la structure de treillis de [0,1]. Notons cue ce cadre a conservé
le ouasi-mononole des travaux d'annlication,

Pourtant il est acquis vrescue dés ltorigine qu'on peut sortir de ce
cadre initial. On veut avec J.A.Gosuen (4) remplacer [0,1J-par un treillis
complet, ou tout ensemble ordonné 3 soh choix (schéma (3)), et méme s'affran~
chir del'unicité de l'ensemble X de référence (schéma (4)), ce qui vermet
enfin de parler d'ensembles flous et d'en former une catégorie -notde
Setv par J.A.Goguen, VF par D,Ponasse (11)- nour les applications suivantes:

fi(A,2) 2 (Byb) si f: A 37 et boF 3 a

Les idées essentielles jusqutici sont 4'une part de vermettre des
deprés d'anpartenance variés, d'autre nart de reconstituer une théorie
ressemblant & la théorie des 'ensembles sans s'intéresser d'abord & la
notion d'élément. Les problémes sont de trois ordres:

- Le caractére arbitraire de certaines d7finitions, Par exemnle
celle cdes apolications floues: j'ai donné la »nlus fréquente, il v en a
quatre autres dans le livre de C.V.Negoita et D.4.Ralescu (8) et ménme
celle-ci est trés critiguée. De méme sont iugées arbitraires la comnlé-
mentation, la réunion, ...



J

w L'inadéquation 3 1'utilisation: On a critiqué le caractére
trop net de 1'inclusion, des applications floues... ainsi que 1° unicité de

V alors que l'évaluation dépend de l'utilisateur.
- L'inadéquation & la formalisation mathématique, des

propriétés curieuses ou non généralisables provenant de l'existence d'un
plus petit élément O, ou de la structure tron riche de fo,1].

X A B
AR U R
J "4
(ulscnpbt)  (ennmbladonnt)
(1) (2) T (4)

Diarramme 1

Le théoréme de représentation de C.V.Nepoita et D.A.Ralescu (8) établit
dans le cas du schéma (3) 1'isomorphisme du treillis des parties floues
de X, muni de 1'inclusion, au treillis suivant: un élément est une famille
(Aj)le de sous—ensembles de X vérifiant la condition

= N
Yied A = 1t

et 1'ordre est 1l'inclusion respective des sous-ensembles de méme indice.
Ceci nous introduit & la notion multiensembliste de base ou, mour J non
forcément complet on considdre les familles resnectant la condition moins

forte
Vii,ites g3 = SR

I1 n'y a plus d'isomorphisme, les deux poinis de vue divergent ~-sauf

sur [0 1] od ils ne sont pas départarés. Pour les constrauctions qui suivent
jtai choisi les multiensembles, mais une restriction déhypothéses nous
redonne & tout moment une étude vossible dans le langage des ensembles f{lus,

2= L'Episode des Tonos

A moinr d' entrevrendre wine construction aviomatique complite d'une
théorie des ensembles flous, la démarche % lanuelle on est amené consiste
32 partir des définitions précédentes pour nralonger la pénéralisation
jusqu'a obtenir une structure resrisentative de 1'idce de flou. Dane les
trois dernidres années, beaucoup ont tenté d'exnloiter la direction suivante:
la généralisation n'était pas donnée d'abord rais la but A atteindre, pour
lequel ensuite on adaptait les définitions, et ce but é¢tait de remnlacer
le topos des ensembles par un autre topos. De cuoi s'apit-il?

Def,.1l, Un topos est une catéroriefd :
i «~ finiment compléte
i1 ~ possédant des exvonentielles
iii- possédant un classificateur de gous—objets c

"finiment Sompléte" signifiant "complite nour les limites finies"; ii signi-
fiant pour deux objets X et Y l'exictence d'un objet XYet d'un morphisme
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et YxXY -4 X tel que pour tout morphisme f: Yx7 3% existe g1 4 2 ;-';Y

réalisant la commutativité du diagramme

Yex? —S%m X
(1‘.{,5) T et

YxZ

iii signifiant l'existence d'un morphisme we X _’C?'(oﬁ ﬁ-est Ytobjet
terminal defl) tel que tout sous-objet B> A est obtenu par un nullback

P

-
-—
f

o =<

Or Ens est un topos avec (¥= {0,1} et la classification des parties

de A var les diagrammes .
f — {1
4
-0
KA{ ’q
egst la traduction exacte du schéma (1) (diagramme 1). D'od 1'idée que
remplacer [0,1} par V guelconque reviendrait & changer le tovos.

Malheursusement Set. n'est pas un topos (3,12) d3s que V £ 50,1}.
Une idée alors est de trouver un aopos dont 3et. soit une sous-catégorie,
Pour illustirer ceci, prenons V= I Ps alors tout' ensemhle flou s'identifie
4 la famille de ses niveaux de flou ordonnfe en une série d'inclusions
canoniques

! c" L ]
ﬁo‘-)Al AE‘-P
De ce fait Set, est identifide & une sous—cat’gorie vleine de la catégorie
des ensembles Xiachroniques {6} ol les objets sont des familles de morohismes

A _—_’A —_')A "'_')..o
0 to 1 tl 2 t2
et les morphismes sont des familles de morohiemes fournissant des diagrammes

commutatifs
A, = A, ~—> A, — ,..

0 1 2
fol Tl T2l
B B B

P sae

Malheureusement cette catégorie nteat nas un tovos contrairement & ce
qutaffirme la littérature (elle ne posséde pas d'exponentielles); cenen-
dant elle possdde un classificateur de sous-objets.

Pour sasisfiare certains logiciens (recherche d'une internalisation
de la logigue, dans une optique intuitionniste) il aurait été bon aue
1' on obtienne un tonos —et aque § soit une algdbre de Heytine., Dans 1'on-
tique gu'on va voir, 1a seule nréfsence du classificateur de sous-objets
me paralt utile: id s'apit de l'internalisation du temng, s=eolon C.V.Nepoital7),
Cet anteur utilise unc telle notion nour une 2a=nrvoche floue de la théorie
deg systémes et de ltentirmisation . Maigd 1'idée de nrize en comnte dn



temps me semble renrésentde de fagon plus riche nar la notion de morphisme
géométrique (foncteur possédant un adjoint A gauche exactd gauche) comme
la présente F.W.Lawvere(5) en parlaht d'ensembles continfiment variables.
Nous verrons en fin d'étude une présentation des multiensembles comme
catégorie indexée, 01 ce concept vrond toute sa rénéralité.

[ .

La tentative de plongement décrite ci-~dessus s'est déroulfe de la
fagon suivantes Eytan, comme Stefanescu, modifient les morphismes mais
n'obtiennent pas un topos; la catégorie de Hiprs est un topos mais n'a
plus grand chose & voir avec les ensembles flous; la catégorie de Boyd,
généralisant le procédé montré plus haut avec les ensembles dlachroniques,
est la catégorie des nréfaisceaux sur V, "out cela me narait peu satis-
faisant car les catépories obtenues finissent p»r avoir veu de raoport
avec la problématioune floue. Cenendant Negoita et Stefanescu (9) semblent
se contenter d'un nlongement de Set 17 dans un tovoos {dont le classifi-
cateur de sous-~objets O n'est d'ailfgﬁrs pa; un €lément de SetrO 11) et
développent une théorie de l'optimisation dans les topos, !

*

3~ Les Multiemsembles

Comme dans les travauy décrite auw paragravhe vrécident, nous allons
modifier les d¢finitions classiques, Mais ce sera fait, non dans le but
de particulariser le conceot flou afin de le faire rentrer dans un moule
donné & priori (1la structure de topos), mais au contraire de le généraliser .
au maximum en abandonnant les hynothéses surerflues, C'est nourquoi lee
définitions gui suivent seront dtabord Aonndes sans traiter le probléme
de 1'existence., On irouvera en fin de paragravhe trnis conditions répondant
4 ce vrobléme, :

Soit donnée pour tout ce gui suit une catéporiefl, sous-catégorie de Ordl
{ensembles ordonnés avec olus grand élément 1, et morphismes dtordre),
finiment comvléte.Bn supvos~ra en fait cue ses objets ont un oroduit
inclus dans leur nroduit ensembliste, avec des vrojections surjectives,
L'essentieldes iddes floues riside dans:

Def,2. Un multiensernble A est une famille (Ai)jeJ dlensembles, ol Je[n/,

gatisfaisant 4 un encemble £ de conditions.

I contient toujours: . . s g
. (1) Yied VjeJ 153:}!&131&3 .

Une fois donnés 2 etX, on obtient ainsi une classe de multiensembles
gqu'on notera M. Un choix aporoprié donne pour Jf les ensembles, ou les
différentes d7finitions de {sous-)ensembles flous classiques. Le travail
de référence montre que les définitions gui suivent, daga ces choix parti-
culiers, soit cofncident avec celles déjd existantes, soit les génfralisent,

L'inclusion se définit nar
Ae D ojwe ﬂ(JA,JB) Vie Ty f5eB04)
Cn précise parfois w~-inclusion,notée A4 ¢ B. On en tire une relation d'égquiva-
lence AnB & (AcB et BcA) que nous é-tudieron dans un moment: c'est
la similitude, Une intersection d'une famille (A")k ¥ de multiensemhles
egt un multiensemble § tel que ¢ ’
YBedl (Yxek (Bcr®) @ Beo)
Une rfunion se définit en renversant les inclusions., Intersections comme
réunions, #i elles existent, forment des classes de similitude, On dFfinit
de facon samblable des Id-intersections {en prenant partout des Id-inclusions)
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pour des multiensembles de méme ‘chelle J associée,

Pour insatisfaisante qu'elle soit car tron netie et assez arbitraire,
gardons dans oette étude la d¢finitioh floue des singletons:

5 = [x}‘? e (S )y O Sp=fx} sik@, 8 =g sinon,

avec le définition d'un élément (x,j) de A par {x}giqua. On dira qu'un

multiensemble A est défini en extension nar une famille } de J=singletonsa,
et on dorira A = [(x,3)] jey s lorsque A est 1'Id-intersection des
multiensembles Id-conten ﬁ% tous les singletons de . On peut alors
caractériser une ®-inclusion A qB par 1l'w-inclusion de tous les €léments
de ‘4 dans B, Notons qu'il y a toujours un nrobléme d'existence. On peut
ausgl définir un preduit par

AxBaw= [((‘ny)y(-]!k))]{x}ac#‘: et {y}kCHB

et une r-relation de A vers B comme une partie RcrAxB.

Afin d'effect%er des restrictiong de relations, définissons siw!fKJ,JB)
le multiensemble B = (§w(j))je 5 et sium[l(Jﬁ J) le multiensemble

A= (.Y 1) ’
w  Cw(iRk “i'ked
ensembles, Ceci vwermet alors dea définir la restriction d'une r—relation
Rcr_AxB 4 des Id-parties A' de & et B' de B comme &tant ,

] ]
IF‘ nId A'xB

si tant est gue soient ainsi d&finis de vrais multi-

Considérer des restriotions A deux singletons rnous econduit & la notion
d'éléments en relation: on peut obtenir une définition assez naturelle
de relation d'éguivalence var exemple. Considérer la restriction 4 un
singleton de A (et & B tout entier) permet d'anneler application de A
dans B toute relation dont toutes ces restrictions sont des singletons:
on associe alors A4 tout esingleton S de A une image R(S),singleton de B,

Touten les constructions nrécédentes sont valables sous les seules
hypoth#ses suivantes:s La condition de "stabilité de Msousn (§2£y dit
aue toutes les familles de la forme A ou ¥ sont dans 3 la condition TN
dit oune oﬂest gtable pour les Id-intersections; la condition SING dit
que tous les singletons sont dansM. On trouve d'asser nombreux choix
(N,E) pour lesquels ces conditions sont satisfaites,

4- Agrégata

Nous avons vu la relation de similitude, Aw3B consgistant en leur
inclusion réciproque. Un agrégat est une classe de similitude &= [AJ.
Si dane la présentation des multiensembles, la multinlicité des échelles [
permettait d'associer & chacue objet d'‘tude une fchelle adantée, 1"idfe
est ici de prendre en comnte la multinlicitd des subjectivités: une échelle
est en fait adantée au counle (sujet,objet), =t le nascagre {4 une clacse
d'équivalence dégare une réalité objective de son ohuervetlion subjective,
Les définitions suivantes, o «=[}], p:[EJ, szﬁj sont de bons nnssapes

au quotient
wePé& Ael
wnfd = [c] {pour une intersection C de A4 et B)
“up = CJ ( nonoonon miamden. ftOW onon )
P relation dewa versfBes R relation de A vers R

Le problédme des applications est beaucoup nlus ardu, Notons que
dane la notion d'avnlication multiensembliste intervient le morphisme

tel que RcrﬁxB. On est donc amené A préci: fr est une (A,B,R,r)—relation.
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¥ais pour définir une application 1§ il fandrnit aue "R est une avnnlication”
pagge au quotient, Or c'ezt faux en g néral, je ne 1l'ai obtenu que sous

une ocondition EXT & vneu nrés irrfalisable en pratique, portant sur les '
singletons. Ceci me conforte dans 1'idée que les définitions de ceux-ci

sont & revoir, D'autant nlus que méme la condition VXT, si elle perwnet

le passage au quotient, ne permet »as de définir une composition des
anplications. -

5= Cag ol f) est Finiment Cocomnlites Catégorie Indexée

On peut trouver des cas ol {1 soit A& la fois finiment compléte et
finiment ococompléte. Un exemple en est la catéporie iles: algébres de Heyting
complédtes, important car il contient la plupart des annlications pratiques
qui ont été faites, tout en répondant i bien des nréoccupations logiques,
et pour leauel les produits et covroduits ne sont autres gme les produits
ensemblistes, Notoyis d'ailleurs que pour cet exemple, si ¥ = {(1)} ou
)y ={n<c Ty Ax .—.kQK Ay }, sont vér}fiées 510, SPN, et SING, donc

toutes les constructions des multiensembles et des agrégats (sauf les
applications) sont rossibles,

Sur la catégorie.ﬂpp oul est finiment comnléte, on peut définir la
notion de ocatégorie indexée (10)6 c'est-i~dire la donnéey
-pour tout Iehl Pl dtune catéporie A
J

-pour tout we.NCP(J,I) d'un foncteur o s Al >
. .

avec - IdI = IdAI

) - (xap)* = plod™
Or on voit facilement que ces conditions sent vfrifi‘es en prenint pour
Al 12 catégorie des I-ensembles et des Id ~applications, pour lesquelles
on définit une comwosition naturelle.(les produits sont ici remplacés
var Ax;B = (AixBiJif I). Pour tout e NP(J,I), c'ent-A-dire wo=w: I 9 J,

nous posons & (4) = A et Fr) = b,

Nous voyons donc, au moment de conclure cesttr étuce,apparaltre une
structure., Celle-ci n'était pas recherchée 3 vriori, elle vient en guelaue
sorte en prime du travail de simnle pgénéralisation effectué, ¥oins ¢tudife
que celle de toros, elle n'est pas dfpourvue d'intérdt, vis-d-vis de la
problématioune . floue, Sur la plzn dea métho”rs, elle fournit un procédé
tyrinue, ce qui justement faisait défaut Jjuseu'ici: il s'agit de la locali-
sation, réglant le passagerécinroguec entre obuervation particulidre et
connaissancesénérale. Sur le nlan des concents, elle renouvelle 1'idée
de C,V.Negoita que le flou permet ltinternalicsation du tempe. Il existe
en effet dans les catépgories indexfes une péniralisation de 1la notion de
morphisme géomAtriaue rrice 3 un thfordme du foncteur adjoint, qui #tablit
l1'équivalence nour un foncteur inirxé d'&tre continu (respect des limites)
ou de possider un adijoint 4 gauche, On rejoint finalement la notion d'ensem—
bles continfiment variahles,
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