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Résumé

L'étude de la structure physique des élastoméres chargés nous permet d'identifier les variables d'état nécessaires a la
modélisation thermodynamique des élastomeres. Nous construisons alors un potentiel thermodynamique (écrit en grandes
déformations et en 3D) qui rend compte de la non linéarité du comportement, de I'hystérésis indépendant du temps et
de la vitesse de chargement, de I'effet Mullins, ce sans introduire de I'endommagement. Le modéle peut étre couplé
a I'endommagement pour le calcul des conditions de ruines sous chargement monotone ou dePatigwier cet
article: S. Cantournet, R. Desmorat, C. R. Mecanique 331 (2003).
0 2003 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Thermodynamics modelling of internal friction and hysteresis of elastomers. The study of the physical structure of
filled elastomers makes us able to identify the state variables needed to model the behavior of elastomeric materials. We build
a thermodynamics potential (written for finite strains and in 3D) which accounts for the nonlinearity of the behavior, for a
hysteresis independent of the time and of the loading rate and for Mullins effect, this without introducing damage. The model
can be coupled with damage to predict the crack initiation conditions under monotonic and/or cyclic [daditethisarticle:
S. Cantournet, R. Desmorat, C. R. Mecanique 331 (2003).
0 2003 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. All rights reserved.
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Abridged English version

Several studies propose to model hysteresis of elastomeric materials by introducing viscosity [1] or damage [2]
or both of them. However, the study of the micro-structure of elastomeric materials [3—-5] allows one to highlight
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the existence of a time independent hysteresis and then of a nonviscous internal friction. Several models for the
representation of hysteresis loops have been proposed in small deformations [6—8], and their common expression
for the thermodynamics potentiel has the general form (1) function of states varables$s which represent
respectively the internal sliding and the inelastic deformation of the material due to friction.

To model the hysteresis and the non viscous internal friction in the framework of large deformations, the idea is
to split the free energy into three terms: an endigyof a hyperelastic type, function of transformation gradient
F, an energy- of a hyperelastic type with inelastic deformatigrand an energy stored into the matetigl due

to friction and function of the internal slip. The variablex, represents both the solid friction between the long
macromolecular chains and the friction between the macromolecular chains and the filler reinforcing particules
leading to Mullins effect [9]. The proposed thermodynamics potepiigl is written in its Lagrange form (2)

as a function of the Green—Lagrange strain ters@associated variable with the second Piola—Kirchhoff stress
tensorS). The state variables are the following couples; E), (=582, B) and (X, a). The states laws (3)—(5)

classically derive from the thermodynamics potential; they define the variable associated agitthe residual
micro-stress due to frictio® . The expressions for the potentialy and W» are chosen according to the existing
models such as Mooney’s [10], Hart—Smith’s [11] (or others). For simplicity the energy dévisis/expressed as
a function of/1 and of the trace of (6), the dependency d-terms being taken into account withi#; .

The evolution laws (8), written thanks to the concept of standard generalized materials [12], are derived from
a sliding criterion functionf written in terms of the stres$,; and of the residual micro-stres& The model is
non associed when a non vanishingnaterial parameters accounting for nonlinear sliding is considered. The final
evolution laws (9) forX is similar to Armonstrong—Frederick law for the back stress in standard plasticity. The

multiplier of friction /1 is calculated by means of the consistency conditioa 0 and / = 0 (Eq. (10)). Finally it
can be checked that the intrinsic dissipati®e= S : E — pp+ remains always positive.

Fig. 1 represents the response of the model to cyclic uniaxial loading with vanishing minimum applied
displacement. The model response with a Harth—Smith defigity12) compares well with the experimental
results. The identification of the material parameters is made on case (a) of a cyclic loading with maximum applied
elongatiom. = 4: h1 = 0.71 MPa,h2 = 0.0 MPa,h3 = 500,C29 = 0.14 MPa,C, = 0.93 MPa,o; = 1.16 MPa and
y = 0.57. As for nonlinear kinematic hardening in plasticity, the nonlinear evolution law (9) wiZh0 models
the stress softening up to cycle stabilization. To consider the linear evolutionylawd] leads to a stabilization at
the first cycle and to no stress softening.

To conclude, the introduction of viscosity or damage is not necessary to model hysteresis and stress softening
(Mullins effect) of elastomeric materials. The proposed formulation is 3D and allows for FE computations of
structures under complex loading. An adequate way to derive crack initiation conditions under monotonic and/or
cyclic loading will be to use Continuum Damage Mechanics [14] and to model both monotonic and fatigue damage
by the introduction of a multiplicative factor-1 D within the expressions d¥/; andW> (D is the damage variable),
by the consideration of the damage evolution law (13), (14) witnda two material parameters.

1. Introduction

Le comportement cyclique des élastoméres exhibe des boucles d’hystérésis accentuées par I'adjonction de
charges renforcantes. D’un point de vue phénoménologique, le comportement de ces matériaux est modélisé soit
par un comportement viscoélastique [1] soit a I'aide d’une variable d’endommagement[2] soit par le couplage des
deux approches. Cependant, I'étude de la structure physique des élastomeéres [3-5] permet de mettre en évidence
I'existence d’'un hystérésis et d’un frottement interne non visqueux important. Nous proposons ici un modéle
original (qui pourra étre couplé & la viscoélasticité) décrivant le frottement interne et les boucles d’hystérésis en
grandes déformations et ce dans un cadre thermodynamique tridimensionnel.
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2. Potentiel thermodynamique et loisd’ états

Différents modeles ont été proposés pour rendre compte des boucles d’hystérésis dues au frottement interne
dans les matériaux composites [6] ou dans le béton [7] et [8]. L'expression de leur énergie libre peut se mettre sous
la forme générale suivante (écrite ici en unidimensionsmglest I'énergie libre de Helmoltz etla déformation) :

oY = A18% 4 Ag(e — )% + Aza? (1)

ol « et B sont des variables internes représentant respectivement le glissement interne da a la présence de micro-
fissures et la déformation inélastisque du matériau. Pour ces modéles, les coeffigiefits A3 sont fonctions
d’une variable d’endommagement et le terigr? représente I'énergie stockée au sein de I'élément de volume
par micro-glissements multiples le long des lévres des micro-fissures. Ces glissements sont rendus permanents
par I'existence d’un domaine d’adhérence par frottement et par I'existence d’un champ auto-équilibré de micro-
contraintes résiduelles.

Pour les élastomeres, le formalisme en grandes déformations doit étre utilisé. De maniére similaire a (1), I'idée
est de décomposer le potentiel thermodynamique, écrit sous sa forme Lagrangi¢nea trois termes :

— une énergie de type hyperélastidiig,

— une énergie de type hyperélastidig avec déformation inélastique notge

— I'énergie stokée par glissememy écrite sous forme quadratique, définissant ainsi la variable «glissement
interne ». Cette variable représente le glissement avec frottement entre les longues chaines macromolécu-
laires, le glissement des chaines liées sur les particules de charges renforgantes et le glissement entre les
particules de charges [9]. Soit donc :

1
poy = Wi(E) + Wa(E~f) +5Cra ©

Les variables d'état sont les couples E), second tenseur de Piola—Kirchhoff associé a la déformation de Green
Lagrange(—S2, B) et(X, o). Cx est un parameétre « matériau ». Les lois d’état dérivent classiquement du potentiel

thermodynamique,

oWy oWs
S = —+4+— 3
= OE + IE 3)
IWy  aW»
So=—F=— 4
22 08 OE (4)
X =Cra (5)

Elles définissent la contraint§, et la contrainte résiduell&. Le tenseur des contraintes est en fait la somme
S = 81+ S ol 1 représente la contrainte moyenne des chaines subissant peu de frottement (comportement
hyperélastique) E_z la contrainte moyenne des chaines subissant du frottement (existence d’une partie inélastique).

L’expression de la densité d’énergig sera déterminée a partir des modéles existants (Mooney [10], Hart—Smith
[11] ou autres), fonction pour les matériaux isotropes des invariants princlpalpet I3 du tenseurs de dilatations
C = FF'. Pour la densité d'énergi&,, I'idée est d’obtenir qu’'g donnéW, demeure une fonction des invariants

de C. Le choix introduisant le minimum de paramétres « matériau» est alors une densité d’énergie quadratique,
fonction du premier invariany seulement, qui correspond au second terme du développementde Mooney-Rivlin:

W2 =4C2o(tr(E — ))” = Cao(ly — 211 — 3 (6)

La dépendance eh est supposée étre décrite par un choix appropri@gdet Coo (paramétre « matériau »).



268 S Cantournet, R. Desmorat / C. R. Mecanique 331 (2003) 265-270

3. Loisd’évolution pour le frottement interne

Les lois d'évolution des variables internés= {8, a} sont écrites dans le cadre des matériaux standards
généralisés [12]. On définit un seuil de frottementhomogéne a une contrainte et une fonction critgre
[S2 — X|I — o avec||S2 — X|| = \/(&—é) : (S2 — X) de sorte que :

— lorsquef < 0 il n'y a pas de frottement interne (pas d'irréversibilité) ; le comportement est purement hyper-
élastique, .
— le frottement interne est gouverné par la condition de consistare et f = 0.

Afin de modéliser I'adoucissement cyclique des boucles d’hystérésis, un paramétre supplémentairestoté
introduit. Les lois de normalité sont alors écrites non pas sur la fonction gemibis sur le potentigf défini par :

14
F= XX 7
e XX ™

Le modele proposé est alors non associé. Un multiplicateur de frottgimestt introduit et les lois d’évolution
s'écrivent :Viy = —1d F'/d A, soitici avecV = {8, a} etA = {—S2, X} :

. So—X
B=pn——-,
= 152 = XI

G=p——Xp (8)

Y
Cy
De la premiére relation, on déduit qygidr = [ ||§|| dr est une mesure du glissement cumulé. Couplée a la

loi d’état (5), la seconde relation définit une évolution des micro-contraiitgeuvernée par la déformation
inélastiques -

X=Cp-vXIBI (9)

avec terme de rapp@l)zfnén. Cette forme s’apparente a la loi d’Armstrong—Frederick pour les métaux.
Le multiplicateur de frottement se calcule par la condition de consistgre® et f = 0 soit :

Q:Sz Sz—
1l=——= _ avecn=—-— 10
e —vnx =7 52— XI (10)

Le modeéle est non associé lorsque le paramétst non nul, anticipant I'exemple du Paragraphe 4, notons dés a
présent que :

— le modele associg = 0 suffit pour reproduire les boucles d’hystérésis observées en traction cyclique. Dans ce
cas les variableg et 8 sont égales et traduisent toutes les deux le glissement interne,

— considérey # 0 permet de rendre compte de I'adoucissement cyclique du matériau (effet Mullins). Dans ce
cas les variableg et,B ont des valeurs différenteg,étant alors une mesure «statique » du glissement interne

définie viaw; = 2Cxa o, et,B étant la mesure «d’évolution» de ce méme gIlssemen)Bwaa +yan
(Eq. (8)).

Finalement il est aisé de veérifier la positivité de la dissipation intrinseQue S : g — poyr & partir de la
considération des lois d’état (3)—(5) et d’évolution (8) :

D= 1B+ & x:x) >0 (1)
= C, ==
et de conclure que la dissipation est positive pour tous chargements, y compris les chargements cycliques et/ou non
proportionnels.
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Fig. 1. Traction uniaxiale (SBR renforcé a la silice [13]).
Fig. 1. Uniaxial extension (SBR silicia filled rubber).

4. Repreésentationsdesbouclesd’ hystérésis

Sur la Fig. 1 sont tracés les cycles en traction cycligue uniaxiale & déplacements imposés (déplacements
minimum nuls). La réponse du modéle avec une dengitée type Harth—Smith

W1= h1/exp(h3(11 —3)?)dn — 3hzln(l—32) (12)

est comparée aux résultats expérimentaux obtenus pour un SBR chargé. Lidentification des parametres
caractéristiques du matériau utilisés est effectuée sur le cas (a) de cycles jusqu’al'élongadioh; = 1,6 MPa,
hp = 0,28 MPa,h3 =5 x 1074, Cp0 = 0,14 MPa,C, = 0,93 MPa,o; = 1,16 MPa ety = 0,57. Le cas de
chargement (b) est ensuite calculé et les résultats comparés avec succes aux résultats expérimentaux, les petits
cycles étant correctement reproduits.

Comme pour I'écrouissage cinématique des métaux, considérer la loi d’évolution non linéaire (9);a@c
permet de rendre compte de I'adoucissement cyclique observé jusqu’a stabilisation des cycles. Considérer une loi
linéaire (» = 0) conduit a une stabilisation des le premier cycle et a aucun adoucissement cyclique.

5. Conclusion

La formulation proposée permet de modéliser les boucles d’hystérésis des élastoméres dans un cadre
thermodynamique 3D. La présente étude permet de conclure que, contrairement aux idées regues il n'est
pas nécessaire d'introduire une viscosité ou un endommagement pour modéliser ces boucles ainsi que leur
adoucissement cyclique (effet Mullins). Le modeéle permet le calcul de la réponse d’'un matériau ou d’'une structure
a tout type de chargement. Une application industrielle est le calcul de I'amortissement de structures composites
acier-élastomeére.

Enfin, le modéle peut facilement étre couplé a 'endommagement pour le calcul des conditions de ruines pour
une structure soumise a un chargement quelconque :

— en introduisant un terme multiplicatif-1 D dans les expressions & et W» de sorte que
oW+ W,
_y=211T e (13)
aD
soit la variable associée a 'endommagenient

— en considérant la loi d’évolution de I'endommagement

D= (%)angn (14)

qui est une extension de la loi de Lemaitre [14] aeeta deux paramétres « matériau ».
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