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Résumé.  Une formulation de I’endommagement anisotrope est établie dans le cadre du principe
d’équivalence en déformation. La variable d’endommagement est toujours liée a la
densité surfacique des micro-fissures et micro-cavités et est représentée par un tenseur
du second ordre. Le couplage de I’endommagement avec 1’élasticité est écrit tensoriel-
lement sur la partie déviatorique et scalairement par sa trace sur la partie hydrostatique.
La loi d’évolution est une extension de la loi classique d’endommagement isotrope ou,
cette fois, le tenseur taux d’endommagement est proportionnel a la valeur absolue du
tenseur vitesse de déformation plastique en valeurs principales et fonction non linéaire
de la densité d’énergie élastique. Elle n’introduit pas de paramétre matériau supplé-
mentaire. Plusieurs séries d’expériences valident cette théorie. © 1999 Académie des
sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS
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Evolution law for anisotropic damage

Abstract. A formulation for anisotropic damage is established in the framework of the principle
of strain equivalence. The damage variable is still related to the surface density of
microcracks and microvoids, and, as its evolution is governed by the plastic strain, it is
represented by a second-order tensor and is orthotropic. The coupling of damage with
elasticity is expressed in tensor form on the deviatoric part of the stress tensor and in
scalar form by its trace on the hydrostatic part. The kinetic law of damage evolution is
an extension of the isotropic case. Here the principal components of the damage rate
tensor are proportional to the absolute value of the principal components of the plastic
strain rate tensor. The proposed damage evolution law does not introduce any other
material parameter. Several series of experiments give a good validation of this theory.
© 1999 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS
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Abridged English Version

The formulation of anisotropic damage is already a long story with several theories not completely
satisfactory. The difficulty is to formulate the coupling between elasticity and damage in the framework
of an elastic potential [1]. In case of damage represented by a second-order tensor [2], there is as yet
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no direct application of the principle of strain equivalence, as for the isotropic case. Replacing this
principle by an energetic equivalence solves the mathematical problem [3-6], but the physical
definition of the damage as the surface density of microvoids or microcavities is lost.

This incompatibility between the physics and the thermodynamics does not arise if two damage
variables are introduced for two mechanisms, as in composite materials damaged by either delamina-
tion and matrix cracking [7]. For monolithic materials we consider only one damage mechanism, but
we keep the partition of the Gibbs energy into two parts (equation (2)): the part due to the deviatoric
stress is affected by the tensorial damage D, and the part due to the hydrostatic stress is affected by
a function of the damage (equation (1)) taken as the trace of D multiplied by a new material
dependent coefficient 5. The elasticity law is then given by (3) with the definition of the effective
stress (3).

As for the isotropic case, evaluation of the damage is possible by means of the measurements of the
change in the elasticity modulus [8] and the contraction coefficients defined by E; = g /e,
Vi = —€5 /€5, V15 = —€ /€. The corresponding equations for the case of a plane sheet of material
are (5)—(6) and (4) for the coefficient #.

A kinetic law of evolution is proposed as the generalisation of the isotropic law (7) of continuous
damage [1]. It is derived from the potential of dissipation (8) and written (9) as a function of the strain

energy density release rate ¥ = %E,-jk, €;; €5 Its main property is that the principal directions of the
damage rate coincide with those of the plastic strain rate observed in experiments. Note that |€|
means the absolute value of the principal values. The damage threshold p,, and the critical value of
the damage for a mesocrack initiation are defined in accordance with the principle of strain
equivalence as a specific value D, of the maximum principal value of D.

Some verifications concern the experiments of references [3, 4, 10], and new experiments in which
a ductile damage has been induced in plane tension for which €5, = 0. The elasticity modulus and the
contraction coefficient changes have been measured in the directions 0 and 90 degrees relative to the
direction of the tension. Figure 1 shows an example of results where it is seen that the coefficient of
hydrostatic sensiblity to damage # may be considered as a constant (7 = 2.6 for AU4G T4). Figure 2
shows that for the five sets of experiments, the prediction D; = 2D, from the constitutive law in
uniaxial tension, due to |ef,| = 2|eb,|, is well fitted (except for copper!), considering the low
accuracy of this kind of experiment. For the case of plane tension, figure 3 shows the predictions
concerning the elasticity modulus and the contraction coefficients by the law (9) identified for the
material SOLDUR 355 compared to the experimental results (pp, = 2.5 %, s =4, S = 0.57 MPa with
E =230 GPa, v=0.3, ¢, =474 MPa, n = 2.8). Here again, considering the high discrepency of the
test results, the agreement is satisfactory.

As the identification of the damage evolution law consists in the determination of the same material
parameters S, s, p;, and D, as for the isotropic case (the anisotropic character being given by the
plastic strain rate), the proposed law (9) is considered (at least by the authors!) as a usefull one.

1. Introduction

L’extension de la théorie de I’endommagement isotrope a I’anisotropie présente une difficulté dans
I’écriture du couplage de I’endommagement avec 1’élasticité. Dans le cas d’un endommagement
isotrope représenté par la variable scalaire D, la notion de contrainte effective associée au principe
d’équivalence en déformation, &; = o, /(1 — D) = E, €}, pour I’élasticité, résout le probléeme [1].

1232



Loi d’évolution de I'endommagement anisotrope

On considere ici un tenseur du second ordre D [2]. Dans ces conditions, la généralisation directe des
deux précédentes notions ne conduit pas nécessairement a 1’existence d’un potentiel €lastique [3].

Remplacer I’équivalence en déformation par une équivalence en énergie élastique [3] est une voie
qui a été largement suivie [4-6]. Elle résout le probléeme du potentiel élastique, mais elle fait perdre la
définition physique de 1’endommagement.

2. Potentiel élastique

Ce probléme d’incompatibilité entre la physique et la thermodynamique ne se pose pas si I’on
introduit deux variables d’endommagement correspondant 2 deux mécanismes physiques [7]. Le
potentiel élastique écrit sous la forme de I’énergie de Gibbs est décomposé en sa partie d’origine
déviatorique, affectée de la variable tensorielle d’endommagement D, et sa partie d’origine hydrosta-
tique affectée par une autre variable d’endommagement dy. Pour les matériaux monolithiques, on ne
considére ici qu’un seul mécanisme physique d’endommagement, représenté par la seule variable D.
Le couplage hydrostatique est une fonction linéaire de l1a trace de D :

1
dy =nDy, Dy= 3 Dy M

E et v étant le module d”Young et le coefficient de Poisson du matériau élastique linéaire isotrope,
vierge de tout dommage, af-; = g; — oy 0, le déviateur du tenseur des contraintes et o5 =0, /3 la
contrainte hydrostatique. L’énergie de Gibbs est écrite sous la forme suivante :

2
1+ D p, 3(1-2v) Oj _ nY
py* = E Hjoj Hy oy + E 1-#Dy H=(1-D) 2 (2)

ou 7 est un coefficient qu’il est nécessaire d’introduire pour représenter correctement les résultats ex-
périmentaux concernant les variations du coefficient de contraction. Il dépend des matériaux en tra-
duisant leur sensibilité a la contrainte hydrostatique. La loi d’élasticité dérive du potentiel de Gibbs :

e_ W _14+v. v . D Oy
e,-j—pglaLij— E ij—'EO'kk‘sij, Uij—(HikUlezj)D"‘j_—dHéij 3)

Elle introduit naturellement la notion de contrainte effective symétrique indépendante des parametres
élastiques qui peut étre utilisée pour le couplage avec la plasticité.

3. Mesure de I’endommagement

Comme dans le cas isotrope, il est possible de déterminer les valeurs des composantes de 1’endomma-
gement & partir des variations des caractéristiques élastiques [8]. Si une traction simple est appliquée dans
la direction 1 d’un volume élémentaire représentatif préalablement endommagé dans le repére d’ortho-
tropie ( xy, X;, X3 ), le module d’élasticité endommagé dans la direction 1 et les coefficients de contrac-
tion associés (définis par E, = o, /e$, 7}, = — €5 /€%, ¥;5 = —€5 /e%) s’expriment en fonction de E, v, 7 et
D,, D,, D;. En répétant 1’ opération pour les directions 2 et 3, on obtient neuf équations pour détermi-
ner les trois composantes de I’endommagement D,, D,, D et le coefficient #. Dans la pratique, il n’est
généralement pas possible de réaliser trois éprouvettes dans trois directions orthogonales, mais on
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voit que quatre mesures suffisent si 1’on connait les directions d’orthotropie. Pour le cas d’une tole
plane endommagée ou seules les directions 1 et 2 sont accessibles & la traction, on a :

o E1-2y
da=nDy=1-F 125 “)
E, . ETT L E

B N N é L+
Avec I'hypothése d’un endommagement de traction suivant la direction x;, D; et D, sont déterminés

par (5)—(6), Dy = D, et Dy = (D, + 2D, )/3. L’équation (4) permet d’identifier le coefficient #.

4. Loi cinétique d’évolution

Dans le cadre des matériaux standard généralisés, on peut formuler une loi qui généralise la loi
d’évolution de I’endommagement isotrope pour lequel D; = Dy, n=1:

- (1

3 o . . RN
Y= %EijuEizEfj est le taux de restitution de densité d’énergic, p = (%eﬁ} eé}) est le taux de
déformation plastique cumulée, S et s sont deux parametres caractéristiques de chaque matériau.

Dans le cas anisotrope, le potentiel de dissipation est choisi de la forme :
de?

F=f+(z(§§e—)>sﬂv'37

ou f=(6-X),—~R~—o, est la fonction de charge de plasticit¢ de von Mises couplée aux
écrouissages cinématique X et isotrope R (variables associées « et r), dont dérive la loi de plasticité
couplée A I’endommagement et le multiplicateur plastique 4 = 7 par la condition de consistance
f=0. La loi d’évolution de I’endommagement est obtenue en écrivant Dij = 19F/o Y; soit :

®)

i

b= (%) 1e, ©)
FoNS/ 1E 1y

la valeur absolue jouant sur les valeurs principales de €”. Les directions principales du taux d’endom-
magement coincident avec celles du taux de déformation plastique, ce qui est conforme aux observa-
tions expérimentales d’un endommagement gouverné par la plasticité. Il faut ajouter a cette loi un
seuil d’endommagement pp, li€ a I’énergie stockée [1, 9], I’endommagement critique D, = sup | D;; n;]
défini, en accord avec le principe d’équivalence en déformation, par la norme du vecteur endomma-
gement D;; n; représentant la densité surfacique de défauts dans le plan de normale n.

5. Quelques vérifications

Cing séries de résultats expérimentaux ont été utilisées pour vérifier que 1’endommagement mesuré
était conforme & la loi d’évolution proposée et pour montrer que le coefficient d’endommagement
hydrostatique # pouvait bien étre considéré comme constant.
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Il s’agit d’expériences de traction induisant un endommagement ductile au cours desquelles les
évolutions du module d’élasticité E et du coefficient de contraction ¥ ont été mesurées. Les matériaux
concernés sont un alliage 1éger AU4G T4 [3], un cuivre CUAL1 [3], un acier XC 38 [10], un alliage
1éger 2024 T3 [4], un acier SOLDUR 355. Deux mesures E, et #;, ne suffisent évidemment pas pour
identifier les composantes principales du tenseur d’endommagement D,, D,, D, et le coefficient #.
Mais on peut profiter de la symétrie de ’essai de traction supposé dans la direction 1 pour écrire
D, = D, et utiliser les approximations (5)—(6).

Enfin, # est déterminé par la pente de la meilleure droite lissant les points expérimentaux du
graphe dy; fonction de Dy conformément a 1’équation (4). A titre d’exemple, la figure I montre
I'évolution de D; et de D, et la valeur de n déterminées d’aprés les données expérimentales
concernant I’ AU4G T4.

03 T T
0.2 L T T T AU4G T4
D, AU4G T4
s dH 0.2 N
D. D
0 ! \
........ 0.1F / nDn 4
L Y i m =2.6)
D172 /
0 1 3 1 1 ] 0 1 1
0 0.15 0.3 0 0.04 0.08 0.12
g D, '

Figure 1. Evolution des endommagements et détermination du coefficient d’endommagement hydrostatique 7.

Figure 1. Evolution of the damages and determination of the hydrostatic damage coefficient n.

La figure 2 montre que la plupart des essais (sauf le cuivre !) vérifient D; = 2D, en traction simple,
ce qui est précisément le résultat donné par la loi d’évolution de I’endommagement proposée. On
peut encore confronter la loi (9) a une autre série d’expériences ou, cette fois, le module d’élasticité
et le coefficient de contraction d’une éprouvette endommagée en traction plane ont ét¢ mesurés dans
les directions & 0° et 90° par rapport au repére principal de déformation plastique ou d’endomma-

03 T T T T T
- AU4AG T4
-+ Cu =
-a XC38
-0 2024 |
0.2F _ s Soldur 355 P
. — =D, /2
Figure 2. Corrélation entre Dy et D,. D, D2=D ) 4
. .
Figure 2. Correlation between D; and D;. 0.1 v " .
i RSl
g1t Lt ae- 7
x .- -
0 war=t L 1 i
0.1 D 02 0.3
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Module Es (MPa) Module Ez (MPa) Viz
250 ———r 250 ».___.__~;.\ 04— —
2of e 200¢ c 1 03 : c ]
150 b E 150 F —_\
02r 1

100 f . 1 100 | .

eoe Points cxpérimentaux eos Points expérimentaux 0.1 2¢¢ Points expérimentaux l
50— Simulation b 50 L— Simulation — Simulation

° RO ° PR P A S .
0 0.04 0.08 0.12 0 0.04 0.08 012 0 0.04 0.08 0.12
€P eP I

Figure 3. Modules d’élasticité (mesurés et calculés) « endommagés » lors d’une traction plane dans la direction 1
(g, = diag [€,, 0, — €,1).

Figure 3. Elasticity modulus (measured and calculated) damaged by a plane tension test.

gement. La figure 3 montre un exemple de confrontation entre les modules d’élasticité et coefficients
de Poisson mesurés et calculés d’aprés la loi d’endommagement préalablement identifiée pour 1’acier
SOLDUR 355 considéré comme parfaitement plastique endommageable pour p 2 p,, soit:
Pp=25%, s=4, §=0,57 MPa avec E=230GPa, v=0,3, o,=474 MPa, n =2,8. Malgré la
dispersion des mesures, on peut considérer que la confrontation est satisfaisante, au moins qualita-
tivement.

6. Conclusion

On dispose donc d’une théorie de I’endommagement anisotrope qui permet 1’écriture correcte du
couplage avec I’élasticité et la plasticité dans le cadre du principe d’équivalence en déformation. La
contrainte effective associée, symétrique, indépendante des paramétres élastiques, dérive naturellement
du potentiel thermodynamique.

La loi d’évolution de I’endommagement s’écrit simplement en fonction de la déformation plastique
puisque le taux Q est proportionnel & |¢”| en valeurs principales au travers de 1’énergie €lastique,
fonction scalaire de la déformation élastique.

De plus, I'identification des paramétres caractéristiques des matériaux se fait par une procédure
identique a celle de la loi isotrope.
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