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R&urn& Une formulation de l’endommagement anisotrope est Ctablie dans le cadre du principe 
d’equivalence en deformation. La variable d’endommagement est toujours like a la 
densite surfacique des micro-fissures et micro-cavites et est represende par un tenseur 
du second ordre. Le couplage de l’endommagement avec l’tlasticite est Ccrit tensoriel- 
lement sur la partie deviatorique et scalairement par sa trace sur la partie hydrostatique. 
La loi d’evolution est une extension de la loi classique d’endommagement isotrope oti, 
cette fois, le tenseur taux d’endommagement est proportionnel a la valeur absolue du 
tenseur vitesse de deformation plastique en valeurs principales et fonction non lineaire 
de la densite d’energie Clastique. Elle n’introduit pas de parambtre materiau supple- 
mentaire. Plusieurs series d’experiences valident cette theotie. 0 1999 Academic des 
scienceskditions scientifiques et medicales Elsevier SAS 

endommagement / anisotropie / contrainte effective 

Evolution law for anisotropic damage 

Abstract. A formulation for anisotropic damage is established in the framework of the principle 
of strain equivalence. The damage variable is still related to the surface density of 
microcracks and microvoids, and, as its evolution is governed by the plastic strain, it is 
represented by a second-order tensor and is orthotropic. The coupling of damage with 
elasticity is expressed in tensor form on the deviatoric part of the stress tensor and in 
scalar form by its trace on the hydrostatic part. The kinetic law of damage evolution is 
an extension of the isotropic case. Here the principal components of the damage rate 
tensor are proportional to the absolute value of the principal components of the plastic 
strain rate tensor The proposed damage evolution law does not introduce any other 
material parameter Several series of experiments give a good validation of this theory. 
0 1999 Academic des sciences/t?ditions scientijiques et medicales Elsevier SAS 

damage / anisotropy / effective stress 

Abridged English Version 

The formulation of anisotropic damage is already a long story with several theories not completely 
satisfactory. The difficulty is to formulate the coupling between elasticity and damage in the framework 
of an elastic potential [l]. In case of damage represented by a second-order tensor [2], there is as yet 

Note prbsentke par Georges DUVAUT. 
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no direct application of the principle of strain equivalence, as for the isotropic case. Replacing this 
principle by an energetic equivalence solves the mathematical problem [3-6], but the physical 
definition of the damage as the surface density of microvoids or microcavities is lost. 

This incompatibility between the physics and the thermodynamics does not arise if two damage 
variables are introduced for two mechanisms, as in composite materials damaged by either delamina- 
tion and matrix cracking [7]. For monolithic materials we consider only one damage mechanism, but 
we keep the partition of the Gibbs energy into two parts (equation (2)): the part due to the deviatoric 
stress is affected by the tensorial damage L>, and the part due to the hydrostatic stress is affected by 
a function of the damage (equation (1)) taken as the trace of D multiplied by a new material 
dependent coefftcient 4. The elasticity law is then given by (3) w>h the definition of the effective 
stress (3). 

As for the isotropic case, evaluation of the damage is possible by means of the measurements of the 
change in the elasticity modulus [E] and the contraction coefficients defined by I?, = cl 1~7, 
c,* = -EZ I& v,, = -E; /EY. The corresponding equations for the case of a plane sheet of material 
are (5)-(6) and (4) for the coefficient r. 

A kinetic law of evolution is proposed as the generalisation of the isotropic law (7) of continuous 
damage [ 11. It is derived from the potential of dissipation (8) and written (9) as a function of the strain 

energy density release rate r = $E,/ E$ E& Its main property is that the principal directions of the 
damage rate coincide with those of the plastic strain rate observed in experiments. Note that Irip 1 
means the absolute value of the principal values. The damage threshold pD and the critical value of 
the damage for a mesocrack initiation are defined in accordance with the principle of strain 
equivalence as a specific value D, of the maximum principal value of 12. 

Some verifications concern the experiments of references [3, 4, IO], and new experiments in which 
a ductile damage has been induced in plane tension for which E s2 = 0. The elasticity modulus and the 
contraction coefficient changes have been measured in the directions 0 and 90 degrees relative to the 
direction of the tension. Figure 1 shows an example of results where it is seen that the coefficient of 
hydrostatic sensiblity to damage r may be considered as a constant (7 = 2.6 for AU4G T4). Figure 2 
shows that for the five sets of experiments, the prediction D, = 2D2 from the constitutive law in 
uniaxial tension, due to 1 EI;~ 1 = 2 1 &I, is well fitted (except for copper!), considering the low 
accuracy of this kind of experiment. For the case of plane tension, $gure 3 shows the predictions 
concerning the elasticity modulus and the contraction coefficients by the law (9) identified for the 
material SOLDUR 355 compared to the experimental results (PO = 2.5 %, s = 4, S = 0.57 MPa with 
E = 230 GPa, v = 0.3, c’u = 474 MPa, r = 2.8). Here again, considering the high discrepency of the 
test results, the agreement is satisfactory. 

As the identification of the damage evolution law consists in the determination of the same material 
parameters S, s, p. and D, as for the isotropic case (the anisotropic character being given by the 
plastic strain rate), the proposed law (9) is considered (at least by the authors!) as a useful1 one. 

1. Introduction 

L’extension de la theorie de l’endommagement isotrope a l’anisotropie presente une difftculte dans 
l’ecriture du couplage de l’endommagement avec l’elasticitt. Dans le cas d’un endommagement 
isotrope represente par la variable scalaire D, la notion de contrainte effective associee au principe 
d’equivalence en deformation, 8, = ati /( 1 - D) = EiJkl l il pour l’elasticite, r&out le probleme [ 11. 
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On considkre ici un tenseur du second ordre Q [2]. Dans ces conditions, la gt%kraIisation directe des 
deux prkckdentes notions ne conduit pas nkcessairement ti l’existence d’un potentiel tlastique [3]. 

Remplacer l’kquivalence en dkformation par une equivalence en Cnergie Clastique [3] est une voie 
qui a CtC largement suivie [4-61. Elle r&out le probkme du potentiel Clastique, mais elle fait perdre la 
dkfinition physique de l’endommagement. 

2. Potentiel Clastique 

Ce problkme d’incompatibilitk entre la physique et la thermodynamique ne se pose pas si l’on 
introduit deux variables d’endommagement correspondant ?I deux mkcanismes physiques [7]. Le 
potentiel Clastique Ccrit sous la forme de 1’Cnergie de Gibbs est dkcompod en sa partie d’origine 
dkviatorique, affectke de la variable tensorielle d’endommagement 0, et sa partie d’origine hydrosta- 
tique affectCe par une autre variable d’endommagement dw Pour les matkriaux monolithiques, on ne 
considbre ici qu’un seul mkcanisme physique d’endommagement, repr&entC par la seule variable 0. 
Le couplage hydrostatique est une fonction linkire de la trace de g : 

4 = OH, 1 
DH=?jDkk (1) 

E et v &ant le module d’kbung et le coefficient de Poisson du mat&au Clastique lirkaire isotrope, 
vierge de tout dommage, 0; = a0 - oH 6, le dkviateur du tenseur des contraintes et OH = okk 13 la 
contrainte hydrostatique. L’knergie de Gibbs est &rite sous la forme suivante : 

3(1-2v) dl pv/’ =~H,c$Hkli$+ 2E ____ 1 - T,JDH’ 
g= (1 4>-1’2 

oti ye est un coefficient qu’il est nkcessaire d’introduire pour rep&enter correctement les rksultats ex- 
pkimentaux concernant les variations du coefficient de contraction. 11 dCpend des matkriaux en tra- 
duisant leur sensibilitk. 2 la contrainte hydrostatique. La loi d’klasticitk d&ive du potentiel de Gibbs : 

(3) 

Elle introduit naturellement la notion de contrainte effective symttrique indkpendante des pararrktres 
Clastiques qui peut &tre utiliske pour le couplage avec la plasticitt. 

3. Mesure de l’endommagement 

Comme dans le cas isotrope, il est possible de dkterminer les valeurs des composantes de l’endomma- 
gement B partir des variations des caracttristiques Clastiques [8]. Si une traction simple est appliquke dans 
la direction 1 d’un volume ClCmentaire reprksentatif pr&lablement endommagk dans le rep&e d’ortho- 
tropie (x1, x2, x3 ), le module d’klasticite endommagk dans la direction 1 et les coefficients de contrac- 
tion associks (dkfinis par ,??, = (TV /ET, Q,, = - l 5 /E;, F,, = -E; /E;) s’expriment en fonction de E, v, q et 
D,, D,, D,. En rCpCtant l’opkration pour les directions 2 et 3, on obtient neuf Cquations pour dCtermi- 
ner les trois composantes de l’endommagement D,, D,, D, et le coefficient q. Dans la pratique, il n’est 
gCn&alement pas possible de rkaliser trois Cprouvettes dans trois directions orthogonales, mais on 
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voit que quatre mesures suffisent si l’on connait les directions d’orthotropie. Pour le cas d’une tale 
plane endommagee oti seules les directions 1 et 2 sont accessibles a la traction, on a : 

6 1 - 2v 
d,=vD,= 1 -E1 

(5) 

Avec l’hypothese d’un endommagement de traction suivant la direction x1, D1 et D2 sont dCterminCs 
par (5)-(6) D, = D2 et D, = (D, + 20,)/3. L’equation (4) permet d’identifier le coefficient v. 

4. Loi cinktique d’holution 

Dans le cadre des materiaux standard generalis&, on peut formuler une loi qui generalise la loi 
d’evolution de l’endommagement isotrope pour lequel D, = Da,, q = 1 : 

r= i Eek! E& E; est le taux de restitution de densite d’energie, p = ($P)“2 est le taux de 
deformation plastique cumulee, S et s sont deux parametres caracteristiques de chaque mat&au. 

Dans le cas anisotrope, le potentiel de dissipation est choisi de la forme : 

ou f = (c - X) - R - aY est la fonction de charge de plasticite de von Mises couplee aux -. ‘4 Ccrouissages cmematique X et isotrope R (variables associees (Y et r), dont derive la loi de plasticite - .- 
couplee a l’endommagement et le multiplicateur plastique 2 = i par la condition de consistance 
f= 0. La loi d’evolution de l’endommagement est obtenue en ecrivant blj = hF/dY, soit : 

la valeur absolue jouant sur les valeurs principales de ip. Les directions principales du taux d’endom- 
magement coincident avec celles du taux de deformation plastique, ce qui est conforme aux observa- 
tions experimentales d’un endommagement gouverne par la plasticite. 11 faut ajouter a cette loi un 
seuil d’endommagement p. lie a l’energie stockee [ 1,9], l’endommagement critique D, = sup 1 D, nj 1 
defini, en accord avec le principe d’equivalence en deformation, par la norme du vecteur endomma- 
gement Dij nj representant la densite surfacique de defauts dans le plan de normale TZ. 

5. Quelques vkifications 

Cinq series de resultats experimentaux ont CtC utilisees pour verifier que l’endommagement mesure 
Ctait conforme a la loi d’evolution proposee et pour montrer que le coefficient d’endommagement 
hydrostatique 7 pouvait bien Ctre consider+ comme constant. 
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11 s’agit d’experiences de traction induisant un endommagement ductile au tours desquelles les 
evolutions du module d’elasticite l? et du coefficient de contraction ij ont CtC mesurees. Les materiaux 
concern& sont un alliage leger AU4G T4 [3], un cuivre CUAl [3], un acier XC 38 [lo], un alliage 
leger 2024 T3 [4], un acier SOLDUR 355. Deux mesures kt et 9i2 ne suffisent evidemment pas pour 
identifier les composantes principales du tenseur d’endommagement D,, D,, D3 et le coefficient q. 
Mais on peut profiter de la symetrie de l’essai de traction suppose dans la direction 1 pour Ccrire 
D, = Dz et utiliser les approximations (5)-(6). 

Enfin, q est determine par la pente de la meilleure droite lissant les points experimentaux du 
graphe dH fonction de D, conformement a l’equation (4). A titre d’exemple, la fisure I montre 
l’evolution de D1 et de D, et la valeur de q determinCes d’apres les donntes experimentales 
concernant I’AU4G T4. 

D, AU4G T4 

D, 
0.1 - 

EP 

0.3 I I 

AU4G T4 

d H 0.2- 

DH 

Figure 1. kvolution des endommagements et d&termination du coeffkient d’endommagement hydrostatique q. 

Figure 1. Evolution of the damages and determination of the hydrostatic damage coejicient 7. 

Lajgure 2 montre que la plupart des es&s (sauf le cuivre !) verifient D, = 2D2 en traction simple, 
ce qui est precidment le resultat don& par la loi d’evolution de l’endommagement proposee. On 
peut encore confronter la loi (9) a une autre serie d’experiences oti, cette fois, le module d’elasticite 
et le coefficient de contraction d’une eprouvette endommagee en traction plane ont CtC mesures dans 
les directions a 0” et 90” par rapport au rep&e principal de deformation plastique ou d’endomma- 

Figure 2. Correlation entre D1 et D,. 

Figure 2. Correlation between D1 and 02. 

-Q 2024 
0.2 - _ x Soldur 355 

- D7.=D,/2 
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Module & (MPa) Module i2 (MPa) 

Figure 3. Modules d’elasticitt (mesurts et calcults) << endommagts >> lors d’une traction plane dans la direction 1 
(5 = diag [ep, 0, - l ,]). 

Figure 3. Elasticig modulus (measured and calculated) damaged by a plane tension test. 

gement. La figure 3 montre un exemple de confrontation entre les modules d’elasticite et coefficients 
de Poisson mesures et calcules d’apres la loi d’endommagement prealablement identifiee pour l’acier 
SOLDUR 3.55 consider6 comrne parfaitement plastique endommageable pour p > pD, soit : 
PD = 2,5 %, s = 4, S = 0,57 MPa avec E = 230 GPa, v = 0,3, ~~ = 474 MPa, r = 2,8. Malgre la 
dispersion des mesures, on peut considerer que la confrontation est satisfaisante, au moins qualita- 
tivement. 

6. Conclusion 

On dispose done d’une theorie de l’endommagement anisotrope qui permet l’ecriture correcte du 
couplage avec l’elasticite et la plasticite dans le cadre du principe d’equivalence en deformation. La 
contrainte effective associee, symetrique, independante des parambtres Clastiques, derive naturellement 
du potentiel thermodynamique. 

La loi d’tvolution de l’endommagement s’ecrit simplement en fonction de la deformation plastique 
puisque le taux @ est proportionnel a 1 d 1 en valeurs principales au travers de l’tnergie Clastique, 
fonction scalaire de la deformation Clastique. 

De plus, l’identification des parametres caracteristiques des materiaux se fan par une procedure 
identique a celle de la loi isotrope. 
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