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FONCTIONS ADDITIVES EN BASE DE CANTOR
LE LONG DES NOMBRES PREMIERS

GUY BARAT, BRUNO MARTIN, CHRISTIAN MAUDUIT & JOEL RIVAT

RESUME. Etant donnée une suite A = (@n)n>o0 d’entiers naturels tous au moins égaux a 2, on pose
go = 1 et, pour tout entier naturel n, ¢,+1 = a,g,. Tout nombre entier naturel n > 1 admet une
unique représentation dans la base A, dite de Cantor, de la forme

m= Zsj(m)qj avec 0<¢j(m)<a; = 441

>0 4

Dans cet article, nous évaluons la somme

S=2_ Am)f(n)
n<x

ou A est la fonction de von Mangoldt et f une fonction fortement multiplicative en base A. L’esti-
mation des sommes de type I et IT associées repose sur le bon controle de transformées de Fourier
discretes de fonctions construites a partir de f par décalage dans la numération en base A. Cette
approche peut échouer si la suite (a,) est trop irréguliere. A cet effet, nous introduisons la notion
de base de Cantor tempérée et obtenons dans ce cadre une majoration générale de la somme S.

Nous étudions plusieurs exemples dans la base A = (j + 2),>0 dite factorielle. En particulier,
si sp désigne la fonction somme de chiffres dans cette base et p parcourt la suite des nombres
premiers, nous montrons que la suite (s4(p)) est bien répartie dans les progressions arithmétiques,
et, pour tout nombre irrationnel a, que la suite (as4(p)) est équirépartie modulo 1.

ABSTRACT. Let A = (an)n>0 be a sequence of integers greater than or equal to 2, let go = 1 and
for all n > 0, ¢nt1 = anqn. Every positive integer n has a unique expansion in the base A, called
Cantor base, given by

m=3 ¢e;j(m)g with 0<e;(m)<a;=2*L,

7>0 4

In this paper we evaluate the sum
§=2_ Am)f(n),
n<

where A stands for the von Mangoldt function and f for a strongly multiplicative function in base A.
Estimating associated sums of type I and II requires good control on discrete Fourier transforms
built from f by shifting the representation in base A. This approach may fail if the sequence (a,,) is
too irregular. Therefore we introduce the notion of tempered Cantor base and obtain in this setting
a general bound on S.

We study several examples in the base A = (j + 2);j>0, also called factorial number system.
In particular, if s4 denotes the sum of digits function in this base and p runs along the prime
numbers, we prove that the sequence (s4(p)) is uniformly distributed in residue classes, and, for
any irrational number «, that the sequence (as4(p)) is uniformly distributed modulo 1.
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NOTATIONS

Dans cet article, la lettre p désigne systématiquement un nombre premier et P désigne ’ensemble
des nombres premiers. Pour z € R, m(z) désigne le nombre de nombres premiers n’excédant pas .
Enfin, nous désignons par A la fonction de von Mangoldt définie pour tout nombre entier positif n
par

A(n) = logp sin =p’avec p premier et £ > 1
- 0  sinon,

par 7 la fonction qui compte le nombre de diviseurs, et par w et  les fonctions qui comptent le
nombre de facteurs premiers, respectivement, sans et avec multiplicité.

Nous désignons par |z], [z] et {x} respectivement la partie entieére inférieure, supérieure et la
partie fractionnaire de x. On note également ||z| = min({z},1 — {z}) autrement dit, ||z|| est la
distance de z au nombre entier le plus proche. Nous employons la notation e(z) = ¢*™ pour = € R.
Nous désignons par R(z) la partie réelle de z € C. Si A est un sous-ensemble d'un ensemble E,
14 est la fonction indicatrice de A. Si f est une fonction a valeurs complexes et g une fonction a
valeurs réelles strictement positives, la notation f < ¢ signifie que le rapport |f|/g est borné. Si
f et g sont deux fonctions a valeurs réelles strictement positives, la notation f =< ¢ signifie que
f < get g< f. La notation U désigne le cercle unité du plan complexe.

Afin de détecter les congruences nous utiliserons la relation d’orthogonalité classique : pour
m € N* et (a,b) € Z* on a

m—1 .
1 i(a —b) 1 sia=bmodm,
) e (M )—{ -

0 sinon.
J=0

1. INTRODUCTION

1.1. Numération en base de Cantor. Soit A = (a,),>¢ une suite d’entiers naturels tous au moins
égaux a 2. On définit une échelle de numération (qy),,-, par qo = 1 et, pour tout entier naturel n,
Ini1 = AnGp, SOit donc q, = a,_1 - - - aag. La suite (a,),>0 est la base associée a cette échelle. Avec
la convention classique qu’un produit vide prend la valeur 1, cette formule vaut également pour
n = 0. Alors, tout entier naturel m se représente selon cette échelle de maniere unique par

(2) m = Zsj(m)qj avec 0<¢g;(m) <aj;= %
320 J

Exemple 1. Si ¢ > 2 est un nombre entier, le choix a,, = ¢ pour tout n > 0 correspond a la base ¢
usuelle que 'on qualifiera également de base constante.

Exemple 2. Lorsque a,, = n + 2 pour tout n > 0, on a ¢, = (n+ 1)! : c’est la base factorielle.

Ces systemes de numération sont étudiés par exemple dans [12] and [20, §4.1].
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1.2. Fonctions A-additives. D’apres [6], la fonction somme des chiffres a été étudiée des 1884 par
T.C Simmons. Les notions plus générales de fonctions (fortement) additives et multiplicatives en
base constante ¢ — on parle alors de fonctions g-additives et g-multiplicatives — ont été introduites
indépendamment par Bellman et Shapiro [2] et Gelfond [13].

Définition 1. Une fonction f : N — C est dite A-additive (resp. A-multiplicative) s’il existe une
famille de fonctions (v;)32, telle que, pour tout j, v; est définie de {0, ..., a;—1} dans C, v;(0) = 0
(resp. v;(0) = 1), et telle que, pour tout n > 0,

) =Y (e (resp. fn) = TTues(n))-

20 20

Une fonction f: N — C est dite fortement A-additive (resp. fortement A-multiplicative) s’il existe
une fonction vy : N — C telle que v(0) = 0 (resp. v(0) = 1) et pour tout n > 0,

) =" eim) - (resp. fn) = (5 m)).

Jj=0 j=0

Notons qu’il est nécessaire, dans le cas d’une fonction f fortement A-additive, de distinguer la
fonction ~y de la fonction f dans la définition [1| (voir par exemple Hofer et al. [15, remark 1]).
Par ailleurs, il est important de remarquer que si f est A-additive, alors

f(kqu+m) = f(m) + f(kqy)

pour tout (u,k) € N? et tout m < g,. Si la fonction f est fortement A-additive, on n’a pas
nécessairement

f(kqu+m) = f(m)+ f(k)
sous les mémes hypotheses, ce qui serait le cas en base constante ¢. En revanche, on a bien

(3) f(ugy +v) = f(u) + f(v)

pour tout A € N, (u,v) € N? tels que 0 < u < ay et 0 < v < qy.

Exemple 3. Pour le choix v;(k) = v(k) = k, on obtient la fonction somme des chiffres s, en base
A, qui est fortement A-additive. Pour tout a € R, n +— e(asa(n)) est fortement A-multiplicative.

Les notions de fonctions A-additives et A-multiplicatives s’étendent aux systemes de numération
plus généraux ou la suite (g, ),> est remplacée par une suite d’entiers strictement croissante (G, )n>0
satisfaisant Gy = 1, la condition [2| étant alors automatiquement satisfaite. On parle alors de
fonctions G-additives, resp. G-multiplicatives (voir par exemple [22, §7.3] ou [7, §8.4.2]).

Les propriétés asymptotiques de la fonction somme des chiffres et, plus généralement, des fonc-
tions g-additives ont été largement étudiées. On pourra notamment consulter 'article de survol [7].
Plusieurs de ces propriétés ont été étendues aux fonctions A-additives (ou fortement A-additives),
voire aux fonctions G-additives. Ont été notamment abordées|] :

— la détermination d’une formule exacte pour la valeur moyenne des N premieres valeurs d’une

fonction A-additive f ([19]) dans I'esprit du résultat de Delange [5] pour la somme des chiffres
en base q;

— lexistence d’une loi de répartition limite pour f ou une version normalisée de f; cela com-

prend des analogues des théoremes d'Erdés-Wintner et d’Erdds-Kac (3] 23] 1], 10]) ;

— la répartitition de f dans les progressions arithmétiques ([16]) ;

— la répartition modulo 1 de f et d’éventuelles estimations de discrépance ([17, [15]).

Comme en témoignent ces différents travaux, le comportement des fonctions A-additives est gé-
néralement semblable a celui des fonctions g-additives lorsque la suite A est bornée. Dans le cas
contraire, une condition sur la suite A, typiquement une croissance modérée, est habituellement
requise pour faire aboutir les méthodes connues. Ce sera également le cas dans cet article.

1. Nous ne citons ici que des travaux dont les résultats traitent directement ou incluent le cas des fonctions
A-additives.
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Décrivons un peu plus précisément les travaux de Hoit sur les fonctions A-additives, dont I'esprit
est proche de ce que nous proposons dans le présent article, I'un de nos objectifs étant d’établir
des résultats semblables pour les fonctions fortement A-additives le long de la suite des nombres
premiers (sous réserve toutefois que la suite A soit suffisamment réguliere comme nous le verrons).

On dit qu’une fonction A-additive f admet une répartition limite uniforme modulo m > 2 si

) 1 1
(4) pourtoutl{:E{O,...,m—l},A}l_rgoN#{Oén<N: f(n)zk:modm}za.

Hoit [I6] donne des conditions nécessaires et suffisantes sur les fonctions ~; (cf. définition 1)) pour
que ce soit le cas lorsque m est un nombre premier. Il découle du théoréeme principal de [16] que
la fonction somme des chiffres s4 est bien répartie dans les progressions arithmétiques modulo m
des que m est premier. Ce résultat subsiste en fait pour tout nombre entier m > 2. A toutes fins
utiles, nous en donnons une preuve en section [12] Entre autres exemples, Hoit étudie également la
somme des chiffres d’'un nombre entier ou seuls certains chiffres, indexés par un sous-ensemble de
N*, sont pris en compte.

Dans un autre article ([I7]), Hoit démontre que, dans toute base de Cantor A, la suite (as4(n))n>1
est équirépartie modulo 1 pour tout nombre irrationnel a. Lorsque la suite A = (a,),>o satisfait
la condition ) _,1/a, = co, Hoit fournit une condition suffisante sur une fonction A-additive f
pour que la suite (af(n)),>1 soit équirépartie modulo 1 pour tout nombre irrationnel a.

1.3. Probléme abordé. Notons s, la fonction somme de chiffres en base constante g. Mauduit et
Rivat [27] sont parvenus en 2010 a obtenir une borne non triviale de la somme d’exponentielles

> A(n)e(asy(n)) (a Rz >1),

n<x

résolvant ainsi une conjecture due a Gelfond [13]. Dans [2§], ils étudient plus généralement la
somme

(5) > A)f(n)

n<e

lorsque f est a valeurs dans le cercle unité si

(1) f vérifie de bonnes propriétés de propagation de retenues en base constante g (cf. |28, defi-
nition 1]). Cela inclut la classe des fonctions fortement multiplicatives en base g.

(2) la transformée de Fourier discrete d'une fonction associée a f est relativement « petite » (cf.
[28, definition 2].

Cette méthode repose sur l'estimation des sommes de type I et II associées. Nous adoptons la méme
démarche en base de Cantor. Mais, dans cette situation, les calculs nécessitent une majoration
de transformées de Fourier discretes de fonctions construites a partir de f par décalage dans
la numération en base A, et cette méthode peut s’avérer infructueuse si la suite (a,) est trop
irréguliere. A cet égard, nous introduisons plus bas la notion de base tempérée. De plus, nous
nous limitons dans cet article aux fonctions f : N — U fortement A-multiplicatives, cela afin de
privilégier I’étude des problemes posés par la base de Cantor pour ce type de questions. Dans
ce cadre, nous obtenons une majoration générale de la somme . En guise d’application, nous
étudions en base factorielle la répartition dans les progressions arithmétiques ou 1’équirépartition
modulo 1 de certaines fonctions fortement A-additives, notamment la fonction somme de chiffres s 4.
Nous étudions également le cas ou la suite (a,),>0 est bornée et présentons certains exemples
« dégénérés ».

Afin d’exposer ces résultats (cf. section , il nous faut au préalable introduire la notion de base
tempérée et la famille des transformées de Fourier discretes qui interviennent dans ce probleme
(sections [2] et [3] respectivement).
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2. NUMERATION DE CANTOR DECALEE

I1 est habituel, dans les problemes liés a la numération, de se restreindre a des fenétres digitales,
plus précisément a des plages d’entiers dont seuls les chiffres correspondant a certains intervalles
varient, les autres étant fixés. En base constante, pour a < ¢" et b € N, les entiers de la forme
n =a+ kq" + bg""* avec k < ¢° sont ceux dont 1'écriture en base ¢ commence par a (en partant
des chiffres les moins significatifs), puis admet s chiffres quelconques et se poursuit par b. En base
de Cantor, on dispose d'une écriture arithmétique similaire, n = a + kq, + bg,.s avec q¢ < ¢, et
b € N grace a la structure multiplicative (ce n’est plus le cas avec des échelles de numération du
type de celle de Zeckendorf étudiée par Drmota et al. [9]), mais, contrairement & ce qui se passe
en base constante, le développement de Cantor de k ne se fait pas dans la méme base que n, mais
dans une base décalée, que nous introduisons ci-dessous.

2.1. Systémes décalés. L’opérateur de décalage T agit sur les suites A = (a,),>0 par TA =
(@ns1)ns0- Si k > 1 est un nombre entier, T* désigne la k-ieme itérée de T et I'on convient que
T°A = A. La base de Cantor T*A est donc définie par

k :
ag} = Gj+k (] > 0>7
ce qui donne pour échelle de numération

k k i
q([)}zl, qj[-}:ak"'akﬂ—l (J=1).

Ainsi, pour i, j et k entiers naturels,
(6) gk q} I = qr+; et plus généralement, q,[c] qJH = qﬂrk

On désigne par (ggk] (n));so0 les chiffres d'un entier n > 0 dans la base T*A, de sorte que

k k
n= Zeg](n)qj[- ]

Jj=0

Pour toute fonction A-multiplicative f et k& > 0, nous introduisons la fonction 7% A-multiplicative

=TT o el
§>0

ainsi que ses versions tronquées f L ])\ = Hu <j<r 7j+koeg } qui sont qg\ }—perlodlques. On pose également

;k] = ék/]\ Nous avons une relation simple mais importante entre f et ses décalées f*! : pour tous

nombres entiers k et v,
W) = flgrv).

On a également, pour tous nombres entiers p, A, v tels que 0 < p < A,

(7) fun(guv) = £ (v).

2.2. Valuation relativement a ’échelle de numération et ses décalées. Soit une échelle de numé-
ration de Cantor (gn),,,- Pour tout nombre réel z > 1 et tout entier naturel k, on note vlFl(z) le
nombre de chiffres nécessaires a ’écriture des entiers inférieurs ou égaux a x selon 1’échelle décalée

q,[lk]wo. Formellement, v!*/(z) est I'unique entier naturel non nul tel que

(k] (k]

qv[k](a:)—l < T < qv[k](ar)'

En particulier, pour k = 0, v(z) = vl%(2) est défini par I’encadrement Qo@)—1 < T < Qyz)- 1l est
immédiat qu’a k fixé, la fonction x ~ v¥l(x) est croissante. Par ailleurs, comme gy, > 2%, on a
toujours

log x

(8) v(z) <1+ g’

Exemple 4. (1) En base constante ¢, v(z) = v¥l(z) = [logz/logq| + 1 ne dépend pas de k.
(2) Lorsque la suite (ay)n>0 est bornée, on a v(z) < logx.

(3) En base factorielle, la formule de Stirling donne v(x) ~ logz/loglogz (x — +00).
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2.3. Bases tempérées. Nous introduisons dans ce paragraphe la notion de base tempérée. Nous
établissons plusieurs propriétés d’'une telle base dont certaines seront utiles dans la suite. Nous
donnons également quelques exemples et contre-exemples pour étayer cette notion.

Définition 2. On dit que l’échelle (q,),-, associée a A est tempérée si, pour tout couple (B, d) €
R% x Ry, il existe 0 < k = k(B,d) < 1 tel que pour tout (u,p, ki, ko) € N* vérifiant p < Kk et
max (kq, ko) < dp, on a

B\ P k
(9) (¢)” <45 ¢,
c’est-a-dire
B
(alﬁak‘ﬁ-l T ak1+ﬂ—1) <Kd,B QkyQhy41 " " * Akotp—1-

Derriere cette définition passablement technique se cache I'idée que, dans une base tempérée,
un produit [],.; a; ot I est un intervalle « long » ne peut pas étre dominé par une puissance d’'un
produit [] jes@j ot J est un intervalle « court » si min(/ U J) < |I|. Par exemple, en appliquant
cette définition avec B=1,d=2, u > 1, p=1, ky = up+1, ks = 0, on constate que, dans une base
tempérée, il n’existe pas de suite d’entiers (ji,)n>1 telle que lim 1, = 400 et ag...a,,_1 = o(a,,)
lorsque n — oo. La proposition [I] infra développe cette idée.

Exemple 5.

(1) Toute échelle a base bornée et, a fortiori, toute base constante, est tempérée. Notons en effet
€1 = MiNyey a, = 2 et e = max,cy G,. Alors,

k1\ B pB _ _pBloges/loge;
(@) <es” =

et 'on peut donc prendre xk = loge; /(B loges).

] (vtkt1)
Vo= Tt
est fonction croissante de k et de v. De la formule logn! = nlogn + O(n), on tire alors, pour
p < kp et max(ky, ko) < dp,

(2) L’échelle factorielle est tempérée. De fait, on a alors ¢ et I’on note que ce quotient

<qu1]>3 (p+ ki + )18 (ky + 1)! [(k+d)pu+ 1118
08 :10g<<u+k2+1>!<k1+1>3)“" <(u+1)! (dumB)

du
= (kB = 1)plog pn + O(p)
et 'on peut donc prendre xk < 1/B.

(3) Le calcul ci-dessus s’étend immédiatement de a, = n + 2 (échelle factorielle) & a,, = (n + 2)*
et k € N*. De maniere similaire, pour a,, = (n + 2)""2, on obtient

@)

o

log PEN = [B(2dk + £%) — 1] log pu + O(ps*),
n

ce qui permet de choisir k et montre que I'on obtient une échelle tempérée.

La condition de tempérance empéche a la fois une croissance trop rapide de la base et de trop
grandes irrégularités locales. C’est ce que montrent la proposition [I] et les contre-exemples ci-
dessous.

Proposition 1. Soit (qn),-, une échelle tempérée de base A = (an),,. Alors,
(1) il existe a« > 1 tel que log g, < n®;
(2) a, = o(q?) pour tout 3 > 0.

Démonstration. (1) Comme [] jen @ = 2", Vexposant «, s'il existe, est nécessairement au moins
égal a 1. Posons k = k(1,1). On définit une suite (u,),-, par la relation de récurrence
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fnt1 = Mo + |Kitn ], la valeur de po étant fixée ultérieurement. Par définition d’'une échelle
tempérée, il existe une constante M telle que q[f; ’:L]n | < Mg, pour tout entier n. Il s’ensuit

n 2 .. 1 on
La relation définissant p,, donne de son coté
(1+r)"—1

N n 1 n
pasr > (L4 ) — 1, ot > (14 8y — D s (uo—;) (145"

On choisit maintenant po > 1/k. Alors,
log " < M < IulogQ/ log(1+k) d’ou log G < nlogZ/ log(1+k)
n n Y )
la croissance de (p,,), étant d’ordre géométrique.

(2) Soit # > 0. La définition d’une échelle tempérée appliquée avec B = 1/ et d = 1 donne

A, = qgn] < qg.

OJ

Remarque 1. La premiére assertion de la proposition |1] est équivalente a v(x) > (log x)l/ *. Par
ailleurs, rappelons que donne inversement v(z) < log .

Exemple 6. Soit A = (a,), la suite définie par ap = a1 = ay = 2, puis, pour tout n € N*, a, =k
si2 41 <k<2etap, =212 4+1< k<22 Pour =4k =21 41, ky =22 +1,
p=|kp) et 0 <k <1,il vient

log qul] =log ((t+ |kp) — 1)) —log ((n — 1)!) ~ (klog 2)n2*" et log qﬂw] = (log2)22" 1,

ce qui montre que ’échelle associée n’est pas tempérée. Comme on a loggq, = O(nlogn), cet
exemple montre aussi sans surprise que les propriétés données dans la proposition [I| ne sont pas
des conditions suffisantes de tempérance.

Exemple 7. L’exemple |§| montre que la condition de croissance a, = O(n) n’entraine pas que A

est tempérée. On pourrait penser qu’ajouter une condition de croissance permettrait d’assurer le

caractere tempéré ; ce n’est pas le cas comme le montre 'adaptation du contre-exemple précédent.
Soit une suite d’entiers (ry) r>1 Strictement croissante avec r; = 2 telle que rgy 1 > 27, pour tout

k € N*. La suite (a,), est alors construite comme suit :

ap ="n sir < n <21,

ag=a, =2, VneéeN*: )
An =21 —1 81 2r, <n < 7Tga1.

La suite (a,), est bien croissante. Soit 0 < x < 1. De méme que dans 'exemple |§|,

[7x]

log i) ™ ETk log(ry) et loggy, <rilog(2rg—q —1).

Pour garantir que ’échelle associée a A n’est pas tempérée, il suffit de prendre ry, tel que log(ry)/ log(ri_1)
tende vers l'infini, par exemple r, = rf_, pour k > 3.

2.4. Valuations dans une base tempérée. La proposition suivante s’intéresse aux ordres de gran-
deur des valuations décalées de x et de . Nous I'utiliserons essentiellement dans le cas non décalé.

Proposition 2. Soit A une base tempérée.
(1) Soit 8,0 > 0. Pour tout x > 1, et tout p € N tel que pu < ov(x), on a

v (2%) =55 v(z).
(2) Soit 0 < B < 1. Il existe c < 1 et xg = 1 tel que pour tout x > xy,
(10) v(2?) < cv(x).
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Démonstration. (1) Posons k1 = k(,0). Par hypothese,

u<5v<x><5[@]

R1

De x < gy et de la définition d’'une base tempérée en prenant k; = 0 et ky = p, on en déduit
I’existence d’une constante & > 1 telle que

log, & [1] (]
< (quw)” <€ qw (@)/m] = 2 ‘-’(v(z)/m < Qofa)/m]+Mogs €]

d’ott v (2%) < v(z) /K1 + logy € + 2 <5 v(z). Pour la minoration, notons tout d’abord que, si m
est un entier, m > 4, et 0 <t < 1, alors

-1 -1
(11) ) iy Ay Lt S | R
t t 2
Prenons kg = k(1/5,0) et k3 = k(1,2/k2). Alors, (11 donne

p < 0(a) < 2 [aful) ~ 1))

2
On applique alors deux fois la définition d’une base tempérée. Il vient

f 8
Urs o)1) < Drae@)—1)) < (Goy—1)” < 27,

d’ott vl (28) > v(x).
(2) Soit & € N*. Posons A = v(z”). Alors,
(12) Qo) = 27 X 270 2 g1 X (qoay 1)

D’apres le (1), il existe une constante d telle que A—1 < d(v(x) —1). Il est donc loisible d’appliquer
la définition d’une base tempérée avec k; = A — 1, p = v(z) — 1, ks = 0, d la valeur ci-dessus et
B =1/(1—p). 1l existe donc £ > 1 tel que, pour kg = /@(1/(1 —p), d),

Do1] \1/(1-B) . 51 A1 A—1]
(13) (2nr-1))) <1, Aot (qum1) 2 E a0 1) = a6 e

Finalement, la synthese de ( . ) et de (| . ) donne, avec @

A1) —
Qo(z) Z T Z Gr-1 X Qg (A1) |+ [(B—1) logy(€)] — Llro(A=1)]+[(B—1)logy ()] +A—1-
Ainsi, v(z) > [ko(A = 1)] + [(B8 — 1)logy(§)] + A — 1 o~ (ko + 1)A, d’our, pour tout ¢ > ﬁ,

I'inégalité v(z”) < cv(z) a partir d’un certain rang. O

3. TRANSFORMEES DE FOURIER DISCRETES

Soit A € N, f une fonction A-multiplicative et o un nombre réel. La fonction u — e(afy(u)) est
g -périodique et sa transformée de Fourier discrete est donnée pour t € R par

(14) Zf (-2

U<Q)\

Plus généralement si k£ € N, la fonction u — fik] (u) est q[ )

Fourier est donnée par

(15) AP0 = 55 Y My (—%) ,

-périodique et sa transformée de

[0]

et nous convenons que F\, = F\. La moyenne quadratique de cette transformée de Fourier est
donnée par la formule de Parseval : pour tout t € R, on a

(16) S FHw ) =1

O<v<q[f]
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Nous pouvons utiliser la factorisation f = [];.,v;0¢&; (voir définition 1) pour exprimer F’ /{k] sous
forme d’un produit. Nous introduisons pour j € N et t € R,
1
(17) 0,(t) = — D> () e(—ut).

J 0<u<aj

Lemme 1. On a pour tout t € R, tout A € N*, k € N,

t t
FlE @) = FIM ( )9 . ( )
() Al Artk—1 Ak Artk—1

Démonstration. Partant de , on pose u = vqg\kll +ravec 0 <v<ayp1et0<r< q)\ ;- On

a alors
) = fH gl + 1) = yaproi(v) fH(r)

et donc pour t € R,

- (& 5 o) T o)

A—1 0<T’<q k] ak—‘,—k—lq)\_l 0<v<a>\+k71

OJ

En itérant, on obtient une représentation en forme de produit, typique pour les transformées de
Fourier de fonctions additives dans un systeme de numération.

Lemme 2. Pour toutt e R, A\ e N, k€N, on a
[k]
Fy Hekﬂ ( M) .
r—j
On peut en déduire la décomposition suivante.

Lemme 3. Pour tout (u, \, k) € N?> tel que 0 < u <\, t€R, on a

k k
F>[\ ]( ) F[k] <q[u+k]> F[ +M]( )

A—p

Démonstration. On a

pn—1
(Kl oy
Fy(t) = Hekﬂ [J+k]> H ktg ( [J+k]>

j=0 A—j

_M—l@ . q;[ftk] A u—le ;

_H ki \ "tk [tk H ktuti | “Tjrktal
=0 Tuj - =0 IN—p—j

= H ki \ Tk [utk) H ks \ ikl |
=0 Q_j Ar—p =0 IN—p—j

4. PRESENTATION DES RESULTATS

L’obtention d’un théoreme des nombres premiers pour une fonction fortement A-multiplicative
f a valeurs dans U, soit une estimation du type

Y Am)f(n) = o(z) (v — +oo)

n<e
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repose dans ce travail sur une bonne majoration uniforme des transformées de Fourier F /{k] définie
a la section |3} En pratique, pour les exemples étudiés, qui sont de la forme f(n) = e(ag(n)) avec
g : N — R fortement A-additive et a € R, nous obtenons des majorations du type

F@I<Cen (= > tlbal?)
k<j<k+A

ouC >0,t >0etb; € N. En vue d’énoncer un résultat général, nous introduisons une classe
de fonctions fortement A-multiplicatives dont les transformées de Fourier décalées admettent une
majoration de ce type. La définition suivante est directement inspirée de |28, definition 2].

Définition 3. Soit une fonction o :)0,00[*— Ry telle que :

(18) r+— o(r,-) est décroissante,
s+ (-, s) est croissante.

On désigne par F, la classe des fonctions fortement A-multiplicatives f : N — U telles que pour
tout t € R?, (k,\) € N?,

(19) ()] < emrhey,
Remarque 2. Si f € F,, alors d’apres 'identité de Parseval ,

1= 30 IBM@)P < et

0<v<q[f]

de sorte que

(20) e—a(k,k-l-)\) > (qg\k])—l/Q

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer le résultat principal de cet article. Nous rappelons
que la définition de la valuation v(z) a été donnée au paragraphe . Etant donnés une fonction
o satisfaisant a , des réels x > 1 et ¢ > 0, nous posons

(21) Ko(z,c) = inf oled, A —1).

v(x3/10) AL ()

Théoréme 1. Soit (q,)n>0 une échelle de numération tempérée, o une fonction satisfaisant a
et f € F,. Il existe des nombres réels 0 < cog < 1 et xg = 2 tel que pour tout x > x,

(22) Z A(n ) < z(log 2)*? max (T(qu(x)), log z) M e—Ko(m.co)/2 | 9/10 log z.
n<e

Les constantes co, xq et la constante implicite ne dépendent que de la suite (¢ )n>0-

Une condition nécessaire pour que la majoration (22)) soit non triviale est

lim K, (z,c) = +o0.

T—+00

compte tenu de et , cette condition entraine

: [LeoAl]
(23) Jim[[AEZ], =o

Notons par ailleurs que d’apres la proposition [2] I, il existe ¢1 €]0, 1] tel que pour tout = suffisam-
ment grand, v(z%/1%) > c;v(x), ce qui entraine

24 Ko(x,co) = inf coN, A — 1).
(24) o(z,c0) = clv(:c)gx\gv(x)g( 0\ )

La démonstration du théoreme (1| repose sur 'estimation de sommes de type I et II. Dans les
sections [6] et [7], nous adaptons au cas de la base de Cantor les démonstrations des propositions 1
et 2 de [2§]. La notion de base tempérée intervient lors de 'estimation des sommes de type II dont
le traitement fait rapidement apparaitre des phénomenes de décalage dans la numération.
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Dans le cas ol f(n) = e(asa(n)), la fonction #; définie par prend une forme familiere : pour
tout 57 = 0,
Pa; (0 — )
0.(¢) = 2"
o) = L0 2)
ol la fonction ¢y est définie par

> e(vt)| =

ov<k

(25) ou(t) = { |sinwkt| /|sinwt| siteR\Z,
k =

k siteZ.

Des calculs proches de ceux effectués dans [27] et [26] permettent de montrer (cf. proposition
que quels que soient la base A = (a;);>o choisie et a € R, la fonction e(asa(n)) appartient a F,

avec
)= T3 lay — ol

r<j<s

Nous en déduisons un théoreme des nombres premiers pour la fonction s4 dans la base factorielle

A = (j + 2);0- Rappelons qu’en ce cas, la valuation d'un nombre réel positif x vérifie la relation
v(x) ~ log x/loglog x lorsque x — oo (exemple [4)).

Théoreme 2. En base factorielle, il existe des nombres réels 0 < c3 < 1 et dg > 0 tels que pour
tous a € R, x > 3,
2

ZA (awsa(n ))«xexp(dgbi—ﬂ— inf Z Hjoz||2).

n<z (loglog2)? 72 v/ 10)<rco(a) CaAFI< <A
Nous établissons alors deux applications, standard en la circonstance.

Théoréme 3. En base factorielle, il existe ¢4 > 0 tel que pour tout nombre entier b > 2, { € 7,
x =3, 0na

1
card{p < x : sa(p) = ¢ mod b} = ([))+O<xexp(—c4%)>.

La constante implicite dépend de b et de d.

Théoreme 4. En base factorielle, pour tout nombre irrationnel o, la suite (ass(p))pep est équiré-
partie modulo 1.

Dans la section [I0}, nous étudions d’autres exemples de fonctions fortement additives en base
factorielle. En particulier, la fonction, disons g, qui compte le nombre d’apparitions du chiffre 1
en base factorielle constitue un exemple « négatif » intéressant. Rappelons au préalable que la
fonction qui compte le nombre d’apparitions du chiffre 1 en base constante ¢ satisfait un théoreme
des nombres premiers (cf. [25]). Nous obtenons dans le paragraphe une estimation de la
transformée de Fourier F) associée a f(n) = e (ag(n)), qui permet d’établir en base factorielle
pour o € R\ Z I'estimationf]

Ze (ag(n)) = o(z) (z — o0).

n<e

[K]

En revanche, les transformées de Fourier décalées Fy~ ne tendent pas uniformément vers 0 lorsque
A — +oo et k= |cA] avec ¢ > 0 fixé. Autrement dit, la condition (23]) n’est satisfaite pour aucune
valeur de ¢p. Ainsi, notre méthode ne permet pas d’obtenir pour cette fonction g la relation

Z A(n)e (ag(n)) =o(z) (z — o).

n<x
Il semble a fortiori exclu de pouvoir démontrer, avec la méthode développée dans cet article, un
théoreme des nombres premiers pour la fonction qui compte le nombre d’apparition du bloc 11 en
base factorielle, a l'instar de ce qui a été obtenu dans [28] en base 2.

2. En particulier, cette estimation permet de montrer, grace a la relation , que g est bien répartie dans les
progressions arithmétiques modulo m pour tout entier m > 2. Hoit [16, example (a) p. 198] avait traité le cas ot m
est premier.
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5. LEMMES TECHNIQUES SUR LES SOMMES D’EXPONENTIELLES
Pour la commodité du lecteur, nous redonnons ici quelques lemmes énoncés dans [28] ainsi qu’'un
lemme adapté a ’estimation de la moyenne d’une fonction A-multiplicative.
Pour a € R, on désigne par y, la fonction indicatrice de 'intervalle [0, a] modulo 1.

Lemme 4. Pour tout o € [0, 1] et tout nombre entier H > 1, il existe des polynomes trigonomé-
triques Ao i et By g a valeurs réelles tels que pour tout x € R,

Xa(#) = Aau (2)] < Ba (),

Aan(z) = ap(e, H)e(hx),  Bam(z)= Y bu(a, H)e(hx)
h|<H |h|<H
avec des coefficients ap(a, H) et by(o, H) satisfaisant a
1

1
CL()(O{,H) = Q, |6Lh(0é H)| IIllIl( 7W>’ ’bh(OJ,HH < H—H

Lemme 5. Pour tout (ay,as) € [0, 1%, tous entiers Hy, Hy > 1 et tout (z,y)* on a

|Xa1 (x)XOQ <y> - Aal,Hl (I>Aa1,H1 (y)| < Xay (x)Baz,H2 (y)+Ba1,H1 (x)Xaz (y)+Ba1,H1 (I>Ba27H2 (y)

Lemme 6. Pour tout (z1,...,zy) € CVN et tous entiers k, R> 1, on a
2 N+EkR—-k T L
1<n<N 1<n<N 1<r<R 1<n<N—kr

Lemme 7. Pour tout (a,m) € Z* tel quem > 1, b€ R, U € R tel que U > 0, on a

Z min (U, antb

m
o<n<m

sin 7

-1
) ) < (a,m) U + mlogm.

Lemme 8. Pourtout(Am)ENQavecm >letA>1,beRetU R avecU >0, on a

Z Z Z min (U,’sinﬂan??;L

1<a<A 0<n<m

—1
’ ) < 7(m)U + mlogm.

Lemme 9. Pour tout (z1,...,zy) € CV et tout nombre entier @ > 1 on a
an\ |2 al

>y (Zzn () <=1+ Lk
4<Q a=1 n=1

(a,9)=1
Le dernier lemme de ce paragraphe généralise les formules (2.10) et (2.11) de [14].

Lemme 10. Si f est une fonction A-multiplicative, et si x € N et k € N vérifient x = xpqr+- - -+Toqo
avec x; = gj(x) € {0,...,a; — 1} pour j € {0,...,k}, alors, pour S(zx) = > ., f(u) et pour
) = e + -+ + 2eqe, on a
(26) S(x)= > f@) Y flag)S

0<t<k 0<a<zy
Si f est de plus a valeurs dans le disque unité, alors
(27) (@) < Y @] S(ae)l

0<t<k

Démonstration. Pour tout j € N et tout y € {0,...,a; — 1}, on a

Swg)= Y. flwy= > > flag+u) = (Zfaq])

0<u<ygq; 0<a<y 0<u<g; 0<a<y
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Le caractere multiplicatif de f donne f(z'9 +u) = f(29)f(u) pour u < g et il vient
= > flu) = S(ara) + flarg)S(@ — i)

ou<x

= S(xpqr) + f@®)S(@e1gio1) + f(@*)S(x — 2y — Th-1G1-1)

— Z f(x(e)) (2eqe) Z flx (5 Z f(eqe)S(qr)

0<t<k 0<t<k 0<e<ay
Si f prend ses valeurs dans le disque unité, alors I'inégalité triangulaire donne

< Z Z 1S(qe)| = Z ze[S(qe)] -

0<l<k 0<Le<zy 0<l<k

6. SOMMES DE TYPE [

Soit ¢ une fonction satisfaisant a et f € F,. L’objet de cette section est d’obtenir une
estimation pour les sommes de type I de la forme

Sr = max‘men)

t<z/m
NU2<anM

Nous ne faisons pas ici '’hypothese que la base A est tempérée. Rappelons par ailleurs que v(y)
désigne la valuation du nombre y en base A (cf. §2.2)).

Proposition 3. Pour des nombres réels x > 2, M > 2 vérifiant
1 <v(M?) <o(z) -1,

on a

(28) S; < z(log x)2e~o M) 0(@)-1),

Démonstration. Posons v = v(M?) et A = v(x), de sorte que v < A— 1. Posons également L = q\_,
et L' =|2] . Comme f est A-multiplicative, pour ¢ < z/m on a

S fmm)y= > > fU+0L)= > f(L) > (o)

n<t oL 0<U<L oL’ 0<l<min(L,mt—¢'L)
040" L<mt 0+¢' L=0 mod m

£4+0'L=0 mod m
E)ikz . (k(ﬁ ;E’L)>

= 3 e Y f ) %Z ( I

o<y 0<l<L O<u<min(L,mt—¢'L)  h<L
hu kUL —ht
/
> ysen Y e(F) (501 270 o(5)e ().
0<l/'<L' h<L O0<u<min(L,mt—¢'L) k<m
d’ou
1 hu k
) o )|
Do < o ST X e () Ba(r e
n<t 0/ <L h<L | 0Su<min(L,mt—¢'L) k<m
Ainsi,

sin%h 1) Z Z )F,\ 1<h— —qx- 1)‘

<L Z min (L,
\m<M

< L Llog(L) max S10) <« xlog( )maX SI(H)

s
d’apres le lemme [7], avec

s0= Y Y[R tal)|

M/2<m<M k<m
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En regroupant les nombres entiers k tels que (k,m) = d avec 1 < d < M, on obtient la majoration

STORD SI-IED DI i 1 ST (F- ||

m
1<d<M ~ M/(2d)<m<M/d k<m
(k,m)=1

Pour 1 < d < M, introduisons )4 la valuation de M?/d?. Alors, 1 = A\yy < -+ < Ay < A\ = L.
D’apres le lemme [3| et la formule , on a

dl d]

A t oA t
Faa®] = 1FM, 01 [ () [ < 70 B ()|
Ar—1-x4 A—1-Ag

La décroissance de r +— o(r, ) entraine que

’F)\,l(t)‘ g efa(u,)\fl)

t
Bu(r—)|
q[)\d]

A—1-Xy

[Ad] —
Comme ¢),¢5) \, = ¢r-1, on a

A = T (- e )

a1, g n<qx, A1, MDD —1-»,
1 no nk
==Y fme( - =+,
OW n<dr, qr—1
donc
1"
sy < oo 3 S0
1<aem MAa
avec
1 nb nk
siody= > > [ rme (-4 )
M/(2d)<m<M/d k<m n<ax, -1
(k,m)=1
Comme
1 1 2d
> 3 < —< >, <2
M/(2d)<m<M/d (kk<§n_1 M/(2d)<m<M/d M/(2d)<m<M/d

I'inégalité de Cauchy-Schwarz permet d’écrire

S{e.d? <2 Y Z(Zﬂn)e(—n—e*%k)r

M/Ga)Sm<M/d Fn <, -1

)m:

et l'inégalité du grand crible (cf. lemme[J) donne la majoration
M2
S}/(ev d)2 < (q/\d + ?)q)\d < qid'
On en déduit que
1
) —o(v,A—1) - 1 —o(v,A—1)
16) < o Y L (ogn) e,
1<d<M

ce qui permet d’obtenir ([28)). O
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7. SOMMES DE TYPE II

Soit (¢n)n>1 une échelle de numération tempérée, o une fonction satisfaisant a et f € F,.
L’objectif de ce paragraphe est d’estimer pour & €]0,1/2[, z > 2, 2 < M < N, MN < x, (c,,) et
(b,) des suites de nombres complexes telles que pour tout m,n, |c,,| < 1, |b,] < 1, la somme de

type 11
S = Z Z Cnbn f(mn).

%<m<M %<n<N

Nous notons p la valuation de M dans (g,)n>1, soit
Qu—1 < M < q,.
Proposition 4. [l existe ¢ €]0, 1] et po > 0 tels que sous ces hypothéses, pour u = po,
Si1 < x(log z)Y? max (T(qu(x)), log z) Y g—olenn=1)/2,
Les constantes c, g et la constante implicite ne dépendent que de & et (Gn)n>1-

La suite de cette section est consacrée a la démonstration de la proposition @} Une premieére
application de I'inégalité de Cauchy-Schwarz fournit

(29) <M Z ‘ Z nfmn

<m<M N/2<n<N

7.1. Premiere application de I’inégalité de van der Corput, propagation de retenues. Nous ap-
pliquons a la somme en m dans ( . I'inégalité de van der Corput, soit le lemme @ avec k =1 et

R = qL“ ], oll p est un nombre entier > 1 qui sera fixé ultérieurement de maniere a ce que
On a

Z bnf(mn‘ <<—< + Z (1——) Z %(bnMEf(mn—i-mT)f(mn))).

%<n<N ISr<R %<n<N—r
En conséquence,

el t 3 (1= D)Res)

1<r<R

Z Z btrn f(min + mr) f(mn).

%<m<M %<n<N—r

avec

On échange les sommes en m et n, puis on applique I'inégalité triangulaire :

SH<< +— > Si(r

1<r<R

Si(r) = Z ’ Z f(mn +mr)f(mn)|.

%<n<N %<m<N

avec

Posons s = pu+2p, fixons r € {1,..., R—1}. Pour tout m €]JM /2, M|, on a mr < q#q,[o“] = Qutp-
Majorons le nombre E(M, N, p) de couples (m,n) €]M/2, M|x|N/2, N]| tels que
(31) f(mn+mr) f(mn) # fu,(mn+mr) f,(mn).

Comme f est fortement A-multiplicative et a valeurs dans le cercle unité, une condition nécessaire
pour que (m,n) vérifie (31)) est que I'addition mn +— mn + mr modifie au moins un chiffre de mn
d’indice au moins s, donc que 1’on ait pour tout nombre entier j :

(32) p+p<j<pu—1 = ¢gj(mn)=a; — L
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Il suffit par conséquent d’évaluer le nombre de couples (m,n) €]M /2, M]x|N/2, N] tels que
mn = kq,, + K +1

avec 0 < k < w/qu,, K =3 cio,(a; —1)g; et 0 <t < gupp. A k fixé et m fixé, le nombre
d’entiers n satisfaisant a cette condition est < g,+,/m. On a par conséquent

E(M, N, p) < Z Z Quip/Mm K ——+ Llptp
Y <m<M k<z/qu, n
On a donc
q z . fun(mn)
St s 4 D 25 S| ST ot )|
R Qu+2p R r=1 ﬂ<n<N M<777/<]w
2 SIS 2 =

Nous élevons au carré, utilisons I'inégalité (a + b + ¢)* < a? + b? + ¢? et appliquons I'inégalité de
Cauchy-Schwarz a la double somme en r et n. Compte tenu de I'inégalité M N < z, nous obtenons

3 B -
1Sul' < + qu ]\j_R Z Z ‘ Z Sus (mn +mr) f, (mn) 2
uz

R2
r=l Bon<N Ham<m

7.2. Deuxieme application de I’inégalité de van der Corput. On pose alors

pa = p—2p
et 'on applique & la somme en m une variante de I'inégalité de van der Corput, soit le lemme [0]
avec
—2p]

en notant que kS < g,—1 < M. Cela fournit la majoration

‘ Z fus(mn + nr) f,,(mn) i

%<m<M

<<%<M+2 > (1—%)

1<s<S

> %(m((m+qms><n+r>>fu2<<m+qms>n>fu2<m<n+r>>fu2<mn>)).

H<m<M—qu,s
Afin d’alléger I’écriture, nous introduisons les notations
I=1(s)=|M/2,M —q,,s|NZ et J=|N/2,N]NZ.
Nous obtenons ainsi

Z Z ‘ Z fuo (mn +mr) fo,, (mn)

r=1 N<n<N %<m<M

= Z Z (1—%>S§(r,s)

1<Sr<R 1<s<S

> zMR M
<« g+ g R(S)

avec

ou

Sy(rs) = Y fual(m + us) (04 1)) fra (M + @y $)) fs (M + 1) f (mim).

(m,n)elxJ
A ce stade, nous avons établi la majoration

|511|4<<x<%+q”+p+ ) Z Z|S/T‘S

Dut2p 1<1’<R 1<s<S
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Pour clore ce paragraphe, on remarque que pour tous nombres entiers ¢ et k,
Juz (¢ + kqm)fuz (4) = fuz,m(g + qu)fuz,m (0),

donc on a

Sy(r, s) = Z Juizr (M40 + @y ST+ Qi 78) fg g (M0 + MT) frig oy (M A+ Gy SN frug oy ().
(m,n)elxJ

7.3. Détection des chiffres de rang intermédiaire, polynomes de Vaaler. Pour a € N*, désignons

par r,, ,,(a) I'unique nombre entier u € {0, ... ,qL‘;ﬂm — 1} tel que

a = kqu, +uqg,, +v
avec k € Net v € {0,...,¢q,, — 1}. On a I’équivalence
a } [ u u+1
[

Ty () = U > {_ Tl Jp
2 quzl pr Quo—pa

[mod 1.

4 / — — [p1]
Pour évaluer S5, posons 1y, ., (mn) = ug et vy, ,,(m(n +7r)) = uy avec 0 < ug,u; < q,,-,,. Posons

g(n) = f}tlél]ul( ) (cf. E} On remarque que, d’apres
fuz g (M +mr + g, 5m + qus) = g(u; + sn +rs)

(
fuz,ul (mn + mr) (ul)
fuz,m (mn + Qu 5”) (UQ + Sn)
fuz,ul(mn) = (UO)
On a ainsi, en rappelant la notation xo(t) = Tj[({t}),
Sé(r S) = Z Z X /gl ( —>X ( )
’ / 1 [ ] 1/ [m1] [ }
(m, n)EIxJO<u0 u1<qL“21 . Ypg—py o q,uil " Yo~y Qo qlf;l .

x g(ur + sn + rs)g(u1)g(uo + sn)g(uo).
Le lemme [5] appliqué avec

(33) H, =H,=H = qL’;ﬂMS o] = g = 1/qlgl]m,
conduit a la décomposition
(34) So(r,s) = Sy(r, s) + O(E4(r,0) + E4(0,7) + E4(r))

avec

B mn U mn+mr U
s = S8 A (5 ) A, i)

wo—p1’ G~y H
(mon)EIxJ gy U1<q[“2ﬂm Tuz Gy o Duo—1

x g(uy + sn +rs)g(u1)g(uo + sn)g(uo),

mn + mr Ug
E4(Ta 7”/) = Z Z Bl/q[’” H < - (1] >

H2—p1?
(m,n)elxJ 0<u0<q[#21] " Ausy po—yn

mn + mr’ Uy
X E X5 (k1] -
1
(k1] /qHQ & pz ql[iluzl]m
0Su1<qy,,~ 4y
et
mn Ug
/ _
Ey(r) = Z Z Bl/qm Hl,H<qM gl )
YeIxJ (k1] 2 p2—p1
(m.n) 0Su0<qy, =y
mn+mr Uq
x Z Bl/ il H ( 1] )
[k1] Tz o qﬂz ©1
0<u1<q

H2—H1
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Dans la suite, afin d’évaluer S, nous exploitons les propriétés des polynomes trigonométrique A, g
et B, g rappelées au lemme @

7.3.1. Majoration de E4(r,r"). De I'identité

(751 .
>, () =1

0<“1<qu;11#1 p2— 1

valable pour tout ¢ € R, nous déduisons

no_ mn + mr. g

uz M1’
(m’n)EIXJ0<UO<qL”211M po—pa

h
- Y Y Y (s )

\h|<H (m)elx] ocug<ght] Dy~

Compte tenu de la relation , il s’ensuit

mn +mr
By =ait >0 /gl ) Y e (R,

\h|<H (m,n)elx.J Gy

h=0 mod q;[f;ﬂ 0

Nous posons h = b’ b1l dans la somme en h, puis appliquons I'inégalité triangulaire et la majo-

Qps—pa
ration |bh(1/qL“21lm, H)| < 1/H. Nous obtenons de la sorte

h'my |—1
an (1)),
q#l
Nous posons alors m = kq,, +m’ avec k < M/q,, et 0 < m’ < g,, pour aboutir &
h'my |—1
Z Z mln( sin(ﬂ )‘ )
Qu

Qi |h/]<S 0Sm<qu,
Nous distinguons la contribution du terme correspondant a b’ = 0 et majorons la contribution des
h' restants en utilisant le lemme [§ :

|Ey(r,7")] < Z Z ‘Z (

|m<s osm<M  n

<5 3 mn(g

|h/|<S 0<m< M

|Ey(r,r")| <<

x M x
Ey(r,r) < 5 4+ — <T<QH1)M + dn log(qm)>

S Q1

T T

= 1 —+ M
< g+ max(r(gn) loglan)) (L~ + M)

1 1
< xmax (T(qv($)), log x) (§ + —),

4p,

puisque /M > g,
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7.3.2. Majoration de E}(r). On commence par effectuer les sommes sur ug et u;. Compte tenu de
la relation , nous avons

Ey(r)= > bn(1/gl, H)by (1), H)

|hol,|h1|<H

mn hou mn + mr hiu
% Z Z (ho 00)e<h1 _ 11)
q [p1] A [p1]
(mn)€IXJ <y U1<qL“21 » 2 D~ 2 Qpa—n

= (@80 D by (/a8 By (10 H)

0900 —pq
mylingl<s

y Z (mn (hy —i—qf:l) + mrh’1>.

(m,n)elIxJ

Nous utilisons 'inégalité triangulaire et la majoration |bs(1/ qL‘Q . H)| < 1/H pour obtenir

|Efl(r)|<$ Z ‘ Z (mnh —I—h)—i—mrh/l)“

0<|Ry |1, |<S  (mn)elxJ] U

Le module de la double somme sur m et n n’excede pas x donc la contribution des couples (hg, h})
tels que h{+h) = 0 est O(z/S). La contribution des couples (hy, b)) tels que h{+ k) # 0 est quant

a elle majorée par
_ o2 (x| m(hg 4 hy) N
Es(r)=S E E min <M’ sin <7TT>‘ >
0<|hp||n}|<S m<M
h, ! #0

En posant h' = hj, + k), nous parvenons a

r)<<% Z Zmin(%,

1<|h’|<2S m<M

s > > (g

1<|h'\<25 0<t<qy,

. mh'\ |1
Sin <7T ) >
q#l

( th' )
sm
Q,ul

).

D’aprés le lemme [§]

M T T
E5(r) < — (T(qm)ﬁ + gy, log qu1> < — max (T(qy(x)), log :I:)
Q,tn H1

On a donc

1 1
Ey(r) < xmax (T(qu()), log ) <— + —>
Nous avons ainsi établi que

So(r,s) = Sy(r,s) + O (x max (7(¢y() ), log z) (l + L))

S G
On a donc a ce stade
1 ¢, 1 . 11
(35) 1S |* < ( + 5= +—> + 2* max (7(qy(z)), log z <—+—>
R2 u+2p g ( (z) ) S

”“"—S N3 1S s)l.

1<r<R 1<s<S
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7.4. Analyse de Fourier de S;(r, s). Rappelons que

mn Ug mn + mrou
S4(Ta S) = Z Z Al/q[lﬂ <_ - (] >A1/q[M1] H< (1] )

o m’ Qo Y no—p1’ Qo
(m,n)elxJ 0<uo u1<‘1;[4u21 o qMQ ©1 qHz 5

X g(uy + sn + rs)g(ur)g(uo + sn)g(uo),

avec g(k) =e (a }f;l]m(k)) qui est q%llm-périodique. Nous posons
Uy + SN = uy mod ql[f;llm et wuy + sn+rn = us mod ql[f;llm.
En utilisant la relation (1)), nous aboutissons a 'identité
Silrs) = > an(U/apL, H)an (1/qls),, H)
0<|hol,lh1|<H
0 glus)a()g(us)g(uo)
0<u0,u1,u2,ug<q£f;1] 1
U mn + mrou
X ( ( q [Hl? ) T hl < q [,Ul}l >)
(m,n)eIxJ F2 Quy—pn H2 Dpa—1n
[h1] -2 Uy + SN — Usg Uy + SN+ Sr — us
X (G ) Z © (hQT +hs (1] '
0<h2’h3<q£:;1]u1 Qo - Quo—pa

Rappelons la définition de F' /{h’} en . En effectuant les sommes en ug, u1, us et uz, nous obtenons

Sa(rys) = (@07 N an(L/ql H)an, 1/, H)
0<|hol,|h1|<H

Tl hssr
xR ) ER (s — ) ERY (o — ha)EBY, (—ho)e (25

H2—H1 H2—Hp1 H2—H1 [Mﬂ

q
0<hs, h3<q,[fllpl p2—p1

% Z o (h() + hl)mn + hlmr + (hg + h3)87”b(]u1>

(m,n)elxJ uz

= Sy(r,s) + Si(r, s)

ou S et S} correspondent respectivement aux contributions des couples (hg, hy) tels que hg+hy =0
et ho + hl # 0.

7.5. Majoration de S). Lorsque hy + h; = 0 les sommations sur m et n sont indépendantes.
Supposons que
(36) HR < q,,/2.
On a alors
h h
(37) ‘Ze( 1mr>‘<min<M, sin L 4" ><m1n<M, G )
mel Qpy Qus ’hl‘r

Par ailleurs,
W(hg —|— hg)S

[p1]
Qs y1r

sin

e ()| < min (5

(1]
Ha—p

|S£(T, 8)| < 55(T7 S)’

-

,-périodicité de F,ﬂ‘;l] 41> Dous obtenons la majoration

En posant h = hy + hs et en utilisant la ¢
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avec
q
S5(r8) = (L D Lo (/gL EP min (31, 22 )
Ih|<H 1
hs -1
Z min (i, sin 2 >Sﬁ(h,h1),
M q[ pa]
0<h<qu;1]#1 p2—p1
ou
Se(h,ha) = > |EE, (hs —hy = h)EEY, (hy — ha) FY, (hs — h)ELY, (hs)]
6\ e1) — p2—p \143 p2—p1 H2—p1 pa—pr \'*3/ ]
0<h5<q‘[f;1]m
] ]
D’apres 'inégalité de Cauchy-Schwarz et la qH”; . -périodicité de F, u’;l 41> ON @ pour tout h € Z,
Se(h, hi) < S7(h1)
avec
2
Sih) = 3 |Fh(hs = b)Y, (k)]
0<h3<q;[521]u1

D’apres le lemme [§] nous avons

1 (x| mhs |7 Tl ) M
o Z Z min <M7 ) S q[uT‘ ) <77 M (quzl m) + q#;m log qu;ﬂn'
1<s<S 0<h<q[“21] i p2— 1

Nous supposons désormais que
(33) Gty < 0

On a par sous-multiplicativité de la fonction 7,

(q%l}/n) < T(Qu) < T(Qv(m))-

Nous obtenons donc
[pa]

(B9)  me S0 ISirs)] < o max (vl o) (14 ) (1057 s0)

1<r<R Qu—1 1<r<R
1<s<S

avec

q
S5(r) = @007 37 lans (Ll )P in (M, 5 ) o)

|hi|<H

21

Nous subdivisons la somme sur h; en trois sommes S§(r), Sg (r) et S{'(r) suivant que : |hy| < g, /M,

G/ M < |hn] < g et g™ < || < H.

Qo —pa H2—H1

7.5.1. Majoration de Si(r). La majoration

H2—p1) H2—H1

conduisent a

Siry<M > Si(h)

|h1|<quy /M

< M | max Z ‘Fugl]m h + h,)|2 Z |F/[f2“]u1(h3)’2

[h|<quy /M 0<h3<q[“1]

no—p1
:M%}a%( Z {F[“ﬂ (h—i—h’)‘Q.

p2—p1
‘h|<Qu2 /M

an, (1) H)‘ < 1/¢"1 et I'identité de Parseval
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Notons que quz/M ‘Juz/qu 1= 0u—1"""0uy—1 = ql[il; /1+1’ donc

Se(r) <2Mmax Y |FL (bt )]

1
0<h<aqyfy )iy

Utilisons a présent le lemme [3| avec (i, A, k) remplacé par (u — 1 — pq, pio — pi1, 1) = pour tout
heZ,

m ] h [u—1]
F/j; m(h) - Fuu—l—m ( [p—1] ) F/j;—u—&-l(h)'
2—p+1

Comme f € F,, nous avons d’apres ([19)),

} (t)’ < 6*0'(;”17#14’#*1*#1) — e*U(Mpr,,ufl)’

sup
teR

et avec 'identité de Parseval, nous en déduisons que

% D Sir) < 2Mel2onl),

1<r<R

7.5.2. Majoration de S§(r). Nous utilisons 1a encore la majoration |as, (1/q ] H)| <1/q ]

p2—p1) B2 — 1
pour obtenir, grace a I'identité de Parseval,
4q S7(hy)
S (r) < 22
8( ) =X r Z |h1|

G /M <|ha <)),

M M
<= —_.
S S7(hy) < .

1<|h1‘<q:21] K1

En conséquence,
1 MlogR M
Y Sir) < o Mo

R R [u]

1 [u] )

1<r<R

7.5.3. Majoration de S§'(r). On utilise cette fois la majoration |ah1(1/q/[g1 s H)| < 1/(mlha), qui
conduit a

) < (gt S

q#z H1 ‘h1|3
1l - iny|<H

po—py
La fonction hy +— S7(hy) est ql[fﬂm—périodique En décomposant la sommation en h; suivant les
intervalles jq/[fﬂm < |h| < (G + l)ql[gllm pour 1 < j < H/ql[g1 ., et en majorant |hy|™% par

J- (Q,[Zﬂm) 3 on obtient

" 1 q 2 1
Sq'(r) < (‘L[f; ]m)Z ;,L Z PR Z S7(h)

7=>1 .7 (qug Nl) 0<h1<q[“1]

wa—p1
M
rgtl r r

et par suite
1 M
— Z Sg' (1) —logqf[)}.
R 1<r<R QLM

On a donc établi la majoration

1 1 (]
= Z Ss(r) <<M<e—20(u—2p,u—l)+ 0g qp )

(1]
1<r<R q,ou
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En reportant dans , il vient

(1]
1 iy~ —20 1
(40) oS Z 1S4(r, s)| < zmax (7(qu() ), log z) (log x)(l + ﬁ) (e 2o(n=2pu=1) 4 m)
1<r<1§t K dp
1<s<

7.6. Majoration de S;. On effectue la sommation sur m et I’on obtient

Si(rs) a0 Y0 D0 lan (gl Han (g, H)|
|hol|<H |h1|<H
h0+h1750
X Z ‘Fugl]m ugllu1(h3 hl)‘
0<h3<qu421] n1
] (]
X Z ‘Flgl 51 )Fugl u1<_h2)‘
0<ha<qil!
h h hir|—1
mem( sinﬂ( ot 1)n+ 1 )
q#z

Dans la derniére somme, nous posons n = kg, +t avec 0 < k < N/q,, et 0 <t < ¢, et nous
appliquons le lemme m a la somme en t. Comme |hg + hy| < 2H et qus < Hgy,, on a

. . ho + hi)n + hyr |1 [N ]
me <M,’SID7T( 0 n 1T‘ > <L | — ((ho + hi, Guy ) M+ g, logqm)
ngN qy«Q QMQ
Ve
< C_I_ (HM+qM2 long)
2
S
< | 2| HMlogq,, < (1 + )HMlogx.
Qua Qus

L’inégalité de Cauchy-Schwarz et 1'égalité de Parseval donnent les majorations

S |EE (e — ha)FEY, (—ho)| < 1

0<h2<q/[f21] By

Z ‘FIEZI]IM (h3)FlEl2LﬂM1 (h3 - hl)‘ <L
0<h3<q/[521] o

Par ailleurs,

1 1
Z lan( 1/(],[21 w H)| < Z ]l Z m

hi<H gt Bamm gl ey
<1+ log(H/qL‘;1 ) < logx.
Ainsi,
T
(41) — Z 50| < (gf,)? (tog ) (14— ) HM
1<r<R Uy
1<s<S

2 2
z(log ) (a2 qle” 1”](

l-20]\4
(ad, )

qul

Q;H-Qp >

z(log x)?
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Nous déduisons de et la majoration

(1—2p]\4
1 (qhs72")
(42) == D 184(r)] < a(log ) max (7(guce): og @) (Kl(,u, o)+ 4p_>
1<r<R qu—1
1<s<S
avec
q[u*2p] 1
Kl(u, p) = (1 + Mo ) <e*20(u*2p,u71) + ﬁ)
Qp—1 CIP#

7.7. Fin de la majoration de S;;. En insérant dans (35)), nous obtenons que sous les conditions
BY). (9 et B3), soit

(43) q/[)u] < du—1
—2 —2

(44) a2 gl gl < a2

(45) 0ty < g,

on a

St < x*(log 2)? max (T(qv($)), log x) Ky (u, p),
avec o

1 1 1 1 s

e T e T e T i (2
(Qp ) (CJp ) d2p—1 Qu—2p Qu—1
Il s’agit a présent de fixer la valeur de p en fonction de p puis d’évaluer K, pour p suffisamment
grand en tenant compte du fait que la base A est supposée tempérée.

Commengons par montrer qu’il existe ¢ > 0 tel que, pour u > 2 et p = |cu], les conditions
, et sont vérifiées. D’apres la définition d’une base tempérée (cf. @), pour p > 2 et
p=len),

(46) ¢ <R(B.1/B= (af ) < g,

Fixons alors

Ka(p, p) = ) + Ki(p, p).

“(58’ Y e10,1/8]

Les conditions , et (5] sont bien vérifiées puisque

p=lcu] avecc=

-2 -2 -2 -2 qu+2
qg[ll;; p}qg;_lp]ql[ju] < (qz[f; p])3 < (qé[f; p])5 < Gy = 2o

Dans la suite, nous prenons u suffisamment grand de maniere a ce que cu > 2. A présent, montrons
qu'il existe ¢ > 0 tel que pour p/ = |du],

1
Ka(p, p) < P + e~ 20(n=2p,n—1)
o

En appliquant @D a diverses reprises, nous obtenons :
2
d < k)2 = (q;[f‘])2 > qL“] > qy avec Ky = n(l, E)’

1 2
(47) d < chyf2 = (q/[)’“Lp})2 > qy  avec kg = /@(57 1+ E>’

_ 2
d < crg/2 = qg;j”] > qy avec K3 = Ii(l, - — 2).
c

Pour la derniere inégalité, on a en effet

p—=2p < (%—2)p< (%—2)(21)—1)

Par définition de p et de p’, on a directement

(48) <1 —2c=qu0, > qp.
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En conséquence, en posant

/ 1 :
¢ = —min (Clﬁ, CKo, CK3,2 — 46)

et en utilisant (47) et (48)), il vient
1 n 1 n 1 n 1 < 1
2 2 2 o
( Q;[)“]) ( ngp]) qg; lp} Qu—2p 4

De plus, d’apres (46| et ( .

(1—2p]
1 1 1
gl ) ST € g S
Qu-1 Qap G2p—1 Qe
Il s’ensuit
1
Ky (p, p) < e 27020nl) o
o

Dans la suite, nous prenons p suffisamment grand de maniére a ce que ¢’p > 2.
Posons d = 2/¢, kg = k(1,d), ¢" = min(c, ckg/2) > 0 et p” = |'u|. Alors, 2p > p”. Par ailleurs,

2
p=pSuS Sl =dpf et
/! < /l< 1! < C//’L< / _ /
plr=1<p" <'u<hy— <ka|dp) = kap,

2

d’Oil q[p[:/ip]-//] << qp/'

Compte tenu de la décroissance de 7 +— o(r,-) et de la minoration (20), on a alors

1 [n—p""]

Ko, p) < e720=rn=h) o = g em20(u=pn=1) (1 + ) < =20 (n=p" 1),
QP/ qp/

u

Nous obtenons l'existence de ¢ > 0 tel que pour p suffisamment grand,

S7 < a*(log z)? max (7(qu(w) ), log ) e~ 20 (u=c"pp=1),

ce qui conclut la démonstration de la proposition

8. DEMONSTRATION DU THEOREME PRINCIPAL

Le théoreme [1| se déduit de fagon classique des estimations de sommes de type I et II obtenues
dans les paragraphes |§| et m La démarche est similaire a celle suivie par exemple dans [24]. Posons
u = 2%/1° D’apres I'identité de Vaughan (cf. par exemple [4) p. 139]), on a

(49) > An) — S5+ S35 4 O(u)

n<e

avec

Si= ) pm)log(n)f(mn),

m<u
mn<x

Sp= Y p(mi)A(ma)f(miman),

m1<u
mo<u
mimon<x

Sy= Y u(m)A(ny)f(mniny).

u<m<x
u<n1 <z
mnina<T
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Si= S utm) 3 elsnn) [T =S utm) [ 30 snn)

m<u n<x/m m<u t<n<z/m

ut<x/m
| \ )|
< (log x)? max Iﬁaﬁn Zf mn
M/2<m<M

D’apres la proposition [2] il existe ¢5 < 1 tel que pour z suffisamment grand,
v(u?) = v(z%1%) < esv(x).

En particulier, v(u?) < v(z) — 1. Nous pouvons donc appliquer la proposition . En tenant compte
de la décroissance de r — o(r, ), nous obtenons

(50) S; < z(logx)* exp < —o(v(u?),v(z) — 1)) < z(log x)* exp ( —o(csv(z),v(z) — 1))

ou nous rappelons que v(y) désigne la valuation du nombre y en base A (cf. §2.2)).
Pour traiter S5, on pose m = myms de sorte que

S= 3 (D wm)Ama)) S fmn).

m<yu?2  M1ma=m mn<x
mi1<u
mao<u

De la majoration

Z [p(ma)| A(mz) < Z A(mz) = logm,

mima=m
m1<u
mo<u

ma|m

on déduit que

Sy < logx Z ‘ Z f(mn)‘

m<u? n<z/m
(51) < logz (S5 + S + O(u?))

avec

S =3 S0 fomm)

m<u  n<zx/m

u<m<u? u<n<z/m

Le méme calcul que celui réalisé pour S; aboutit a
SV < z(log z)* exp ( —o(csv(z),v(z) — 1))

La somme 5’52) se traite comme une somme de type II. En utilisant un lemme de séparation
des variables au prix d’un facteur logz (par exemple [I8, Lemma 13.11]), puis en découpant les
intervalles |u, u?] et Ju, z /u| suivant des intervalles de la forme | M /2, M| et |N/2, N], nous parvenons
a

Sf) < (logz)? sup ) Z Z bncm f(mn)

M/2<m<M N/2<n<N
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ou le supremum est pris sur toutes les suites (b, ), et (¢;,)m de nombres complexes de module < 1,
tous les nombres entiers M et N tels que MN < x, min(M,N) > u. D’apres la proposition
appliquée avec £ = 3/10, il existe ¢g < 1 tel que

1/4

1
Séz) < z(log x)3+% max(qu(z), log ) sup  exp ( — §O'<CG/UM7N, UMN — 1)),

MN<z
min(M,N)>u

ol nous avons posé vy, n = v(min(M, N)). Comme
u =210 < min(M, N) < /2,

on a

U(:El/?’) <ovyn < v(x1/2)

et donc

2 1 .
Sé )< z(log x)7/2 max(gu(z), log x)1/4 Xp < 2 v(xs/w)lénxfgv(:cm) o(esh A= 1)>

Nous obtenons ainsi la majoration
Sy < x(log 2)"/? max(qu(s), log 2) e 1@/2 4 2910 og &

avec

T(z) = min <a(c5v(z),v(x) - 1), inf o(cgA, A — 1)>

v(z3/10)KALw(21/2)

Enfin, on a

Sy =(logz) Y pu(m) Y (10g

u<m<z/u u<n<z/m

Nous remarquons que

Z A(ny) < logn,

u<n1 <
nina=n

de sorte que I'on peut réécrire S3 sous la forme

= (log x) Z Z by f(mn),

u<m<z/u u<n<a:/m

avec || < 1, |b,| < 1 pour tous entiers m et n. On peut alors appliquer le méme traitement a Ss
qu’a 552) et I'on obtient

Ss < (log )" max(qy(), log x) /1”2,

Finalement,

Z A(n ) < 2(log 2)*? max(qy(z), log z) /e~ @2 4 1910 10g 7.

n<xe
En tenant compte de la décroissance de r +— o(r, ), on a, en posant ¢y = max(cs, ¢g) < 1,

T(x) > inf o(coA, A —1).

v(x3/10) <AL ()

Cela conclut la preuve du théoreme
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9. TRANSFORMEE DE FOURIER DE LA FONCTION SOMME DE CHIFFRES

Soient o« € R et f(n) = e(asa(n)). Cette section a pour but d’établir une majoration de la

transformée de Fourier discrete décalée ]F/{k]| associée a f dans une base de Cantor A quelconque.
Il s’agit de reprendre et, le cas échéant, de préciser, plusieurs résultats obtenus dans [26]. Le premier
lemme améliore le lemme 3 de [26]. Rappelons que la définition de ¢y est donnée en (25)).

Lemme 11. Pour tout nombre entier k > 1 et tout nombre réel t tel que ||t| < +

L’
(k* = D) |1t]”
6 .

on a

or(t) <k exp (—

Démonstration. Pour k = 1, il y a égalité, donc on peut supposer k£ > 2. Comme ¢, est paire et
périodique de période 1 on peut supposer que 0 < t < % La fonction f définie par f(0) =1 et

- 228 o (-

est continue sur [0, %] Pour montrer 'inégalité attendue, il suffit de montrer que pour ¢ € [0, +] on

a f(t) < f(0) = 1. '

La fonction f est strictement positive et dérivable sur ]0, 1| et pour ¢ €]0, [ on a

L(t)—ﬂ' cot(m — T COL(Tr 2 7T—2t
o k cot(rkt) t(nt) + (k 1)3.

Pour |u| < 1, le développement de Taylor

ucot(mu) =1 *2’0 | Bayn | (2ru)*
m mu) =1-— 2m| ~ o
— (2m)!

ol (By), désigne la suite des nombres de Bernoulli (en particulier, B, = ), permet d’écrire pour
t €0, 2|,
PO _ R e QR
t =— Bop| (K*™ —1 k*—1)—
+o0o
27t )%™
=— Bop| (2™ —1 ( <0
> Bl (2 - ET0E <0,
m=2
donc f est décroissante sur [0, %], d’ou, pour tout t € [0, %], f(t) < f(0) =1. O

Lemme 12. Pour tout nombre entier k > 2, et tout t € R, on a

() ()

Démonstration. Voir [26, Lemme 4]. O
Lemme 13. Pour tout nombre entier k > 2, et tout 6 € [0, 3%}, on a
t) = pp(9).
max @i (t) = ¢(0)
Démonstration. Voir [20, Lemme 5. O

Lemme 14. Pour tous nombres entiers k > 2, k' > 2 et tout « € R, on a

(k= 1)all”

N————

2
T
—t) o (o — kt) < kK - —
max i (a — 1) pp (@ — kt) exp( L
Démonstration. En posant t = a — u, on a
max i (@ — 1) pp (o — kt) = max gy (u) or (ku — (k = La).

[G—Dal 1
k'+1 < 2k "

Posons 0 := Nous distinguons deux cas :
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— Si ||ku — (k — 1)ar|| > 4, alors d’apres le lemme [13] nous avons

[(k = Do

/ — — 1 < ’ g ,
op (ku — (k —1a) < o (6) = ow ( 7
d’ou, d’apres le lemme [11],
m (kK —1) 2
(ku— (k=1 K — (k=1
= (k= Do) < & exp (= 8=k = 1)al?)

En observant que (K’ —1)/(k" + 1) > 1/3 et en utilisant la majoration triviale ¢x(u) < k, on
obtient finalement

i
) g — (= 1)) < b exp (= T2k = D).

— Si |lku — (k — 1)a|| < 4, alors, d’apres le lemme [12] on a ¢x(u) = @r(ku/k) < or(||kul| /k).

Or,

[kull = llku = (k = Da+ (k= Deaf = [[(k—1Dal = |[ku— (k= 1o
> |[(k—1)a|]|—d=(K+1)d -8 =Ko,
donc, comme ¢y, est décroissante sur [ ik], on obtient
or(u) < er(|lkull /k) < on (K'0/k) .

Mais d’apres le lemme [11] et la définition de 9, on obtient

o K5/ < exp (~ TR 1)

En observant que (k* —1)/k* > 3/4, k”/(k' +1)? > 4/9 et, en utilisant la majoration triviale
op (ku — (k — 1)a) < k on obtient & nouveau

) g — (= 1)) < b exp (= T2k = D).

Proposition 5. On a pour toutt e R, A\ e N*, ke N, a € R,

2

(52) [F ()] < exp <—§—6 >l - 1>a||2> :

k<j<k+A—1

Démonstration. D’apres le lemme [2] on a, en regroupant les termes deux par deux,

[k] 1 t t
|F)\ (t)l < H +¢a2j+k (Oé - W) 90a2j+k+1 (Q - a2j+km> ;

a a
J<n/2 25 +kW25+k+1 A—2; A—2j

d’ou l'on tire
2

k m 2
R0 <exp |~ D llagx— 1o
0<j<(A=1)/2

en utilisant pour chaque terme du produit la majoration fournie par le lemme [I4] La majoration

2

k ™
IO <esp | —7g D0 Maggasa — Dalf

0<5<(A=2)/2

s’obtient de maniere identique ; en effectuant la moyenne géométrique de ces deux majorations, on

obtient . O
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10. ETUDE DE LA BASE FACTORIELLE

Rappelons que la base factorielle correspond a la suite (a;);>0 donnée par a; = j + 2 de sorte
que ¢, = (n + 1)! et que la valuation v(x) d’'un nombre réel x > 2 dans cette base vérifie

v(x) ~

Le théoréme [1] appliqué & la base factorielle ainsi que 'estimation (cf. [I1), theorem 1])
Con n
)= (ognr))
m(n!) = exp <logn - (logm)?

= logk
Zkog ~ 1.25775,

log
Toglog s (x — +00).

avec

fournissent 1’énoncé suivant.

Proposition 6. Soit o une fonction satisfaisant a et f : N — U une fonction fortement
multiplicative en base factorielle telle que f € F,. Il existe c7,d7 > 0 tel que pour x = 2, on a

(53) Z A(n)f(n) < zexp <d7

n<x

ot ICy a été défini en (21)).

log x 1
— K, (z, > 9/10 _
Toglog 2?2 (x,¢7)) + 27 logx

Soit g une fonction fortement additive en base factorielle et v : N — Z la fonction vérifiant
7(0) = 0 et telle que g = >, 57 o¢; (cf. définition . D’apres le lemme , la transformée de

Fourier décalée F' /{k] associée a f(n) = e(ag(n)) par (|15)) vérifie

50 H@( MM)

a=k+2 dq—2
avec, pour a € N*,

(55) Ou(,t) :é S e(or(u) — ut).

0<u<a

Dans ce qui suit, nous évaluons pour diverses fonctions g le produit
@2a(a7 t) ®2a+1(a7 2at)

Cette technique permet dans certains cas d’obtenir une estimation uniforme en ¢ de F ;\k] (t) et in

fine d’étudier la répartition des valeurs de (g(p))pep.

10.1. La fonction somme des chiffres en base factorielle, preuve des théorémes et[d D’apres
la proposition [5] la fonction f(n) = e(asa(n)) en base factorielle appartient & F, pour

9= 13 G+ Dal?.

r<j<s

Pour tout c < 1 et x € R on a donc
2

™ . . 2
(56) Rol@,e) =35 and > el

EAFIKI<A

Le théoreme |2l est donc une conséquence directe de la proposition @ et de . Posons pour r, s € N,

o(r,s,a) = Y |ljal’

r<j<s

Y lljal® = ofeA] . [A] - Loa).

AF1<G<A

a € R,

de sorte que
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Proposition 7. Soit (k,b) € N? avec 1 < k < b. Pour tous nombres entiersr et s tels que s—r > 4b,

on a
s—r
57 k/b) > )
(57) o(r, s, k/b) 2 —
Démonstration. Introduisons la notation
N2
7
TO) = > |5l -
0<i<b

et supposons pour l'instant (k,b) = 1. Posons pour r,s € N, r = Rb+ R et s = Sb+ S’ avec
0<r<bet0< S <b Ona

, Ki||?
> llgk/bI? = STO) + > |+
0<j<s 0<i<s’
et donc
Eill? Kill?
o(rys,k/b) = Y |lik/bl> = (S =R)TO) + > ||| = D ||+
r<j<s 0<i<s’ O<i<R!

Il en découle

> llik/bl* = (S = R = 1)T(b)

r<j<s
On note que pour § —r = 4b,

s-n-i=[f]- [} 1255705 5

Par ailleurs, un calcul élémentaire fournit

2
ZV(E—1)+1  sibest pair,

T(b) = {b%v(b_—l) si b est impair,
b2

avec

Pour b > 3 impair, il en résulte

Pour b =2 on a T'(b) = 1/4 et, pour b > 4 pair, on a

C(b-2bb—1) 1 b
T(b) =g+ = 1~ 3+ 2430 > .

On a donc T'(b) > 2b/27 pour tout b > 2. En définitive, pour s —r > 4b, (k,b) =1, on a

(58) >

r<j<s

k|

S—7rTr
- o7

Si (k,b) > 1, alors

D ikl =Y 1k )

r<j<s r<j<s
avec k' = k/(k,b) et b =0b/(k,b). On note que (k' V)=1letd >2 puisque bt k par hypothese. Si
s —r > 4b, alors s —r > 4V et donc d’apres (B8), >, i, HJkH > O
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Démonstration du théoréme[d. En utilisant la relation , on a pour { € Z et b € N*|

b—1

w = 2 -gl= e (- F) DA (%)
s4(n)=f mod b
< s | e (F4)]

Appliquons alors la majoration (53)). D’apres et P'inégalité (L0), pour tout ¢ > 0 et x > (b, c),

on a

log x
inf AlL[A]—1 —_—
U(x3/1(})n</\<v(x) Q( IVC —I ’ [ —I 7a) > 10g logx

Nous obtenons donc 'existence de ¢4 > 0 tel que, pour = suffisamment grand,

log = )

R(I) L rexp ( — C4m .

11 s’ensuit

nzgx A(n):%+0<xexp<—c4b1;%>>.

sa(n)=¢ mod b

Le théorémeen découle a ’aide d’une intégration par parties (cf. par exemple, [27], lemme 11]). O

Proposition 8. Soit « € R\ Q. On a pour tous nombres entiers r et s tels que 1 <r < s, 1 — o0,

s—r
12

Q(rv‘S?&) = +OO¢(T)'

Démonstration. Comme « est irrationnel, la suite (jo);>1 est équirépartie modulo 1. D’apres un
résultat classique sur les suites équiréparties modulo 1 (cf. par exemple [21) theorem 1.1]), on a

1
S el =r [ A7 dt + 0a(r) = 15 + 0a(r),
1<j<r 0

lorsque r — oo, ce qui fournit par différence I'estimation attendue. O

Démonstration du théoréme[]. D’apres le critere de Weyl (cf., par exemple, [21, theorem 2.1]), il
suffit de prouver que pour tout nombre irrationnel «,

Ze (asa(p)) = o(r(z)) (z — +00).
p<T
Une intégration par parties montre qu’il suffit pour cela d’établir la relation

ZA (asa(n)) =o(z) (z — 400),

n<x

pour tout nombre irrationnel o. Or, comme o € R\ Q, d’apres et la proposition , il existe
cs = cs(a) > 0 tel que pour z suffisamment grand,

ZA asA ))<<xexp(—08loi).

log log

n<x
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10.2. Décompte des chiffres impairs. Dans tout ce sous-paragraphe, on suppose que

Wk > 1,0k = {1 si k est impair,

0 sik est pair

de sorte que la fonction fortement A-additive g associée a v compte le nombre de chiffres impairs
d’un nombre entier écrit en base factorielle.

Nous étudions séparément les fonctions ©,, et Oy, définies en pour montrer que leur
produit est toujours petit.

Lemme 15. Pour tout nombre entier a > 1 et tout (a,t) € R? on a
o(2t
(59) (e 1)] = 222 |cos (e — 1)
a

Démonstration. On a

1
Ogy (i, t) = % Z e(ay(u) — ut)
0<u<2a
_ e(a)
=— Z —2kt) + == D, e(—(2k+1)1)
O<k<a 0<k<a
1+e(la—1t)
0<k<a
donc, d’apres (25), en remarquant que |1 + e(a — t)| = 2 |[cosm(ov — t)|, on obtient (59). O
Lemme 16. Pour tout nombre entier a > 2 et tout (a,t) € R?,
2
(60 uaar ) < oxp (-T2 2al*).

Démonstration. En remarquant que po(a —t) = 2 |cos m(a — t)| et en posant t = ¢’ — «, on obtient
pa(2a — ') pa(2a — 2t')

Ogq(a, t)| =

Ouu01) 2
et le résultat découle du lemme [14] 0J
Lemme 17. Pour tout nombre entier a > 1 et tout (o, t) € R? tel que |la|| < 2 on a

(o1 usn ) < exp (- T3 all*).

Démonstration. Si || < 1, alors [|2a = 2 ||| donc, d’apres (60), on a

272
Oufa ] < exp (=2 o)
Si 1< |lal <2, alors || —al| <1, donc

2ol =[2G =) =25 —al| =2(G —llall) = 5 = 5 [l

7T2
uar ) < exp (= fal?).

ce qui établit . O

et, d’apres ,

Lemme 18. Pour tout nombre entier a > 1 et tout (a,t) € R?, on a
sin 2m(a + 1)t + e(«) sin 27wat
(2a + 1) sin 27t
2 1)t
cosm(2a + 1) + e(—at)
(2a + 1) cosmt

(62) @2a+1<a, t) = e(—at)

(1 + e(a)) sin 2mat

(63) O2011(a,t) = e(—at) (2a + 1) sin 2t
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Démonstration. On a

1
Osayii(a, t) = — ut
o (a ) 2a + 1 0<u<22a+1 e(aﬁ)/(U) ! )

_ 2a1+1 S o(—2kt) + 2‘;(? = Y e(—(2k+ 1))

O<k<a 0<k<a
1 e(a —t)
=51 O£Ge<—2kt) t T Oggae(—zkt)
1 1—e(—2(a+1)t) ela—t) 1—e(—2at)
T 2a+1 1—e(—20) 2a+1 1 —e(—2t)
e(—at) sin2m(a+ 1)t N e(a—1) e((1—a)t)sin2rat
2a+1 sin 27t 20+ 1 sin 27t ’

ce qui donne . On écrit alors

Ogu11(a, t) = e(—at)
et, a I'aide des formules

sin(m(2a + 1)t + 7t) — sin(w(2a + 1)t — 7t) = 2cosw(2a + 1)t sinnt

sin 27(a + 1)t — sin 2wat
(2a + 1) sin 27t

(1 + e(«)) sin 2wat
(2a + 1) sin 27t

+ e(—at)

et sin 27t = 2sin 7t cos 7t, on obtient (| @ ]
Lemme 19. Pour tout nombre entier a > 1 et tout (a t) € R? tel que ||t]| < 3, on a
4 mllafl\* _ 4 T
64 @ a 7t < o -4 g Y —_— .
(64 urea(a.0 < 5 (cos T8} < Fowp (=T ol

En particulier, pour |[t]| < 5 et |lof| > 2 on a
2
(65) O, )] < exp (—g ,‘@|’2) |

Démonstration. Si ||t|| < % alors |cosmt| >  donc d’apres et on a

lcost|™" 2|cosmal 2 + 2a |cos T
O24t1(a, )] < a(2t) <
Ol Dl < 5+ g 2ol 2a 11

et le membre de droite, qui décroit avec a, est maximal pour a = 1, d’ou
2+2cosma| 4 el 2
|O2041(a, t)| < % =3 (COS HQ H) 7

ce qui établit I'inégalité de gauche de . Celle de droite est donnée par le lemme , appliqué
avec k = 2.

2 — |cos ma
2a +1

= |cosTa| +

Si [|t]] < 3 et [Ja]| > 2 alors
2 2

™ 2 4 ™ 25 4 2 2 2

— —ln->2|——-——Ing Z 3 ;

ol =g > (5 - T )l > 2l
ce qui permet de déduire de . O
Lemme 20. Pour tout nombre entier a > 2 et tout (a,t) € R? on a

2

(66) 02,(0,) Oy (0,200 < exp (=7 ).

Démonstration. Si |la < 2 alors d’apres (61)) on a

2
1900, 1) Onara (at, 208)]| < [Onalers )] < exp( HaH)

On suppose dorénavant que |af > 2.
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Si [|2t]] > i, alors d’apres (59)), le lemme (13| puis le lemme [11] (on rappelle que a > 2), on a

1 1 (a* — 1)7? 2
() (8] < — e < . A— <
[Oza(a ] < a’ (3&) = &P ( 54a? = Op 72 )’

et comme 4 ||o||* < 1, on obtient
uae 1) Baasa( 200)] < [Ouafa )] < exp (= T )
Si [|2t]| < 4 alors ||2at|| < 3, et, comme ||a]| > £, par (65), on a
02a(0) B0 20)| < [Oaris(e20)| < exp = ).

ce qui établit . O

Nous pouvons déduire de et de la représentation qu’il existe C' > 0 et D € R tels que
la fonction f(n) = e(ag(n)) appartienne a F,, avec o(r,s,a) = C(r — s) ||a||* + D. Le théoréme
permet ainsi d’obtenir le résultat suivant.

Proposition 9. Soit g la fonction donnant le nombre de chiffres impairs d’un nombre entier dans
sa décomposition en base factorielle. 1l existe cg > 0 tel que pour tout x > 2 et pour tout o € R,

1
ZA(n) e (ag(n)) < zexp ( — ¢ |la)? %).

n<e

10.3. Décompte du nombre de 1 en base factorielle. Dans tout ce sous-paragraphe, on suppose
que
1 sik=1,

0 sinon,

VE > 1,7(k) = {

de sorte que g est la fonction qui donne le nombre de chiffres 1 apparaissant dans ’écriture d’un
nombre entier en base factorielle.

Lemme 21. Pour tout nombre entier a > 8, tout (o, t) € R?, on a

2 2
’@a(a,t)®a+1(@,at>‘ < exp (_a HaH2 + E) .

Démonstration. En écrivant

Oular, t) = lazt)+1 +2 > e(—ut),

a
2<u<a

et en effectuant une somme géométrique, on a, pour t € R\ Z,

2 1 2 1
@a 7t < - . < - .
[Baler, )] a * alsint| ~ a i 2a ||t)|

Par périodicité on peut supposer —% <t < % En remplagant a par a + 1, on obtient pour

1 .
lat]| > Z -
2 1 2 1

<
a1 2axDad] Sari 2
Si ||at|| < =7, écrivons at =k + 15 aveck € Zet =1 <n<1.Ona

Oat1(a; at)] <

at1’
L S B
2 a ala+1) 2
ce qui implique —§ < k < §. Si k # 0, alors
B e,
a a(a+1) " a ala+1) a+1
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donc 5 | - )
a—+
Ou(a,t)] < = = —+ -
[Bala, ) a * 2a 2a + 2
Il nous reste a étudier le cas ou k = 0, c’est-a-~dire t = a(a"—ﬂ) On a alors

el —t)+1 e(—2t) ela—t)+1 e(—2t)1 —e(—(a—2)t)
a ) - —ut) = 3
Oalast) a * a Z e(—ut) a - a 1 —e(—t)
0<u<a—2
donc
O, (at) = el —t)+1 N e(—2t) e(—(a — 2)t/2) sin 7r'(a —2)t
a a e(—t/2) sin 7t
t « _ 2cosm(a—t) 1 [(a at)sinw(a—2)t
e<2—2>@a(a,t)— a +ae(2_ 2) sinwt
et
in® (a — 2)t i —2)t t
a? |Oq(a, t)]* = 4 cos® m(ar — t) + w +4dcosm(a — t)snlﬂ.(# cost (a—L )
sin” t sin 7t 2
d’ou

i —2)t\? i —2)t t
02 Ou(o 1) = (gcm(a —h+ M) _sinrla=2)t Lo (2 ~ a_> ,

sin 7t sin 7t

Comme [t| < a™'(a+1)7!, en utilisant I'inégalité de Taylor-Lagrange on a

2 —) It — Z(a =23t i -
(a—2)(1—%(a—2)2t2>:7r(a )|t — & (a—2)° [t <s1n7r(a 2)t<a—2,

|t = sinmt
et comme
, a mat) | NE at at| lal n|
sin | m— — —— - — — oa— —
2 4 |7 72 4|7 2|~ 2a(a + 1)

on en déduit que

2 2
2 2 2 ™ 2,2 1]
Ou(a, t)]” < —4(a—2)(1— —(a—2)“t - .
10ufa ) <~ ata-2) (1= Tola -2 ) (ol - 575
Cela conduit a
2 8(a—2) |« 4 2 2(a —2)
5 e 1= el S S
a 2a3(a+1) a a?  ad(a+1)

et acheve la démonstration. O

4
2 2
[Oala, )" < 1= —Jlaf” +

Il découle du lemme que, pour la fonction ¢ qui compte le nombre de chiffres 1 en base
factorielle, la transformée de Fourier (définie par (14)) de la fonction f(n) = e(ag(n)) vérifie

(67) Fi(t) = qi)\ Z e(ag(u))e ( - %) < exp (—2 ||a||21og )\) — 2l

u<gx
C’est suffisant pour obtenir le résultat suivant.

Proposition 10. Soit g la fonction qui donne le nombre de chiffres 1 dans la décomposition d’un
nombre entier en base factorielle. Uniformément pour (o, 8) € R%, x > 2, on a

(68) S (agn) + Bn) < vesp (~2+ 0(1))10;01%).

n<x

Démonstration. Soit x € N avec x > ¢ = 3! = 6. Posons Ar = v(z)—1desorte que ¢, < = < ¢y, +1
et Ay > 2. Posons également f(n) = e(ag(n)). Par ,on a

S elag(n) + pn) S fw)

o<n<z 0<u<gy

) = zaan [Fa(—Ban)]

A<,

\. T
A

N
y
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et comme x, € {0,...,ay — 1}, on a
Z Trqy < Z (ax—1) g = Z (41— @) < a2
A<A,—2 A<A,—2 A<Az—2

D’apres (67), on en déduit que

2 2
< 2, A2 ey g 1O — )7 oy agn, o+ g o

> elag(n)+pn)

o<n<x

.
d’oli, comme Ty, _2qx,—2 + @, —2 < Ax,—2@,—2 < @r,—1,

Z e (ag(n) + Bn)

os<n<z

En notant que A\, > 2 et ||af| < 1/2, on a (1 — /\;1)*2‘“‘”2 < 221el* < /2, donc

< )\;2H0¢H2 (xAZQAz + oy, 1@, —1(1 — )\;1)—2”&”2 - )\iHM'Qqu_l) .

2
< A2 (25, gn, 4 270,100 -1+ Aura—1)

> elag(n)+ fn)

o<n<zx

et, comme ay, 1 = A, + 1, on obtient

< )\ggwlz (r, @, +3(ar,—1 — 1) @r—1) < )\QQHQHZ (xx, +3) O,

> elag(n) + n)

o<n<z

puis, en notant que z,, > 1, finalement

< A2l g g2l

> elag(n)+ fn)

o<n<z

et ce uniformément pour 5 € R. Puisque A\, = v(z) — 1 et que v(z) ~ logz/(loglogz) pour
x — 400, on obtient bien le résultat voulu. O

En revanche, la majoration fournie par le lemme 21] combinée a la proposition [f est insuffisante
pour obtenir un théoreme des nombres premiers pour la fonction g qui compte le nombre de
chiffres 1 en base factorielle. En effet, si I’'on note F' A[k] (t) la transformée de Fourier décalée associée
af(n)=e (ag(n)), la proposition suivante montre que pour tout ¢ > 0, tout a € R\ Z,

I AN @) 0.
Jim sup [ (0] #

En conséquence, la condition (23)) n’est pas satisfaite. La méthode développée dans cet article
échoue donc pour établir un théoréeme des nombres premiers pour cette fonction f.

Proposition 11. Soit g : N — N la fonction qui en base factorielle donne le nombre d’apparitions

du chiffre 1. Pour tout k > 0, A > 20, a € R, la transformée de Fourier décalée associée par
a f(n) =e(ag(n)) vérifie

E+A+1
(69) FH©)] > exp ( — 4loa@) ol log (=) ).

k+2
Démonstration.

Ou(a,t) = 2 Z e(ay(u) —ut) = cla—t) + E Z e(—ut),

a a
ou<a ou<a

u#l
d’ou, en particulier,
e(a) + (a—1)

O4(a,0) = -

Comme
s 1+ (a—1)?+2(a—1)cos(2ra) a® —4(a— 1)sin*(ra)
B 2 2 ’

B4 (e, 0)]

a a
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il vient 1
2 a— 2
[Oa(cr, ) > 1 = dr”—— [l
Pour tout z € [0,1/2], 1 — x > e~21°¢2)2_ Pour a > 20,
@ — 1 2
4 - laf|” < 1/2,
donc, d’apres ,
kA1
E©) = | T ©ala,0)
a=k+2
AL
> exp (4o lof* 3 )
j=k+2
E+X+1
 dton(2) ol et (EE241Y),
> exp ((— 410g(2) o> 7 log (75

OJ

Remarque 3. Des résultats similaires peuvent étre obtenus pour la fonction A qui compte le nombre
de chiffres non nuls en base factorielle. Nous omettons les détails mais indiquons que les fonctions
O, associée a f(n) = e(ah(n)) vérifient, pour a > 8 et t € R,

8 3
0,08 (an)] < exp (- alP + %),

ce qui conduit a
FY(t) < exp (—8 | log A) .
On peut en déduire pour la fonction h une estimation analogue a . D’autre part, nous obtenons

la minoration
a—1 9
a2 ||Oé” )

qui permet d’obtenir une minoration semblable a et interdit donc la convergence uniforme

I

10,(0)] > 1 — 472

vers 0 des transformées de Fourier décalées F' )[\ Ml lorsque A tend vers l'infini.

11. LE CAS DES BASES A BORNEES

Lorsque la suite (a,),=0 est bornée, des complications de nature arithmétique peuvent survenir
lors de I’étude de la répartition des valeurs prises par une fonction fortement additive. Typique-
ment, en base constante ¢, la relation s,(n) = n mod g — 1 induit des biais dans la répartition dans
les progressions arithmétiques de la suite (sq(p))pep (cf. [27, théoréme 3]. Sur le méme principe,

on peut construire des exemples de base bornée non constante dans lesquelles la suite (s A (p))pep

est bien répartie dans les progressions arithmétiques, sans pour autant que I’approche par la trans-
formée de Fourier soit concluante.

Commencgons tout d’abord par énoncer une version du théoreme [I] dans le cas d’'une base bornée.
Pour évaluer la quantité 7(q|(,)|) en base bornée, nous employons les inégalités classiques suivantes
(ou P~(n) désigne le plus petit facteur premier d’'un nombre entier n > 2).

Lemme 22. Pourn = 2, on a

Inn Inn

w(n)
(70) T(n) < (1 + m) , Qn) < o P (1) < ey

Démonstration. Pour n > 2 on a,

n = Hpvp(n) 2 HP_ (n)Up(Tl) = P_ (n)ﬂ(n) > 29(77‘)’

pln pln
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ce qui établit la majoration de 2(n). L’inégalité arithmético-géométrique permet d’écrire

w(n)

NS
- HT (p ™) = H (1+wp(n)) < ﬁ Z(l + v,(n)) < (1 4+ %) '

pln pln pln

OJ

I1 découle du lemme 22 que si A = (a;);>o est bornée, alors il existe C' > 0 tel que pour tout
A e N,
wig) <1, Q) <€ Xet 7(q)) € X9,
De plus, d’apres , v(x) < logz. On déduit donc du théoreme (1] le résultat suivant.

Proposition 12. Soit A une base bomee Alors, il existe des nombres réels 0 < ci19 < 1 et dyg > 0
tels que pour o satisfaisant a , feF,etx>2,

1
d
(71) E A(n ) < z(log )"0 exp < 1 u(x3/10)<f,\<v(;c) o(croA, A — 1))

n<e

Appliquons ce résultat a la fonction f(n) =e (asA(n)). D’apres (52)), on a pour tout « € R,
2

T _ 2
(72) A(n)e(ass(n)) < z(logz)™ exp ( - — inf |(a; — 1| >,
; 144 v(@3/19) <o () C10)\§)\1 /

estimation qui, a la valeur pres de l'exposant dyg, généralise la proposition 2.1 de [§], qui est
une forme effective du théoreme 1 de [27]. Examinons & présent un exemple ou ce théoreme est
inopérant.

Exemple 8. Lorsque ag = 2 et a, = 3 pour n > 1 et @ = 1/2, la majoration est triviale.
La majoration n’est pas en cause, comme on peut le constater en calculant directement la
transformée de Fourier Fy de la fonction f(n) = e(asa(n)) définie pour (a,t) € R? par

Fiat) = — 3 e(asa(u))e (-,

ax “<gn ax

En effet, pour tout (o, t) € R? on a

- 1 t = t
| /\(C(7t)‘ - 5902 o — 9. 3)\_1 3)\_1 JHIQO:’) a — 3)\_]' )

ol (s et g sont définies par (25]). Alors, pour a = 1/2,

1 1 sin 3”—'51 _cos(mt) cos %t 3”
Py 5 )| = = o ..
cos gy cos™  cos I cos gt

i

d’ou, en écrivant sin 3 = 2sin 2_?j§t_1 08 33—t et en simplifiant le produit telescopique,

3>\
1 1 sin g8
F)\ <—,t)‘ = — 230 cos(nt)] .
2 3A—1
On constate que pour t = %, on a
13141 1 sin(Z+ 5) 1 sin (2 + 55+)
FA —, pu— pu— R g 5
2 2 3*1 cos (g + 23%1) 3A-1 SN 555=7

donc
[FX(1/2,1)] =xs00 —

Pourtant, la suite (s4(p)) est bien répartie dans les progressions arithmétiques modulo 2. En effet,
dans la base considérée, pour p > 3 premier, on a

p=14+2n14+2-3n,+2-3n3+...

V2
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et
salp)=14+n1+ns+ns+....
On remarque que
p—1

T:n1+3n2+32n3+.. =ni+ne+ns+...= (A)(p)—lmon.

On a alors les équivalences

1
sa(p) impair & pT pair < p=1mod 4

et le théoreme de Dirichlet garantit ainsi que (s A (p)) est bien répartie dans les progressions arith-
métiques modulo 2.

Le phénomene décrit a 'exemple [§ peut étre généralisé :

Exemple 9. Lorsque g est quelconque et, pour n > 1, a,, = ¢ impair, on a pour tout (a,t) € R2?,

Bl = vw (0 ) IH%( - )

ol g, €t p, sont définies par (25). Pour v = 1/2, en utilisant le fait que ¢ est impair,

: s mt T
()] ) e

2’ ag - gt cos —t— cos %t cos 3—5

ao-q

d’ou, en simplifiant le produit télescopique,

: Ta mt
1 1 Siil (TO + F) cos (mt)
F)‘ _’t = A—1 ’ Tt ’ Tt
2 aop - q COS ogr—T1 P
On constate que pour t = %, on a
’F (1 qA1+1)‘ 1 sin (”—‘2‘0—1—%—1—#) cos (ﬂ“?“)
A ar . a - . : 9
2 2 agp - A-1 s s
09 cos ( + 2%—1> cos <5 + Q(ZT)
donc
P (1 q’\1+1)‘ 1 cos (ﬂ_go"'"m;%) cos mitt
ACHE - g1 ' T . : s
2 2 ao - g cos <2a0 + —an.qA_1> sin <—2qx_1)
Ainsi,
1 ¢ 1+1 2 |cos T
im |Fy (=, L) =
A—-+oo 2’ 2 7ra0 cosZaO

Pour ag pair et ¢ impair, nous obtenons

lim
A——+00

1(])\1‘1‘1
F _ 0.
()|

Pourtant, dans ces conditions, on peut montrer que la suite (s(4)(p)) est bien répartie dans les
progressions arithmétiques modulo 2. En effet, pour p > 3 premier, on peut écrire
p:no—i—aonl—l—ag-qng—l—ao-q2n3+...
avec pged(ng, ag) =1 et
sa(p) =ng+ny+mnes+nz+....
On remarque que
pP—1o
Qo

=4 qna+@ns+ ... =n +ng+ng+ ... = (A)(p)—nomon
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Pour r € {0,1} on a alors les équivalences
b —1yg
o

sa(p) =rmod 2 & =r+mnymod 2 < p=agr+ (ag + 1)ng mod 2ay.
Comme aq est pair et pged(ng,ag) = 1, ap + 1 et ny sont impairs et I'on peut en déduire que
pged((ag + 1)ng, 2ag) = 1. De plus, ag + (ag + 1)ng est aussi impair, donc si p’ est un nombre
premier qui divise pged(ag + (ag+ 1)ng, 2ap), alors p’ est impair, p’ divise ag et, finalement, p’ divise
(ap + 1)ng, ce qui est impossible.

Par conséquent,

pged((ag + 1)ng, 2a9) = pged(ag + (ag + 1)ng, 2a9) = 1.

Lorsque mno parcourt toutes les valeurs telles que 0 < ng < ag et pged(ng,ag) = 1, les classes
(ap + 1)ng et ag + (ag + 1)ng forment une partition de I'ensemble des classes inversibles modulo
2ag. En effet, si (ap+ 1)ng = ag + (ag + 1)nj mod 2aq alors ng = nj mod ag et, donc, ng = nyg, d’on
ao = 0 mod 2ay, ce qui est impossible.

Finalement, dans les deux cas r = 0 et 7 = 1, le théoréme de Dirichlet garantit que (s (p)) est
bien répartie dans les progressions arithmétiques modulo 2ay.

12. REPARTITION DE LA SOMME DES CHIFFRES EN BASE DE CANTOR

L’équirépartition modulaire modulo m de la fonction somme de chiffres s, dans une base de
Cantor quelconque a été établie par Hoit [16] lorsque m est premier. N’en n’ayant pas trouvé dans
la littérature, nous donnons ici une démonstration du cas général ot m > 2. On a

pem(N) = card {n < N; s (n)=¢ mod m}

1 T
_ _ = ~ (A _
= Z 1= - e(m(s (n) 6))
n<N n<N r=0
s (n)=¢ (mod m)
Il s’ensuit
—1 m—1
N 1 rl rst(n) 1 rl
(73) pZ,m<N)_E— Eze<_a> ZG<T> _E e(—a) S¢<N),
r=1 n<N \ , r=1
gr(n)

avec la notation sommatoire du lemme [10] .S, étant la fonction sommatoire de la fonction g,. Pour
utiliser le lemme [10} la partie délicate consiste & majorer S,(gy).

(74) Sr(an) = ;ﬂe (m(;ﬂ) - Ogjllmgaje (%) N ng% (%)

N

A r =g fixé, §'il existe 0 < j < A — 1 tel que m | roay, alors ¢, (%) = 0 et le produit ci-dessus
est nul. Si ce n’est pas le cas, le lemme [13| donne

o ()= (25) < ().

=2
maj CL]‘ Clj

S
[\

s
o5l _ 1
94
a; a;

.
HCLJEH

a;

Cette majoration permet d’appliquer le lemme qui donne

1 r 1 1 9
— P, (—> <exp|——=|1—=5 |7
a; m 6 a;

r
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a partir de et de la minoration a; > 2. Finalement,

m—1 m—1
— q_)“ < i _T_E S < i S
i) =~ 2] < 5[ () Siow)| < 1 XI5
m—1
1 72 (m — 1)qx T2\
<2 e (—g) = e (<55)
r=1 0<j<A

(N)-1

Soit maintenant N = 3 7" ;(N)g;. Soit (ry)y une suite d’entiers telle que limry = +oo et
limv(N) — ry = +00. Injectées dans , I'inégalité triangulaire et 1’équation donnent

m—1
1 1 1 m—1 EDY
TS ES Y sl < it Y a®ines (—53)
r=1 0<A<v(N) 0<A<w(N)
1 1 72 (v(N) —ry)
< N ex(N)gn + N &P (— 2 E ex(IV)gx

0<A<V(N)—rN v(N)—rn<A<v(N)

Qu(N)—ryn 7T2(U(N) —TN)
g TN — .
STy + exp ( B2 o 0
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