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Propagation de fissure

en thermoélasticité dynamique

H. D. BUI*, A. EHRLACHER** et Q. S. NGUYEN**

RESUME. — On ¢tudie les singularités en fond de fissure de la réponse thermoélastique d’un
solide en petite transformation dynamique. L’évolution thermomécanique est régie par des
équations couplées et non linéaires. On donne les deux premiers termes du développement
asymptotique de la solution en déplacement et en température. On établit que larépartitionde la
température est singuliére lorsque la fissure se propage. Cependant, cette répartition ne change
pas la singularité dominante des champs mécaniques qui sont ceux de I’¢lasticité isotherme.

ABSTRACT. — We study the singular thermoelastic fields near the crack tip, in the linear strain
assumption. The equations are coupled and non linear. The asymptotic expansions of the
displacement and the temperature are given for the first and the second order. It is shown that
the temperature is singular when the crack propagates. However, this field does not change
the dominant singularity of the mechanical field which is the same as that obtained in the theory
of 1sothermal elasticity.

I. Introduction

Les problémes de rupture sont étudiés jusqu’a maintenant dans le cadre des
théories classiques ou il n’y a pas de couplage entre les champs mécaniques et
thermiques : transformation isotherme en quasi statique ou dynamique,
thermoélasticité linéaire classique avec le champ de température considéré
comme une donnée (chargement thermique) au méme titre que le chargement
mécanique [4].
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Dans ce cadre restreint, on a étendu récemment la théorie des intégrales
invariantes a la thermodélasticité ([4], [5]).

Ces formulations classiques voient leurs applications limitées a des
problémes ou I'équilibre de la température, ou son ¢volution, en régime
transitoire n’est pas influencée par la fissure.

Cependant, lorsqu’une structure possede des fissures en propagation,ily a
une double interaction entre les effets thermiques et mécaniques : d’une part
le couplage thermoélastique classique en chaque point de la structure, d’autre
part un nouveau couplage thermomeécanique provenant dc la création de
sources thermiques par dissipation d’¢nergie mécanique aux extrémitcs des
fissures qui se propagent.

Des expériences récentes réalis¢es par Weichert et Schonert ([21], [22]) ont
mis en évidence des ¢changes thermiques importants et des tcmpcratures
pouvant atteindre loalement des chiffres assez élevés. Bouc et coll. [3] ont
étudié la répartition des sources dues aux déformations plastiqucs pour une
fissure de fatigue par les techniques de radiométrie infrarouge.

Dans cette étude, nous faisons I’analyse théorique des sources créées par la
propagation d’une fissure en milieu quelconque, puis en milieu ¢lastique.
Nous établissons les ¢quations générales de 1’évolution thermomeécanique
d’un solide ayant une fissure en propagation.

Nous ferons ensuite une étude asymptotique de ces équations en élasticite.
Il apparaitra pour les différents ordres du développement asymptotique
(r — 0), des équations successivement découplées dont nous donnerons les
solutions jusqu’a I'ordre 2.

Plusieurs résultats seront donnés. Pour le premier ordre, nous montrerons
quelechampdetempérature est singulier en Log r et que le champ mécanique
ale méme développement que celui donné par la théorie isotherme classique.
Pour le second ordre, les champs mécaniques sont plus singuliers que ceux de
la théorie isotherme, le champ de température présente des distorsions selon
le mode de rupture. L’¢tude des isothermes donne la possibilité de connaitre
expérimentalement la nature des conditions aux limites thermiques et de
découpler les modes de rupture.

2. Evolution thermomécanique d’un solide fissuré

Nous rappelons dans le premier temps les équations donnant I’évolution
d’unsolide fissuré en transformation dynamique linéaire. En d’autres termes,



nous adoptons I’hypothése simplificatrice de la linéarité entre la déformation
et le gradient de la transformation et nous négligeons les changements de
géométrie. Par contre, nous ne ferons pas la linéarisation de 1I’équation
thermique, comme c’est habituel en thermoélasticité classique.

Les notations simplifiées sont utilisées pour désigner les grandeurs usuelles
en mécanique : déplacement u, vitesse u, déformation £=(1/2) (Vu+Vu),

contrainte 6, produit contract¢ 6.£=0,;€;;, efc.

2.1. ANALYSE DE DISSIPATI®N

Considérons un matériau quelconque défini par la donnée de son énergie
libre volumique W (g, @, T) fonction des variables d’¢tat e, 0 =(o,, ..., ®,)
parameétres internes »; et température T. L’entropie volumique est par
définition :

oW

Les variables conjuguées de € et o s’appellent respectivement « contrainte
réversible » oy et « force généralisée » A, ([12], [14]) :

oW OW
2) oy = (/77’ Ao 0

J¢ 0w

La «puissance réversible » regue est par définition la quantité
(W /0g).£4+(0W/0w).®. La puissance intrinséque dissipée volumique,
positive, est égale a la différence entre la puissance des efforts intérieurs 6. £ et
la puissance réversible :

(3) D=c.£e—0p.£+A.020.

Par exemple, en plasticité classique, en prenant comme parametre interne
la déformation plastique &” et I'énergie libre W (e—&”, T)ona D=¢.£”. En
viscoélasticité, pour le modéle de Kelvin,ona W=W (g, T),0 =6 —crestla
contrainte irréversible et la puissance intrinséque dissipée D s’écrit :

D=o.£.
Considérons maintenant un probléme bidimensionnel de solide fissuré. La

fissure est supposée rectiligne, de longueur [(t), se propageant dans sa propre
direction a la vitesse [>0 (fig. 1) :



Fig. 1

La dissipation globale D comprend deux termes : I'un résultant de la
dissipation intrinséque locale D et I'autre venant de la rupture. Ce dernier
terme apparait dans I’écriture du bilan global de I’énergie.

Les deux principes de la thermodynamique conduisent a écrire les
équations et inégalités classiques :

U+C=P,+P,,

(4) :
Pu.i= '[ TS dQ—D, D=0,
0

dans lesquelles U désigne I'énergie interne du systéme, C son énergie
cinétique, P, la puissance des efforts extérieurs, P, la puissance calorifique
regue. L’énergie interne comprend une partie de densité volumique W + TS et
éventuellement une partie de densité surfacique 2 v, [ (par unité d’épaisseur de
la structure). L’énergie spécifique réversible y, joue un réle essentiel en
mécanique des surfaces, dans les problémes d’adhésion ou de pelage [14], un
role peut-€tre moindre dans les problémes de rupture. Nous considérons ici
cette énergie pour écrire ’expression la plus générale de U :

(5) U:f(W+TS)cIV+2yOI.
[+]

Quant a la puissance globale dissipée D, on montre [16] qu’elle comprend
les deux termes suivants :

(6) D=JDdV+(G—2yO)i,
Q



ou G désigne le taux de restitution d’énergie défini plus loin. La relation (6) a
ét¢ démontrée dans [16] moyennant certaine hypothése de transport de
singularité qui sera évoquée dans la suite.

L’interprétation du terme (G—27,)[ comme la puissance dissipée en
rupture est bien connue, ¢f. ([13], [18], [8]). En milieu élastique, Rice [18] a
considéré le terme A=(G—27,)[/T comme une production d’entropie
positive, mais son interprétation n’est valable que si la température T reste
finie en fond de fissure. Comme (G —27,)/ représente la dissipation a la
pointe de la fissure, nous pouvons introduire la mesure de Dirac en F pour
écrire (6) sous la forme justifiée plus loin :

(7) D=J{D+(G—2y.)i6(F)}dV.
Q

Rappelons que le taux de restitution d’¢nergie G est donné par
I'expression :

[ s
(8) G= LimJ\k(W-i-?puz)nt—n.c.u']st,
10 Jrf -

dans laquelle I est un contour fermé quelconque enveloppant la pointe de la
fissure (fig. 1). La relation (8) est bien connue en élasticité quasi statique
Eshelby [9], Rice [19]. En élastodynamique isotherme, Freund [10] a montré
que G/ est le flux d’énergie de rupture et Bui [4] a étudié les intégrales de
contour serattachanta G. La validité de (8) dans le cas général d’un matériau
a parametres internes est démontrée par Nguyen [16].

2.2. SOURCE DE CHALEUR

Nous donnons ici une interprétation nouvelle de (7) qui permettra de
justifier cette écriture d’une part et d’autre part d’écrire I’équation thermique.
Désignons par q le flux de chaleur dans le milieu considéré, supposé
conducteur. La puissance calorifique reque par conduction est :

~

9) Pm.=—-j q.vd.s‘-—J q.vds.
on X

Le deuxieme terme de (9), qui correspond a la surface fissurée £ n’est pas
nul dans certains problémes géothermiques. On envoie par exemple un fluide
en circulation dans les fissures, destiné a extraire des calories. En I’absence
d’un tel processus, ce terme ne peut €tre que globalement nul. Désignons par



Qr et Zr les parties du volume Q et de la surface £ qui sont extérieures au
contour T'.

Pour établir la relation (6), on a fait dans [16] ’hypothese que les fonctions
TS et D sont, pour des raisons physiques, intégrables au sens de Lebesgue
dans Q, soit :

LimJ\ TSdV=| TSdV,
2y J

=0 {

(10)

r—o0 (4]

Lim[ DdV=| DdV.
Qr J

De méme, nous admettons que :

(1) Limj q.vds=| q.vds.
Iy JZ

roo

Appliquons le second principe aux particules occupant a I'instant t le
volume Q, de normale v et posons n= —v sur I :

.
—J. q,vds—J q.vds—qu.nds:j TS(IV—J DdV,
0 ir I ar o

et faisons tendre I' — 0 :

(12) P, +Lim (q.ncl.ﬁzj TScIV~fDdV.
r-=e _Ir Q 43
En rapprochant (4), (6) et (12), on voit que :
(13) (G—2v,)l= Liqu.nds.
I -0 r

Ainsi, lorsqueI’échange dechaleur se fait parconductiontoutela puissance
(G—27v0)!, se trouve dissipée en chaleur vers le milieu continu. La pointe de
la fissure F se comporte comme une source de chaleur ponctuelle, mobile.

D’autres processus de dissipation peuvent étre envisagés concuremment a
la conduction. Ce sont des rayonnements soit concentrésen F, probablement
a cause des températures élevées atteintes, soit répartis dans le voisinage de la
fissure. Un rayonnement concentré au taux p’limitera la source de chaleur a
(G—27v,){—p’. Un rayonnement réparti de taux p est indispensable a
introduire dans le cas d’une plaque mince dont les deux faces latérales sont en
contact direct avec I’air. Dans le cas de déformation plane, il serait
raisonnable de considérer que p=p'=0.



Placons-nous dans le cas le plus général et introduisons la source
ponctuelle pour écrire I’équation thermique au sens des distributions :

(14) divq+TS+p+p'8(F)=D+(G—27,) (3 (F).

Avec la loi de conduction de Fourier q=—k.VT, a coefficient de
conduction k constant non nul, I’équation (14) devient :

(15) ~kAT+TS+p+p 8(F)=D+(G—27,)I8(F).

Ainsi, la puissance dissipée volumique et la puissance dissipée concentrée
en fond de fissure, qui sont deux sources de nature différente, se retrouvent au
premier membre sous forme de perte par conduction, par rayonnement et
sous forme de changement de I’état interne du matériau (terme TS).

En résumé, I’évolution thermomécanique d’un milieu conducteur est régie
par les équations :

— dynamique dive — pu+f=0;

— thermique (15),
auxquelles s’ajoutent leslois complémentaires (lois de propagation de fissure,
lois d’évolution de parametres internes, etc.), les conditions aux limites
mécaniques et thermiques, ainsi que les conditions initiales. Il faut également
préciser les pertes par rayonnement p et p’,

Dans la suite, nous négligerons p, p’ ainsi que ¥,,.

3. Thermoélasticité

Pour les matériaux élastiques, I’énergie libre est W=W (g, T), et la
contrainte réversible est la contrainte oy=6=0W/de. La dissipation
volumique est nulle D=0. L’équation thermique (15) s’écrit encore :

(16) kAT—cT+Tl;€,;+GIi8(F)=0,
ot ¢= —T (82 W/dT?) est la chaleur volumique a déformation constante et
l;;=0* W/dT 0, désignent les coefficients thermoélastiques.

Cette équation differe de I’équation thermique habituelle pour un milieu
thermoélastique linéaire par le quatrieme terme, une source pour l’instant
inconnue, et par le troisiéme terme non linéaire. Nous n’avons pas linéarisé
complétement I’¢quation thermique, car les variations de température
peuvent étre importantes en fond de fissure. On voit ainsi le couplage
thermomécanique a plusieurs niveaux, entre les champs de température et de



déformation d’une part, entre les champs thermomécaniques et la
grandeur G d’autre part. Le taux de restitution de I’énergie G est une
grandeur globale déterminée par (8) une fois le probléme d’évolution résolu.

Nous nous limitons aux cas des matériaux isotropes, linéairement
élastiques a coefficients calorifique ¢ et thermoélastique /;; constants. Dans ce
cas, soient A et p les coefficients de Lamé, 3K=3L1+2p le module de
compression, o le coefficient de dilatation thermique lin¢ique, nous aurons les

coefficients {;;= —3 K a3, et les relations :
3w o c AN — _3Kas
o e O W v

En intégrant, nous pouvons écrire :

1
(17) Wik, T}:E(ls‘,”sﬂ—k2[.18,—1-8,-1-}-—-3 K o(T—Ty) s

—¢TLog(T/Ty)/ —(Sg—¢) T+ W,.

Remarquonsqu’en thermoc¢lasticité classique, en lincarisant(17) au voisinage
de T=T, 0=T-T,) et en prenant S, =0, W,=—¢T,, nous retrouvons
I’expression quadratique habituelle :
1 ¢ .
Wie, 0)= -j{ks“ £+ 2ue;;8,;) —3Kabey, — ST, 0-.

<= L0

Dans cette étude, nous ne ferons pas cette lincarisation, car nous avons la
possibilité d’avoir des températures tres élevées.

Les relations de comportement sont :

(18) S=3Kuag,, +cLog(T/Ty)+Sq,

GijZ}\.SkkSij-l-zHSu‘?’K a(T_T())ﬁij~

Dansla suite, nous nous limitons a la déformationplane e, ;=¢,;=¢£;3;=0.
Les équations thermomécaniques s’écrivent alors :

kKAT—cT—-3KaT(E, +&,)+GId(F)=0,
(19)
A+ V(e +2)+nAu—3KaVT—pu+f=0.



Les conditions aux limites mécaniques sur la fissure correspondent a un

contact unilatéral sans frottement :
[u)=u, (x, 07, 1) =u, (x, 07, )20,  x<I(1),
02, (x, 0%, 1)Z0,
(20) 22
o, (x, 0%, 1)=0,

{ 0,,=0, si [u]>0.

Les conditions aux limites thermiques dépendent des problémes étudiés,
échange avec un fluide circulant dans la fissure ou non. Elles sont difficiles a
formuler de fagon certaine a cause du manque d’expériences précises sur le
role de la surface de fissure dans la diffusion de la chaleur.

Dans cette étude, nous supposons que la conduction thermique vérifie sur
la surface fissurée X la condition :

0T T
1) 0%, )= = (x, 07, 1)=0,
oy Gy

qui exprime que I’échange de chaleur ne peut se faire qu’entre les deux faces.
Un contact parfait au point de vue thermique donne alors une condition
supplémentaire :

(22) T(x,0", 1)=T(x,0, 1).
Mais, on peut aussi penser que I’échange de chaleur obéit a la loi de Newton a
cocfficient constant e :

oT N 4 -
(23) —(x,0", )y=e[T(x,0", 1)=T(x, 0, 1)],
(..'}.'

en particulier si e=0, on obtient le cas des parois isolantes :

.
0T

(24) i (x.0", 1)=0.

3

[
4. Equations asymptotiques
Posons x—1(t)+iy=re'®. Nous nous intéressons au développement

asymptotique des champs u et T par rapport a I’échelle de comparaison E,,,,
meN formée des fonctions rP(Log r)* ... (Log, r)*f(®, 1) B, Bys ..., By



sont des nombres réels et Log, r=Log(Log,, ,r), f(0, t) est une fonction
angulaire deux fois dérivable sur |—n, «[ :
{u:u"’+u”’-}- ..

(25) g Ay iy o

Ces différents termes sont rangés par ordre de singularité spatiale
décroissante.

L hypothése de « transport de singularité » ¢voquée plus haut consiste a
admettre que pour toute grandeur g (x, y, t) la dérivée g est :

(26) g=—lg . +terme plus régulier,

Cest-a-dire que g et —ly . ont la méme singularité spatiale, [(1) étant une
fonction réguliére de . De méme ¢j et [2 ¢ ., ont la méme singularité spatiale.

4.1. SINGULARITE DU came TV

Pour que W soit intégrable, il est nécessaire que la déformation € ait un
exposant B> — 1. Ceci implique que &, +&,, a un terme principal B> —2
donc :

3K aTH (Y +e)=0 (ATM).

De méme :
TH== T =0 (AT"),

Donc, pour trouver le terme principal T'" de la température, nous devons
résoudre 1’équation :

(27) kAT +G18(F)=0.

Les conditions aux limites a considérer sont (21), (22) ou (21), (24); la
condition (23) se ramene a (24) étant donné I’ordre différent des deux termes.

Si nous cherchons T avec B <0 les conditions aux limites imposent
B=n/2, n entier. D’apres (19), € doit étre plus singulier que T. L’hypothese
(10) de Iintégrabilit¢ de TS impose alors n> —1. Nous ne pouvons donc
avoir pour T un exposant B <O0.

En cherchant T avec un exposant B=0, nous trouvons que la seule
solution est :

(28) o=~ Sl pogr
T

10



[l est utile de rappeler a ce niveau la solution du probléme de diffusion de
chaleur dans un plan infini par une source ponctuelle G I mobile a la vitesse [,
la température étant imposée nulle a I'infini. Cette solution est [7] :

Gl -y
Ty, )= 5o explel(x=1(t )/2k]1<(,<;]'2>,

ou K, est la fonction modifice de Bessel de deuxiéme espéce d’ordre 0. Pour
r — 0, on retrouve le champ asymptotique (28).

Nous remarquons que la chaleur volumique ¢ n’intervient pas dans
I’expression du champ asymptotique T".

4.2. SINGULARITE DU CHAMP u‘!!

Si on suppose G # 0, cela implique que la singularité de £'! est strictement
plusforte quecelle de T ~ Log rd aprés I'expression de I’énergielibre (17) et
de G (8).

L’hypothése de transport des singularités (u=/>u_,.), nous conduit a
I’équation :

(29) (A +p) Vet +e5) +pan® —p 2 u'l) =0.

C’estexactement la méme ¢quation qu’en ¢lastodynamique isotherme étudiée
par Yoffé [23], Achenbach et Buzant [1].
Posons :
X =x—1(1), V=V, z=x, +iy, =re'®,
zy=x,+iB, y,=r, €%, =x,+iByy =r; e,
avec :

Bi=(I=F/ety2 py=(1=12/c3)",

’}.+3p\”2 m 172
cl:(—p- —) , (:2:<E) ,

¢; ct ¢, sont respectivement les cclérités des ondes longitudinales et
transversales.

La solution des équations (29) avec les conditions aux limites de la fissure
ouverte est bien connue. Il est utile de le rappeler ici :

‘ wil)= ~2 &?e (fl)l(zl]—f- FHE D, (z, })__

)

? uy) = 5 Im (Bl zy) 2+6B2 D, (_«,})

(30)

11



(6) = —Re[(2B2—P2+1) @) (z,)+(1 +B2) D3 (z,)],
ot=(1+p3) /f’e[(D (z,)+ D5 (z,)),

(31) s
|

c)=21Im [ﬁl Di(z))+ (1 +p3)? q),z(zz)J‘

4[*2

Les fonctions @, (z,) et ®, (z,) sont analytiques par rapport a leur variable
respective dans les plans complexes coupés suivant la fissure,
arg(z;)e]—mn, o[ :

3 /-
T VLT
(4B, B, —(1+B,)7] /27

e - SR

[— K (1+PB3)+2iKy Bl

(32)

[4[31[32 ]+ﬁ}]\f27€ ]+'

Les champs dépendent de deux parametres K,(r), K, (1) qui sont des
facteurs d’intensité des contraintes, déterminés seulement par la solution du
probleme global.

La solution (30), (31) n’est valable que si 4B, B,—(1+PB3)*#0. Cette
condition d¢finit une vitesse limite non nulle qui n’est autre que la c¢lérité de
I’ondc de Rayleigh ¢, .

La relation (8) donne alors, comme en dynamique isotherme :

1 —v? [ 2 i
(33) G=- E (KifAi(h)+Kifu(h),
f= ___w&
: — - 2\27°
(34) (I—=v) [4B, B, (21+B2) ]
- B2 (1 —B3)
fu=

(1—v) [4B, Bz_(l‘*'B%)z]’

sil—0,fietfy—1.Sil—cg fietfy > 0.

Les coefficients f; et f}, sont interprétés classiquement comme des facteurs
correctifs dynamiques de la formule d’Irwin. Si ’on introduit les facteurs
d’intensité cinématiques [4] qui mesurent 'intensité des discontinuités du
déplacement : ouverture Ky, glissement Kf;, G peut s’écrire sous une forme
symeétrique :

1—v?
(35) G= —E (K, Ki'+ Ky Ki),

qui généralise en thermoélasticité dynamique la relation d’Irwin.

12



La solution u$!) apparait comme une combinaison linéaire de termes de la
forme K () g;(0) t;;(x—1(1), y, [) avec it;;=r""? h;;(6, ). Par dérivation par
rapport au temps, le champ de vitesse u obtenu est singulier comme —/u'}). La
solution proposée est donc compatible avec ’hypothése de transport des
singularités dés que K (), [(¢) sont dérivables.

4.3. SINGULARITE DU CHAMP T2

La partie principale de la température T'*) est un champ de révolution
déterminé par le taux G. Réciproquement, la connaissance du champ de
température permet de connaitre G, mais ne permet pas de découpler les
modes [ et I1.Nous cherchons a développer plusloin le champ asymptotique
en espérant que le terme T'?! présente des distorsions en mode mixte.

Pour obtenir I’équation asymptotique du second ordre, nous ¢liminons le
terme ¢ T moins singulier que TV &), T?) vérifie donc :

(36) KAT® 43K a TV (g4 +€9),, =0,

le terme 3 ko TV (t“]+€“)) , est connu, il est en O(r~¥?Log r). Nous
cherchons T) en O(rPLog" r . Log r) avec $=0. Les conditions aux
limites applicables a T*) sont une fois encore (21), (22) ou (21), (24). Ces
conditions aux limites imposent B=n/2, n entier. Si 'on pose n=0 cela
implique B, =PB,= ... =P, =0, donc T?) est défini a une constante T ()
prés. Si 'on prend n=1, T =T (1)+r"2g(r).f 0, [) ot g(r)=0(r*) pour
tous B <0. Pour déterminer ¢ (r), il faut écrire les conditions aux limites pour
les termes r'/2 g(r) et r*'24'(r). On obtient g(r)=Log r, ce qui permet de
chercher finalement T sous la forme :

(37) T® =T (1) +r'/> Log rf (0, I).

La solution u'” permet d’expliciter le terme €{}’, :

el =Cil) K Re(zy ¥?)+ Cy(l) Ky #elizy ¥?),
C(14B3) BT -B3)

Ci=——— N
(38) 200+ 27 (4B, By —(1 +P2)°
28,
CII_' 1+|32 CI
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Introduisons les notations :

312K o .
Co=- " GDK,
(39) T
3P KaG
a=" g Cul) K

L’équation (36) se ramene a :

R RS R 3¢, (Y (3,
;f +1f——(_\<7> COoS —2— +(/\ ; sin -2‘ s

qui donne, compte tenu des conditions aux limites (21) :

(40) f(0,)=A sin<g>+ 14_?'3} -(JE_)L-GCOS(tr;I >—[’51 cos<2)]
+ T4_L[§% [(?)”2 sin(%l >sin(2\)J.

Le cas du contact thermique parfait (22) correspond a A=0. Pour
déterminer A dansle casou I’échange s’effectue suivant la loi d¢ Newton (23),

nous devons considérer le terme suivant du développement de [a température.
Nous écrivons donc T sous la forme :

Gi _ ‘ .
- -<2kn> Log r+T (0)+r"2 Log rf (6. 1) + 7' 2g(0, )+ 0(?).

L’équation (19) conduit alors a :

1
JO)+ 1 g0)+g"(0)

i 0 i . 18
g = r A S n -
o, Ccos 3 oy Sl >
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Les conditions aux limites (24) impliquent g'(n)=¢g'( —n)=0 soit a; =0 et

S (u)sin(u/2) du=0. Cette derniére égalité permet de déterminer la

constante A :
A:j,CA..’ 1— 1+B_1. .
1—-pB3 2
En résumé, la température T?) s’écrit sous la forme :

(41) T =T (1)+r"? Log r[CsRs(0, [)+ CARA(®, )],

avec :
— si le contact thermique est parfait :

e ) o) ]
e A2 ()

— si la loi de Newton est vérifiée :

e () 3 ()
R,= 1_4[3% Ii(%‘-)m sir](%)—\/ 1+2B1 sin <g>:|

Les figures 2 et 3 montrent que ces fonctions Rg, R, dépendent faiblement
de la vitesse [ dans I'intervalle 10, Cq.

Le champ T'? est continu en mode |, et discontinu chaque fois que le mode
[T est présent.

4.4. ETUDE DES ISOTHERMES ET CONFRONTATION AVEC LES EXPERIENCES

Les distorsions du champ de température peuvent €tre mises en évidence
par le tracé des isothermes T+ T?=Cte. Nous utilisons les caractéris-
tiques physiques d’un acier :

>

A=p=08.10""N.m 2, k=42).m~'.s"!
a=1,5.10"5,  Ku=107 N.m*?

15



Ces chiffres définissent une longueur caractéristique de I’ordre de d :

d=( kQtp) )2

3JKaKe, /7

soit 12A. Cette valeur correspond a plusieurs distances interatomiques et, de
ce fait, il faut se placer a des distances bien plus grandes devant d pour assurer
la validité des équations de la thermodynamique des milieux continus.
D’autre part, il ne faut pas que r/d soit trop grand pour que nos
développements asymptotiques aient un sens. Nous fixions r/d ~100 a 1 000.

FONCTIONS Rs et Rp
Contact parfait

V=.5C1
N
0 1
. Rg(Teta,V)
-90 0 90 0
| V=0
L1 / RalTeta, V)
V=.5C1
-2
Fig. 2

Pour tracer les isothermes, nous avons fix¢t G=(1—v?) K}/E, ce qui
correspond a un critére énergétique de propagation. Les facteurs
adimensionnels sont utilisés k‘-=Ki\/f,~/K|d (i=1, 1I). En mode 1(k,=1,
k,=0), les isothermes sont les mémes pour les différentes conditions aux
limites thermiques (22), (23), (24). La figure 4 montre que pour une faible
vitesse de propagation (1 m/s) les isothermes sont des quasi-cercles non-
concentriques. Les températures indiquées sont plutot des écarts de

température par rapport a la constante ?(t).

16



Fig. 4

FONCTIONS Rg et Rp
Paroi

isolante , Loi de Newton

V=.5C1
/

Rg(Teta,V)

V.0

VZ.5C1
Ra(Teta,V)

ISOTHERMES : Paroi isolante contact partait

et loi de Newton
Y1/1000d 10° Taille d'un grain
——

- 15
- 10, 20,

218
L[5 20

&
H\-5
=
15 X;/1000d

5 10 B—07 5 10 15

Vitesses =1m/s ;d=12A ; mode I
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Pour une vitesse plus élevée, 100 m/s, la source de chaleur est plus
importante et les courbes isothermes ( fig. 5) sont nettement différentes des
cercles que donncrait le développement asymptotique restreint au premier
ordre. Les températures sont plus ¢levées.

ISOTHERMES : Paroj isolante, contact parfait
et loi de Newton

¥1/1000Y
L 15

|2 Taille d'un grain
—

X1/1000d
5 | 10V
m i a1
Fig. 5 Vitesse :100m/s ; d -12A . mode I

Au mode 11, k, =1, k, =0, nous pouvons faire les mémes remarques, mais,
de plus, il faut constater que lorsque I’'on adopte une condition aux limites de
type loi de Newton, ou paroi isolante sur les levres de la fissure, nous avons
une discontinuité de température( fig. 6 et 7) qui vient dufaitqu’onn’a pasla
conduction parfaiteentre les deux levres de la matiére. Dans le cas du contact
parfait, en mode II, la température est continue ( fig. 8).

Nous constatons sur les figures 5, 7 et 8 des écarts de température par
rapport a T (t) trés élevées, des milliers de degrés, lorsque la vitesse de
propagation est importante.

Comparons les prévisions de notre modele a quelques résultats
expérimentaux connus dans la littérature.

Des mesures expérimentales de température et de production de chaleur a
I’extrémité d’une fissure progressant rapidement ont été faites par différents
auteurs, sur des matériaux variés. Les expérimentateurs ont constaté d’une

18



ISOTHERMES: Por0| isolante et
oi de Newton

¥1/1000d

%1/1000d
15

-15 —10\ 5_ 0 _._5 10

Fig. 6 Vitesse_1m/s d-12A, mode I

ISOTHERME. Paroi isolante et
loi-de Newton.

15 -10 -5 0 5 10 X1/100d

L 1 L1 1

Fig. 7 Vitesse - 100m/s . d=12A, mode I
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part une production de chaleur de I'ordre de grandeur de la puissance dissipée
G [, avec un facteur multiplicatif variant entre 0,6 4 0,9, Weichert et Schonert
[21], d’autre part ils ont mesuré des températures importantes dans divers
matériaux au voisinage de la pointe de la fissure, ces températures variant
avec la vitesse de propagation. Dans 'acier a une distance de 30 pm de
I’extrémité de la fissure, Weichert et Schonert mesurent une température de
130°C a l’aide de thermocouple, pour la vitesse de 10 m/s. Ces auteurs
pensent que les températures sont beaucoup plus élevées dans une zone plus
proche encore de I’extrémité de la fissure, inaccessible au thermocouple. Dans
le verre, ces auteurs constatent une émission de lumiére a I'extrémité des
fissures vers 1 000 m/s, ce qui suppose une température supcricurc a 1000 K.
En filtrant la lumiére émise sur quatre longueurs d’ondc, ils mecsurent une
température moyenne de 3200 K, sur une distance de 20A . La méme
expérience sur le quartz fournit une température dc l'ordre de 4700 K.
(Weichert et Schonert [22]).

ISOTHERMES :Contact partait.

v/100d

15
\ 2800

X;,/100d
5 0 5 10 15

Fig. 8 Vitesse =100m/s ; d -12A ,mode 1

D’autres auteurs ont fait des expériences sur des polymeres en enregistrant
les radiations infrarouges :

— sur le polymethylmethacrylate (PMMA) et le polystyréne, Fuller et
coll. [11] mesurent des températures de 500 K;

—sur la nitrocellulose, avec des vitesses voisines de la vitesse du son,
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Tomashevskii et coll. [20] ont mesuré une température moyenne de 160°C
dans un disque de 20 pum et 70°C dans un disque de 100 pm;

— sur le polyéthyléne, les auteurs ont mesuré une température moyenne
de 110°C dans un disque de 80 p de diamétre, quelques millisecondes apres le
passage de I'extrémité de la fissure.

Pour interpréter ces résultats, differents modeles ont été proposés.
Weichert et Schonert ont supposé que la production de chaleur est due a la
déformation plastique, de taux égal & G ([, uniformément répartie dans un
disque de tres faible rayon, ou encore dans un petit rectangle de méme
dimension. Leur analyse conduit évidemment a une température finie, mais
tres élevée, plusieurs milliers de degrés kelvin.

Tomashevskii et coll. proposent un modele basé sur I’énergie de rupture de
liaisons des macromolécules, et constatent que I’énergie relachée intervient
pour une part importante dans I’échauffement du matériau.

Dans notre ¢tude, nous avons adopté I’hypothese de la rupture
quasi fragile, ou tout le phénomeéne de rupture est concentré a un point
singulier mathématique, évitant dans le calcul toute référence a la plasticité, et
permettant de faire trés simplement ’analyse thermique du phénomeéne.
Notre « singularit¢ » thermique doit étre considérée comme une singularité
mathématique, cxactement comme on interpréte la « singularité » des
champs mécaniques. Il est clair que physiquement, aucun matériau ne
supporterait une contrainte ou déformation infinie, et a fortiori une
température infinic. Les prévisions de notre modéle,comme en mécanique de
la rupture classique, semblent pouvoir s’accorder assez bien aux résultats
expérimentaux, en dehors de certain rayon r/d.

4.5. SINGULARITE DU CHAMP u'?)

Nous étudions ce champ pour voir comment le couplage thermomécanique
modifie le développement asymptotique classique. Le champ u® vérifie
I’équation :

(42) A+p)V(ER+e2)+pAu® —p Pu?) =3 K aV T,

Introduisons les potentiels ¢ et P :

(43) u'?’=Vo + Rot (\e,),
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qui vérifient alors les équations :
Ao " _ 3Ka Gi
@ cf(p‘”~ A4+2p 2km

[2
A‘I’“ 3 l"'.11 =0.
€2

Logr,
(44)

Nous pouvons chercher les développements de ¢ et y dans I'¢chelle de
comparaison E,, : ¢ et y=0 (r"Log" r ... Loglr). Les conditions aux
limites (20) donnent pour une fissure ouverte :

s’ 2ue?=0 O=+m),

45) Gl
(43) (ktr8‘2’+2pa‘222)+ 3Koc<2k- >Logr:0 (0=+m).
i

Ces conditions imposent B=n/2,n> 3 car > 3/2. Cherchons pourn=4, pet
s sous la forme :

o=r>f(r)g(®, ),

y=r?f(r)h(®, ).

Un raisonnement identique a celui fait pour la tempcrature donne
f(r)=Logr. Les fonctions g et h vérifient alors l¢ systeme :

3IKaGl

29 32'2 " _2‘,'2 | i’ - : -,
(cos? 0+ Brsin?0)g” +(1—PB7)sin?0g +2(1+ i)y (ot 2p) 2k

(46)

(cos204-B2sin?0) h""+ (1 —P2)sin?Oh’+2(1 +Bi)h=0.

Le couple :
3KaGl

0, )=———— " sin?0 ) =
g, 1) 3 )akn sin‘ 0, h(6, 1)=0,

est une solution particuliére du systéme vérifiant les conditions aux limites a
I'ordre Log r. Mais, pour satisfaire rigoureusement aux conditions aux
limites a I’ordre supérieur, il faut considérer la solution générale de (46) sous
la forme :

47 g®, )= — Z—jf{;{f;—“—) sin? 0+ Asin 6 cos 0 + B(cos® 6 — B sin® 6),

h(o, i)=Csin0co§9+D(cosZG——Bﬁsin 0).
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Les coefficients A, B, C, D sont déterminés par les conditions aux limites
(45)et comme danslecasdela température T2 parles conditionsque doivent
vérifier les développements d’ordre supérieur. Nous trouvons alors A=D =0
et C=— (1+p3)B, la constante B étant donnée par une équation linéaire
comme pour le champ thermique T2,

Au champ u‘? calculé a partir de (47) correspond un champ de contrainte
62 singuliere comme @ (Logr). Or, on sait que dans la théorie isotherme le
champ ¢'?) est régulier. Le couplage thermomécanique modifie donc le
développement asymptotique au second ordre..

5. Remarques

Les résultats précédents sont évidemment encore valables lorsque la fissure
est fixe (/=0). On obtient alors :

u=K,(t)r'"2u’®)+ ...,

T=T()+r"2g(0, )+ ...
On peut se demander si la singularité de la température T‘" dépend de
I’expression de I’énergie libre W (g, T). Si la loi de Fourier est admise, la

réponse est claire a partir de I'’équation thermique (15) que nous écrivons sous
la forme simplifice :

(48) —kAT+TS=GI§(F).

En effet, dans la description adoptée TS doit étre intégrable [16] et s’écrit donc
au voisinage du fond de fissure sousla forme #”(Log r)? f(0, t)avec p> —2.Si

nous développons T sous la forme T=r" (Logr)" T (0, t), ’équation (48)
implique pour le terme du premier ordre m=0, n=1 :

X Gi Gl
T(O, [): - ék;’ soit T(”: —<2H>L0gr,

quelle que soit 'expression de I'énergie libre W (g, T).
En particulier, un développement au second ordre de I’énergie sous la

forme habituelle :
| c
W(S, T—T.):2(7»8,,8“-*—2”8,]8”)—3KO((T—TO)EM—<2T-0~ >(T—T0)2,

donne la méme singularité en T'*.
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Examinons enfin les cas particuliers des transformations isotherme et
adiabatique. L’équation thermique (15) doit étre alors supprimce.

Si la transformation est isotherme T=T, en tout point du solide, la
résolution du probléme mécanique permet de calculer la répartition de la
déformation €, d’ou la répartition de I'énergie W et de I'entropic S. Dans le
cas geénéral la fonction W (g, T) dépend de T d’une manicre quelconque, les
seules restrictions correspondent a I'intégrabilité de ’entropic S= — (W /dT)
(g, Ty)=0.Pour certains choix de W (g, T), la fonction TS n’est pas intégrable
et I’énoncé du second principe doit étre donné en tcrme dec production
d’entropie (Rice [17], Gurtin [12]). L analyse mé¢canique nous donne, v, ¢tant
néglige :

(49) fJ Wi, Ty)dQ+Gi+C=P,,
dt Jo -

ou G est calculé selon (8).

Comme :
U=j W (e, T{,)dQ+J. T, SdQ,
Q o

le premier principe et la relation (49) conduisent a :

d P., Gi
50) — | SdQ— & =2,
( d[ J;Z T() T()

G [ est alors la dissipation totale du systéme d’aprés 1’énoncé¢ général du
second principe.

Si la transformation est adiabatique S=S, en tout point du solide, la
relation 6=27e/dg, e(€, S) désigne I'énergie interne, permet de calculer la
répartition de la déformation g, d’ou la répartition de I’énergie ¢ ct de la
température T. Dans le cas général, la fonction e(g, S) dépend de S d’une
maniére quelconque, la seule restriction correspond a la positivité de la
température T=7Ce/dS =0.

L’analyse mécanique nous donne :

(51) 4 je[c. S0)dQ+Gli+e=P,,
dt Jo

ou G est calculé par une relation analogue a (8) dans laquelle on doit
remplacer W (g, T) par e(g, S,).
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Les relations (4) donnent dans ce cas D=G .

Souvent la condition T =20 n’est pas respectée. Par exemple un
deéveloppement au second ordre de ’énergie donne :

S=9K ou:“+(~-‘.' )(‘1'---T0;,
1 ]

de sortc que T a la singularité en r~'/2

d’adiabaticité n’est pas alors envisageable.

et négatif (!). L’hypothésc

6. Conclusion

Nous avons montré que la propagation de fissure est accompagnée de
production de chaleur a la pointe de la fissure. Le taux d’énergie dissipée en
rupture, déduite éventuellement des pertes par rayonnement ponctuel, est
dissipé en chaleur par conduction.

Cette nouvelle interprétation du taux (G —2 v, ) [ nous a permis d’écrire les
¢quations thermomécaniques du probléme de I’évolution d’un solide ayant
une fissure en propagation. Ce sont des équations non linéaires et couplées a
deux niveaux. D’une part, les champs mécaniques et thermiques sont couplés
en chaque point de la structure par la présence des coefficients
thermoélastiques et de la puissance dissipée. D’autre part, il y a couplage
entre ces champs au niveau de la fissure par la puissance dissipée (G —27,){
définie en fonction des valeurs asymptotiques des champs mécaniques. La
quantité globale G est une inconnue du probléme d’évolution.

Dans le cas d’un solide élastique, le développement asymptotique de la
solution thermomécanique est donné jusqu’a I’ordre 2. Nous trouvons que le
champ T" est singulier, le champ u'!) ala méme singularité que celle obtenue
en dynamique isotherme. Par contre, le champ u'?’ est modifié par rapport a
la solution isotherme, le champ de contrainte 62’ correspondant est
singulier, tandis qu’il est régulier dans le cas isotherme. Le champ T'?)
préscente des distorsions en mode mixte et des discontinuités dans certains
cas. L’étude asymptotique du champ de température donne la possibilité
d’accéder aux facteurs d’intensité des contraintes. Il est possible de découpler
les deux modes 1et Il par I'¢tude des isothermes. Des progres récents dans les
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techniques de mesure par thermographie infrarouge ([2], [3]) offrent une voie
nouvelle pour I’étude expérimentale de la rupture. Notre ¢tude montre que
cette voie est prometteuse.
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