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Résumé

L’estimateur SLOPE (acronyme signifiant < Sorted L One Penalized Estimation ») est défini comme une
solution d’un probléme d’optimisation convexe ou le terme de pénalité est la norme ¢; ordonnée. Cette norme,
non-différentiable en un point ayant des composantes nulles ou égales en valeur absolue, induit des propriétés
de parcimonie et d’appariement & l'estimateur SLOPE (certaines composantes de cet estimateur peuvent étre
nulles ou égales en valeur absolue). Ce mémoire d’habilitation illustre la pertinence de la notion de schéma
du SLOPE pour I'étude de cet estimateur. La premiere partie de ce travail prouve que les schémas sont des
classes d’équivalence pour la relation < avoir le méme sous-différentiel pour la norme ¢; ordonnée > et établit
une bijection entre ces schémas et les faces de la boule unité de la norme ¢; ordonnée duale. La seconde par-
tie de ce mémoire donne des conditions théoriques garantissant la récupération du schéma des coefficients de
régression via I’estimateur SLOPE. La derniére partie de ce manuscrit fournit un algorithme, basé sur les condi-
tions du sous-différentiel et du schéma, pour calculer le chemin des solutions du SLOPE lorsque le parametre

de régularisation varie.

Mots-clés : SLOPE, Norme ¢; ordonnée, Schéma du SLOPE, Parcimonie, Appariement, Chemin des solu-

tions
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Introduction

Mon parcours scientifique depuis mes débuts en doctorat

Les estimateurs pénalisés ont été le fil conducteur de mes travaux depuis mes débuts en thése jusqu’a
aujourd’hui. En doctorat, j’ai exploré I'utilisation de l'estimateur LASSO (acronyme pour < Least Absolute
Shrinkage and Selection Operator ») (Tibshirani, [1996), dont le terme de pénalité est la norme ¢;, dans le
contexte de la métabolomique. Bien que I’étude de cet estimateur ait été importante, elle n’était pas au centre
de mes recherches doctorales. Mes principales contributions a 1’époque comprenaient un article appliqué en
métabolomique (Tardivel et all 2017) ainsi qu'un article théorique portant sur l'optimisation non convexe
(Tardivel et all[2018). Mes recherches sur les estimateurs pénalisés ont pris de ’ampleur apres mon doctorat, et
je me suis spécialisé dans I’étude de l'estimateur SLOPE (acronyme pour <« Sorted L One Penalized Estimation »)
(Bogdan et al., |2015; |Zeng et Figueiredo, [2014), qui généralise 'estimateur LASSO en utilisant une norme ¢;
ordonnée comme terme de pénalité. Les paragraphes suivants présentent mes travaux de recherche de maniere
chronologique, mettant en lumiere la fagon dont mon sujet d’habilitation découle naturellement des thémes que

j’ai abordés tout au long de ma carriere.

Mes années de doctorat 4 ’'INRA de Toulouse

Entre novembre 2014 et novembre 2017, j’ai effectué ma these intitulée < Représentation parcimonieuse
et procédures de tests multiples : Application & la métabolomique > & l'Institut National de la Recherche
Agronomique (INRA) au centre Toxalim & Toulouse sous la direction de Didier Concordet et Rémi Servien. L'un
des objectifs de ma these était d’identifier, dans un mélange complexe de métabolites obtenu par Résonance
Magnétique Nucléaire (RMN), les métabolites pertinents.

Sans rentrer dans les détails des nombreux pré-traitements, on peut modéliser un signal RMN comme la
réponse d’un modele de régression linéaire, ou les variables explicatives, non-aléatoires, sont les spectres RMN
des métabolites purs. L’identification des métabolites revient donc a déterminer les coefficients de régression non
nuls de ce modele. Apres avoir tenté en vain de développer une méthode utilisant la programmation linéaire,
j’ai opté pour une approche alternative basée sur I'estimateur LASSO. Ce choix était motivé par la parcimonie
de Vestimateur LASSO (certaines composantes du LASSO sont nulles), sa popularité croissante & 1’époque, et
par ma formation antérieure sur le LASSO lors de mes études en master. Mon objectif était d’identifier les
métabolites pertinents en utilisant le support du LASSO. Les experts recommandaient d’éviter les faux positifs,
quitte & ne pas identifier certains métabolites présents en faible quantité dans le mélange. Ainsi, j’ai cherché a
controler la probabilité d’avoir au moins un faux positif, c’est-a-dire la probabilité qu'une composante non nulle
du LASSO soit associée & un métabolite absent du mélange.

Théoriquement, la récupération exacte du support des coefficients de régression avec le LASSO nécessite
une hypothese contraignante appelée condition d’irreprésentabilité (Zhao et Yul, 2006} |Zou, 2006). Cette condi-

tion peut étre assouplie en utilisant le LASSO adaptatif, ou les poids sont inversément proportionnels aux



composantes, en valeur absolue, d’un estimateur convergent (Zou, [2006). Cependant, pour le LASSO ainsi que
pour le LASSO adaptatif, le calibrage du parametre de régularisation pour contréler le taux de faux positif est
techniquement tres difficile.

Au final, bien que l'estimateur LASSO soit souvent mentionné dans ma these (Tardivel, |2017)) et dans I'article
en métabolomique (Tardivel et al.,[2017)), cet estimateur s’est avéré peu utile pour mes travaux. Quelques années
apres ma soutenance, j’ai épuré mes travaux de doctorat de la technicité due a l'introduction de l'estimateur
LASSO, et j’ai développé une procédure de tests multiples controlant la probabilité d’obtenir un ou plusieurs
faux positifs, basée sur la construction d’une région de confiance rectangulaire de volume minimal (Tardivel
et al.,|2021]).

Mes années en tant qu’enseignant-chercheur a 'université de Wroclaw

Apres ma rencontre avec Malgorzata Bogdan en juillet 2017 lors d’un congres, j’ai commencé a travailler
a l'université de Wroctaw en Pologne, d’abord en tant que chercheur invité de février a aout 2018, puis en
tant qu’adiunktﬂ de septembre 2018 a aout 2020. Pendant cette période, mes travaux ont principalement été
théoriques. L’une de mes contributions était en continuité directe avec ma these. En effet, j’ai fourni une preuve
originale d'un résultat déja connu : la condition d’irreprésentabilité implique, dans le cas idéal ot le bruit est nul,
que la minimisation de la norme ¢; permet de récupérer les coefficients de régression (Fuchs, 2004, théoréme
4). Sous cette derniere condition, V’estimateur LASSO, lorsque le bruit est faible, sépare les coefficients de
régression nuls des coefficients non nuls. Ainsi, un seuillage appliqué & l'estimateur LASSO permet de récupérer
le support des coefficients de régression (Tardivel et Bogdan, 2022). Une autre contribution a été I'obtention
d’une formule pour lestimateur SLOPE lorsque les colonnes de la matrice de régression sont orthogonales,
c’est-a-dire une formule pour I'opérateur proximal de la norme ¢; ordonnée. Ce fut mon premier article sur
Pestimateur SLOPE. Le calcul de l'opérateur proximal pouvait se faire de maniére algorithmique (Bogdan
et al., |2015)), et ma principale motivation fut de proposer une formule concise pour cet opérateur (Tardivel
et al.l |2020)). En décembre 2018, lors d’un congres, j’ai rencontré Ulrike Schneider, qui présentait des travaux
sur une condition nécessaire et suffisante pour 'unicité de ’estimateur LASSO. D’apres cette condition, il existe
un vecteur réponse pour lequel la solution du probleme LASSO n’est pas unique si et seulement si 1’espace
vectoriel engendré par les lignes de la matrice de régression coupe une face d’'un hypercube dont la dimension
est strictement inférieure a la dimension du noyau de cette matrice. Nous avons généralisé cette propriété a des
estimateurs dont le terme de pénalité est une norme polyédrique (Schneider et Tardivel, |2022). En particulier,
il existe un vecteur réponse pour lequel la solution du probleme SLOPE n’est pas unique si et seulement si
I’espace vectoriel engendré par les lignes de la matrice de régression coupe une face d'un permutoedre signé dont
la dimension est strictement inférieure & la dimension du noyau. Cette approche tres géométrique de 'unicité
nous a amené a dégager la notion de schéma du SLOPE; en effet, il y a une bijection entre I’ensemble des

schémas du SLOPE et les faces du permutoedre signé obtenues via le sous-différentiel de la norme ¢; ordonnée.

Mes dernieres années en tant que maitre de conférences a Dijon

J’ai été recruté a l'université de Bourgogne en tant que maitre de conférences en septembre 2020. Depuis
lors, j’ai collaboré avec un collegue, Xavier Dupuis, sur 'estimateur SLOPE (Dupuis et Tardivel,, 2022} [2024]).
J’ai également co-encadré le doctorat de Tomasz Skalski, intitulé < Aspects géométriques et combinatoires des
modeles statistiques > (Skalskil 2023)), entre juin 2021 et octobre 2023. Cette these m’a donné 1'occasion de
revisiter la condition d’irreprésentabilité, car nous avons formulé une hypothése similaire pour ’estimateur

SLOPE. Initialement sceptique a l'idée de travailler sur une condition garantissant la récupération du schéma

1. Cette position correspond approximativement a un poste de maitre de conférences avec une charge annuelle d’environ 180
heures d’enseignement.



des coefficients de régression par I'estimateur SLOPE en raison de mon expérience avec le LASSO lors de mon
doctorat, j’ai finalement pris beaucoup de plaisir a redécouvrir ce sujet d’un point de vue mathématique. En effet,
la condition d’irreprésentabilité peut étre formulée de maniere moins technique qu’un calcul opaque a vérifier, et
Tomasz a trouvé une interprétation géométrique élégante de cette condition. Il est important de souligner que les
résultats obtenus par Tomasz sont principalement théoriques; la condition d’irreprésentabilité de I’estimateur
SLOPE est tres forte, et méme lorsqu’elle est satisfaite, le calibrage des parametres de régularisation de cet
estimateur pour récupérer le schéma des coeflicients de régression est techniquement tres difficile. Cependant,
les concepts théoriques développés par Tomasz au cours de sa theése se sont révélés extrémement utiles pour

mon dernier article traitant du chemin des solutions de l'estimateur SLOPE (Dupuis et Tardivel, [2024).

Choix thématique et organisation du manuscrit

Ce mémoire d’habilitation se concentre sur 1’établissement des propriétés d’appariement et de parcimonie
de Vestimateur SLOPE. Ainsi, certains de mes travaux qui ne sont pas directement liés & cette thématique ne
sont pas mentionnés. Mon objectif fut de rédiger un document de synthése unifiant certains résultats connus
pour 'estimateur SLOPE, accompagné d’une liste de mes articles et pré-publications énumérés ci-dessous :
— Patrick Tardivel, Rémi Servien, et Didier Concordet : Simple expressions of the lasso and slope estimators
in low-dimension. Statistics, 2020 (Tardivel et al., [2020).

— Ulrike Schneider et Patrick Tardivel : The geometry of uniqueness, sparsity, and clustering in penalized
estimation. Journal of Machine Learning Research, 2022 (Schneider et Tardivel, 2022]).

— Xavier Dupuis et Patrick Tardivel : Proximal operator for the sorted ¢; norm : Application to testing
procedures based on slope. Journal of Statistical Planning and Inference, 2022 (Dupuis et Tardivel, [2022)).

— Xavier Dupuis et Patrick Tardivel : The solution path of slope. A paraitre dans Artificial Intelligence
and Statistics, 2024 (Dupuis et Tardivel, 2024)).

— Malgorzata Bogdan, Xavier Dupuis, Piotr Graczyk, Bartosz Kolodziejek, Tomasz Skalski, Patrick Tardi-
vel, et Maciej Wilczyniski : Pattern recovery by slope. Pré-publication (Bogdan et al., [2022).

— Piotr Graczyk, Ulrike Schneider, Tomasz Skalski, et Patrick Tardivel : Pattern recovery in penalized and
thresholded estimation and its geometry. Pré-publication (Graczyk et al.l 2023]).

Idéalement, je souhaiterais que ce manuscrit devienne un document de référence pour les doctorants et
chercheurs s’initiant aux propriétés théoriques de I'estimateur SLOPE. Ainsi, tous les théorémes et propositions
énoncés dans ce mémoire sont démontrés; de plus, j’ai intégralement revisité et simplifié les preuves de ces

résultats. J’espere que ces efforts d’écriture rendront la lecture de ce mémoire plus accessible et agréable.

Choix linguistique

Souhaitant profiter de ma soutenance d’habilitation pour développer mon réseau en France j’ai rédigé ce texte
en francais afin que ce document soit agréable a lire pour les lectrices et lecteurs francophones ou francophiles.
Par la suite, je prévois de traduire ce document en utilisant des logiciels de traduction automatique, afin de

permettre & mes collegues non-francophones de bénéficier de son contenu.

Organisation des chapitres

Le premier chapitre présente les estimateurs OSCAR « Octagonal Shrinkage and Clustering Algorithm for
Regression », PACS <« Pairwise Absolute Clustering and Sparsity » et SLOPE, qui favorisent la parcimonie
et 'appariement : ces estimateurs peuvent avoir des composantes nulles ou égales en valeur absolue. Plus

spécifiquement, 'objet d’étude de cette habilitation est ’estimateur SLOPE, défini comme une solution du



probleme d’optimisation convexe
P
min {§||y — Xbl3+ ;Aiwm} (1)
i=
ou X € R"*P (appelée matrice de régression en référence au modele de régression linéaire), y € RP, A\; >
- > Xy, > 0 avec A\ > 0 sont les parametres de pénalité et |b|;; > --- > |b|;, sont les composantes de b
ordonnées par valeur absolue décroissante. Par ailleurs, la notion de schéma du SLOPE, notée schm(b) € ZP
avec b € RP, introduite dans ce chapitre est cruciale pour I’étude des propriétés de parcimonie et d’appariement
de cet estimateur. Le principal résultat de ce chapitre est la bijection entre les faces du permutoedre signé
(c’est-a-dire la boule unité de la norme ¢; ordonnée duale) et Pensemble des schémas du SLOPE.

Le deuxieéme chapitre traite de la récupération du schéma des coefficients de régression, noté schm(g), par
lestimateur SLOPE. On introduit la condition d’accessibilité, qui est nécessaire et suffisante pour I'existence
d’un vecteur y pour lequel l'estimateur SLOPE et les coefficients de régression 5 ont le méme schéma. Le
principal résultat du chapitre est la caractérisation des vecteurs y pour lesquels le schéma de ’estimateur
SLOPE coincide avec un schéma donné, a I’aide des conditions du schéma et du sous-différentiel. Par ailleurs,
on introduit la condition d’irreprésentabilité, qui est nécessaire pour la récupération du schéma schm(g) par
Iestimateur SLOPE avec une probabilité supérieure a un demi lorsque le vecteur y est aléatoire. Ce chapitre,
qui correspond en grande partie aux travaux du doctorat de Tomasz (Skalski, 2023, chapitre 4), est un peu plus
technique et théorique que les autres parties de cette habilitation. Néanmoins, les techniques développées dans
cette partie seront tres utiles pour le dernier chapitre.

Le troisieme chapitre traite du chemin des solutions de l'estimateur SLOPE. Ce chemin est affine par
morceaux, et les intervalles sont caractérisés par les conditions du schéma et du sous-différentiel introduites
au chapitre précédent. Un algorithme pour calculer ce chemin est décrit dans cette partie et est illustré sur
des données réelles. Par ailleurs, on montre que le calcul du chemin permet de sélectionner le parametre de
régularisation en minimisant la somme des carrés résiduels sur un échantillon de validation.

La quatrieme partie est une annexe regroupant certains résultats démontrés pour des estimateurs pénalisés
plus généraux que 'estimateur SLOPE. Pour ces estimateurs, la norme ¢; ordonnée, qui est le terme de pénalité
du SLOPE, est substituée par une fonction convexe s’exprimant comme le maximum d’une famille finie de

formes linéaires.

Principales notions et notations

Les notions suivantes sont étudiées en détail dans les ouvrages de Hiriart-Urruty et Lemaréchal (2004) (pour
la norme duale et le sous-différentiel) et de [Ben-Israel et Greville| (2003) (pour la pseudo inverse). Quelques

rappels utiles pour ce manuscrit sont donnés ci-dessous :

Norme duale : Soit || - || une norme sur R?; la norme duale notée || - ||* est définie par
lz]|* = sup{s @ | ||s]| < 1}.

En particulier, la norme ¢; ordonnée duale jouera un role crucial dans ce manuscrit.

Sous-différentiel : Soit f : RP — R une fonction convexe. Le sous-differentiel de f au point x € RP est

I’ensemble
Of(x) ={s €R? | f(y) = f(x) +s"(y—xz) VyeR}

Comme la norme ¢; ordonnée est polyédrique son sous-différentiel pourra étre déduit des expressions

suivantes :



— Lorsque f = - || est une norme alors
Ol - l(x) = {s e R” [ [|s||* <1 et 5" < [|z]}.

— Lorsque f est le maximum d’une famille finie de formes linéaires : pour z € R?, f(z) = max{u{ z,...,u; z}

avec ui,...,u; € RP alors
f (x) = conv{u; | i€ {1,...,1}, u; v = f(z)}.

Pseudo inverse : Soit A € R"*P et r = rang(A). La décomposition en valeurs singulieres de A est A =
USVT ot
— U € R™" est un matrice ayant des colonnes orthogonales : UTU = I,..
— ¥ = diag(oy, ..., 0) est une matrice dont les coefficients diagonaux o1 > --- > o, > 0 sont les racines

carrés des valeurs propres strictement positives de AT A (ou de facon équivalente de AAT).

— V € RPX" est un matrice ayant des colonnes orthogonales : V'V = I,
La pseudo inverse est définie par AT = VE~1UT. On vérifie que la transposition et la pseudo inverse
commute : (AT)T = (AT)* et on notera AT* cette matrice. Par ailleurs, AAT = AT+ AT est la projection

sur l’espace vectoriel im(A).

Principales notations
Précisons que I'ensemble R? est identifié¢ & 'ensemble des matrices colonnes RP*1. Ainsi, x = (z1,...,2,) €
T
RP est toujours représenté, matriciellement, par la matrice colonne

Lp

Notations liées aux parametres de pénalité

— La notation RPT représente 1’ensemble des vecteurs de RP dont les composantes sont décroissantes et
positives : RPT = {A € RP? | \; > --- > )\, > 0}. Pour le probleme , on supposera toujours que le
parametre de pénalité A est un élément de RPT.

— La notation RP** est I'intérieur de RPT : RPTT = {X € RP | \; > --- > \, > 0}. Supposer que X € RPt+
permet d’écarter certains estimateurs pénalisés, comme le LASSO, qui est solution du probleme avec
A1 =---=2X, >0 (donc A € RPT \ RPTT),

Notations liées a la norme ¢; ordonnée

Soit A € RP tel que Ay > -+ > X, >0et A\; >0 (i.e. A € RPT\ {0}).

— La norme ¢; ordonnée est définie par
P
Jab) =D Nifbl; Vb e RP,
i=1

ol |blj1 > -+ > |b|y, sont les composantes de b ordonnées par valeur absolue décroissante.

— La norme ¢; ordonnée duale vérifie

. 1b[11 [b]y1 + [B] 12 by + -+ (bl
JE(b) = :
A(0) max{ A A+ A A+t

} Vb € RP.



— Le permutoedre signé, noté Pf, est un polytope connu qui correspond a la boule unité de la norme /¢4
ordonnée duale
Pf = conv{(e1Ar(1), - pAr(p)) | €1,.. ., 6 € {=1,1},m € Sp},

ou conv et S, représentent respectivement l’enveloppe convexe et I’ensemble des permutations sur

{1,...,p}.

— Le permutoedre P, est une face du permutoedre signé. Ce polytope est définie par

Py = conv{(Ar(1); -+ Argp)) | T € Sp}.

Notations liées aux propriétés de parcimonie et d’appariement

— Le schéma du SLOPE de b € RP, schin(b) € ZP, est défini par
schm(b); = signe(b;) rang(|b|);, Vi€ {1,...,p}

ou rang(|b]); € {0,1,...,k} avec k est le nombre de valeurs distinctes non nulles dans {|b1,. .., |by|},
rang(|b]); = 0 si b; = 0, rang(|b]); > 0 si |b;] > 0 et rang(|b]); < rang(|b]); si |b;| < |b;|. La notion de
schéma du SLOPE permet de décrire les propriétés de parcimonie et d’appariement de cet estimateur.
— Les schémas du SLOPE, ’P;IOpe = schm(RP), est un ensemble fini de représentants canoniques pour la
relation d’équivalence < avoir le méme sous-différentiel pour la norme ¢, ordonnéeEI >.
— Soit m € P3P\ {0} et k = ||m|ls > 1. La matrice du schéma U,, € RP*¥ est définie par

(Um)m = signe(mi)1(|mi‘:k+1_j) Vi € {1, R ,p} Vj e {1, ceey k}

L’ensemble U,,RPTT est la classe d’équivalence du schéma m pour la relation < avoir le méme sous-
différentiel pour la norme ¢; ordonnée .

— Solent X € R"*P, X € RP, m € ’P“Ope \ {0} et k = ||m||oo > 1. La matrice d’appariement de X est
Xm = XU,, € R***; le parameétre d’appariement de \ est )\m = U| L A € RF. Par exemple, si ﬁ est un
estimateur SLOPE tel que schm(ﬁ) m alors la valeur ajustée Xﬁ vérifie Xms ot s € RFt+ représente

les composantes distinctes non-nulles de 3 ordonnées par valeur absolue décroissante, enfin Jy(3) = ], s.

2. Sous réserve que le parametre de pénalité A de la norme £; ordonnée Jy soit un élément quelconque de RPT+.



Chapitre 1

Estimateurs favorisant la parcimonie et

’appariement

1.1 Introduction

Soient X € R™™P y € RP, Ay > 0 et Ay > 0 (avec (A, A2) # (0,0)). L’estimateur OSCAR (acronyme
signifiant <« Octagonal Shrinkage and Clustering Algorithm for Regression ») (Bondell et Reich) |2008]) est défini

comme une solution du probleme d’optimisation suivant :

)1 ) u |b; + bj| + |b; — by
min o oy = XblI3+ A Db+ Y 5 : (1.1)

=1 1<i<j<p

L’estimateur LASSO (acronyme signifiant < Least Absolute Shrinkage and Selection Operator ») (Tibshiranil
1996)), également connu sous le nom de poursuite de base débruitée dans la communauté étudiant 'acquisition
comprimée (Chen et Donohol, [1994)) est un cas particulier de 'estimateur OSCAR obtenu en prenant As = 0 dans
la formule (|1.1]). De nombreux articles montrent que la norme ¢; est un terme de pénalité favorisant la parcimonie
(voir par exemple les livres (Giraud, 2021; Hastie et al. 2015) et les références citées a U'intérieur). Ainsi, la
spécificité de la méthode OSCAR réside dans le terme d’appariement % (|b; + bj| + |b; — b;|) = max{|b;|, [b;|},
qui promeut 1’égalité des composantes en valeur absolue pour une solution du probléeme . Les propriétés
d’appariement (composantes égales en valeur absolue) et de parcimonie (composantes nulles) peuvent étre
illustrées de maniere intuitive a ’aide de la Figure qui est classique dans la littérature.

Une autre fagon, plus analytique, de se convaincre des propriétés de parcimonie et d’appariement de ’esti-

mateur OSCAR est d’observer que le terme de pénalité

P

A Z |bi] + A2 Z max{|b;|, |bj‘}

i=1 1<i<j<p

n’est pas différentiable en un point b admettant au moins une composante nulle ou au moins deux composantes
égales en valeur absolue. Remarquons également que ce terme de pénalité peut se réécrire comme une somme

pondérée et ordonnée de la facon suivante :

p p

MY bl + e Y max{[bil, b} =Y (A + Aa(p — )b,

i=1 1<i<j<p i=1



FIGURE 1.1 — Le polytope vert représente une boule pour la norme b € R? — A1 (|b1|+ |b2|) + A2 max{|by], |b2]},
les ellipses représentent les lignes de niveau de la somme des carrés résiduels dont le centre, en bleu, représente
Pestimateur des moindres carrés. Comme les sommets du polytope ont des composantes nulles ou égales en
valeur absolue, cette figure illustre intuitivement que l'estimateur OSCAR, est parcimonieux et possede des
composantes appariées.

ou |bjy1 > -+ > [b];p > 0 sont les composantes de b ordonnées par valeur absolue décroissante. Ainsi, le terme
de pénalité de l'estimateur OSCAR est un cas particulier de norme ¢; ordonnée qui est une norme polyédrique

définie a la Proposition [1.1

Proposition 1.1 (Norme ¢; ordonnée). Soit A € RP tel que \y > --- > X, > 0 et Ay > 0. La fonction
Ja(b) = Y8 Ni|blyi, pour b € RP est une norme (dont la boule unité est un polyédre) appelée norme (;

ordonnée, pouvant se reformuler de la facon suivante :

P
Ji(b) = max{Zei)\w(i)bi | me Sy, ee{-1, 1}”} )
i=1

L’estimateur SLOPE (Bogdan et al., |2015; |Zeng et Figueiredol |2014) (acronyme signifiant « Sorted L One
Penalized Estimation ») doit son nom & la norme ¢; ordonnée qui apparait comme le terme de pénalité du

probleme d’optimisation suivant

(1 )
s {31~ X003+ 1500 | 12)

Remarquons que par définition de la norme ¢; ordonnée, 'estimateur OSCAR est un cas particulier de I’estima-
teur SLOPE dont le parametre de pénalité \ est une suite arithmétique. La motivation premiere a I'usage d’une
norme ¢; ordonnée pour la méthode SLOPE est de pénaliser plus fortement les composantes larges de cet esti-
mateur. La pénalité £; ordonnée fait écho aux procédures de test multiples séquentielles seuillant plus fortement
les grandes composantes de I'estimateur des moindres carrés. En particulier, un choix typique de parametre de
pénalité pour I'estimateur SLOPE est APH = g®~1(1 — g—;), i=1,...,p, ou @ est la fonction de répartition
d'une loi N(0,1) et g €]0,1[. Le vecteur ABY appelé parametre de pénalité de <« Benjamini-Hochberg =, fait
référence a la tres célebre procédure de test multiples controlant le taux de faux positifs (Benjamini et Hoch-
berg), [1995). Plus précisément, lorsque y est la réponse d’un modele de régression linéaire gaussien ou o2 est
la variance des résidus, choisir A\BH pour ’estimateur SLOPE permet de contrdler le taux de faux positifs au
niveau ¢ lorsque les colonnes de la matrice de régression X sont orthogonales (i.e. lorsque X T X = I,,) (Bogdan

et al.,|2015). Ce dernier résultat est cité a titre indicatif car le controle du taux de faux positifs via I’estimateur



SLOPE est activement étudié dans la littérature et que cet estimateur est tres largement connu grace a cette
propriété. Néanmoins, les notions de test multiples et de taux de faux positifs ne sont pas centrales dans ce
mémoire.

Une autre généralisation de l'estimateur OSCAR qui se distingue de 'estimateur SLOPE est 1’estimateur
PACS (Sharma et al.L[2013) (acronyme signifiant « Pairwise Absolute Clustering and Sparsity »). Cet estimateur,
qui est une version pondérée de 'estimateur OSCAR, est défini de la fagon suivante :

1 - _
min §||y—XbH§+Zwi\bi|+ > whlbi b+ > wilbi— byl o, (1.3)

beERP ; e —
=1 1<i<yj<p 1<i<y<p

o w; > 0 pour i € {1,...,p}, wf] > 0,w;; > 0pourl<i<j<p. Remarquons que lorsque w; = A1 pour
ie{l,...,p} et wjj =w;; = A2/2 pour 1 < i < j < p, on retrouve l'estimateur OSCAR défini a 1’équation
. Les poids peuvent étre construit & partir d’'un estimateur initial B (par exemple 'estimateur des moindres
carrés) en posant w; = 1/\§1|, w;; = 1/|§Z + §J| et w,;; = 1/\3z - §j| de fagon & renforcer les propriétés de
parcimonie et d’appariement de l'estimateur PACS (Sharma et al.l 2013]).

Dans la lignée des travaux de |[Figueiredo et Nowak| (2016|); [Zeng et Figueiredo| (2014), ce mémoire traite des
propriétés de parcimonie et d’appariement de 'estimateur SLOPE. La notion de schéma du SLOPE, détaillée

a la section suivante, sera cruciale pour cette étude.

1.2 Schéma du SLOPE

Une premiere étude sur la parcimonie et 'appariement de la méthode PACS a été réalisée dans l'article de
Sharma et al.|(2013). Lorsque £ est un parametre inconnu, ce travail établit des conditions théoriques permettant

de récupérer, via la méthode PACS, les ensembles suivants :

{ie{l,...,p}|Bi =0} composantes nulles de 38
{1<i<j<p|Bi—pB;=0} composantes de 3 égales (1.4)

{1<i<j<p|Bi+B; =0} composantes de  égales en valeur absolue et de signes opposés

La notion de schéma du SLOPE, introduite dans l’article de [Schneider et Tardivel| (2022)), permet d’étudier les
propriétés de parcimonie et d’appariement et fournit une description plus précise que les ensembles décrits a
Péquation (|1.4), spécifiant notamment les signes des composantes et la hiérarchie des groupes d’appariement

(groupes de composantes égales en valeur absolue).

Définition 1.1. Soit b € RP. Le schéma du SLOPE de b, noté schm(b) € ZP, est défini par
schm(b); = signe(b;) rang(|b|);, Vie {1,...,p}

ourang(|b]); € {0,1,...,k} avec k le nombre de valeurs distinctes non nulles dans {|b1], ..., |bp|}, rang(|b|); = 0
si b; =0, rang(|b|); > 0 si |b;] > 0 et rang(|b]); < rang(|b); si |bi| < |b;].

Par exemple, pour a = (4.2,—1.3,0,1.3,—4.2), on a schm(a) = (2,—1,0,1,2) et pour b = (1.5, —2.8,1.5,2.8),
on a schm(b) = (1, —2,1,2). Analytiquement, nous montrerons que les schémas du SLOPE sont des représentants
canoniques pour la relation d’équivalence < avoir le méme sous-différentiel pour la norme ¢; ordonnée ». Par
ailleurs, géométriquement, nous prouverons que les schémas du SLOPE réalisent une bijection avec les faces de
la boule unité de la norme ¢; ordonnée duale. Dans un premier temps, nous introduisons la norme ¢; ordonnée

duale a la Proposition [L.2
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Proposition 1.2 (Norme ¢; ordonnée duale). Soit A € RP tel que Ay > --- > A\, > 0 et Ay > 0. La norme ¢,

ordonnée duale définie par J;(b) = max{v'b | Jy(v) < 1}, pour b € RP, a une expression explicite :

bl11 [b]y1 + [b]s2 |b|¢1+“'+|b|¢p}
J3X(b) = ma , ey )
A(0) mx{ VDD M+t A

La boule unité de la norme ¢; ordonnée duale est un polytope bien connu en géométrie appelé permutoedre
signé. Ce polytope peut se réécrire comme ’enveloppe convexe d’une famille de points, en particulier, on a

I’équivalence suivante :
J;(b) <1< b€ conv {(61)\77(1), .. "G;D)‘ﬂ'(p)) ‘ €€ {*1, 1}p,7T S Sp} .

Dans la suite de ce manuscrit, pour A = (Aq,...,Ap) avec Ay > -+ > A, > 0 et Ay > 0, on notera P/\i la
boule unité de J3, c’est-a-dire le permutoedre signé.

Dans le cas particulier ou X est la matrice identité, B, I'unique solution du probleme , est la différence
entre y et son projeté sur la boule unité de J} (voir, par exemple, la Proposition 11 de article [Schneider,
et Tardivel (2022) ou le Corollaire 2.3.1 de Darticle |Skalski et al| (2022)). En particulier, lorsque X = I, la
Figure illustre que la notion de schéma du SLOPE est adaptée pour décrire les propriétés de parcimonie et
d’appariement de cet estimateur.

Sur la Figure on remarque que chaque région colorée (en rouge, vert ou bleu) est associée & une
face du permutoedre signé (le polytope rouge, une arréte ou un sommet) et & un schéma du SLOPE de R?
({(0,0),£(1,0),£(0,1),+(1,1), £(1, —1), £(1,2),£(1,—-2),+(2,1), £(2,—1)}). Le Théoreme [1.1| confirme cette
remarque et prouve que les schémas du SLOPE sont en bijection avec les faces du permutoedre signé; cette
bijection se réalise via le sous-différentiel de la norme ¢; ordonnée. Notons que pour une norme | - || sur RP
son sous-différentiel satisfait la formule suivante (voir par exemple l'ouvrage de Hiriart-Urruty et Lemaréchal
(2004) page 180) :

Oll-1I(6) = fv e R | ol < Tet o™= b}, beR,

ol || - ||* représente la norme duale. Afin de formuler le Théoréme [1.1|on introduit la notation 'P;k’pe = schm(RRP)

qui représente I’ensemble des schémas du SLOPE dans RP.

Théoreme 1.1. Soit A € RP tel que Ay > --- > A\, > 0.
1. Soit a,b € RP alors 0Jx(a) = dJx(b) si et seulement si schm(a) = schm(b).

2. L’application m € P;loPe — 9Jx(m) est une bijection entre les schémas du SLOPE est les face du

permutoédre signé.

Notons que I'hypothese A\; > --- > A, > 0 est importante pour établir le Théoreme [I.T] Par exemple si

A1 = -+ = Ap > 0 alors le permutedre signé Pj[ est un hypercube et clairement il n’y a pas de bijection entre
P;lof’e et les faces de I'hypercube (les faces de I'hypercube sont en bijection avec {—1,0,1}?). Notons qu'un
résultat tres récent de |Godland et Kabluchko| (2023) montrant que, lorsque A; > --- > A, > 0, les faces du
permutoedre signé sont en bijection avec la famille des sous-ensembles disjoints ordonnés et signés de {1,...,p}
confirme la deuxie¢me assertion du Théoréme En effet, étant donné (B,n) ou B = (By,...,By) sont des
ensembles disjoints ordonnés de {1,...,p} et n: By U---UBj — {—1,1} on construit un schéma du SLOPE m
en posant

n(i)j sii€ B, )

m; = Q ! Vie{l,...,p}.

0 sii¢ BpyU---UDBy
Inversement étant donné un schéma du SLOPE on construit aisément des sous-ensembles disjoints ordonnés et
signés de {1,...,p}. Une illustration de la premiere assertion du Théoréme est donnée a la Figure
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schm(B) = (—1,1) sem(B) =L | @)= 0,1 “PmA) =02) schm(B) = (1,1)
Y
B
Yy
B
schm(B) = (=2, 1) schm(B) = (2,1)
— »y
B "
schm(B) = (~1,0) schm(B) = (0,0) schm(B) = (1,0)
schm(B) = (-2, —1) schm(B) = (2, —1)
schm(f) = (—1,—1) schm(B) = (1, -2) schm(5) = (0, —1) schm(3) = (1, —2) schm(s) = (1,-1)

FIGURE 1.2 — Dans le cas particulier ott Jx(b) = A1]b|j1 + Aalb|j2 avec Ay > Ay > 0 et X = I, cette image
illustre que 8, 'unique solution du probleme (1.2)), est la différence entre y et son projeté sur le permutoedre
signé P/\jE en rouge (la boule unité de J}). En particulier lorsque y est le point rose (resp. point rouge ou

point bleu) B est représenté par le vecteur rose (resp. vecteur rouge ou vecteur bleu) et on peut observer

~ -~ -~

que schm(8) = (1,0) (resp. schm(5) = (1,2) ou schm(8) = (—1,1)). De plus cette figure fournit schm(s3) €
{(0,0), £(1,0),4(0,1), £(1,1), £(1, —1), £(1,2), (1, —2), £(2,1), (2, —1)} selon la localisation de y € R2.

1.3 Annexe : preuves

L’inégalité de réarrangement

L’inégalité de réarrangement rappelée au Lemme (voir par exemple 'ouvrage de Hardy et al.| (1952)))

sera tres utile pour établir les preuves de ce chapitre.

Lemme 1.1. Soient a € RP et b € RP alors pour toute permutation m € S, on a 'y &_, aibr(iy < b ayby.
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9Jx(0,1)
0Jx(—1,2) 0Jx(1,2)

dJx(—1,1) 9.Jx(1,1)
0Jx(—2,1) 8Jx(2,1)
8.Jx(~1,0) 8.Jx(1,0)
0Jx(—2,—1) 8Jx(2, 1)
dJxn(—1, 1) DJIx(1,—1)

0Jx(—1,—2) D5 (1,-2)

8Jx (0, —1)

FIGURE 1.3 — Cette figure illustre la bijection m € P5°P° s A.J5(m) entre les schéma du SLOPE de R2 (P5°P°
{(0,0),£(1,0),£(0,1), £(1,1),£(1,-1),£(1,2), £(1, —2), £(2,1), £(2, —1)}) et les faces du permutoedre signé
Pif avec A\; > Ao > 0.

Bien que classique, la preuve du Lemme est donnée ci-dessous :

Démonstration. Dans un premier temps supposons que a; > --- > a, et by > --- > b,. On pose A(w) =
P aibr (i), pour m € Sy, et on note 1) une permutation de S, pour laquelle la somme A(v)) est maximale et
ayant un nombre maximal de points fixes. Nous allons montrer par 'absurde que v est l'identité. Si ¢ n’est pas
I'identité alors on pose k = min{i € {1,...,p} | ¥(i) # i}. Comme (1) =1,...,9(k —1) = k — 1 on en déduit
que (k) > k et qu’il existe j > k tel que 1(j) = k. On pose ¢ la permutation suivante obtenue en transposant

les valeurs de 1) en k et j :
P(i)  sii¢{k,j}
Vie{l,....,p} ¢@(@)=<k sii=k
w(k) sii=j
Notons que ¢ a un point fixe de plus que ¢ (le point k) et comme ces deux permutations sont partout égales

sauf sur 'ensemble {k,j} on en déduit I'inégalité suivante

A((p) — A(”(/J) = arpb, + ajbw(k) — akbw(k) — ajbk = (ak — aj) X (bk — b?/)(k)) >0

>0 car j>k >0 car ¥ (k)>k

Cette inégalité contredit que 1) est une permutation pour laquelle la somme A(¢)) est maximale et ayant un
nombre maximal de points fixes. Enfin, sans aucune hypothese sur a,b € RP, on pose ¥ et ¢ des permutations
de S, pour lesquelles ay1) > -+ > ay(p) €t by1) = -+ 2 by(p)- La premicre partie de la preuve permet d’établir

I'inégalité suivante pour toute permutation ¢ de .S, :

p p p P
D aubl =Y apibeiy 2 Y apibeost) = Y @ibpogor(i)-
=1 =1 =1 =1

On obtient I'inégalité souhaité en prenant ¢ = ¢! o 70 1. O

Preuves que J, et J; sont des normes

La preuve que J est une norme polyédrique est inspirée de la preuve donnée dans (Bogdan et al., [2015]).
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Démonstration de la Proposition[1.1l Clairement Jy(b) = 0 si et seulement si b = 0 et pour tout b € RP et ¢t € R
on a Jy(tb) = |t|Jx(b). Pour achever la preuve il suffit de montrer que Jy(b) = Y_%_, A;|b|;; est une fonction

convexe. D’apres I'inégalité de réarrangement on a

P P
Jx(b) = max {Z Ariy|bi] | e Sp} = max {Z €idr(iybi | T € Sp,e € {1, 1}1’} .

i=1 i=1

Ainsi, comme Jy est le maximum de fonctions linéaires, on en déduit que J) est convexe.
O

Démonstration de la Proposition[1.9 Clairement J3(b) = 0 si et seulement si b = 0 et pour tout b € R? et
t € R on a J;(tb) = |t|J5(b). Montrons I'inégalité triangulaire. Soit 7 une permutation de {1,...,p} telle que
lax1) +0ry| = > |arp) + br(p| alors

‘j_ aﬂ' . +bﬂ_ .
J;:(a"_b) = IH&X{ZZ_l' ](z)A (Z)| |J€ {1;...727}}»

i=1 @) Z?; [T
< { e L0 | je L.y,
il/\'
Q|4 i 7
< { 1||¢ Z]l‘|l|]€{1 ”7p}}’
1= 1)\
< { “' '“me{l ..,p}}+max{zzl';|ae{1 ..,p}}.
=1
=J3(a) =J3(b)

Ainsi J} est une norme. Montrons que J3 est la norme ¢; ordonnée duale. Soit v € R? tel que J3(v) < 1. D’apres

I'inégalité de réarrangement on a :

p p p
D oibi < foillbil <D vl yalbl
=1 =1 =1

Par ailleurs, comme |v]j1 + -+ |v]y; < A1+ -+ A; on en déduit I'inégalité suivante :

p p—1 P
o llalbly = D (bl — Bl (vl + -+ o) + bl > vl
i=1 j=1 i=1
p—1 p
< D (bl = bl -+ A7) + (bl Y A = Ja(b).
j=1 i=1

Ainsi, Jy(b) > max{v'b | J5(v) < 1}. Enfin, en pour une permutation 7 de {1,...,p} et e € {—1,1}? bien
choisis on a Jx(b) = >_7_; €;Ar(;)bi donc T'b = Jx(b) en prenant v = (€1Ax(1)s - - > €pAn(p)). Comme J5(v) <1
on en déduit que Jy(b) = max{UTb | J{(v) < 1}. Cette derniere égalité montre que Jy est la norme duale de J}

(ou, de fagon équivalente, que J5 est la norme duale de Jy). O
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Preuve du Théoréme [1.1]
Preuve de ’assertion 1

Comme la norme ¢; ordonnée est polyédrique, son sous-différentiel est donné par la formule suivante (voir

par exemple le livre de Hiriart-Urruty et Lemaréchal (2004]) page 180)

=1

p
8J)\(b) = conv {(61)\ﬂ(1), - ,ep/\ﬂ(p)) | €€ {—1, 1}p,7r S Sp et Zei)\ﬂ(i)bi = J)\(b)} .

Le Lemme donne une formulation plus concise du sous-différentiel de la norme ¢; ordonnée permettant de

vérifier que schm(a) = schm(b) implique 9.Jy(a) = 0Jx(b).

Lemme 1.2. Soientb € RP et ¢ € S, tel que |byyy| > --- > |b¢(p)| et A e RP tel que s >0 et Ay >--- > X, >0.

On définit le sous-groupe Hy, de S, et le sous-ensemble Ey par
Hpyy = {m € Sp | (|breyls -+ s [brip|) = (|01, ..., [bp])} et By = {e € {=1,1}F | s = || Vie{l,...,p}}.
Alors le sous-différentiel de Jy au point b est donné par [’expression suivante :
0Jx(b) = conv{(€1Ar(1), -+, €pAa(p)) | € € By, p0m € Hpp|}.

Cette formule est plus facile a analyser lorsque b € RP vérifie by > --- > b, > 0 puisque ¢ est I'identité.
Donnons quelques exemples :
— Lorsque by = --- = b, = 0 alors Hj,| = S, et B = {—1,1}" ainsi

0Jx(b) = conv{(e1Ar(1), - pAr(py) | €€ {=1,1}F,m € Sp} = PE.

On retrouve le permutoedre signé.

— Lorsque b € R? vérifie by = --- = b, > 0 alors H,) = S}, et Ep a un unique élément (1,...,1) ainsi
0Jx\(b) = COHV{(/\.,T(U, ceey )\ﬂ(p)) | me Sp}.

On obtient un polytope trés connu également : le permutoedre (noté Py).

— Lorsque b € R? vérifie by = -+ = b, > bgy1 = -+ = by > 0 alors H\p, est le sous-groupe des permutations :
{me S, | n({1,....k})={1,...,k} et 7({k+1,...,p}) = {k+1,...,p}}. Par ailleurs, B, = {(1,...,1)}
sib, >0ou B, = {1}* x {~1,1}?"* si b, = 0 d’ott

P/\1,-~7/\k X PAk+1,m7/\p si bp >0

0Jx\(b) = N .
Paiooane X P s, Sibp =0
Cette formule se généralise lorsque by > --- > b, > 0; en effet 0J5(b) est un produit cartésien de
permutoedres avec éventuellement un permutoedre signé lorsque b, = 0 (Dupuis et Tardivel, |2022;

Schneider et Tardivell [2022).

Démonstration. Soient € € Ep et m € S, tel que ¢ o € Hpp|. Montrons que (e1Ar(1), .-, €pAr(p)) € 9Jr(D).

Comme € € F} on en déduit les égalités suivantes :
P

p p p
Z 61)‘7r(1)b7, = Z A7'r(z) |b2| = Z )\ilbﬂfl(i)| = Z )\i|b7rflo<pflo<p(i)|'
i=1 i=1 i=1

i=1
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Comme 7 lop~! € Hyy), car H est un sous-groupe de S, on en déduit que pour tout i on a [br—15p-10p3)| =

|bw(l)| Ainsi,
p p
Z €idn(i)bi = Z Ailbg(iyl = (D).
i=1 i=1
Inversement soit € € {—1,1}?, 7 € S, tels que > 7 | €:Ar(;)bi = Ja(b). Pour tout i € {1,...,p} on a e;b; = |b;|.
En effet, 'l existe ig € {1,...,p} tel que €;,b;, < —€;,bi, = |bs,| alors

P
Zéi)\w(i)bi < —€ig An(ig)bip T Z €idr(i)bi < Ja(b),
i=1 i#io

ce qui contredit que Y7, €Ar;ybi = Ja(b). Ainsi, Ja(b) = 30| € hr@ybi = Dby Ari)lbil = Doy Ailba-1(y)]-

On en déduit, d’apres I'inégalité de réarrangement, que [b—1(1y| > -+ > |br-1(;,)|. Par conséquent
Vie{l,....,p} |br-13)l = |bp)l & Vi€ {L,....,p} |bi] = |by(m(iyl-

Donc, p o € Hp ce qui termine la preuve.
O

On remarque que la permutation ¢ € S, qui ordonne les composantes de b par valeur absolue décroissante
(i.e. telle que |by(1y| > -+ > [by(py|) et le sous-groupe H)y ne dépendent que de rang(|b]). Par ailleurs, le sous-
ensemble Ej, ne dépend que de signe(b). Ainsi, d’aprés le Lemme [1.2]si schm(a) = schm(b) on a 8.J)(a) = 8.J(b).
Au Lemme on montre que si Ay > --- > A, > 0 alors la réciproque et également vraie. Pour établir cette

réciproque on utilisera le Lemme [T.3]
Lemme 1.3. Soient A\y > --- > X, >0 et b e RP. Si X € 9Jx(b) alors by > ... > b, > 0.
Démonstration. Supposons que b;, < 0 pour certain ig € {1,...,p} alors

p p
D Aibi < =Xighig + Y Xibi < JA(D).

i=1 =1
i#ig

Ce qui contredit que A € 9.J5(b). Supposons que b;, < b;, pour certains 1 <ig <43 < p. Comme A;, > A;; on a

Aigbio + Aigbi; < Nigbiy + Aiybi, ainsi, en posant 7 la transposition (ig, ¢1), on obtient I'inégalité :

P P
D A <Y Angiybi < Ja(D).
i=1 i=1
Ce qui contredit que A € 9J5(b). Par conséquent by > --- > b, > 0. O

Lemme 1.4. Soit Ay >---> X, >0, a € R? et b € RP. Si 0Jx\(a) = 0Jr(b) alors schm(a) = schm(b).

Démonstration. Dans un premier temps supposons que a = |a|, ¢’est-a-dire que a; > as > --- > a, > 0. D’aprés
le Lemme([T.2lon A € 8.J)(a). Comme 8.J)(a) = 0Jx(b) on en déduit, d’apres le lemme[L.3] que by > ... > b, > 0.
Montrons que schm(a), = schm(b),, c’est-a-dire montrons que a, = b, = 0 ou a, > 0 et b, > 0. En effet si

ap, =0 et b, > 0 alors

p—1 p—1
Ta(a) = Niai = Apap et Ja(0) > D> Aibi — Mpbp
i=1 i=1

ainsi (A1, ..., A\p—1, =Ap) € 0Jx(a) et (A1,..., Ap—1, —Ap) & OJx(b), ce qui contredit 'égalité des sous-différentiels

(on montre de facon analogue que a, > 0 et b, = 0 mene & une contradiction). Pour prouver que schm(a) =
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schm(b), établissons que pour tout ¢ € {1,...,p — 1} on a a; = a;41 et b; = b1 ou a; > a;+1 et b; > b41.

En effet, §'il existe ig € {1,...,p — 1} tel que a;, = a;o4+1 €t b, > b;,1+1 alors, en posant 7 la transposition
(0,70 + 1), on obtient
P P
J,\(a) = Z)\ﬂ(i)ai et Jk(b) > Z)‘w(i)bi
i=1 i=1

ainsi (Ar(1y; -+ Ar(p)) € 0Jx(a) et (Ar(1), -5 Anpy) & OJx(D) ce qui contredit 1'égalité des sous-différentiels (on
montre de fagon analogue que a;, > a;,+1 et b;, = b;,+1 mene & une contradiction).

Enfin, si a # |a|; alors choisissons une transformation orthogonale ¢ (z) = (elxﬂ(l), e epxﬂ(p)), pour x € RP,
ouee€ {—1,1}7 et m € S, sont choisis de telle sorte que 1(a) = |a|;. Comme la transformation v préserve les

normes Jy et JY on a I'équivalence suivante :

ved(z)e Jiv) <1 et vz = Jyz) & )€ d\(p(x)).
~—— \{r/ ——"
=5 ((v)) =@ TW@) — (@)

Ainsi, 0Jx(a) = 9Jx(b) implique que dJx(¢¥(a)) = 9Jx(10(b)). Comme (a) = |a|;, la premiere partie de la
preuve montre que schm(¢(a)) = schm(t(b)) ou de fagon équivalente ¥ (schm(a)) = ¥ (schm(d)) d’ou schm(a) =
schm(d). O

Preuve de ’assertion 2

La preuve de la seconde assertion du Théoreme [1.1] est une conséquence du Lemme [L.5

Lemme 1.5. Soit A € RP tel que Ay > --- > X, > 0. Une face quelconque du permutoédre signé P/\jE peut

s’exprimer comme le sous-différentiel 0Jx(x) de la norme {1 ordonnée en un point x € RP.

D’apres le Lemme O0Jx(z) = OJx(schm(zx)), ainsi on déduit du Lemme que l'application m €
P;lol)e — 0Jx(m) est une surjection entre les schémas du SLOPE est les faces du permutoedre signé. Enfin, cette
application est injective puisque, d’apres le Lemme pour m, m € P5°P¢ avec m # m on a dJx(m) # 0.Jx(m).

Le Lemme [1.5] sera démontré dans un cadre plus générale, dans la derniere partie de ce manuscrit, en

substituant la norme ¢; ordonnée par le maximum d’une famille finie de formes linéaires.
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Chapitre 2

Récupération du schéma par
’estimateur SLOPE

On considére le modele de régression linéaire Y = X3 +¢, ou X € R™*P est la matrice de régression, 5 € RP
est le vecteur inconnu des coefficients de régression et ¢ € R"™ représente les résidus aléatoires. Le support
de 8 ({i € {1,...,p} | Bi # 0}) a une interprétation treés simple : les variables explicatives (colonnes de X)
pertinentes sont associées & des composantes non-nulles de 8. L’estimateur LASSO étant parcimonieux, il est
naturel d’utiliser cet estimateur pour identifier les coefficients de régression non-nuls; en particulier, pléthore
d’articles traitent de 'estimation du support de 8 via le LASSO (voir par exemple les ouvrages de |Buhlmann
et Van De Geer| (2011)); Hastie et al| (2015)) et les références citées). Néanmoins, la littérature ne se résume pas
qu’a la récupération du support de 3, et d’autres structures sont également pertinentes a identifier (voir par
exemple les articles de |Vaiter et al.| (2015, [2017)).

L’objectif de cette partie est d’étudier les propriétés théoriques garantissant la récupération du schéma
schm(p) par Pestimateur SLOPE. Notons qu’a Uinstar du support, le schéma du SLOPE a une interprétation
statistique. En effet, lorsque la matrice de régression est normalisée, les composantes de 3 égales en valeur absolue
sont associées a des variables explicatives ayant le méme impact sur la réponse Y du modele de régression linéaire
(Sharma et all 2013).

2.1 Notions liées au schéma du SLOPE

Supposons que la i®™¢ composante de I’estimateur SLOPE soit nulle, alors la colonne X; est non pertinente

et peut étre supprimée de la matrice de régression X. De méme, supposons que les i®™® et j°™¢ composantes
de 'estimateur SLOPE soient égales, alors les colonnes X; et X; peuvent étre fusionnées. Plus généralement,
la connaissance du schéma de l'estimateur SLOPE mene a construire une matrice d’appariement obtenue en
modifiant la matrice de régression X via la prise en compte des composantes nulles et des groupes d’appariement
non-nuls. La notion de matrice d’appariement associée & un schéma sera définie dans cette section. Au préalable,

nous introduisons la notion de matrice du schéma.

Définition 2.1. Soit m € P3P un schéma du SLOPE non-nul et k = ||m|o > 1. La matrice du schéma

U € RP*E est définie par

(Um)U = Signe(m,;)lﬂm”:k_‘_l_j) Vi € {1, ce ,p} Vj € {1, ey k}

Pour £ > 1, on note R¥T = {s € R* | sy > ... > s > 0} et R** Tintérieur de R¥T, c’est-a-dire
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RF+ = {s € R¥ | 5y > ... > s, > 0}. La matrice du schéma permet de caractériser les vecteurs partageant un
méme schéma du SLOPE : Soit m € P3P\ {0} et k = [[m[|o > 1, alors

{b € R? | schm(b) = m} = U,,RFTT.

Exemple 2.1. Soit m = (2,—1,0,1,2), on a

1 0 0 0 1 ' 1 1.0 0 0 '
U = et Uy, = :
0 -1 0 1 0 00 1 10
Définition 2.2. Soient X € R™*P, X\ € RP, m € P3P un schéma du SLOPE non-nul et k = |m|ls > 1. La

matrice d’appariement )Z'm € R™* de X est définie par )Z'm = XU,, ; le paramétre d’appariement Xm € RF de
A est défini par Am = U\Tnli)"

La matrice d’appariement X,,, du schéma m a moins de colonnes que la matrice de régression X. En effet,
une composante nulle m; = 0 meéne & supprimer la colonne X; de la matrice de régression X, et un groupe
d’appariement K C {1,...,p} de m (ensemble de composantes de m égales en valeur absolue) méne & substituer

les colonnes (X;);cx par une colonne égale a la somme signée : ;- signe(m;) X;.

Exemple 2.2. Soient X = (X1|X2|X3|X4|X5), m = (2,-1,0,1,2) et A = (A1, A2, A3, A1, As) € R®. La matrice

d’appariement et le paramétre d’appariement sont donnés par :

> N AL+ Ao
Xp= (X1 +Xs5| —Xo+Xy) et N\, = )
(X1 5] 2 + X4) (/\3+>\4>

Les notions de matrice du schéma et parametre d’appariement permettent de donner une expression analy-
tique du sous-différentiel de la norme ¢; ordonnée. On a vu au chapitre |1 que 9J(b) est 'enveloppe convexe
d’une famille de sommets de la boule unité de la norme ¢; ordonnée duale J ; c’est donc un sous-ensemble du
permutoedre signé. La Proposition précise ce résultat en montrant que 9.Jy(b) est une face du permutoedre
signé et exprime ce sous-différentiel comme l'intersection d’un espace affine avec la boule unité de la norme
duale J} (Bogdan et al. [2022]).

Proposition 2.1. Soit b € RP\{0}. Le sous-différentiel de la norme €1 ordonnée vérifie les assertions suivantes.

1. Soit X € RPT\ {0} alors
DJx(b) = {v ERP | Jiw) <1 et Ulv= Xm} ot m = schm(b). (2.1)
2. Si A € RPTT glors lespace affine donné dans ’expression a une dimension minimale :
aff (8Jx(b)) = {v €R? | U v = X} (2.2)

De la Proposition découle une caractérisation des solutions du probleme SLOPE : B est une solution non-
nulle si et seulement si J5 (X ' (y — XB))<1et Ul XT(y—XB) = Am, ot m =schm(B). Cette caractérisation
est une réécriture trés synthétique du Théoréme 1 de la pré-publication de [Nomural (2020)).

Les articles de |Vaiter et al.| (2015, 2017) introduisent la notion de sous-espace modele : le supplémentaire
orthogonal de I'espace vectoriel parallele au sous-différentiel. D’apres 1’expression , pour la norme ¢; or-
donnée lorsque A € RPT | le sous-espace modele est im(U,,). Pour la norme ¢; ordonnée, cette notion est difficile
& interpréter. Par exemple, les schémas {+(2,2,1,1),+(2,2,-1,-1),£(1,1,2,2),£(1,1,—2,—2)} ont le méme

sous-espace modele alors que le schéma (2,—2,1,1), qui posseéde pourtant les mémes groupes d’appariement
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({1,2} et {3,4}), a un sous-espace modele différent. Néanmoins, la notion de sous-espace modele sera tres utile
pour décrire géométriquement, a la section suivante, la condition d’irreprésentabilité du SLOPE.
Pour conclure cette partie, la Proposition[2.2)montre que le probléme d’optimisation SLOPE posséde toujours

au moins une solution dont le nombre de groupes d’appariement non-nuls est inférieur au rang de la matrice X.
Proposition 2.2. Soient X € R"™P, y € R" et A € RPH+. Il existe B € S(y) tel que Hschm(B)Hoo < rang(X).

Ce résultat issu de I'article de Dupuis et Tardivel| (2024) généralise légérement le Théoréme 2.1 de I'article
de Kremer et al| (2022) et le Corollaire 9 de l'article de [Schneider et Tardivel (2022), puisque ’hypotheése
d’unicité n’est pas requise. En particulier, au moins une solution du probleme SLOPE a moins de n groupes
d’appariement, ce qui est tres faible lorsque le nombre de variables explicatives p dépasse tres largement le
nombre d’observation n. Cette remarque motive I’étude de la récupération du schéma d’un vecteur de régression

ayant un tres faible nombre de groupes d’appariement.

2.2 Propriétés théoriques de récupération du schéma du SLOPE

Soient X € R"*P y € R™, et A € RPTT. On note S(y) I'ensemble des solutions du probléme d’optimisation
SLOPE :

_ : 1 2
() = avgjain { 51y~ X013 + 5 )} (2.3

La notion de vecteur signe accessible pour le LASSO, sous I'hypothése d’unicité, a été introduite par [Sepehri et;
Harris| (2017). Dans la Définition nous introduisons une notion similaire pour le schéma du SLOPE qui ne

requiert pas 'unicité de ’estimateur.

Définition 2.3 (Schéma accessible). Soient X € R™*P, X € RPT, et m € P5°P°. On dit que le schéma du
SLOPE m est accessible relativement a X et a la norme Jy s’il existe y € R™ et B\ € S(y) tels que schm(B) =m.

Des caractérisations d'un schéma accessible sont données par la Proposition [2.3]

Proposition 2.3. Soient X € R*™P, A € RPtT, et m ¢ PZIOpe. Le schéma du SLOPE m est accessible
relativement a X et a la norme Jy si et seulement si les assertions suivantes sont vérifiées :

Caractérisation analytique : Pour tout b € RP tel que Xb = Xm on a Jx(b) > Jx(m).

Caractérisation géométrique : L ’espace vectoriel im(X ) intersecte I’ensemble 0.Jx(m).

D’apres la Proposition on vérifie facilement que : a) le schéma nul m = 0 est accessible; et b) lorsque
ker(X) = {0}, tout schéma m € P5°P¢ est accessible (voir 'article de [Skalski et al.[(2022) pour le cas particulier
ou X est la matrice identité).

11 est facile de vérifier que 0 € S (y)E| si et seulement si J5(X Ty) < 1. Par la suite, on appellera polyedre nul
du SLOPE l'ensemble A = {y € R™ | J;(X Ty) < 1}. Plus généralement, pour un schéma m € P5°P¢ non-nul,

le Théoreme décrit ’ensemble des vecteurs y € R™ pour lesquels au moins un élément de ’ensemble des

solutions du probleme SLOPE S(y) a un schéma m.

Théoréme 2.1. Soient X € R"™*P, A\ € RPTT, et m € 73;101“9 un schéma du SLOPE non-nul accessible. On

considere ’ensemble non vide A,, = {y eR™ | EIB e S(y), schm(B) = m}, alors les assertions suivantes sont

satisfaites.

1. L’ensemble A,, est convexe et a une expression explicite :

Ay = {y =2+ Xoms |seRMF et XT2 e 8J>\(m)}.

1. Comme deux solutions du probléme SLOPE ont la méme norme ¢; ordonnée, on a I’équivalence 0 € S(y) & S(y) = {0}.
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2. L’ensemble A,, satisfait la caractérisation suivante :

cA il existe s € RFTT tel que )N(;Y B W )?;L)N(ms (condition du schéma)
Yy m < — o~ - o~ .
XTX) N + X T (L, — X X,h)y € 0J5(m) (condition du sous-différentiel)

3. Siim(X ") Nri(0Jx(m)) # 0, alors A,, est un ensemble d’intérieur non-vide.

Lorsque A, est d’intérieur non-vide et que y est un vecteur aléatoire ayant une densité strictement positive
sur R™ (par exemple lorsque y est la réponse d’un modele de régression linéaire gaussien), alors la probabilité
de l'événement y € A,,, c’est-a-dire la probabalité de récupérer le schéma m avec l'estimateur SLOPE, est
strictement positive. Par ailleurs, d’apres la Proposition 5.3 de |Gilbert| (2017)), la condition Xb = Xm et b # m
implique Jy(b) > Jx(m), qui est suffisante pour que A,, soit d’intérieur non-vide. Lorsque X = I,, on observe
que A,, = dJy\(m) + U, RF**. Cette formule permet de retrouver la Figure du chapitre |1| . Notons que
lorsque S(y) est un singleton pour tout y € R™, les ensembles A, pour m € ’P;lof’e accessible forment une
partition de R™. Une condition nécessaire et suffisante pour que S(y) soit un singleton pour tout y € R™,

appelée unicité uniforme, est donnée par la Proposition [2.4]

Proposition 2.4. Soient X € R"¥P et A € RPT. ] eziste y € R™ tel que S(y) ne soit pas réduit ¢ un singleton

si et seulement siim(X ) coupe une face du permutoédre signé P/\i dont la dimension est strictement inférieure

a dim(ker(X)).

Au dernier chapitre, nous énoncerons et prouverons une condition nécessaire et suffisante pour 'unicité

uniforme dans un cadre plus général que le probleme d’optimisation du SLOPE.

Exemple 2.3. Soient A = (4,2,1) et X € R?*3 [a matrice suivante

X:101.
01 1

D’apres la Proposition pour tout y € R?, l’ensemble S(y) est un singleton si et seulement si [’espace
im(X ") ne coupe pas un sommet du permutoédre signé P/\i, c’est-a-dire si et seulement si la condition suivante

est satisfaite :

1 0 61)\71.(1)
Vee {~1,1}® VYreS; 0 1 ey # 0.
1 1 63>\7'r(3)
S ——

=—€1Ar(1)—€2Ar(2) T€3Ax(3)

La derniére expression est vraie, puisque | — €1 Ar(1) — €2Ar(2) + €3Ar(3)| > 1. Ainsi, S(y) est un singleton et on
note B son unique élément. La Figure illustre le polyédre nul du SLOPE Ag = (XX )71 X (im(X ") N P/\i),

ainsi que la partition de R? en fonction du schéma de l'unique élément B de S(y).

2.2.1 Recupération du schéma dans le cas non-bruité : condition d’irreprésentabilité

Comme illustré par [Fuchs| (2004) (Théoréme 2) et par Bithlmann et Van De Geer| (2011) (Théoreme 7.1),
la condition d’irreprésentabilité est nécessaire pour la récupération des signes des coefficients de régression par
Pestimateur LASSO dans cas non-bruité. De fagon similaire, nous allons étudier le cas non-bruité pour dégager
une condition théorique permettant de récupérer le schéma du SLOPE des coefficients de régression. Notons
que dans le cas non-bruité la réponse du modele de régression est y = X ainsi y € X, REFH ot m = schm(p)
et k = ||m||. La Proposition donne une condition nécessaire et suffisante pour la récupération du schéma

dans le cas non-bruité.
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schm () schm(g)

=(1,2,2) =(1,1,1)

-~

schm(p)
=(2,1,2)

-~

schm(f)

=(1,0,1)

~(“2,1,-2) ol ml dhn SLOPE

schm(ﬁ) schm(B)
=(0,0,0) =(2,-1,2)

=~ schm(g)

schm(p)
=(-2,-1,-2)

-~

schm(p)
—(-1,-1,-1)

-~

schm(3) schm(p)

=(-1,-2,-2) =(0,—1,—1)

-~ -~ -~

schril(,/ﬁ\) schm(3) schm(p) schm(3)

=(1,-2,—-2) | =(1,-1,-1) =(2,-2,—1) =(1,—1,0)

FIGURE 2.1 — Cette figure illustre le polyedre nul du SLOPE, en rouge, et fournit Schm(g)7 ou B est 'unique
élément de S(y), selon la localisation de y € R

Proposition 2.5. Soient X € R™ P, X\ € RPFFT, m € PP° avec m # 0 et k = |mlls > 1. Il emiste
y € X RF et il existe B € S(y) tel que schm(g) = m si et seulement si ['une des assertions suivantes est
satisfaite.
Caractérisation analytique : On a X' X, tX,, € 8J\(m) (ou de facon équivalente Jx (XTX,] X, <1
et A € im(X,])).

Caractérisation géométrique : L’espace vectoriel X T Xim(Uy,) = im(X T X,,) coupe Uensemble dJ(m).

En référence aux premiers travaux traitant de la récupération du signe par 'estimateur LASSO (Zhao et Yu,
2006)), on appellera condition d’irreprésentabilité du SLOPE la condition XTX;"‘Xm € 9Jx(m). Notons que

2. Le nom < condition d’irreprésentabilité > est bien connu dans la littérature, cependant I’auteur du manuscrit ne comprend
pas le sens de cette dénomination.
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les conditions similaires a X T)N(;L*Xm € 0Jx(m) sont souvent exprimées comme des conditions dépendant de la
norme duale de pénalité (voir par exemple (Zhao et Yu, |2006} |Zoul [2006) pour le LASSO ou (Bach, 2008)) pour
le groupe LASSO). Ces simplifications résultent d’hypotheéses mineures sur la matrice X, qui pour lestimateur
SLOPE, consisterait & supposer que A, € im(X,]).

Pour se convaincre de la caractérisation géométrique, notons que si B € S(XPB) a le méme schéma que S,
alors B, 8 € U RFF et XTX(B— B) € 8Jx(m). Comme 8 — 3 appartient au sous-espace modéle im(Up,), on
en déduit que X " Xim(U,,) N dJx(m) # 0.

Exemple 2.4. On revisite ’Ezemple[2.9 en considérant m € {(1,0,1), (1,1,1)}. Pour m = (1,0,1) la condition
d’irreprésentabilité du SLOPE n’est pas satisfaite, en effet

5 T3 T4y S STE 1% 36
K= (2 1) X =6 et KEXTE R = KX XX K0) 7 An) = 22 > 1.

En revanche, pour m = (1,1,1) la condition d’irreprésentabilité du SLOPE est satisfaite, en effet

T - — -~ - ~ ~ ~
K= (2 2) A =7, BXTXN) = KT K (R %) A) = 1 et Ay € im(X)).
La Figure illustre géométriquement la condition d’irreprésentabilité pour les schémasm € {(1,0,1),(1,1,1)}.

v m = (1,0,1) ve m=(1,1,1) XRE

A

-~ : -~ -~

schm(5) E schm(p) schm(p) schm(
=(1,1,1) g =(1,2,2)

-~ -~

schm(f) schm(p)
=(0,1,1) =(1,2,2)

)?W,R’”*

.,y TR,

FIGURE 2.2 — La figure de gauche (resp. de droite) confirme que la condition d’irreprésentabilité du SLOPE
n’est pas satisfaite (resp. est satisfaite) pour m = (1,0,1) (resp. pour m = (1, 1,1)). En effet pour la demi-droite
pourpre X’mR’”* n’a aucun point commun avec A,, donc dans le cas sans bruit une solution de ’estimateur
SLOPE ne peut pas avoir pour schéma m (resp. coupe I’ensemble A,, donc dans le cas sans bruit une solution
de l'estimateur SLOPE peut avoir pour schéma m).

La Propositionmontre que le vecteur X T)Z';L*Xm a une interprétation géométrique : lorsque im(X T)A(:m)
coupe le plus petit espace affine contenant dJy(m), alors Uintersection est réduite au singleton X T)?;ﬁim
(Bogdan et al.l, 2022).

Proposition 2.6. Soient X € R"*P m € P;lol’e avec m # 0 et A € RPTT. Les assertions suivantes sont

satisfaites.

1. Si A & im(X,)) alors aff(Jy(m)) Nim(X T X,,) = 0.
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2. Si Ay € im(X,7) alors aff (0Jy(m)) Nim(X T X)) = {X T XX}

A Dinstar du LASSO (Wainwright|,12009), la Propositionmontre que sous une condition tres réaliste sur les
résidus €, lorsque la condition d’irreprésentabilité du SLOPE n’est pas satisfaite, la probabilité de récupération

du schéma est inférieure a 1/2.

Proposition 2.7. Soit Y = X +¢ ot e et —¢ ont la méme loi et m = schm(B). Si X7 X,[ T\, ¢ 9Jx(m)
alors

P(353 € S(Y),schm(B) = m) < 1/2

La Proposition 2.7 montre que la condition d’irreprésentabilité est nécessaire pour que le schéma de Desti-
mateur SLOPE soit égal au schéma de 8 avec une probabilité dépassant un demi. Par ailleurs, le Théoreme 4.1
de Bogdan et al| (2022) montre que la condition X T X[+ X,, € ri(8.Jx(m)), légérement plus forte que la condi-
tion d’irreprésentabilité, est suffisante pour la récupération asymptotique de schm(f) via Uestimateur SLOPE.
Le Théoréeme 4.1 n’est pas détaillé dans ce manuscrit car nous allons nous focaliser, & la section suivante, sur
le relachement de la condition d’irreprésentabilité. Plus spécifiquement, nous montrons qu’il est possible de
récupérer le schéma de 5 en affaiblissant la condition d’irreprésentabilité moyennant 'application de 'opérateur

proximal de la norme ¢; ordonnée a l'estimateur SLOPE.

2.3 Relachement de la condition d’irreprésentabilité du SLOPE

~

La convergence d’un estimateur n’implique pas la convergence du schéma. En effet, méme si § est un
estimateur trés proche de (3, une composante nulle de 8 peut ne pas étre exactement estimée & zéro et deux
composantes égales pour [ peuvent ne pas étre estimées exactement a la méme valeur. Nous verrons que
I'utilisation de I'opérateur proximal de la norme ¢; ordonnée Jy défini comme 'unique solution du probleme

d’optimisation suivant :
= in { bl|3 + 75 (b >0
prox,(y) = arg min ¢ 5 lly = bllz + 7Jx(b) o avec 7 2 0.

permet de pallier le défaut de récupération du schéma par ’estimateur B .

Concernant le calcul de I’opérateur proximal, on peut, sans perte de généralité, se ramener au cas o1 y € RPT,
Un algorithme résolvant ce probleme d’optimisation est donné dans l'article de Bogdan et al.| (2015)), et une
formule concise pour 'opérateur proximal est fournie a la Proposition (Dupuis et Tardivel, 2022; (Tardivel
et al.,2020]).

Proposition 2.8. Soit y € RPT, X € RPT \ {0} et 7 > 0. On considére la suite de Cesaro (Cj)i<j<p ol
C; = % gzl(yi —TX;), et on note k € {1,...,p} le plus grand entier pour lequel cette suite atteint son

maximum alors :

(0,...,0) 51 Cr, <0
prox, (y) = (Chs oo Cry ProX (o, rny) (Ukt1s - -+, Yp))  sinon (2.4)
————

k éléments

Une lecture intuitive de cette formule suggere que lorsque deux composantes de B sont, proches, I’opérateur
proximal prox, /\(,23\) tend a les apparier, et quand une composante de B est approximativement zéro, ’opérateur

proximal prox_,(8) tend & Pannuler. Le Théoréme [2.2| donne une condition théorique sous laquelle Iapplication

de l'opérateur proximal a 'estimateur SLOPE permet de récupérer asymptotiquementEI le schéma de /.

3. Dans le cadre du Théoreme on montre que ’estimateur SLOPE B\(T) est convergent.
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Théoréme 2.2. Soient X € R™P, A € RP** g€ RP, m = schm(B), et y") = XB + ) o1 (e(),en est une

suite de R™ telle que lim,_, 4 o (") = 0. On pose B\(T) et BO(T) les estimateurs définis ci-dessous :

~ 1
BT est une solution de lfn]’%n {2||y(r) — X0bl|% + ’yTJA(b)} ot v, > 0, (2.5)
cRP

est une solution de min Jy(b) sous la contrainte Xb= XXty si dim(ker(X)) > 1
(XTX)~1XTy® si ker(X) = {0}

B0(r) _

Lorsque ker(X) = {0}, les assertions suivantes sont satisfaites :
1. Silim, 400 v = 0, alors il existe un seuil T > 0 tel que lim,_, o schm(prox, (B\(’”))) =m.
2. 1l existe un seuil T > 0 tel que lim,_, 4 schm(proxm(go(r))) =m.

Lorsque dim(ker(X)) > 1 et sous Uhypothése que pour tout b # B, Xb = X implique Jx(b) > Jx(B), les

assertions suivantes sont satisfaites :
3. Silim, 400 v = 0, alors il existe un seuil T > 0 tel que lim,_, o schm(prox, (B\(’”))) =m.

4. 1l existe un seuil T > 0 tel que lim,_, 4 schm(proxm(ﬁo(r))) =m.

Quelques remarques sur le Théoreme [2.2] sont données ci-dessous :

— L’estimateur 30(7') est 'estimateur des moindres carrés lorsque ker(X) = {0} ou I'estimateur par récupération
Jy lorsque dim(ker(X)) > 1. Ces estimateurs peuvent étre interprétés comme des cas limites de I’estima-
teur SLOPE B\(’") lorsque v, = 0.

— La condition Xb = X et b # (3 implique Jy(b) > Jx(8) ne dépend que du schéma m de § (voir (Gilbert,
2017, Proposition 5.3)). Ainsi, cette condition est légérement plus forte que la condition d’accessibilité
du schéma m.

— Appliquer 'opérateur proximal & un estimateur B est une construction particuliere d’estimateur < seuillé > ;
en effet, 8.Jy(3) C OJ\(prox, (). Dans un cadre beaucoup plus général, le Théoreme 5.3 de Particle
de |Graczyk et al| (2023) donne une condition théorique pour qu’un estimateur seuillé récupere le sous-
différentiel de 8 (c’est-a-dire le schéma du SLOPE de 8 pour la cas particulier de la norme Jy).

— On peut montrer que si m ne satisfait pas la condition d’accessibilité (c’est-a-dire 8’il existe v € RP
tel que Xv = Xm et Jy(v) < Jx(m)), alors, indépendamment de 7 > 0, 'application de 'opérateur
proximal a 'estimateur SLOPE ne permet pas de récupérer ce schéma (voir la Proposition 5.3 de article
de |Graczyk et al.| (2023)). La condition Xb = X et b # 8 implique Jy(b) > Jx(B) est donc quasiment
minimale pour la récupération du schéma. Nous ne savons pas si cet écart minime entre la condition

nécessaire et la condition suffisante peut étre comblé.

2.4 Expériences numériques

Pour nos simulations, nous fixons 3 € {0,1}®4. La Figure donne une visualisation de  redimensionné
sous la forme d’un graphique de taille 28 x 28, o1 0 représente un pixel blanc et 1 représente un pixel noir.

Pour les parameétres de la norme ¢; ordonnée, nous choisissons A = (v/j — v/j — 1)1<;j<7s4 comme suggéré
dans larticle de [Nomura; (2020).E|

4. Le code des expériences numériques de ce chapitre est disponible en ligne sur ma page internet
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FIGURE 2.3 — Le vecteur 8 € {0,1}7* redimensionné en une image de taille 28 x 28, représentant le chiffre six.

Comparaison entre les conditions d’irreprésentabilité et d’accessibilité

Soit X € R™ ™4 yne matrice dont les coefficients sont indépendants et de méme loi N'(0,1/n). D’apres la

Proposition la probabilité que S soit accessible par rapport a X et Jy vaut
Px (min{Jx(b) | Xb = X} = J\(8)).
De plus, la probabilité que la condition d’irreprésentabilité pour § soit satisfaite vaut :
Px (XX X5 € 0JA(B)).

La Figure fournit ces probabilités en fonction du nombre de lignes de la matrice X. Pour ’approximation

de ces probabilités, nous avons utilisé 1000 réalisations de la matrice X.

Condition d'accéssibilité Condition d'irreprésentabilité
10 10
08 08
06 206
= I
] ™
2 2
204 204
0.2 02
0o 00
500 520 540 560 580 600 4000 5000 6000 7000 BOOD 9000 10000
Mombre de lignes "n" de la matrice X Mombre de lignes "n" de la matrice X

FIGURE 2.4 — Le graphique de gauche donne la probabilité que le schéma 3 soit accessible en fonction du nombre
de lignes de la matrice X. On remarque que cette probabilité est quasiment nulle lorsque n < 500 et vaut
quasiment 1 lorsque n > 600. Le graphique de droite donne la probabilité que la condition d’irreprésentabilité
soit satisfaite pour le schéma m en fonction du nombre de lignes de la matrice X. On remarque que cette
probabilité est quasiment nulle lorsque n < 4000 et vaut quasiment 1 lorsque n > 10000.

Récupération du schéma par seuillage du SLOPE

Pour I'expérience numérique suivante, nous considérons le modele de régression linéaire gaussien Y = X3+«
ot X € RO00XT4 ogt une matrice dont les coefficients sont indépendants et de méme loi N'(0,1/600), et les
composantes de ¢ € R sont indépendantes et de méme loi A/(0,0.05%). Pour des réalisations particulieres Y

et X, nous notons ny I’unique solution du probléme suivant

(1 )
i { 1Y = X013 +750) ).
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La notation vgyre représente le parametre sélectionné via la formule SURE du SLOPE (Minami, [2020) minimisant
¥y>0— ||V - XB’y”% +2 x 0.052||schm(37)||oo. Ala Figure nous illustrons que, pour n = 600, SLOPE ne

peut pas récupérer le schéma [, tandis que 'estimateur SLOPE seuillé peut récupérer ce schéma.

o o

5 5

10 10

15 15

FIGURE 2.5 — Comme la condition d’irreprésentabilité n’est pas satisfaite pour la matrice particuliere X et le
schéma 3, I'estimateur SLOPE 3, est peu susceptible de récupérer le schéma 3. En effet, le graphique de

gauche montre que B\%ure, redimensionné comme une image de taille 28 x 28, ne récupere pas le schéma S. En
revanche, la condition d’accessibilité est satisfaite et donc 'estimateur SLOPE seuillé peut révéler le schéma £3.
En effet, le graphique de droite illustre que prox,,(f8,....), redimensionné comme une image de taille 28 x 28,

récupere le schéma § (ici, 7 > 0 est le plus petit nombre réel pour pour lequel prox.. , (B\%m) a un unique groupe
d’appariement non-nul).

2.5 Annexes : preuves

Preuve de la Proposition

Démonstration. 1) : Dans un premier temps montrons I'inclusion 0.Jx(b) C {v ERP| Ji(v)<letUjv= Xm}
Soit v € 0.J,(b) alors J; (v) < 1 ainsi, il reste & prouver que U, v = Am. On pose q; = Card({i | [my| > k+1—1}),

pour [ € {1,...,k}; de plus on a 'inégalité suivante :

l

Z[U;v}i = Z signe(m;)v; < Z lvs| < Z v < Z)\ = Z ; (2.6)

i=1 il || > k41— il|ma | >k+1-1 i=1
On pose b = U,,s avec s € R¥t+ alors,
1

k k—1 k
bo=s"Ulv= Z si[U 0] Z (s; — 8141) z:[U,Iv]Z + sp Z[U;ﬂl
i=1 1=1 i=1

i=1

e
|

1 l k

<D (s =s141) D Pl 56 Y Pl = Y silAli = Ia(0).

=1 i=1 i=1 =1

De plus, pour v € 3Jx(b) on a b’ v = Jy(b) ainsi

l l

PRILATIED B RN N

donc les inégalités données dans (2.6) sont les égalités. Ainsi, pour tout [ € {1,. k} on a [UTv]; = [An]; d'oit
U,lv = Ap. Prouvons lautre inclusion : 8.Jy(b) D {v eERP | Jf(v) <1let UTU = } Supposons que v € RP

satisfait J5(v) < 1 et Ulv = Am. Pour prouver que v € 9Jy(b) il reste & établir que b v = Jy(b). Comme
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b=U,s avec s € RFt* on a
blo=sUlv=s"An=Ja(b).

2) : Dans un premier temps, pour simplifier, on suppose que b € RPT. Ainsi, il existe un subdivision 1 < ¢; <
- < qr < p telle que

SUPp(b):{1a~~~an}etb1:"‘:bq1 >bgy41 =" =bg, >+ >bg, 41 =" =bg >0.

On pose v = Um(UJLUm)’le, montrons que ¥ € dJy(m). Clairement U,| v = Am ainsi, il reste & montrer que
Jx(?) < 1. Comme U,! U,, est une matrice diagonale dont les coefficients diagonaux sont g1, g2 —q1, - - -, @k — qr—1

on peut réécrire v sous la forme explicite suivante :

) = 7 T )= (3 7% 7 7 7 e+
supp(V) = {1,...,qx} et (V1,...,0g,) = (U1, ., Vgy s Ugyi41s--->Vgps---3 Vg 141,---,0g) ER . (2.7)
—_———
_MttAgy  AgyqittAgy g1t Ay
a1 - 92—4q1 =T ar—ar_1

Comme X\ € RPT™, on a les inégalités suivantes :

||%/H(74):61++;51<)‘1++A1 Sii%{qlaQQw"vqk}
0|y =01+ +0i= A +--+XN  sii€{q,q, %}

Ainsi, J;(0) < 1 donc v € 8Jy(m). Soit h € ker(U,}). Montrons que v + nh € dJy(m) pour 1 > 0 bien choisi.

Soit n > 0 vérifiant
mln{vlh — Uggs -y Vg1 — Uq;wvmc}

2[|Aloo

n < (2.8)

Sin > 0, satisfaisant ([2.8)), est suffisamment petit alors pour tout ¢ ¢ {qi1,qo,...,qx} on a l'inégalité suivante
17+ nhlly < 0Ny +nllhlley < Aa+---+ A

Par ailleurs, comme h € ker(U,), pour tout i € {q1,q2,...,pr} on a hy +---+ h; = 0 de plus comme 7 satisfait
(2.8) on a {|v+nhl1,..., [0+ k|t ={v1 +nh1,...,0; +nh;} dou

[0+ nhllgy =01 +nh1 + -+ 0 +nhi = A+ 4 A

Done, J; (v 4+ nh) < 1. Enfin, comme U, (v + nh) = Am on en déduit que ¥4 nh € 8Jx(m); ce qui établit
que aff(0J\(b)) = 7+ ker(U[) = {v € R? | Ulv = A, }. Pour le cas général si b # |b]; on considere une
transformation orthogonale ¥)(z) = (€1Zx(1), .-, €pTr(p)), POur x € RP, ot € € {—1,1}? et m € S, sont choisis
de telle sorte que v (b) = |b|;. L’inclusion aff(0.J\(b)) C {v € RP | U,Jv = Am} est immédiate ; pour I'égalité
montrons que ces deux espaces ont la méme dimension. Comme 9.Jy(b) = =1 (dJx(|b];)) (voir la preuve du
Lemme au chapitre [1]) alors

dim(aff (0J(b))) = dim(aff (OJx(|b]}))) = p — k = dim({v € R? | Ulv= Xm})
Ainsi aff (8Jy(b)) = {v € R? | UJv = A} O
Dans la preuve du 2) le sous-différentiel de la norme ¢; ordonnée en b € RPT est le produit cartésien :

P>\17-~~,>\q1 X P)\qlJrl,m’)\q2 X .- X Py S1 g <p

9Jx(b) =

oo Aay X X P, siqy=p
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On peut remarquer que v, défini a I’équation (2.7)), est l'isobarycentre de cet ensemble. Plus généralement,
pour m € ’P;k’pe, Um(UnTQUm)’lXm est l'isobarycentre de dJy(m). Cette remarque sera utile pour la preuve du
Théoreme 2.2

Preuve de la Proposition

Démonstration. Si0 € S(y) alors la proposition est clairement vraie. Supposons que 0 ¢ S(y). Soit 3 € S(y) tel

-~ -~

que le nombre de groupes d’appariement non-nuls k = ||[schm(8)||o > 1 soit minimal. On pose m = schm(f).
Montrons que ker(X,,) = {0}. Si dim(ker(X,,)) > 1 alors on choisit h € ker(X,,),h # 0, on pose B = Ups ol
s € Rk et ¢(t) = B+tUmh = Uy (s+th). Comme X,nh = XUph = 0 alors X (y—Xc(t)) = X T (y— X ). Soit
tmin = inf{[t| | s+th ¢ R¥*+} > 0; par construction, pour ¢ €] —tmin, tmin|, s+th € R¥** donc schm(c(t)) = m.

Par conséquent,

Vt €] — tmins tmin| X (y — Xe(t)) € dJn(m) = dJ\(c(t)),
= Vit E] — tminvtmin[ C(t) S S(y)

Comme S(y) est un ensemble fermé, on peut en déduire que ¢(+tmin) € S(y). Enfin, par construction de tmin,
un des vecteurs s + tyminh ou § — tminh a moins de k composantes distinctes, donc ||schm(c(tmin))||co < k ou
l|schm(c(—tmin))|lso < k qui contredit le fait que 3 € S(y) a un nombre minimal de groupes d’appariement

non-nuls. Ainsi rang(X,,) = k ce qui achéve la preuve car rang(X,,) < rang(X). O

Cette preuve reste valide lorsque A € RPT\ {0}. Néanmoins, la Proposition est énoncé avec A € RPTT car
pour le LASSO, lorsque Ay = --- = A, > 0, ce résultat peut préter a confusion puisque la notion d’appariement
n’est pas pertinente. De plus, pour cet estimateur un résultat plus précis est connu : il existe toujours une
solution au probléeme LASSO ayant un nombre de composantes non-nulles inférieur & rang(X) (Osborne et al.)

2000)) (a fortiori une telle solution & moins de rang(X) groupes d’appariement non-nuls).

Preuve de la Proposition

Démonstration de la Proposition[2.3
Caractérisation géométrique : Supposons que le schéma m € P;IOPE soit accessible alors, il existe y € R™ et

il existe 3 € S(y) tels que schm(g) = m ainsi
X (y— XB) € 0J\(B) = 8Jr(m).

Cette inclusion montre que im(X ") N dJy(m) # 0. Inversement, supposons que im(X ") N dJy(m) # 0 alors
X T2z € 8Jy(m) pour un certain z € R™. On pose y = z + Xm alors

XT(y—Xm)=XTzedy(m).

donc m € S(y) ainsi m est accessible.
Caractérisation analytique : Cette preuve est inspirée de la démonstration de la Proposition 4.1 de I'article
de |Gilbert| (2017). Considérons la fonction x,, : R? — {0, 400} définie par

0 si Xb=Xm
Xm(b) = .

+00 sinon.

29



Pour tout b € RP tel que Xb = Xm on a Jy(b) > Jr(m) si et seulement si la fonction f : b — Jx(b) + xm(b)
atteint son minimum en m. Comme 9x,,(b) = im(X ") dés que Xb = Xm, m est un minimiseur de f si et
seulement si

0€im(X ") +aJy(m) < im(X ") NdJy(m) # 0.

Ainsi, la caractérisation analytique est équivalent a la caractérisation géométrique. O

Preuve du Théoréme [2.1]

Démonstration. 1) On pose y = z + XU,s avec z € R™ tel que X'z € 9Jy\(m) et s € RF+. Alors,
Xy — XUps) = X'z € 0Jy\(m) = 8J\(Upy,s) ainsi U,,s € S(y) d'ott y € A,,. Inversement, soit y € A,,
alors il existe B € S(y) tel que schm(B\) = m. En posant z = y — XB\ et comme XB = )?ms pour un certain
s € RFF* on en déduit que y = z + X, de plus dJy\(m) > X T (y — XB\) = X Tz Montrons & présent que A,,
est un ensemble convexe. Soit y € A,,, 7 € A, et a € [0,1] alors y = 2z + XU,,,s pour un certain z € R" tel
que X Tz € 0Jy(m) et un certain s € R¥**. De méme 7 = Z + XU,,5 avec Z € R™ tel que X 'z € 9.Jy(m) et
seRMY Ainsiay+ (1 —a)y =az + (1 — )z + XUp(as + (1 — a)5). Comme 9.Jy(m) et RF+ sont des en-
sembles convexes on en déduit que X T (az+(1—a)z) € dJx(m) et as+(1—a)s € RFF+ donc ay+(1—a)y € Ap,.

2) Nécessité. Soit y € A,, alors il existe B € S(y) tel que schm(B\) = m. Par conséquent, E = U,,s pour un
certain s € R¥+. Comme J3 est un élément de S(y) dont le schéma est m alors X T (y—X3) € 0Jx(B) = 8Jx(m).
En multipliant cette inclusion par U,T, grace & (2.1), on obtient X\ (y — X E) = X, et ainsi

Xy = Am = X XB = X, X5, (2.9)

ce qui prouve la condition du schéma. On applique )N(;L* dans 'expression (2.9)). Comme X B € im()?m) et que
)2,;';‘*‘;(;'; est la projection orthogonale sur im(f(m), on en déduit que ()Z',Tj‘f(n—';)XB\ = XB. Ainsi,

XXy - KT, = XB
L’égalité précédente donne la condition sous-différentiel :
o3 (m)> XT(y—XB) = X'y—X"(X] X y— X A
= XX N 4+ XL, — XX )y
———
=X X5

Suffisance. Supposons que les conditions du schéma et sous-différentiel soient vraies. Alors, d’apres la condition
du schéma, il existe s € RFT* tel que
X = X,y — X X5, (2.10)

Montrons que U,,s € S(y). Par définition de U,,, on a schm(U,,s) = m donc dJx(Uy,s) = 0Jx(m). D’apres la
condition du sous-différentiel et en utilisant ’équation (2.10) on en déduit que

OI\(Ups) 2 XT(y — X’,—',;Jr)?;y + )Z';,';*Xm)
5 X' (y— X X0y + X0 T (Xny — X, Xns))
> X' (y— XUpns).

Par conséquent U,,s € S(y).
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3) On pose y = 24 X5 avec z € R™ tel que X Tz € 1i(0J\(m)) et s € R¥+ alors, d’apreés 1), y € A,,,. Montrons
que pour € € R™ ayant une norme suffisamment petite on a y + € € A,,. On pose R” = im(X,,)* & im(X,,) =
ker(U,} XT) @ im(X,,). Via cette décomposition on peut écrire € = 74 8 avec € ker(U,] XT) et § € im(X,,)
d’olt 6 = X;n X;H6. Ainsi y+ € = 2z + 0+ X (s + X;50). Comme, par construction, [|8]|2 < ||¢||2 et que R¥+ est
ouvert pour |e||, suffisamment petit on a s+ X768 € RE++. Par ailleurs, comme U,) X T = 0 et que A € RPHT,
d’apres Dassertion 2) de la Proposition onaXTne zﬁ(@,],\(m)). Ainsi, pour € suffisamment petit on a

XT(z+n) € dJx(m). Donc, d’aprés 1), y + € € A,,.

Preuve de la Proposition

Démonstration. Supposons qu’il existe y € X, RF et qu’il existe E € S(y) tel que schm(ﬁ) = m. D’apres la
condition du sous-différentiel donnée au Théoréme ona XTXTHX, + XT(I, — X, X;5)y € 0Jx(m). Par
ailleurs, comme )?m)?;‘l est la matrice de projection sur l'espace vectoriel im()?m) et que y € im()?m) on en
déduit que
OJx(m) > X XX + XTI, — X XH)y = X T XA,

Inversement, si XX, TX,, € 0Jx(m) alors UL XTXT+X,, = X XT+X, = An. Comme XX+ est la
matrice de projection sur im(X,T) alors A € im(X,[) = im(X,} X,). On pose Ap, = X,} X,,v pour un certain
vERF et y = X,,5 avec s € RFTT vérifiant s > [|v]loo €t 8; — si41 > 2||v]|oe pour i € {1,...,k — 1}. Comme

Xy —Am =X, Xon(s — )

m

et que s — v € RF¥** on en déduit que la condition du schéma est satisfaite : )?;Ly —Am € )N(;Lf(mR’“*. Par

ailleurs, comme y € im(X,,) et que X,, X\ la matrice de projection sur im(X,,) on en déduit
XX X0+ X (L — X Xy = XX, N0

donc la condition du sous-différentiel est satisfaite. Ainsi, il existe 3 € S (y) tel que schm([?) =m.

Preuve de la Proposition 2.6

Démonstration. 1) Si aff(8.Jx(m))Nim(X T X,,,) # 0 alors il existe z € R¥, otk = [|m]|so > 1, tel que X T X,z €
aff (0Jx(m)). Comme A\ € RPTF  d’apres lassertion 2 de la Proposition onai, =UlX"X,2=X] Xz

donc A, € 1m()~(l) qui établit la premiere assertion.

2) Si Ay € im(X,]) alors XT X, +X,, € aff(9Jy(m)). En effet, comme X,| (X)) est la matrice de projec-
tion sur nn()N(,Z) on a
Un X X0 X = X (X0) T A = A

De plus, comme im (X, +) = im(X,,) on en déduit que X T X,/ *X,, € im(X T X,,,). Pour prouver que X ' X,/ *X,,
est Punique point de Dintersection entre {v € R? | U v = A} et im(X T X,,), montrons que im(X T X,,) N
im(U,,)+ = {0}. En effet, si w € im(X T X,,) Nim(U,,)+ alors w = X T X,,,z pour un certain z € R¥ et U, w = 0.
Donc, )E;)}mz = 0, par conséquent Xz =0 dotw=0.

O
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Preuve de la Proposition

Démonstration. D’apres le Théoreme A, est un ensemble est convexe. Par ailleurs, comme X T)Z';L*Xm ¢
dJx(m), d’apres la Proposition le schéma de l'estimateur SLOPE dans le cas non-bruité n’est pas égal a m ;
en d’autres termes on a X3 ¢ A,,. Supposons que ¢ soit défini sur Pespace probabilisé (2, F,P) alors pour tout
weQonaXf+e(lw) ¢ Ay, ou XB—c(w) ¢ A ; en effet si XB + e(w) € A, et X5 —e(w) € Ay, alors la
convexité de A,, impliquerait que X3 € A,, ce qui contredit que X8 ¢ A,,. Enfin, comme ¢ et —e ont la méme

loi on en déduit I'inégalité suivante
1=PXB+e¢ A, UXB—c¢ A,) <P(XB+e¢ A,)+P(XL—c¢ A,) =2P(Xf+c¢ Ap).

Donc P(Y ¢ A,,) > 1/2 d’ol, P(Y € A,,) = P(38 € S(Y), schm(B) = m) < 1/2. O

Preuve de la Proposition

La formule de 'opérateur proximal donnée a la Proposition [2.8| est une conséquence immédiate du Lemme

21

Lemme 2.1. Soity € RPT, X € RPT\{0} et (C})1<j<p la suite de Cesaro définie par C; = % Zle(yi—/\i). Pour
simplifier les notations on note b* l'opérateur proximal de la norme ¢y ordonnée évalué en y : b* = prox, (y).

Les assertions suivantes sont satisfaites :
1. On a b* € RPT.
2. On ab* = (0,...,0) si et seulement si la suite de Cesaro est négative ou nulle.

3. Siby >0 etk =max{i € {1,...,p} | bf =]} alors le plus grand entier pour lequel la suite de Cesdaro

atteint son mazimum est k et Cj, = b} = --- = by Inversement si le plus grand entier pour lequel la suite
de Cesaro atteint son mazimum est k et Ci, > 0 alors bf = --- = b} = Cj et k = max{i € {1,...,p} |
bf = bi}.

4. Siby >0 etk =max{i € {1,...,p} [ b] =bi} aveck <p alors (by,y,-.-,bp) =proxy, A\, (Yet1,-- -2 Yp)-

Démonstration. 1) La preuve de cette assertion est similaire & celle donnée dans 'article de |Bogdan et al.

(2015). Soit b € R?, montrons l'inégalité suivante :

1 1
Slly = blI3 = Ja() = S lly — L3 = a(lbl,). (2.11)

Comme Jy(b) = JA(|b]y) et que ||b]|3 = ||| [|2 nous avons

1 1
Sy bl + I3(0) > Sl L1 + Ia(BL)
& Ny =bl3 = lly — L5
& by < by
Clairement by < [b|Ty ot [b] = (|b1],...,|by|) et d’apres I'inégalité de réarrangement on a [b] Ty < [b]]y
ce qui établit (2.11). En appliquant l'inégalité (2.11) en b*, unique minimiseur de l'expression b € RP

Ly = bl — Ja(b), on en déduit que b* = [b*[y d'o bj > -+ > b% > 0.

2) On a b* = 0 si et seulement si y — 0 € 9Jx(0) si et seulement si J;(y) < 1 si et seulement si les inégalités
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suivantes sont satisfaites :

J J
Viefl,....p} D> w<> NeVie{l,..p} C;<o.
i=1 i=1
3) Supposons que b > 0 et posons k = max{i € {1,...,p} | b =bi}. On a y —b* € 3J\(m) ot m = schm(d*).

D’aprés la premiére équation de U, (y — b*) = A, on a

k k

k
S = D b)) =Y A= b =

=1 i=1

=

k
> (Wi —Ni) = Cr
i=1

Comme J3(y — b*) < 1 alors, pour tout j € {1,...,p} on a I'inégalité suivante
J J J j j
Sy b SZy—b*MSZAi;»ZLIJy.W:Oj < leb <.
i=1 i=1 i=1 N ,
car b*€RrPt
Par ailleurs, si k& < p alors pour j € {k+1,...,p} on a C; < by (car by, < b}) ainsi, k est le plus grand entier
pour lequel la suite de Cesaro atteint son maximum.
Inversement, soit k le plus grand entier pour lequel la suite de Cesaro atteint son maximum et supposons que

Cr > 0. D’apres 1), b* a des composantes positives et décroissantes et d’apres 2), comme Cj, > 0, b* est non-nul
ainsi on en déduit que b7 > 0 et qu’il existe un entier I € {1,...,p} tel que I = max{i € {1,...,p} | bf =bj}. La
premiere partie de la preuve de cette assertion montre que le plus grand entier pour lequel la suite de Cesaro

atteint son maximum est [ donc k£ =1 et ainsi b] = --- = b} = C}.

4) On pose € = (b, — by,1)/2 > 0 alors pour b € R tel que [|[b — b*[|oo < € on a min{|bs| | i € {1,...,k}} >
max{|b;| |t € {k+1,...,p}} don

k P
Hy - b”% + JA(b) = Z(yl - bi)2 + J>\1,~~,)\k (bh AR bk) + Z (yl - bi)2 + J)\k+1a~~»)‘p (bk+17 R bp)'
i=1 i=k+1
Comme b* est I'opérateur proximal de la norme ¢; ordonnée en y donc, (bj,,...,by) minimise localement la
fonction (br1,.--5bp) = b1 (i — b:)® + Inprsen, (Dkg, - - -, bp) sur Vensemble {b € R | [|b—b*[|oc < €}
Cette fonction étant strictement convexe on en déduit que (b, 4,...,by) = prox,, .\ (Yr+1,---:Yp)- O

Preuve du Théoréeme 2.2

Lemme 2.2. Soit X € R"*P. Lapplication N : b € im(X) — min{Jy(z) | Xz = b} est une norme sur im(X).

Démonstration. N est définie positive : clairement, N(0) = 0. Réciproquement, si N(b) = 0 alors 0 est une

solution du systeme linéaire Xz = b impliquant que b = 0.

N est homogene : clairement, si t = 0 alors 0 = N(tb) = |t|N(b). Supposons maintenant que t # 0. Soit
zp une solution du systeme linéaire d’équation Xz = b ayant une norme Jy minimale (i.e. Jx(zp) = N(b)) alors
tzp est une solution de Xz = tb impliquant que N(tb) < Jx(tzp) = [¢|N(b). Réciproquement, si zy, est une
solution du systéme linéaire d’équations Xz = tb (i.e. Jx(zw) = N(tb)) alors zy/t est une solution du systeme
Xz = b ce qui conduit a 'implication N(b) < Jx(zw/t) = [t|N(D) < Jx(2zw) = N(tb). Par conséquent, pour
tout ¢ € R et pour tout b € im(X), N(tb) = [¢t|N(b).
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N satisfait I'inégalité triangulaire : soit z;, une solution du systéme Xz = b ayant une norme Jy minimale (i.e.
Jx(zp) = N(b)) et zp une solution du systéme Xz = b’ ayant une norme Jy minimale (i.e. Jy(zp) = N(b)).
Comme 2z, + 2z est une solution du systeme Xz =b+ b, on a N(b+ V') < Ja(zp + 2p) < In(zp) + In(zp) =
N()+ N(@). O

Démonstration du Théoréme[Z3. Dans un premier temps montrons que les estimateurs () et 3°(") convergent
vers [3.
Estimateur E (") : Comme 3 (") est une solution du probleme (2.5)) et en évaluant la fonction objective en BO(T)

on obtient I'inégalité suivante :
1 ~ ~ 1 ~ ~
Sy = XFO B 47 A (B < Sy = XFONR + 7 3 (F0). (2.12)

Les affirmations suivantes sont immédiates :
a. Par définition de 3°") et comme XX est la projection orthogonale sur im(X) on a |ly — X3 |2 >
ly™ = XXy D3 = ") — XBO3 don JA(BD) < T (5D).
b. Par construction de %) on a J,(B°)) = N(X X Ty™).
c. Comme une norme est continue et que ¥ tend vers X3 alors lim, ;o N(X X y(")) = N(Xp).
d. Ona N(XS) = Jy(B) (cette identité est immédiate lorsque ker(X) = {0} sinon, lorsque dim(ker(X)) > 1,
cette identité découle de ’hypothese faite sur ).
Par conséquent la limite supérieur de .J. ,\(B\(T)) satisfait I'inégalité

limsup J (3")) < Jx(B). (2.13)

r—+00

Ainsi, la suite (B(T))TGN est bornée; on note ! € R? une valeur d’adhérence de cette suite. D’apres (2.13), on a
JA(l) < JA(B). Par ailleurs, comme lim, o 1[jy") — XBM|2 + ’yTJ,\(B\O(T)) =0, d’apres (2.12)), on a

1 ~ ~ 1
— gy (m) — (r))12 (r)y — = _
0= tim Jly ~ XBOI3+55(B7) = L1 X8 — Xl
Comme X! = X et J\(I) < Jr(B) on en déduit que 8 = [ (cette implication est immédiate lorsque ker(X) = {0}
sinon, lorsque dim(ker(X)) > 1, cette implication découle de I'hypothese faite sur ). Finalement (B““))TeN est
une suite bornée ayant une unique valeur d’adhérence 8 d’ou lim,_, 4 oo B (r) = 5.
Estimateur 3% : D’aprés les affirmations b, ¢ et d on déduit 'inégalité suivante
: AO(r) _

Jlim K () = 1(8) (214)
Ainsi, la suite (EO(T))TGN est bornée ; on note [ € R? une valeur d’adhérence de cette suite. D’apres (2.14)), on a
Ixn(l) = Jx(B). Par ailleurs, comme XEO(T) = XXy en prenant la limite de cette identité on en déduit que
X1 = Xp. De facon similaire que pour l'estimateur E(T) on en déduit que lim,_, 4 B\O(” =p.

Ci-apres, la notation B(r) représente indistinctement B(T) ou EO(T). Le schéma de l'opérateur proximal est ca-
ractérisé par les conditions du schéma et du sous-différentiel du Théoreme @ dans le cas particulier ot X = I,.

On pose 8 = Uy,s avec s € RFF+ et v(") = E(T) — . Examinons la condition du schéma lorsque X =1, :

X8 —2X = UL B — X = UL (Upes + ™) = A = UL U (s — 7(UL U ) ™A + (UL U ) "'UT0)).

m

On pose 7 > 0 suffisamment petit pour que s —7(U,] Um)—le € R¥*t+. Montrons que pour 7 assez grand on a
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schm(prox.., () = m. Comme v(") tend vers 0 alors

lim s —7(U, Up) "N+ (U, Un)"1U 0™ = s — (U, Up) X € RFH

r——400

Ainsi, il existe g € N tel que pour r > rg la condition du schéma est satisfaite : U;E(T) — TXm € Un—';Um]Rk*“".

Examinons la condition du sous-différentiel lorsque X = I, :

e~ 1 = = = |
XTX N+ =X, - X X2)B = Un(ULUR) "N + =(Ip — Unn (U, U) 72U ) (Ups + 07),
T T

U (UL U )™ A + i(lp — Un (UL U~ U 0™,
Remarquons que Uy, (U] Up )™ A, + LI, — Un (UL U0 0™ € aff (05 (m)) ; en effet

U, (U (U U)X + 1(1p — U (U, U 'O 0™ = N
Par ailleurs, comme v(") tend vers 0 alors on a la limite suivante

m Up (U Up) A + = (I — U (U U) U™ = U (UL Um) ™ A
r——+00
Notons que Uy, (U,] U ) " Ay, € 1i(8.J5(m)) (voir la preuve de la Proposition; plus précisément U, (U,} U,,) '\
est I'isobarycentre des points extrémaux de 9Jy(m)) ainsi il existe 1 € N tel que pour r > r; la condition du
sous-différentiel soit satisfaite. Par conséquent, pour r > max{rg,r1} les conditions du schéma et du sous-

différentiel sont satisfaites donc schm(prox., (3(")) = m ce qui acheve la preuve. O
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Chapitre 3

Chemin des solutions et chemin des

valeurs ajustées de ’estimateur SLOPE

3.1 Introduction

Les estimateurs pénalisés comme le LASSO, le LASSO généralisé ou SLOPE dépendent des parametres de
pénalité qui doivent étre sélectionnés de fagon appropriée pour que ces estimateurs aient de bonnes propriétés.
Lorsque l'objectif est la récupération des coefficients de régression non nuls, des valeurs pour ces parametres de
pénalité peuvent étre spécifiées a priori (voir, par exemple, (Bogdan et al.,[2015; Candes et Plan| 2009; [Lounici,
2008; (Tardivel et Bogdanl 2022))). Néanmoins, les conditions pour déterminer les coefficients de régression non
nuls sont tres contraignantes, par exemple, que la matrice de régression ait des colonnes orthogonales ou que
la condition d’irreprésentabilité du LASSO soit satisfaite. Un objectif différent est de choisir les parametres de
pénalité de fagon & construire un estimateur facile & interpréter avec peu de coefficients non nuls (ou peu de
groupes d’appariement) et ayant une erreur quadratique moyenne ou une erreur de prédictionE] faible. Pour
un tel objectif, les parametres de pénalité ne sont spécifiés a priori et sont calculés en fonction des données.
Cette approche nécessite donc de calculer le chemin des solutions; c’est-a-dire la fonction qui & un parametre
de pénalité associe ’ensemble des solutions du probleme pénalisé. Les premiers travaux sur les chemins des
solutions traitent des estimateurs LASSO et LASSO généralisé (voir, par exemple (Rosset et Zhul [2007; [Mairal
et Yu, 2012; (Tibshirani et Taylor, [2011; |Arnold et Tibshiranil 2016)). Soit D € R™*P  le chemin des solutions
du LASSO généralisé (resp. du LASSO lorsque D = I,) est l'application suivante :

(1 )
750> argin {5y = XV -+ 21D |

Le parametre de pénalité peut étre choisi a posteriori en minimisant un critére comme, par exemple, la for-
mule SURE (acronyme signifiant < Stein Unbiaised Risk Estimate ») ou la somme des carrés résiduels sur un
échantillon de validation (Bertrand et al., 2020, [2022)). Récemment quelques pré-publications ou articles ont
traité du chemin des solutions des estimateurs OSCAR ou SLOPE (Dupuis et Tardivel, 2024; |Gu et al., [2017;
Nomura, [2020; Takahashi et Nomura, 2020). Soit A € RP* \ {0}, le chemin unidimensionnel des solutions du
SLOPE (resp. d’'OSCAR lorsque A est une suite arithmétique) est I'application suivante :

.1 2
V>OHargggﬁg;{QIIy—XbllzﬂLWA(b)}- (3.1)

1. Pour un estimateur Bd’un parametre 3, erreur quadratique moyenne et I’erreur de prédiction sont respectivement E(HB}BH%)
et E(| X8 — XB]13)-
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Cette approche du chemin des solutions de I'estimateur SLOPE oi1 A est un parametre de pénalité fixé et
est le parametre scalaire qui varie dans U'intervalle sur ]0, +00[ est calquée sur les chemins unidimensionnels des
estimateurs LASSO et LASSO généralisé. Comme 1'estimateur SLOPE dépend d’un parametre de pénalité de

dimension p, il est plus adapté de considérer le chemin des solutions du SLOPE suivant :

. 1
A€ R (0} s argin { 5l — X018+ 150) )

=S

L’approche multidimensionnelle du chemin des solutions du SLOPE a néanmoins un inconvénient technique :
des que dim(ker(X)) > 1 on ne peut pas espérer que I’ensemble des solutions Sy soit réduit & un singleton pour
tout A € RPT \ {0}. Un exemple de chemin des solutions du SLOPE ou l'ensemble Sy n’est pas réduit a un

singleton pour certains parametres de pénalité A € RPT \ {0} est donné ci-dessous.

Exemple 3.1. Soit X = (3 2>, D’apres la Proposition 4 du chapitre@ il existe y € R pour lequel 'ensemble
des solutions Sy n'est pas réduit a un singleton dés que le paramétre de pénalité X € R?T\ {0} est proportionnel

a (3,2). Pour y =1, Uexpression suivante donne un élément de Sy pour A € R?T\ {0} :

(0,0) € Si deés que A\; > 3 et Ay + Ay > 5,
(251,0) € Sy des que Ay < 3 et 21 < 3),
(5_)‘215_%“, 5_’\215_’\2) €8Sy des que 21 > 3Xg et Ay + Ao < 5.

On peut ainsi remarquer que Sy m'est pas un singleton dés que A appartient au segment ](0,0),(3,2)[. Par
exemple, lorsque A = (3/2,1), I’ensemble Sy est le segment ](1/6,0),(1/10,1/10)].

Une fagon de s’affranchir de ce probléeme d’unicité est de considérer le chemin des valeurs ajustées du SLOPE.
Proposition 3.1. Soit X € R"*P et A\ € RPT. Si B et B sont deux éléments de Sy alors XB =Xg

Cette Proposition montre que la notion de valeur ajustée du SLOPE X E, oll E est un élément arbitraire
de S,, est bien définie. Dans la suite de ce chapitre on notera va(A) la valeur ajustée du SLOPE. La norme ¢;
ordonnée ne joue pas de role particulier pour établir la Proposition [3.1]; en particulier ce résultat sera prouvé a

I’annexe A dans un cadre plus général.

3.2 Chemin multidimensionnel des solutions et valeurs ajustées du
SLOPE

Dans cette section on s’intéresse & la fonction qui & A € RPT associe la solution ou la valeur ajustée du
probleme SLOPE.

Théoréme 3.1. Soient X € R"*?, y € R*, A € RPT et m € PZS,IOPE \ {0} ot k = [jm]le > 1.

1. L’ensemble E,, = {\ € RP* | 33 € S\ tel que schm(3) = m} est conveze (plus précisément un polyédre)

et admet la caractérisation suivante :

35 € RFH tel que Xy — Ap = X[ X, (condition du schéma),

AeE, & - o~
XTXTH A + XTI, — X[ X,y € 0J5(m)  (condition du sous-différentiel).

2. Pour A = 0 on pose, par convention, va(\) = |ly — X X Ty||3. Le chemin des valeurs ajustées X € RPT
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va(A) est continu sur RPT avec expression affine sur Ey, :
) =X tX ]y — XN, A€ E,.

3. Si ker(X) = {0} on pose, par convention, E(/\) = (XTX)"'XTy si A\ = 0. Le chemin des solutions

A € RPT — B(N) est continue sur RPY avec lexpression affine suivante sur E,, :

~

B = Un (X X)) UX, y = Am), A€ Ep,.

Le Théoreme [3.1] ne caractérise pas E,, lorsque m = 0. Néanmoins, cet ensemble est un polyedre dont les

équations sont faciles a décrire. En effet

{A e RPT\ {0} | 3B € Sy tel que B = 0},
{AeRPFA\{0} | A(XTy) <13,

{AeRﬁ\{O}ZAizzwu we{17...,p}}.

i=1 =1

Ey

Exemple 3.2. On pose X = (3 2) ety=1.

3.2.1 Chemin du gradient et groupes d’appariement

Une solution du probleme d’optimisation SLOPE est caractérisée par les deux conditions suivantes

Ji(XT(y—XB) <1

SN
B S S SN

On peut remarquer XT(y—XB) = X T(y—va())) est I'opposé du gradient en 3 de la somme des carrés résiduels
b 1|ly— Xb||3. Par la suite, nous appelons chemin du gradient 'expression A € RP* — X T (y—va())). Afin de
construire l’ensemble A(7), qui joue un role proéminent au Théoreme nous introduisons || - ||(;) la i-norme
qui est la somme des 4 plus grandes composantes d’un vecteur en valeur absolue (voir par exemple I'article de
Gaudioso et al|(2020]) illustrant 'intérét de cette norme en apprentissage statistique). Cette norme est un cas
particulier de la norme ¢; ordonnée lorsque Ay =--- = X; =1 et i1 =--- = A, = 0. Comme XT(y —va())
est un élément du permutoedre signé on a || X (y — va(A))|/s) < 22:1 Aj pour tout ¢ € {1,...,p}; de plus

I’ensemble des inégalités saturées par le gradient est :

IXT (= @Ol _ }

AN = {ie{l,...,p}| SR

D’apres le Théoreme ci-dessous, I'ensemble A(\) fournit & la fois le nombre de groupes d’appariement non

nuls, la taille de ces groupes ainsi que le nombre de composantes non nulles .

Théoréme 3.2. Soit A € RPT\ {0}, X e R™*P, y € R", > 0 et B € Sy.

1. Soit 1 < ki <--- < k; < p une subdivision telle que :
Card(supp(B3)) = ki et |Blp1 =+ = [Blyk, >+ > [Blok, 141 ="+ =Bl > 0

alors {k1,...,ki} T A(N).
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A2

E
E(l,o) (0,0)

2,1) E@1,

A1

FIGURE 3.1 — Cette figure représente graphiquement le recouvrement de R?*\ {0} par les sous-ensembles Eq o)
(en rouge), E(1,0) (en bleu), E(; 1y (en marron) et E(; 1) (en pourpre). On peut remarquer que les ensembles
E(1,0), E(1,1) et E(2,1) ne sont pas disjoints. En effet, F(; g) N E(1,1) = E2,1)-

2. Inversement, si {k1,...,ki} = A(X\) alors

Blin == Blik, =2 Bliksy 1= =Bl 2 1Blikyr1=---=16l1p =0

Il existe des liens entre le Théoreme [3.2] et les méthodes de dépistage de composantes nulles de I'estimateur
SLOPE (Elvira et Herzet), 2023; [Larsson et al.,|2020)). Par exemple, 'exécution de ’algorithme 1 dans I’article de
Larsson et al|(2020) avec | X " (y—va(A))|; renvoie que la solution de I'estimateur SLOPE a au plus max{.A(\)}
composantes non nulles. Par ailleurs, le théoréme 4.1 de l'article de |[Elvira et Herzet| (2023)) est étroitement lié
a implication suivante : \B()\)ul #0= 3k >1ike AN).

3.3 Calcul du chemin unidimensionnel de ’estimateur SLOPE

A présent nous nous restreignons au chemin unidimensionnel des solutions du SLOPE qui est ’application

multivaluée suivante :

1 _
>0~ arggrell%l) {2|y — Xb|j2 + vJ/\(b)} , o A € RPT\ {0} (3.2)
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Une question ouverte pour auteur est 'existence d’une sélection continue du chemin des solutions du SLOPE.
Une facon de contourner cette difficulté est de supposer que im(X ") ne coupe pas une face du permutoedre
signé P;[ dont la dimension est strictement inférieure & dim(ker(X)). Cette hypotheése, satisfaite de maniére
générique d’apres la proposition 3 de Darticle de |Schneider et Tardivel| (2022), garanti que pour tout y € R™,
pour tout v > 0 le probléme d’optimisation donné dans 1’expression a une unique solution que 1’on notera
By. Il convient de mentionner que le chemin unidimensionnel des solutions du SLOPE n’est pas un raffinement
du chemin des solutions du LASSO généralisé. L’argument le plus immédiat étant que 'estimateur SLOPE n’est
pas un estimateur LASSO généralisé des que le parametre de pénalité A € RPT n’est pas arithmétique; une
preuve de cette affirmation est donnée en annexe de ce chapitre. Par ailleurs, méme pour 'estimateur OSCAR
ot A € RPT\ {0} est arithmétique, qui est un estimateur SLOPE ou LASSO généralisé particulier, la méthode
employée dans cette section pour le calcul du chemin des solutions du probleme est tres différente de celle
utilisée par |Arnold et Tibshirani (2016]). Par exemple, contrairement & I’article d]Arnold et Tibshirani| (2016)),
I’hypothese ker(X) = {0} n’est pas requise dans cette section pour le calcul de ce chemin; d’autres différences
techniques sont également mentionnées dans larticle de |Dupuis et Tardivel (2024)).

Comme FE,, est convexe on vérifie que I'ensemble I, = {y > 0 | YA € E,} est un intervalle. Ainsi,
les intervalles non vides de la famille (I,,,)

meP,
seulement si v > J5(X "y) ainsi, le calcul du chemin des solutions est pertinent pour v < J5(X "y). Posons

slope forment une partition de ]0, oo[. Clairement B’v = 0si et
P

Ji(XTy) =9 > > ... % > ¥r+1 = 0 une subdivision telle que 7 B\A, soit affine et de schéma m e PZIOpe
sur Uintervalle |y; 11,7 [ pour i = 0, ..., r (c’est-a-dire que 'intérieur de I,,,¢) est |vit1,vi[)- Le but de algorithme
suivant est de déterminer itérativement les noeuds du chemin des solutions su SLOPE ainsi que les expressions
affines de B\AY sur les intervalles I,,0), ..., . A présent, avant de donner plus de détails sur l'algorithme
nous supposons que A € RPTH de tel sorte qu’il y ait une bijection entre les schémas du SLOPE et les faces
du permutoedre signé. Commencgons par expliquer comment calculer le chemin des solutions de 'estimateur

SLOPE sur [y1,70]. Par construction de m(9), 'implication suivante est vérifiée
—~ 1 .
vy €lyi, vl schm(By) =m© = ;XT(y — XB,) € 8J(m).

De plus, comme v > 0 — X 37 est une application continue, que X 370 = 0 et que 8Jx(m(0)) est un ensemble

fermé, nous obtenons

1 ~ 1
—XT(y—XBy) = —X "y dis(m?).
Yo Yo

L’algorithme [1| fournit le schéma f(-X "y) de la plus petite face du permutoedre signé contenant %X T

Algorithme 1 : schéma de la plus petite face contenant un vecteur

Entrées : A € RP™ et z € R? tel que J5(z) <1
début
Définir I’ensemble des inégalités saturées comme suit :

. ”Z”(i) }
Al(z) =11 1,..., —=15.
(2) {6{ p}\Z;:Mj

si A(z) = 0 alors

\‘ f(z) =1(0,...,0) e RP
sinon

L Vi€ {l,....p} fi(2) = signe(z;) 3 ic 4oy 1251 = ).
Sorties : f(z)
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Exemple 3.3. Une illustration du calcul du chemin des solutions du SLOPE dans le voisinage du plus grand
noeud est donné lorsque y = (6,2) € R2, X = (4,2) € R>**, et X € R?*2 est la matrice donnée ci-dessous

1 .
X = 05 .
05 1

Plus grand noeud v : Comme X "y = (7,5) donc o = J}(XTy) = 2.

Schéma m(®) dans le voisinage a gauche de v, : Comme ,YI—OXTy = (3.5,2.5) est dans lintérieur relatif
du permutoédre 0.J5(1,1) = conv{(4,2),(2,4)}, alors m®) = f(%XTy) =(1,1).

Expression affine de 3(7) dans le voisinage a gauche de g : D’aprés Uassertion 3 du Théoréme

lorsque v < 9 = 2 est suffisamment proche de ~g, nous avons B(fy) = (%, %).

L’algorithme 2] utilise la caractérisation de I, ), basée sur les conditions du schéma et du sous-différentiel,
pour déterminer le noeud 7; ainsi que le schéma m). Partant d’un noeud ~; le noeud 7,41 est déduit de la

condition du schéma, lorsque 7;+1 = Yschm, ou de la condition du sous-différentiel, lorsque vi+1 > VYschm-

Algorithme 2 : Calcul itératif des noeuds et schémas
Données : X € R"™P X € RPTt 4, > 0 et m() e Pz‘lope
début

L on pose k = |[m¥] s

on calcule s(y) = (X[

(i) Xm(i) )71 (X;,rl(z‘) Yy — ’7)‘m(i))
si s(y) € R¥* pour tout v € [0,v;[ alors
| on pose Yschm = 0
sinon
L On poOS€ Yschm = Sup{'}/ € [07 'YZH 5(7) ¢ RkJr}'
si XT(y — X,,05(7)) € ¥0J5(mD) pour tout v € [yschm, vi[ alors
OIl POSE Yi+1 = Tschm
on calcule m*+1) = schm (U, ) $(Yschm )
Résultat : ~; ., mt!
sinon
on pose Yit1 = sup{y € [sehm, Vill X T (y = X 5(7)) & 70F5(m@)}

on calcule m(+1) = f(ﬁXT(y — X, 8(7it1))) avec l’algorithme

| Résultat : v;q, m0+Y

L’utilisation itérative de l’algorithme E jusqu’a ce que la valeur de «;11 soit nulle, permet de calculer
entierement le chemin des solutions de 'estimateur SLOPE. En particulier, la Figure [3.2] compleéte le chemin
des solutions du SLOPE de I’Exemple

3.4 Expériences numériques

Pour cette expérience numériqueEL nous utilisons le jeu de données réelles Boston Housing introduit par
Harrison Jr et Rubinfeld (1978). Via un modele de régression linéaire, les auteurs de cet article analysent le prix
médian d’une maison dans un quartier de Boston en fonction de variables explicatives liées au quartier, telles
que le taux de criminalité par habitant, le nombre moyen de pieces par logement, etc. Les notations y € R3%6
et X € R5Y6X13 représentent respectivement la réponse et la matrice de régression de ce modele; les colonnes
de la matrice X sont centrées et standardisées (pour tout j € {1,...,13}, ngﬁl X;; =0cet 225261 ij = 506),

et le vecteur y est centré (2252? y; = 0). Pour I'analyse statistique, ces données sont divisées en un échantillon

2. Le code des expériences numériques de ce chapitre est disponible en ligne sur ma page internet
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FIGURE 3.2 — La figure du haut représente le chemin des solutions de l'estimateur SLOPE en fonction du
parametre de régularisation v > 0. La figure du bas représente la partition de R2* \ {0} par les sous-ensembles
E,0y (en rouge), E(1 1y (en bleu), E(1 o) (en marron), E, 1) en orange et E5 1) (en pourpre). Par ailleurs, les
régions coupées par la demi-droite d’équation Ay = A1 /2 correspondent aux schémas observés sur le chemin des
solutions du SLOPE.

d’apprentissage X?PP y?PP de taille 400 sur lequel le chemin des solutions est calculé et un échantillon de

validation X V2!, ya! de taille 106 permettant de choisir le parametre de régularisation .
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3.4.1 Calcul des chemins et minimisation de la somme des carrés résiduels sur

I’échantillon de validation

Ci-apres, nous illustrons le chemin des solutions des estimateurs SLOPE et LASSO sur ’échantillon d’ap-
prentissage du jeu de données Boston Housing. Pour l'estimateur SLOPE, nous prenons X = (1,v/2 — 1,/3 —
Vv2,...,/13 — \/12) comme parametre de pénalité, de telle sorte que la boule unité de la norme ¢; ordonnée
soit la plus sphérique possible . La Figure illustre le chemin des solutions de ’estimateur
SLOPE ainsi que le chemin des solutions du LASSO v > 0 — arg minpegs { 5[|y*PP — X?PPb[|3 + ||b]|1 } calculé
via l'algorithme d’homothopie de Mairal et Yu| (2012]).

40 4.0
35 35
30 30
25 25
201 i 20
151 & 15
10 a\ 10
0s ;ﬁ\\ 05
0.0 {3 . — 00 -3
0 1000 2000 3000 4000 5000 0 500 1000 1500 2000 2500 3000

FIGURE 3.3 — Ces graphiques illustrent les chemins des solutions, en valeur absolue, du SLOPE (& gauche) et du
LASSO (& droite) en fonction du parametre de régularisation v > 0. A gauche, on observe que certaines courbes
se superposent ou coincident partiellement avec I’axe des abscisses, illustrant les propriétés de appariement
et de parcimonie de 'estimateur SLOPE. A droite, certaines courbes coincident partiellement avec 'axe des
abscisses, illustrant la propriété de parcimonie de ’estimateur LASSO. Ces courbes sont tres similaires lorsque
v est petit car ces deux estimateurs convergent, lorsque v tend vers 0, vers ’estimateur des moindres carrés,
dont les composantes, en valeur absolue, sont représentées par des croix sur I’axe des ordonnées.

Le calcul du chemin des solutions des estimateurs SLOPE et LASSO sur I’échantillon d’apprentissage permet

de choisir le parametre v en minimisant la somme des carrés résiduels sur ’échantillon de validation :
scrv iy >0 [y — X Valﬁvﬂg ou 37 représente indistinctement l'estimateur SLOPE ou LASSO.

Indépendamment de l'estimateur SLOPE ou LASSO, on a scrv(y) = ||y*®||3 = 7895.05 lorsque v > 0 est
suffisamment grand et lim,_,gscrv(y) = 2641.63 (somme des carrés résiduels calculée pour 1'échantillon de
validation de I’estimateur des moindres carrés (X2PPT X2PP)=1 X aPPT,apP)  Par ailleurs, la fonction scrv étant
quadratique entre deux nceuds adjacents, le minimum de cette expression est calculable de fagon exacte. Le
tableau donne le minimum de la fonction scrv pour les estimateurs SLOPE et LASSO ainsi que le parametre

v > 0 pour lequel le minimum est atteint.

min{scrv(y) | ¥ > 0} argmin,so{scrv(y)}
SLOPE 2159.05 357.39
LASSO 2498.52 42.61

TABLE 3.1 — Ce tableau illustre que lorsque le parametre de régularisation est choisi de fagon a minimiser

la somme des carrés résiduels sur I'échantillon de validation, l'estimateur SLOPE est plus performant que
Pestimateur LASSO.

L’estimateur SLOPE B,y, pour v = 357.39, a pour schéma (-5,4,—-1,4,-5,8,0,—7,5,—3,—6,2,—8). Par

exemple, les variables explicatives associées au groupe d’appariement huit dont I'impact est le plus fort sur le
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prix médian sont le nombre moyen de piéces par logement et le pourcentage de la population ayant un statut
inférieur. La premiere variable a un impact positif sur le prix médian tandis que la seconde a un impact
négatif; ce qui est tres intuitif dans ce cas-la. Globalement, les composantes positives de I’estimateur SLOPE
correspondent & des variables ayant un impact positif sur le prix médian (voir I’article [Harrison Jr et Rubinfeld

(1978) pour la liste de ces variables) et inversement pour les composantes négatives.

3.4.2 Limite de cet algorithme de calcul du chemin des solutions SLOPE

Ce chapitre propose un algorithme de calcul du chemin unidimensionnel des solutions de I’estimateur SLOPE
et cette méthode est illustrée, avec succes, sur le jeu de données réelles Boston Housing. Néanmoins, il est facile
de faire dysfonctionner cet algorithme sur des jeux de données plus volumineux ; en particulier lorsque p est tres
large. De fagon générale, au voisinage de l'origine, les noeuds tendent a étre de plus en plus proches pouvant
causer l'arrét de I’algorithme. De méme, les faces explorées par le gradient tendent & avoir une dimension de plus
en plus faible menant & des problémes de précisions numériques pour déterminer la face sur laquelle le gradient
est localisé et faisant, in fine, dysfonctionner cette méthode. Il n’est pas rare que cet algorithme s’arréte lorsque
v est trop proche de 0 laissant une partie du chemin des solutions, souvent petite, non calculée. Enfin, donnons
un exemple pathologique trés simple pour lequel I’Algorithme [1] dysfonctionne. Reprenons 1’Exemple en
substituant A\ = (4,2) par A = X "y = (7,5). Par construction, vy = J}(XTy) =1et A%OXTy = 0Jx(2,1) ainsi
I’Algorithme renvoie m(®) = (2,1). Or, d’apres le Figure le shéma m(®) vaut (1,0); cette erreur sur le
calcul du schéma m(® empéche de calculer le chemin des solutions du SLOPE avec notre méthode.

A2 Ao = 5A1/7

E,0)

B, 1)

At

FIGURE 3.4 — Les régions coupées par la demi-droite d’équation Ay = 5\;/7 montre que l'estimateur SLOPE a
pour schéma m(®) = (1,0) lorsque v < 1 est suffisament proche de 1 et m) = (2,—1) lorsque = est suffisament
proche de 0.

3.5 Annexes : preuves

Le Lemmeest utile pour montrer au Théorémeque I’ensemble F,,, = {\ € RPT | HB € S, tel que schm(g) =

m} est convexe
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Lemme 3.1. Soient A\ € RPT, X € RPY, o> 0 et § > 0. La somme de Minkowski de sous-différentiels de norme

{1 ordonnée satisfait 'identité suivante :

an,\(b) + (58¢Jx(b) =0J >\+5x(b) Vb € RP.

e

Démonstration. La preuve est une conséquence immédiate de I'identité :

@y (b) + 6J5(0) = T, (D) Wb ERP.

O

Ce lemme permet de retrouver un résultat connu en géométrie : la somme de Minkowski de deux permutoedres
est un permutoeédre (voir, par exemple, (Doker| 2011, Lemme 2.2.2)). En effet, soit 2\ € RPF et A € RPF alors :

COIlV{()\ﬂ.(l)7 e >\7T(p)) | S Sp} + COIlV{(Xﬂ.(l)7 ce. 7X7r(p)) | S Sp}

aJx(1,...,1) dJ5(1,...,1)

= conv{(Ar(1) + Ar(1)s -2 Ar(p) + An(p)) | T € Sp}

J5 2 (1,...,1)

Preuve du Théoréme [3.1]

Démonstration.
1 : E,, est un ensemble convexe) Soit X e E,, et A\ € E,, alors, il existe B € S5 et B e Sy, tels que
schm(ﬁ) = schm(B3) = m. On pose A\ = aX+ (1—a)Xet B= af + (1 — «)B alors

XT(y—XB)=aX (y—XB)+(1-a)X (y— XB)

Comme schm(B) =m, X " (y — XB) € dJ5(m) et X' (y — XB) € 0J5(m) donc, d’apres le Lemme XT(y—
XB) € 0Jx(m) = 8Jx(B). Ainsi, § € Sy d’ou X € E,,, ce qui montre que E,, est un ensemble convexe.
1 : caractérisation de FE,,) La preuve de cette caractérisation est similaire & a preuve de l'assertion 2 du
Théoréme 2.3 du chapitre [2}

Condition nécessaire. Soit A € E,,, alors il existe B\ € Sy tel que schm(,fg’\) = m. Par conséquent, B =Upns
pour un certain s € R¥*. Comme 3 est un élément de Sy dont le schéma est m alors XT(y—va(\) e 8JA(B) =

8Jx(m). En multipliant cette inclusion par U, on obtient X[ (y — va())) = A, d’oit
X y— A =X v\ = X, X8, (3.3)

ce qui prouve la condition du schéma. On applique )N(;ﬁ & gauche de 'expression (3.3]) et on utilise le fait que
X+ X est la projection sur im(X,,). Comme va()\) € im(X,,), on a X, TX v (\) = va()). Ainsi,

XHX Ty — XN, =va().
L’égalité ci-dessus donne la condition sous-différentielle :

0x(m) > X T (y—a(\) = X'(y— (X, Xy — X A) (3.4)
= XTX X+ X T(Ix, — X HX )y
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Condition Suffisante. Supposons que la condition de positivité et les conditions sous-différentielles soient vraies.

Alors, d’apres la condition de positivité, on peut choisir s € R¥* tel que
Am =X y— X X,.s. (3.5)

Montrons que U,,s € Sy. Par définition de U,,, on a schm(U,,s) = m donc 9J\(U,,s) = 8Jx(m). De plus, en
utilisant (3.4) et (3.5) on obtient

OI\(Ups) 2 XT(y — X’;ﬁ)?;y + )Z';,';*Xm)
5 X' (y— X0 X0y + X0 T (Xny — X Xns))
5 X'(y—XUpns).

Par conséquent U,,s € Sy.

2 : continuité) Montrons d’abord la continuité en A = 0. Soit B()\) € S). Comme XX est la projection sur
im(X), que va(A) = XB(A) € im(X) et que B()) est une solution du probleme SLOPE, on a l'inégalité :

1 1 R 1 R . 1
Sy = XXyl < Slly = @E < Slly =25+ A (BA) < 5lly = XX Ty5+ (X Ty) VAR

Puisque limy 0 J\(X Ty) = 0 on déduit de cette inégalité que que limy_,o va(A) = X X Ty. Soit A € RPT\ {0} et
(An)nen € RPF\ {0} une suite convergeant vers A et B(\,) € Sy,. La suite (B(An))nen est bornée. En effet, si
MIblloe > 0.5]ly[13, ott n = inf{[|Anlloc | n € N} > 0, alors Jx,, (b) = n[[b]le d’olt 0.5]|y — Xb|3 + Jx, (b) > 0.5]ly —
0[]3 + Jy, (0) donc b n’est pas un élément de Sy, . Par conséquent pour tout n € N on a [|B(\,)]leo < 0.5]y|3/9-

Quitte & extraire une sous-suite, on peut supposer que (B()\n))neN convergent vers une valeur d’adhérence
I € RP. Soit B()\) € S). Comme B()\n) € S, , I'inégalité suivante est satisfaite :

Sy = BOWIE + AuTaBA) < 3y~ AOIE + AnTa(BO).

En prenant la limite de cette expression on obtient :
1 9 1 N o ~
Slly = XUZ -+ 50 < Slly — BB + A (BOV).

Comme B()\) € Sy, on en déduit que [ € Sy d’ott X1 = va(A). Par conséquent, (Va(A,))nen est une suite bornée
(car (B\(An))néN est bornée) ayant une unique valeur d’adhérence : va(\) d’ou lim,—, 4o va(A,) = va(A). Donc,

la fonction A € RPT — va(\) est continue.

2) Lorsque A € E,, multiplie alors les deux cotés de la condition du schéma par X;* En utilisant le fait

que )?;L*)N(NT@ est la projection sur im()N(m) et que U,,s € S\ on obtient

X)Xy — XN, = X)X Xs = Xpus = wa(N).
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3 : continuité) Montrons d’abord la continuité en A = 0. Comme B()\) est une solution du probleme SLOPE

alors, pour tout A € RPT on a 'inégalité :

1 ~
Slly = XBOI3

< Sl = XBOIE+ n(BOY),

1 -
Slly = X(X X)X Ty

IN

1 — —
< Slly = XXX T3+ A((XTX)TIX ).

Comme limy_,o Jx((X T X)71X Ty) = 0 on déduit de cette inégalité que que limy o B(/\) = (XTX)"1XTy. Soit
A € RPTA\ {0} et (An)nen € RPT\ {0} une suite convergeant vers A. La suite (3(An))nen est bornée. Quitte
a extraire une sous-suite, on peut supposer que (E()‘n))nGN convergent vers une valeur d’adhérence [ € RP.

Comme B()\n) est une solution du probléeme SLOPE, 'inégalité suivante est satisfaite :
1 P - 1 S _
Sy = XBQ)2 + Ix, (B(An)) < Slly = XBA) 2 + I, (BA))-
En prenant la limite de cette expression on obtient :
1 2 1 2 2 2
Sy = XU+ 3(0) < 5y~ XBOYIE + A (BOV)
Doul = B()\) Dong, la fonction A € RPT — B\()\) est continue.

3) Soit A € E,,. Comme )?;)?m est inversible, la condition du schéma donne
BA) = Ups = U (X Xon) (X 0y = M)
O

Notons que la convexité de F,, est une conséquence de la caractérisation de cet ensemble. La preuve donnée

de l'assertion 1) a I'avantage d’établir la convexité de E,, sans utiliser cette caractérisation.

Preuve du Théoréeme 3.2

Dans cette preuve nous utiliserons le fait qu'un élément v du permutoédre Py, avec A € RPT, vérifie vy +
"'+Up:)\1+"'+>\p-

Démonstration. Soit m € S, et € € {—1,1}P tels que

1811 = (e18r1)s -+ > €pBrn))s
et soit ¢ la transformation orthogonale définie par :
d(r) = (1Zr(1)s -+ pTr(p)) VT € RP.
1) Comme B\ € Sy est une solution du probleme d’optimisation SLOPE, ’équivalence suivante est vérifiée :

X (y—a(\) € 0z(B) & ¢ (X (y — va(\)) € #(dJx(B)) = dJx(|B]y).-
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Les composantes de |3| 1 sont décroissantes ainsi, GJ,\(|B| 1) est un produit cartésien de permutoedres avec

potentiellement un permutoedre signé (si 8 a au moins une composante nulle). Plus précisément

.....

Sibe PAl,..‘,Akl X -+ X PAk,,1+1,...,>\k,a alors les égalités suivantes sont vérifiées :

i i
Vie {ky,. kil D b= bl =Y A
j=1 j=1
Enfin, comme la i—norme ||.||(; est invariante pour la transformation ¢, on en déduit les égalités suivantes :

lo (X7 —a)lly _ IXT@ - RO _

Vie{ky,....,k} 7 = - 1.
2) Etablissons d’abord I'inclusion suivante lorsque b € R? vérifie by > --- > b, > 0:
0Jx(b) C conv {()\rr(l)» ey )\.,r(p))ﬂT S Sp} = Py. (3.6)

Comme la norme ¢; ordonnée est polyédrique, a savoir

p
J,\(b) = maX{ZQ)\ﬂ(i)bi | €1,...,€p € {—1,1},7T S Sp} R

=1

son sous-différentiel est donné par

p
dJx(b) = conv {(61)\”(1), .. .,Ep/\ﬂ.(p)) | e1,.. . €p € {-1,1}, m € Sp, Zei)‘w(i)bi = J,\(b)} .

i=1
De plus, si €;,Ar(;,) <0 pour un certain ig € {1,...,p}, alors
P
D €idn(iybi < An(inbio + 3 €dn(iybi < Ja(D).
i=1 iio

On déduit de cette inégalité que (e1Ar(1) ..., €pAr(p)) ¢ OJr(b). Par conséquent, (e1Ar(1) ..., €pAr(p)) € OJIA(D)

implique que (e1Ax(1) -+, €pAr(p)) = (Ar(1) - - > An(p)) ce qui prouve l'inclusion (3.6)).
Supposons maintenant qu’il existe i ¢ A(\) tel que

1By > |Blyi+1 sii<p—1,
|8l >0 sii=p.

Alors, on a 8J,\17,,,,,\,i(|5\¢1, e, |B|M) C Py,,...,- Par conséquent

& (X" (y —va(N)) H(i) B X7y - VA&O‘))H@)
23:1 Aj - 22:1 Aj

Donc i € A()), ce qui conduit & une contradiction. O
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Condition sous laquelle ’estimateur SLOPE est un estimateur LASSO généralisé

Soit D € R™*P. Le sous-différentiel en 0 de la fonction b € R? — || Db||; est le zonotopelﬂ DT[-1,1]™.
D’autre part, le permutoedre signé, c’est-a-dire le sous-différentiel en 0 de Jy, est un zonotope si et seulement
si Ad; > -+ > A, > 0 est arithmétique (Godland et Kabluchko| 2023 Théoreme 4.13). Par conséquent, lorsque
A n'est pas arithmétique, on ne peut pas choisir une matrice D € R™*? telle que Jy(-) = ||D - ||z, donc
Pestimateur SLOPE n’est pas un LASSO généralisé. A Dinverse Pestimateur OSCAR, c’est-a-dire I'estimateur
SLOPE lorsque A; > --- > A\, > 0 est arithmétique, est un exemple d’estimateur LASSO généralisé. Une preuve

de ce commentaire est donnée au Lemme dans le cas particulier ou p = 3.

Lemme 3.2. Soit A € R3T\ {0}. II existe une matrice D € R™*3 telle que pour tout b € R®, J\(b) = || Dbl si
et seulement si Ay = (A + A3)/2.

Démonstration. (=) Supposons que, pour tout b € R3, J,(b) = || Db||; pour une certaine matrice D € R™*3.

On va établir que Ay = (A1 + \3)/2 en analysant les sous-différentiels de ||D - ||; et Jx(-) au point b = (1,1,1).
Comme O||D - ||1(b) = DT3| - |1(Db) et que signe(Db) est le centre de symétrie de 9| - ||1(Db) alors ¢ =
DTsigne(Db) est le centre de symétrie de J||D - ||1(b). Par ailleurs, d’apreés le Lemme 2 du chapitre [1] , on
a 0JA(b) = conv{(Ar(1), Ar(2), An(3)) | ™ € S3}. Le centre de symétrie de 8.Jx(b) est ¢ = (c1,c2,c3) donc,
pour toute permutation 7 € S3, le point (2¢; — Ar(1),2¢2 — Ar(2),2¢3 — Ar(3)) est un sommet du permutoedre
conv{(Ar(1); Ar(2); Ar(3)) | ™ € S3}. Ainsi,

1 1
6 Z (>‘7r(1)7 >‘7r(2)a )\71'(3)) = 6 Z (201 - )\71'(1)7 2¢o — >\7r(2)7 2¢3 — )‘71'(3))7
TES3 TES3

dolic; =cg =c3 =Aolt A= (A + Ay + A3)/3. Comme \ € 9Jy(b) alors 2¢ — A € 9J)(b) d’on

J;(Qc_)\>:max{2)\—)\3 AN = Ag — A 6)\—)\1—)\2—)\3}§1.

)Y VI = PEED S P S ¥
=1

Par conséquent

Boda Ao < Miha A+ A
45\1/\ A = A1+ = Ao = 2
EIATAZ T A2 A1T A3

INES Y Sl AQE 2

(<) Si Ay = 21523 alors

A1 —A b1+ by —b by +b ) b +b by —b
R e e e I

donc Jy(b) = ||Db||; ot D € R9*3 vérifie

. A=Az A1—=A3 A=Az A1—As
As 00 A - - - 0 0
T _ A1—A3 Az—A\1 A1—A3 A1—A3
DT=[0 A 0 M2 Mmoo 0 Mzh M-l
A1—A3 As—A\ A1—A3 Az—A\1
0 0 A 0 0 - - - -

O

Cette preuve, inspirée de la démonstration du Théoréme 4.13 de |Godland et Kabluchko| (2023), peut-étre

généralisée lorsque p > 3 moyennant 'introduction de notations un peu plus techniques.

3. Un zonotope est I'image d’un cube par une transformation affine.
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Conclusion et perspectives

Ce manuscrit illustre la notion de schéma du SLOPE et son intérét pour I'étude de cet estimateur. Le
chapitre I introduit cette notion et démontre que les schémas sont des représentants canoniques pour la relation
d’équivalence < avoir le méme sous-différentiel pour la norme ¢, ordonnée ». Par ailleurs, géométriquement, il y a
une bijection entre les schémas et les faces du permutoedre signé (la boule unité de la norme ¢; ordonnée duale).
Le chapitre [2| introduit la condition d’irreprésentabilité du SLOPE qui est nécessaire pour la récupération du
schéma des coeflicients de régression avec une probabilité supérieure & un demi. De plus, cette partie illustre que
cette condition peut étre relachée en appliquant I’opérateur proximal de la norme ¢; ordonnée a l’estimateur
SLOPE. Enfin, le chapitre [3] propose un algorithme pour le calcul du chemin des solutions de l'estimateur
SLOPE basé sur les conditions du schéma et du sous-différentiel. L’achévement de ce manuscrit ouvre quelques

perspectives pour des travaux futurs.

Chemin multidimensionnel des solutions du SLOPE

Le chapitre [3| de ce manuscrit évoque le chemin multidimensionnel des solutions du SLOPE lorsque le
parametre de pénalité \ varie dans RPTT. Cette ébauche de travail, inédite, n’est pas basée sur une pré-
publication. Dans le futur, il serait pertinent d’étudier ce chemin multidimensionnel afin de développer une
méthode numérique permettant de sélectionner le parametre de pénalité A € RPTT minimisant, par exemple, la

formule SURE ou la somme des carrés résiduels sur un échantillon de validation.

Généralisation de la notion de schéma et applications

La notion de schéma, cruciale pour ce manuscrit, est facilement généralisable en considérant la relation
d’équivalence < avoir le méme sous-différentiel > relativement & un terme de pénalité. D’apres I'article de|Graczyk
et al.|(2023)), lorsque le terme de pénalité est une famille finie de formes linéaires, les classes d’équivalence de cette
relation sont les intérieurs relatifs des cones normaux des faces du sous-différentiel en zéro du terme de pénalité.
Dans la continuité du chapitre [3] une notion plus générale de schéma pourrait étre tres utile pour développer
des algorithmes de calcul de chemin des solutions d’estimateurs pénalisés (par exemple, pour calculer le chemin
des solutions de l'estimateur PACS). Une perspective future serait de développer de tels algorithmes calqués
sur celui calculant le chemin des solutions de 'estimateur SLOPE. Une autre perspective serait d’étendre ces
travaux obtenus dans le cadre de la régression linéaire a d’autres modeles. Par exemple, certains collaborateurs
travaillent actuellement sur la condition d’irreprésentabilité du SLOPE dans le cadre du modele graphique. 11
pourrait également étre pertinent de considérer le chemin des solutions du SLOPE dans le cadre des modeles

de régression logistique, graphique etc.

Collaborations interdisciplinaires

Récemment, j’ai collaboré avec des médecins du Centre Hospitalier Universitaire d’Angers, exergant dans le

domaine de la médecine du travail. L’étude que nous avons menée portait sur une modélisation de la probabi-
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lité de développer une maladie musculo-squelettique en fonction variables liées & la trajectoire professionnelle
(Deltreil et al.,2022). D’un point de vue mathématique, la modélisation mettait en jeu un modele de régression
logistique. Bien que nous n’ayons pas utilisé I'estimateur SLOPE logistique (une autre méthode était envisagée
au moment ou j’ai rejoint le projet), cet estimateur aurait été pertinent dans le contexte de cette étude pour
réduire le nombre de variables explicatives et construire des groupes de variables ayant un impact similaire sur
cette probabilité. Dans le futur, je souhaite renforcer ces collaborations, ce qui me permettrait d’illustrer mes
travaux théoriques sur des jeux de données réelles ou encore de valoriser mes compétences en apprentissage

statistique par des travaux interdisciplinaires.
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Annexe A

Généralisation de certaines propriétés
de I'estimateur SLOPE

Les propriétés suivantes, liées a I'estimateur SLOPE, n’ont pas encore été démontrées :
— Une face quelconque du permutoedre signé s’exprime comme le sous-différentiel de la norme ¢; ordonnée
en un point (Lemme du chapitre [1)).
— La valeur ajustées ne dépend pas de la solution du probleme SLOPE (Proposition du chapitre [3)).
— La condition nécessaire et suffisante pour I'unicité uniforme de l'estimateur SLOPE (Proposition du
chapitre .
Les propriétés mentionnées ont peu d’intérét a étre prouvées en utilisant la norme ¢; ordonnée et gagnent en
clarté a étre prouvées dans un cadre plus général. Nous avons vu que la norme ¢; ordonnée est polyédrique, sa

boule unité est un polyedre, et nous rappelons son expression

P

Jx(b) = max {Zei)\,,(i)bi | m€ Sy ee{-1, 1}17} .
i=1

On peut noter que Jy est le maximum de formes linéaires ; c’est 1’expression utilisée pour le terme de pénalité

du Lemme ou du Théoreme par ailleurs, Jy est convexe; c’est la propriété retenue pour le terme de

pénalité a la Proposition

Notations : Soit uq,...,ur € RP on note

— aff{uy,...,ux} le plus petit espace affine contenant uq, ..., ux, c’est & dire

aff{ug, ..., up} ={a1ur + -+ apug | @1,...,a ERet ag + -+ + o = 1}.

— vect{uy,...,ur} le plus petit espace vectoriel contenant w1, ..., ug, c’est a dire
vect{uy,...,up}t = {oqus + - + agug | a1, ..., 0 € R}
— aﬁ{ul, ..., ug} Pespace vectoriel obtenu en translatant aff{u,,...,u} vers l'origine, c’est-a-dire

a?{ul,...,uk}:{z:a1u1+~-~+akuk|a1,...,ak6Reta1+--~—|—ak:0}.

— Soit h € R?, h' représente 'hyperplan vectoriel {z € R? | hTz = 0}.
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Faces d’un polytope et sous-différentiel

Le Lemme montre que les faces d’un polytope (polyedre borné) s’expriment comme le sous-différentiel

d’un maximum d’une famille finie de formes linéaires.

Lemme A.l. Soient uy,...,ur € RP, P le polytope P = conv{uy,...,ur} et pen la fonction convexe définie
comme le mazimum d’une famille finie de formes linéaires : pen(r) = max{u] z,...,u] z} pour x € RP. Le

sous-différentiel de pen en un point x € RP est une face du polytope P ayant l’expression suivante :
dpen(z) = {s € P|z"s=rpen(z)}, olt z' s < pen(z) est une inégalité valide pour tout s € P.

Inversement, une face non vide F de P est le sous-différentiel de pen en un point x € RP : F = Open(z).

Démonstration.

Le sous-différentiel est une face de P : On pose s = Zle a;u; un élément arbitraire de P ou aq >
0,...,05 > 0et Zle a; = 1. Comme v, z < pen(z) pour tout i € {1,...,k} on en déduit que 2 "s < pen(z)
est une inégalité valide pour tout s € P.

Le sous-différentiel de pen satisfait la formule suivante dpen(z) = conv{u; | i € Ipen(z)} ot Ipen(x) = {i €
{1,...,k} | u) x = pen(z)} (Hiriart-Urruty et Lemaréchal, 2004). Ainsi, pour i € Inen (), u; est un élément de
'ensemble {s € P | 27s = pen(z)}. Comme {s € P | 2"s = pen(z)} est un ensemble convexe, on en déduit
I'inclusion suivante :

dpen(x) = conv{u; | i € Ipen(z)} C {s € P |2 s = pen(x)}.

Inversement, soit s € P tel que s ¢ conv{u; | ¢ € Ioen(z)} alors s = Zle aju; ot g > 0,...,0p > 0,
Zle a; = 1 et a;; > 0 pour un certain iy ¢ Ipen(z). Comme u, z < pen(z) pour tout i € {1,...,k} et
u) x < pen(z), d’olt
k
s = Zaiujx < pen(x).
i=1

Par conséquent, dpen(z) = conv{u; | i € Ipen(z)} = {s € P | 2"s = pen(x)} donc dpen(z) est une face de P.

Une face de P s’exprime comme un sous-différentiel : soit /' = {s € P | a’'s = ¢} une face non
vide de P ot a € R, c € R et a's < c est une inégalité valide pour tout s € P. Montrons que F = dpen(a).

T

Soit s € Fonaa's=ceta's < pen(a)doncc < pen(a). Par ailleurs, pour tout s € dpen(a), onaa's = pen(a)

ainsi que a' s < ¢ car dpen(a) C P, d’ou pen(a) < c. Par conséquent pen(a) = ¢ donc F' = dpen(a). O

Valeur ajustée

La Proposition montre que la notion de valeur ajustée est bien définie méme dans le cas ou I’ensemble

des solutions n’est pas un singleton.

Proposition A.1. Soient X € R"*P y € R™, v > 0 et pen la fonction convexe sur RP. Si E et 3 sont des

solutions du probleme d’optimisation

. 1 9
i {51y~ X013 + apen(s) | (A1)

alors Xg =Xp et pen(ﬁ) = pen(f).

Cette proposition montre que la valeur ajustée X 3 ne dépend pas de la solution B du probleme (A.1)). Pour
la suite on notera S,pen(y) I'ensemble des solution du probleme (A.1f). Notons que Sypen(y) est fermé mais que
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sans faire d’hypotheéses supplémentaires autres que la convexité du le terme de pénalité pen cet ensemble peut
étre non borné, borné (donc compact), un singleton ou encore vide. Ce dernier cas, n’est pas rencontré pour
les termes de pénalité utilisés en pratique; par exemple lorsque le terme de pénalité est une norme (comme
pour Uestimateur SLOPE) la fonction objective du probleme est coercive donc Sypen(y) admet au moins
un élément. Méme pour le LASSO généralisé, dont le terme de pénalité n’est pas coercif, Sypen(y) n’est pas
vide (voir le Théoréme 3.1 de Dupuis et Vaiter| (2023)). La preuve de la Proposition donnée ci-dessous, est

similaire & la preuve du Lemme 1 de Uarticle [Tibshirani| (2013) qui traite de estimateur LASSO.

Démonstration. Supposons qu’il existe E € Sypen(y) et B € Sypen(y) tel que XB # X3 et posons f = (§+ B)/2.
Comme la fonction ¢t € R™ + ||y — t||2 est strictement convexe, on en déduit que

1 PP =
ly — X Bl < §||y—Xﬁ||§ +5ly — XB|3-

Ainsi, comme pen est convexe, on en déduit 'inégalité suivante :
1 2 1/1 ~io ~ 1 o _
3y = XBllz +ypen(B) < 5 { 5lly = XBll2 +ypen(B) + 5lly — X5z +ypen(f) | ,

par conséquent 'un des deux éléments B ou f n’appartient pas a Sqpen(y) ce qui fournit une contradiction.
Ainsi X3 = X8 d’ou pen(B) = pen(B). O

Condition nécessaire et suffisante d’unicité uniforme

La condition de matrice en position générale (Dossall 2012) est suffisante pour 'unité uniforme, pour tout
y € R™ et pour tout parametre de régularisation v > 0, de la solution du probleme LASSO (Tibshirani, |2013]).
Cette condition fut d’abord affaiblie en une condition nécessaire et suffisante d’unicité pour le LASSO (Ewald
et Schneider} [2020)) puis étendue aux estimateurs des moindres carrés pénalisés par une norme polyédrique
(Schneider et Tardivel, 2022)) ou une jauge polyédrique (Graczyk et al. 2023). Le Théoreme englobe ces
résultats et donne une condition nécessaire et suffisante pour que, pour tout y € R" et pour tout v > 0,

I'ensemble S,pen(y) ait au plus un élément ot pen est le maximum d’une famille finie de formes linéaires.

Théoréme A.1. Soient uq,...,ur € RP et pen la fonction convexe définie comme le maximum d’une famille
finie de formes linéaires : pen(z) = max{u] z,...,u] x} pour x € RP. Il existe y € R" et il existe v > 0
pour lesquels Sypen(y) a au moins deux éléments si et seulement si im(XT) coupe une face du polytope B* =

conv{uy,...,ur} dont la dimension est strictement inférieure a dim(ker(X)).

Démonstration. ( <= ) Supposons que im(X ") coupe une face F' du polytope B* = conv{uy,...,u;} telle que
dim(F) < dim(ker(X)). D’apres le Lemme F = dpen(B) pour un certain 3 € RP. Par hypothese il existe
z€R" tel que X"z € F. Posons y = Xg—i— vz alors B € Sypen(y) en effet
%XT(y — XB) = X"z € dpen(B).

Construisons maintenant 8 € Sypen(y) avec 3 # B.On a apen(ﬁ) =conv{u; |[ie€l}oul={ie{l,....k}|
u] B = pen(B)}. Montrons que dim(ker(X) N vect{u; | i € I}£) >1:

1) Si 0 € aff{u; | ¢ € I} alors aff{u; | i € I} = vect{u; | ¢ € I} et dim(F) = dim(vect{u; | i € I}) <
dim(ker(X)). Par conséquent dim(ker(X)) + dim(vect{u; | i € I}*) > p, ce qui prouve Paffirmation.

2) Si 0 ¢ aff{u; | i € I'} alors on pose v = X "z € im(X ") Nconv{u; | i € I'} satisfaisant X "z # 0. Comme
dim(vect{u; | ¢ € I}) = dim(aff{u; | i € I}) +1 = dim(F) + 1 < dim(ker(X)) on a dim(ker(X)) + dim(vect{u; |
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i€ I}t) > p. Siker(X)Nvect{u; | i € I}+ = {0}, alors RP = ker(X) @ vect{u; | i € I}*. Or ker(X) C vt et
vect{u; | i € [} C vt, ce qui contredit que R? = ker(X) @ vect{u; | i € [} et prouve I'affirmation.

Soit h € ker(X)Nvect{u; | i € I} avec h # 0 alors pour tout i € I onaw, (B+h) =u] 3 = pen(ﬁ). De plus,
pour tout i ¢ I, on a u;'—B\ < pen(ﬁ) donc, si la norme de h est suffisamment petite, alors u, (B\—i—h) < pen(g). Par
conséquent pen(§+ h) = max{u;(3+ hylie{l,...,k}} = pen(g). Cette égalité combinée avec X3 = X(EJr h)
montre que 3 =3+ h € Sypen (V).

( =) Supposons qu’il existe y € R™ tel que B,B € Sypen(y) avec E #£ 3 alors

%wa — xB) € apen(B) ot %va _ X7B) € apen(d).

D’apres la E’roposition X3 = X8, donc %XT(y - XB) = %XT(y — )SB) par conséquent im(X ") coupe la
face dpen(B) N dpen(p). Soit F* = conv{w; : ¢ € I*} une face de dpen(B) N dpen(s) de dimension minimale
parmi les faces de dpen(B)Ndpen(B) coupées par im(X T ). Par minimalité de dim(F*), im(X T) coupe l'intérieur
relatif de F*, c’est-a-dire, il existe z € R™ tel que v = X "z appartienne & F*, mais pas & une face propre de
F*. Montrons que si dim(F*) > dim(ker(X)), alors im(X ") coupe une face propre de F*, conduisant & une
contradiction. On pose h = E — B # 0. Clairement, h € ker(X). De plus, comme pen(B) = pen(B) d’apres la

Proposition et que u; € 8pen(§) N dpen(B) pour tout i € I*, on a
u] h=u) B—u B=pen(B) —pen(B) =0Vi e I*.

Par conséquent, h € ker(X) N vect{u; | i € I*}*+. Supposons que dim(F*) = dim(a?{ui | i e I*}) >
dim(ker(X)) alors dim(im(X ")) + dim(aff{w; | i € I*}) > rang(X) + dim(ker(X)) = p. Si im(XT) N aft {u; |
i€ I*} = {0}, alors RP = im(X ") @ aff{u; | i € I*}. Cependant, la derni¢re relation ne peut pas étre vraie car
im(X ") = ker(X)* C h' ainsi que aﬁ{ul | i€ I*} Cvect{u; | i € I*} C ht, ot h # 0. Par conséquent, il existe
v eim(X ") Naff{u; | i € I*} avec ¥ # 0. La droite affine D = {X "2+t |t € R} Cim(X ") coupe l'intérieur
relatif de F* en t = 0 et est incluse dans aff (F*) = aff{u; | i € [*}, car X Tz € F* et v € aft{u; | i € [*}. Par
conséquent, D coupe une face propre de F* donc im(X ") coupe une face propre de F*, ce qui contredit que
F* est une face de dpen(3) N dpen(B) coupées par im(X T) dont la dimension minimale.

O

Cette notion d’unicité uniforme est pertinente en statistique, ou y € R™ représente la réponse aléatoire d’un
modele de régression. En effet, certaines quantités tres classiques, comme 1’espérance E(B\), ol B est un élément
de Sypen(y), n'ont pas de sens si la probabilité, relativement & y, que I'ensemble S,pen(y) soit un singleton n’est
pas égale a un. La condition de matrice en position générale aussi bien que la condition donnée au Théoreme
[AT] n’ont pas vocation & étre testées numériquement car une telle vérification est combinatoire. En revanche,

Iensemble des matrices X € R™*P qui ne satisfont pas la condition de position générale, ou encore 1’ensemble
{X e R"*? | 3y € R" 3y > 0,S,pen(y) nest pas un singleton},

avec pen une norme polyédrique, est négligeable pour la mesure de Lebesgue sur R"*P (voir le Lemme de
Tibshirani| (2013) et la Proposition 3 de|Schneider et Tardivel| (2022)). Ainsi, par exemple, faire 'hypothese que
le probleme d’optimisation LASSO ou SLOPE a une solution unique, ou encore supposer 1'unicité du chemin des
solutions, relativement a v > 0, de ces estimateurs est raisonnable. D’autres approches différentes du Théoreme
enrichissent 1’étude sur l'unicité des solutions au probléme des moindres carrés pénalisé. Par exemple,
les articles de Mousavi et Shen! (2019)); [Fadili et al.| (2023) proposent des méthodes numériques pour vérifier

'unicité d’une solution du probléme S, pen(y). D’autres travaux s’intéressent a la description géométrique de
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cet ensemble de solutions (Barbara et all 2019; Boyer et al., |2019)) ; par exemple ensemble des solutions du

probleme LASSO généralisé est un polyedre. Ce dernier résultat est pertinent lorsque 1’ensemble des solutions
n’est pas un singleton. Enfin, pour conclure sur une note originale, le jeu de données réelles gisette fournit une

matrice X € R5000x6000 o yp vecteur y € R0 pour lesquels le probléme LASSO n’a pas une unique solution

(Dupuis et Vaiter} [2023). Cela illustre que le cas particulier oit Sypen(y) n’est pas un singleton ne peut pas étre

compléetement mis sous le tapis.
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