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Introduction

® Non-linéarités non-régulieres en mécanique des structures
> frottement sec (Coulomb) et contact unilatéral (Signorini)
> exemple industriel : aube de turbomachines
® Formulation
> formalisme explicite : complémentarité sous forme d’égalités et d'inégalités!’]
> formalisme implicite : égalités non-réguliéres avec projection!'1[?l
® Reésolution temporelle

> méthode a pas de temps ou a détection d’événements
> méthode de tir pour les solutions périodiques
> pénalisation, méthode des multiplicateurs de Lagrange

® Résolution fréquentielle : équilibrage harmonique
> alternance temps/fréquence (AFT)E®! et méthode hybride temps/fréquence (HFT)H!

> régularisation de la non-régularité et/ou élimination de la masse a l'interface de contact
> méthode DLFT : Dynamic Lagrangian Frequency/Timel®l
> AFT/HFT/DLFT : Fourier en déplacement, force de contact traitée en temps (semi-primales)

[1] Acary and Brogliato. methods for ly ical systems: Applicatic in ics and

[2] Xuewen, Soh, and Wanji. “A new non-smooth model for three dimensional frictional contact problems”.

[8] Cameron and Griffin. “An Alternating Frequency/Time Domain Method for Calculating the Steady-State Response of Nonlinear Dynamic Systems”.
[4] Poudou and Pierre. “Hybrid Frequency-Time Domain Methods for the Analysis of Complex Structural Systems with Dry Friction Damping”.

[5] Nacivet, Pierre, Thouverez, and Jézéquel. “A dynamic Lagrangian frequency—time method for the vibration of dry-friction-damped systems™.
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Exemple illustratif : solutions périodiques en dynamique réguliére

® Oscillateur a deux degrés de liberté avec raideur cubique

x1(2) x5(1)
o kd — k,d —
R E
R — fi(t) — f()

® Dynamique : inconnues (x; (1), x2(1), fu(?))

mx; +d(2x; — %) + kQ2x; —x)— f1 =0 [masse 1] 1)
me + d()C2 - Xl) + k(X2 - )Cl) - fz - fn| =0 [masse 2] (2)
WX, fu) = fr +€x3 =0 [raideur cubique] (3)

® (Re-)Formulation classique explicite
> inverser W (x2, fm) dans I'Equation (3) en fu(x2) = —ex;
> insérer dans I'Equation (2)
> résoudre les Equations (1) et (2) par équilibrage harmonique

® Fonction ¥, (x2, fu) non inversible?

> formalisme des Equations Différentielles Algébriques
> méthode de I'équilibrage harmonique
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Exemple illustratif : dynamique non-réguliére

® Systéme
x(0) X2(2)
N k,d — k,d —
st b | s
) — fi() T r(t)
® Dynamique : inconnues (x(t), x2(¢), (1))
mx; +dQ2x; — %) +kQx; —x)— f1 =0 masse 1]
miy +d(%y — %) +k(xy—x)—f—r=0 masse 2]
et [Loi de Coulomb/Trescal]
® Questions

> expression de ¥, (xy,7)?
> inversibilité de (X2, r)?

S

G

C)
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Loi de Coulomb/Tresca

® Formulation!®

X =0 = |r|<uN [collement ou transition glissement]
X #0 = r=-uNxi/|x;| [glissement]

® Ensemble admissible r

X2

—uN

® Probléme : application multivoque r en fonction de x, (ou vice-versa)
> pas d’application univoque r(x2) (ou x2(r))
> résolution : régularisation de la loi de frottement et/ou suppression de la masse en frottement
> niveau-0 de la fonction implicite W, (x>, r)7BI®] — ensemble (i, r) tel que ¥ (x2,7) = 0

[6] Acary, Brémond, and Huber. “On solving contact problems with Coulomb friction: formulations and numerical comparisons”.

[7] Alart and Curnier. “A mixed formulation for frictional contact problems prone to Newton like solution methods™.
[8] Le van and Nguyen. “A weighted residual relationship for the contact problem with Coulomb friction”.

[9] Ben Dhia and Zammali. “Level-Sets and Arlequin framework for dynamic contact problems”.
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Formalisme avec égalité : (X, r) = 0 (1/2)

® Expression possible!'”
Y. (2, r) = X2 + min(0, p(r + uN) — X2) + max(0, o(r — uN) — x2); p >0 (8)
® Fonction niveau-0 = ensemble de Coulomb
r=uN si X <0
Y, =0 © {i=0 si —uN<r<uN}, & Equation (7) (9)
r=—-uN si x>0
* Projecteurt"2113]
+uN  si r—pi; >uN
PrOjpuwy(r —pXa) = r—pxa si  —uN <r—pi, <uN (10)
—uN  si r—pi, <-—uN
® Fonction niveau-0 = ensemble de Coulomb

Wi k2, 7) = 1 = Projpn (r —pi2) =0, p>0 &  Equation (9) (11)

[10] Leung, Guoging, and Wanji. “Smoothing Newton method for solving two- and three-dimensional frictional contact problems”.

[11] Moreau. “Unilateral Contact and Dry Friction in Finite Freedom Dynamics”.

[12] Leine and Nijmeijer. Dynamics and Bif tions of N th Systems.

[13] Charroyer, Chiello, and Sinou. “Self-excited vibrations of a non-smooth contact dynamical system with planar friction based on the shooting method”.
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Formalisme avec égalité : W;(xp,r) = 0 (2/2)

)

-2

Figure 1: Fonction W;(x2, r) (bleu) et ensemble niveau-0 (orange). Ensemble de Coulomb = intersection

De gauche a droite
® Y(xa,r) = X + min(0, r + uN — x») + max(0, r — uN — x,) [exact, non-régulier, multivoque]
® Y(x,r) = r+ uN tanh(Bx,) [régulier, univoque]
® W(x2,7) = r+ uN(Bx; + min(l — Bx,,0) + max(—1 — Bx,,0)) [non régulier, univoque]
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Formulation de Galerkin (1/2)

® Dynamique

W (x1, %) = mi; + d(le - sz) + k(2x1 - XZ) - f1 coswt =0
W (x1, X0, 7) = miy +d(x, — Xl) + k(xz - xl) -r=0

Y.(k2,r) = X + min(0, 7 + uN — X%,) + max(0,r — uN — %;) =0
— Equation différentielle algébrique non-réguliére

® Solution périodique approchée

Np N
(0 & x®) = ) xadn, =12 )~ n0 =) gl (15)
k=1 k=1

¢i(t) : famille de fonctions de forme

fonctions de Fourier — HBM : ¢ (7) = (cos kwt, sin kwt) dans la suite
notation : (X1, X2, T) = (X1k, X2k, Tk k=1,...N,,

(x1,X2,T) : participations des fonctions de forme choisies — a calculer!

yvyyvyy

® Dérivées en temps terme a terme (pour x; et x,)

50~ k) = ) xadn, B0~ G = ) xd0, i=1,2 (16)

k k
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Formulation de Galerkin (2/2)

® Résidus pondérés — quadrature numérique si nécessaire (FFT, trapezes)

T
vk, f & (1) Py (x1,(1), x5, (2))dt = 0 [dyn. masse 1: linéaire en (x;,X,)] 17)
0
T
Yk, f G (1) Vo (x5 (1), X201 (8), rp(1))dt = 0 [dyn. masse 2: linéaire en (x;,X,, )] (18)
0
T
Vk, f O (1) W, (R (1), (1)) dt = 0 [frottement : non-régulier en (x,, r)] (19)
0
® Systemes d’équations réguliéres et non-réguliéres : g(x) = 0
(17) = gi1(X1, %) = Apix; + Apx, — £ = 0 [réguliére, exacte] (20)
(18) - gZ(Xl’XZs I') =Ayx; +Apx, —Ayr—f£, =0 [réguliére, eXaCte] (21)
(19) - g/(x2,1) =0 [non-réguliere, numérique]  (22)
with
T
g (Xa,T) = f & (1) Wi (o (1), i (1)) At (23)
0
® Solveurs

> Newton non régulier ou similaire
> fsolve/root de Matlab®Python® — Powell hybride : procédure a région de confiance dogleg
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lllustration de g (X2, 1) = foT (1) V(e (2), rn(2)) dit

® Approximation a un terme (¢ = cost) (par simplicité)
Xon(t) = acost, xp(t) = —asint, ry(t) = bcost (24)

® Equation non-réguliere de Coulomb/Tresca
T T
gla,b) = f @(2) W (X2 (1), (1)) dt = f cost 'V, (—asint,bcost)dt (25)
0 0

T
= fcost[—asint+min[0,bcost+,uN—a sin#]+max[0, b cos t—uN—asint]|dr = 0
0

® Approximation par somme de Riemann (par simplicité)
> discrétisation par N pas de temps sur [0, T'] de longueur h = T /N
> i=(G(-Dhi=0,....,N—-1
> intégrale approchée pour (a, b) donné
e
g(a,b)~ N Zcos t; | —asin f;+min[0, b cos t;+uN—a sin t;]+max[0, b cos t;—uN —a sin ;]| (26)
i=0
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llustration de gu(x2, ) = [ ¢i(t) Wi (Cian(1), ra(0))

o
@

o

W, (~0.5sint,0.7 cost)
g(ab)

o
o

t a 5 5 b

Figure 2: W (x21,(1), rp (1)), t € [0,2n] avec a = 0.5, Figure 3: g(a, b) sur (a,b) € [-5,5] X [-5,5] et
b=07etuN =1 uN =1
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Jacobien « faible » défini par morceaux

* Equations (20) et (21) résolues exactement par substitution — relation affine x, = Br + ¢
insérée dans 'Equation (22) — g,(x,(r),r) = 0

® Jacobien faible

(Vegj = ag'.k =3 f () F (oo (1), i (1) dt = f ZAOkwy ‘P(xz;,(t) () dt (24)

® Dérivée de fonctions composées (correct avec max et min)

8‘I‘, _ B‘I"r BXZh 8‘I‘, 8r;,

—_— =+ — — 25
or;  0xy, Or; Ory Or; (29)
avec (H = fonction de Heaviside)
¥, .
Froie = H(ry, + uN — Jop) — H(ry — uN — Xop) (26)
X2h
et
¥,
= 1= H(ry, + puN — xo3) + H(ry, — uN = Jop) (27)

a}’h
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Itérations Powell hybride avec 10 harmoniques impaires

-10

(e

[] Adobe Reader nécessaire pour I'animation
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Réponse en fréquence
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Analyse de convergence en fonction de Nj, (¢, = Fourier)

@2 (m)

@ (m/s)

r (N)

—10 L T L h 1 L 1 L 1 L 1
—10 0 10 —10 0 10 —-10 0 10 —-10 0 10 -10 0 10

@2 (m/s) @2(t) (m/s) 2(t) (m/s) #2(t) (m/s) @a(t) (m/s)
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Comparaison avec solution temporelle

displacement (m)

* Equilibrage harmonique avec N, = 80 [rouge]

e Euler implicite (2 = 107*) [noir pointill¢]

®* w=0308etN=9

t(s)

Figure 4: Solutions fréquentielle et temporelle (régime forcé) : [gauche] Déplacements x| et x;; [milieu]

velocity (m/s)

(t) (N)

o

t(s)

Vitesses x et xy; [droite] Force de frottement r

5 10 15

t(s)

20
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Régularisation par morceau (paramétre f3)

@2 (m)

i (m/s)

exact

2 (m/s)

@2(t) (m/s)

—10 0
da(t) (m/s)

1
10

—‘10 0
é2(t) (m/s)

é2(t) (m/s)

10 7‘10 0
£2(0) (m/9)

10

16/24



Cas m — 0 (amortisseur sans masse)

(m)

2

&2 (m/s)

ma = 0.5

ma = 0.25

mo = 0.125

t(s) t t t t(s)
: : : : : . : : : : : :
iy A | —
L N i il
T T T r T T Il e T Il T — Il T T
—20 0 20 —20 0 20 —20 0 20 —20 0 20 —20 0 20
1 (m) z1(t) z1(t) z1(t) z1(t)
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Extension au frottement 2D

® Interface de frottement surfacique: trajectoire en
courbe fermée

® Méthodes de résolution existantes

> Difficulté a déterminer la direction de frottement :
angle de glissement

> A chaque itération du solveur non-linéaire dans le
domaine fréquentiel, passage dans le domaine
temporel afin d’estimer la trajectoire 2D compatible
avec les forces de frottement par intégration
temporelle

> Hypothése simplificatrice de trajectoires circulaires
ou elliptiques Figure 5: Oscillateur dans le plan

> Découplage des directions de glissement/frottement

o AFT/HFTIS) : hypothése systématique de frotteur sans masse (sorte de régularisation)

e DLFTU'® : méthode la plus générale

[14] Cameron and Griffin. “An Alternating Frequency/Time Domain Method for Calculating the Steady-State Response of Nonlinear Dynamic Systems”.
[15] Poudou and Pierre. “Hybrid Frequency-Time Domain Methods for the Analysis of Complex Structural Systems with Dry Friction Damping”.
[16] Nacivet, Pierre, Thouverez, and Jézéquel. “A dynamic Lagrangian frequency-time method for the vibration of dry-friction-damped systems”.
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Formulation par égalité 2D

® Dynamique

mx; + c1X; +k1X1 =n +f|(l)
mxy + 2%y + koxy = 12 + fo(1)

® Formulation de Coulomb en 2D
IX]| =0 = || <uN [collement]
IX]| #0 = r=—-uNx/|x|| [glissement]
* Egalité équivalente [r = (1, 72) et x = (x;, x)]""}

W,.(x,r) = rmax(uN, |[r — pX||) — uN(r — pX) = 0
> équivalente a I'expression avec projecteur

. . . X [Ix]| < uN
_ _ =0, =
= Prodpg (= %) = 0. Proipgm () {#NX/IIXII Il > pN

> deux équations (non régulieres) avec symétrie dans les directions 1 et 2
> Régularisation univoque classique (et raide !)

r|[X||+uN tanh(a|X|)x = 0

[17] Hiieber, Stadler, and Wohlmuth. “A primal-dual active set algorithm for three-dimensional contact problems with coulomb friction”.

(29)

(30)

(31)

(32)
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Surface et niveau-0 et régularisation 2D (version 1D)

-2

Figure 6: Fonction W;(x2, r) (bleu) et ensemble niveau-0 (orange). Ensemble de Coulomb = intersection

De gauche a droite
® Non-régulier par projection [implicite, multivoque, non raide]
® Non-régulier régularisé : |x| ~ Vil +e e petit [implicite, multivoque, non raide]
® Tangente hyperbolique : r|[X||+uN tanh(a||X]))% = 0 [explicite, univoque, raide]
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Configuration isotrope : m = k = 1, uN = 8, Ny = 500

® Quatre inconnues (ry, 12, X1, X2) pour quatre équations type DAE — HBM
m)'él + C].X'] +k1.X1 =Tr +f|(t)

miy + crxo + koxy =y + fz(l‘)

. ) (33)
rymax(uN, [r — pX||) = uN(r; = piy) = 0
ry max(uN, [r — pX||) = uN(r, = piz) = 0
8
5
E 6
£ =
375 )
[ 10 20 30 40 50 60 ] 10 20 30 40 50 60 00 10 20 30 40 50 60
time time time
4 8
5 5 (
2 6
5, 2 5 2
-4
5 o0 5 4 2 0 2 4 5 0 5 L 1 2 3 4 5
U‘(ﬂ V|(l) 1‘[l)

v(t)

Figure 7: Trajectoire avec 4 phases de collement/glissement : fi(f) = 10 cos wt, f>(f) = 10cos3wt, w = 0.1
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Configuration isotrope : m = k = 1, uN = 8, Ny = 500

® Quatre inconnues (ry, 12, X1, X2) pour quatre équations type DAE — HBM
mi; +c1x) + kixp =rp + fi(?)
mxy + C2Xy + koxy =12 + fo(2)
ry max(uN, lIr — px|) — uN(ry — p%,) =0 %9
ry max(un, [[r — pX||) — uN(r2 — px2) = 0

3

@

Displacement
°
velocity

&

o
0 2 4 6 8 10 o 2 4 6 8 10
time time
10 8
5 5
5 6
& om o 20 =y
5
5 5 K J 2
10
10 0 1 hd 0 5 5 ° 5 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
U, [0 X0

vi(t);

Figure 7: Trajectoire avec glissement pur : f(f) = 10 cos wt, fo(t) = 10sin3wt, w = 0.6
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Contact unilatéral

x1(2) X2(2)
o kd P kd ——
Yo e m e
. — A — A0
® Dynamique : inconnues (x(1), x2(2), A(t))
mi; +d(2x — %) + kQ2x; —x)— f1 =0 [masse 1] (34)
miy +d(X; — %)) +k(x—x1))— /o —2=0 [masse 2] (35)
A+ max(p(x, —d) —A,0) =0, + loiimpact pour e # 1?  [contact] (36)

Figure 8: ¥;(x2, ) (bleu) et ensemble niveau-0 (orange). Ensemble de Signorini = intersection
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Contact unilatéral

x1(2) X2(2)
o kd = k,d I
Yo e m e
: — A — A1)
® Dynamique : inconnues (x(1), x2(2), A(t))
mi; +dQ2x —x) +k(2x; —x)— f1 =0 [masse 1] (34)
miy +d(X; — %)) +k(x—x1))— /o —2=0 [masse 2] (35)
min(p(x, —d), ) =0, + loi impact pour e # 1?  [contact] (36)

Figure 8: ¥;(x2, ) (bleu) et ensemble niveau-0 (orange). Ensemble de Signorini = intersection
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Contact unilatéral

x1(2) X2(2)

AN k,d k,d AN

Y P m e

. — fi() — )

® Dynamique : inconnues (x(1), x2(2), A(t))

mi; +dQ2x —x) +k(2x; —x)— f1 =0 [masse 1] (34)
mi, +d(x, — X)) +k(x, —x))—fp—12=0 [masse 2] (35)
—(x2 = A + |x2lx, + |21 =0,  + loiimpact pour e # 1?  [Fisher Burmeister] (36)

Figure 8: ¥;(x2, ) (bleu) et ensemble niveau-0 (orange). Ensemble de Signorini = intersection
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Effet Stribeck

x1(1) x2(2)
. kd = kd —
Vo s m - o
h — fi(f) T ()
® Dynamique : inconnues (x; (1), x,(1), 7(2))
miy +d2% — %) + kQ2x) —x) - fi =0 [masse 1]  (37)
miy +d( — %) +k(p —x) - fo-r=0 [masse 2] (38)
S+min(r + (1 + 1 exp(—212))— %5, 0)+max(r—(1+ 1 exp(24,))—%,,0)  [Stribeck]  (39)

Figure 9: ¥ (X2, r) (bleu) et ensemble niveau-0 (orange). Ensemble de Coulomb-Stribeck = intersectior
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Commentaires

® Méthode de résolution
> formulation mixte (primale-duale) : pas d’intégration en temps des forces de contact
> facilité de programmation, robustesse numérique
> pas de régularisation/pénalisation, pas d'élimination de masse au contact!'8l
> paramétre p = 1 mais a adapter aux amplitudes de r, uN et x,
® Travail a venir
> étude avec d’'autres fonctions de forme {¢x(¢)} : ondelettes ?
> extension a des modéles de frottement plus avancés (Stribeck)

> points de contact localisés multiples
> application a des systémes industriels (roues aubagées)
® Problémes ouverts
> nombre d’harmoniques différent pour déplacement, vitesse et force
> couplage Signorini/Coulomb avec séparation — probléme de la loi d'impact
> adaptation au calcul de modes non linéaires de systéeme avec frottement
> force de frottement/contact distribuée : méthode de MORTAR ?
> stabilité des solutions : valeurs propres du jacobien faible + Koopman!'® ?

® Article et code
> Legrand & Pierre, "A compact, equality-based weighted residual formulation for periodic
solutions of systems undergoing frictional occurrences", Journal of Structural Dynamics, 2024;
[hal-04189699]
> EqualfiseR]; [hal-04525598]

[18] Baek and Epureanu. “Contact model identification for friction ring dampers in blisks with reduced order modeling”.
[19] Bayer and Leine. “Sorting-free Hill-based stability analysis of periodic solutions through Koopman analysis”.
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https://hal.science/hal-04189699
https://hal.science/hal-04525598
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