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JACOBIENS, JACOBIENNES ET STABILITE NUMERIQUE
par

Jean-Marc Couveignes

Résumé. — On étudie la complexité et la stabilité des calculs dans la jacobienne
des courbes de grand genre sur le corps des complexes avec une attention parti-
culiere aux courbes modulaires.

Abstract (Jacobians and numerical stability). — This paper is concerned
with the complexity and stability of arithmetic operations in the jacobian variety
of curves over the field of complex numbers, as the genus grows to infinity. We
focus on modular curves.
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1. Introduction

Il est traditionnel de calculer dans le groupe des points de la jacobienne d’une
courbe algébrique projective lisse et géométriquement irréductible X de genre g en
représentant tout élément de ce groupe par un diviseur effectif de degré g, une fois
choisi un tel diviseur O comme origine. La somme de deux diviseurs P —O et Q —O
est réduite par le calcul de I’espace linéaire associé au diviseur P + @ — O suivi de
la localisation des zéros d’une fonction non nulle de cet espace.

Comme 'application de Jacobi,

SIX — Jx
de la puissance symétrique g-ieme S9X de X dans sa jacobienne Jx, n’est pas un
isomorphisme, la représentation n’est pas unique.
Sile corps de base est un corps fini F, les opérations arithmétiques y sont exactes

et rapides.

Classification mathématique par sujets (2000). — 11F11, 11F25, 11F30, 11Y16, 11Y35,
65E05, 65Y20, 68Q15.

Mots clefs. — jacobienne, approximation, stabilité, formes modulaires, complexité algorith-

mique, machine de Turing, temps polynomial déterministe.
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On consideére ici le cas ou le corps de base est le corps C des complexes. On se
donne un modele analytique naturel et une mesure sur X (C). On s’intéresse a la
complexité des algorithmes utilisés pour ajouter et réduire des diviseurs. Le cadre
est celui des machines de Turing classiques. En effet, on peut avoir en vue des
applications arithmétiques comme le calcul de nombres de points, ou de coefficients
de formes modulaires et les calculs en nombres complexes ne sont alors qu’une étape
dans la recherche d’une quantité discrete. Le projet de Bas Edixhoven pour répondre
a une question de René Schoof [6, 7, 3| se préte a cette approche.

Bien sir, les machines de Turing ordinaires ne manipulent pas les nombres réels ni
complexes mais plutot des nombres rationnels, décimaux ou binaires. Cependant, on
peut voir un nombre réel & comme un oracle qui, pour tout entier positif k, retourne
une valeur binaire ou décimale approchée de « & exp(—k) pres. Si une machine de
Turing doit résoudre un probleme dont les entrées sont des nombres réels, elle regoit
un oracle pour chacun de ces réels. Si la machine de Turing calcule un nombre réel,
on lui donne en entrée la précision absolue k requise et elle retourne une valeur
approchée & exp(—k) prés du résultat. On dit que la machine est polynomiale si elle
répond en temps polynomial en la taille des données et k. On note que la recherche
des racines complexes d'un polynoéme unitaire a coefficients complexes se fait en
temps déterministe polynomial grace a la méthode de quadrichotomie de Weyl par
exemple. On veut dire par 1a qu'une valeur approchée & exp(—k) pres de chaque
racine peut étre calculée en temps polynomial en le degré du polynome, la taille des
coefficients (logarithme du maximum des modules des coefficients) et la précision
absolue k requise.

On veut savoir si la complexité asymptotique des opérations arithmétiques dans
la jacobienne est polynomiale en le genre de la courbe. La premiere difficulté est
de donner un sens précis a cette assertion. Plutot que de rester dans le vague,
on formule et on étudie ces questions dans le cas important et représentatif des
courbes modulaires Xo(p) lorsque p est un entier premier qui tend vers linfini.
L’algorithmique de ces courbes est riche et largement explorée. On trouve dans
[4, 5, 8] des algorithmes pour I’étude homologique des courbes modulaires et des
méthodes analytiques expérimentales motivées par la vérification de conjectures
arithmétiques et la recherche de points rationnels.

La section 2 décrit le modele analytique standard de ces courbes ainsi que ses
propriétés algorithmiques. On y rappelle d’abord les résultats de Manin, Shokurov,
Cremona et Merel concernant le calcul des périodes, et on en donne une expres-
sion quantifiée du point de vue de la complexité algorithmique et de la stabilité
numérique. Cette derniére est assurée en dernier ressort par des minorations du
volume des périodes et du déterminant jacobien de l'application d’intégration de
Jacobi. Ces minorations reposent elles mémes sur des considérations d’intégralité
des coefficients des formes modulaires primitives, propres et normalisées.

On présente dans la section 3 des algorithmes pour les opérations élémentaires
dans la jacobienne Jy(p) et pour la résolution effective du probleme inverse de Ja-
cobi. La complexité et la stabilité de ces algorithmes sont étudiées avec les outils
de la section 2 puis estimées dans les théorémes 1 et 2. On obtient des algorithmes
déterministes polynomiaux en p. Le caractére déterministe de ces algorithmes s’ex-
plique en dernier lieu par la connexité du tore analytique complexe Jy(p)(C).

Tous les lemmes et définitions concernant la localisation et la stabilité des zéros
de fonctions analytiques sont présentés dans I'appendice A qui est indépendant mais
doit étre au moins parcouru avant de lire les sections 2 et 3.
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Les méthodes, les énoncés et les démonstrations que nous donnons pour les
courbes Xq(p) s’étendent sans peine au cas de X;(p). Pour les courbes modulaires
de niveau composé, il faut une majoration des coefficients des développements de
Fourier en toutes les pointes ainsi qu’un algorithme pour les calculer.

On trouvera un index a la fin de cet article.

Convention importante : le symbole O désigne partout une constante absolue
positive et effective, chaque fois différente. La présence de ce symbole dans une
formule ou un énoncé signifie que cette formule ou cet énoncé sont vrais si, pour
chaque occurence, ce symbole est remplacée par une constante positive effective
bien choisie.

2. Courbes modulaires X;(p)

Cette section rappelle, précise et complete quelques résultats métriques et al-
gorithmiques concernant les courbes modulaires Xo(p). On supposera que p est
premier et que le genre g de Xo(p) est au moins 2.

Le paragraphe 2.1 introduit quelques notations et un recouvrement non injectif
de Xo(p) par deux disques analytiques centrés en chacune des deux pointes.

Les propriétés élémentaires des formes primitives, propres et normalisées sont
rappelées dans le paragraphe 2.2 et celles de 'homologie dans le paragraphe 2.3.
Le calcul des périodes est abordé dans le paragraphe 2.4. Ces trois paragraphes
résument le travail de Manin, Shokurov, Cremona et Merel sur cette question.

Le paragraphe 2.5 établit une minoration du volume du réseau des périodes. Une
formule d’intégration sur les surfaces de Riemann relie ce volume au produit des
normes de Petersson des formes primitives, propres et normalisées, ces dernieres
étant faciles & minorer parce que le développement de Fourier commence par (1 +
O(q))dq ot ¢ = exp(2inT) est le parametre de Tate associé & un 7 du demi-plan de
Poincaré.

Le paragraphe 2.6 établit des majorations simples mais nécessaires des intégrales
de Jacobi et définit ’instabilité d’un diviseur effectif de degré g. Le paragraphe 2.7
construit un diviseur d’instabilité assez petite. Cela revient a trouver g points dans
le modele canonique de X (p) qui ne soient proches d’aucun hyperplan. Autrement
dit, le jacobien en ces g points n’est pas trop petit. On prend le parti (maladroit
en pratique mais simple en théorie) de chercher les g points dans le voisinage de la
pointe a I'infini. Le terme principal du développement du jacobien y est le wronskien.
On le minore grace a 'intégralité des coefficients de son développement de Fourier.

Le paragraphe 2.9 étudie la stabilité de I'application inverse de Jacobi. Cela se
réduit & majorer la différence entre cette application et sa linéarisée.

La connaissance d’un g-uplet de points de faible instabilité, donné au paragraphe
2.7, permet de construire au paragraphe 2.10 des sous-ensembles finis de taille mo-
deste et bien distribués dans le tore complexe. Comme les éléments de ces ensembles
sont images par l'application de Jacobi de diviseurs connus, il sont des auxiliaires
précieux pour la résolution approchée du probleme inverse de Jacobi. Ils permettent
de discrétiser ce probleme.

2.1. Un modéele analytique. — Soit p un nombre premier et X = Xy(p) la
courbe modulaire de niveau p associée au sous groupe de congruence I' = Ty(p) de
SLa(Z). On note H le demi-plan de Poincaré et H* = HUQ U {oo}. La surface de

Riemann compacte quotient T\H* est X(C). Son genre est g = W avec
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vo =1+ (%) ety =1+ (?) Il y a v points elliptiques d’ordre 2 et on note
Ps le diviseur somme de ces points. De méme il a v3 points elliptiques d’ordre 3 et

on note Pj3 le diviseur somme de ces points. Voir [15, Propositions 1.40 et 1.43]. Le

B ;213 et pl—gl. Le quotient T\H est un ouvert de Zariski

de X noté Y = Yy (p). On note que la largeur de la pointe co est 1 et la largeur de la
pointe 0 est p. Pour 7 € H on pose ¢ = ¢(T) = qoo(T) = exp(2inT) et w(r) = —1%
et ¢ = ¢ (1) = qo(1) = q(w(r)) = exp(%). On note P = P, = P(7) = P(q) le
point de Y associé & T et P’ = Py = P'(1) = P'(q) = P(w(71)) = W(P) = P(¢’) ol

W est l'involution d’Atkin-Lehner. On a le diagramme

genre de X est compris entre

Y

v w
POOT / TPOO
D —{0} D —{0}
]
q q
H = H
Etant donnés deux réels Roo et Ry plus petits que 1 on peut se demander si
Punion de l'image par P, du disque ouvert D(0, Ry,) et de l'image par Py de
D(0, Ry) recouvre X (C).
0 -1 11
On pose S = 1 0 et T = 0 1 de sorte que ST = —1/7 et T'T =
7 + 1. Soit R le domaine fondamental usuel de SLo(Z), délimité par le cercle de
centre 0 et de rayon 1 et par les droites d’abscisses —1/2 et 1/2. Alors un domaine

fondamental pour T est constitué de I'union de R et des ST*R pour k entier de 0 &
p—1. Ces derniers sont contenus dans I'image par S de ’ensemble des 7 = a+1ib avec

b> § Donc leur image par w est constituée de complexes dont la partie imaginaire
est au moins *2/—5. Si on choisit Ry > exp(f”T‘{g) alors I'image de D(0, Ry) par Py
recouvre les STFR pour k de 0 & p — 1.

Comme R est contenu dans le demi plan des parties imaginaire au moins égales
4 v/3/2 on prend Ry, > exp(—m/3) et 'image de D(0, Ry,) par Py, recouvre R.

On pose donc Ry, = 0.005 et Ry =1 — %

On a donc recouvert X (C) par I'image de deux disques analytiques complexes
Do, = D(0,R) et Dy = D(0, Ry).

2.2. Différentielles. — On peut maintenant calculer des espaces de formes
différentielles sur X. On fixe donc un entier d > 1. A toute forme modulaire
parabolique f de poids 2d sur T' on associe la différentielle w = (2i7)?f(dr)? de
degré d. D’apres [15, Proposition 2.16] on a

Div(w) = Div(f) — d(0) — d(c0) — g% - %Pg.

On pose donc Ag = (d — 1)(0) + (d — 1)(c0) + [£]|P + L%JPP, et on cherche
une base Dy de I'espace H(A,) des formes différentielles de degré d et de diviseur
> —Ag.
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On prend pour D, l'ensemble des w = (2im)?f(q)(dr)¢ = %(dq)d ou f(q)
est une forme modulaire parabolique primitive (), propre () et normalisée (®) sur
I = Ty(p) et de poids 2d. Si f est une telle forme elle admet un développement
=21 arqt avec a; = 1 et pour tout entier £ > 1 on montre que le coefficient
ay, est un entier algébrique majoré en module par k4+2. Il suffit de le montrer
pour k = ¢™ une puissance d’'un premier ¢. D’apres le théoreme de Deligne on a
|ag| < 2092 et d’aprés [1, Theorem 3]

-1
\a@n+2| < \aga@n+1| +€2d |agn‘
n(2d—1) N . L,
donc |agn\ < up b 2 ou u, est la suite récurrente up = 1, uy = 2 et up42

ntl o1 n41

2Up11 + Un. Donc u, = (1v2) 2\/(51 v2) et |u,| < 4" < £2" donc |agm| <
n(2d—1)

oLy

Le développement de w en ¢, est donc le développement standard, donné
par les valeurs propres des opérateurs de Hecke. On peut calculer les coefficients
ar comme valeurs propres des opérateurs de Hecke agissant sur les symboles
de Manin-Shokurov suivant [4, 14, 10]. Les plongements complexes des valeurs
propres peuvent alors étre approchés en temps polynomial en p et la précision
absolue requise, par un algorithme de recherche de racines de polynémes comme
celui de Weyl.

Le développement de w en ¢o est le tiré en arriere de w par 'application Py :
D—{0} = Y. Comme P, est la composée de P, et de W, le développement de w en
qo est le développement de W (w) en ¢o. Mais w est vecteur propre de W de valeur
propre £1. On a donc la méme majoration pour les coefficients du développement
de w en qp.

Lemme 1 (Manin, Shokurov, Cremona, Merel). — Il existe un algorithme
qui pour tous p premier, d > 1 et v > 1 calcule les plongements complexes des r
premiers coefficients de toutes les formes modulaire primitives, propres et norma-
lisées de niveau p et poids 2d en temps polynomial en p, d, v et la précision absolue
requise.

2.3. L’homologie de la courbe. — La théorie de Manin [12, 14, 4] établit
que 'homologie relative Hq(X, ptes,Z) est engendrée par les symboles modulaires.

Un symbole est noté indifférement (¢ : d) = ( Z Z > = {%,2}. L’ensemble des

-1 1 1
symboles est P = P'(Z/pZ). On rappelle que S = ( (1) 0 ) et T = ( 01 )

Pour tout v € SLy(Z) on note (7y) le symbole {7(0),~y(c0)}.

On note B le sous-Z-module de ZF engendré par les (c : d) + (c : d)S = (c :
d)+(=d:c)et (c:d)+(c:d)TS+(c:d)(TS)? = (c:d)+(c+d:—c)+(d: —c—d)
ou (c¢: d) parcourt P.

On note Z le sous Z-module libre et saturé de ZF engendré par les (c : 1) pour
¢ # 0 et par (00) = (0: 1)+ (1 :0). C’est le module des symboles & bord nul. La
base formée des (c: 1) pour ¢ # 0 et de (00) permet d’identifier Z au réseau ZP de
R? muni de la forme bilinéaire canonique (de matrice identité dans cette base).

1. Cela signifie qu’elle ne provient pas d’une forme de niveau plus petit. Se dit en Anglais
newform. Cette condition est vide ici puisque le niveau p est premier.

2. Autrement dit, f est vecteur propre des opérateurs de Hecke.

3. Son développement de Fourier commence par q.
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On note que B € Z C RP. Comme le quotient Z/B = H;(X,Z) est sans-
torsion, le sous module B est saturé dans Z. On identifie H;(X,Z) a la projection
orthogonale de Z sur le R-espace vectoriel de R? orthogonal au sous-espace vectoriel
RB engendré par B.

Comme B est engendré par des vecteurs de norme < v/3 et qu’il a pour dimension
p — 2g, son volume V est un entier positif majoré par 352 Mais d’apres [13,
Proposition 1.2.9, Proposition 1.3.5] Hy(X,Z) est inclus dans zZ” et son volume
est égal & 1/V.

D’apres l'inégalité d’Hermite [13, Théoréme 11.2.1], le réseau V2H,(X,Z) C ZP

4) majorée par (%) s
L’algorithme LLL [2, Theorem 2.6.2] produit en temps polynomial en p une base

. . (9=1) , p=
de V2H, (X, Z) formée de vecteurs entiers de norme < 2“7 3" Y < 37" Donc ces

vecteurs sont des combinaisons de symboles avec des coefficients majorés par cette
méme borne. On peut faire beaucoup mieux en y regardant de plus pres. Au total,

on obtient une base B de Hy(X,Z) C Z? dont les vecteurs sont des combinaisons

. , p—2g
admet une base constituée de vecteurs de norme ( 2

de symboles a coefficients dans %Z dont les numérateurs sont des entiers bornés

2
en valeur absolue par 37 .

2.4. Les périodes. — On observe que le diviseur A; est nul. Donc les formes
primitives, propres et normalisées de poids 2 donnent une base D; de ’espace des
formes différentielles holomorphes.

Le réseau L des périodes est construit en intégrant chaque forme de D; le long
des symboles comme font Tingley dans sa theése et Cremona dans son livre [4,

b
Proposition 2.10.1]. Si g € Ty(p) avec g = < “ d > et ¢ > 0 on pose yg = ﬁ et
x1 = —dyp et x2 = ayy. Alors pour toute forme f = 21@1 arq®. de poids 2 on a
9(0) d a
(1) / f(q)?q = Z f exp(—2mnyo) (exp(2mines) — exp(2minay)).
0

n>1

Cette quantité est évaluée en temps polynomial en p, c et la précision absolue
requise et elle est majorée en module par un polynéme en p et c.
. 10 s
Si(c:1) = ( 1 ) = {0, 1} est un symbole différent de (0: 1) et (1:0), on
c
peut supposer que 1 < ¢ < p. Afin d’utiliser la formule d’intégration (1), on choisit
. . u 1
deux entiers u et v tels que uc—vp = 1 et on note que la matrice g = ( ) €
puv c
To(p) vérifie g(0) = 1/c. On peut choisir 0 < u,v < p. Donc f(c:l) f(q)% est évaluée
en temps polynomial en p et la précision absolue requise, et elle est majorée par un
polynome en p.

Comme les éléments de la base B de H1(X,Z) construite ci-dessus sont des com-
binaisons linéaires des symboles (c : 1) et (co) € B avec des coefficients dans 57
a numérateurs majorés par 3r” en valeur absolue, on peut calculer les périodes fv w
pour v € B et w € Dy en temps polynomial en p et la précision absolue requise et
ces périodes sont majorées en module par exp(p®).

4. Noter que dans le livre de Martinet, la norme d’un vecteur est définie comme la valeur de la
forme quadratique en ce vecteur. Ici, la norme est la racine carrée de la forme quadratique.
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2.5. Le tore complexe. — L’espace H = H'@®H! des formes harmoniques admet
une forme bilinéaire définie par intégration. Si w, = uidg+vidq et wy = uadq+v2dq
on pose < wi,wp >= [y w1 Awy.

L’intégration définit aussi un accouplement [ : H x H;(X,C) — C qui & (w,~)
associe la période f7 w. Il en résulte un isomorphisme entre H et le dual de H; (X, C).
Mais l’accouplement d’intersection induit un isomorphisme entre H; (X, C) et son
dual. On en déduit un isomorphisme ¢ entre H et H;(X,C) qui & tout w associe
Punique v = ¢(w) tel que fg w = v-g pour tout g € Hy(X,C). D’apres [9, Proposition
I11.2.3.], cet isomorphisme est une isométrie :

<Wi,wy >= / w1 Awy = t(wr) - t{we).
X

On définit Popérateur * : H — H par *(udq + vdq) = (—iudq + ivdg). On définit
un produit hermitien sur H par

(wl,w2) = / w1 A *(I)Q = ’L/ (ull_l,g =+ 1_)11}2)dq /\diq
X X

C’est le produit de Petersson. Les opérateurs de Hecke sont autoadjoints pour ce
produit hermitien. Donc deux formes distinctes dans D; sont orthogonales. 11 reste
a évaluer (w,w) pour chaque élément w de la base D;.

On note B la base de H;(X,Z) duale & gauche de B pour la forme d’intersection,
c’est-a-dire que pour tout v € B il existe un unique 5 € B tel que 7 - = 1 et si
y#~v ona¥y-y =0. Ainsi 1(w) = zweB:nyw'

Donc

(Wyw) =< w, @ >= 1(w) - L(*@) = t(w) - L(iw) =i Z - &’/
V7' €B v

w w.
,Y/

Notons P la matrice 2g x g des périodes holomorphes

(/)
v YEB,weD;.

Soit M = (P|P) la matrice 2g x 2g des périodes harmoniques. Soit M* = (iP| —
iP). Soit @ = (v-7'),, . ep la matrice de la forme d’intersection dans la base B.
Soit Q =tQ-1 = (7- ﬁ’),m,eB la matrice de la forme d’intersection dans la base B.

La matrice du produit scalaire de Petersson dans la base Dy UD; de H n’est autre
que *M QM *. Comme le déterminant de Q est 1 et comme le volume du réseau £
des périodes est le module du déterminant de M divisé par 29, il vient que ce volume

1

est le produit des 5(w,w) pour w dans la base D;.

On peut minorer chacun des (w,w) en notant que

w= %dq =1+ Zaqufl)dq

E>2
avec |ax| < k3 de sorte que [ wA*@ = [ |1+ 3,5, arg® *|%idg A dg. On observe
que le disque formé des ¢ de module inférieur a exp(—27) est contenu dans un
domaine fondamental de X donc (w,w) > 27r? minjg <, [1 4+ 3,5 arg® ! |* pour
tout r < exp(—2m7).
Or pour |¢| < r on a ‘Zk21 ar+1q%| < TZkZO(k +2)3rk < (137;)4 < 0.016 si
r = exp(—2m). Ainsi (w,w) > 2mexp(—4m)(1 — 0.016)2 > 2- 1075 de sorte que le

volume du réseau £ des périodes est au moins 10759,
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Comme les périodes fv w sont majorées par exp(p®) on en déduit que le volume
de tout sous-réseau du réseau des périodes est minoré par exp(—p®). De sorte que si
I’on connait les périodes avec une précision absolue polynomiale en p, on les connait
aussi avec une bonne précision relative. En particulier, si on connait un point de
CP1 par ses coordonnées complexes alors on connait le point du tore CPt /£ puisque
L n’est pas trop petit ni trop aplati.

Lemme 2 (Volume et complexité du réseau des périodes)

Si Xo(p) est de genre g > 1 on note Dy la base de H'(Xo(p)) constituée des
formes primitives, propres et normalisées et on identifie le dual de H'(Xo(p)) a
CP1. On appelle réseau des périodes le réseau de CPt formé des périodes de Xo(p).
Ce réseau est de volume > 10759, Tous les sous-réseauzr non nuls du réseau des
périodes ont un volume > exp(—p°) ot ¢ est une constante positive effective. Le
réseau des périodes admet une base constituée de vecteurs de norme < exp(p?) ot
co est une constante positive effective. Une telle base peut étre calculée en temps
polynomial en p et la précision absolue requise.

2.6. L’application d’intégration de Jacobi. — On note pg : D(0, Ry) — CP1
Iapplication d’intégration de Jacobi

q0
Ho : qo — (/ w)
w€ED;.

On ne précise pas l'origine o de 'intégrale. Cette application est bien définie a
une constante additive pres. On définit de méme jio : D(0, Ro) — CPt en veillant

a choisir la méme origine o
doo
s ([
w€eD;y.

Ces intégrales se calculent par intégration terme a terme de la série associée a la
forme différentielle.

Le disque D(0,1) C C est muni de la distance usuelle associée & la norme sur C
définie par le module z — |z|.

L’espace CP* peut étre muni des normes L? ou L> dont la définition est rappelée
au paragraphe A.1 de I'appendice.

L’application d’intégration de Jacobi est Lipschitzienne dans le sens suivant.

Soit Py un point de coordonnées 71, q1 et ¢} tel que g1 = exp(2inT) est dans
D(0,Rw) = D(0,0.005). Soit P> de coordonnées 72, go tel que go est proche de
q1, en ce sens que qo € D(0,0.01). Pour tout w € D; on a | qulz w < g2 —
g1 maxig)<o.01(| Dog>1 arq*1]). Or pour |¢| < 0.01ona | D kst ard" Y < > ksolk+

1)3107%F < 59 < 7. Donc

[1hoo (P2) = oo (P1)]oo < Tlq2 — q1] €t |ftoo (P2) — oo (P1)|2 < Tv/9la2 — qu]-

Soit maintenant P; un point de coordonnées 7y, q; et ¢; tel que ¢} = exp(%)
est dans D(0,Ry) = D(0,1 — %) Soit P, de coordonnées T2, ¢4 tel que ¢} est

proche de ¢f, en ce sens que ¢4 € D(0,1 — ﬁ) Pour tout w € Dy on a |qu,2 w| <
1

g5 — 41 max\q\gk;ﬂ k>t arg" 1))

p

oksolk+1)%(1 - ﬁ)k < 96p*. Donc

. Or pour |¢| <1-— i onald s, apg® 1t <
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10 (Pa) — po(P1)|oe < 96p™ g5 — ¢ et |po(P2) — po(Pr)|2 < 96p*\/glas — -

Ainsi la perte de précision occasionnée par I’application de Jacobi est O(logp).

Lemme 3 (Majoration des intégrales de Jacobi). — Pour tout premier p on
pose Ry = 0.005 et Ry = 1—% et on recouvre Xo(p) par les deuz disques analytiques
Do, et Dy centrés en chacune des deuz pointes oo et O et de rayons respectifs R
et Ry. Donc Do, = D(0, Roo) = {Goo, |doo] < 0.005} et Dy = D(0, Ro) = {qo,|q0]| <
-1}

Sur chacun de ces deux disques, lintégration de Jacobi définit une application
a valeur dans le dual de l’espace des formes holomorphes H'(Xo(p)). On munit
H(Xo(p)) de la base Dy constituée des formes primitives, propres et normalisées
et on note abusivement CP' son dual, que on munit de la norme L™ associée d la
base canonique (duale de Dy ).

L’application d’intégration de Jacobi est alors Lipschitzienne sur chacun des deux
disques (et méme sur leurs voisinages D(0,0.01) et D(0,1 — ﬁ)) et son coefficient
de dilatation y est majoré par 7 sur le premier et par 96p* sur le second.

Soit € = (ex)1<k<g € {0,00}7. On note D, le produit

D.=D(0,R.,) x--- x D(0, Re,).
Les D, recouvrent le produit X (C)9. L’application produit

Mézﬂelx"'xﬂeg:De%CDl

associe au g-uplet (q1,...,qy) la somme des g, (ge, k) pour 1 <k < g.
On note (z,), la base duale de la base canonique de CP'. On note Jp, . le
déterminant jacobien de I'application ji en (qe, 1, ,Ge,.q)

Z w
the((Iq,la cee q$_q7g) = /\/\dqwk(qq,la - 7Q€g,g) = ‘dq(qﬂ“k)
€k,

€k

w,k.

Ce déterminant est une série entiere de g variables dont les coefficients se ma-
jorent aisément & partir d’une majoration des coefficients des formes w. Mais il peut
parfaitement s’annuler. L’instabilité d'un g-uplet dans D, peut se définir comme
Popposé du logarithme du module de ce déterminant jacobien.

2.7. Jacobiens et wronskiens. — L’espace H' des différentielles holomorphes
est muni de la base D; et de la norme L* associée. Si F = Zwe’Dl fow cette
norme est notée |F| = |f| = max,, |f,|. Puisqu’on dispose de deux disques analy-

tiques sur X (C) centrés en chacune des deux pointes, il est naturel d’introduire une

norme Soo(F) = max,_cp(o,r..) dq%‘ et de méme So(F) = maxy cp(o,ry)

.
dqo
On introduit aussi les variantes Soo (F) = max, cpo,1) ’dq%‘ et de méme Sy(F) =

maX,,ep(o,1) ‘%

Puisque toutes les normes sont équivalentes, les quotients So(F)/|F|, Soo (F)/|F],
So(F)/|F|, S8s(F)/|F| pour F # 0 sont majorés et minorés par des bornes
indépendantes de F. On veut montrer que le logarithme de ces bornes est polyno-
mial en p. C’est évident pour la borne supérieure parce que les formes de la base
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Dy s'écrivent w = f(goo)dgoo = +f(qo)dqo avec f d’ordre de grandeur ®) (1,3). 11
suffit d’appliquer le lemme 17 de majoration du reste.

Pour controler la borne inférieure, il suffit de trouver g points ¢, ..., g4 de
D(0, R) tels que le module du jacobien Jp, (sc,...,00)(q1, - - -, qg) ait un logarithme
borné inférieurement par un polynéme —g© en le genre g.

Une stratégie possible est de chercher d’abord un ¢ tel que le wronskien de D;
en ¢ ne soit pas trop petit et de chercher ensuite des qi,. .., ¢; dans un voisinage de
ce q.

On utilise le classique

Lemme 4 (wronskien et jacobien). — Soient g > 2 un entier naturel et f1(q),
fa(q), ..., f4(q) des séries de Laurent a coefficients complexes. On appelle wronskien
associé a £ = (f1,..., fq) le déterminant
fil) o feld)
fil) o fyld)
We(q) = : :
-1 -1
@ e W
On se donne g indéterminées qi, g2, ..., qq et on appelle jacobien associé a f le
déterminant

fl(“Ig) o folag)

On note D = [[,.,(@ — qr) le discriminant réduit.

Si les fr sont des séries entieres alors le jacobien Jr est dans [’anneau
Cllg1,---,4q4]] et il est divisible par le discriminant réduit D dans cet anneau. Le
quotient Jg /D est alors congru a We(0) modulo l’idéal mazimal de C[qu, ..., qq]].

La démonstration peut se faire par récurrence sur g. o

Lemme 5 (Majoration du wronskien). — Si pour 1 <1 < g les fi(q) sont des
séries entiéres d’ordre de grandeur (A, k) avec A > 1 et k > 1 alors le wronskien
We(q) est une série entiére d’ordre de grandeur

9(g—1)(g+3k—2)
6

(g1 A92’ M)

g
k-1
g + 5
Cela résulte du lemme 15. O

Lemme 6 (Majoration du jacobien). — Si pour 1 <1 < g les fi(q) sont des
séries entiéres d’ordre de grandeur (A, k) avec A > 1 et k > 1 alors le jacobien
Je(q1, ..., qq) est une série entiére des g variables q1, ..., g4 d’ordre de grandeur

(9149, (k. K, ..., k).

Selon le lemme 4, le wronskien nous renseigne sur le terme dominant du jacobien
au voisinage de g1 = g2 = --- =¢q4 = 0.

5. La définition de I'ordre de grandeur d’une série est donnée au paragraphe A.1.
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Définition 1 (Wronskien et Jacobien des formes différentielles)
Pour chaque forme différentielle primitive, propre et normalisée w € Dy on rap-

pelle que w = qu ou f est une forme modulaire primitive, propre et normalisée

q
de poids 2. On forme la famille f des g séries entiéres @ ainsi obtenues. Pour

tout ¢ € D(0,1), le wronskien de £ en q est noté W, (q) et le jacobien correspondant
endq=(q1,...,qq) est noté J(q).

Posons m = %. Le produit We.(q)(dg)™ est une forme holomorphe de degré
m sur X (C). Donc elle a au plus 2(g — 1)m zéros en comptant les multiplicités. En
particulier, la pointe & l'infini g, = 0 est un zéro de multiplicité v < 2(g — 1)m de
W ().

La série entiere W (q)? a des coefficients entiers rationnels et sa valuation 2v est
au plus 4(g — 1)m = 2g(g? — 1). On suppose g > 2. Le lemme 5 de majoration du
wronskien montre que 'ordre de grandeur de W, (¢)? est (exp(9©), g?). Le lemme
17 de majoration du reste permet d’écrire W, (q)? = wq?’ + Ray11(q) avec w entier
naturel non nul et Ry, 41 majoré en module par |q|2“+1(2v+2)90 pour g € D(0, Ry,).

Done W (g)? est minoré en module par 1¢2905° =1 si |g| < (20 + 2)-9°.

Lemme 7 (Minoration du wronskien). — Il existe une constante effective po-
sitive cg telle que pour tout premier p tel que le genre g de Xo(p) est au moins 2, il
existe un g € D(0,10719) tel que log |Wuo(q)| > —g°. Un tel q se calcule en temps
polynomial en p et la précision absolue requise.

Soit ¢ € D(0, R ) tel que Woo(q) # O et posonsq = (g, ...,q) et x = (z1,...,2g4).
Le jacobien Joo(q + x x (1, — ||q|)) est ®) une série entiere en les g variables 1,
..., Zg. Clest en fait le jacobien des (fi(q + (1 —|q]))/(¢ + z(1 —|q])))1<r<g Vues
comme fonctions de x. Le lemme 4 appliqué a ces dernieres donne le terme principal
de cette série en x = 0y :

Too(a+ x5 (15— [[all)) = Woo(a) (1 = la) = [T (21 = 1) + Rotons,, (%).
k<l
Le jacobien J (q) est une série en q d’ordre de grandeur (¢!, (3,3,...,3)) d’apres
le lemme 6. Si ¢ € D(0, Ro), la série recentrée Joo(q+x+ (14— ||q||)) est une série
en x d’ordre de grandeur (exp(g®), (4,4, ...,4)) d’apres le lemme 16 de recentrage.
Pour x dans P(0g4, Rs), le lemme 17 de majoration du reste donne alors pour g > 2

9(g=1) 4 ¢
‘Rg(g;l)_"_l(x)’ < exP(gO)|x|002 +1

On pose s = |X|s €t on suppose que x = (2, %, e %,s) et s < Ry. Alors

g9(g—1)

> et (1)

g

Weol@)(1 — [q)) “= T (21 — 21)

k<l

g9(g—1)

0.9958) 2
g

On choisissant un g donné par le lemme 7 et en prenant s = exp(—g

>
©) on prouve
le

6. La notation * est introduite au paragraphe A.1.
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Lemme 8 (Minoration du jacobien). — [l existe une constante effective
¢y telle que pour tout premier p tel que le genre g de Xo(p) est au moins
2, 4l existe r = (r1,...,79) € D(0,Rx)? tel que log|Joo(r)] > —g°. Un tel
r se calcule en temps polynomial en p et la précision absolue requise. Les
cing normes sur H' définies pour F = Ywep, Jow par |F| = max, |ful,

s SOO(F) =

SoolF) = max,_cp(o,n.) |[dgz s SoF) = MaXyep.no) |dg

max, cp(,1) % , et SO(F) = maX, cp(o,1) % sont dans des rapports
exp(p®), ou, si lon préfere, il existe une constante positive cs telle que pour
tout p et pour tout F # 0 les différences entre log|F|, logSo(F), logSx(F),

log SO(F) et log SOO(F), sont bornées en valeur absolue par p®.

2.8. Jacobiens et wronskiens quadratiques. — Des résultats semblables sont
vrais pour le jacobien et le wronskien associés a la base Dy de l'espace de formes
différentielles quadratiques H2(Ag).

Définition 2 (Jacobien et wronskien des formes quadratiques)

Pour chaque forme différentielle quadratique primitive, propre et normalisée ¢ €
Dy on rappelle que ¢ = hlq) (da)* ou h est une forme modulaire primitive, propre
et normalisée de poids 4. On forme la famille h des go = 39 — 1 + vo + v3 séries
entiéres @ ainsi obtenues. Pour tout ¢ € D(0,1), le wronskien de h en q est noté

W2 50(q) et le jacobien correspondant en q = (q1, .- .,4y,) €st n0té€ J2,00(q).

Posons mgy = M. Le produit Wa o (q)g 92(dg)™2 est une forme de degré
mg sur X (C), holomorphe en dehors de A,. Plus précisément elle appartient &
H™2(goAs). Donc elle a au plus 2(g — 1)mg + g2(2 + v + v3) zéros en comptant les
multiplicités. En particulier, la pointe a l'infini goo = 0 est un zéro de multiplicité
vg < 2(g — 1)ma + g2(2 + v + v3) de Wa oo(g). Donc va < 9g(g + 1)2.

La série entiere Wg,oo(q)2 a des coefficients entiers rationnels et sa valuation 2vq
est au plus 18¢g(g+1)2. On suppose g > 2. Commes les @ sont d’ordre de grandeur
(1,4), le lemme 5 de majoration du wronskien montre que l'ordre de grandeur de
Wa.00(q)? est (exp(g©),g?). Le lemme 17 de majoration du reste permet d’écrire
Wa.00(q)? = wq?¥? + Roy,+1(q) avec w entier naturel non nul et Rg,,+1 majoré en
module par |g[2%2+1(2v, 4 2)9° pour ¢ € D(0, Rs). Done W3,00(¢)? est minoré en
module par %qlsg(gﬂ)z si —log|q| > ¢© et g > 2.

Lemme 9 (Minoration du wronskien quadratique). — I existe une cons-
tante effective cg telle que pour tout premier p tel que le genre g de Xo(p) est au
moins 2, il existe un ¢ € D(0,1071Y) tel que log|Wa oo(q)] > —g®. Un tel q se
calcule en temps polynomial en p et la précision absolue requise.

On obtient de méme ’analogue du lemme 8 pour le jacobien des formes quadra-
tiques.

Soit ¢ € D(0,Rs) tel que Waoo(q) # 0 et posons q = (q,...,q) et x =
(@1,...,24,). Le jacobien Jooo(q + x x (14, — ||q||])) est une série entiere en les
g2 variables 1, ..., &4,. C’est en fait le jacobien des (hy(q+ z(1 —lq|))/(¢+z(1 —
lg1)))1<k<g, vues comme fonctions de . Le lemme 4 appliqué & ces derniéres donne
le terme principal de cette série en x = 0Oy, :

92(g92—1)
Too0(@+ %) = Waoo(@)(1 =)™ 2 [ —2) + Ropiop-n ().
k<l
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Le jacobien J2.0(q) est une série en q d’ordre de grandeur (g2!,(4,4,...,4))
d’apres le lemme 6. Si ¢ € D(0, Ry ), la série recentrée Ja,00(q + x * (14, — ||dl]))
est une série en x d’ordre de grandeur (exp(¢9©),(5,5,...,5)) d’apres le lemme 16
de recentrage. Pour x dans P(0g4, R ), le lemme 17 de majoration du reste donne
alors pour g > 2

92(92—1)+1
R, (0] < exp(g€)xloe © T
2
On pose s = |x|oo €t on suppose que x = (giz, %, cee (9257;21)57 s) et s < Roo. Alors
(1 | |) 92(922*1)
92(92—1) s(l—|qg
Wanl@)(1 = o) 4 [T —an)| > Wl (1)
k<l 92
0.995 92(922*1)
.995s
> Wl (22
92
On choisissant un q donné par le lemme 9 et en prenant s = exp(—g®) on prouve
le
Lemme 10 (Minoration du jacobien quadratique). — Il eziste une cons-

tante effective cy telle que pour tout premier p tel que le genre g de Xo(p) est au
moins 2, il existe r = (r1,...,74,) € D(0,R)% tel que log|Ja,00(r)] > —g.
Un tel r se calcule en temps polynomial en p et la précision absolue requise. Les
cing normes sur H2(Az) définies pour H = > vep, ho¢ par [H| = maxy |hel,

’ SO(H) = MaXg e D(0,Ro) %’; SOO(H) =

Sec(H) = maxqmeD(me)‘%

MaXg..€D(0,3) | {dgoo)?
exp(p®) ou, si l'on préfére, il existe une constante positive c4 telle que pour tout p
et pour tout H # 0 les différences entre log |H|, log So(H), log S (H), log Suc(H),
et log SO(H) sont bornées en valeur absolue par p©.

, et So(H) = MaXy, e p(o,1) ‘% , sont dans des rapports

2.9. Stabilité. — On suppose que g > 2. On suppose choisie une origine o et on
note S9X la g-itme puissance symétrique de X et u9 : S9X — CP*/L 'application
d’intégration de Jacobi. Soit € = (ex)i1<kr<g € {0,00}9 et r = (11,...,7ry) € D, =
D(0,Rc,) x --- x D(0, R,) et notons p € CY I"image de r par j.. On rappelle que
Iinstabilité de r est I'opposé du logarithme du module du déterminant jacobien

Ipy e = )#(Tk)‘ . On suppose cette instabilité finie et on la note A. Donc la
n v,

restriction de p9 a un voisinage de r est injective. L’image d’un tel voisinage est un
voisinage de p et la corestriction de p9 & un voisinage assez petit de p est injective.
On veut étudier quantitativement cette situation. On montre d’abord que les points
voisins d’'un point stable sont assez stables. Ensuite on montre que l'image par
I’application de Jacobi d’une boule centrée en un point stable, contient une boule
pas trop petite.

D’apres le lemme 6, le jacobien Jp, ¢ est une série en les ¢, , d’ordre de grandeur
(g',(3,...,3)). Posons x = (21,...,24). La série recentrée Jp, (r+x* (14— |r||))
est d’ordre de grandeur (exp(g©), (4,...,4)). Pour |[x|o < 3, le reste d’ordre 1 de
cette série est majoré par exp(g®)[x|so. Donc si [x|s < exp(—g® — A) le point
r + (1, — |Ir||) * x est stable d’instabilité majorée par 1 + A. Siy = (1, — [|r|) xx
alors |X|so < PlY]eo €t |¥|oo < |y]2 done si |y|z < exp(—g® — \) le point r +y est
stable d’instabilité majorée par 1 + A.



14 JEAN-MARC COUVEIGNES

On compare maintenant I'application de Jacobi u. et sa différentielle Dy, en
r. La matrice de Dy, dans les bases (dg, )r et (zu)w, la base duale de la base

canonique de CP', n’est autre que #(rk) . Elle a des coefficients majorés
‘k w,k

par 3!2p*. Donc pour y # 0, le quotient des normes L> associées aux deux bases

[Dpeyloo

5] est majoré par ¢©. Puisque le déterminant de Dy, est

susmentionnées

L . . Dpeloo
minoré en module par exp(—\) on montre de méme que le quotient % est
oo

minoré par exp(—\)g~99 > exp(—\ — Og?) donc

(2) exp(—=A — Og?)|yl2 < |Ducyla < g9y ]2

Soient w une forme dans D; et k un entier entre 1 et g. Le développement de
w sur D, = D(0,R,,) s’écrit w = i%dqek pour une forme primitive, propre
et normalisée f de poids 2. La série f(qnﬁk)/qek a pour ordre de grandeur (1,3).
Sa recentrée en 73 a pour ordre de grandeur (¢©,4). Si q., = ri + zx(1 — |r%]),
avec |zi| < 3, le reste d’ordre 1 de la série recentrée est majoré par g©|z;|. Donc

f::+xk(1_m) w—xp(l — rk)%:) < g%(1 — ry)|wx|?. Ainsi le reste d’ordre 2

Rope((1g = 1)+ %) = pre(r + (g — [[rf]) x x) = pre(r) = Dpae((1g — [|r[[) x )

est majoré en norme L™ par g©|x|% et en norme L? par g°|x|2 < ¢°|y|3 avec
y = (14— ||r||) * x. Ainsi

(3) |Ropie(y)l2 = |pe(r +¥) — pe(r) — Dpe(y)l2 < g°lyl3.

Les équations (2) et (3) permettent de s’assurer que la partie principale Dy.y est
deux fois plus grande que le reste Rou(y) : si —log|y|s > Og? + X alors |Ducyls >
2[Rop(y)|2 donc pe(r +y) = pe(r) > 5[Dpeyla > exp(=A — Og?)|ylo-

Ainsi pour tout # > ¢g©, la boule centrée en p et de rayon exp(—Og? — 2\ — 6)
pour la norme L? est formée de points stables (ayant un antécédent unique par
I'application de Jacobi) et elle est contenue dans I'image de la boule L? centrée en
r et de rayon exp(—X\ — 6).

Lemme 11 (Stabilité du probléme inverse de Jacobi)

1l existe une constante effective positive cig telle que I’énoncé suivant soit vrai :

Soit € = (ex)1<k<g dans {0,00}7 et r = (r,...,1y) € De = D(0,R¢,) X --- X
D(0,R.,) et notons p l'image de r par Uapplication d’intégration de Jacobi ..
On suppose que Uinstabilité X de r est finie. Alors pour tout 8 > ¢g°° la boule L?
centrée en r et de rayon exp(—\ — 0) est formée de points stables et son image par
Uapplication de Jacobi contient la boule centrée en p et de rayon exp(—g° —2\—0).
Donc si v/ € S9X s’envoie sur p' par Uapplication de Jacobi et si |p — p'la <
exp(—2g°® — 2X) alors [v' —r|y < exp(g°© + N)|p — pla.

2.10. Quelques sous ensembles discrets de la jacobienne. — On se place
a nouveau dans la situation du paragraphe précédent. On suppose que g > 2. On
suppose choisie une origine o et on note S9X la g-ieme puissance symétrique de X
et u9 : S9X — CP1/L Tapplication d’intégration de Jacobi. Soit € = (ex)1<k<y €
{0,00}9 et r = (ry,...,79) € Dc = D(0, Re;) x --- x D(0, R,) et notons p I'image
de r par p.. On note A 'instabilité de r.
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On identifie CY D D, a l'espace tangent en r et on note (dx)1<r<g la base duale
de (dge, )1<k<g-

L’espace vectoriel réel sous-jacent a pour base (d1,0d2,...,0y,%01,902,...,904).
Pour k entre 1 et g on pose 6y = Op1g-

On choisit un réel xy > logp, on pose T = exp(—x) et on considere les 2g
petits accroissements f1, ..., B2y de C9/L définis par B = p(ry + 1) — p(ry) =

(7 W)wepy = pe(t+700k) —pe(r) pour 1 < k < g et Byrr = p(ri+iT) —p(ry) =

Tk

(7 wep, = e + Tidy) — pe(r) pour 1 < k < g.

Si M est un entier positif, on note A(r, x, M) le sous ensemble de C9/L formé
des combinaisons des f & coefficients entiers dans [—M, M]. On se demande dans
quelle mesure les éléments du tore C9/L peuvent étre approchés par I’ensemble
Alr, x, M).

. N . , . VASERVAN N
On doit premierement minorer le déterminant Bl MBag oy

e A A (ex)r est la base

canonique de I'espace réel R?9 sous-jacent & C9 = CP1. En particulier (er)i<k<g
est la base canonique de C9 et ey, = te. On note Dy la différentielle de jic en r.
Pour 1 < k < 2¢g on note v = Dp(dx). Le déterminant % est le carré du
module du déterminant jacobien.

Or Yy est une bonne approximation de fBi. Plus précisément, on a vu au para-
graphe précédent que si —log Y = x > Og? + X alors Y|yx|2 > 2|8k — Tvx|2 donc
Liyels < |Bkla < EL|ila < gOT dapres Vinégalité (2).

L’inégalité (3) implique quant & elle que |3z — Yyrle < g©T2.

Comme le déterminant est multilinéaire, on majore le module de la différence
A Pag 029 DA pay 929 (max < peag |Bel2) T maxi<e<ag [Br — Tkl

e1N\--Neag e1N\--Neag
. e BiN--NBag 29 V1A AY2g s 2g ,0(29—1) ,O~2g+1
Ainsi la différence A Reas =T AR, OSt majorée par 2°9¢g g- T .
e . s 2g 1 Y1\ - Av2 o 2
Cette différence est plus petite que la moitié de T g\m = exp(—2\)T%¢

pourvu que x > Og? + 2. Alors

Bi - A Bag > 1

= exp(—2A — 2g%).
P 5 &xp( 9x)

On a donc une minoration du déterminant de la matrice de passage de la base
(er)1<k<2g & la base (Bk)1<k<24- Les colonnes de cette matrice sont les By et elles
sont majorés en norme L> par ¢g©Y. Donc les colonnes de la matrice inverse sont
majorées en norme L™ par 2(2g — 1)!exp(2) + 2gx)g® 29D 1291,

D’apres le lemme 2 il existe une constante positive co et une base du réseau £
des périodes de coordonnées majorées en valeur absolue par exp(p“?) dans la base
canonique de R?9. Donc les coordonnées de ces périodes dans la base (Br)1<k<2g
sont bornées par 2(2g — 1)!exp(p® + 2\ + 2¢9x)g°29~ D129~ < exp(2X + x + ¢9).

Les coordonnées de tous les points du parallélogramme fondamental associé a
cette base sont également bornés de la sorte. Enfin, en remplagant de telles coor-
données par leurs valeurs entieres on commet une erreur bornée en norme L? dans
la base canonique par g© Y.

Lemme 12 (Bonne répartition). — [l existe une constante cs effective positive
telle que : si e € {0,00}9 et r € D, a une instabilité finie X et si x est un réel plus
grand que g% + 2\ et si M est le plus petit entier plus grand que exp(g° +2A+ x),
alors tout point p de CI = R29 est a distance < exp(—x + ¢g°) dun point de
A(r, x, M) et les coefficients entiers dans [—-M, M| de ce point peuvent étre calculés
en temps polynomial en g, log(max(1,|p|s)) €t X
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3. Complexité des opérations dans la jacobienne

Dans le paragraphe 3.1 on étudie la complexité de 'algorithme qui, étant donné
une famille de points, trouve une forme s’annulant en ces points, puis recherche les
autres zéros de cette forme. On en déduit dans le paragraphe 3.2 que les opérations
élémentaires dans Jy(p) sont stables et se font en temps déterministe polynomial en
p et la précision requise.

Au paragraphe 3.3, un semblable résultat est établi pour le probléme inverse de
Jacobi.

3.1. Une opération élémentaire dans la jacobienne : la dualisation. —
Un point P de X est spécifié par une valeur de 7 € H* ou de ¢ € D(0, Ry) ou de
doo € D(0, R ). Connaitre un tel point, c’est disposer d’un algorithme qui calcule
par exemple le g, correspondant, en temps polynomial en g et la précision absolue
requise.

On suppose g > 2 et on se donne 3g — 4 points distincts R, Ra, ..., Rgg_4 sur
X. On suppose que ces points ne sont ni des pointes, ni des points elliptiques. On
pose e =39 —2+ 15 +1v3 =gs— 1 et on note Py, ..., P, la famille de points formée
des 3g — 4 points que 1'on vient de se donner et des 2 + v, 4 v3 points elliptiques ou
paraboliques.

On suppose que les 7 premiers points Py, ..., P. sont dans D, et sont donc
donnés par des ¢oo 1 € D(0, Roo) pour 1 < k < r. Les autres points sont supposés
appartenir & Dy et sont donc donnés par des go; € D(0,Rp) pour r +1 < k < e.
On suppose que P est la pointe co et P, la pointe 0.

On se donne un 1 > 0 et pour tout k entre 1 et r on considere le disque Do 1 =
{qo0s |¢o0 — @00, k| < 1} de rayon 1 centré en ¢oo 1. De méme, pour tout k entre r+ 1
et e on note Do = {qo, |90 — qo.x| < n} le disque de rayon #n centré en go . On
suppose que les images de tous ces disques dans X (C) sont deux & deux disjointes.

Définition 3 (Résolution d’une famille de points). — Dans cette situation,
on dit que ((Pr)1<k<3g—2+vatvs,T>1) est une résolution pour la famille de points
(Ri)1<k<3g—a-

On note P = Py +- -+ P, le diviseur somme des Py et on observe que H2(—P +
As) C H2(Az) est un sous-espace vectoriel non nul de H2.

On représente une forme F dans H?(Az) par ses coordonnées dans la base Dy soit
F=3 HEDs fo®. On cherche les équations linéaires qui définissent le sous espace
H2(—P + Ay) dans cette base. Il y a une équation pour chaque Pj.

L’équation correspondant a la pointe & 'infini Py, est

Z m(Pl)f¢ = Za¢,1f¢ =0
Dy + 1 ¢

2
ou % = 1 a¢,kq§o est le développement en l'infini de la forme primitive,

propre et normalisée de poids 4 associée a ¢.
L’équation correspondant a la pointe en zéro P., est

Z ((3(332(P6)f¢ = Zb¢,lf¢ =0
¢

€Dy
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ou &‘?—SQ => k>1 by, kGt est le développement en zéro de la forme primitive, propre
et normalisée de poids 4 associée a ¢. Noter que by 1 = Fag, car les formes pri-
mitives, propres et normalisées sont en particulier valeurs propres de l'involution
d’Atkin-Lehner.

L’équation correpondant a Py, pour 2 < k < r est

bEDs o

ol %(Pk) = > a¢,quglk se calcule en temps polynomial en p et la précision

requise.
L’équation correpondant a P, pour r+1 <k <e—1 est

> 00 () fs =0

2
o=, (dao)

oll ﬁ(ﬂv) = 2121 b¢7lqéfk1 se calcule en temps polynomial en p et la précision
requise.

On rassemble toutes ces équation dans une matrice Mp dont le noyau décrit
H2(—P + Aj) dans la base D,. Les coefficients de cette matrice sont < p®. On
calcule une valeur approchée M’y de Mp & coefficients dans Q(7). On note m > 2
la précision de cette approximation. Donc M’ — Mp a des coefficients inférieurs a
exp(—m) en module. Il existe une telle M’ de taille polynomiale en logp et m et
on la calcule en temps polynomial en p et m. L’algorithme d’Hermite [11], ou mieux
lalgorithme LLL [2, Theorem 2.6.2], produisent une base & coefficients entiers du
noyau de M’ de taille polynomiale en p et m en temps polynomial en p et m. On
choisit un vecteur de cette base. Si M = a + ib est le plus grand des coefficients
de ce vecteur, on normalise en divisant le vecteur par le maximum de |a| et |b]. On
obtient ainsi un f’ = (f})sep, dans le noyau de M a coefficients dans Q(i) et
F' =37, fi¢ la forme associée telle que |F| = maxg | f§| soit compris entre 1 et V2.
D’apres le lemme 10, les normes So(F”) et Soo(F’) sont majorées par v/2 exp(p™)
et minorées par exp(—p®) pour une certaine constante positive c;.

Le produit Mpf' = (Mp — M) f’ est un vecteur de coefficients majorés en

module par g; exp(—m)v/2. Ces coefficients sont, dans I'ordre, la valeur de %

’

oo F'
, (dg<)?

% enles P, pour r+1 < k < e—1, la valeur de % en la pointe nulle P,.

On peut maintenant appliquer le lemme 21 de stabilité des zéros.

On s’intéresse d’abord aux Py pour k < r. Ils sont contenus dans D(0, Rs).
Puisque |F'| < v/2, la série entiere (ZZ"OSZ est d’ordre de grandeur (gov/2,4). Avec
les notations du lemme 21 on a donc A = gov/2, n =4, 1 — |¢| > 0.995 et —loge =
(0.995)™ /2

Cia
c14(4%(1—10g 0.995) +log g21/2) et que p° ce qui est assuré si m > p®. Alors chaque
Py, pour k < r est a distance < exp(—+/m/2) d’un zéro de F’.

On s’intéresse maintenant aux P pour k > r. Ils sont contenus dans D(0, Ry)

qQF’

avec Rgp =1 — %. Puisque |F'| < V2, la série entiere dao)® est d’ordre de grandeur

(921/2,4). Avec les notations du lemme 21 on a donc A = gov/2, n =14, 1 — |¢| > %
Nes
plicia

que c14(4%(1+1og p) +log g2v/2) et que p ce qui est assuré si m > p®. Alors chaque
Py, pour k > r est a distance < exp(—+/m/2) d’un zéro de F".

en la pointe infini, les valeurs de

en les P, pour 2 < k < r, les valeurs de

m/2 pourvu que m > Olog(g). On demande que soit plus grand que

et —loge = m/2 pourvu que m > Olog(g). On demande que soit plus grand
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On s’assure enfin que exp(—+/m/2) est plus petit que la résolution n de sorte
que les e zéros ainsi trouvés sont distincts. On cherche alors les g autres zéros
de F’ avec l'algorithme de quadrichotomie de Weyl (voir le lemme 22). Puisque
I’application d’intégration de Jacobi est Lipschitzienne avec coefficients de dilatation
polynomiaux en p on obtient le

Lemme 18 (Dualisation). — Il existe un algorithme déterministe qui, étant don-
nés un nombre premier p et 3g — 4 points distincts Ry, ..., Rag—a sur Xo(p) et
une résolution ((Pp)i1<m<gs,T>1), calcule g points Q1, ..., Qg dont la somme est

linéairement équivalente a deux fois le diviseur canonique moins la somme des points
initiaur :

Qi+ +Qg~2K— (R + -+ Rsy_1).

Cet algorithme est polynomial en p, le logarithme —logn de la résolution et la
précision requise.

Remarque importante : Notons que dans cet énoncé, I'erreur qui est majorée
se mesure dans I'image CP* de I’application de Jacobi.

On peut s’affranchir de la condition sur la résolution 7. En effet, si les points
Ry ne sont pas tous disctincts, ou plus généralement si leur résolution est jugée
trop faible, c’est & dire si n est trop petit, on peut perturber légérement ces points
pour obtenir la résoluton souhaitée. Comme ’application d’intégration de Jacobi
est Lipschitzienne de dilatation polynomiale en p, on peut adapter la perturbation
a la précision finale souhaitée. On obtient ainsi le

Lemme 14 (Dualisation). — Il existe un algorithme déterministe qui, étant don-
nés un nombre premier p et 3g—4 points Ry, ..., Rsg—a sur Xo(p), calcule g points
Q1, ..., Qg dont la somme est linéairement équivalente a deuzx fois le diviseur

canonique moins la somme des points initiauz :

Qit-+ Qg ~2K—(Ri+---+ Raga)

Cet algorithme est polynomial en p et la précision requise.

3.2. Addition et soustraction dans la jacobienne. — On suppose que le
genre de Xy(p) est au moins 4. On choisit un diviseur effectif origine de degré ¢
noté O = o1 + - -+ 04. On choisit aussi un diviseur effectif auxiliaire de degré g —4
noté N. La dimension de H2(As) est go = 3g — 1 + 5 + v3. Le plus naturel est
de choisir un point o origine de ’application d’intégration de Jacobi et de poser
O = goet N = (g—4)o. Un élément de Pic’(X) est donné comme classe d'un
diviseur @ — O ou Q est effectif de degré g. Soit R un autre diviseur effectif de
degré g. Pour ajouter la classe de Q — O et celle de R — O on applique le lemme 14
au diviseur Q + R + N qui est effectif de degré 3g — 4. On obtient un diviseur T’
effectif de degré g tel que T'~ 2K — @ — R — N. On applique a nouveau le lemme
14 au diviseur 7'+ O + N et on obtient un diviseur U effectif de degré g tel que
U+ 0O ~Q+ R. Donc U — O est bien la somme de Q — O et R — O.

Pour calculer 'opposé de @ — O on applique le lemme 14 au diviseur 20 + N ce
qui produit un diviseur = effectif de degré g équivalent a 2/IC — N —20. On applique
a nouveau le lemme 14 au diviseur Z + @ + N et on trouve un diviseur V' effectif
de degré g tel que V —0 ~ —(Q — O).
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Théoréme 1 (Arithmétique dans la jacobienne). — Les opération d’addi-
tion et de soustraction dans la jacobienne de Xo(p) se font en temps déterministe
polynomial en p et la précision requise.

3.3. Le probléeme inverse de Jacobi. — Etant donné p = (p,)w € CP* on
cherche un diviseur effectif de degré ¢g sur X qui s’envoie sur p modulo le réseau £
des périodes par 'application de Jacobi.

Le lemme 12 de bonne répartition, que I’on applique au r fourni par le lemme 8 de
minoration du jacobien, et & un réel x assez grand, fournit un ensemble A(r, x, M) =
{t1 814 - Htagf24 avec —M < i, < M} ol les By sont les images par application de
Jacobi de diviseurs €2 connus, différences de deux points proches. Les coordonnées
réelles de p dans la base formée des [ sont calculées en inversant une matrice
dont le déterminant n’est pas trop petit, puis tronquées a ’entier inférieur ou égal
le plus proche. Les entiers ¢ ainsi obtenus, on calcule dans Jy(p) la combinaison
Z1g i<2g t,x Qi avec la méthode du théoreme 1 d’arithmétique dans la jacobienne et
en utilisant I’exponentiation rapide. Le nombre d’opérations élémentaires dans la
jacobienne est donc polynomial en log M, donc aussi la perte de précision.

Théoréme 2 (Probléeme inverse de Jacobi). — Etant donné un entier pre-
mier p, on note g le genre de Xo(p) et Dy l'ensemble des formes différentielles
primitives, propres et normalisées et L le réseau des périodes de Xo(p).

Il existe un algorithme déterministe qui pour p € CP1 et pour O = o1+ - +o4 une
origine de lapplication d’intégration de Jacobi u? : S9Xo(p) — CP1/L et pour k un
entier positif, calcule g points P, ..., Py de Xo(p) tels que |u9(Py, ..., Py) —p| <
exp(—k), en temps polynomial en p, la précision k, et la taille log(max(1, |p|so)) de
p.

On note que la dépendance en log(max(1, |p|)) est sans importance car le réseau
des périodes admet un parallélogramme fondamental de rayon exp(p®) d’apres le
lemme 2.

Notons encore que dans cet énoncé, l'erreur qui est majorée se mesure dans
I'image de l'application de Jacobi. Si 'on veut majorer l'erreur commise sur les
points Py on note Q1, ..., Q4 des points tels que p9(Q1,...,Qq) = p et soit A leur
instabilité que ’on suppose finie, sans quoi la question serait dépourvue de sens.

Le lemme 11 de stabilité du probléme inverse de Jacobi, montre que la perte de
précision dans le probleme inverse de Jacobi est polynomiale en p et \. Il s’agit donc
de controler A.

Soit € € {0,000} tel que Qi € D, pour tout 1 < k < g et notons g, x la valeur
de ¢, en Q. L’instabilité A est I'inverse du logarithme du module du déterminant

jacobien

ﬁ(q%k) ‘W i qui n’est pas une fontion algébrique. Il est donc naturel de

réécrire ce jacobien comme le produit d’une quantité algébrique et de facteurs plus
simples.

Pour tout k entre 1 et g, on suppose que la valeur j(Qf) de I'invariant modulaire
j en Qy, vérifie j(Qr) ¢ {0,1728, 00}.

On note que j(Qk) ne peut étre proche de 0 et 1728 en méme temps. Si j(Qx) n’est
pas proche de 0 on pose jr = j — 1728 et sinon on pose ji = j. Le jacobien se réécrit

jt%(qék*k)‘w et des kdq (gex ) pour

N

alors comme produit du déterminant J,;4 =

1<k<g.
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Supposons que les Qj sont des points algébriques sur Q et que linstabilité est
finie. Alors Jg4 est fini et non nul et on peut le minorer en fonction de la hauteur
des j(Q). Les ﬁ(qek,k) se minorent en utilisant le lemme 22 de stabilité des

-dde,,

7)

7 Ja] 3N . dj . 7
zéros d’une série entiere (V) : si #(q%k) est petit alors ¢, ; est proche d'un zéro
€k

de %. Mais le ji choisi est alors plus petit encore.
k

Appendice A

Appendice sur les séries entiéres

On a rassemblé dans cette section les définition et résultats relatifs a la loca-
lisation et a la stabilité des zéros des séries entieres qui sont nécessaires & notre
travail.

Le paragraphe A.l introduit quelques définitions et notations ainsi que des
résultats élémentaires. Le paragraphe A.2 énonce et démontre une forme simple
et quantifiée du théoreme de prolongement analytique. On introduit le polygone
de Newton d’une série entiere dans le paragraphe A.3 et on montre comment il
permet de localiser les zéros de cette série. Le paragraphe A.5 prouve un résultat de
stabilité des zéros d’une série entiere et en déduit une majoration de la complexité
de la localisation des zéros.

A.1. Ordre de grandeur. — Soit g > 1 un entier. Si x = (z1,...,24) € C9,
on note x| = maxy |zx| la norme L> de x. On note |x|; = Y, |zj| la norme L*
de x et |x|o = />, |zx|? sa norme L?. On note |x|| le vecteur (|z1],...,|z,]). Si

y = (y1,...,Yg) on note xxy le vecteur (z1y1,...,Z4Yy). On note 0, = (0,...,0) €
Cyetl, =(1,...,1) € C9. Six = (x1,...,24) € RY, on dit que x > 0, si et
seulement si zj > 0 pour tout k. On dit que x > 0, si et seulement si z; > 0 pour
tout k. Notons P(x,r) = [[{_, D(zx,7) C CY le polydisque de polycentre x et de
polyrayon r.

Une série entiere f est donnée par f =), fiex¥ ot k parcourt N9.

Définition 4 (Ordre de grandeur). — Soit A>1unréeletn = (ni,...,ng) €
N9 tel quen > 1,4. On dit que f est d’ordre de grandeur (A,n) si pour tout k > 0,
on a

hd <A+ 1" = A ] G+ 1.
1<m<yg
Si f est d’ordre de grandeur (A, a) et h d’ordre de grandeur (B, b) alors le produit
p = fh est d’ordre de grandeur (AB,a+b + 1,).

En effet p = 37 pmX™ avec pm = >y oy filne Iy a [[1c,c (mn + 1) =
(m+1,)% termes dans cette derniere somme, et chacun est majoré en module par
|fuh| < A(k+1,)2B(1+1,)P < AB(k +1+1,)2"b. O

Lemme 15 (Dérivée). — Si [ est une série entiére d’une variable, d’ordre de
grandeur (A, m), alors sa dérivée d-ieme est d’ordre de grandeur (A2¢m+ e M+

d).

7. ou un argument de compacité, plus général mais non effectif.
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Soit g > 1 un entier et f =Y, fxz* une série entiere de g variables d’ordre de
grandeur (A, n). On en déduit pour tout z € P(0,4, 1) la majoration

|f(z)| < Z A(k+1g)n|zk| < 4 H Z (]‘Cm"‘1)””1|zrn|km

k>0, 1<m<g kmn>0
n!A
< -
an(l - |Z7n|)nm
n!A < n!A
T, = T = [T~ el e

Soit k = (k1, ..., ky). Posant pour tout m

kA 14 (g 1) |20

tm Em + Tm + 2

b

I'intégrale de Cauchy donne

1f® @) =

k! f(C17C27"'7C)
W ‘/| 1|=u1 /2=u2. h ‘/|<g:ug Hm(CTn - Zm)ki'+l dCldCQ o ng

(k_|_ n+ 2g)k+n+2g 1
(k+ 1,570 (n - 1,)77 0 [T, (1 [zt 2
(k +n + 2,)k+n+2
(k+ 1,)5 Lo (n + 1)+ L0 (1, — [z]))n+++2
(k +n+ 2,)ktnt2
(k1) T (£ 1) (1 =[] o) 20 T FIET

Anlk!

IN

= Anlk!

(4) < Anlk!

Etant donné ¢ = (cy,...,cm) € P(0g4,1) il est alors naturel de considérer la série
recentrée en c

Fe(y) = Fe(yr, - yg) = fle+yx (g —[lc])) = f((em + ym(1 = |em]))m)
définie pour y € P(04,1).

Reprenons 'inégalité (4) et déduisons

Lemme 16 (Recentrage). — Soit g > 1 un entier, A > 1 un réel et n > 1,
dans N9 et soit f = Zkzog fxzX¥ une série entiére d’ordre de grandeur (A,n). Soit
c € P(04,1) et notons Fo(y) = f(c+y* (14— ||c|))) la série recentrée de f en c.
Alors F, est une série entiére d’ordre de grandeur (Ae,n+ 14) avec

Ac =nlAexp(g + |n|1)29+|n‘1(1g — |lef)) =2

Pour tout entier positif w on note R, (z) le reste de la série

flz)= > A+ Ru(2).

k| <u—1

Soit 0 < R<1letze P04, R)ona
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Bu@] =) > fat|< 3 At D |fe
k|1 >u Ikl1>u el > u
k<(u—1)1, kZ(u—1)1,
S ug\Z\goAu‘nll +A21§m§g Ekmqu,(hn#'l)nm|z$n7,n|><1_[1§t§gEktzo(kt+1)nt\zft\
i#m
n!A
< uz)n Auh 4 >zl )
e Hm(l = [zm[)rmtt 1<m<g
u [n| n!A u |n|
<zt Aumh 4+ x g X |z]5 (14 u)™=

(g — [|z[l)»*s
nlgA|z|% (1 + u)Ple

< A In|y
< ulzly, Au™t + (1= [z]o)7

1
< wlalAu™ + B+ w)alk < Blut D)9l

124
avec n = |n|y et B = u_‘}%)igf‘nh.
Lemme 17 (Majoration du reste). — Soit f(z) une série de g wariables

d’ordre de grandeur (A,n). Soit u un entier positif ou nul et R, (z) le reste d’ordre
u. Soit R un réel strictement compris entre 0 et 1. Pour tout z dans P(04, R) on a

|Ru(2)] < Blu+ 1))
nl2Ag
(1_R)g+\n\1 .
En outre, si 0 < k <1 est un réel et si

avec n = |n|y et B =

16(ng)?® 2(logk — log B))
(log R)?’ log R
alors |R,(z)| < k pour z € P(0,4, R).

u > max(

2
En effet, si u > (11?)5%”1%2 alors (n+1)g/u < M donc log B + (n+ 1)glog(1 +

“)"‘UIOgRSlOgB—&-%Slogncaruzw_ O

A.2. Prolongement analytique sur un disque. — Dans ce paragraphe on
veut montrer qu’une série entiere f d’une variable et d’ordre de grandeur (A, n) avec
A >1etn > 1, majorée en module par un € > 0 sur un petit disque D = D(c,r)
inclus dans D(0,1) peut étre agréablement majorée en module sur le gros disque
D(0,3).

On procede par prolongement a des disques de plus en plus gros.

On introduit donc la

Définition 5 (Fils d’un disque équilibré). — Un disque ouvert non vide
contenu dans le disque unité est dit équilibré si et seulement si sa distance au cercle
unité est égale a son rayon. Pour ¢ € D(0,1), on note D, le disque équilibré de

centre c. Sont rayon est r = 1_TM
Si de plus |c| > £, posons ¢ = (|c| — %) x 1y €t soit Do le disque équilibré de
5lc|—1

centre . Alors |c| — § = 25— > 0 donc le rayon v’ de Do vérifie r’ = %7‘. De plus
1—|d| =321 —|c|). On dit que Do est le fils de D.. Si |c| < & alors le fils de D.
est par définition Do = D(0, 3).



JACOBIENS, JACOBIENNES ET STABILITE NUMERIQUE 23

FI1GURE 1. Fils d’un disque équilibré

Soit f(z) une série entiere d’une variable et d’ordre de grandeur (A, n) avec A > 1
et n > 1. Soit D. C D(0,1) un disque équilibré ot f est majorée en module par
0 < € < 27199 On note r le rayon de D.. Soit D, le disque fils de D, et r' son
rayon. Le disque de centre ¢’ et de rayon r/2, est contenu dans D.. Donc f y est
majorée en module par e.

La formule de Cauchy majore les dérivées de f en c'.

k! fld+¢)
@) /.g_r/z g X

On veut majorer |f| sur D.. On choisit un entier positif « et on majore
séparément la partie principale d’ordre w en ¢’ notée Py , et lereste Ry o, = f—Pp .
D’une part

2k k!
Se %

7)) =

‘Pc’,u<cl+2>| < Z

0<k<u-—1

v () 2 ()"
4 rk—\2/)
0<k<u—1

D’autre part, posant z = ¢/+y(1—|c’|), le reste Ry o, (' +y(1—|c|)) n’est autre que
le reste d’ordre u en 0 de la série recentrée y — F/ (y). Puisque z = ¢ 4+ y(1 — |/])
appartient au disque équilibré D.., le vecteur y parcourt le disque équilibré Dy.
En d’autres termes, |y| < % On applique les lemmes 16 de recentrage et 17 de

majoration du reste.

f(k]i!(c/) Zk‘

()

IN

La série recentrée F.s est d’ordre de grandeur (A, n + 1) avec Ao majorée par
2 n+2 n+2
A (f2)  <nla (e

Suivant les notations du lemme 17 on pose

2(2e)" 2 (n +1)InlA

By = e

< Aexp(On*(1+ |logr])).

Pour z € D, on a
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|chﬁu(z)| < BC,(l +u)n+22_u

log2loge

Soit alors k > 0 le réel tel que logk = T2log © et soit u le plus petit entier plus
2
4|log k| _ |loge|
grand que =25 = 10 log -

On suppose que

[log ri| > |log B/|

donc u > %W. On suppose en outre que
16(n + 1)?
(log 2)?
Alors
|Rer ] < K.

On déduit de (5) que

5
log | Per (¢’ + 2)| < ulog 3t loge.

Onau<l1l+ % donc ulogg < log% + |10§€| < % car |loge| > 1001og 2.
2
log e
Donc log |Per (¢ 4 2)| < =5<.
Ainsi log | f| < log (2max(| P
car loge < —100log 2.

JRer ) < mloge +log2 < 0.05loge

Lemme 18 (Prolongement au disque fils). — [l existe une constante positive
effective c1o telle que I’énoncé suivant soit vrai :

Soit f(z) est une série entiére d’une variable et d’ordre de grandeur (A,n) avec
A>1etn>1. Soit D= D, C D(0,1) un disque équilibré de centre ¢ et de rayon
r ou f est majorée en module par un 0 < € < 1. Soit D le disque fils de D.. On
suppose que —loge est minoré par ci2(log A + n?|logr|). Alors f est majorée en
module sur le disque fils D¢ par €20.

A.3. Polygone de Newton d’une série entiere. — Soit f une série entiere
d’une variable complexe et soit R < co son rayon de convergence, supposé non nul.
Soit r un réel positif inférieur & R. On note D = D(0,r).

On s’intéresse aux zéros de f dans D. Combien sont ils ? Ou sont ils 7 Comment
sont ils affectés par une petite perturbation de f 7

Pour répondre a ces questions, on cherche a enfermer les zéros de f dans une
collection finie de petits disques disjoints tels que le nombre de zéros de f dans
chaque disque ne soit pas modifié par une petite perturbation.

On étudie d’abord la situation autour de zéro. On suppose que f(0) = 1 donc
f(z) =1+ 3,5, fuz". On note d le degré de f en z, qui est en général infini. Le
nuage de Newton associé & f est Pensemble de points (k, —log |fx|) pour k > 0 et
fx # 0. Le polygone de Newton de f est la fonction N de [0, d] dans R définie comme
le maximum des fonctions affines ¢ : [0, d] — R qui passent en dessous du nuage de
Newton (c’est-a-dire ¢(k) < —log|fx| pour tout k). La fonction A est bien définie
car le rayon de convergence R est non nul. C’est une fonction convexe de [0, d]. Elle
est affine sur tout intervalle ouvert délimité par deux entiers consécutifs.

En effet, soit £ > 0 un entier inférieur & d. Pour tout € > 0 il existe une fonction
affine ¢ qui passe sous le nuage de Newton et telle que NV (k) — e < ¢(k) < N (k).
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De méme il existe une fonction affine 1 qui passe sous le nuage de Newton et telle
que N(k+1) —e < ¢(k+1) < N(k+1). On définit la fonction affine k. de la
fagon suivante. Si ¢(k+1) < ¢(k+1) et ¥(k) < ¢(k) alors k. est la fonction affine
qui vaut ¢(k) en ket P(k+1) en k+ 1. Si ¢p(k+ 1) > ¢(k + 1) alors ke = ¢. Si
Pk +1) <pk+1) et (k) > ¢(k) alors k. = 1. On vérifie que k. passe sous le
nuage de Newton. Quand € tend vers 0 la famille des k. converge simplement sur
le segment [k, k + 1] vers la fonction affine ko qui vaut N'(k) en k et N(k+ 1) en
k+1. Donc ko minore A sur cet intervalle. Un argument de convexité montre qu’on
a égalité.

Ainsi AV est continue et affine par morceaux sur [0, d].

Les sommets du polygone de Newton sont les discontinuités de N plus (0,0) et
éventuellement (d, N'(d)).

Soit k un entier entre 0 et d. On pose [ = N(k). On appelle tangente en (k1)
au polygone de Newton, toute droite passant par P = (k,[) et qui passe sous le
nuage de Newton. On note o~ la dérivée a gauche, qui est la pente de la tangente a
gauche. Le vecteur (—a ™, 1) est orthogonal & cette droite et tourné vers I'intérieur
de V. De méme o™ est la dérivée a droite. On suppose que o™ > a~ donc P est
un sommet. Soit o dans Ja~,a™[. La position relative du nuage de Newton et de
la tangente en P de pente o nous renseigne sur l'ordre de grandeur de f(z) pour
un z tel que log|z| = a. En effet pour tout tel z et pour tout entier positif m on a
—log|fm2z"| = —log|fm| —ma = (=a, 1) - (m, —log|fm]) = (=, 1) - (k, = log | fi)-
De sorte que f2* est le terme dominant sur le cercle |z| = exp(a). Il reste & voir
jusqu’a quel point. On se doute que si le sommet P est assez anguleux, les autres
termes peuvent étre négligeables.

Soit donc m # k un entier positif ou nul. Le point (m, —log|f|) est au dessus
du polygone de Newton. Si m > k il est donc au dessus de la droite passant par
P et de pente a™. Donc |f| < |fr]lexp(—=(m — k)a™). Donc, pour log|z| = a, le
terme f,,2™ est majoré en module par |fy||z|* fois exp((m —k)(a—at)). La somme
> s | fx]|2] est donc majorée par | fx||z|* fois T2 en posant = exp(a—a™). Si
m < k le point (m, —log|fm|) est au dessus de la droite passant par P et de pente
a~. Donc |fm| < |fx] exp(—(m — k)a™). Donc, pour log |z| = a, le terme f,,z™ est
majoré en module par | fy||z|* fois exp((m — k)(a — a™)). La somme >, _, [ fxl|2[*
est donc majorée par | fi||z|¥ fois 121,

Pour toute fonction A holomorphe sur un voisinage du disque fermé de centre 0 et
de rayon exp(«), et non nulle sur le bord de ce disque, le nombre de zéros de h dans
lintérieur de ce disque est 'indice en 0 du lacet image du bord {z, |z| = exp(a)}
par h. C’est un invariant homotopique discret. Donc dans toute famille continue de

en posant y = exp(a” — a).

fonctions holomorphes sur un voisinage de ce disque et jamais nulles sur son bord,
le nombre de zéros dans 'intérieur du disque est constant.

On en déduit que si 17— + % < 1 le nombre de zéros de f dans le disque ouvert
D(0,exp(a)) = {z, |2| < exp(a)} est le méme que celui de 2* soit k zéros. Cette
condition est satisfaite si x et y sont inférieurs a %

On appelle pente du polygone de Newton, une valeur de la dérivée de N en un
point ou elle est dérivable.

Lemme 19 (Polygone de Newton). — Soit f = 1+ Y, fxz" une série
entiére de rayon de convergence R > 0. Soit £ € D(0, R) un zéro de f. Il existe une
pente o du polygone de Newton telle que |log|&| — o| < log 3.
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On note Ps Uintervale | — 0o, log R privé des intervales [o —log 3,0 + log 3] ou
o parcourt l’ensemble des pentes du polygone de Newton.

Si « est un réel de Ps il existe un unique sommet P = (k,N(k)) admettant
une tangente de pente . La fonction f a exactement k zéros dans le disque ouvert
D(0, exp(a)).

On note Py Uintervale | — 0o, log R privé des intervales |o —log4, o + log4[ ou
o parcourt l’ensemble des pentes du polygone de Newton.

Si o est un réel de Py il existe un unique sommet P = (k,N'(k)) admettant une
tangente de pente a. Pour log|z| =« on a |f(2)| > @ = %.

Comme on pouvait s’y attendre, ce lemme est moins précis que son pendant non-
archimédien. On ne peut pas 'utiliser directement si les pentes sont trop proches
les unes des autres. Dans ce cas, on pourra former (par exemple) la série g(z) =
f(V/2)f(=+/2) dont les zéros sont les carrés des zéros de f. Le passage de f & g
clarifie la situation dans le voisinage du cercle unité. On peut réitérer 'opération si

nécessaire.

A.4. Le plus petit zéro d’une série entiere. — Soit F' = Fy + >, -, Fpzk
une série non constante de rayon au moins 1 telle que Fj # 0. La série normalisée
f = F/Fy admet au moins une pente. Soit o7 la plus petite des pentes. On suppose
d’abord que o7 est négatif. Soit alors logr la borne inférieure de oy, 0[NPs. Si
ce dernier ensemble est vide on pose 7 = 1. Si r < 1, alors f admet un zéro de
module < r. On veut montrer que si Fy est petit alors r est petit ou bien F' est
uniformément petite. On suppose que |Fp| < 1. Le segment ]o1, log r[ est couvert par
des intervales fermés de rayon log 3 centrés en les pentes du polygone de Newton. On
note o1 < oy < --- les pentes successives. On a 09 < 01 + 2log 3, 03 < 01 + 4log 3,
vy 0 < o1+ 2(k — 1) log 3, tant que o1 + (2k — 3)log3 < logr. On pose donc

0 [logr ;;(7)1 + log31
23
et pour tout 1 <k < flonaoy <o +2(k—1)log3 et donc N(k) < koy + k(k —
1)log 3. Cela prouve en particulier que le degré d de F' est au moins égal a £.
On pose k =/ et on obtient

(6) N() < loy +£(£ —1)log 3.

Le principe de la démonstration est le suivant : on suppose Fy petit.

Si 01 est grand alors la série F est petite car ses premiers coefficients sont petits.

Si 01 est petit et ¢ petit alors r est petit : le polygone de Newton est anguleux
pres de lorigine et il y a une petite racine.

Si o1 est petit et £ grand alors la pente du polygone de Newton varie peu au
début, et la série F' a de grand coefficients.

Pour formaliser ce raisonnement, nous supposons maintenant que F est d’ordre
de grandeur (A,n) avec A > 1 et n > 1. Donc —log|fx| = —log |Fi| + log |Fp| est
minorée par —log A — nlog(k + 1) + log |Fo| qui est une fonction convexe de k et
qui minore donc le polygone de Newton. Pour & = £ on obtient

(7) N() > —log A —nlog(£+ 1) + log | Fp|.

Comme ¢ < W on ao; < —20log3+logr+3log3. En reportant dans

I'inéquation (6) on a N'(¢) < —¢*log3 + ¢(logr + 2log 3). L’inéquation (7) donne
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alors /2 log 3—{(log r+21log 3) < log A+nlog({+1)—log |Fy| < log A+nl—log |Fy|.
Donc ¢ satisfait I'inégalité quadratique

(8) *log3 — ¢(logr + 2log3 +n) — log A + log | Fy| < 0.

Si ¢ > logr + 2log3 + n alors on déduit de I'inéquation (8) que £?(log3 — 1) <
log A — log | Fy|. Au total

log A — log | Fp|

< 1 21
(9) ¢ < max(logr + 2log3 + n, log3 _ 1

).

Comme ¢ > % on a o1 > —2flog3 + logr + log3. On déduit de

I'inéquation (9)

o1>min((1—21log 3) log r—2n log 3— (2 log 3)?+log 3, —2 log 34/ %Jrlog r+log 3).

On rappelle que r < 1, et on suppose que

—log |Fy| > O(log A +n?).

On en déduit alors que

o1 > —10+/—log |Fy| + logr

Si —logr > 4/—log|Fy| on s’estime heureux puisqu’on a montré que F admet
un zéro tres petit. Sinon on a o1 > —114/—log | Fy|. On observe que cette derniere
inégalité est vraie aussi si o1 est positif ou nul.

Donc pour tout entier £k > 0 on a f = % < exp(—ko1) < exp(11k+/—log | Fp)).
Si z € D(0,3) est un complexe de module inférieur & 1 alors |Fi|lz|F <
|Fo| exp(k(11y/—log | Fy| — log 2)) et pour tout entier positif u, la partie principale
Pu(2) = Y g<pen Fuz" est majorée en module par | Fy|exp(u(11y/—log |Fy|—log2))

Si on choisit v = |¥Y—r— logl bl | alors log|P,(2)] < logl|Fo| + u(—log2 +

~log [Fy]) < <&ffol,

Pendant ce temps la, on peut majorer le reste R,(z) & laide du lemme 17. On

2 . . .
7 ce qul est acquis s1

demande que u > W

—log|Fy| > On*.

Suivant les notations du lemme 17 on pose B = 2""2n!A. On peut majorer R, ()

Ve

log 2

en module par k pourvu que — log k < —log B+u .Onnote que u = | ¥——>—

est plus grand que Y——>— 1Og‘F0 i /—log|Fy| > O.
Si y/—log|Fy| > O(logA+n ) alors

log 2
log B < 9%,/—105;\5’0\
donc flogBJrulo% > /—log|Fy

On pose donc —log k = 0.007/— log | Fp|.
Comme la partie principale P, (z) est majorée par 1/|Fy| qui est plus petit que x

on a log |F(z)| <log2—0.007/—log|Fy| < —0.006\/—log [Fyl si y/—log|Fy| > O.
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Lemme 20 (Plus petit zéro). — Il existe une constante positive effective cy3
telle que l’énoncé suivant soit vrai :
Soit F(z) = Fy + Fiz + -+ une série entiére d’ordre de grandeur (A,n) avec

A>1etn>1. On suppose que |Fy| < 1 et \/—log|Fy| > c13(n? + log A). Alors
ou bien [ a un zéro & tel que log |¢| < —y/—log|Fy|, ou bien f(z) est majorée en
module pour z € D(0, %) par k tel que logk = ;V;ggglm.

A.5. Stabilité des zéros d’une série entiere. — On se donne maintenant une
série entiere f d’ordre de grandeur (A,n) avec A > 1 et n > 1 et un complexe ¢ tel
que |¢| < 1. On veut montrer que si f(c) est petite alors ¢ est proche d’un zéro de
f ou bien f est petite sur le disque D(0, %)

On note F.(y) = f(c+y(l —|c|)) = Fo + Fiy + - - - la série recentrée en c. Elle
est d’ordre de grandeur (A.,n + 1) avec A. = Anlexp(n + 1)2"T1(1 — |¢|)7"~2
Appliquons le lemme 20 & la série recentrée F.. On suppose donc que Fy = f(c)
vérifie | f(c)] < 1 et

V—=log[f(c)] > c13(n® +log A.).

Il vient que f a un zéro & tel que log|c — & < —\/—1log|f(c)| ou bien f est
majorée en module par x sur le disque équilibré D, ou logk = —7V_1§§0‘f(c)l. Dans

ce dernier cas, on peut appliquer le lemme 18. Soit w = f%] et soit v tel
4
que logv = 1§§f et supposons que

1—
—logv > ci2(log A + n?|log <2|C|> .

On applique w fois le lemme 18 et on montre que f est majorée en module par
v sur le disque D(0, 3).

log 20

On note que 20 < 20(1 — |¢[) &5 < 20(1 — [¢[)~4.

Lemme 21 (Stabilité d’un zéro). — Il existe une constante effective positive
c14 telle que l’énoncé suivant soit vrai :
Soit f une série entiére d’ordre de grandeur (A,n) avec A > 1 et n > 1. Soit ¢

_ (=)™ v=Toge

Ci4

dans D(0,1). On suppose que € = |f(c)| < 1. Soit v tel que logv =
On suppose que —logv > c14(log A +n2(1 + |log(1 — |¢])])).
Alors [ admet un zéro £ tel quelog|c—&| < —+/—log|f(c)| ou bien f est majorée
en module par v sur le disque D(0, 3).

Puisque les zéros de f bougent peu sous l'effet d’une petite perturbation, ils ne
doivent pas beaucoup s’éloigner des zéros de la partie principale. Et ¢’est un moyen
commode de les localiser.

Soit donc f une série entiere d’ordre de grandeur (A,n) avec A > 1 et n > 1.

Soit r un réel entre 1/2 et 1. Soit € un réel entre 0 et 1 et soit v un réel positif
_ (1—r)!*y/=Toge
C15
suppose que |f| n’est pas majorée par v + € sur D(0, %) On suppose que — logv >
c15(log A +n?(1+ |log(1 —r)|)).
On cherche un entier positif u tel que le reste R, (z) soit majoré en module par

e sur D(0,r). Selon le lemme 17 il faut que u > 2(log1607;l;wgB)

c15 est assez grand alors

tel que logry = avec c15 constante plus grande que 1 et c¢y4. On

! .
avec B = %. Si

|log B| < |loge]
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donc il suffit que u > le‘l(l)‘;grj‘. Soit donc u le plus petit entier satisfaisant cette
2
condition. On vérifie que u > 4‘|1})ogg:|| > (11027"7,)2 si c15 est assez grande. Donc R, (2)

est majoré par € en module sur D(0,r). On pose p = exp(—+/— loge).

La partie principale P, (z) est un polynome de degré u — 1 qui a donc u — 1 zéros
dans C. Donc l'intervalle [r — 4up, r] contient ®) au moins un réel positif R tel que
|R — ||| > 2p pour tout zéro £ de P,. Soit D le fermé de C obtenu en retirant au
disque fermé D(0, R) tous les disques ouverts D(&,2p) ot les ¢ sont les zéros de
P,(z). D’apres le lemme 21 le polynéme P,(z) est strictement minoré en module
par € sur le domaine fermé D. Donc f(z) et P,(z) n’ont pas de zéro dans D. Elles
ont le méme nombre de zéros dans D(0, R). Elles ont le méme nombre de zéros dans
chaque D(&,2p). Donce les zéros de P,(z) dans D(0, R) approchent ceux de f(z) &
distance 4p. On obtient le

Lemme 22 (Stabilité globale). — Il existe une constante effective positive cig
telle que l’énoncé suiwvant soit vrai :

Soit f une série entiére d’ordre de grandeur (A,n) avec A > 1 et n > 1. Soit r
et p deux réels tels que % <r<let0<p<l1. Soitu le plus petit entier plus grand
4|(11(;gg;i)|2. On suppose que —(1 —r)*logp > c16(log A + n?|log(1 —r)])). Alors
f satisfait 'une au moins des deux propriétés suivantes :

que

1. Sur le disque D(0, %), le logarithme log|f| du module de f est majoré par
(1—r)"*logp
C16 :

2. Il existe un réel positif R tel que r — dup < R < r et tel que dans le disque
D(0, R) les zéros de f(z) sont approchés a distance 4p par ceux de la partie
principale Py (z) de degré w — 1. En particulier, il y a au plus u tels zéros.

Théoréme 3 (Zéros d’une série). — Soit f = 3 ., fr2" une série entiére
d’ordre de grandeur (A,n) avec A>1 etn > 1. Soit R un réel compris strictement
entre 0 et 1. Soit 1 la partie positive de —logmax, <1 |f(z)|. Le nombre de zéros
de module < R est polynomial en n, log A, (1 — R)~! et p.

Il existe un algorithme qui pour f et R comme ci-dessus®) et pour k entier
positif, retourne

— un rationnel R tel que |R — R'| < exp(—k),

— le nombre de zéros de f dans D(0, R'),

— une approzimation de ces zéros d exp(—k) prés,
en temps déterministe polynomial en n, log A, (1 — R)™Y, u et la précision absolue
k requise.

Cela découle du lemme 22. Il suffit de rappeler 'existence de tels algorithmes
pour la recherche des racines d’un polynome. O
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