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VORWORT

1994 wurde an der Universitat Joseph Fourier in Grenoble ein Dipléme d'Etudes Approfondies
de recherche (DEA) in der Didaktik der wissenschaftlichen Disziplinen eingefiihrt. Nach der
Einfihrung der Bologna-Reform wurde an dieser Universitat der Masterstudiengang "EIAH!
und Didaktik" ins Leben gerufen.2

Das folgende Dokument enthélt das Handout eines Kurses, den ich von 2003 bis 2007 im
Rahmen der Unterrichtseinheit (UEL: « Concepts fondamentaux de la didactique »), flr die ich
verantwortlich war, im Master 2 EIAH-Didaktik gehalten habe.

In diesem Kurs stellte ich den von Guy Brousseau entwickelten theoretischen Rahmen vor.

Urspriinglich hatte ich diesen Kurs "Einfilhrung in die Theorie didaktischer Situationen"
genannt. Bei der Neufassung, die ich hier vornehme, habe ich das Adjektiv "didaktisch" aus
dem Titel gestrichen.

In der Tat hat Brousseau (1997) ziemlich kirzlich innerhalb der Situationstheorie eine
Unterscheidung zwischen der Theorie der mathematischen Situationen mit didaktischem Nutzen
(TSM oder théorie des situations mathématiques) und der Theorie der didaktischen Situationen
im eigentlichen Sinne (TSD) vorgenommen.

Diese aus meiner Sicht sehr erhellende Unterscheidung ist relativ unbemerkt geblieben: Sie
wurde mir erst bei der Vorbereitung meines Kurses fiir die 15. Sommerschule fir Forschung in
der Mathematikdidaktik in Clermont-Ferrand bewusst. Ich habe sie bei der Abfassung des
Kurses fiir diese 15. Sommerschule beriicksichtigt (Bessot 2011).

Der vorliegende Text ist daher eine Uberarbeitung des Kurses aus dem Jahr 2003. Diese
Uberarbeitung wurde gréRtenteils durch den Wunsch motiviert, eine Ubersetzung ins Englische
und moglicherweise auch in andere Sprachen zu erstellen. In unserer Arbeit mit Claire
Margolinas fur das ICMI AMOR-Projekt3 bendtigten wir eine englische Referenz, die uns einen
ersten Zugang zu Brousseaus Arbeit verschafft. Dieser Kurs ist nach unserer Auffassung dafur
geeignet.

Ich hoffe, dass diese Arbeit und ihre verschiedenen Ubersetzungen dazu beitragen werden, die
Theorie der Situationen besser bekannt zu machen, und zwar auch auRerhalb des besonderen
Kontexts Frankreichs. Sie st eine der wichtigsten Grundlagen der franzosischen
Mathematikdidaktik, die in anderen Didaktiken und im weiteren Sinne in den
Erziehungswissenschaften aufgegriffen wird. Die Ironie des Schicksals wollte es, dass ich
gerade dabei war, dieses VVorwort zu vervollstandigen, als mich die traurige Nachricht vom Tod
Guy Brousseaus erreichte. Das macht mich sehr traurig, verleiht diesem Vorhaben aber noch
mehr Bedeutung.

Schliel3lich méchte ich Jean-Luc Dorier herzlich danken, der AMOR initiiert hat, diesen Kurs
auf Franzosisch sorgfaltig Korrektur gelesen hat, mir bei der Ubersetzung ins Englische
geholfen hat und mich motiviert hat, ihn in andere Sprachen ubersetzen zu lassen. Ich danke
auch sehr herzlich Rudolf StraRer, der sich bereit erklart hat, die deutsche Ubersetzung dieses
Textes anzufertigen.

Annie Bessot

1 Computergestiitzte Umgebungen fiir menschliches Lernen (« Environnements Informatiques d’Apprentissage
Humain »)

2 Die Licence-Master-Doctorat-Reform, kurz LMD-Reform, ist ein Biindel von MaBnahmen, die das franzosische
Hochschulsystem verdndern, um es an die europdischen Standards der BMD-Reform anzupassen. Die
grundlegenden Texte dieser Reform erschienen 2002, ihre Umsetzung dauertejedoch mehrere Jahre.

3 Siehe https://www.mathunion.org/icmi/awards/amor/guy-brousseau-unit
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Grenoble, Februar 2024

annie.bessot@gmail.com
Bitte zogern Sie nicht, mich zu kontaktieren, wenn Sie Fragen zum Inhalt dieses Kurses haben.
Vielen Dank!
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Am Anfang der theoretischen Bewegung unter dem Label "Mathematikdidaktik"4 in Frankreich
steht die Idee, dass es mdoglich ist, Unterrichtsphanomene zu beschreiben und rational zu
erklaren, Phanomene, die im Allgemeinen eher Empirie oder Meinungen als einen vernunftigen
Diskurs hervorrufen.

Eines der Anliegen, das in der franzdsischen Gemeinschaft der Mathematikdidaktik
weitgehend geteilt wird, ist die Schaffung eines originellen theoretischen Rahmens, der
seine eigenen Konzepte entwickelt ... Ein breiter Konsens besteht auch (ber die
methodologische Forderung, auf Experimente in Wechselwirkung mit der Theorie
zuriickzugreifen ... (Laborde 1989, S. 47).

Dieser theoretische Rahmen war zunachst der der Theorie der Situationen, deren Begrunder
Guy Brousseau war, und der der konzeptuellen Felder von Gérard Vergnaud.

Man koénnte zunéchst die Didaktik der wissenschaftlichen Disziplinen innerhalb der kognitiven
Wissenschaften als die Wissenschaft von den spezifischen Bedingungen der Verbreitung
wissenschaftlicher Erkenntnisse definieren, die flir das Funktionieren menschlicher
Institutionen von Nutzen sind.

Das minimale Studiensystem ist das didaktische System im engeren Sinne, Lehrer, Schiler,
Wissen: d. h. die Interaktionen zwischen Lehrern und Schilern in Bezug auf das Wissen in
einer Situation mit didaktischem Zweck.

Forscher der Mathematikdidaktik bekraftigen die Besonderheit ihrer Disziplin im Vergleich zu
anderen verwandten Bereichen:

Um mathematische Unterrichtssituationen herzustellen, zu verbessern, zu reproduzieren, zu
beschreiben und zu verstehen, ist es notwendig - und mdoglich - geworden, diese
Unterrichtstatigkeit als urspriinglichen Untersuchungsgegenstand zu theoretisieren und nicht als
bloRe Ansammlung von Fakten, die nur in autonomen Bereichen wie Padagogik, Soziologie,
Psychologie, Mathematik, Linguistik oder Epistemologie theoretisierbar sind. (Brousseau
19864, S.2)

Die Metapher des Labyrinths kann helfen, besser zu verstehen, was die Problematik des
Didaktikers von der des Psychologen unterscheidet:

Der Psychologe [...] untersucht das Verhalten der Ratte im Labyrinth; er kennt aber die
Struktur des Labyrinths, die er selbst entworfen hat. Der Didaktiker hingegen kennt die
Struktur des Labyrinths, in das der Schuler geworfen wird, nicht. Daher muss er
logischerweise zundchst versuchen, sie zu erkunden. Dazu kann er, indem er die
Perspektive des Psychologen umkehrt, sogar das Verhalten der "Ratte” (des Schulers!) im
Inneren des Labyrinths beobachten, um daraus die Struktur des Labyrinths abzuleiten ...
(Chevallard 1989, S. 36)

Sind die theoretischen Konzepte, die aus einem bestimmten Disziplinbereich, hier der
Mathematik, stammen, spezifisch fur diese Disziplin? Derzeit ist in Frankreich zu beobachten,
dass Forscher der Didaktik anderer Disziplinen (wie z. B. Sportunterricht oder Physik) einige
dieser Konzepte verwenden. Ich wiirde die Hypothese aufstellen, dass bestimmte theoretische
Konzepte aus der Mathematikdidaktik Allgemeingultigkeit besitzen: Sie ermdglichen es, in
besonderen Situationen Fragen und Ergebnisse zu generieren, die ihrerseits spezifisch fir ein

4 " Auf einem Kolloquium in Bordeaux im Jahr 1975 trafen sich Forscher, die daran interessiert waren, dieses Feld
als wissenschaftlichen Bereich zu behandeln, den sie als 'experimentelle Epistemologie' zu bezeichnen vorschlugen.
Auf meinen Vorschlag hin zogen wir es vor, das etwas verponte Etikett 'Didaktik’ anzunehmen, um unseren
Wunsch zu zeigen, den Unterricht mithilfe dessen, was wir verstehen konnen, zu verbessern." (Brousseau 1986a,
S. 28) (Hervorhebung durch mich in Fettdruck).



bestimmtes Wissen sind.

Was die Positionen "Lehrer" und "Schuler™ definiert, ist das Projekt des didaktischen Systems,
das darin besteht, von einem Anfangszustand zu einem Endzustand in Bezug auf das Wissen zu
gelangen, um das es beim Lernen geht.

Aus der Sicht der Beziehung zum Wissen gibt es eine Asymmetrie, die fur das didaktische
System konstitutiv ist. Wir wirden nicht sagen, dass der Schiler vor dem Unterricht
keine Beziehung zum Wissen hat, sondern lediglich, dass diese Beziehung im
Anfangszustand wenig oder nicht angemessen ist. Ohne die Annahme dieser Asymmetrie
ist das Konzept eines didaktischen Systems nicht sinnvoll (Margolinas 1993, S. 227)).

Der Lehrer unterscheidet sich vom Schiler dadurch, dass er "als ein Wissender™ vorausgesetzt
wird, aber auch dadurch, dass von ihm angenommen wird, dass er das, was der Schuler lernen
muss, zu antizipieren weil.

Dariiber hinaus hat das didaktische System eine besondere Eigenschaft, ndmlich das Ziel, zu
verschwinden: Wenn der Lehrer in seiner Mission erfolgreich ist, muss er sich zurtickziehen
konnen, und der Schiler muss seine Beziehung zum Wissen auBerhalb seiner Anwesenheit
aufrechterhalten kénnen.

1. Was aber ist Lernen in einer didaktischen Situation?

Das Projekt des Schlers ist das Lernen.

Eine weit verbreitete Ideologie geht von einer einfachen Ubertragungsbeziehung
zwischen Lehren und Lernen aus: Der Schiler nimmt auf, was vom Lehrer vermittelt
wird, vielleicht mit einigen Informationsverlusten. (Laborde 1989).

Zahlreiche Arbeiten haben gezeigt, wie falsch diese Sichtweise ist: Lernen ist weder ein reiner
Transferprozess noch ein linearer, kontinuierlicher Prozess.

Um das Lernen des Schiilers zu verstehen, muss die Perspektive, die auf das Lernen
eingenommen wird, prazisiert werden.

Psychologische Hypothese (Lernen durch Anpassung):

Das Subjekt lernt, indem es sich an eine Umgebung anpasst (Assimilation und
Akkommodation), die Widerspriiche, Schwierigkeiten und Ungleichgewichte produziert.

Diese Hypothese bezieht sich auf die Piagetsche psychogenetische Theorie.



Abbildung 1. Nicht-didaktische Lernsituation

Subjekt

Kenntnisse -_—
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Beispiel. Nicht-didaktische Lernsituation: das Fahrrad (Brousseau 1988)

Situation 1: Fahrrad mit vier Radern, eines vorne und drei hinten
mit diesen kleinen Radern lernt das Kind, in die Pedale zu treten und die Lenkstange nach dem folgenden
impliziten Muster zu drehen:
- ich will nach rechts fahren, ich drehe den Lenker nach rechts;
- ich will nach links fahren, ich drehe den Lenker nach links.
R—>R
L — L (Brousseau 1988, S.62)

Situation 2: Fahrrad mit zwei Radern (die beiden kleinen Réder hinten werden entfernt).

[...] Das Kind will geradeaus fahren, aber das Fahrrad neigt sich nach rechts und fahrt somit nach
rechts. Das Kind will also wieder nach links fahren und dreht den Lenker nach dem erworbenen
impliziten Muster nach links. Es dreht den Lenker nach links und ... fallt!
Um das Gleichgewicht zu halten {...] muss er zuerst den Lenker auf die Seite drehen, auf die er
sich neigt, um einen Schub zu erhalten, der ihn aufrichtet, also einem (momentanen)
umgekehrten, aber unerldsslichen Schema folgend.

L—>R

R—>L
Der Wechsel von Schemata ist fir das Lernen charakteristisch. (Brousseau 1988, S.62)

Didaktische Hypothese

Eine Umgebung ohne didaktische Absichten (d. h. nicht absichtlich so organisiert, dass Wissen
gelehrt wird) reicht nicht aus, um in einem Subjekt all das Wissen zu induzieren, von dem die
Gesellschaft wiinscht, dass es sich dieses Wissen aneignet.

Die Lehrkraft muss also bei den Schilerinnen und Schilern die gewlinschten Anpassungen
durch eine sorgféltige Auswahl der Situationen hervorrufen, die sie ihnen vorschlagt.

Der Lehrer hat nicht die Aufgabe, die Schiler zum Lernen zu bringen, sondern daftr zu
sorgen, dass sie lernen konnen. Seine Aufgabe ist nicht die Ubernahme des Lernens - das
bleibt auRerhalb seiner Macht -, sondern die Ubernahme der Schaffung der Bedingungen
fur die Moglichkeit des Lernens. (Chevallard 1986. S.39)

Die Konsequenzen dieser Annahmen fiihren zur Einfihrung eines Modells der didaktischen
Situation: adidaktische Situation / didaktischer Vertrag.



2. Didaktischer Vertrag

2.1. Der didaktische Vertrag® stellt die impliziten Rechte und Pflichten von Schiilern
und Lehrern in Bezug auf unterrichtete Objekte des mathematischen Wissens dar.

Was jeder in Bezug auf ein Wissen tun oder nicht tun darf, beruht auf einer Reihe von
expliziten, aber vor allem impliziten Regeln. Brousseau hat das Regelwerk, das die
Verantwortlichkeiten jedes Einzelnen - Schiler und Lehrer - in Bezug auf ein gelehrtes
mathematisches Wissen teilt und begrenzt, als didaktischen Vertrag bezeichnet.

Er hatte dieses Konzept 1978 und dann 1980 vorgeschlagen, um das Versagen von
Grundschilern zu erklaren, die in allen Unterrichtsfachern auBer Mathematik erfolgreich waren
(isoliertes Versagen in Mathematik): das isolierte Versagen entspringe nicht einer Unfahigkeit
der Schiler zu lernen, sondern spezifischen didaktischen Vertrdgen fur bestimmte
mathematische Kenntnisse, die bestimmte Schiler daran hindern, in einen Lernprozess fir diese
Kenntnisse einzutreten.

Im Laufe einer Sitzung, die zum Ziel hat, einem Schiler ein bestimmtes Wissen zu lehren
(didaktische Situation), interpretiert der Schiiler die Situation, die ihm présentiert wird,
die Fragen, die ihm gestellt werden, die Informationen, die ihm geliefert werden, die
Zwaénge, die ihm auferlegt werden — alles das in Abhangigkeit von dem, was der Lehrer -
bewusst oder unbewusst - immer wiedert in seiner Unterrichtspraxis dem Lernenden
vorstellt. Wir interessieren uns insbesondere dafur, was in diesen Gewohnheiten
spezifisch fiir das gelehrte Wissen ist (Brousseau 1980, S. 127)

Beispiel 1 Mengenlehre zu Beginn der Sekundarstufe

Um 1970 wurden in Frankreich in der sechsten Klasse (Kinder im Alter von 11-12 Jahren) die
Begriffe "Element einer Menge" und "Menge und Untermenge" gelehrt” . Eine uibliche Ubung
zu diesen Begriffen lautete wie folgt:

Welches der folgenden Zeichen e ¢« ist richtig?

{a} ... {a,b,c}
b...{a,b,c}

Eine Studie (ber einen solchen Fragebogen (Duval und Pluvinage 1977, zitiert von Tonnelle
1979) zeigt, dass das Antwortverhalten der Schiler durch einen Entscheidungsbaum geregelt
wurde, der es ermdglichte, Entscheidungen nach folgendem Verfahren zu treffen:

- wenn es geschweifte Klammern "auf beiden Seiten" gibt, handelt es sich um Inklusion von
Mengen

- wenn es nur "rechts" geschweifte Klammern gibt, handelt es sich um Zugehdrigkeit von
Elementen zu Mengen

Usw.

Die Schilerinnen und Schiler konnten dann die meisten Ubungen zu diesem Thema in der
sechsten Klasse richtig beantworten, ohne dass die mathematische Bedeutung der
mengentheoretischen Beziehungen eine Rolle spielte.

5 D.h. ein vom Forscher konstruiertes Modell
6 Hervorhebung von mir
7 Diese Art von Ubungen ist aus dem aktuellen Unterricht in Frankreich verschwunden.
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Schilerinnen und Schiiler, die vor einer Reihe sich wiederholender Probleme stehen, werden
dazu gebracht, implizite Regeln zu lernen (wie hier das Vorhandensein oder Fehlen von
geschweiften Klammern), die ihnen eine 6konomische Antwort auf das gestellte Problem
ermoglichen.

Beispiel 2: Faktorisierung in der Mittelstufe8

Der Lehrer erwartet von einem Schiiler der Mittelstufe, der mit der Frage "Faktorisiere 16x* —
4" konfrontiert wird, dass er die Gelegenheit erkennt, die Faktorisierungsregel a* — b* = (a —
b) (a + b) anwendet und 16x* — 4= (4x —2)(4x +2) antwortet, und dass er bei der Frage
“Faktorisiere 4x* — 36" eine einfache Faktorisierung erkennt: 4x* — 36x = 4x (x — 9).

Die voéllig korrekten Antworten 16x* —4 = 2 (8x*—2), 16x* —4 =3 (%x2 - g) oder 16x* —4

=16x" (1 —ﬁ) mit x # 0% werden aussortiert oder haben keine Gelegenheit, in Erscheinung zu

treten, nicht weil sie eine zuvor formulierte mathematische Bedingung2? nicht erfillen, sondern
als abweichende Handlung von einem Verhaltenskodex.

Die Macht des Lehrers in seiner Klasse besteht nicht darin, die Antwort 16x*—
4 =2 (8" —2) zu verbieten (genauer gesagt: direkt zu verbieten), sondern die Antwort
16x> — 4 = (4x — 2)(4x + 2) zu erzeugen. Seine Macht besteht weniger darin, die "falschen
Antworten™ zu benennen, sondern vielmehr darin, die richtige Antwort hervorzurufen -
die implizit die anderen Antworten als falsch benennt. (Chevallard 1985, S.74)

Die Existenz impliziter Regeln, die das Verhalten der Schuler und das der Lehrkraft stark
strukturieren, verandert den Status des Fehlers: Ein Fehler wird eine zuléssige und falsche
Antwort sein. Der Fehler taucht also als Fehler vor dem Hintergrund eines Musters auf, das den
Verhaltenskodex einhalt: Die Antwort 16x> —4 = 16x* (1 — 1/4x?) ist wahr, aber nicht zulassig,
die Antwort 16x* — 3 = (4x — 3) (4x + 1) ist fehlerhaft, d. h. zulassig und falsch.

Was wir in Bezug auf die Faktorisierung gezeigt haben, ist kein pathologischer Fall in Bezug
auf das Unterrichten eines Wissens, sondern wir haben es verwendet, um einen allgemeinen
Mechanismus aufzuzeigen, der bei der didaktischen Kommunikation von Wissen zum Tragen
kommt. Die Untersuchung des didaktischen Vertrags Uber ein Wissen ermdglicht es, die
Grenzen der Bedeutung des gelehrten Wissens fur den Schiler zu ziehen.

2.2 Didaktischer Vertrag und Verhandlungen zwischen Schiilern und Lehrern iiber das
Wissen

Im Laufe der Wissensvermittlung werden die Regeln fur die Kommunikation uber
Wissensgegenstande zwischen Schilern und Lehrern aufgestellt, verandert, gebrochen und neu
geknupft, je nachdem, wie viel Wissen erworben wird, wie es sich entwickelt und welche
Geschichte entsteht. Diese Regeln liegen nicht in einer einzigen, zeitlich fixierten Form vor,
sondern sind im Gegenteil das Ergebnis immer neuer Verhandlungen.

Einerseits gehorchen die Interaktionen zwischen Lehrern und Lernenden lokal stabilen Regeln,
andererseits sind diese nicht unveranderlich.

Diese Verhandlung bringt eine Art Spiel hervor, dessen vorldaufig stabile Regeln es den
Protagonisten und insbesondere dem Schiler ermdglichen, Entscheidungen in einer

8 Nach Tonnelle J. (1979) und Chevallard (1985)

9 die in der zehnten Klasse eine angemessene Antwort sein wird, wenn es um die Grenzwerte von
Polynomfunktionen geht.

10 Wie Faktorisieren in Z[X] (Menge der Polynome mit ganzzahligen Koeffizienten)
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gewissen Sicherheit zu treffen, die notwendig ist, um ihm die fur die Aneignung
charakteristische Unabhangigkeit zu sichern. (Brousseau 1986b, S.55)

Der Vertrag ist spezifisch fur die auf dem Spiel stehenden Kenntnisse und daher
notwendigerweise vergénglich: Die Kenntnisse und sogar das Wissen entwickeln und
verandern sich, wahrend der péadagogische Vertrag dazu neigt, stabil zu sein. Die
Momente des Bruchs ermdglichen den experimentellen Nachweis des didaktischen
Vertrags. (Brousseau 1988a, S.322)

Dieser Aushandlungsprozess ist einer Reihe von Paradoxien unterworfen. Wir werden hier nur
eine davon untersuchen: Der Lehrer darf dem Schiler nicht sagen, was er tun soll (sonst erfillt
er seine Rolle als Lehrer nicht), und doch muss er daftir sorgen, dass der Schiller die erwartete
Antwort produziert (sonst hat er seinen Unterricht nicht erfolgreich durchgefhrt).

Ahnlich verhilt es sich, wenn der Schiiler akzeptiert, dass die Lehrkraft ihn tiber die Ergebnisse
unterrichtet, dann stellt er sie nicht selbst fest und lernt sie daher nicht. Wenn er hingegen
jegliche Information seitens der Lehrkraft ablehnt, dann bricht er die didaktische Beziehung ab.

Brousseau hat verschiedene Verhandlungsmuster charakterisiert, um von den Schilern die
erwartete Antwort zu erhalten (die er kennt und die der Schiler nicht kennt). Der Topas-
Effekt! ist eine dieser Formen: Der Lehrer versucht, die Bedeutung der Antwort so reichhaltig
wie moglich zu gestalten. Wenn dies nicht gelingt, fligt er sinnreduzierende Informationen
hinzu, bis hin zum Akzeptieren von Bedingungen, die die Antwort des Schulers hervorrufen,
ohne dass dieser auch nur die geringste Bedeutung investieren konnte.

Beispiel 3: Zeichnen der Symmetrieachse mit Lineal ohne Maf3stab und Geodreieck

(Belege: siehe Anhange I1 und I11)

Der Plan der Lehrkraft ist es, dass die Schulerinnen und Schiiler die folgenden geometrischen
Eigenschaften verwenden, um das Zeichnen der Symmetrieachse zu begriinden:

P, (Orthogonalitatseigenschaft): Die Symmetriegerade einer Figur ist orthogonal zu der
Strecke, die zwei symmetrische Punkte verbindet.

P; (Inzidenzeigenschaft): Seien (A, A’) und (B, B') zwei symmetrische Punktepaare: Der
Schnittpunkt der Geraden (A, B) und (A", B") liegt, wenn er existiert, auf der Symmetrieachse.

Die Wahl der Instrumente (Lineal ohne Skala und Geodreieck) sollte den Rickgriff auf P; die
Eigenschaften der Mittelpunkte blockieren.

P1 (Eigenschaften der Mittelpunkte): Die Symmetrieachse einer Figur verlauft durch die
Mittelpunkte aller symmetrischen Punktepaare.

Der Lehrer will ein geometrisches Konstruktionsverfahren (das keine mathematische
Konstruktion im Sinne von Felix Klein 184612 ist), d. h. der Lehrer arbeitet nicht am
materiellen Objekt, sondern am geometrischen Objekt, das wir als Figur bezeichnen. Fir ihn ist
es ein theoretisches Problem, die Kontrolle der Linienfiihrung erfolgt durch Bezugnahme auf
die geometrischen Eigenschaften P2 und P3 (hier) der geometrischen Figur.

11 in Anlehnung an das Theaterstiick "Topaze" des Schriftstellers Marcel Pagnol, in dem ein Lehrer immer mehr
Informationen hinzufiigt, damit der Schiler keine Rechtschreibfehler macht, bis hin zur Karikatur: "des moutonsses
étai-hunt réunisse...".

12 Siehe Anhang 1.



In den vorherigen Aufgaben (Abbildungen von Gruppe 1) wurden die Probleme durch "die
Eigenschaft der Mitte" gelost. Die Anwendung dieser Eigenschaft war erfolgreich. Fur die
Schilerinnen und Schiler (zumindest in Gruppe 3) ist es ein praktisches und materielles
Problem: die Mittelpunkte zweier paralleler Segmente zu finden. Man versucht also, den
materiellen Verlauf der Symmetrieachse mithilfe der Messung herzustellen, und die Kontrolle
kann mit Bezug auf das Falten erfolgen, wie es Ubrigens ein Schiler vorschléagt, oder durch die
Kontrolle der Messgenauigkeit.

Der Diskurs uber eine Zeichnung ist immer mehrdeutig: Er kann sich auf die geometrische
Figur (die die Zeichnung darstellt) oder auf die Zeichnung selbst beziehen. Die Reden der
Lehrkraft und der Schilerinnen und Schiler sind von dieser Mehrdeutigkeit nicht
ausgenommen.

Die Lehrkraft versucht, die Schiler dazu zu bringen, eine Antwort zu geben, die der
Anwendung der Eigenschaften P, und P3 entspricht: Sie muss die auf P; basierenden Antworten
disqualifizieren. Zu diesem Zweck und an mehreren Stellen (9, 13, 17, 19, 36, 37, 41, 44, 46,
48 und 77) bezieht sie sich auf die Genauigkeit, um die auf P1 basierenden Antworten in Frage
zu stellen, und dann (77), um zu schlussfolgern!

Dies ist eine paradoxe Situation: Der Lehrer mochte, dass die Genauigkeit geometrisch ist,
kann aber die Loésung nicht geben. Um die von Gruppe 3 vorgeschlagenen Ldsungen zu
disqualifizieren, verwendet er ein Genauigkeitsargument, das die Schuler in einer
Messproblematik bestérkt: Fur sie erfordert eine hohere Genauigkeit eine gréRere Sorgfalt beim
materiellen Messvorgang (vgl. Gruppe 3 und Frangois). Dieses Argument wird zum
Autoritatsargument.

Indem die Lehrkraft versucht, die Schilerinnen und Schuler dazu zu bringen, die von ihr
gewinschte Antwort zu produzieren, verdndert sie die Situation. Der letzte Schiler weil’ nicht
unbedingt, dass und warum er eine Antwort produziert hat: Er antwortet in Bezug auf die
Erwartungen der Lehrkraft. Es gibt keine Erklarung daftir, warum es richtig ist, warum es falsch
ist.

Hier kann man auf den Topas-Effekt verweisen: Die erwartete Antwort konnte vom Schiiler als
Losung des urspriinglichen Problems nicht produziert werden; die Lehrkraft war gezwungen, die
Bedingungen fir die Produktion der Antwort einzuschranken (Verringerung der Unsicherheit des
Schdilers), bis die erwartete Antwort erreicht wurde. Die Bedeutung dieser erzwungenen Antwort
fiir die Schilerinnen und Schiler wird sehr begrenzt.

Die vom Forscher geschaffenen Bedingungen (Auswahl der verfligbaren Instrumente) reichten
nicht aus, um die Schilerinnen und Schiiler dazu zu bringen, ihr Grundverfahren zu éndern, das
darin besteht, durch Messen die Mitte von Strecken zu suchen: Das Grundverfahren konnte
durch Anpassung der Instrumente mit geringeren Kosten funktionieren.

2.3 Unterricht und Vertragsbriiche

Jeder Unterricht eines neuen Wissensgegenstandes flhrt zu Vertragsbriichen in Bezug auf alte
Wissensgegenstande und zur Neuaushandlung neuer Vertrage: Das Lernen des Schilers erfolgt
um den Preis dieser Briche, die der Lehrer aushandeln muss.

Beispiel 4: Status von Zeichnungen im Geometrieunterricht

In der Grundschule lernen die Schilerinnen und Schiler den Umgang mit Zeicheninstrumenten,
um grafische Féhigkeiten zu entwickeln. Geometrische Zeichnungen (Dreiecke, Rechtecke usw.)
sind dann materielle Zeichnungen, mit denen gearbeitet wird und deren Mal3e Uberprift werden:
Sie sind die Objekte, die untersucht werden.



In der Mittelstufe, insbesondere ab der vierten Klasse (Schuler im Alter von 13-14 Jahren, nach
der in Deutschland Gblichen Zahlung: der 6. Klasse; Anm. des Ubersetzers), muss dieser erste
Vertrag gebrochen werden: Der Schiler muss Beweise nicht flr die Zeichnung selbst, sondern
fiir die abstrakten und idealen Objekte (auch Dreiecke, Rechtecke usw. genannt) erbringen, die
die materielle Zeichnung darstellt (neuer didaktischer Vertrag Gber Zeichnungen). Beispiel 3 ist
ein Beispiel flr die (schwierige) Aushandlung dieses neuen Vertrags.

Betrachten wir die folgende Frage: "Uberpriifen Sie, ob die Strecken AB und CD gleich lang
sind"? Im ersten Vertrag muss der Schiiler eine sorgfaltige Zeichnung anfertigen und mit Zirkel
und Lineal die Uberpriifung an den gezeichneten Strecken durchfiihren. Im zweiten Fall muss er
nach geometrischen Eigenschaften der "Figur" (die die Zeichnung darstellt) suchen, um den
Beweis fiir die Gleichheit zu erbringen.

Dieser Wechsel des didaktischen Vertrags, der fir viele Schiler Schwierigkeiten und sogar
Misserfolge mit sich bringt, ist fir das Erlernen des Beweisens in der Geometrie notwendig.
Man kann ihn folgendermal3en charakterisieren: VVon der Effizienz, die vom praktischen Schiler
verlangt wird (Geometrie als Ort des genauen Zeichnens), geht man zur Strenge des
theoretischen Schilers Giber (Geometrie als Ort der rationalen Untersuchung von Figuren).

3. Adidaktische Situation

Beziehen wir uns auf den Standpunkt, den wir zum Lernen einnehmen, wird das Lernen des
Schilers durch eine adidaktische Situation in der von der Lehrkraft gesteuerten didaktischen
Situation modelliert (Abbildung 2).

Abbildung 2. Didaktische Situation und adidaktische Situation

Subjekt
uoje Aktion/Retroaktion
—————————————
Kenntnisse

Adidaktische Situation

Milieu (nach Brousseau 1988a): antagonistisches System (gegeniiber dem des Schiilers) in der
didaktischen Situation, das die Wissenszustande auf eine vom Schiiler nicht kontrollierte Weise
verandert. Das Milieu verhélt sich wie ein nicht zweckgebundenes System. Es hat einen
relativen Charakter.

Didaktische Situation

Es spielt eine zentrale Rolle beim Lernen, als Ursache fiir Anpassungen und im
Unterricht als Referenz und epistemologisches Objekt. (Brousseau 1988a, S.321)

Milieu (nach Chevallard 1992): Die Elemente, die das Milieu ausmachen, sind diejenigen, die
subjektiv, d. h. fir die Subjekte der Institution, als selbstverstandlich, transparent und
unproblematisch erscheinen.

Die Lehrkraft wird versuchen, eine Situation anzubieten, in der die Schiilerinnen und Schiiler
ihr Verhaltnis zum Wissensobjekt aufbauen oder dieses Verhdltnis als Antwort auf die
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Anforderungen des Milieus und nicht auf den Wunsch der Lehrkraft verdndern. Eine solche
Situation ist eine Situation, in der das, was man tut, den Charakter einer Notwendigkeit in
Bezug auf Verpflichtungen hat, die weder willkirlich noch didaktisch sind, sondern aus der
Ordnung des Wissens stammen. Der Lehrer muss es schaffen, dass der Schiler die didaktischen
Voraussetzungen aus der Situation entnimmt, dass die Losung des Problems fur den Schiler
unabhéngig vom Wunsch des Lehrers wird: Die Devolution, die der Lehrer anstrebt, damit der
Schiler lernt, ist also die einer nicht didaktischen Situation (nach dem Vorbild der Situation mit
dem Fahrrad).

Es gibt eine Verschiebung der Verantwortung in Bezug auf das Wissen von der Lehrkraft auf
den Schiler: Der Schiiler in einer adidaktischen Situation wird verantwortlich fiir seine
Beziehung zum Wissen.

Es ist wichtig, in Brousseaus Theorie der didaktischen Situationen die Unterscheidungen
zwischen didaktischen, adidaktischen und nicht-didaktischen Situationen zu verstehen: Eine
wissensspezifische nicht-didaktische Situation ist eine Situation ohne (offizielles) didaktisches
Ziel, bei der sich die Beziehung zum Wissen als 6konomisches Handlungsmittel herausbildet
(siehe. Das Fahrrad); eine adidaktische Situation ist eine Situation mit didaktischem Zweck (d.
h. vom Lehrer organisiert), in der das Subjekt antwortet, als ob die Situation nicht didaktisch
waére (d. h. das Subjekt antwortet unabhéngig von den Erwartungen des Lehrers): Es gibt dann
in der didaktischen Situation Elemente, die ein adidaktisches Milieu bilden, das dem Schuler
antagonistisch gegenibersteht.

Lernen ist eine Verdnderung des Verhéltnisses zum Wissen, das vom Schiler selbst hergestellt
wird, eine Veranderung, die die Lehrkraft nur durch (freiwillige oder unfreiwillige)
Entscheidungen tber die Werte von Variablen der adidaktischen Situation hervorrufen kann:
didaktische Variablen.

Die Modellierung in Form einer adidaktischen Situation ermdglicht die Gestaltung von
Didaktik-Engineering (« ingénierie didactique »), bei dem im besten Fall die Bedingungen, die
das Lernen des Schulers bewirken, "berechnet” wurden (siehe weiter unten die Situation
"VergroRerung des Puzzles™).

3.1 Welche Bedingungen miissen erfiillt sein, damit eine Situation als adidaktisch erlebt
werden kann?

Es miissen mindestens die folgenden Voraussetzungen erfillt sein:

- Der Schiler kann eine Antwort in Betracht ziehen, aber diese anfangliche Antwort
(Grundverfahren, das sich auf friiheres Wissen und Kenntnisse bezieht) ist nicht die Antwort,
die gelehrt werden soll: Wenn die Antwort bereits bekannt ware, ware dies keine Lernsituation.

Ohne eine grundlegende Strategie versteht der Schiiler das Spiel nicht, auch wenn die
Anweisung klar ist. (Brousseau 1988, S.61)

- Dieses grundlegende Verfahren muss sich sehr schnell als unzureichend oder ineffektiv
erweisen, sodass der Schiller gezwungen ist, Anpassungen, Anderungen an seinem
Wissenssystem vorzunehmen. Es besteht eine Unsicherheit des Schilers hinsichtlich der zu
treffenden Entscheidungen.

- Das angestrebte Wissen ist a priori erforderlich, um von der grundlegenden zur optimalen
Strategie zu gelangen.

- Es gibt ein Milieu fir die Validierung: Das Milieu ermdglicht Riickkopplungen
- Der Schuler/die Schiilerin kann immer wieder beginnen.
Lernen wird darin bestehen, die Strategien und das mit ihnen verbundene Wissen zu
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andern. (Brousseau 1988, S.61)

3.2. Welche Elemente der Situation werden im Milieu modelliert?

Das Milieu bezeichnet in der didaktischen Situation das System, das dem Schiiler antagonistisch
gegeniibersteht, d. h. das, was die Wissenszustidnde auf eine Weise verdndert, die vom Schiiler
nicht kontrolliert wird: Das Milieu verhilt sich wie ein nicht zweckgebundenes System. Es hat
einen relativen Charakter. (Brousseau 1998)

Das allgemeine Schema der Interaktionen von Schiler und Milieu in einer adidaktischen
Situation entspricht dem fiir eine nicht-didaktische Lernsituation (vgl. Abbildung 1).

Interaktionen sind bedeutsam fur die Fahigkeit des Systems (Subjekt <> Milieu), nach
Storungen wieder ein Gleichgewicht herzustellen oder sich sogar weiterzuentwickeln, wenn die
Stérungen so grof sind, dass dies notwendig ist.

Wir bezeichnen als Problem das Ergebnis einer Stérung des Gleichgewichts der
Subjekt/Milieu-Beziehung (...), aber das macht nur Sinn, wenn diese Stérung sowohl vom
Subjekt als auch vom Milieu bezeugt werden kann. Eine Stérung, die das Subjekt nicht
wahrnehmen kann oder tber die das Milieu nicht erkennbar berichten kann, kann nicht zu
Problemen fiihren. (Balacheff 1995, S. 226)

Als Feedback (« retroaction ») bezeichnet man eine bestimmte Information, die vom Milieu
geliefert wird: d. h. eine Information, die vom Schiler als positive oder negative Sanktion in
Bezug auf seine Handlung aufgenommen wird und die es ihm ermdglicht, diese Handlung
anzupassen, eine Hypothese zu akzeptieren oder zu verwerfen, zwischen mehreren Losungen zu
waéhlen.

Ebenso wie die im Milieu modellierten Elemente nicht unbedingt materiell sein miissen (es kann
altes, stabilisiertes, selbstverstandliches Wissen des Subjekts sein), kdnnen die Handlungen des
Subjekts "geistige", nicht sichtbare Handlungen sein.

Die Entwicklung der adidaktischen Situation, in der sich ein Schiler befindet, kann als eine
Abfolge von Zustanden unter erlaubten oder mdglichen Zustdnden gelesen werden. Das Milieu
modelliert in der adidaktischen Situation das, was der Schiler nicht kontrolliert, was aber sein
Wissen verdndert. Die Prozeduren der Schiler sind das, was man an der Entwicklung des
Wissens des Schiilers beobachten kann.

In einer adidaktischen Situation gibt es notwendigerweise Unsicherheit.

Wenn es keine Ungewissheit (im Sinne von relevanten Wahimdglichkeiten) Uber die
Endzustande der Situation mehr gibt, bedeutet dies, dass das Subjekt die Antwort kennt, dass es
weil: Man kann sagen, dass die Situation dann vom Schiler kontrolliert wird (und dass es in
Bezug auf diese adidaktische Situation kein Milieu mehr gibt).

[...] Wissen reduziert die Unsicherheit des Subjekts, indem es Wahlmdoglichkeiten
beseitigt.

Die Fragen, die das System Subjekt/Milieu (das untrennbar mit dem Begriff der adidaktischen
Situation verbunden ist) zu stellen erlaubt, lauten daher wie folgt:

Was kann in einer didaktischen Situation (a priori) die Veranderung der Wissenszustéande des
Schilers bewirken? Oder sie (a posteriori) erklaren?
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3.3. Beispiel. A-priori-Analyse einer didaktischen Situation "Vergroflern des Puzzles "
(Nach G. und N. Brousseau 1987)

Material

- 6-8 gezeichnete Puzzles auf rechteckigen Kartons mit den MafRen 20 cm x 15 cm (siehe
Abbildung 3).

Abbildung 3. Darstellung des Puzzles

6 5
B 2

A =

6

C

7
9 7
F E

D 2

4 2 5

Legende: Die Zahlen in dieser Darstellung geben die cm-Mal3e einiger Seiten der Puzzleteile an.
- karierte Papierbogen
- ein Doppeldezimeter pro Kind

Aufgabenstellung

"Hier sind Puzzles. Sie werden &hnliche Puzzles herstellen, die groRer sind als die Vorlagen.
Beachten Sie dabei folgende Regel: Das Segment, das auf der Vorlage 4 cm lang ist, muss auf
Ihrer Reproduktion 7 cm lang sein.

Ich gebe jedem Team ein Puzzle. Jeder Schiuler muss ein oder zwei Teile herstellen. Wenn ihr
fertig seid, musst ihr in der Lage sein, die gleichen Figuren wie in der Vorlage nachzubauen™.

Ablauf

Die Kinder werden in Teams von 4 oder 5 Personen aufgeteilt. Nach einer kurzen Absprache
im Team teilen sie sich auf, um ihr(e) Sttick(e) herzustellen.

Die Lehrkraft hdngt eine vergroRerte Darstellung des vollstandigen Puzzles an die Tafel.

A priori Analyse
Zwei Strategien, die keine Erfolgsstrategien sind
Beide Strategien bauen auf Wissen Uber natiirliche Zahlen und VergréBerungen auf: Um zu
vergrollern, addiert man oder multipliziert man mit einer ganzen Zahl. Die Bedeutung der
Multiplikation mit einer ganzen Zahl ist die der wiederholten Addition. AuRerdem erh&lt man

eine grolere ganze Zahl, wenn man zu einer Zahl eine positive ganze Zahl hinzufugt (und sie
daher mit einer positiven ganzen Zahl multipliziert).
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Strategie 1: 'Addiere 3 zu den Langenmalien der "rechten Winkel™'.

Die Anzahl der Seiten jedes Stiicks wird beibehalten, ebenso die rechten Winkel: Zu den
Seitenmalien der rechten Winkel wird 3 addiert.

Ergebnis dieses Verfahrens an den "vergréRerten™ Puzzleteilen C, D, und E:

10

C
\ 10
E
- 10 D
5
5 g

Es gibt eine Rickkopplung des materiellen Milieus: Die Sticke passen nicht einmal grob
zusammen, d. h. das Nicht-Passen der Stlicke ist unbestreitbar wahrnehmbar.

- Glltigkeitsbereich des Verfahrens 1.

Der Gultigkeitsbereich im engeren Sinne dieses Verfahrens (d. h. der die geometrische Form
der Teile respektiert) ist die Gesamtheit der Puzzles, bei denen alle Teile aus rechtwinkligen
gleichschenkligen Dreiecken mit den Seitenlangen 4 bestehen, z. B. :

4

4

Wenn wir den Glltigkeitsbereich in Bezug auf das materielle Milieu definieren und daher die
Vergrolierung als gultig betrachten, wenn die Puzzleteile gut zusammenpassen, dann ist der
Gultigkeitsbereich groRer und umfasst auch Puzzles mit der Form "Rechteck", die durch das
Zusammensetzen von Teilen "im rechten Winkel" (mit hdchstens einer schrégen Seite)
entstehen und so beschaffen sind, dass die Seiten des Rechtecks durch die gleiche Zahl
unterteilt sind. Dann wird an jede Seite des Quadrats die gleiche Anzahl von Vielfachen von 3
angefugt.

I
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Strategie 2: "Jede Mallnahme mit 2 multiplizieren und 1 entfernen.
Ergebnis dieses Verfahrens an den "vergréRerten™ Puzzleteilen C, D, und E:

13

N\ -

13

13

3 9

Es gibt eine Rickkopplung vom materiellen Milieu: Die Stiicke passen nicht zusammen, aber
fiir dieses Verfahren ist diese Fehlanordnung wahrnehmungstechnisch fragwiirdig. Das Puzzle
ist fast richtig, und die Schulerinnen und Schuler konnten denken, dass die schlechte
Anordnung auf ungeschicktes Schneiden zurtickzufiihren ist. In diesem Fall kann eine andere
Art von Feedback erforderlich sein, die sich auf die Beziehungen zwischen den Malien des
Ausgangspuzzles und den MaRen des "Bild"-Puzzles stiitzt.

Zum Beispiel haben wir flr die Teile E, D und C im Anfangspuzzle die Beziehung, die ihre
Anordnung charakterisiert: 2 +5=7

Wie sieht es im "Bild"-Puzzle aus?
295>2x2-1=3
555%x2-1=9
7—>7x2-1=13

und 3+9 # 13 Kriterium, das die Nichtanordnung der Teile im "Bild"-Puzzle dieses Verfahrens
belegt und mit dem es eindeutig abgelehnt werden kann.

Erkenntnis, die in dieser Situation durch das Scheitern dieser Strategien angestrebt
wird

Die Bedeutung der Multiplikation mit einer ganzen Zahl ist die der wiederholten Addition. Die
Bedeutung der Multiplikation mit einer rationalen Zahl muss gegen diese erste Bedeutung
konstruiert werden (erste Bedeutung aufgrund der notwendigen Vorrangigkeit der Konstruktion
der ganzen Zahlen vor der Konstruktion der rationalen Zahlen).

In dieser Situation geht es darum, dass die Schiilerinnen und Schiler ganzzahlige Verfahren
explizit ablehnen (bei diesen VergroRerungsverfahren spricht man oft vom additiven Modell)
und zumindest implizit eine Ablehnungsregel aufstellen, die man wie folgt formulieren kann:
"Wenn a + b = ¢ im ursprunglichen Puzzle, dann fic) =f(a + b) = f(a) + f(b) im vergrolerten
Puzzle" (sonst passen die Teile nicht zusammen!).

Die Ablehnung dieses additiven Modells wird dann konstitutiv fir die Bedeutung der
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Multiplikation mit einer rationalen Zahl. Die lineare Anwendung, die Losung dieses Problems,
ist 7/4 d. h. eine rationale Zahl-Anwendung.

Diese erste Bedeutung der Multiplikation von Zahlen mit einer rationalen Zahl wird nach
einem langen Lernprozess (Brousseau & Brousseau 1987) die Bedeutung der Abbildung eines
rationalen Mal3es unter einer linearen-rationalen Abbildung sein.

Kann diese Situation als adidaktisch erlebt werden?

- Die Lehrkraft hat die Moglichkeit, ihre Interventionen auf neutrale Interventionen in Bezug
auf das Wissen, das in dieser Situation auf dem Spiel steht, zu beschranken: Sie kann nur
ermutigen und die Tatsachen feststellen, ohne besondere Anforderungen zu stellen.

- Es gibt ein Grundverfahren, das sich auf das Wissen Uber ganze Zahlen stiitzt: Tatséchlich ist
das Wissen (ber ganze Zahlen gegentber jeglichem Wissen uber andere Zahlen primér, d. h.
die Konstruktion jeder Zahlenmenge (wie z. B. der rationalen) stiitzt sich auf die Existenz der
Menge der ganzen Zahlen. Bei diesem grundlegenden Verfahren werden die Operationen
verwendet, die fur ganze Zahlen definiert sind.

- Es gibt ein Milieu fir die Validierung des Verfahrens, d. h. die Madglichkeit fir die
Schilerinnen und Schiler, ohne Eingreifen der Lehrkraft zu erkennen, ob ihr Verfahren richtig
oder falsch ist: Das Milieu besteht fir jeden Schuler aus allen "vergroRerten™ Teilen des
Puzzles, die von ihm und seinen Partnern unabhangig voneinander produziert wurden (Phase
2).

- Dieses Basisverfahren ist unzureichend, da das angestrebte Verfahren notwendigerweise eine
rationale (nicht ganze!) Zahl mit einbezieht: Das Ergebnis des Basisverfahrens (das in Phase 1
erlautert wird) ist, dass die Sticke nicht zusammenpassen, wenn die kooperierenden
Teammitglieder wieder zusammen arbeiten (Phase 3).

4. Didaktische Variablen: Definitionen und Beispiele

Die folgenden Definitionen sind Brousseaus Definitionen, die in zwei (bereits dlteren13) Texten
der zweiten Sommerschule gegeben wurden.

Ein Problemfeld kann aus einer Situation heraus entstehen, indem die Werte bestimmter
Variablen verandert werden, was wiederum dazu fuhrt, dass sich die Eigenschaften von
Losungsstrategien (Kosten, Giltigkeit, Komplexitat...etc.) verandern [...].

Nur die Verénderungen, die die Hierarchie der Strategien beeinflussen, sind zu
berucksichtigen (relevante Variablen), und unter den relevanten Variablen sind
diejenigen, die ein Lehrer manipulieren kann, besonders interessant: Das sind die
didaktischen Variablen. (Brousseau 1982a)

Diese Variablen sind fiir ein bestimmtes Alter insofern relevant, als sie unterschiedliche
Verhaltensweisen steuern. Sie sind insofern didaktische Variablen, als man durch ihre
Beeinflussung Anpassungen und Regulierungen hervorrufen kann: Lernprozesse.
(Brousseau 1982b)

Brousseau betont also, wie wichtig es ist, fiir jede Situation Variablen zu berticksichtigen, deren
Wertednderung einen Lernprozess auslosen kann (oder auch nicht). In dem Text (Brousseau
1982 b) analysiert er so eine grundlegende Situation (« situation fondamentale ») der

13 Da diese beiden Texte nie offiziell verdffentlicht wurden, geben wir hier nicht die Seiten der Zitate an, die wir
aus unseren personlichen Unterlagen kopieren.

14



Subtraktion (fur den Begriff der grundlegenden Situation siehe den Abschnitt 7).

Beispiel. Didaktische Variablen der Situation "VergroRerung des Puzzles".
*Vi= (n ) p)
wobei n und p die Zahlen sind, die das Proportionalitdtsverhaltnis definieren.

Die relevanten Werte sind: p = kn (k ganzzahlig); p = kn + n/2 (k ganzzahlig, and n gerade); p/n
dezimal (aber nicht eine halbe ganze Zahl); p/n rational nicht dezimal. Hier sind zum Beispiel
ganzzahlige Paare, die jede der Kategorien veranschaulichen: Paare (4, 8), (4, 6), (4,7) (3, 7).

Eine VergroRerung von 4 auf 8 bringt die Multiplikation mit 2 ins Spiel, die in
Wirklichkeit die Addition 4+4 ist. Die Schulerin oder der Schiiler bleibt beim additiven Modell
und den ganzen Zahlen.

Eine Vergrolerung von 4 auf 6 wird oft als "x plus die Halfte von x™ analysiert. Wir
haben also ein Modell zwischen dem additiven und dem linearen Modell, das aufgrund des
besonderen Status von "die Halfte" dem additiven Modell "n&her" ist, zumal in diesem Fall
auch die Hélfte eine ganze Zahl ist.

Eine VergroRerung von 4 auf 7 erméglicht keinen einfachen Ubergang, auch wenn es
maoglich ist, Halbierungen zu verwenden: [Die VergroRerung von 4 auf 7 kdnnte als "2 mal x
minus die Halfte der Halfte von x" interpretiert werden].

Es gibt einen informationellen Sprung, wenn man "von 3 auf 7 gehen" muss, da keine
derartige Beziehung mdglich ist. Man ist gezwungen, das Additive und die ganzen Zahlen zu
verlassen.

Die Werte von V1 bringen die Bedeutung der Multiplikation mit einer rationalen Zahl ins
Spiel, sie ermoglichen oder verhindern den Ubergang von der Multiplikation mit einer ganzen
Zahl (additives Modell, wiederholte Addition) zur Multiplikation mit einer rationalen Zahl
(multiplikatives Modell, Abbildung durch eine lineare Funktion).

V, = Organisation der Interaktionen zwischen den Schilern

Die Werte dieser Variable sind ein Tupel, das die verschiedenen Arten von Phasen im
Zeitverlauf beschreibt: Einzelarbeit, Kooperation, Absprache, Konfrontation usw. In der
Puzzlesituation wird sie wie folgt beschrieben: Absprache, dann Einzelarbeit, dann
Konfrontation. Die Durchfilhrung der letzten beiden Phasen ermoglicht eine echte
Rickkopplung des Umfelds auf die in der ersten Phase beschlossene Strategie. Wenn man die
Phasen auf eine einzige reduziert (Kooperation, um das vergréRerte Puzzle zu bauen), nimmt
man dem Milieu seine Eigenschaft als Medium fur die Validierung und der Situation ihren
adidaktischen Charakter.

V3 = Konfiguration des Puzzles

Die Werte sind auch Tupel, die die jeweiligen Unterteilungen der Seiten (durch eine gleiche
Zahl oder nicht), die MaRe der Teile usw. beschreiben. Die relevanten Werte dieser Variable
sind diejenigen, die den Gultigkeitsbereich der grundlegenden Strategien betreffen. Hier
werden die Mal3e so gewdhlt, dass das Verfahren "3 addieren” (von dem angenommen wird,
dass es bei der groflen Mehrheit der Schilerinnen und Schuler die Anfangsstrategie sein wird)
dazu fihrt, dass Teile konstruiert werden, die offensichtlich, wahrnehmbar nicht zueinander
passen.

Vi befindet sich auf der Seite des Wissens, um das es geht (Multiplikation mit einer
nichtdezimalen rationalen Zahl, die Ergebnis-Zahl als Bild unter einer lineare Abbildung)
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V, ist konstitutiv fir den adidaktischen Charakter der Situation.

V3 ist mit dem Wissen der Schilerinnen und Schiiler verbunden, da sie auf Annahmen Uber
die grundlegenden Strategien der Schilerinnen und Schiiler beruht.

Andere "Variablen" oder Einschrdnkungen scheinen in der Situation eine Rolle zu spielen. Zum
Beispiel die Materialien, die den Schulern zur Verfligung stehen, Kkariertes Papier und ein
Lineal. Sie werden in die Situation integriert, um den Bau der Teile zu erleichtern und Léngen
zu messen. Sie sind also mit dem Messen verbunden. Werden wir diesem Element der Situation
den Status einer didaktischen Variablen verleihen? Um dies zu beantworten, kehrt man am
besten zu dem Wissen zuriick, das auf dem Spiel steht, d. h. dem Ubergang vom additiven zum
linearen Modell. Die Messung steht in dieser Situation nicht auf dem Spiel. Diese Elemente
konnen in die Situation eingreifen, aber wir stellen die Hypothese auf (Uber die man
argumentieren kann), dass ihr Vorhandensein oder Nichtvorhandensein die Situation nicht
grundlegend verandert.

5. Analyse des Lernens in einer "gewohnlichen' Unterrichtssituation

Der Begriff der adidaktischen Situation ist auch ein Modell zur Analyse des Lernens von
Schilern in einer gewdhnlichen Unterrichtssituation. Dieses Modell fiihrt zu folgenden Fragen:
In welcher/welchen adidaktischen Situation(en) kann sich der/die Schuler(in) befinden? Dies
lauft auf die Frage hinaus: Was kdnnen sie in dieser Unterrichtssituation lernen (Suche nach
den maoglichen Milieus)? Fur welches Wissen?

Es gibt in jedem Unterricht adidaktische Phasen, die sich in der Regel der Kontrolle des
Lehrers entziehen. Chevallard hat den Begriff der didaktischen Zeit eingefiihrt, um die
spezifische Zeit der Institution Unterricht zu bezeichnen, eine Zeit, die durch die Verschiebung
zwischen dem Zeitpunkt des Lehrens und dem Zeitpunkt des Lernens gekennzeichnet ist: Es
gibt im Unterricht eine Fiktion einer homogenen didaktischen Zeit. In seiner Dissertation
(1992) zeigt Alain Mercier, dass die offizielle Einfuhrung neuer Wissensgegenstande die
Beziehung zu bereits vorhandenen, naturalisierten, transparenten Gegenstanden verandert. In
diesem Fall wird dem Schiler eine Verantwortung flr diese naturalisierten Wissensobjekte
ubertragen: Als alte Objekte hat der Schler die Verantwortung, sie zu kennen. Dies kann dann
eine adidaktische Phase fir diese alten Gegensténde sein (alt in Bezug auf die Zeit, in der sie
unterrichtet werden) und somit ein Moment des nachtréglichen Lernens.

6. Unterschiedlicher Status von Wissen, unterschiedliche Arten von
adidaktischen Situationen

Unter Bezugnahme auf die Tatigkeit des Mathematikers spricht Régine Douady (1986) von
der Werkzeug-Objekt-Dialektik, um den Prozess der Statusdnderung von Konzepten zu
bezeichnen, ein Prozess, der in der Tatigkeit des Schilers angesichts eines Problems
notwendigerweise stattfindet: Sie unterscheidet fur ein und dasselbe Konzept drei Status,
namlich den des Objekts, den der impliziten Werkzeuge und den der expliziten Werkzeuge.

Brousseau unterscheidet fur sich drei Funktionen (und damit drei Status) des Wissens:
Handeln, Formulieren und Validieren. Es sind die Arten von Situationen, die es erméglichen,
die Funktionen eines Wissensobjekts zu charakterisieren.

In (adidaktischen) Handlungssituationen erarbeitet ein Subjekt (ein Schiler) implizites
Wissen als Mittel zur Einwirkung auf ein Milieu (fir die Handlung): Dieses Milieu liefert
ihm Informationen und Ruckmeldungen als Reaktion auf seine Handlungen.

In (adidaktischen) Formulierungssituationen expliziert das Subjekt (der Schiler) selbst das
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implizite Modell seiner Handlungen. Damit diese Formulierung fir ihn einen Sinn ergibt,
muss sie selbst ein Mittel zur Einwirkung auf ein Milieu sein, das ihm Informationen und
Ruckmeldungen liefert: Diese Formulierung muss es ermdglichen, ein Ergebnis zu erzielen
oder andere dazu zu bringen, ein Ergebnis zu erzielen. Kommunikationssituationen zwischen
Schilergruppen kdnnen ein Beispiel fur solche Situationen sein.

In (adidaktischen) Validierungssituationen schlief3lich wird die empirische Validierung aus
dem Umfeld unzureichend: Um einen Gegner zu (berzeugen, muss das Subjekt intellektuelle
Beweise erarbeiten. Zum Beispiel werden in der Mathematik explizite Aussagen Uber die
Situation zu Behauptungen, deren Richtigkeit und Relevanz nach gemeinsamen Regeln
bewiesen werden missen, um daraus ein allgemein bekanntes Theorem zu machen.

7. Grundlegende Situation (« situation fondamentale »)

7.1 Einleitung

In adidaktischen Phasen (die durch eine adidaktische Situation modelliert werden konnen)
muss der Schiler ein Problem lésen, fiir das er verantwortlich ist. Die zentrale Frage lautet nun:
Wie kann sichergestellt werden, dass das gestellte Problem in Bezug auf das Wissen relevant
ist? Welche Beziehung hat das gestellte Problem zum Zweck des Wissensgegenstandes, um den
es im Unterricht geht? Welche Bedeutung hat das Problem fir das Wissen?

Dies sind epistemologische Fragen.

Epistemologische Hypothese

Wir werden auch annehmen, dass es fir jedes Wissen eine Familie von Situationen gibt,
die ihm eine korrekte Bedeutung verleihen kénnen. (Brousseau 1986, S. 324)

Korrekt in Bezug auf die Geschichte dieses Konzepts, in Bezug auf den sozialen Kontext, in
Bezug auf die wissenschaftliche Gemeinschaft.

Fur jedes Wissen ist es moglich, ein formales, kommunizierbares Spiel zu konstruieren,
ohne dieses Wissen zu verwenden,4 und dessen optimale Strategie es dennoch bestimmt.
(Brousseau 1988a, S.314-315)

Eine grundlegende Situation eines Wissens ist ein Modell fir eine Familie von nicht-
didaktischen Situationen, die spezifisch fur das angestrebte Wissen sind.

Dieses Modell ist grundlegend:

- in Bezug auf das Wissen: Das Spiel muss so beschaffen sein, dass das Wissen in der
gewdhlten Form als die Losung oder als das Mittel zur Festlegung der optimalen Strategie
erscheint. [...]

- in Bezug auf die Unterrichtsaktivitat: Das "Spiel™ muss es ermdglichen, alle in Klassen
beobachteten Situationen darzustellen [...] selbst die am wenigsten ,,zufriedenstellenden®,
sobald es ihnen gelingt, die Schuler dazu zu bringen, eine Form des angestrebten Wissens
zu erlernen. Er muss alle Varianten hervorbringen kdnnen, auch die degeneriertesten. Sie
werden durch die Wahl bestimmter Variablen, die fir diese Situation charakteristisch sind,
erreicht. (Brousseau 1986a, S. 334-335)

Eine grundlegende Situation muss mindestens Folgendes ermdglichen (durch ein Spiel, eine
Variation mit den Werten von didaktischen Variablen):

14 Hervorhebungen nicht im Original!

17



- eine effektive Genese von Wissen, d. h. eine Genese von Situationen, die représentativ
fiir die verschiedenen Bedeutungen eines Wissens (die verschiedenen Gelegenheiten der
Verwendung dieses Wissens) sind,

- eine "Neulektlre™ dieser Genese entlang der Logik der Wissensorganisation.

Eine "grundlegende" Situation kann durch eine endliche Menge von Variablen dargestellt
werden, die in Bezug auf die Bedeutung des Wissens, um das es im Unterricht geht, relevant
sind. Umgekehrt werden durch das Setzen von Werten fiir diese Variablen besondere
Situationen erzeugt, die dem Wissen eine besondere Bedeutung verleihen.

Das folgende Schema (Abbildung 4) veranschaulicht unsere Ausfiihrungen:
Abbildung 4. Grundlegende Situation
Sf: Wl ) V2 ,...,Vn)

S; S, S, ... S

7.2 Beispiel. A-priori-Analyse einer grundlegenden Situation :
""Das Spiel des Rennens nach n™ (« Le jeu de la course a n »; nach G.Brousseau 1978)
Spiel 1: "Das Rennen nach 20".
Spielregel
Bei diesem Spiel sagen zwei Gegner abwechselnd eine Zahl. Fir jeden Spieler geht es darum,
zuerst 20 zu sagen.

Der erste Spieler, der an der Reihe ist, darf 1 oder 2 sagen. Man darf nur die Zahlen sagen, die
sich ergeben, wenn man 1 oder 2 zu der Zahl addiert, die der Gegner gerade gesagt hat.

Flhren Sie einige Partien durch und formulieren Sie eine Gewinnstrategie (d. h. eine
Strategie, mit der man gewinnt, egal was der Gegner tut).

Antwort: Es gewinnt derjenige, der als Erster ausspielt und 2 sagt, dann 5, 8, 11, 14, 17, 20 (was er sagen kann,
egal was der Gegner sagt).

Kommentar: Sehr schnell "weill" man, dass derjenige, der 17 sagt, gewonnen hat: Das Rennen um 20 wird zum
Rennen um 17. Man kann also die Argumentation wiederholen. Tatsachlich findet sich so die Gewinnerfolge
"abwaérts": 20, 17, 14 etc.

Die folgenden Spiele werden mit denselben Gegnerteams gespielt.
Spiel 2: "Das Rennen nach 27 ".

Es geht darum, 27 als Erster zu sagen. Derjenige, der anfangt, darf eine ganze Zahl ungleich 4
sagen. Man darf nur dann eine Zahl sagen, wenn man sie erhalt, indem man zu der Zahl, die
der Gegner gerade gesagt hat, eine Zahl ungleich 4 addiert.

Formulieren Sie eine erfolgreiche Strategie.
Um zu erreichen, dass man 27 als erstes sagt, welche Zahl muss man direkt davor sagen?

(Analoges Denken wie bei 17 im 20er-Rennen) Wenn ich 26 sage, kann mein Gegner 1 hinzufligen und 27 sagen;
wenn ich 25 sage, kann mein Gegner 2 hinzufiigen und 27 sagen; wenn ich 24 sage, kann mein Gegner 3
hinzufiigen und 27 sagen; wenn ich 23 sage, kann mein Gegner 4 hinzufiigen und 27 sagen; wenn ich 22 sage,
wirde ich, egal was mein Gegner hinzufugt (1, 2, 3 oder 4), das Komplement zu 5 hinzufiigen: 1+4, 2+3, ... : Ich
wirde also 27 als erstes sagen.
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Gewinnstrategie: Es gewinnt derjenige, der als Erster spielt und 2 sagt. Gewinnfolge: 27, 22, 17, 12, 7, 2.
Spiel 3: "Das Rennen nach 24 ™.

Es geht darum, es zu schaffen, als Erster 24 zu sagen. Der erste Spieler, der an der Reihe ist,
darf eine ganze Zahl ungleich 3 sagen. Man darf nur dann eine Zahl sagen, wenn man sie
erhalt, indem man zu der Zahl, die der Gegner gerade gesagt hat, eine Zahl ungleich 3 addiert.

Kdnnen Sie mit der Strategie, die Sie nach Spiel 2 vorgeschlagen haben, gewinnen?

Antwort: Nein, es gewinnt derjenige, der als Zweiter spielt, indem er 4 sagt — was man nie als Ersten sagen
kann!

Gewinnfolge: 24, 20, 16, 12, 8, 4.
Spiel 4: "Das Rennen nach 5929".

Es geht darum, 5929 als Erster zu sagen. Der erste Spieler, der am Zug ist, darf eine ganze Zahl
ungleich 2 sagen. Man darf nur eine Zahl sagen, wenn man zu der Zahl, die der Gegner gerade
gesagt hat, eine Zahl kleiner oder gleich 2 addiert.

Antwort: Das Spiel wird zu: Wer gewinnt? Soll man anfangen oder mit 2nd spielen? Indem man welche
Zahl sagt?

Wenn wir anfangen, wie in den vorherigen Spielen zu argumentieren, suchen wir nach der letzten Zahl, die wir
sagen missen, um als Erste 5929 zu sagen. Diese letzte Zahl ist 5926, die sich im "richtigen™ Abstand zu 5929
befindet, d. h. im Abstand 3: Wenn mein Gegner 1 hinzufiigt, fuge ich 2 hinzu (und sage als Erster 5929) - wenn
er 2 hinzufiigt, fuge ich 1 hinzu (und sage immer noch als Erster 5929). Aus dem Spiel mit 5929 wird das Spiel
mit 5926.

5929, 5926, 5923 ...: Diese Liste erhalt man durch wiederholtes Subtrahieren von 3.

Es wird sehr teuer, die gesamte Gewinnfolge zu finden: Um Geld zu sparen, wird man nur einige der ganzen
Zahlen der Gewinnliste suchen, um so schnell wie mdglich zur kleinsten ganzen Zahl zu gelangen. Wenn wir von
5929 1000 mal 3 subtrahieren, erhalten wir eine ganze Zahl aus der Liste: 2929. Um eine ganze Zahl aus der Liste
zu finden, die kleiner als 1000 ist, kann man von 2929 z. B. 800 mal 3 subtrahieren und erhélt 529. So geht es
weiter bis 1.

Beispiel: 5929 -3 x 1000 -3 x 800 -3 x 100-3x70-3x6=1
Daraus ergibt sich die Antwort: Es gewinnt, wer als Erster spielt und 1 sagt.
Eine allgemeine Situation der Spiele im Rennen nach n

Das Spiel besteht aus zwei Gegnern, die abwechselnd eine Zahl nennen. Es geht darum,
dass der Gegner zuerst n sagt.

Der erste Spieler, der am Zug ist, darf eine ganze Zahl ungleich Null kleiner als p sagen.
Man darf nur dann eine Zahl sagen, wenn man sie erhélt, indem man eine ganze Zahl
ungleich p zu der Zahl addiert, die der Gegner gerade gesagt hat [n und p sind nattrliche
Zahlen mit n > p].

Diese Situation erzeugt die vier oben beschriebenen Spiele, indem sie den Variablen n und p
Werte zuweist.

Welches mathematische Wissen liefert ein  Kkostengiinstiges und optimales
Losungswerkzeug fur die Spiele des Rennens nach n?

Die euklidische Division von n durch die ganze Zahl (p+1), also: n = (p+1)g +r mit 0 <r < (p+1)1> . [Dieser
Punkt kann diskutiert werden: Wére es nicht eher die Kongruenz modulo r, oder ...

Der "Sinn" dieser Division (in den n-Wettlaufspielen) ist die wiederholte Subtraktion von (p+1) zu n: Die Anzahl
der wiederholten Subtraktionen, um zur kleinsten ganzen Zahl zu gelangen, ist der Quotient dieser Division, die

15 Dieser Punkt ist durchaus diskutabel: Ware dies nicht vielmehr eine Grundsituation der Kongruenz modulo
(p+1)? Bei der Erforschung ...
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kleinste ganze Zahl, zu der man gelangt, ist der Rest. Die Zahl (p+1), die man wiederholt subtrahiert, ist der
Divisor.

Fur Spiel 1 ergibt die Division von 20 durch 3 als Rest 2 und um auf 2 zu kommen, muss man 6 mal 3
subtrahieren.

Bei Spiel 4 ergibt die Division von 5929 durch 3 1 und die Subtraktionszahl von 3 ist 1000+800+100+70+6, d. h.
1976.

Was konnen didaktische Variablen des n-Rennproblems fir ein Lernen dieses
mathematischen Wissens sein?

V1: n Vielfaches von (p+1) oder nicht

Wenn n kein Vielfaches von (p+1) ist, muss man beginnen - die Gewinnfolge ist eine arithmetische Folge
mit der Form (p+1) und dem ersten Term als Rest.

Wenn n ein Vielfaches von (p+1) ist, darf man nicht beginnen - die Gewinnfolge ist eine arithmetische
Folge mit der Form (p+1) [Ubergang von Spiel 1, 2 zu Spiel 3].

V, (GréRe von n relativ zu p): n klein im Vergleich zu p [n gro im Vergleich zu p].

Wenn n im Vergleich zu p Klein ist, ist das Schreiben aller ganzen Zahlen der Gewinnfolge mdéglich: Die
Strategie der wiederholten Subtraktion von (p+1) ist eine optimale Strategie, die mit der euklidischen
Division konkurriert, die die Liste nicht liefert!!!

Wenn n im Verhdéltnis zu p sehr groR ist, wird die Strategie der wiederholten Subtraktionen sehr teuer
(umso mehr, je groRer n im Verhdltnis zu p ist). Man kann dann nur einige wenige der ganzen Zahlen in
der Gewinnreihe erreichen. Das Spiel &ndert dann seinen Charakter: Muss man, um zu gewinnen,
beginnen oder als Zweiter spielen? Indem man welche Zahl sagt?

Die Strategie der wiederholten Subtraktionen muss sich anpassen und in eine Strategie umwandeln, mit
der man den Sinn der euklidischen Division (wieder-)findet: Man versucht, von n das grotmogliche
Vielfache von (p+1) abzuziehen. [Ubergang von Spiel 1, 2, 3 zu Spiel 4: Hier haben wir ein Beispiel fir
einen Informationssprung].

Fazit: Das Spiel « Rennen nach n » als grundlegende Situation

Wenn man die Spiele des n-Rennens durch eine allgemeine Situation modelliert, erhalt man
eine Grundsituation der euklidischen Division, deren Bedeutung die der wiederholten
Subtraktion ist.

Begriff des Informationssprungs (« saut informationnel »):

Der Informationssprung besteht darin, dass man, nachdem man eine grundlegende
Situation gefunden hat, die einen Begriff "funktionieren" lasst, zunachst die Werte
seiner Variablen so wahlt, dass das Vorwissen der Schulerinnen und Schiler die
Entwicklung wirksamer Strategien ermdglicht ... und dann, ohne die Spielregeln zu
verédndern, die Werte der Variablen so é&ndert, dass die Komplexitdt der zu
bewéltigenden Aufgabe viel groRer wird. Es mussen neue Strategien etabliert werden,
die den Aufbau von neuem Wissen erfordern. (Brousseau 1986a, S.23)

8. Erginzungen. Auffassungen, Hindernisse

Fur bestimmte Kenntnisse gibt es grundlegende Situationen, die man direkt zum gewdinschten
Zeitpunkt inszenieren kann:

Aber nehmen wir an, es gibt Wissen, fur das die oben genannten Bedingungen nicht
erfillt sind: Es gibt keine ausreichend zugénglichen, ausreichend effektiven und
zahlenmallig ausreichend kleinen Situationen, die es Schilern beliebigen Alters
ermoglichen, durch Anpassung von vornherein eine Form von Wissen zu erlangen, die als
richtig und endgultig angesehen werden kann: Man muss (Zwischen)Schritte im
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Lernprozess akzeptieren. Das in der ersten Stufe durch Anpassung vermittelte Wissen
wird vorldaufig nicht nur annahernd, sondern teilweise auch falsch und unangemessen
sein. (Brousseau 1986a. S. 316-317))

Die Alternative ist, direkt ein Wissen zu unterrichten, das den Anforderungen der
wissenschaftlichen Gemeinschaft entspricht, d. h. den Text des Wissens. Das Wissen ist keine
Antwort auf ein offenes Problem, fiir das der Schiler die Verantwortung tbernimmt.

Der Lehrer hat also die Wahl, entweder ein formales, bedeutungsloses Wissen zu
unterrichten oder ein mehr oder weniger falsches Wissen zu vermitteln, das korrigiert
werden muss. (Brousseau 1986a, S. 317)

Man kann dann bei ein und demselben Subjekt die Koexistenz von widersprichlichen
Beziehungen zu ein und demselben Wissensobjekt (aus der Sicht desjenigen, der die Verfahren
beobachtet) annehmen, deren Koharenz in der besonderen Situation, in die das Subjekt gestellt
ist, gesucht werden muss: Der Begriff der Vorstellung (« conception ») ist eine Antwort auf
dieses Problem der Modellierung, um Uber das Wissen des Subjekts zu sprechen.

Der Begriff der Vorstellung (« conception ») ermoglicht insbesondere die Beantwortung
folgender Fragen: Was wissen die Schulerinnen und Schiler (und was erklart ihre
Schwierigkeiten, ihre Fehler)? In welchen Situationen haben sie es gelernt (welcher
Gultigkeitsbereich)?

Der Begriff des didaktischen Vertrags erganzt diese Modellierung, um den Zwéngen der
didaktischen Kommunikation von Wissen Rechnung zu tragen.

Postulat: Der Fehler ist ein Zeugnis von Wissen

Dieses Postulat erhélt eine starke Bedeutung im Rahmen der Piagetschen Hypothese vom
Lernen als Anpassung an ein Milieu, das die Bewusstwerdung eines Widerspruchs und dessen
Uberwindung ermdglicht:

Fehler sind nicht nur die Auswirkungen von Unwissenheit, Ungewissheit und Zufall, wie man sie
in empiristischen oder behavioristischen Lerntheorien vermutet, sondern die Auswirkungen eines
friheren Wissens, das sein Interesse und seine Erfolge hatte, sich jetzt aber als falsch oder einfach
als ungeeignet erweist (Brousseau 1983, S. 171)).

Brousseau stellt bereits in den 1970er Jahren fest, dass einige dieser Kenntnisse fir das Lernen
notwendig sind: Der (Lern)Weg des Schulers sollte durch den (vorlaufigen) Aufbau
fehlerhafter Kenntnisse fuihren, weil die Bewusstwerdung dieses fehlerhaften Charakters fir
den Sinn des Wissens, auf dessen Aufbau abgezielt wird, konstitutiv wére. Diese
obligatorischen Durchgangspunkte nennt er in Anlehnung an Bachelard (1938, S. 13-22)
epistemologische Hindernisse:

[...] ein Wissen, wie ein Hindernis, ist immer das Ergebnis einer Interaktion des Schiilers
mit seinem Milieu, genauer gesagt mit einer Situation, die dieses Wissen ‘interessant’
macht. (Brousseau 1998, S.123)).

Je nach ihrem Ursprung werden meist drei Arten von Hindernissen unterschieden.

1- Ontogenetisches Hindernis, das mit der psychogenetischen Entwicklung des Subjekts
zusammenhangt.

2- Didaktisches Hindernis im Zusammenhang mit der didaktischen Umsetzung
(« transposition ») des Wissens: Es handelt sich um ein Hindernis, das ohne Folgen fur den
Wissensaufbau vermieden werden kann und das durch Einwirkung auf die
Unterrichtssituationen verschwinden kann.
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3- Epistemologisches Hindernis aufgrund der historischen Entwicklung des Konzepts: .

[...] ein epistemologisches Hindernis ist konstitutiv flr die fertige Erkenntnis, in dem
Sinne, dass seine Zuriickweisung unumgénglich erklart werden muss, und folglich
hinterlasst es Spuren, manchmal tiefe, im System der Erkenntnisse [...] (Brousseau 1983,
S.195)

Duroux (1983) nennt Kriterien, um ein epistemologisches Hindernis zu definieren:

1- Es handelt sich um ein Wissen, das als solches tber eine Reihe von Situationen und
fur bestimmte Werte der Variablen dieser Situationen funktioniert....

2- Das Hindernis ist ein Wissen, das bei dem Versuch, sich an andere Situationen oder
andere Werte von Variablen anzupassen, spezifische, auffindbare, analysierbare Fehler
verursachen wird.

3- Das Hindernis ist ein stabiles Wissen. [...]

4- Das Hindernis kann also nur in spezifischen Situationen der Ablehnung iberwunden
werden und ist konstitutiv fir das Wissen [...] Die Rickkehr selbst zur
Hinderniskonzeption wird integraler Bestandteil des neuen Wissens sein.

(Duroux 1983, S. 54)

Beispiel. Ganzzahl-Hindernis
Beispiel 1. Dezimalzahlen / ganze Zahlen

Fir den Schiiler sind die Eigenschaften der natiirlichen Zahlen die
Eigenschaften der Zahlen im Allgemeinen, aller Zahlen. Die Einbettung der
Menge der natiirlichen Zahlen in eine Obermenge wie die rationalen oder die
Dezimalzahlen fiihrt jedoch dazu, dass neue Eigenschaften entstehen und
andere verschwinden: Sie sind nicht mehr fiir alle Zahlen wahr oder sogar fiir
keine mehr: Multiplizieren kann kleiner werden, eine Dezimalzahl hat keinen
Nachfolger mehr

[...]

Die Lehrkraft kann den Schiiler nicht angemessen vor diesem Bruch warnen,
da weder die Kultur, insbesondere die Tradition, noch das didaktische
Engineering bisher die notwendigen Instrumente (Ubungen, Warnungen,
Konzepte, Bemerkungen, Paradoxien ...) hervorgebracht haben. Diese
Situation fithrt dazu, dass die Lehrkraft Missverstindnisse und
Missverstindnisse provoziert und die Schiilerinnen und Schiiler Fehler
machen. Diese falschen Vorstellungen bleiben bestehen, da sie an einer
bestimmten Art des Verstdndnisses der Eigenschaften der natiirlichen Zahlen
hingen, und man kann die Auswirkungen des Bruchs noch viele Jahre lang
beobachten.

Noch wichtiger ist der Mechanismus dieses Hindernisses: Es ist nicht das
unterrichtete Wissen, das versagt - in der Regel sorgen die Lehrer fiir diesen
Nachteil, indem sie versuchen, sich in einem unverstandenen, aber korrekten
Diskurs zu halten -, sondern es sind die personlichen Instrumente des
Verstehens des Schiilers. Er versteht nicht mehr, denn was gedndert werden
sollte, sind genau die Mittel fiir das, was er 'verstehen' nannte - bis dahin.
(Auszug aus Brousseau 1998, Kapitel 6)

16 Der Begriff des epistemologischen Hindernisses wurde von Gaston Bachelard in "La formation de I'esprit
scientifique" (1938) eingefihrt.
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Beispiel 2. Puzzlesituation, um die Begegnung mit dem Hindernis der naturlichen Zahlen
herbei zu fihren.

9. Entwicklung/Institutionalisierung (Wissen/Kenntnisse)

Die Hauptrollen der Lehrkraft zeichnen sich durch folgende Doppelmandver aus:
Devolutionsprozess und Institutionalisierungsprozess.

9.1. Entwicklung (« Dévolution »)
Um dies zu erreichen, macht der Lehrer zunéchst die inverse Arbeit zu der des Forschers: Er
oder sie versucht, das zu lehrende Wissen zu re-kontextualisieren und neu zu personalisieren:
Er oder sie sucht nach Problemen, die dem zu lehrenden Wissen einen Sinn geben, damit die
Aktivitdt des Schulers zeitweise der des Forschers "&hnelt". Es wird dem Schiiler eine
Verantwortung gegenuber dem Wissen Ubertragen, es wird eine adidaktische Situation
entwickeln.

Der Prozess der Entwicklung (« Devolution ») (einer adidaktischen Situation) wird von André
Rouchier in seiner Dissertation (1991) als ein Prozess beschrieben, der es ermdglicht, ein zu
unterrichtendes Wissen in Wissen beim Schiiler umzuwandeln (personalisiert, kontextualisiert,
zeitlich begrenzt).

9.2. Institutionalisierung

Aber wenn diese Phase gut funktioniert hat, wenn der Schiler Losungen fir die gestellten
Probleme gefunden hat, weil er oder sie (der Schuler/die Schilerin) nicht, ob er oder sie ein
Wissen produziert hat, das er/sie bei anderen Gelegenheiten verwenden kann. Um die
Antworten und das Wissen der Schiiler in Wissen umzuwandeln, miissen die Schuler mit Hilfe
des Lehrers das von ihnen produzierte Wissen re-dekontextualisieren, re-depersonalisieren,
damit sie in dem, was sie getan haben, etwas erkennen, das einen universellen Charakter hat,
ein wiederverwendbares kulturelles Wissen ist.

Kurz gesagt ist der Prozess der Institutionalisierung ein umgekehrter Prozess zum Prozess der
Devolution, bei dem ein Wissen beim Schiler in ein wiederverwendbares Wissen umgewandelt
wird (depersonalisiert, dekontextualisiert, entemporalisiert).
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ANHANG I
MATHEMATISCHE KONSTRUKTION VERSUS (ZEICHEN)PRAXIS

Mathematische Konstruktion

Instrumente sind “ideale™ Instrumente. Ein Konstruktionsproblem in der Mathematik ist in
erster Linie ein Problem der Konstruierbarkeit.

Euklids Zirkel ist ein "Instrument”, mit dem man einen Kreis mit einem Punkt als Mittelpunkt
und durch einen anderenPunkt zeichnen kann.

Ein Zirkel "transportiert™ keine Entfernungen. Dass er Strecken transportieren kann, wird durch
die "Konstruierbarkeit" eines Segments [CF] mit der gleichen Ldnge wie ein gegebenes
Segment [AB] bewiesen.

Gegeben seien drei Punkte (Basis) A, B und C, die
nicht auf einer Linie liegen. Zeichne ein
gleichseitiges Dreieck CAD?Y7 . Zeichne den Kreis
mit Mittelpunkt A durch B; nenne E den
Schnittpunkt dieses Kreises mit der Geraden (AD).
Zeichne den Kreis mit dem Mittelpunkt D durch E;
nenne F den Schnittpunkt dieses Kreises mit der
Geraden (CD). Die Strecke [CF] beantwortet die
Frage. (Euklids Lésung mit modernen Notationen). I P

Zu dieser Konstruktion kann man das wiederholen, was Chevallard & Jullien (1991) (ber die
Konstruktion der Mitte eines Strecke sagen:

Man kann das Interesse an dieser Konstruktion nur erfassen, wenn man berticksichtigt, dass
Euklids Standpunkt vor allem der der Konstruierbarkeit ist: Er zeigt durch eine logische
Verkettung von Satzen - indem er sich also nur erlaubt, bereits feststehende Satze zu verwenden
-, dass die Mitte eines Segments mit Lineal und Zirkel konstruierbar ist. (Chevallard & Jullien,
1991, S. 65).

Ein Lineal ist ein "Instrument™ mit einer einzigen geraden, als unbegrenzten vorausgesetzten
Kante und ohne Einteilung oder Markierung.

Man kann die Ldsung eines geometrischen Konstruktionsproblems nach folgenden Kriterien
analysieren:

1. Sie muss einen Beweis fiir die Existenz des zu konstruierenden "Objekts"
erbringen ;

2. Sie muss einen Beweis fiir thre Konstruierbarkeit erbringen ;

3. Sie muss einen Konstruktionsalgorithmus bereitstellen.

4. Eventuell kann sie die geometrographische Konstruktion bereitstellen.18

Diese Anforderungen sind natirlich ineinander "verschachtelt”, d. h. die Erfullung der
letzten fihrt zur Erflllung der drei anderen, die Erfullung der vorletzten zur Erfullung der
beiden vorhergehenden und so weiter. (Chevallard & Jullien, 1991, S. 68)

17 Zeichne den Kreis mit dem Mittelpunkt A durch C. Zeichne den Kreis mit dem Mittelpunkt C durch A. Nenne
einen der Schnittpunkte D.

18 die Geometrographie befasst sich mit den Konstruktionsverfahren selbst, indem sie sich vornimmt, sie zu
vergleichen, um die einfachsten nach bestimmten Kriterien zu finden. [...] Die von Mathematikern vorgeschlagenen
Ldsungen sind (oft) schlechte Losungen.” (Chevallard & Jullien, 1991, S. 66 und 68)
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Praktische Konstruktion

Aus praktischer Sicht besteht das Problem darin, Verfahren zum Zeichnen mit materiellen
Instrumenten zu finden, um eine Zeichnung zu erhalten, die in Bezug auf die Messungen
zufriedenstellend ist. Um beispielsweise die Symmetrieachsen einer Ellipse mit markiertem
Mittelpunkt O zu finden, zeichnet man mit einem Zirkel und Mittelpunkt O - unter allmahlicher
Veranderung seiner Offnung - den In- und Umkreis, aber mit einer solchen Genauigkeit, dass es
nicht moglich ist, die erhaltene Zeichnung grafisch (oder wahrnehmungsmalig) zu beanstanden
... Ein angendhertes Zeichnungsverfahren ist also akzeptabel, sobald es eine grafische Losung
mit ausreichender Genauigkeit liefert.

Die Kluft zwischen den beiden Sichtweisen wird deutlich, wenn man einen Fall von Nicht-
Konstruierbarkeit behandelt.

Fir den Zeichner gibt es immer einen exakten oder angenéherten
Konstruktionsalgorithmus, der dieses oder jenes Instrument bendtigt, um sein
Projekt zu verwirklichen. Der Begriff der Nichtkonstruierbarkeit - und damit
auch der Begriff der Konstruierbarkeit - wird aus seiner Sicht folglich
hinfillig. Er hat kaum noch grafische Relevanz; er behélt jedoch seine ganze
mathematische Relevanz (Chevallard & Jullien 1991, S. 76).

Ein Beispiel fur ein Problem, das mit Lineal und Zirkel nicht l6sbar ist, also keine
Konstruierbarkeit mit Zirkel und Lineal gegeben ist :

Die exakte Teilung des Kreises in gleiche Teile mit Lineal und Zirkel war
frither nur flir die Zahlen 2n, 3, 5 und ihre verschiedenen Vielfachen moglich.
Gauf} fiigte weitere Fille hinzu, indem er die Moglichkeit der Teilung in p
Teile zeigte, wenn p eine ganze Zahl der folgenden Form ist

p= 22" 41
Er zeigte die Unmoglichkeit der Teilung in allen anderen Féllen.

Die Praxis kann aus diesen Ergebnissen keinen Nutzen ziehen; Gauly
Uberlegungen haben eine rein theoretische Bedeutung... (Klein 1846, S.10)

Problem. Wie lasst sich das Konstruieren mit Lineal und Zirkel im Geometrieunterricht
charakterisieren?

Bei der Konstruktion der Symmetrieachse ist das, was der Lehrer erwartet, weder eine
"mathematische” Konstruktion (im Sinne von Klein oder Euklid) noch eine praktische
Konstruktion. Die Instrumente sind materiell und man muss eine materielle Spur erzeugen (wie
bei einer "praktischen” Konstruktion), aber jede Spur muss durch eine geometrische Eigenschaft
begrindbar sein (wie bei einer "mathematischen” Konstruktion): Das Problem der Existenz
stellt sich nicht.
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ANHANG I1

Aufgabenstellung zum Zeichnen von Symmetrieachsen
Auszug aus Grenier (1984)

Zeichne in den nachstehenden Figuren
mit den je zugelassenen Werkzeugen alle Symmetrieachsen!

1. Figurengruppe - Zugelassene Werkzeuge: Lineal mit Skala und Geo-Dreieck

Achteck Kreise ohne Mittelpunkt

2. Figurengruppe - Zugelassene Werkzeuge: Lineal ohne Skala und Geo-Dreieck

gleichschenkliges Trapez zwei Fahnen

3. Figurengruppe - Zugelassene Werkzeuge: Lineal ohne Skala und Zirkel

Kreis ohne Mittelpunkt Rechteck



ANHANG III
WORTPROTOKOLL FAZIT ZUR AKTIVITAT "ZEICHNEN MIT INSTRUMENTEN"

IN BEZUG AUF DAS TRAPEZ
AUSZUG AUS GRENIER (1989)

1 Lehrer=L: Wir gehen zu Abbildung 3, dem Trapez. (L klebt die Abbildung an die Tafel).

2 L: Gruppe 3 bitte psst (die Klasse ist laut), also hier habt ihr das Lineal ohne MaRstab und das Geodreieck
3 Olivier (Gruppe 3) nimmt beide Instrumente und benutzt das Lineal
4 L Gibt das mir (L nimmt das Geodreieck wieder auf) +—| Lineal
5 Olivier: Also wir haben schon das Lineal genommen /.../ wir haben es hingelegt
6 L nimmt das Lineal: pssst, bitte

7 Olivier: Wir haben es angelegt und dann haben wir einen Punkt [auf das Lineal]
gesetzt.

8 L: Ihr habt auf dem unskalierten Lineal eine Einteilung markiert, um die Lange
des Segments zu messen.

9 Olivier: und dann ist es hier genauso (legt das Lineal auf die grof3e Basis und
misst)

10 L: Hier ist es ahnlich, gut, ist es sehr genau?

11 XX: nein

12 L: Was denkst du?

13 XX: Es kann auf dem Lineal gel6scht werden.

14 L: Es kann auf dem Lineal geldscht werden. Das ist nicht sehr genau. Gut! Dann sag trotzdem, wie du es
gemacht hast

15 Olivier: Wir haben gesehen, dass es ungeféhr die Halfte war. Das war doppelt so viel ...

16 L: Du hast welchen Ausdruck gesagt? Hast du das gehort?

17 X ja

18 L.: Ist das sehr genau? (er lacht)

19 XX: nein

20 L: Siehst du! Also werden wir vielleicht, weil die Zeit vergeht, hier weitermachen, denn du bist im
"ungeféhren”, wir wollen etwas Genaues.

21 L an XF: Hast du etwas anzubieten? XF komm an die Tafel
22 L (zu Olivier): Danke, Olivier.

23 L (an XF): Gib sie mir, wenn es dir peinlich ist.

24 XF gibt das Lineal und behalt das Geodreieck

25 L: sprich bitte sehr laut

26 XF: Wir haben unser Geodreieck auf die Ecke gelegt.

27 L: ja an der Spitze des Winkels

28 XF: Ja und wir haben kleine Plinktchen bis nach unten gemacht Geodreieck
(XF trace)

29 L: Okay, also eine Senkrechte?

30 XF: ja

31 XF: Wir machen das Gleiche auf der anderen Seite (XF zeichnet)

32 L: Dasselbe auf der anderen Seite. Zwei Senkrechte.

33 XF gibt das Geodreieck zuriick und nimmt das Lineal ohne Skala von L
34 XF: dann sieht es wie ein Zentimeter aus

35 L: Ah, es sieht aus wie ...

36 XF: Gut, das haben die gesagt

37 L: Das haben die gesagt und du glaubst ihnen aufs Wort

38 XF rit

39 L. Ist es also sehr genau, das 'sieht so aus wie'?

40 Franziskus protestiert

41 L: Nein, wir beschuldigen dich nicht, Francois! Aber lass uns darlber diskutieren. Ist das sehr genau?

42 X: nein

43 L: lhr dachtet, es sei ein Zentimeter. Mach einfach weiter. Wir werden dir trotzdem zwei Sekunden zuhéren
44 XF: Dann drehten sie das Lineal, um herauszufinden, wie viele Zentimeter

es waren, und teilten es durch Zwei.

45 L: Gut. Du machst es also ein wenig wie Olivier Ist es genauer als ...

46 XF kehrt an seinen Platz zuriick und gibt Frangois die Instrumente

47 L: Gut, Frangois? Komm

[
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48 Francois kommt zur Tafel und nimmt das Lineal ohne Skala.
49 L: du hast auch das Geodreieck

50 Frangois legt das Lineal an und markiert jeden Ubertrag des Linealabschnitts
mit einem kleinen Strich.
51 L: Du markierst also? Ist das sehr genau, was du da machst?
52 Francois: ja
53 L: Das ist die Lange. Wir sind der gleichen Meinung, weil ich denke, das
haben viele so gemacht. Es ist nicht sehr genau, weil du die Dicke hast, die da
mitspielt.
54 Francois Ubertragt weiterhin mit seinem Lineal
55 L: du bist nicht genauer als Olivier, es tut mir leid
56 Francois kehrt sehr enttéduscht an seinen Platz zuriick.
57 Ein Schiiler aus Gruppe 2 kommt an die Tafel, nimmt das Lineal ohne Skala
58 Gruppe 2: Wir zeichnen zuerst das auf
59 L: Also das ist es, du zeichnest sie. Und?
60 L Wer kann sagen, wie die Gerade da heif3t, wie du sie genannt hast?
61 Gruppe 2: Wir zeichnen eine ...
62 L: Eine Diagonale, was?
63 X: Senkrechte
64 L: Eine Diagonale, dann die andere. Psst.
65 gruppe 2 zeichnet die andere
66 Gruppe 2: dann gibt mir das das Zentrum
67 L: Das gibt dir einen Punkt;
68 Gruppe 2: mit dem Geodreieck (nimmt das Geodreieck, legt das Geodreieck auf Geodreieck
den Punkt und gibt das Lineal zurtick)
69 L schreibt an die Tafel
70 L: Diesen Punkt betrachtest du... /Q\
71 Gruppe 2: dass er in der Mitte ist .
72 L: dass er auf? (Gerausche) W@
73 Gruppe 2: Das gibt uns das (zeigt die Strecke)
74 L: Was ist es dann?
75 Gruppe 2: das ist die Symmetrieachse
76 L: Das gibt uns die Symmetrieachse. Also hast du den Punkt, dann die Senkrechte (L schreibt an die Tafel).
77 L: Und das gibt dir die Symmetriegerade. Du hast diesen Punkt gewéhlt, d.h. du sagst am Anfang, dass er auf
der Symmetriegeraden liegt.
78 Gruppe 2: ja
79 L: In Ordnung. Hat jemand noch eine andere Konstruktion? Ist das in Ordnung? (Schiler: ja)
80 X: Man hatte das Blatt falten und abpausen kénnen (Gel&chter anderer Schiler)
81 L: Nein, das ist mit den Instrumenten. Wir gehen zur nachsten Seite Uiber, die "Flaggen" heif3t.
82 Yann: Aber Monsieur es war nur ein Punkt!
83 L: Ja, ein Punkt und die Senkrechte (brouhahaha) das hat ihm gereicht. Ich sage nicht, dass es genau so ist...
84 Yann: Ja, man braucht mindestens zwei Punkte!
85 L: ah pssst! ...Ruhe... Ich glaube, Yann hat ein Problem und wir mussen ihm helfen. Ein Punkt ist nicht genug,
sagt Yann.
86 Yann: Ja
87 L: Dann komm doch her, das ist dein Problem
88 X: na er ist dumm, weil... (lacht)
89 L: Ah, nein, nein! Du legst das Geodreieck der Seite nach an und schiebst es, bis der Punkt auf der anderen

Seite des Geodreiecks liegt (sie macht es an der Tafel nach), also kannst du abzeichnen, es ist genau.
90 Yann: Ja.
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