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Chapitre 1

Structures combinatoires pour
la modélisation géométrique à
base topologique

Samuel Peltier

Ce chapitre propose propose une présentation de différentes structures
utilisées en modélisation géométrique à base topologique : simpliciales (com-
plexes simpliciaux abstraits, ensembles semi-simpliciaux et simpliciaux),
simploïdales (ensembles semi-simploïdaux et simploïdaux) et cellulaires
(modèles à base de graphes d’incidence et à base de cartes combinatoires).

Ce chapitre détaille et illustre les structures combinatoires, leurs opé-
rations de construction de base, leurs représentations géométriques (en
particulier sur des espaces de Bézier), et les liens entre ces différentes struc-
tures.

1.1 Introduction

La modélisation géométrique à base topologique est utilisée dans
différents domaines de l’informatique graphique (conception assistée
par ordinateur, géométrie algorithmique, simulation, géometrie discrète,
animation...). Dans ce cadre on s’intéresse en particulier à la description
d’objets structurés, subdivisés en cellules de différentes dimensions (som-
mets, arêtes, faces, volumes...). Une structure combinatoire (ou structure
topologique) permet de représenter l’assemblage des cellules (abstraites)
liées entre elles par des relations d’incidence.
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Selon les besoins, il peut s’avérer utile d’utiliser un type particulier de
cellules (par exemple, en géométrie discrète ou en simulation, on travaille
usuellement avec des structures à base de cubes, alors qu’en géométrie
algorithmique ou en rendu, il est fréquent de travailler avec des structures
à base de simplexes). Dans d’autres contextes, il peut s’avérer utile, notam-
ment pour des soucis d’optimisation, d’utiliser des structures permettant
de manipuler des briques de base moins régulières (où, par exemple, une
face peut être bordée par un nombre quelconque d’arêtes). Un second
élément essentiel à prendre en compte lorsque l’on choisit une structure
combinatoire concerne les types d’assemblages que l’on souhaite pouvoir
construire et manipuler. Il existe en effet différentes variantes de structures
permettant de représenter des assemblages plus ou moins contraints. Par
exemple, certaines structures autorisent une cellule à être incidente à
elle-même ou non, ou permettent de garantir des propriétés globales de
l’objet. On dispose ainsi de structures qui permettent de représenter des
assemblages quelconques (aussi appelés complexes), ou des assemblages
particuliers (variétés, quasi-variétés, pseudo-variétés...).

Ainsi, il existe des structures combinatoires permettant de manipuler
des cellules régulières (simpliciales, cubiques) ou plus générales pour les
structures dites « cellulaires ». Entre ces grandes familles de structures, il
existe les structures simploïdales, où les briques de base sont des produits
de simplexes. Ces structures homogénéisent et généralisent les structures
régulières usuelles simpliciales et cubiques.

Enfin, il est important de pouvoir associer une forme (géométrie)
aux structures que l’on manipule. On peut par exemple, sous certaines
conditions, déduire une forme pour chacune cellule d’un objet à partir des
positions géométriques de l’ensemble de ses sommets (on parle aussi de
plongement aux sommets). On peut également définir explicitement la
forme de chaque cellule en respectant des contraintes afin de garder une
cohérence entre la structure d’un objet et sa forme.

Ce chapitre propose un tour d’horizon des familles de structures struc-
tures combinatoire utilisées en modélisation géométrique à base topolo-
gique : simpliciales, simploïdales et cellulaires. Nous présentons les opéra-
tions de construction de base, ainsi que les liens entre ces structures. Un
focus est fait sur les plongements des structures simpliciales et simploïdales
utilisant les espaces de Bézier.

La section 1.2 présente différentes structures simpliciales (sans dégéné-
rescence), avec les opérations de construction de base, ainsi que les espaces
simpliciaux de Bézier permettant d’associer une forme à ces structures. La
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section 1.3 se focalise sur les structures simploïdales (sans dégénérescence)
qui généralisent et homogénéisent les structures simpliciales et cubiques.
Les opérations de construction de base y sont présentées, ainsi que les
espaces de Bézier simploïdaux. La section 1.4 est consacrée aux structures
simpliciales et simploïdales permettant de gérer la dégénérescence. La sec-
tion 1.5 présente les grandes familles de structures cellulaires et les liens
avec les structures simpliciales.

Ce chapitre s’appuie sur les références [33], [9] et [3].

1.2 Structures simpliciales (sans dégénérescence)

Toutes les structures décrites dans cette partie ont un lien (plus ou
moins direct) avec des structures simpliciales. Plus précisément, toutes les
structures sont des sous-classes d’une structure bien connue qui est celle
des ensembles simpliciaux, qui est la structure la plus générale permettant
de représenter des assemblages de simplexes quelconques, avec gestion
de simplexes dégénérés. De manière informelle, un simplexe dégénéré est
« écrasé » sur une de ses faces.

Par souci de clarté, nous présentons dans un premier temps une ver-
sion « restreinte » qui ne gère pas les simplexes dégénérés : les ensembles
semi-simpliciaux. Lorsque les objets ne présentent pas de multi-incidence,
on peut décrire les objets simpliciaux par une structure ensembliste : les
complexes simpliciaux abstraits, où chaque simplexe est décrit par un en-
semble de sommets. Les opérations de construction de base de toutes les
structures simpliciales sont le cône (qui permet notamment de créer les
simplexes et leurs bords) et l’identification (qui permet de les assembler).

1.2.1 Complexes simpliciaux abstraits

Les complexes simpliciaux abstraits [1] ou CSA permettent de dé-
crire, de manière combinatoire, la structure des complexes simpliciaux
(géométriques).

Structure combinatoire

Définition 1.2.1. Un complexe simplicial abstrait K est un ensemble de
sous-ensembles non vides d’un ensemble fini V tel que :

(1) {v} ∈ K pour tout v ∈ V,
(2) Si σ ∈ K, alors tout sous-ensemble non vide de σ est dans K.
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Les éléments de V sont appelés sommets, ceux de K sont les simplexes
abstraits de K. La dimension d’un élément {v0, . . . , vp} de K est p. En
particulier, tout sommet v de V est associé au 0−simplexe {v} de K. Tout
sous-ensemble non vide de σ (resp. non vide et différent de σ) est une
face (resp. face propre) de σ. L’ensemble des faces propres de σ est son
bord. L’ensemble des simplexes qui ont comme face (resp. face propre) σ
est l’étoile (resp. étoile propre) de σ. La dimension de K est celle d’un
simplexe de dimension maximale de K. Un sous-ensemble de K qui est
aussi un complexe est appelée sous-complexe de K.

On pourra noter en particulier que, de part la définition ensembliste
des CSA, deux simplexes ne peuvent pas avoir même bord, et un simplexe
ne peut pas être incident plusieurs fois à une de ses faces. Ainsi, tout
p−simplexe possède exactement p + 1 sommets dans son bord.

Opérations de construction

Tout CSA peut être construit à partir de deux opérations de base : le
cône et l’identification.

Soit K un CSA et v /∈ K un nouveau sommet. Le résultat de l’opération
de cône définie par K et v est le CSA K′ contenant

— tous les simplexes de K,
— le 0−simplexe {v},
— tous les simplexes σ ∪ {v}, pour tout σ ∈ K.
On notera en particulier, qu’en partant du CSA réduit à un seul

sommet, l’application successive de p opérations de cône permet de créer
un CSA correspondant à un p−simplexe abstrait et son bord.

L’opération d’identification consiste à « fusionner » deux sommets
distincts. Cette opération est toujours définie, quels que soient les deux
sommets choisis. On notera que l’opération d’identification de deux som-
mets peut :

— entraîner l’identification de simplexes de dimension supérieures,
— entraîner la dégénérescence de simplexes de dimension supérieure.

Dans les deux cas, le résultat est bien un CSA, mais le CSA résultant
peut être très fortement modifié suite à l’identification de deux sommets
comme le montrent les exemples suivants. La Figure 1.1 représente les
CSA K1, K2, K3 et K4. Le CSA K1 est de dimension 1, K2, K3 sont de di-
mension 2 et K4 est de dimension 3. K1 est un sous-complexe de K3, il
peut être obtenu à partir de K3 en identifiant v1 et v3. Cette identifica-
tion entraine la dégénérescence des deux triangles et de l’arête {v1, v3}.
Le CSA K3 peut être obtenu à partir de K2 en identifiant v3 et v5, ce qui
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entraine l’identification des arêtes {v1, v5} et {v1, v3}. K3 peut également
être obtenu à partir de K1 en effectuant un cône sur le sous-complexe
{{v0}, {v2}, {v3}, {v3, v0}, {v3, v2}} avec le sommet v1.

K1 = {{v0}, {v2}, {v3}, {v4},
{v3, v0}, {v3, v2}, {v3, v4}}

K2 = {{v0}, {v1}, {v2}, {v3}, {v4}, {v5},
{v0, v1}, {v0, v3}, {v1, v3}, {v1, v2}, {v2, v5}, {v1, v5}, {v3, v4},
{v0, v1, v3}, {v1, v2, v5}}

K3 = {{v0}, {v1}, {v2}, {v3}, {v4},
{v0, v1}, {v0, v3}, {v1, v3}, {v1, v2}, {v2, v3}, {v3, v4},
{v0, v1, v3}, {v1, v2, v3}}

K4 = {{v0}, {v1}, {v2}, {v3}, {v4}, {v5},
{v0, v1}, {v0, v2}, {v0, v3}, {v1, v3}, {v1, v4},
{v1, v2}, {v2, v3}, {v2, v4}, {v2, v5},
{v0, v1, v3}, {v0, v1, v2}, {v0, v2, v3}, {v1, v2, v3}, {v1, v2, v4},
{v0, v1, v2, v3}}

Complexe simplicial

On peut associer à tout CSA, un complexe simplicial (géométrique),
en associant à chaque simplexe abstrait un simplexe géométrique, et tel que
l’intersection de deux simplexes géométriques vérifie certaines propriétés.

Définition 1.2.2. Soit {p0, . . . , pi} un ensemble de points de Rn affinement indé-
pendants. Le i−simplexe géométrique σ de sommets p0, . . . , pi (de dimension
i) est l’enveloppe convexe de ces points. Un simplexe décrit par un sous-ensemble
de {p0, . . . , pi} est une face de σ. Les faces de σ différentes de σ lui-même sont
ses faces propres, leur union est son bord et σ est la face principale.

Définition 1.2.3. Un complexe simplicial K de Rn est une famille finie de
simplexes géométriques de Rn telle que :

— toute face d’un simplexe de K est dans K,
— l’intersection de deux simplexes σ1, σ2 de K. est soit vide, soit une face

commune à σ1 et σ2.
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(a) (b) (c) (d)

FIGURE 1.1 – (a)− (d) Complexes simpliciaux correspondant à des réalisations
géométriques des CSA K1, K2, K3 et K4.

Le complexe simplicial associé à un CSA est sa réalisation géomé-
trique. Plus précisément, on peut clairement associer différents complexes
simpliciaux à un CSA donné. Le terme « réalisation géométrique d’un CSA »
désigne l’ensemble de tous les complexes simpliciaux correspondant à ce
CSA, ou selon le cas un représentant de cet ensemble [26].

Notons enfin que tout complexe simplicial abstrait de dimension n
peut être réalisé géométriquement dans R2n+1. Par exemple tout graphe
peut être réalisé géométriquement dans R3.

1.2.2 Ensembles semi-simpliciaux

Comme dit précédemment, les complexes simpliciaux abstraits ne
permettant pas de représenter des subdivisions présentant de la multi-
incidence. Les ensembles semi-simpliciaux permettent de lever cette
contrainte. Par exemple, la subdivision d’un tore avec un CSA nécessite
au minimum 14 triangles, 21 arêtes et 7 sommets, alors que si la multi-
incidence est autorisée, seulement 2 triangles, 3 arêtes et 1 seul sommet
sont nécessaires, comme le montre la figure 1.2.

Structure combinatoire

Définition 1.2.4. Un ensemble semi-simplicial (ou ESS) de dimension n,
S = (K, (di)) est une famille d’ensembles K = (Kp)p∈[0,n] munis d’applications
di : Kp → Kp−1 pour p > 0 et i ∈ [0, p], qui vérifient :

∀p > 1, ∀σ ∈ Kp, σdidj = σdjdi−1 avec j < i.
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(a)

(b)

FIGURE 1.2 – (a) une subdivision minimale du tore par un complexe simplicial
abstrait. (b) une subdivision minimale du tore par un ensemble semi-simplicial.

Notons que le choix a été fait ici d’utiliser la notation post-fixée pour
les opérateurs de face. Ainsi, σdidj correspond à dj(di(σ)). L’intérêt de cette
notation est qu’elle permet de « lire » directement de gauche à droite en
utilisant le même sens de lecture que celui utilisé pour lire ce document.

Les éléments de Kp sont les simplexes de dimension p ou
p−simplexes. Comme on s’intéresse aux ensembles finis, tous les en-
sembles de p−simplexes Kp sont finis et le nombre n d’ensembles de K est
lui aussi fini. Les notions de face, de bord et d’étoile décrite pour les CSA
s’étendent directement pour les ESS.

Les applications di sont les opérateurs de face des simplexes. En toute
rigueur, il faudrait nommer les opérateurs de face d’un p−simplexe dp

i afin
de distinguer par exemple l’opérateur de face d0 d’une arête, de celui d’un
triangle ou d’un tétraèdre. Bien souvent, il n’y a pas d’ambiguïté, ce qui
permet d’omettre l’exposant p des opérateurs de face, et ainsi simplifier la
notation.

Les relations sur les opérateurs de face garantissent la cohérence du
bord des simplexes. Par exemple, sans ces relations, un p−simplexe pour-
rait avoir jusqu’à (p + 1)! sommets distincts dans son bord, alors qu’il ne
peut pas en posséder plus de (p + 1).

Par exemple, la Figure 1.3 illustre des exemples et des contrexemples
d’ensembles semi-simpliciaux.
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(a) (b) (c) (d)

FIGURE 1.3 – (a)− (c) trois ensembles semi-simpliciaux de dimension 2. (a) est
sans multi-incidence, (b) deux arêtes ont même bord, (c) présente de la multi-
incidence. On peut vérifier les contraintes de cohérence : tout triangle σ vérifie
σd2d1 = σd1d1, σd2d0 = σd0d1 et σd1d0 = σd0d0. (d) n’est pas un ensemble
semi-simplicial, car les contraintes de cohérence ne sont pas respectées : σd2d0 ̸=
σd0d1.

Opérations de base : cône et identification

Les opérations de base sont les mêmes que pour les CSA : le cône
et l’identification. Comme pour les CSA, l’opération de cône permet en
particulier de construire les briques de base (i.e. les simplexes et leurs
bords), l’opération d’identification permet d’assembler les simplexes. Les
définitions sont rappelées ici, des détails et algorithmes sont proposés
dans [32].

L’opération de cône sur une ensemble semi-simplicial S consiste à
ajouter un nouveau 0-simplexe v à S, et à créer un nouveau (i+ 1)-simplexe
σ incident à σ et à v pour chaque i-simplexe σ de S. Les opérateurs de
face respectent les contraintes de cohérence, i.e. pour tout simplexe σ de
dimension n (n est donc par définition supérieur ou égal à 1), σdn = σ. Si
n = 1, alors σd0 = v, sinon, pour tout i ∈ [0, n− 1], σdi = σdi.

En particulier, le cône effectué à partir d’un ensemble semi-simplicial
S vide et un sommet v est un ensemble semi-simplicial ne contenant que
v. La figure 1.4 illustre une opération de cône effectuée sur un ensemble
semi-simplicial de dimension 1.

L’opération d’identification de base est définie pour deux i−simplexes
σ et τ ayant même bord, c’est à dire que, pour tout j ∈ [0, i], σdj = τdj. On
notera que deux sommets ont toujours même bord. L’opération consiste
à fusionner σ et τ en un nouveau i−simplexe µ ayant même bord que σ
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(a) (b)

FIGURE 1.4 – (a) Opération de cône effectuée à partir d’un ESS de dimension 1
et du sommet v. (b) Le résultat est un ESS connexe de dimension 2.

et τ, et telle que son étoile corresponde à l’union des étoiles de σ et τ, i.e.
si νdj = σ ou νdj = τ avant l’identification de σ et τ, alors νdj = µ après
l’opération.

La Figure 1.5 illustre des opérations d’identification.

(a) (b) (c)

FIGURE 1.5 – (a) un ensemble semi-simplicial de dimension 2. (b) peut être
obtenu à partir de (a) par trois identifications de sommets. (c) peut être obtenu à
partir de (b) en identifiant les deux arêtes qui ont même bord.

Contrairement aux CSA, l’opération d’identification de base sur les
ensembles semi-simpliciaux ne peut pas entrainer de dégénérescence, ni
d’identification d’autres simplexes. Des opérations de plus haut niveau
ont été définies : par exemple, deux i−simplexes n’ayant pas même bord
peuvent être identifiés par une opération d’identification plus générale
consistant à identifier de manière récursive les faces deux à deux afin de
se ramener au cas atomique de l’identification de deux simplexes ayant
même bord. Dans ce cas, il peut arriver que ces identifications changent la
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structure du bord des simplexes à identifier. Par exemple, si deux arêtes
σ et µ partagent les deux sommets v1 et v2 de leur bord, mais pas avec les
mêmes opérateurs de face, soit σd0 = µd1 = v1 et σd1 = µd0 = v2, alors
l’identification de σ et µ entraine l’identification de leurs faces, et donc de
v1 et v2. L’identification de σ et µ produit donc une boucle.

D’autres opérations ont également été définies, comme par exemple
l’identification de sous-ensembles de simplexes, des opérations de split, de
flip, etc. [4].

1.2.3 Espaces triangulaires de Bézier et ESS

En toute généralité, on ne peut pas associer un complexe simplicial
(géométrique) à tout ensemble semi-simplicial en respectant sa structure.
Plus précisément, cela n’est pas possible dès lors que 2 simplexes ont
même bord ou qu’un simplexe est incident plusieurs fois à un autre. La
géométrie associée à tout simplexe d’un ensemble semi-simplicial ne soit
pas uniquement être basé sur la géométrie des points de son bord, comme
cela est fait pour les CSA, mais il faut pouvoir associer une forme non
linéaire.

Les espaces triangulaires de Bézier permettant cela, et il est possible
d’associer de manière directe un tel espace géométrique à tout ensemble
semi-simplicial. Un espace triangulaire de Bézier est un ensemble de simplexes
de Bézier satisfaisant certaines conditions [18].

En particulier, dans des espaces triangulaires de Bézier, l’intersection
de deux simplexes de Bézier est soit vide, soit un simplexe de Bézier de
dimension inférieure.

La définition des simplexes de Bézier fait appel aux notions de
multi-indices et aux bases de polynômes multivariés de Bernstein. L’en-
semble Γi

d de multi-indices de dimension i et degré d est défini par Γi
d =

{α = (α0, . . . , αi) ∈ Ni+1 | |α| = α0 + · · · + αi = d}. Pour simplifier,
un multi-indice (α0, . . . , αi) est noté α0 · · · αi. Par exemple, l’ensemble
des multi-indices de dimension 1 et de degré 3 Γ1

3 = {03, 12, 21, 30},
et l’ensemble des multi-indices de dimension 2 et de degré 3 Γ2

3 =
{003, 012, 021, 030, 102, 111, 120, 201, 210, 300}. Le nombre d’éléments de
Γi

d, noté | Γi
d |, est égal à (i+d

i ).
Les polynômes de Bernstein multivariés de degree d sont définis par

Bd
α(u) = (d

α)u
α0
0 · · · uαi

i , où α ∈ Γi
d, et (d

α) = d!
α0!···αi !

sont les coefficients
multinomiaux, et les uj sont les coordonnées barycentriques de u, un
point du i-simplexe standard, i.e. ils satisfont les propriétés suivantes :
∀j, 0 ⩽ j ⩽ i, 0 ⩽ uj ⩽ 1 et ∑i

j=0 uj = 1.
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En particulier, l’ensemble des polynômes de Bernstein Bd
α(u) forme

une base des polynômes multivariés, c’est à dire que tout polynôme multi-
varié peut s’écrire de manière unique dans cette base. On pourra également
noter que la formule du multinôme de Newton nous indique que la somme
des polynômes de Bernstein vaut toujours 1 :

(u0 + · · ·+ ui)
d = 1d = 1 = ∑

|α|=d

(
d
α

)
uα0

0 · · · uαi
i = ∑

|α|=d
Bd

α(u).

Cela signifie que les points du simplexe de Bézier sont bien définis comme
combinaison affine des points de contrôle.

Un i-simplexe de Bézier de degré d est défini par P(u) = ∑α∈Γi
d

PαBd
α(u),

où {Pα, α ∈ Γi
d} est son ensemble de points de contrôle (cf. Figure 1.8). Ainsi,

à chaque point u du i−simplexe standard correspond un point du simplexe
de Bézier P(u) (cf. Figure 1.6), entièrement défini de manière implicite par
ses points de contrôle.

FIGURE 1.6 – À tout point de l’espace de paramètre u correspond un point P(u)
du simplexe de Bézier défini par ses points de contrôle.

On peut donc calculer un ensemble de points d’un i−simplexe de
Bézier en échantillonnant l’ensemble des points du i−simplexe standard.
En pratique, on peut utiliser l’algorithme récursif de De Casteljau de
complexité équivalente.

De manière intuitive, l’algorithme de De Casteljau permet de calculer
les points d’un i−simplexe de Bézier de degré d en « reconstruisant » les
polynômes de Bernstein de manière itérative comme illustré sur la figure 1.7.
Pour tout point u = (u0, . . . , ui) du i−simplexe standard, le point P(u) du
i−simplexe de Bézier de degré d peut être défini à partir de l’ensemble
de points de contrôle {Pα | α ∈ Γi

d} de la manière suivante : pour tout
u, P0

α (u) = Pα sont les points de contrôle. Le point Pd
0···0(u) = P(u) est

un point du i−simplexe de Bézier défini récursivement par la relation
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suivante :

Pk
α0···αi

(u) =
i

∑
j=0

ujPk−1
α0···αj−1(αj+1)αj+1···αi

(u), avec 0 < k ⩽ d.

De manière intuitive, sur la Figure 1.7(a), à partir du point P12, il existe
3 chemins permettant de remonter jusqu’au point P3

00 : u0u1u1, u1u0u1 et
u1u1u0, soit 3u0u2

1 correspondant au polynôme de Bernstein B3
12(u0, u1).

(a) (b)

FIGURE 1.7 – Principe de l’algorithme de De Casteljau. En (a), pour une courbe
de degré 3, en (b) pour un triangle de degré 3.

Notons que tout point u = (u0, . . . , ui) du i−simplexe standard
peut toujours s’écrire (u0, . . . , ui−1, 1− (u0 + · · ·+ ui−1)) ; ainsi, on trouve
souvent dans la littérature la définition des courbes de Bézier utilisant un
unique paramètre t et les polynômes de Bernstein décrits dans la base t,
(1− t), avec t compris entre 0 et 1.

D’un point de vue pratique, les points de contrôle d’un simplexe
de Bézier peuvent être stockés dans un tableau simplicial, selon l’ordre
lexicographique de leur multi-indice [12]. L’indice d’un point de contrôle
Pα peut être simplement retrouvé en utilisant l’algorithme décrit dans [33].
Soit α = α0 · · · αi le multi-indice d’un point de contrôle. Si i = 1, alors
le point de contrôle est stocké dans la case α0 du tableau simplicial. Si
i > 1, alors il faut d’abord stocker tous les multi-indices de même degré
commençant par 0, puis 1, jusqu’à tous ceux commençant par α0 − 1. On
recommence la même chose en regardant à présent α1 et ainsi de suite
jusqu’à la fin.
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On peut donc représenter un espace triangulaire de Bézier en stockant,
dans des tableaux simpliciaux, l’ensemble des points de contrôle des
simplexes principaux. Cette solution pose toutefois deux problèmes : d’une
part l’ensemble de la structure n’est pas explicitée, les relations d’incidence
ne sont donc pas directes ; or ce sont des informations essentielles dès
que l’on souhaite étudier la structure un objet ; d’autre part, si deux
simplexes sont assemblés le long d’une face, leurs points de contrôle sont
dupliqués, ce qui est, bien entendu, une source potentielle d’incohérences
(cf. Figure 1.8(a)).

On peut utiliser d’autres structures de données qui permettent de
résoudre ces deux problèmes en utilisant les propriétés des espaces de
Bézier. En effet, il est bien connu que le bord d’un i−simplexe de Bézier
est composé de simplexes de Bézier de dimensions inférieures. Dit au-
trement, tout simplexe de Bézier contient son bord. Par exemple, le bord
d’un triangle de Bézier est composé de courbes de Bézier. Plus précisé-
ment, les multi-indices des points de contrôle des simplexes de Bézier
permettent naturellement de structurer les espaces triangulaires de Bézier
en ensembles semi-simpliciaux. Dit autrement, l’ensemble des points de
contrôle d’un espace triangulaire de Bézier a une structure d’ensemble
semi-simplicial [20].

Par exemple, l’ensemble des points de contrôle Pα0···αj−10αj+1···αi d’un
i−simplexe de Bézier sont les points de contrôle d’un (i − 1)−simplexe
de Bézier correspondant à sa je face. Par exemple, sur la Figure 1.8(a),
l’ensemble des points de contrôle {P300, P210, P120, P030} d’un des deux
triangles de degré 3 sont les points de contrôle de la courbe de Bézier de
degré 3 correspondant à sa face obtenue par application de l’opérateur d2.

D’un point de vue pratique, on peut utiliser un ensemble semi-
simplicial pour expliciter la structure d’un espace triangulaire de Bézier
où chaque i−simplexe stocke uniquement ses points de contrôle propres,
i.e. qui n’appartiennent pas à son bord. Ainsi, l’ensemble des points de
contrôle d’un espace triangulaire de Bézier peuvent être répartis sur la
structure d’un ensemble semi-simplicial. Les relations d’incidence sont
ainsi explicitées via la structure d’ensemble semi-simplicial, et aucun point
de contrôle n’est dupliqué.

Les points de contrôle propres d’un i−simplexe sont donc de la forme
Pα0···αi avec, pour tout 0 ⩽ j ⩽ i, αj > 0. Lorsque l’on souhaite représenter
l’espace triangulaire de Bézier associé à un ensemble semi-simplicial, on
peut reconstituer l’ensemble des points de contrôle de chaque simplexe
principal via les indices des opérateurs de face qui permettent d’accéder
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aux points de contrôle de leurs bords. Par exemple, sur la Figure 1.8(b),
l’arête commune aux deux triangles contient uniquement ses points de
contrôle propres numérotés 12 et 21. Pour le triangle du haut (resp. du bas),
cette arête est sa face d0 (resp. d1), ces points sont donc numérotés 012 et
021 (resp. 102 et 201), pour le triangle.

(a) (b) (c)

FIGURE 1.8 – (a) Simplexes principaux et leurs points de contrôle. (b) Répar-
tition des points de contrôle sur l’ensemble de la structure. Chaque simplexe ne
stocke que ses points de contrôle propres. (c) Un espace triangulaire de Bézier
correspondant à la structure représentée en (b).

1.3 Structures simploïdales (sans dégénérescence)

Les briques de bases des structures simploïdales sont des produits
de simplexes, aussi appelés simploïdes. À l’instar d’un cube de dimen-
sion i qui peut être obtenu par le produit cartésien de i arêtes (i.e. de
1−simplexes), les simploïdes peuvent être vus comme des produits de sim-
plexes de dimension quelconques. La notion de simploïde a été introduite
par [8]. Dans ce cadre, les simplexes et les cubes sont des simploïdes parti-
culiers, qui peuvent être assemblés et manipulés de manière homogène,
comme tout simploïde.

Afin d’introduire les ensembles semi-simploïdaux de manière pro-
gressive, nous commençons par présenter les ensembles semi-cubiques,
qui sont un cas particulier d’ensembles semi-simploïdaux où tous les sim-
ploïdes sont des produits d’arêtes. Cela permet d’introduire la notion de



1.3. Structures simploïdales (sans dégénérescence) 15

produit cartésien simplement. On retrouve les structures cubiques en par-
ticulier en géométrie discrète et en image 3D où les briques de base sont
souvent issus de grilles régulières, et sont justement des cubes.

1.3.1 Ensembles semi-cubiques

Les ensembles semi-cubiques [35, 7] sont définis, comme pour les
ensembles semi-simpliciaux, par une famille de briques de base (ici les
p−cubes) munis d’opérateurs de face.

Définition 1.3.1. On appelle cube de dimension p ou p−cube, le produit cartésien
de p simplexes de dimension 1.

Les ensembles semi-cubiques permettent de manipuler des assem-
blages de cubes. Ces assemblages sont définis de manière analogue aux
ensembles semi-simpliciaux, c’est-à-dire par un ensemble de cubes et d’opé-
rateurs de face vérifiant des relations de cohérence.

Définition 1.3.2. Un ensemble semi-cubique S = (K, (di
j)), de dimension

n, est une famille d’ensembles K = (Kp)p∈[0,n] de p−cubes munis d’opérateurs
de face di

j : Kp → Kp−1, pour p > 0, i ∈ [1, n] et j ∈ [0, 1]. Pour tout p−cube,
p > 1, on a :

σdi
j dk

l = σdk
l di−1

j , ∀k < i

Chaque p−cube est donc muni de 2p opérateurs de face :
d1

0, d1
1, . . . , dp

0 , dp
1 . Par exemple, une arête est munie de deux opérateurs

de face d1
0 et d1

1, un carré est muni des quatre opérateurs d1
0, d1

1, d2
0 et d2

1.
Chaque p−cube correspond intuitivement au produit cartésien de p arêtes,
les deux opérateurs de face di

0 et di
1 correspondent intuitivement aux

opérateurs de face de la ie arête intervenant dans le produit. Dit autrement,
les relations définies sur les opérateurs de face jouent le même rôle que
pour les ensembles semi-simpliciaux : elles garantissent la cohérence du
modèle. De manière intuitive : soit µ = σ1 × · · · × σp un p−cube issu du
produit des arêtes σ1, . . . , σp, alors la face µdi

j est le (p− 1)−cube obtenu
par le même produit, excepté pour l’arête σi qui est remplacée par sa face
σidj.

Un cube de Bézier de dimension i est défini par un ensemble de points
de contrôle correspondant au produit cartésien des points de contrôle de i
courbes de Bézier. Les degrés des différentes courbes de Bézier générant un
cube peuvent être différents comme le montre la Figure 1.9. Ainsi, le degré
d’un cube de dimension i est défini par le i−tuple d’entiers (d1, . . . , di)
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13
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31
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X

(a)

4,3

22,3

4,3

4,3

22,3

4,3

4,21 4,12

4,21 4,12

13,3

31,3 31,3

13,3
13,21 13,12

22,21 22,12

31,21 31,12

(b) (c)

FIGURE 1.9 – Le 2-cube représenté en (b) correspond intuitivement au produit
cartésien d’une arête verticale et une arête horizontale représentées en (a). Les
opérateurs de face d1

j (resp. d2
j ) du 2−cube correspondent aux opérateurs de face de

la première arête (resp. de la deuxième arête). En (c), un espace cubique de Bézier
ayant comme cellules principales : deux 3-cubes, un 2−cube et un 1−cube.

correspondant aux degrés des courbes « générant » ce cube. Les points de
contrôle d’un cube de dimension i sont donc numérotés par des i-tuples de
multi-indices de dimension 1, i.e. de la forme Pα1

0α1
1,...,αi

0αi
1
.

Un espace cubique de Bézier est un ensemble de cubes de Bézier satisfai-
sant des conditions similaires décrites pour les ensembles semi-simpliciaux
sur les bords. Soit {Pα1 ,...,αi} l’ensemble des points de contrôle d’un cube
de Bézier σ. Pour tout j ∈ [1, i], l’ensemble des points de contrôle vérifiant
α

j
0 = 0 (resp. α

j
1 = 0) définit le (i− 1)−cube de Bézier correspondant à la

face σdj
0 (resp. σdj

1) .
Par définition, chaque arête « génératrice » de degré d contient d− 1

points de contrôles propres ; ainsi, un i−cube de degré (d1 · · · di) contient
∏i

j=1(dj − 1) points de contrôle propres.

1.3.2 Ensembles semi-simploïdaux

Les ensembles semi-simploïdaux [32] généralisent les ensembles semi-
simpliciaux et semi-cubiques. En effet dans cette structure, les briques de
base sont des produits de simplexes quelconques.
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Structure combinatoire

Pour les simplexes et les cubes, il n’existe qu’un type de cellule pour
chaque dimension, c’est pourquoi les simplexes et les cubes sont caracté-
risés par leur dimension. On peut en revanche construire différents sim-
ploïdes pour une dimension donnée cf. Figure 1.10. Ainsi, un simploïde
µ est caractérisé par son type (a1, . . . , an) défini par un n−tuple d’entiers.
Intuitivement, le type d’un simploïde correspond aux dimensions des n
simplexes dont il est issu, où tous les aj sont strictement positifs. Le fait de
ne pas faire apparaitre les 0 dans le type correspond intuitivement au fait
que le produit d’un simploïde par un sommet correspond à un simploïde
de même type. La dimension de µ est la somme ∑n

j=1 aj et n est sa longueur.

FIGURE 1.10 – Simploïdes et leur type jusqu’à la dimension 3.

On notera que les p−simplexes, p > 0, sont des simploïdes de type
(p) de longueur 1 (un 0−simplexe est de type ()) et que les n−cubes sont
des simploïdes de type (1, . . . , 1) de longueur n.

Définition 1.3.3. Un ensemble semi-simploïdal S = (K, (di
j)) est un ensemble

de simploïdes muni d’un opérateur de type T : K 7→ ⋃
i⩾0 N∗i et d’opérateurs

de face di
j.

Soit σ ∈ K ; σT est le type de σ. Soit σT = (a1, . . . , an) : σdi
j est défini si

1 ⩽ i ⩽ n, 0 ⩽ j ⩽ ai. Les opérateurs vérifient les propriétés suivantes :

(I) Action sur le type

1) σdi
jT =

{
(a1, ..., ai − 1, ..., an) si ai > 1
(a1, ..., ai−1, ai+1, ..., an) sinon
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(II) Commutation des opérateurs de face

1) di
jd

i
l = di

ld
i
j−1 l < j, ai > 1

2) di
jd

k
l =

{
dk

l di
j si ak > 1

dk
l di−1

j sinon
k < i

Notons que le cas (I I).1 avec ai = 1 n’est pas explicité car il s’agit du
cas particulier de (I I).2, ak = 1, avec k = i− 1.

X

(a) (b)

FIGURE 1.11 – (a)− (b) : correspondance entre le produit de deux simplexes (et
leur bord) et un simploïde de type (2, 1). Par souci de clarté, seulement une partie
du bord du prisme est représentée.

Opérations de construction

Tout ensemble semi-simploïdal peut être construit à partir de deux
opérations de base : l’opération de produit cartésien qui permet en par-
ticulier de construire des simploïdes à partir de simplexes, et l’opération
d’identification permettant de les assembler.

La définition du produit cartésien sur les ensembles simploïdaux se
déduit directement du fait que le produit de deux simploïdes σ et µ de
types respectifs (a1, . . . , an) et (b1, . . . , bm) est un simploïde τ = σ× µ de
type (a1, . . . , an, b1, . . . , bm). De plus, les opérateurs de face sont définis, de
manière à respecter le produit : τdi

j = σdi
j × µ pour tout i compris entre 1

et n, et τdi+n
j = σ× µdi

j pour tout i compris entre 1 et m.
Concernant l’opération d’identification, le principe est exactement

le même que pour les ensembles semi-simpliciaux, l’opération atomique
consiste à fusionner deux simploïdes ayant même bord (et donc même
type), ce qui implique en particulier de mettre à jour leurs étoiles. Ici encore,
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des opérations de plus haut niveau peuvent être définies de manière à, par
exemple, identifier deux simploïdes (de même type) n’ayant pas même
bord.

Espaces simploïdaux de Bézier et ensembles semi-simploïdaux

Un espace simploïdal de Bézier est un ensemble S de simploïdes de
Bézier [8] tel que l’intersection de deux simploïdes σ et τ de S est soit vide,
soit un simploïde de S correspondant à une face commune de σ et τ. Un
simploïde de Bézier de type (a1, . . . , an) et de degré (d1, . . . , dn) est défini
par : P(u1, . . . , un) = ∑α1∈Γa1

d1
. . . ∑αn∈Γan

dn
P(α1 ,...,αn)B

d1
α1(u1) × . . . × Bdn

αn(un)

où chaque ui est un point du ai-simplexe standard, et {P(α1,...,αn)} est
l’ensemble de ses points de contrôle.

X

(a) (b) (c)

FIGURE 1.12 – (a)− (b) : Les points de contrôle du prisme sont numérotés par
des couples de multi-indices. (c) Un exemple d’espace simploïdal de Bézier dans
lequel un simploïde de type (2, 1) est assemblé à un tétraèdre le long d’une de ses
faces triangulaires, et à un cube le long d’une de ses faces carrées.

Le principe est le même que pour les espaces cubiques, il est juste
généralisé dans le cas des simploïdes à des simplexes quelconques pour
chaque composante au lieu de se restreindre à des domaines paramétriques
de dimension 1 uniquement.

Comme vu pour les ensembles semi-simpliciaux et semi-cubiques,
les espaces simploïdaux de Bézier ont une structure d’ensemble semi-
simploïdal. On retrouve ici encore cette structuration au niveau des tuples
de multi-indices qui numérotent les points de contrôle des simploïdes
de Bézier. Cette correspondance (cf. Figure 1.12) permet en particulier
d’associer à chaque simploïde de Bézier ses points de contrôle propres (i.e.
qui ne contiennent aucun 0 dans tout le tuple) et de reconstruire l’ensemble
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FIGURE 1.13 – L’espace paramétrique du prisme est le produit de deux espaces
paramétriques. À chaque point (u1, u2) de l’espace des paramètres, correspond un
point du simploïde de Bézier

de ses points de contrôle en utilisant les indices des opérateurs de face en
procédant de la même manière que pour les ensembles semi-simpliciaux
sur chaque composante du tuple de multi-indices.

Par exemple, soit σ un simploïde de Bézier de type (a1, . . . , an) et
{Pα1 ,...,αn} l’ensemble de ses points de contrôle. L’ensemble des points
de contrôle de σ tels que αi

j = 0 (i.e. le multi-indice α contient un 0 à
l’indice j de la ie composante du multi-indice) définit le simploïde de Bézier
correspondant à sa face di

j.

D’un point de vue pratique, de manière analogue à ce qui a été vu
pour les ensembles semi-simpliciaux, l’ensemble des points de controles
propres des simploïdes non dégénérés peuvent être stockés dans un tableau
simploïdal selon l’ordre lexicographique des tuples de multi-indices [12,
33]. Par exemple, soit P = P(α1,...,αn) l’ensemble des points de contrôle d’un
simploïde de Bézier de type (a1, . . . , an) et de degré (d1, . . . , dn). Si n = 1,
alors le simploïde correspond à un simplexe, et P est stocké dans un tableau
simplicial comme décrit pour les ensembles semi-simpliciaux. Si n > 1,
il faut commencer par stocker tous les points de contrôle d’un simploïde
de type (a2, . . . , an) de degré (d2, . . . , dn) pour chaque multi-indice de Γa1

d1

précédant α1. Ensuite, le point P peut être stocké comme s’il s’agissait d’un
simploïde de Bézier de type (a2, . . . , an) et (d2, . . . , dn), indicé par le tuple
de multi-indices (α2, . . . , αn).

1.4 Gestion de la dégénérescence

Cette partie s’appuie en particulier sur les références [30, 22, 33].
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Les ensembles simploïdaux généralisent et homogénéisent les en-
sembles simpliciaux et cubiques. Cette unification est possible via la
notion d’opérateurs de dégénérescence. Si les ensembles semi-simploïdaux
permettent de manipuler au sein d’un même formalisme des assemblages
de simplexes, de cubes et plus généralement de simploïdes, les opérations
de construction de base ne sont pas définies de manière homogène dans
ces modèles. En particulier, l’opération de cône n’est pas définie sur les
ensembles semi-simploïdaux, et l’opération de produit cartésien n’est pas
définie pour les ensembles semi-simpliciaux.

La définition des ensembles simpliciaux et simploïdaux permet d’ho-
mogénéiser entièrement les modèles simpliciaux, cubiques et simploïdaux,
à la fois au niveau des briques de base, mais également au niveau des opé-
rations de base. Ces structures embarquent, en plus des opérateurs de face,
une seconde famille d’opérateurs, appelés opérateurs de dégénérescence.
Les opérateurs de dégénérescence des ensembles simpliciaux permettent
de définir de manière directe l’opération de produit cartésien simplicial ;
les opérateurs de dégénérescence des ensembles simploïdaux permettent
de définir l’opération de cône sur les simploïdes.

Ainsi, les ensembles simploïdaux permettent de manipuler de ma-
nière homogène des assemblages contenant des simplexes, des cubes, et
de manière générale des simploïdes quelconques, tout en généralisant l’en-
semble des opérations de construction de base (opération de cône, produit
cartésien simploïdal, et identification).

1.4.1 Ensembles simpliciaux

Les ensembles simpliciaux sont une structure classiquement étudiée
en topologie (peut-être plus connue que les ensembles semi-simpliciaux).

Structure combinatoire

Intuitivement, on peut voir un ensemble simplicial comme un en-
semble semi-simplicial muni d’une seconde famille d’opérateurs : les opéra-
teurs de dégénérescence. Cette structure permet non seulement de manipuler
des objets simpliciaux plus généraux, mais elle permet également de définir
directement l’opération de produit cartésien.

Définition 1.4.1. Un ensemble simplicial S = S = (K, (di), (si)) est une
famille d’ensembles K = (Kp)i∈N, munis de deux familles d’applications : ∀p > 0,
∀i, 0 ⩽ i ⩽ p, di : Kp → Kp−1 ; ∀p ⩾ 0, ∀i, 0 ⩽ i ⩽ p, si : Ki → Ki+1,
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vérifiant :
didj = djdi−1 si j < i
sisj = sjsi+1 si j ⩽ i
sidj = djsi−1 si j < i
sidj = dj−1si si j > i + 1
sidi = sidi+1 = Id

Un (p + 1)−simplexe µ est dit dégénéré s’il existe un p−simplexe σ et un
opérateur de dégénérescence si tel que µ = σsi.

(a) (b) (c) (d) (e)

FIGURE 1.14 – (a) Un ensemble semi-simplicial, (b) un espace triangulaire de
Bézier associé. (c) Un ensemble simplicial : l’arête rouge µ est dégénérée sur le
sommet rouge σ (i.e. µ = σs0), (d) un espace triangulaire de Bézier associé : la
réalisation géométrique de l’arête dégénérée est réduite à un point. L’arête µ est le
seul simplexe dégénéré qui apparait dans le bord d’un simplexe non dégénéré. (e)
Un ensemble simplicial representant une arête et son bord et tous ses simplexes
dégénérés jusqu’à la dimension 2. Aucun de ces simplexes dégénérés n’est utile
dans notre cadre car aucun n’apparaît dans le bord d’un non simplexe dégénéré.

De manière intuitive, un i−simplexe σ peut être associé à la suite de ses
sommets (v0, . . . , vj, . . . , vi). Le (i + 1)−simplexe dégénéré σsj correspond
à la suite de sommets (v0, . . . , vj, vj, . . . , vi).

D’un point de vue théorique, tous les ensembles simpliciaux
contiennent un nombre infini de simplexes car à tout i−simplexe (dégénéré
ou non) correspond au moins un (i + 1)−simplexe dégénéré. Cela permet
en particulier de définir l’opération de produit cartésien de manière directe.
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Opérations de construction

Les opérations de construction de base sont ici encore le cône et l’iden-
tification. L’opération de cône s’étend directement sur les ensemble simpli-
ciaux. Pour chaque i−simplexe σ (dégénéré ou non) de l’ensemble simpli-
cial sur lequel on souhaite effectuer une opération de cône, un simplexe
σ est créé. Les opérateurs de face sont établis comme décrit pour les en-
sembles semi-simpliciaux, et les opérateurs de dégénérescence sont établis
de la même manière : σsj = σsj pour tout 0 ⩽ j ⩽ i. Seuls les simplexes
dégénérés faces d’un simplexe non dégénéré ont besoin d’être explicités
d’un point de vue pratique.

L’opération d’identification de deux i-simplexes σ et µ ayant même
bord implique l’identification deux à deux de tous les simplexes dégénérés
issus de σ et µ par une même suite d’opérateurs de dégénérescence. Plus
précisément, soit K l’ensemble des simplexes de S avant l’identification
de σ et µ, K peut être partitionné en K = C0 ∪ · · · ∪ Cn ∪ K′ tel que pour
tout i, tous les simplexes de Ci doivent être identifiés (i est simplement un
numéro de classe d’équivalence, et n’a rien à voir avec la dimension des
simplexes de la classe), et tous les simplexes de K′ ne sont pas impacté par
l’identification. Après l’identification de σ et µ, l’ensemble simplicial resul-
tant contient donc un seul simplexe γi pour chaque classe d’équivalence
Ci, ainsi que tous les simplexes de K′.

(a) (b)

FIGURE 1.15 – L’identification de l’arête non dégénérée et de l’arête dégénérée
représentées en (a) induit l’identification de leurs dégénérés. Le résultat de l’iden-
tification est représenté en (b).

Les opérateurs de face et de dégénérescence de chaque simplexe γi
sont définis en respectant les classes d’équivalence. Il faut ensuite mettre à
jour les opérateurs de face des simplexes de K′ qui avaient une face dans



24 Chapitre 1. Structures combinatoires

une classe d’équivalence, ainsi que les opérateurs de dégénérescence des
simplexes de K′ qui dégénéraient un simplexe d’une classe d’équivalence.
Le détail de l’algorithme est disponible dans [33].

Le produit cartésien S × S′ de deux ensembles simpliciaux S et S′

peut être défini de manière directe : tout i-simplexe µ ∈ S× S′ = (σ, σ′),
où σ et σ′ sont deux i-simplexes, tel que pour tout j, µdj = (σdj, σ′dj)
et µsj = (σsj, σ′sj). Par exemple, sur la Figure 1.16, on peut vérifier que
(βs1, β′s0)d0 = (βs1d0, β′s0d0) = (βd0s0, β′) = (γs0, β′).

(a) (b)

FIGURE 1.16 – Le produit cartésien de deux ensembles simpliciaux s’exprime
directement à l’aide des opérateurs de dégénérescence. (a) Deux arêtes non dégé-
nérées et leur bord, (b) le résultat du produit cartésien. Seuls les simplexes non
dégénérés sont nommés.

En pratique, seuls les simplexes dégénérés de dimension inférieure à
la somme des dimensions de S et S′ sont nécessaires par calculer le résultat
du produit cartésien de S et S′.

Enfin, comme annoncé précédemment, la définition du produit carté-
sien des ensembles simpliciaux permet de déduire une définition directe
pour les ensembles semi-simpliciaux, en manipulant implicitement les
simplexes dégénérés (et donc les opérateurs de dégénérescence) [27].

Espaces de Bézier et ensembles simpliciaux

La réalisation géométrique de σsj est définie comme celle de σ. D’un
point de vue pratique, lorsque l’on modélise de tels objets simpliciaux,
seuls les simplexes non dégénérés et leurs faces (dégénérées ou non)
nous intéressent. On peut donc expliciter uniquement ces simplexes ; les
autres simplexes dégénérés peuvent être gérés de manière implicite et
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peuvent être obtenus, si nécessaire, en appliquant une suite d’opérateurs
de dégénérescence à partir d’un simplexe non dégénéré.

On peut également associer un simplexe de Bézier à tout i−simplexe
σ d’un ensemble simplicial et plus généralement un espace triangulaire de
Bézier à tout ensemble simplicial [33]. Les relations entre les points contrôle
de σ et ceux de σdj sont celles décrites pour les ensembles semi-simpliciaux.
Si µ est dégénéré, i.e. µ = σsj alors la Propriété 1 doit être satisfaite afin de
garantir que la réalisation géométrique de µ soit bien celle de σ (cf. Figure
1.17).

Propriété 1. Soient σ un i-simplexe, et Bσ le simplexe de Bézier qui lui est associé,
défini par les points de contrôle {Pα}. Soient µ = σsj, 0 ⩽ j ⩽ i, et Bµ le simplexe
de Bézier qui lui est associé, défini par les points de contrôle {Pα′}. Si tous les
points de contrôle Pα′0···α′jα′j+1···α′i+1

tels que :
— α′k = αk, pour 0 ⩽ k ⩽ j− 1,
— α′j + α′j+1 = αj, pour 0 ⩽ α′j ⩽ αj et 0 ⩽ α′j+1 ⩽ αj,
— α′k = αk−1, pour j + 2 ⩽ k ⩽ i + 1

sont égaux à Pα0···αi , alors Bσ = Bµ.

On peut montrer de manière directe que si la propriété est vé-
rifiée, alors à tout point P(u′0, ..., u′i+1) de Bµ dégénéré correspond le
point P(u0, ..., ui) de Bσ sur lequel il se dégénère, où u′k = uk pour tout
0 ⩽ k ⩽ j− 1, u′j + u′j+1 = uj et u′k = uk−1 pour tout j + 2 ⩽ k ⩽ i + 1.

Pour cela il suffit de montrer que pour tout Pα, on a :

(
d
α

)
uα0

0 · · · u
αj
j · · · u

αi
i = ∑

α′j+α′j+1=αj

(
d
α′

)
u′α

′
0

0 · · · u
′α′j
j u
′α′j+1
j+1 · · · u

′α′i+1
i+1

Ce qui revient à montrer que l’on a bien l’égalité suivante, qui se
montre directement en appliquant la formule du binôme de Newton :

(
d
α

)
uα0

0 · · · (u′j + u′j+1)
αj · · · uαi

i

= ∑
α′j+α′j+1=αj

(
d

α0 · · · α′jα′j+1 · · · αi

)
uα0

0 · · · u
′α′j
j u
′α′j+1
j+1 · · · u

αi
i

On notera que d’un point de vue pratique, seuls les points de contrôle
des simplexes non dégénérés sont nécessaires pour associer un espace
triangulaire de Bézier à un ensemble simplicial. L’ensemble des points de
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(a) (b)
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(d)

FIGURE 1.17 – (a) La Propriété 1 nous assure que si tous les points de contrôle de
l’arête dégénérée sont égaux à celui du sommet, alors les deux simplexes de Bézier
correspondant sont égaux. (b) Représente une arête et ses deux triangles dégénérés.
Si tous les points de contrôle d’un triangle alignés verticalement correspondent
au point de contrôle de l’arête (de l’alignement), alors les simplexes de Bézier
correspondant sont égaux. (c) Produit cartésien correspondant à la Figure 1.16.
D’après la propriété 1, tous les points de contrôle de αs0 (resp. γs0) sont égaux au
point P4 du sommet α (resp. γ) ; les points de contrôle propres P211 et P121 (resp.
P112) du triangle dégénérée βs0 sont égaux au point de contrôle P31 (resp. P22) de
β. (d) Résultat du produit cartésien, mise en évidence des points de contrôle.

contrôle de tout simplexe, qu’il soit dégénéré ou non, peut être retrouvé à
partir de ses points de contrôle propres et des relations correspondant à ses
opérateurs de face et de dégénérescence. En particulier, si un simplexe est
dégénéré, alors ses points de contrôle peuvent être déduits du simplexe non
dégénéré de plus grande dimension de son bord, en utilisant la Propriété 1.

On notera qu’ici encore, on suppose que tous les simplexes de l’en-
semble simplicial sont de même degré, mais il est tout à fait possible de
manipuler des assemblages de simplexes de Bézier de degrés différents en
utilisant des résultats bien connus d’élévation de degré [18].

1.4.2 Ensembles simploïdaux

Les ensembles simploïdaux sont aux ensembles semi-simploïdaux ce
que les ensembles simpliciaux sont aux ensembles semi-simpliciaux, ils
permettent la gestion de la dégénérescence. De manière intuitive, un en-
semble simploïdal peut donc être vu comme un ensemble semi-simploïdal
auquel s’ajoute une seconde famille d’opérateurs : les opérateurs de dégé-
nérescence.
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Structure combinatoire

Comme vu pour les ensembles simpliciaux, les opérateurs de dégéné-
rescence sont des applications qui montent en dimension.

Pour les simploïdes, on peut monter en dimension de deux manières
différentes : soit sur un simploïde de même longueur, ce qui correspond
intuitivement à monter en dimension un de ses simplexes générateurs,
soit en augmentant la longueur de 1 en ajoutant la valeur 1 au type du
simploïde, ce qui correspond intuitivement à effectuer le produit cartésien
du simploïde par une arête dégénérée.

Par exemple, à partir d’un simploïde de type (2, 3), ses opérateurs
de dégénérescence permettent d’obtenir d’une part des simploïdes de
type (3, 3) et (2, 4), en « dégénérant chacun de ses simplexes générateurs »
comme en simplicial ; d’autre part, ils permettent d’obtenir des simploïdes
de type (1, 2, 3), (2, 1, 3) et (2, 3, 1) en « effectuant le produit du simploïde
par une arête dégénérée ». Bien entendu, des relations de cohérence doivent
être respectées entre les opérateurs de face et les opérateurs de dégénéres-
cence.

Définition 1.4.2. Un ensemble simploïdal S = (K, (di
j), (s

k
l )) est un ensemble

de simploïdes muni d’un opérateur de type T : K 7→ ⋃
i⩾0 N∗i, d’opérateurs de

face di
j et d’opérateurs de dégénérescence sk

l .
Soit σ ∈ K ; σT est le type de σ. Soit σT = (a1, . . . , an) : σdi

j (resp. σsk
l )

est défini si 1 ⩽ i ⩽ n, 0 ⩽ j ⩽ ai (resp. 0 ⩽ k ⩽ n et l = −1, ou 1 ⩽ k ⩽ n et
0 ⩽ l ⩽ ak). Les opérateurs vérifient les propriétés suivantes :

(I) Action sur le type

1) σdi
jT =

{
(a1, ..., ai − 1, ..., an) si ai > 1
(a1, ..., ai−1, ai+1, ..., an) sinon

2) σsi
jT =

{
(a1, ..., ai + 1, ..., an) 1 ⩽ i ⩽ n, 0 ⩽ j ⩽ ai
(a1, ..., ai, 1, ai+1, ..., an) 0 ⩽ i ⩽ n, j = −1

(II) Commutation des opérateurs de face

1) di
jd

i
l = di

ld
i
j−1 l < j, ai > 1

2) di
jd

k
l =

{
dk

l di
j si ak > 1

dk
l di−1

j sinon
k < i
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(III) Commutation des opérateurs de dégénérescence

1) si
−1sk
−1 = sk

−1si+1
−1 k ⩽ i

2) si l ̸= −1, si
−1sk

l =

{
sk

l si
−1si k ⩽ i

sk−1
l si

−1si i < k− 1

3) si j, l ̸= −1, si
js

k
l =

{
sk

l si
jsi i ̸= k

sk
l si

j+1si i = k, l ⩽ j

(IV) Commutation des opérateurs de face/dégénérescence

1) si l ̸= −1, si
ld

i
j =


di

js
i
l−1 si j < l

di
j−1si

l si j > l + 1
si

ld
i
j+1 = Id si j = l

2) si l = −1, si−1
l di

j = Id

Dans les autres cas :

3) si k ⩽ i− 1, sk
l di

j =

{
di

js
k
l si l ̸= −1

di−1
j sk

l sinon

4) sinon (i.e. k ⩾ i), sk
l di

j =

{
di

js
k
l si ai > 1

di
js

k−1
l sinon

Pour rappel, aucun « 0 » n’apparait dans le type d’un simploïde, car le
produit cartésien d’un simplexe par un sommet est l’identité d’un point de
vue structurel. Cela explique pourquoi différents cas doivent être distingués
dans la définition, même si ces différents cas sont intuitivement similaires.
Plus généralement, la définition 1.4.2 peut être entièrement retrouvée à
partir des propriétés de commutation sur les opérateurs de face et de dégé-
nérescence des ensembles simpliciaux, et du fait que l’application de deux
opérateurs sur deux « simplexes générateurs » différents sont indépendants.

La partie (I) décrit l’action d’un opérateur de face (resp. dégénéres-
cence) sur le type d’un simploïde (I-1) (resp. (I-2)). Comme vu pour le
simplicial, un opérateur de face (resp. dégénérescence) diminue (resp. aug-
mente) la dimension du simploïde sur lequel il agit. En particulier, si ai = 1,
alors l’application d’un opérateur di

j diminue la longueur du simploïde
(car il n’y a aucun 0 dans le type d’un simploïde). De manière similaire,
lorsque l’on applique un opérateur de dégénérescence sk

−1, la longueur
du simploïde augmente. Intuitivement, cela revient à ajouter une arête
dégénérée comme simplexe générateur du simploïde.
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Les parties (II) (resp. (III), (IV)) sont les relations de cohérence liées
aux opérateurs de face (resp. dégénérescence, face et dégénérescence).

On peut noter que différents cas correspondent aux propriétés de
commutation des ensembles simpliciaux, i.e. lorsque les opérateurs sont
appliqués sur un même simplexe générateur : cf. équation (II-1), le dernier
cas de (III-3), et (IV-1).

Le cas (IV-2) correspond au cas où un opérateur de face est appliqué à
1-simplexe générateur dégénéré (au final, rien n’est modifié).

Les autres cas garantissent l’indépendance des opérateurs appliqués
sur des simplexes générateurs distincts :

— (II-2) : deux cas distincts car un 1-simplexe générateur peut dispa-
raitre suite à l’application d’un opérateur de face ;

— (III-1), (III-2) et le premier cas de (III-3) : correspondent aux diffé-
rents cas de dégénérescence, qui prennent en compte l’ajout de nou-
veaux simplexes générateurs créés par des opérateurs s−1. Notons
que (III-2) n’a pas de propriété de commutation lorsque k = i + 1,
car σsk−1

−1 sk
l T = (a1, . . . , ak−1, 2, . . . , an) (le premier opérateur de

dégénérescence créé un nouveau 1-simplexe générateur, sur lequel
le second opérateur de dégénérescence agit) ;

— (IV-3) et (IV-4) : deux cas distincts en fonction de la création ou la
suppression d’un 1-simplexe générateur.

Notons qu’une conséquence directe de la définition des ensembles
simploïdaux est que l’on peut associer un unique ensemble simploïdal à
tout ensemble simplicial ainsi qu’à tout ensemble cubique. Par exemple,
tout p−simplexe d’un ensemble simplicial correspond à un simploïde de
type (p) et tout opérateur de face (resp. dégénérescence) simplicial di (resp.
sj) correspond à un opérateur de face (resp. dégénérescence) simploïdal d1

i
(resp. s1

j ). L’idée est similaire pour les ensembles cubiques en associant un
simploïde de type (1, . . . , 1) de longueur p à tout p−cube.

Comme pour les ensembles simpliciaux, d’un point de vue théorique,
tous les simploïdes dégénérés existent et tout ensemble simploïdal est donc
par définition de taille infinie. Ici encore, seuls les simploïdes non dégénérés
et leurs bords (dégénérés ou non) sont utiles pour représenter des objets
simploïdaux.
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Opérations de construction

En plus de pouvoir gérer des formes de simploïdes plus générales, la
définition de l’opération de cône est possible pour les ensembles simploï-
daux. Ainsi, les ensembles simploïdaux généralisent et homogénéisent les
ensembles simpliciaux et cubiques, à la fois au regard des briques de base,
mais également des opérations.

Comme pour les ensembles semi-simploïdaux, l’opération de produit
cartésien permet de construire les briques de base. La definition du produit
cartésien de deux ensembles simploïdaux S1 et S2 est directement déduite
de la propriété suivante : le produit cartésien de σ1 de type (a1, ..., ak), et σ2

de type (b1, ..., bl) est un simploïde σ1 × σ2 de type (a1, ..., ak, b1, ..., bl).
Le produit cartésien de deux ensembles simploïdaux S1 et S2 consiste

à créer tous les simploïdes σ1 × σ2 pour tout σ1 ∈ S1 et σ2 ∈ S2.
Les opérateurs de face sont établis selon la propriété suivante : σdi

j =

σ1di
j × σ2 pour 1 ⩽ i ⩽ k, σdi+k

j = σ× σ2di
j pour 1 ⩽ i ⩽ l. Les opérateurs

de dégénérescence sont établis selon la propriété suivante : σsi
j = σ1si

j × σ2

pour 0 ⩽ i ⩽ k, σsi+k
j = σ× σ2si

j pour 0 ⩽ i ⩽ l.
Attention, les simploïdes τ1 = σ1sk

−1 × σ2 et τ2 = σ1 × σ2s0
−1 corres-

pondent à un même simploïde, τ1 et τ2 doivent donc être fusionnés.

Concernant l’opération d’identification, comme pour les ensembles
semi-simploïdaux, deux simploïdes σ et µ peuvent être identifiés à condi-
tion de respecter certaines conditions structurelles (même bord et même
type). De manière analogue à ce qui a été décrit pour les ensembles
simpliciaux, l’identification de σ et µ induit les identifications de leurs
simplexes dégénérés.

D’un point de vue théorique, il n’est pas nécessaire de définir une
opération de dégénérescence ; pour dégénérer un simploïde µ sur une de
ses faces σ, il suffit de l’identifier avec un simploïde σsi

j de même type,
ayant même bord que µ.

En pratique, si σsi
j n’est pas explicité, il suffit de l’expliciter en indi-

quant que σsi
j = µ.

Notons que si µ est un simploïde principal, alors il peut simplement
être supprimé car après dégénérescence, il ne sera pas une face d’un sim-
plexe non dégénéré.

Cette opération de dégénérescence peut se généraliser de manière à
dégénérer entièrement un ensemble simploïdal S sur un sommet. Cela est
utile pour la définition de l’opération de cône. Pour cela il faut identifier
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tous les sommets de S, puis itérativement, identifier toutes les arêtes en une
seule arête dégénérée, et répéter ce processus sur tous les simploïdes de di-
mension 2 (en respectant leurs types) et ainsi de suite. Au final, l’ensemble
simploïdal résultant ne contient qu’un seul sommet, et un simploïde
dégénéré de chaque type contenu dans S. En pratique, cette opération peut
être effectuée simplement en créant un simploïde de chaque type contenu
dans S et à définir tous ses opérateurs de face et de dégénérescence en
fonction de leurs type. Par exemple, en dégénérant un prisme (et son bord)
sur un sommet, l’ensemble simploïdal résultant contient un simploïde de
chaque type (0), (1), (2), (1, 1), (1, 2) et (2, 1). Chaque opérateur de face
appliqué au simploïde de type (2) ou au simploïde de type (1, 1) a pour
résultat le simploïde de type (1).

L’opération de cône d’un sommet v sur un ensemble simploïdal S
consiste de manière intuitive à effectuer une extrusion de S avec une arête
incidente à v, et ensuite à dégénérer l’ensemble simploïdal S× v en v (cf.
Figure 1.18).

(a) (b) (c) (d)

FIGURE 1.18 – (a) L’opération de cône sur un carré (et son bord) a pour résultat
une pyramide à base carrée (d). L’opération de cône consiste en une extrusion
(a)− (b) suivie de la dégénérescence (c) de la copie du carré original (représenté
en orange).

Espaces simploïdaux de Bézier et ensembles simploïdaux

On sait associer un simploïde de Bézier à tout simploïde. Pour associer
un espace simploïdal de Bézier à tout ensemble simploïdal S et garantir
que la structure de S est bien respectée, la propriété suivante doit être
vérifiée [33] :
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Propriété 2. Soit S = (K, (di
j), (s

k
l )) un ensemble simploïdal, soit σ un simploïde

de type (a1, ..., an) de K, soit Pσ = {P(α1 ,...,αn), αi ∈ Γai
di

, 1 ⩽ i ⩽ n} l’ensemble
de ses points de contrôle, et Bσ le simploïde de Bézier qui lui est associé.

(1) Soit µ = σdi
j, soit Pµ son ensemble de points de contrôle, et soit Bµ le

simploïde de Bézier associé à µ.
Si tout point de contrôle Pσ

(α1 ,...,αi ,...,αn)
est égal à :

— Pµ

(α1,...,αi−1,α′i ,αi+1,...,αn)
, où α′i = αi

0 · · · αi
j−1αi

j+1 · · · αi
ai

si ai > 1 et

αi
j = 0,

— Pµ

(α1,...,αi−1,αi+1 ,...,αn)
, si ai = 1,

alors Bσ(u) = Bµ(u′) où :
— u = (u1, . . . , un),
— u′ = (u1, . . . , ui−1, u

′i, ui+1, . . . , un),
où u

′i = (ui
0, . . . , ui

j−1, ui
j+1, . . . , ui

ai
), si ai > 1 et ui

j = 0,
— u′ = (u1, . . . , ui−1, ui+1, . . . , un) si ai = 1.

(2) Soit µ = σsi
j, soit Pµ l’ensemble de ses points de contrôle, et soit Bµ le

simploïde de Bézier associé à µ :
— si j ⩾ 0 : tous les points de contrôle Pµ

(α1 ,...,α′i ,...,αn)
sont égaux au point

de contrôle Pσ
(α1,...,αi ,...,αn)

, où α′ik = αi
k pour k < j, α′ij + α′ij+1 = αi

j,

et α′ik = αi
k−1 pour k > j + 1,

— si j = −1 : tous les points de contrôle Pµ

(α1 ,...,αi ,α′i+1 ,αi+1,...,αn)
de σsi

−1

sont égaux au point de contrôle Pσ
(α1,...,αn)

, où α′i+1 ∈ Γ1
d′i+1

,
alors Bσ = Bµ

Une conséquence directe de la Propriété 2, est qu’en pratique, il suffit
que chaque simploïde non dégénéré d’un ensemble simploïdal connaisse
ses points de contrôles propres pour pouvoir reconstruire l’espace sim-
ploïdal de Bézier entièrement. L’ensemble des points de contrôle de tout
simploïde σ peut être reconstitué en utilisant la Propriété 2 et les indices
des opérateurs de face :

— si σ est un sommet, un point (correspondant au point de contrôle)
lui est associé ;

— sinon, si σ est non dégénéré, l’ensemble de ses points de contrôles
peut être reconstruit à partir de ses points de contrôles propres
et ceux des simploïdes de son bord, en utilisant les indices de ses
opérateurs de face.

Si σ est dégénéré, il est nécessaire de reconstituer l’ensemble
des points du simplexe non dégénéré dont il est issu, en utilisant les
indices des opérateurs de dégénérescence ainsi que la Propriété 2,
qui lie les points de contrôle de σ et σsi

j.
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.

(a) (b) (c) (d)

FIGURE 1.19 – (a)− (c) : Un prisme dont une partie du bord est dégénéré. (d)
Un exemple d’ensemble simploïdal plongé dans un espace simploïdal de Bézier.

Comme pour les ensembles simpliciaux, la forme géométrique asso-
ciée à un ensemble simploïdal est entièrement définie par l’ensemble des
simploïdes non dégénérés comme le montre la Figure 1.19.

Notons que deux simploïdes σ et µ peuvent avoir des formes similaires,
mais des types différents et dans ce cas, ils ne pourront pas être directement
identifiés. Cela se produit en particulier lorsque :

— le type de σ est une permutation du type de µ. Par exemple, un
simploïde de type (1, 2) et un simploïde de type (2, 1) ont des
formes de prisme, mais ils sont bien de types différents, et n’ont
pas les mêmes opérateurs de face (le produit cartésien n’est pas
commutatif).

— un simploïde possède une face dégénérée. Par exemple, sur la
Figure 1.20(a), les deux faces ont bien une forme triangulaire, mais
correspondent à un simploïde (1, 1) dont une arête est dégénérée
pour l’une et à un simploïde (2) pour l’autre. Comme le montrent
les Figures 1.20(b) et (c), les structures de leurs points de contrôle
sont clairement différentes.

1.5 Structures cellulaires

Jusqu’à présent, nous avons vu différentes structures proposant
différents types de briques de base régulières (simpliciales, cubiques et
simploïdales). Dans cette partie, on s’intéresse aux structures cellulaires
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(a)
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FIGURE 1.20 – (a) Même si les deux faces ont une forme triangulaire, leur
structure n’est pas la même : (b) la structure des points de contrôle d’un carreau
de Bézier avec une arête dégénérée est differente de celle d’un triangle de Bézier (c).

permettant de manipuler des assemblages où les briques de base sont
« quelconques ».

Les structures cellulaires ont toutes une interprétation simpliciale, et
correspondent toutes à des sous-classes d’ensembles semi-simpliciaux nu-
mérotés. Le mécanisme de numérotation des ensembles semi-simpliciaux
permet de partitionner l’ensemble des simplexes en cellules. De manière
intuitive, l’ensemble des simplexes correspondant à une cellule correspond
à sa triangulation barycentrique.

L’objectif des structures cellulaires étant bien entendu d’optimiser
la représentation cellulaire sans avoir à expliciter tout l’ensemble semi-
simplicial numéroté associé.

Avant de présenter les structures combinatoires cellulaires, nous com-
mençons par rappeler les notions d’ensembles semi-simpliciaux numéro-
tés [25] et de cellules.

Définition 1.5.1. Un ensemble semi-simplicial numéroté (S, ν) est un ensemble
semi-simplicial S = (K, (di)) de dimension n muni d’une application ν : K0 →
{0, . . . , n}, tel que pour tout simplexe principal σ de K :

— si σ ∈ K0, alors ν(σ) = 0,
— si σ ∈ Kp, p ∈ [1, n], l’ensemble des entiers associés par ν à l’ensemble

des 0−simplexes incidents à σ est {0, . . . , p}.
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Soit µ un p−simplexe dont l’ensemble des sommets associés
est {v0, . . . , vp}, on dit que µ est numéroté (ν(v0), . . . , ν(vp)), avec
ν(v0) < . . . < ν(vp).

On peut noter que la numérotation d’un ensemble semi-simplicial
nous assure que tous les simplexes sont complets (i.e. un p−simplexe
possède (p + 1) sommets distincts dans son bord). Ce qui n’empêche pas à
plusieurs simplexes de partager un même bord.

Dès lors que l’on sait associer une numérotation à un ensemble semi-
simplicial, alors on peut partitionner celui-ci en cellules.

Définition 1.5.2. Soit (S, ν) un ensemble semi-simplicial numéroté. Une cellule
de dimension i, ou i−cellule, est identifiée par un 0−simplexe σ numéroté (i) et
contient σ ainsi que tous les j−simplexes numérotés (ν(v0), . . . , ν(vj−1), i) qui
lui sont incidents, où 1 ⩽ j ⩽ i.

Par exemple, dans un ensemble semi-simplicial numéroté, toutes les
2 cellules seront composées d’un sommet numéroté (2), des arêtes nu-
mérotées (0, 2) et (1, 2) incidentes à ce sommet. Dans un ensemble semi-
simplicial numéroté, il y a donc autant de i−cellules que de sommets
numérotés (i).

(a) (b) (c)

FIGURE 1.21 – (a) Un objet de dimension 2 subdivisé en cellules. (b) L’ensemble
semi-simplicial numéroté associé. Les opérateurs de faces ne sont pas représentés,
ils peuvent être directement déduits de la numérotation : la face dj d’un simplexe
principal est la face opposée au sommet numéroté j. (c) Mise en évidence de la
structuration cellulaire de (b).

Nous allons à présent présenter les deux grandes familles de structures
cellulaires : les modèles basés sur les graphes d’incidence (ou ordres) et
ceux basés sur les cartes combinatoires. Le lecteur intéressé pourra consul-
ter l’ouvrage de référence [9], pour une étude approfondie des modèles
cellulaires utilisés en modélisation géométrique.
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1.5.1 Structures basées graphes d’incidence

Les graphes d’incidence permettent de décrire les relations d’incidence
entre les différentes cellules d’un objet subdivisé. Chaque noeud du graphe
correspond à une cellule, et deux cellules sont liées par un arc si l’une est
face de l’autre.

Plusieurs structures basées sur les ordres ont été définies et adaptées
à différents types d’applications, e.g. [14, 34, 36]. Les différences sont soit
liées à la définition (par exemple les dimensions des cellules sont explici-
tées ou non), ou sur le type de subdivisions visées. En particulier, il est
possible d’ajouter des contraintes sur les assemblages ; ce point sera discuté
Section 1.5.4.

La définition proposée ici pour illustrer les graphes d’incidence est
basée sur la notion d’ordre [5].

Définition 1.5.3. Un ordre est un couple |X| = (X, α), où X est un ensemble et
α est une relation d’ordre (binaire, reflexive, antisymétrique, et transitive). β est
l’inverse de α et θ l’union de α et β.

Les CF-ordres 1 sont des ordres dénombrables, i.e. X est dénombrable, et
localement fini, i.e. ∀x ∈ X, θ(x) est fini.

Voici quelques rappels sur le vocabulaire et les notions associées
aux ordres, basé sur [10, 11]. L’ensemble α(x) est l’α-adherence de x, ou la
fermeture de la cellule x. l’ensemble β(x) est la β-adherence de x, ou l’étoile
de la cellule x. La θ-adherence de x est l’union de la fermeture et de l’étoile
de x. Les α−, β− et θ− adhérences strictes, respectivement notées α□, β□ et
θ□ contiennent tous les éléments de l’adhérence correspondante, excepté x.
Par exemple, le bord de x est défini par α□(x). Les cellules principales sont
les cellules dont l’étoile stricte est vide.

Notons que toutes ces notions sont définies de manière simi-
laire dans les autres modèles basés sur les graphes d’incidence.
La notion de α-voisin de x, notée α•(x) est définie par l’ensemble
{y ∈ α□(x), α□(x) ∩ β□(y) = ∅}, qui contient les éléments du bord
de x les plus proches (via α). Les notions de β− et θ− voisins sont définies
de manière similaire, et notées β• et θ•.

On peut imaginer plusieurs manières de représenter un ordre. En
utilisant des graphes orientés acycliques (DAG), la relation d’ordre est ex-
plicitée (par un arc orienté), la transitivité est encodée de manière implicite.
La dimension d’une cellule correspond au nombre d’arcs qui le sépare d’un

1. CF signifie donc Countable, et locally Finite
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noeud qui n’a pas de face. Les diagrammes de Hasse permettent également
de représenter des ordres en explicitant uniquement les relations entre
les deux éléments de rangs successifs, la transitivité est aussi encodée de
manière implicite. Les arcs ne sont en revanche pas orientés, la dimension
des cellules est déduite de l’axe vertical : si une cellule est représentée au
dessus d’une autre, alors sa dimension est supérieure.

La représentation utilisée ici utilise à la fois les arcs orientés des DAG,
ainsi que l’axe vertical pour représenter la relation d’ordre. Les noeuds
du graphe d’incidence correspondent aux éléments de X, et un arc est
représenté de x vers y si y est un élément de α•(x). L’ensemble α(x) est
donc obtenu par fermeture transitive de α• sur le graphe d’incidence.

Les CF−ordres permettent de représenter une classe très large d’objets
cellulaires. On s’intéresse ici à des objets cellulaires dont toutes les cellules
principales ont même dimension n, et telles qu’il n’y ait pas de saut de
dimension entre deux cellules (i.e. toute n−cellule contient au moins une
(n− 1)−cellule dans son bord, et pour tout p ∈ [0, n− 1], toute p−cellule
est face d’au moins une (p + 1)−cellule). On appelle de tels ordres des
ordres purs et fermés. La Figure 1.22 représente le CF−ordre associé à la
Figure 1.21(a).

(a) (b) (c)

FIGURE 1.22 – (a) Le CF−ordre correspondant à la subdivision cellulaire de la
Figure 1.21(a). (b) | θ□(e2) |. (c) Un ordre qui n’est pas fermé car il y a un saut
de dimension entre le volume et l’arête e2.

Bien que cette description structurelle sous forme de graphe d’inci-
dence soit à première vue « naturelle » et « intuitive », elle comporte un
certain nombre de limitations. En particulier, il n’est pas possible d’associer
de manière unique une subdivision cellulaire à tout graphe d’incidence. Par
exemple, les subdivisions cellulaires représentés sur la figure 1.23 peuvent
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toutes être associées au même graphe d’incidence. Le graphe d’incidence
est le même pour ces trois objets, alors qu’ils ne sont pas équivalents topo-
logiquement : un disque (à bord), une sphère pincée (orientable) et un plan
projectif (non orientable) ont le même graphe d’incidence.

(a) (b) (c) (d)

FIGURE 1.23 – (a) Un disque, (b) une sphère pincée et (c) un plan projectif, ont
le même graphe d’incidence (d).

En revanche, on peut associer un ensemble semi-simplicial numéroté
(en fait c’est même un complexe simplicial abstrait numéroté) [6] à tout
graphe d’incidence. Pour cela, on associe un 0−simplexe numéroté i à
tout sommet du graphe correspondant à une i−cellule. On obtient ainsi
une numérotation et à tout chemin (ci, . . . , cj) du graphe correspond un
(j − i)−simplexe. En particulier, tout chemin de longueur maximale n
correspond à un simplexe principal numéroté (0, . . . , n). On retrouve donc
la notion de cellule (i.e. ensemble de simplexes numérotés).

Le problème illustré Figure 1.23 est lié à la multi-incidence. Si diffé-
rentes approches ont été menées pour décrire des assemblages de cellules
via des graphes d’incidence, aucune ne permet, à ma connaissance, de
décrire des structures cellulaires présentant de la multi-incidence. Si cela
peut sembler évident que l’on ne peut pas représenter de la multi-incidence
entre une k−cellule et une (k− 1)−cellule, cela est moins évident lorsqu’il
y a plus d’une dimension d’écart, mais cette limitation est toujours vraie [9]
Section 8.2.3.

Par ailleurs, même s’ils sont purs et fermés, les CF−ordres permettent
de représenter des cellules « pathologiques » (cf. Figure 1.24). Par exemple,
rien n’empêche à une arête (une cellule de dimension 1) d’avoir 3 sommets
(ou même plus) dans son bord. On peut aussi définir des cellules dont le
bord n’est pas connexe.
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(a) (b) (c)

FIGURE 1.24 – (a) Un CF−ordre. (b) Le complexe simplicial abstrait numéroté
correspondant avec mise en évidence des cellules. (c) Une représentation cellulaire
où certaines cellules sont clairement « pathologiques ».

1.5.2 Variétés, quasi-variétés

L’objectif de cette partie est d’expliciter les propriétés que l’on souhaite
ajouter aux cellules afin de s’assurer que celles-ci ne soient pas « patholo-
giques ». La notion de base est celle de boule topologique. Cette notion,
bien connue en topologie, fait référence au voisinage des points d’un
espace topologique. De manière informelle, si on se place dans l’espace
Rn, la boule de dimension n, centrée en c, et de rayon r est l’ensemble des
points situés à une distance inférieure à r du point c. L’ensemble des points
situés à une distance égale à r correspondant au bord de la boule, appelé
sphère de dimension i − 1. Par exemple, un segment de droite est une
boule de dimension 1, un disque est une boule de dimension 2, l’intérieur
d’une sphère est une boule de dimension 3, etc.

Il est bien connu qu’un i−simplexe, un i−cube ou plus généralement
un simploïde de dimension i sont topologiquement équivalents à une boule
de dimension i [31]. Ainsi, une première idée pour interdire les cellules
pathologiques serait de pouvoir garantir qu’une cellule est topologique-
ment équivalente à une boule, ou à défaut, qu’en tout point de la cellule,
le voisinage est topologiquement équivalent à celui d’une boule. De tels
objets correspondent à une classe d’objets classiquement étudiée en topo-
logie : les variétés. Malheureusement, il n’existe pas (à ma connaissance)
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de caractérisation combinatoire des boules, il n’est donc pas possible de
garantir qu’un cellule soit topologiquement équivalente à une boule ou
correspondent à une variété.

En revanche, il est possible de caractériser combinatoirement des as-
semblages de simplexes qui sont proches des variétés : les quasi-variétés.
Nous commençons par présenter la notion de quasi-variété simpliciale défi-
nie sur les ensembles semi-simpliciaux, puis celle de quasi-variété cellulaire
dont la définition est basée sur la notion de cellules.

Définition 1.5.4. Une quasi-variété simpliciale numérotée de dimension n est un
ensemble semi-simplicial numéroté (S, ν) de dimension n qui peut être construit,
à partir d’un ensemble semi-simplicial vide, de la manière suivante :

— ajouter des n− simplexes (et leur bord) isolés,
— identifier des (n− 1)−simplexes (et leurs bords) de manière à ce que tout

(n− 1)−simplexe soit incident à au plus deux n−simplexes.

(a) (b) (c) (d)

FIGURE 1.25 – (a) Un ensemble semi-simplicial numéroté qui n’est ni variété, ni
quasi-variété car l’arête rouge est partagée par trois triangles. (b) Une quasi-variété
simpliciale numérotée de dimension 2 (qui est également une variété). (c)− (d)
une quasi-variété simpliciale de dimension 3 qui n’est pas une variété. Par souci
de clarté, toutes les arêtes ne sont pas représentées en (d). Le voisinage du sommet
numéroté 3 n’est pas une boule de dimension 3.

En dimension 0, 1 et 2, toutes les quasi-variétés simpliciales numéro-
tées que l’on peut construire sont des variétés topologiques. Mais dès la
dimension 3, la caractérisation combinatoire des quasi-variétés ne garantit
absolument pas que l’objet correspondant soit une variété. Par exemple,
l’objet représenté sur la Figure 1.25(c)− (d) est une quasi-variété simpli-
ciale numérotée qui n’est pas une variété. Cet objet peut être vu comme une
pyramide à base carrée dont on identifie deux faces triangulaires (en bleu)
opposées (chaque face triangulaire est composée de deux 2-simplexes).
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À ma connaissance, les quasi-variétés simpliciales forment la classe
d’objets pouvant être caractérisée de manière combinatoire, se rapprochant
le plus de la notion bien connue des variété topologique. Notons que la
notion de quasi-variété simpliciale ne nécessite pas que l’ensemble semi-
simplicial soit numéroté. Le choix de définir directement les quasi-variétés
simpliciales numérotées est motivé ici par l’objectif d’introduire la notion
de quasi-variété cellulaire, où la notion de cellule est justement basée sur
cette numérotation.

Nous pouvons donc à présent définir la sous-classe des quasi-variétés
simpliciales numérotées telle que chaque cellule (et son bord) soit égale-
ment une quasi-variété simpliciale.

Quasi-variétés cellulaires

Définition 1.5.5. Une quasi-variété cellulaire S de dimension n est une quasi
variété simpliciale numérotée telle que :

— Si n = 0, alors S est un ensemble de 0−simplexes numérotés 0, partition-
nés en composantes connexes de un ou deux 0−simplexes.

— si n > 0, alors S peut être construit à parti des deux opérations suivantes :

1. cône cellulaire sur une (n − 1)−quasi-variété cellulaire S′ : Cette
opération correspond à effectuer un cône simplicial sur chaque compo-
sante connexe de S′, en numérotant n le nouveau sommet du cône de
chaque composante.

2. identification de deux (n− 1)−cellules. Soient c1 et c2 deux (n−
1)−cellules de S, telles que chaque (n− 1)−simplexe de c1 et de c2
appartiennent au bord d’un seul n−simplexe de S et qu’il existe un
isomorphisme ϕ entre c1 et c2. Cette opération consiste à identifier
chaque simplexe de c1 avec le simplexe de c2 correspondant par ϕ.

Notons que dans la définition, c1 et c2 ne sont pas nécessairement
deux cellules différentes. Dans ce cas, il est possible de « replier » toute la
cellule sur elle même.

La Figure 1.26 illustre des exemples et contrexemples de quasi-variétés
simpliciales et cellulaires.

Par définition, dans une quasi-variété cellulaire de dimension n,
tous les simplexes principaux sont donc de dimension n. De plus, la
définition des quasi-variétés cellulaire garantit, par construction, que tout
(n− 1)−simplexe µ est face de exactement un ou deux n−simplexes. Si
µ est face de deux simplexes σ et σ′, alors la numérotation nous assure
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(a) (b) (c) (d)

FIGURE 1.26 – (a) Un ensemble semi-simplicial numéroté avec mise en évidence
de ses cellules. (b) Une autre numérotation correspond à une subdivision cellulaire
différente. (a) et (b) ne sont pas des quasi-variétés. (c) Une quasi-variété simpli-
ciale numérotée qui n’est pas une quasi-variété cellulaire car les deux 2−cellules
n’ont pas été assemblés le long d’une 1−cellule complète (en rouge). (d) Une
quasi-variété cellulaire.

que σ et σ′ partagent µ via un même opérateur de face di. En particulier,
si µ = σdn = σ′dn, alors µ appartient à une (n − 1)−cellule, sinon µ
appartient à une n−cellule.

La Figure 1.27 illustre la construction d’une quasi-variété cellulaire.
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FIGURE 1.27 – Construction d’une quasi-variété cellulaire.
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1.5.3 Structures de type cartes combinatoires

Nous présentons dans cette partie des structures cellulaires qui in-
tègrent dans leur définition les contraintes permettant de garantir que les
cellules sont des quasi-variétés.

Historiquement, les premiers travaux sur les cartes combinatoires
ont été effectués par Edmonds [15] pour représenter des subdivisions
de surfaces orientables sans bord. Basée sur ce concept, la structure de
demi-arête à été définie dans le cadre de la modélisation de volumes par
leurs bords (solid modeling) [38, 28]. Ces structures ont été étendues aux
surfaces orientables ou non [21], à la dimension 3 par [13], et en dimension
quelconque par [37, 23]. Des équivalences entre ces structures ont été
montrées dans [24]. Le livre de référence [9] est consacré à l’étude des
structures basées sur les cartes combinatoires.

Il existe donc différentes sous-classes de structures basées sur la notion
de carte combinatoire. Le modèle des cartes généralisées (ou Gcartes)
propose une définition homogène en toute dimension, et permet de décrire
les quasi-variétés cellulaires à bord, sans bord, orientable ou non, les
cellules peuvent même être recollées sur elles-mêmes.

La structure des Gcartes permet d’optimiser la représentation des
quasi-variétés cellulaires en tirant partie du fait que tous les simplexes
principaux ont même dimension, et que si deux simplexes principaux σ et
µ sont adjacents, alors il existe j tel que σdj = µdj. C’est précisément ce que
représente la structure des Gcartes. Les cellules ne sont donc pas explicitées
au sein de cette structure, mais sont décrites à partir d’un élément plus
élémentaire correspondant à chaque simplexe principal : le brin.

Cartes généralisées

Définition 1.5.6. Une carte généralisée de dimension n, ou n-Gcarte, où n ⩾ 0,
est un (n + 2)-tuple G = (B, α0, . . . , αn) tel que :

— B est un ensemble fini d’éléments, appelés brins,
— ∀i ∈ [0, n], αi est une involution sur B,
— ∀i ∈ [0, n− 2], ∀j ∈ [i + 2, n], αiαj est une involution.

Une involution αi est une permutation telle que αi = α−1
i . Les cellules

n’étant pas explicitées, lorsque l’on a besoin de les utiliser, il faut donc les
calculer. Pour cela, on utilise la notion d’orbite.
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Définition 1.5.7. Soit Φ = {π0, . . . , πn} un ensemble de permutations définies
sur un ensemble B. On note < Φ >=< π0, . . . , πn > le groupe des permutations
de B engendré par Φ. L’orbite d’un élément b ∈ B relative au groupe < ϕ >,
notée < Φ > (b) est l’ensemble {Φ(b) | Φ ∈< Φ >}.

De manière informelle, l’orbite < αi1 , . . . , αin > (b) d’un brin b d’une
Gcarte G est l’ensemble des brins de G qu’il est possible d’obtenir par
application, à partir de b, de n’importe quelle composition d’involutions αi,
avec i ∈ {i1, . . . , in}.

Comme une n− Gcarte n’explicite que les simplexes de dimension
n (i.e. les brins), une cellule de dimension i est définie à partir de ces
simplexes principaux. Par ailleurs, comme les sommets des simplexes prin-
cipaux sont numérotés de 0 à n, tout n−simplexe est incident à exactement
une i−cellule, pour tout i ∈ [0, n]. Pour rappel, une i−cellule est définie
comme l’ensemble des n−simplexes incidents à un sommet numéroté i.
Ainsi, si l’on représente une Gcarte par un graphe dont les arêtes sont
étiquetées, une n− Gcarte est un graphe où chaque noeud correspondent
à un n−simplexe (un brin), une arête étiquetée i relie deux brins qui sont
images l’un de l’autre par αi. L’ensemble des i−cellules d’une Gcarte, est
l’ensemble des sous-graphes connexes que l’on obtient en supprimant
toutes les arêtes αi.

Par exemple, sur la Figure 1.28, en (b), chaque cellule de dimension 0
correspond à une orbite < α1, α2 >. En (c), chaque cellule de dimension 1
correspond à une orbite < α0, α2 >. En (d), chaque 2−cellule correspond à
une orbite < α0, α1 >.

Définition 1.5.8. Soit G une n−Gcarte, b un brin de G et i ∈ {0, . . . , n}. La
i−cellule incidente à b est < α0, . . . , αi−1, αi+1, . . . , αn > (b)

Concernant les opérations de construction, comme les Gcartes sont
des quasi-variétés cellulaires, elles peuvent être construites comme indiqué
dans la Définition 1.5.5. Ainsi, si G = (B, α0, . . . , αn) est une n − Gcarte
(donc une quasi-variété cellulaire de dimension n), alors la (n+ 1)−Gcarte
(B, α0, . . . , αn, αn+1 = Id), appelée l’extension de G, correspond à l’applica-
tion du cône cellulaire sur chaque composante connexe de la quasi-variété
cellulaire associée à G. L’opération de couture permet d’assembler les
cellules à chaque étape de la construction de la Gcarte. Cette opération
correspond à l’opération d’identification cellulaire. La Figure 1.29 reprend
la construction de la quasi-variété cellulaire de la Figure 1.27 en utilisant
directement une Gcarte.
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brin

(a) (b) (c) (d)

FIGURE 1.28 – (a) Gcarte correspondant à la quasi-variété cellulaire représentée
Figure 1.26(d). (b)− (d) Chaque composante connexe correspond à une cellule
de dimension 0, 1 et 2 respectivement.

Une attention particulière doit être portée sur l’interprétation cellulaire
des Gcartes, afin de bien comprendre ce que l’on manipule. Lorsque l’on
passe d’une n − Gcarte à une (n + 1) − Gcarte via une extension, on
ajoute, pour chaque composante connexe, une (n + 1)−cellule, dont le
bord est, par définition, une quasi-variété cellulaire de dimension n. Par
exemple, lorsque l’on passe d’une 2− Gcarte représentant une sphère à
un 3− Gcarte ; en ajoutant α3 = Id, on a créé une 3− Gcarte dont le bord
est une sphère, la 3−cellule « remplit » la sphère. Considérons à présent
une 2− Gcarte représentant un tore ; idem en ajoutant α3 = Id, on créé une
cellule de dimension 3 dont le bord est un tore, mais on n’a pas « rempli » le
tore. Dit autrement, la cellule de dimension 3 ne correspond pas à un « tore
plein » mais bien à un cône sur un tore. Un autre exemple qui illustre cela :
la Figure 1.25(d) est une quasi-variété cellulaire qui peut être obtenue, non
pas par la construction indiquée qui définit une quasi-variété simpliciale,
mais par un cône cellulaire (sommet 3) sur la surface décrivant le cylindre
vertical. On voit bien ici que la 3−cellule est un cône sur le cylindre (et non
pas un cylindre plein).

Bien sûr, cela n’empêche pas de décrire la subdivision d’un tore plein
(ou d’un cylindre plein), en construisant par exemple un cube de dimen-
sion 3 (le cylindre plein) et en recollant deux faces opposées (pour obtenir
un tore plein).
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couture

( )
(

(
)

)

((

)
( )

)

extension à la dim 1
couture

extension à la dim 2
couture

FIGURE 1.29 – Construction d’une Gcarte à partir de l’opération d’extension et
de couture.

Chaînes de cartes

La notion de quasi-variété simpliciale permet de contraindre les assem-
blages de simplexes de manière à manipuler des objets qui sont proches
des variétés. Les quasi-variétés cellulaires permettent d’optimiser la re-
présenter de tels ensembles lorsque l’intérieur des cellules elles-mêmes
correspondent à l’intérieur de quasi-variétés. En toute généralité, les en-
sembles semi-simpliciaux permettent de représenter tout type assemblage
(les simplexes principaux peuvent être de dimension différentes et autant
de simplexes principaux que l’on souhaite peuvent partagent une face
commune).

Les Gcartes ont été étendues pour relâcher les contraintes sur les
assemblages de cellules, tout en préservant des cellules qui ne sont pas
quelconques : les cellules restent des quasi-variétés cellulaires, mais les
assemblages deviennent libres (cf. Figure 1.30). Cette structure, connue
sous le nom de chaînes de cartes [16], permet de décrire ces assemblages
quelconques de cellules (qui sont des quasi-variétés cellulaires).

Définition 1.5.9. Une chaîne de cartes de dimension n, est un tuple :
C = ((Gi)i=0,...,n, (σi)i=1,...,n) tel que :
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1. ∀i, 0 ⩽ i ⩽ n, Gi = (Di, αi
0, . . . , αi

i−1, αi
i = ω) est une i − Gcarte

telle que ω n’est pas défini sur Di ;

2. ∀i, 1 ⩽ i ⩽ n, σi : Di −→ Di−1 ;
pour i ⩾ 2, σi vérifie, pour tout brin b de Di :

(a) pour tout j, 0 ⩽ j ⩽ i− 2, bαi
jσ

i ∈ {dσi, dσiαi−1
j } (i.e. σi associe

une orbite < αi
0, . . . , αi

i−2 > de Gi avec (un sous-ensemble de) une
orbite < αi−1

0 , . . . , αi−1
i−2 > de Gi−1) ;

(b) bαi
i−1σiσi−1 = bσiσi−1.

Rappelons que chaque composante connexe d’une i− Gcarte est une
i-cellule ; dans une chaîne de cartes, les cellules ne sont pas directement re-
collées entre elles, mais sont reliées aux cellules de leur bord. Dit autrement,
une chaîne de cartes explicite toute les cellules de la subdivision cellulaire,
les relations d’incidence entre une i−cellule et un (i− 1)−cellule de son
bord sont explicitées via les opérateurs de face σi. C’est la raison pour la-
quelle αi

i = ω n’est pas défini pour chaque Gcarte de dimension i. Comme
pour les structures simpliciales, une j-cellule cj est incidente à une i-cellule
ci s’il existe un brin bi de ci, un brin bj de cj, et une suite d’opérateurs de
face tels que biσ

i · · · σj+1 = bj.

(a)

brin

(b)

FIGURE 1.30 – (a) un complexe cellulaire dont les cellules sont des quasi-variétés
cellulaires, (b) la chaîne de carte correspondant à (a).

Bien sûr, une chaîne de carte peut être associée à toute Gcarte (mais
l’inverse n’est pas vrai), il suffit pour cela d’expliciter toutes les cellules sous
forme de Gcarte. Lorsque l’objet lui même est une quasi-variété cellulaire,
il est plus intéressant, au regard de la complexité de la représentation, de le
représenter par une seule Gcarte.
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1.5.4 Équivalences de modèles

Nous avons présenté deux familles de structures cellulaires distinctes.
Se pose alors la question du lien entre structures, et en particulier comment
se traduisent les notions de quasi-variétés cellulaires sur les graphes
d’incidence. Dit autrement, quelles propriétés doit-on ajouter aux graphes
d’incidence afin de garantir qu’ils représentent des quasi-variétés cellu-
laires sans multi-incidence?

Il existe des ponts entre les structures cellulaires à base de graphe d’in-
cidence et celles à base de cartes combinatoire. En particulier, les n−surfaces
forment une sous-classe des CF−ordres, imposant certaines contraintes à la
fois sur les cellules et leurs assemblages. Les n−surfaces ont été initialement
définies par [17] et introduites dans le domaine de l’analyse d’image par [5].
Les n−surfaces sont des CF−ordres pures et fermés définis récursivement
de la manière suivante :

Définition 1.5.10. Soit |X| = (X, α) un CF-ordre non vide.
— L’ordre |X| est une 0-surface si X contient exactement deux éléments x

et x tels que y ̸∈ α(x) and x ̸∈ α(y) ;
— L’ordre |X| est une n-surface, n > 0, si |X| est connexe, et si, pour tout

x ∈ X, l’ordre |θ□(x)| est une (n− 1)-surface.

L’équivalence entre les n−surfaces et les n − Gcartes fermées sans
multi-incidence a été établie dans [2]. En outre, les n−surfaces sont donc
une structure à base de graphes d’incidence permettant de représenter les
quasi-variétés cellulaires fermées sans multi-incidence. Dit autrement, on
peut associer un complexe simplicial abstrait numéroté représentant une
quasi-variété cellulaire fermée sans multi-incidence et donc une Gcarte, à
toute n−surface. Bien entendu, l’inverse n’est pas vrai : les Gcartes per-
mettent de représenter la multi-incidence et les n−surfaces ne le permettant
pas, on ne peut donc pas associer une n−surface à toute Gcarte.

L’idée de base permettant de prouver l’équivalence entre ces deux
modèles est la notion de cell-tuple introduite par Brisson [6] et la propriété
de switch que doivent respecter les graphes d’incidence. Cette propriété ga-
rantit qu’à tout chemin de cellules (c0, . . . , cj, . . . , cn) correspond un unique
chemin (c0, . . . , c′j, . . . , cn), pour tout j. Cette propriété de switch corres-
pond intuitivement, dans le modèle des Gcartes, au fait que αj soit une
involution pour tout j.

La Figure 1.31 illustre une n−surface, son complexe simplicial abstrait
numéroté correspondant, et la Gcarte associée.
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(a) (b) (c) (d) (e)

FIGURE 1.31 – (a) Une n−surface de dimension 2 décrivant une sphère. (b)
| θ□(e1) |=| θ□(e2) | est une 1−surface. (c) Représentation cellulaire de (a). (d)
Le complexe simplicial abstrait numéroté correspondant à (a) est une quasi-variété
cellulaire fermée sans multi-incidence. (e) La Gcarte correspondant à (a).

Pour résumer, de manière informelle, les n−surfaces sont donc aux
Gcartes ce que les complexes simpliciaux abstraits sont aux ensembles
semi-simpliciaux : une restriction aux cas sans multi-incidence. Notons
qu’en toute rigueur la restriction des n−surfaces porte également sur le fait
que l’objet résultant doit être fermé.

De manière analogue, les chaînes de n−surface ont été définies
dans [3] et leur équivalence avec les chaînes de cartes sans multi-incidence
a été démontrée. Ici encore, des contraintes doivent être établies sur les
CF-ordres afin de garantir que les cellules sont bien des quasi-variétés
cellulaires, alors que les structures à base de carte combinatoire intègrent
directement cette propriété dans leur définition : toutes les cellules des
Gcartes ou des chaines de cartes sont des quasi-variétés cellulaires.

1.5.5 Discussion sur les plongement des structures cellulaires

Si la structuration en cellules permet d’optimiser la représentation des
quasi-variété-cellulaires, il n’existe pas à ma connaissance d’association
directe entre ces structures combinatoires permettant de décrire la structure
des objets, et des espaces géométriques, comme ce qui a été présenté dans
le cadre simplicial et simploïdal avec les espaces de Bézier.

Bien entendu, comme à tout objet cellulaire correspond un objet
simplicial, on peut associer un espace de Bézier à toute Gcarte ou à toute
n−surface. Il est donc possible d’associer un espace triangulaire de Bézier
de manière directe, mais on perd alors tout l’intérêt de la structuration
en cellule, on repasserait alors à la triangulation barycentrique. Pour une
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simple face triangulaire, représentée par une structure cellulaire, cela
représente un assemblage de 6 triangles simpliciaux et donc 6 triangles
de Bézier. Une solution simple est d’utiliser un plongement aux sommets,
c’est-à-dire que l’on donne une position à chaque 0−cellule, dans un espace
géométrique donné (par exemple R3). La géométrie donnée à chaque
arête est celle du segment défini par ses deux extrémités, chaque face est
bordée par un ensemble d’arête... Cela pose bien évidemment un certain
nombre de limitations, comme par exemple la représentation de cellules
incidentes plusieurs fois à leur bord (e.g. la géométrie d’une boucle sera
alors réduite à un point). La géométrie d’une face n’est pas clairement
définie si l’ensemble des 0−cellules de son bord n’appartiennent pas à un
même plan support.

Une autre solution est d’utiliser des techniques de trimming [29, 18].
Par exemple en dimension 2, le principe est de « découper » une face
(cellulaire) dans un triangle ou un carreau de Bézier. De cette manière
on peut associer un élément de surface dit « trimmé » à chaque cellule
de dimension 2. La gestion de la jonction entre deux surfaces le long
d’une courbe correspondant à une découpe n’est pas triviale. En général,
l’intersection de deux surfaces de Bézier est approximée, des techniques
permettent de « détrimmer » ces patches en les approximant par un assem-
blage de patches de Bézier [19].

1.6 Conclusion

Différents modèles permettent de modéliser différents types d’objets.
Afin de bien choisir le modèle le plus approprié à un contexte donné, il est
important de répondre aux deux questions suivantes :

— de quelles briques de base a-t-on besoin : régulières (simpliciales,
cubiques, simploïdales), ou bien cellulaire (les cellules sont des
quasi-variétés) ;

— quel type d’assemblage caractérise au mieux les objets que l’on
souhaite manipuler : quelconques (aucune contrainte), avec ou
sans multi-incidence, ou « variété » (ou plutôt, quasi-variété) ou
autre.

Bien sûr d’autres paramètres entrent en compte comme les opérations
que l’on souhaite effectuer dans un contexte donné. Ce point n’a pas
été abordé, mais de nombreuses opérations complémentaires à celles
présentées dans ce chapitre ont été étudiées dans différents modèles (opéra-
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tions booléennes, subdivision barycentrique, chanfreinage, suppression et
contraction de cellules...). Des opérations de caractérisation topologique ont
également été définies directement sur ces structures (calcul de connexité,
d’orientabilité, de groupes d’homologie...).

Enfin, il est souvent utile de pouvoir représenter géométriquement les
objets structurés que l’on manipule. Un focus a été présenté sur les espaces
de Bézier, en particulier car il existe un lien très fort entre la structuration
de ces espaces et les structures d’ensembles simpliciaux et simploïdaux.
D’autres modèles paramétriques (Splines, NURBS) sont également large-
ment utilisés en modélisation géométrique.
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