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Prologo

Este libro recoge algunos de los trabajos presentados en el 9° Congreso Uruguayo de
Educacion Matematica (CUREM 9), realizado en Montevideo (Uruguay) entre el 10 y el
12 de junio de 2022. El evento fue organizado por la Sociedad de Educacion Matematica
Uruguaya (Semur). Se desarroll6 en modalidad hibrida y la sede del encuentro presencial
fue el Instituto de Perfeccionamiento y Estudios Superiores (IPES) del Consejo de
Formacion en Educacion (CFE).

El CUREM 9 tuvo como uno de sus objetivos promover el intercambio de ideas,
experiencias, conocimientos y acciones, en la busqueda de mejorar la situacion actual de
la educacion en general y de la educacion matematica en particular, en los distintos
niveles educativos. Asimismo, en el marco del sostenido desarrollo de la investigacion en
Educacion Matematica en nuestro pais, se procur6 analizar y difundir los aportes de la
Didactica de la matematica, la Epistemologia de la ciencia y las teorias del aprendizaje a
la educacion matematica. Se buscd propiciar un encuentro profesional y enriquecedor
entre maestros, profesores de ensefanza media y profesores de nivel universitario que se
dedican a la ensefianza de la matematica.

El congreso retom6 la modalidad presencial luego de la pandemia por COVID-19, dando
continuidad a la tradicion instaurada en Uruguay desde 1989, y promovida por Semur
desde su fundacion, de reunir a maestros, profesores e investigadores en un espacio de
encuentro y discusion de las practicas educativas en matematica.

Con la publicacion de estas actas se da inicio al sello editorial Semur Ediciones, que
pretende dar impulso a publicaciones vinculadas con la investigacion en Educacion
Matematica asi como a iniciativas de experiencias educativas.

Agradecemos a los invitados especiales al CUREM 9: Dra. Moénica Villarreal (Argentina),
Dr. Javier Lezama (México), Dra. Jimena Lemes (Uruguay — Francia), Dr. Sebastian
Parodi (Uruguay) y Prof. Robert Pontecorvo (Estados Unidos) por su contribucion a la
calidad académica de este congreso. Asimismo agradecemos a todos los colegas que
realizaron talleres y comunicaciones durante el evento, por su disposicion al intercambio
de ideas en torno a la educacion matematica.

Monica Olave
monicaolave23(@gmail.com

Daniela Pagés
danielapages@gmail.com
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Mirada profesional y signo igual
Sebastian Parodi

parodiseb@gmail.com Consejo de Formacion en Educacion. Uruguay
Tema: Formacion de profesores
Modalidad: Conferencia plenaria

Nivel educativo: Superior

Resumen: El interés en la habilidad docente de mirar profesionalmente surge del
compromiso por aportar a la mejora de las practicas profesionales. Se trata de una
habilidad que consiste en utilizar el conocimiento de la didactica de la matemadtica para
comprender los entornos de aprendizaje y en utilizar esa comprension para tomar
decisiones que favorezcan la enserianza. En este trabajo se presenta una caracterizacion
de la mirada profesional, a través de un ejemplo de una investigacion realizada con
futuros docentes de Uruguay, en situaciones que involucran la comprension del signo
igual. Se analiza particularmente el disefio y la implementacion de un experimento de
ensefianza que puede contribuir al desarrollo de esta habilidad imprescindible del
quehacer profesional.

Palabras claves: mirada profesional, signo igual, experimento de ensefianza, futuro
docente.

Introduccion

En el contexto de la enseflanza primaria se ha reportado que favorecer la comprension del
docente acerca del pensamiento matemadtico de los alumnos, asi como promover la
utilizacion de esa comprension para tomar decisiones relativas a la ensefianza, contribuye
con el aprendizaje de los estudiantes (por ejemplo, Jacobs et al., 2007). Esto forma parte
de lo que varios autores denominan desarrollar la habilidad docente de mirar

profesionalmente (por ejemplo, Mason, 2002).

Por otra parte, estudios que exploran la comprension del signo igual que evidencian los
alumnos de distintos niveles educativos muestran que estos tienden a interpretar el signo
igual como el indicador del resultado de una operacion y no como el indicador de una
relacion de equivalencia, que resulta ser una interpretacion imprescindible para el
abordaje del algebra (por ejemplo, Parodi, 2016). Ademas, investigaciones que indagan
sobre el conocimiento del docente acerca de la ensefianza relativa al signo igual, sefialan
que los docentes no identifican que los significados de este signo representan una

dificultad para los estudiantes (por ejemplo, Stephens, 2006).
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En este escrito, se propone un recorrido que inicia con la presentacion de la problematica
del signo igual y que prosigue con la conceptualizacion de la habilidad de mirar
profesionalmente, para culminar con el reporte de un estudio que explora, justamente, la
mirada profesional en situaciones que involucran al signo igual. Se brindaran aportes para
tomar mejores decisiones relativas a los procesos de ensefianza en formacion docente,
que podra repercutir positivamente en el aprendizaje de los estudiantes de ensefianza

media.
Problematica del signo igual

Para ilustrar esta problemadtica, esta seccién aborda casos reportados en la literatura que
focalizan tanto en el pensamiento matematico de los alumnos como en las propuestas de

los libros de texto o en las tareas profesionales de los docentes.

Molina et al. (2009), por ejemplo, reportan que los estudiantes espafioles de tercer afio de
ensefianza primaria (8-9 afios) participantes de su estudio tienden a completar el espacio
vacio de la expresion 8+4= +5 con el numero 12, porque 8+4=12. Esta interpretacion,
sostienen, persiste cuando el espacio vacio ocupa otro lugar en la igualdad o cuando se
plantean igualdades en un contexto de operaciones solamente del lado derecho o en un
contexto de ausencia de operaciones. Burgell y Ochoviet (2015), en tanto, reportan que
una proporcion importante de estudiantes uruguayos de primer afio de ensefianza media
(11-12 afios) participantes de su estudio afirman que 7+12=19-3 es verdadero porque
7+12=19. En ambos casos, se infiere que los alumnos estan interpretando al signo igual
como el indicador del resultado una operacion, en lugar de interpretar a este signo como
el indicador de una relacion de equivalencia. Ahora bien, ;qué dificultades puede acarrear

esta interpretacion del signo igual, por ejemplo, en un contexto algebraico?

Parodi, Ochoviet y Lezama (2017) sefialan que, ante la tarea de escribir una ecuacion con
solucion 5 y explicar el razonamiento empleado, una estudiante uruguaya de segundo afio
de ensefianza media (12-13 afos) propone la ecuacioén “10-x=5"y explica que “x es 5,
por lo tanto, al restarle 5 al 10 nos quedaria como solucion el nimero 5”. Es decir, la
alumna plantea una ecuacion que, si bien tiene solucién 5, también tiene segundo
miembro 5. Entonces, conviven en la estudiante dos ideas contradictorias respecto del
concepto de solucion de una ecuacion: como valor de la variable que transforma a la
expresion en una igualdad numérica y como segundo miembro de la ecuacion. A

proposito, Knuth et al. (2008), a partir de un estudio realizado con estudiantes
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norteamericanos de ensefianza media bésica (11-14 afos), encuentran que quienes
interpretan el signo igual como el indicador de una relacion de equivalencia tienen
mayores posibilidades de identificar ecuaciones equivalentes sin necesidad de resolverlas.
Estas evidencias ponen de relieve la relacion entre las interpretaciones del signo igual y
el desempenio de los estudiantes al resolver ecuaciones y tareas que involucran ecuaciones

equivalentes.

Con relacion a las propuestas de los libros de texto, Belcredi y Zambra (1998), por
ejemplo, plantean tareas como las que siguen para abordar el calculo numérico en un

curso de matematica de primer afio de ensefianza media basica (figura 1):

m Copia y completa las igualdades si- u‘vmomw?

guientes reemplazando las etiquetas por 3 st s i

el nimero que corresponde. & pagsl =i 0

3 43 + 3x10 =460

c(4+T)xM=55 3| 7is6-2
c4AxE+7%x5=55 5 5x24 + 30 = 270
*(12-9)xXM-9x%x3=9 6| 921 -10=99
c12xX@WM-9%3=9 71 5xd+3<9=155

Figura 1: Tareas de un libro de texto de la matematica escolar (Zambra y Belcredi, 1998, pp. 20-21)

Estas dos tareas (figura 1), si bien proponen igualdades numéricas para completar
(izquierda) o sentencias numéricas para analizar (derecha), en consonancia con lo que
sugiere la literatura para explorar o enriquecer las interpretaciones del signo igual
evidenciadas por los estudiantes, tienen la particularidad de que todas las expresiones se

plantean en un contexto estandar de operacioén-igual-respuesta.

Similar es lo que ocurre en la tarea de la figura 2, en la que se proponen distintos nimeros
y simbolos para combinar, con el fin de obtener sentencias en las que todas las

operaciones queden a la izquierda y el resultado de estas operaciones a la derecha del

$1g2no lgual' m Calcula seqin el modelo:

Respuestas: 3x (4 —-2) +4 =10

En el modelo se utilizaron todos los ni-
meros v todos los signos indicados solo
una vez. Puedes modificar el orden de los
miimeros y de los signos.

Nimeros | Signos | Resultado |
W e 19
| 2883 {aer—=0) 12
2129 —-—=X 5
‘ 2127 ++—() 6

Figura 2: Tarea de un libro de texto de la matematica escolar (Zambra y Belcredi, 1998, p. 24)
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Estos disefios no contribuyen a que afloren distintas interpretaciones del signo igual, al

tiempo que refuerzan la idea de que este signo se utiliza solamente como senal de hacer

algo o para indicar el resultado de una operacion.

En relacion con las tareas profesionales de los docentes, en tanto, Stephens (2006) realiza
un estudio con futuros docentes norteamericanos de ensefianza primaria, con el fin de
explorar la habilidad docente de interpretar el pensamiento matematico de los escolares
en situaciones que involucran al signo igual. A los participantes se les presenta, por
ejemplo, el caso de una escolar que, sabiendo que 16+15=31 es verdadera, responde que
16+15-9=31-9 es “falsa, porque si restas 9, no puede seguir siendo igual a 31”. A partir
de este caso, un participante del estudio afirma: “Realmente no sé lo que penso la alumna.
(No habra visto el -9 del lado derecho? Quizés, fue una distraccion visual. Es lo inico
que se me ocurre”. El futuro docente considera que el error de la estudiante proviene de
una cuestion genérica o circunstancial, como lo es una posible distraccion, sin considerar
que la causa del error radica en la dificultad para interpretar el signo igual como el

indicador de una relacion de equivalencia.

De igual modo, Medina (2018) reporta que, en un estudio realizado con maestras que
actuaban como adscriptoras de practica docente de futuras maestras de Uruguay, ante la
situacion de un escolar que completa una igualdad numérica de este modo: 5+3=8+1=9,
una de las participantes valida la respuesta del estudiante, mientras que otra participante
identifica el error, proponiendo la siguiente devolucion: “Te apuraste. Realizaste la suma
sin tener en cuenta que le debes agregar un 1 al resultado”. En este estudio se detectaron
dificultades en las participantes, tanto para identificar errores de los escolares como para

realizar recomendaciones que abonen a la interpretacion del signo igual.

Los casos analizados en esta seccion dejan al descubierto tres aspectos fundamentales que
caracterizan a la problematica del signo igual en el ambito de la matemadtica escolar: 1)
tendencia de los estudiantes de distintos niveles educativos a interpretar el signo igual
como el indicador del resultado de una operacion, ii) relacion entre las interpretaciones
del signo igual y algunas de las dificultades de los estudiantes al incursionar en el estudio
del algebra, iii) invisibilidad de esta problematica, tanto en los libros de texto como por

parte de los docentes en servicio o en formacion de distintos niveles educativos.

Ahora, ;qué puede aportar la habilidad docente de mirar profesionalmente a la

problematica del signo igual? Responder esta pregunta requiere, previamente, una

10



caracterizacion de la mirada profesional. Esto es lo que se desarrolla en la siguiente

seccion.
La habilidad de mirar profesionalmente

Si a un grupo de personas se le pregunta qué ve en la siguiente imagen (figura 3), cabe
esperar una multiplicidad de respuestas. Una posibilidad, es responder que la imagen
muestra sencillamente un conjunto de naranjas. También podria identificarse la forma en
que han sido cortadas las naranjas, a partir de una comparacion entre naranjas. Incluso,
podria advertirse la representacion de ciertos cuerpos geométricos, como consecuencia
de los cortes que han sufrido las naranjas. En retrospectiva, esta secuencia hipotética de
observacion y reflexion requiere una mirada global de la imagen, un discernimiento de
detalles y una relacion entre detalles para inferir propiedades. También, aunque menos
plausible en este ejemplo, un razonamiento sobre la base de esas propiedades. Estos son
los distintos componentes de la mirada profesional, también conocida como la habilidad
de mirar con sentido o noticing. Se trata de una habilidad docente que implica percibir e
interpretar aspectos significativos de una situacion, para tomar decisiones que estén

fundamentadas en esa interpretacion.

>,

oo/
sy L6
2

‘4

y
e’
>
%

Figura 3: Fotografia de naranjas para ejemplificar la mirada profesional (Mason, 2020)

Pero, ;qué importancia tiene la habilidad de mirar profesionalmente en el contexto
escolar? ;Cémo se visualiza el desarrollo de esta habilidad en el ejercicio de la tarea
profesional del docente? Esta seccion aborda tres ejemplos, reportados en la literatura,

para aportar a la conceptualizacion de la mirada profesional.
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Primer ejemplo

Dreher y Kuntze (2015) realizan un estudio con profesores alemanes en servicio y en
formacion, para explorar la mirada profesional en torno al uso de las representaciones en
el ambito escolar. Se presenta un episodio de clase para analizar por los participantes, en
el que un estudiante quiere visualizar la suma de dos fracciones en el rectangulo dado,
pero el docente explica el calculo utilizando una representacion circular (figura 4). Si bien
convenia mostrar la suma con el rectangulo, porque la subdivisién en doceavos ya estaba
disponible, el docente realiza un cambio de representacion inapropiado que fuerza al

estudiante a comprometerse innecesariamente con otra representacion.

. 1 2 o
El profesor representa el calculo — - — en el pizarrén:

1
A: ¢Y aqui donde se ve el resultado de Z ks 5 ?

P: Aja. Eso no es puede ver muy bien aqui, pero podrias
usar pizzas para ello:

Antes de sumar dos fracciones, tenemos que lograr que todas las porciones
sean de igual tamafio. Entonces, tenemos que subdivir las pizzas:
| |
| ‘
3 8 \ >

-

S
P: Ahoratenemosque — y —.
12 12
3+8 11
P: Entonces, si sumamos, tenemos que -
12 12

Figura 4: Episodio de clase para analizar (Dreher y Kuntze, 2015, p. 13)

Al analizar el uso de las representaciones por parte del docente en este episodio de clase,
uno de los participantes del estudio afirma: “Es razonable distinguir entre multiplicacién
y suma, para que el alumno se dé cuenta de que debe proceder distinto (circulos o
rectangulos). Por lo tanto, es correcto elegir una forma diferente de representacion para
cada operacion”. Aqui, el participante considera un punto de vista personal acerca de
coémo deberia llevarse a cabo la ensenanza de la adicion y la multiplicacion de fracciones,
sin visualizar el rol potencialmente obstaculizador que tiene el tratamiento de
representacion impuesto por el docente, para la comprension del alumno ligada al topico

en cuestion.

12
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Otro participante afirma: “Dado que la pregunta del alumno se refiere a la representacion
con el rectangulo, el profesor deberia haberse quedado con esta representacion. Ademas,
dibujar un nuevo rectangulo no hubiese requerido mas tiempo que dibujar el circulo”. En
este otro caso, el participante considera el interés del estudiante, que es un aspecto
especifico del episodio de clase analizado, y lo toma en cuenta para valorar el uso de las
representaciones por parte del docente. En efecto, la mirada profesional refiere a la
posibilidad de identificar aspectos relevantes de una situacion, para poder interpretarlos

y tomar decisiones fundamentadas en esa interpretacion.
Segundo ejemplo

Jacobs et al. (2010) reportan un estudio con maestros norteamericanos en servicio y en
formacion, que explora la mirada profesional del pensamiento matematico de los
estudiantes en torno al calculo numérico. Se presenta un video en el que dos escolares (6-
7 afios) resuelven un problema aditivo: “En clase hay 19 nifios y solo 7 compran el
almuerzo. ;Cuantos nifos traen el almuerzo desde casa?”. La estrategia de los escolares

consistio en escribir “19-7="y en utilizar sus dedos para descontar 7 de 19.

A los participantes se les pregunta qué aprendieron acerca de la comprension matematica
de los alumnos. Un participante afirma: “Es importante permitir a los estudiantes
diferentes herramientas para resolver los problemas matematicos, porque eso les permite
elegir el camino mas facil. El maestro potencia la comunicacion, los escucha y respeta
sus palabras”. Aqui, para interpretar la comprension de los escolares, el participante

realiza comentarios generales acerca de la ensefianza y el aprendizaje de la matematica.

Otro participante afirma: “Estos nifios entienden que el problema es de sustraccion y por
eso hacen una resta. Ellos no necesitan contar de 7 a 19, sino que utilizan sus dedos para
contar hacia atras desde 19. Restan, descontando 7 a 19. Parecen tener un buen sentido
numérico”. Aqui, el participante reconoce que la estrategia de contar hacia atras requiere
de la abstraccion mental de una cantidad, por eso alude al desarrollo de sentido numérico
de los escolares. Es decir, focaliza en dar sentido a los detalles de la estrategia analizada,
en consonancia con los resultados de investigacion relativos al pensamiento matematico
de los estudiantes. Los investigadores infieren que este participante muestra una sélida
interpretacion de la estrategia de los escolares, porque razona y reflexiona acerca de esta,

vinculando evidencias concretas con un marco de analisis general. Esta conceptualizacion

13



de la destreza de interpretar, de hecho, esté ligada al constructo de la mirada profesional

del pensamiento matematico de los alumnos.

Tercer ejemplo

Zapatera (2019) realiza un estudio con maestros espafoles en formacion para explorar la
mirada profesional del pensamiento matematico de los estudiantes en torno a la
generalizacion de patrones. Se presenta una tarea dirigida a escolares, junto con tres
posibles respuestas para analizar (figura 5). En la tarea, a partir de los primeros tres
términos de una sucesion formada por mesas y sillas, se pide: continuar la sucesion y
calcular el numero de sillas para un nimero pequernio de mesas, calcular el nimero de
sillas para un niumero grande de mesas, explicar la regla general que relacione las dos
variables (cantidad de sillas y cantidad de mesas) y calcular el nimero de mesas para
cierto numero de sillas. Una de las respuestas dadas para analizar, refiere a un escolar que
no es capaz de coordinar las estructuras espacial y numérica, lo que provoca que defina
una relacion funcional erronea que le impide resolver correctamente el resto de los

apartados.

Observa las siguientes figuras que representan

mesas y sillas " c‘%—h CQ, ¢%> /—%5 AV M
v

A N\ N 'atayYa
:D} :D;]j:v EED v
S s ¥ 1?" Qe - WA WY
) Y ’ | .“ o\
— ~
1. Continia la sucesion y dibuja 4 mesas y sus asd \‘

correspondientes sillas. ;Cuantas sillas hay?

Sin dibujar la figura que tiene 25 mesas, ;podrias 3 “MM ‘\A’ t\

decir cuantas sillas hay? Explica céomo has
encontrado el resultado

3. E.‘\plica con tus palabrqs una reg!a que relacione el WL Ab 'ﬂé«' WARAR \l“\ l\
nimero de mesas y el nimero de sillas. ‘1 104G %
L BT AL B e

"W

4. Si en un cumpleanos se ha invitado a 42 ninos,
(cuantas mesas necesitaremos juntar en fila? Explica
como has encontrado el resultado.

Figura 5: Respuesta de escolar a tarea de generalizacion de patrones (Zapatera, 2019, p. 1473)

A los participantes se les pide identificar aspectos matematicos relevantes de la
produccion del escolar, una interpretacion del pensamiento matematico del alumno y la
planificacion de una intervencion que al estudiante le permita avanzar en el aprendizaje
de este topico. Ante esta solicitud, un participante afirma: “Dibuja mal las mesas, porque

las separd y no debid haberlo hecho. No ha sabido hacer ningun apartado bien. Le
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ayudaria para que no se desanimara y siguiera intentdndolo”. Este participante, afirman
los investigadores, ha reconocido implicitamente la falta de coordinacion entre

estructuras, pero no ha sido capaz de interpretar la comprension del alumno y ha

propuesto una accion de tipo actitudinal, sin relacion con la generalizacion de patrones.

Otro participante afirma: “Considera un patrén incorrecto porque dibuja las mesas
separadas, entonces tiene sillas de més. Presenta un grado de comprension bajo, porque
se equivoca con la estructura espacial. Lo ayudaria con materiales manipulativos, como
las mesas y sillas de clase, para que visualice mejor la coordinacién entre lo espacial y lo
numérico”. Este participante, segin los investigadores, reconoce que el alumno no
domina la estructura espacial, infiere el bajo estadio de comprension del estudiante y
propone una accion concreta para que, manipulando materiales, este pueda mejorar su
comprension de la generalizacién y ver mejor la coordinacion entre lo espacial y lo

numérico.

A partir de los tres ejemplos reportados, cabe afirmar que mirar profesionalmente el
pensamiento matematico de los estudiantes, en particular, es una habilidad que implica
tres destrezas de parte del profesor: percibir las estrategias de los estudiantes, interpretar
la comprension de los estudiantes y decidir como responder u orientar a partir de esa
comprension (Jacobs et al., 2010). En otras palabras, implica utilizar el conocimiento
requerido para la ensefianza de la matematica (Ball et al. 2008), proveniente tanto de la
didactica de la matematica como de la propia practica profesional, con el fin de dar
explicacion a los fendmenos didacticos y, a partir de ello, tomar decisiones que
favorezcan el aprendizaje. Se trata de una habilidad esencial del quehacer profesional,

que brinda herramientas para tomar decisiones fundamentadas que abonen a la ensefanza.

Abhora, los ejemplos precedentes muestran que la formacion académica y la experiencia
profesional de los docentes no aseguran el desarrollo de la mirada profesional. Es decir,
la mirada profesional no es un atributo que se obtiene al egresar de un instituto de
formacion docente o al desempeniar la tarea profesional durante muchos afios, sino que es
una habilidad que debe ser atendida especialmente. Es una habilidad que se desarrolla en
el ejercicio de la profesion, pero requiere de dispositivos apropiados para desplegarse y
resultar fructifera en la préactica. En particular, un docente puede tener mucha experiencia
de aula y formacion pero, si no ha reflexionado y no ha trabajado aspectos especificos del
pensamiento matematico de los alumnos, no tiene por qué haber conquistado la mirada
profesional en torno a un tdpico en particular. Esto es, no refiere a una habilidad general,
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sino que se desarrolla con relacion a los distintos topicos matematicos. En suma, la mirada

profesional es una habilidad que se desarrolla en el ejercicio de la docencia, requiere

formacion especifica para su desarrollo y es tematicamente especifica.

Entonces, ;como se aprende la mirada profesional? ;Coémo se construye? ;Cuéles son las
6 p p 8 g

fuentes de las que se nutre el desarrollo de la mirada profesional? La siguiente seccion
presenta hallazgos de una investigacion que explora puntualmente la mirada profesional

en torno al signo igual.
Mirada profesional en torno al signo igual

En Parodi (2022) se examina la habilidad de un grupo de profesores en formacion para
mirar profesionalmente el pensamiento matematico de los estudiantes en situaciones que
involucran al signo igual. Se adopta como perspectiva tedrica una conceptualizacion de
la habilidad de mirar profesionalmente (Jacobs et al., 2010) y una categorizacion de los

significados del signo igual (Matthews et al., 2012).

Participan nueve estudiantes de profesorado uruguayos que cursan cuarto afio de la
carrera y que tienen un grupo a cargo en la ensefianza media. Se disena e implementa un
experimento de ensefianza (Molina et al., 2011), en el que se aplica un cuestionario inicial
y, posteriormente, una intervencion de aula con todos los participantes. En esta
intervencion, puntualmente, se propone una dindmica de taller, en la que los futuros
profesores reciben una secuencia de actividades para analizar el caso de Rocio (11 afos),
una alumna de ensefianza media que resuelve distintas tareas que involucran
interpretaciones del signo igual. Los tres equipos reciben las distintas actividades para
discutir en la interna de cada equipo y luego en forma colectiva con todo el grupo. Cada

actividad se presenta al concluir la puesta en comun de la actividad anterior.

Los resultados de este estudio ponen de relieve dificultades especificas de los
participantes con respecto a cada una de las tres destrezas de la mirada profesional en

situaciones que involucran al signo igual.

Al percibir las estrategias de Rocio, los participantes suelen centrar la atencion en la
escritura matematica empleada en cada produccion. Entonces cuestionan, por ejemplo, la
flecha que utiliza la alumna para sefalar el valor de x en la resolucién de una ecuacion o
la ausencia de un signo igual al realizar una verificacion. Sin embargo, la correccion de

la escritura matematica, que puede ser un aspecto a considerar en las estrategias de los
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estudiantes y es esperable que se desarrolle paulatinamente durante la escolarizacion de

los alumnos, no deberia constituir el principal objetivo de aprendizaje en los primeros

abordajes algebraicos de la ensefianza media.

Al interpretar la comprension matematica de la estudiante, los participantes aluden con
frecuencia a la claridad u organizacion de los planteos para justificar ciertos errores de la
alumna, en lugar de problematizar conceptualmente estos aspectos y advertir las
dificultades evidenciadas por la estudiante con relacion al aprendizaje de los conceptos y
habilidades involucradas. Los participantes presumen una comprension matematica de
los conceptos requeridos en la tarea analizada o reclaman mas informacion, aun cuando
las evidencias disponibles permiten inferir la forma en que Rocio esta comprendiendo un

concepto o procedimiento en particular.

Al tomar decisiones sobre la base de la comprension, los participantes tienden a proponer
intervenciones para evitar los errores de la estudiante, en lugar de tomar decisiones para
abordar y favorecer la superacion de esos errores. Por ejemplo, sugieren plantear
ecuaciones que no sean del tipo ax+b=c para impedir que la alumna evidencie una
asociacion entre resultado, solucion y segundo miembro de una ecuacion, que ligado a
una interpretacion operacional del signo igual puede obstaculizar la comprension del
concepto de solucion de una ecuacion. Entonces, incorporan cambios a las tareas en las
que advierten errores de la alumna, sin promover explicitamente el abordaje de los errores

identificados.

Un andlisis conjunto de las evidencias recogidas permite observar una relaciéon de
dependencia entre la destreza de decidir y las otras dos destrezas de la mirada profesional
(en consonancia con Jacobs et al., 2010, entre otros), porque la toma de decisiones que
favorecen la comprension del signo igual (por ejemplo, abordar sentencias numéricas en
un contexto no estandar de operaciones a ambos lados del signo igual), evidenciada por
los participantes durante el experimento de ensefianza, habitualmente estuvo precedida
por la percepcion de aspectos matematicamente relevantes del signo igual (por ejemplo,
la lectura bidireccional) y por la interpretacion de la comprension de Rocio con respecto

a este signo (por ejemplo, como un indicador del resultado de una operacion).

El analisis realizado también muestra una relacidon intrinseca entre las destrezas de
percibir e interpretar. No se niega que el conocimiento matematico facilita la

interpretacion de la comprension matematica de los estudiantes, dado que una eventual
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dificultad de los participantes para interpretar el signo igual de manera relacional, por
ejemplo, podria conducir a la validacion de producciones incorrectas (Medina, 2018,
entre otros), pero las evidencias recogidas en este estudio también permiten inferir que el

propio desarrollo de la destreza de interpretar puede enriquecer el conocimiento

matematico del futuro profesor (en consonancia con Prediger, 2010, entre otros).

Los hallazgos obtenidos ponen de manifiesto que el experimento de ensefianza disefiado
e implementado en el marco de este estudio aporta al desarrollo de la mirada profesional
en situaciones que involucran al signo igual. Esto es especialmente visible cuando se
analiza la ruta que recorre la mirada profesional de cada equipo durante la intervencion
de aula, en la que se evidencia progresivamente la percepcion de aspectos
matematicamente relevantes del signo igual, asi como la interpretacion de la comprension
de la alumna con respecto a este signo y la toma de decisiones para enriquecer esa
comprension. Estos hallazgos ponen de relieve que el disefio de una secuencia de
actividades que propone el anélisis de un estudio de casos (Markovits y Smith, 2008), a
partir de producciones y entrevistas provenientes de la literatura (Parodi, 2016) que dejan
al descubierto distintas interpretaciones del signo igual por parte de una estudiante de
ensefianza media, asi como una implementacion de esta secuencia que promueve una
practica de conversacion productiva en el aula (Chapin y O'Connor, 2007), permite
visibilizar la problematica de la ensefianza del signo igual y constituye una oportunidad
para que los futuros profesores desarrollen las tres destrezas que conceptualizan la mirada

profesional.
Reflexiones finales

Una interpretacion del signo igual como indicador del resultado de una operacion persiste
en estudiantes de distintas edades (Molina, 2009; Burgell y Ochoviet, 2015; entre otros).
Este hallazgo, reportado ampliamente en la literatura, demanda una ensefianza que
atienda especificamente las interpretaciones del signo igual, para favorecer la incursion
de los estudiantes en el estudio del algebra (Knuth et al., 2008; Parodi, Ochoviet y
Lezama, 2017; entre otros). Sin embargo, los docentes no conocen la problematica del
signo igual y en sus clases no le prestan una especial atencion a la interpretacion de este
signo (Stephens, 2006; Medina, 2018; entre otros). En particular, los trabajos reportados
revelan dificultades de los docentes para anticipar objetivos de ensefanza, estrategias de

resolucion u obstaculos en el abordaje de tareas que involucran al signo igual.
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La mirada profesional, en tanto, entendida como la habilidad de poner en uso el
conocimiento matematico para la enseflanza (Ball et al., 2008) para percibir las
estrategias, interpretar la comprension de los alumnos y decidir como responder a partir
de esa comprension (Jacobs et al., 2010), se presenta como una habilidad docente
imprescindible que puede impactar positivamente en el aprendizaje de los estudiantes y
que no ha sido suficientemente desarrollada en &mbitos de formacion o profesionalizacion

docente, por ejemplo, en torno al topico del signo igual.

El desarrollo de la mirada profesional requiere de experiencias de formacion apropiadas,
disefiadas con metas particulares, en torno a topicos especificos. En este trabajo se
ejemplificaron e ilustraron algunos estudios que constituyen oportunidades para que los
docentes en servicio y en formacion desarrollen las tres destrezas de esta habilidad en
situaciones que requieren una comprension del signo igual. Los hallazgos reportados
permiten tomar conciencia de la problematica en cuestion, al tiempo que brindan
herramientas para que los formadores de docentes puedan reorientar la formacién de los
futuros docentes, en lo que refiere especificamente a la mirada profesional en torno al

signo igual.
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Resumen: El uso de tecnologias digitales y tareas de modelizacion para la ensefianza de
la matemadtica en la educacion secundaria es recomendado en diversos diserios
curriculares en todo el mundo. La formacion del profesorado es crucial en este proceso
v las experiencias que futuros profesores y profesoras vivan durante su formacion inicial
en torno a la realizacion de tareas de modelizacion y uso de tecnologias resultan
fundamentales para la integracion de las mismas en su enseiianza futura. En esta
conferencia se describe una propuesta pedagogica que conjuga la modelizacion y las
tecnologias digitales de manera sinérgica y que se ha implementado desde 2010 en la
formacion de futuros profesores y profesoras de matematica en una universidad publica
de Argentina. Se explicitan los presupuestos tedricos que sustentan esta propuesta y se
presentan proyectos de modelizacion desarrollados por estudiantes en 2020. Se analizan
brevemente los temas elegidos para los proyectos, el papel de las tecnologias digitales,
los tipos de aprendizaje que se produjeron, y las dificultades y limitaciones observadas.

Palabras claves: formacion inicial del profesorado, escenario de modelizacion,
tecnologias digitales.

Introduccion?

Los disefios curriculares para la educacion secundaria en distintos paises recomiendan la
utilizacion de tecnologias digitales y tareas de modelizacion para la ensefianza y el
aprendizaje de la matematica, pero su implementacion sigue siendo limitada en varios

paises, incluyendo algunas regiones de Argentina. Si bien existen factores relacionados

! Una conferencia similar a esta fue dictada por la autora, en modalidad a distancia, en la 14 International
Conference on Mathematical Education (ICME 14), Shanghai, julio de 2021. El texto que aqui se publica
estd basado en la conferencia original titulada: Modeling and Digital Technologies: Experiences and
Challenges for Teacher Education.

2 Las experiencias de docencia e investigacion que se relatan en este texto han sido desarrolladas por
integrantes del Grupo de Ensefianza de la Ciencia y la Tecnologia-Educacion Matematica (GECyT-EM),
perteneciente a la Facultad de Matematica, Astronomia, Fisica y Computacion de la Universidad Nacional
de Cordoba, en contextos de formacion de futuros profesores y profesoras de matematica.
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con la falta de infraestructura tecnologica, o la prevalencia de cierta cultura académica
conservadora que impide la aceptacion de tales recomendaciones, la literatura reporta que
la formacion docente es crucial en el fomento de la incorporacion de tecnologias (Clark-
Wilson et al., 2014) y modelizacion (Blum, 2015; Doerr, 2007) en el nivel secundario.
Brindar a futuros profesores y profesoras (FP) la oportunidad de experimentar con tareas
de modelizacion matematica y tecnologias durante su formacion de grado, contribuye a
que las integren a futuro en su labor docente (Doerr, 2007; Lingefjard, 2013; Villarreal y
Esteley, 2023).

Por su parte, los disefios curriculares para la formacion inicial del profesorado de
matematica en Argentina también reconocen la importancia y valor del uso de tecnologias
y de tareas de modelizacion que permitan vincular la matematica con el mundo real extra-
matematico (ver, por ejemplo, Ministerio de Educacion de la Provincia de Coérdoba,
2010). Sin embargo, la inclusion y el tratamiento de la modelizacion y las tecnologias en
los planes de estudio de los Profesorados es variable. En esta conferencia se presenta una
propuesta pedagogica que implica la modelizacion y las tecnologias digitales de manera
sinérgica. Tal propuesta se ha implementado desde 2010 en el programa de formacién de
un Profesorado en Matematica para el nivel secundario de una universidad publica
argentina, en el marco del curso denominado Diddctica Especial y Taller de Matematica

(DM), que maés adelante sera descripto.

El Profesorado antes mencionado tiene una duracion de 4 anos y el 66% del plan de
estudios esta compuesto por cursos de matematica, uno de fisica y otro de computacion,
dictados por profesionales de matematica o fisica, mientras que el 34% restante consiste
en cursos de caracter didactico-pedagdgicos, dictados por profesionales del campo de la
pedagogia o de la educacion matematica. Entre estos ultimos cursos hay dos que resultan
fundamentales para la formacion de FP: por un lado, el ya mencionado DM vy, por el otro,
Metodologia y Practica de la Ensefianza (MyPE) en el cual FP realizan sus primeras
practicas docentes en escuelas secundarias. Estos espacios curriculares han sido
escenarios en los que integrantes del GECyT-EM han investigado diferentes aspectos
relacionados con: (1) FP que realizan tareas de modelizacion matematica (como
modelizadores) en el curso de DM y (2) FP que disefian e implementan tareas de
modelizacion durante sus primeras practicas docentes en escuelas secundarias, en el
marco del curso MyPE. En ambos casos, fue posible observar que diversas tecnologias

resultaron ser actores importantes durante el desarrollo de procesos de modelizacion, y
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entonces, el estudio del impacto de las tecnologias en tareas de modelizacion realizadas,

disefiadas o implementadas por FP se convirtié en foco de nuevas investigaciones.

Esta conferencia presenta detalles de la propuesta pedagogica disenada para el curso de
DM vy, en este marco, se muestran pormenores de experiencias de FP que desarrollaron
proyectos de modelizacion matematica (MM) acompafiados con diferentes tipos de
tecnologias digitales (TD). En la siguiente seccidn se explicitan las perspectivas tedricas

que sustentan tal propuesta pedagogica.
Perspectivas teoricas que sustentan la propuesta pedagogica

En esta seccion, se presenta la perspectiva de modelizacion adoptada en el curso de DM
y la perspectiva epistemologica que se sostiene respecto del uso de TD en la produccion

de conocimiento, y en la ensefianza y aprendizaje de la matematica.
La perspectiva de modelizacion adoptada se caracteriza por los siguientes principios:

e Caracter abierto de las actividades planteadas al estudiantado, sin conocimientos

matematicos predeterminados a ser ensefiados.
e Caracter interdisciplinar del trabajo.

e Fomento de la reflexion sobre la matematica, los modelos creados y el papel social

de la matematica y la MM.
e Dominio del proceso de modelizacion considerando todas las fases del ciclo.

Dado que no hay ninglin contenido matematico previo que deba aprenderse a través de
los proyectos de modelizacion, la atencion se centra en la modelizacion como actividad
matematica que merece ser ensefiada y aprendida en si misma. Los principios propuestos
son compatibles con distintas perspectivas, tales como: la modelizacion como contenido
(Julie y Mudaly, 2007), la modelizacion activa (Muller y Burkardt, 2007), la perspectiva
sociocritica de la MM discutida por autores brasilefios (Aradjo, 2012, 2009; Barbosa,
2006; Silva y Kato, 2012), o las ideas del trabajo con proyectos descriptas por Skovsmose

(1994, 2001) en el marco de la educacion matematica critica.

En cuanto al uso de la tecnologia, se adopta la idea de que el conocimiento es producido
por colectivos de humanos-con-medios (Borba y Villarreal, 2005). La palabra medio se
refiere a cualquier tipo de herramienta, dispositivo, equipo, instrumento, artefacto o

material resultante de los avances tecnologicos. En este texto, interesan especificamente
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las TD que incluyen Internet, cualquier tipo de software matematico y lenguajes de

programacion.

La nocién de humanos-con-medios esta asociada a dos ideas principales. Una es que la
cognicidén no es una empresa individual, sino social, razéon por la cual el constructo
incluye explicitamente a humanos, en plural. La otra idea clave es que la cognicion
incluye herramientas, medios con los que se produce el conocimiento. Este componente
del sujeto epistémico no es auxiliar o complementario, sino esencial. Los medios son
elementos constitutivos del conocimiento. La integraciéon de las TD reorganiza el
pensamiento y la produccién de conocimiento. Esta reorganizacion puede implicar
transformaciones en los ambientes educativos; por ejemplo, en el tipo de problemas que
se pueden abordar, en las formas de resolverlos y en las maneras de validar y comunicar
los resultados. Borba y Villarreal (2005) también exploraron la relacion sinérgica entre
modelizacion y tecnologia, y autores tales como Greefrath (2011) y Doerr et al. (2017),
entre muchos otros, se refieren al papel de las tecnologias en la modelizacion. Algunos
ejemplos de la fuerte influencia de las TD en el desarrollo de proyectos de modelizacion
abiertos en diferentes contextos educativos se pueden encontrar en Borba et al. (2016),

Villarreal et al. (2010) y Villarreal et al. (2018).

Estas perspectivas tedricas relacionadas con MM y TD fundamentan la propuesta
pedagbgica que se describe en la proxima seccidon y que consiste en el montaje de un

escenario de MM para la formacion inicial de FP.
Un escenario de modelizacion matematica para la formacion de FP

El abordaje de tareas de MM y el uso de TD en los planes de estudio de los profesorados
de Argentina es variable. Sin embargo, en el contexto local, es posible observar que su
inclusion en cursos disciplinares resulta timida. Por un lado, los cursos de matematica dan
poco o ninglin margen para la modelizacion activa. Por otro lado, aunque las tecnologias
estan ganando terreno en el dictado de algunos cursos, suelen tener un papel
suplementario, con escaso aprovechamiento de su potencial para favorecer el
pensamiento y el aprendizaje matematico con-tecnologias. Esto representa un reto para

la formacion del profesorado.

A fin de cambiar esta situacion en el contexto local, en 2010 se decidi6 crear un escenario
de modelizacion matematica en el marco del curso regular de DM. Este curso esta en el

tercer afio del programa de formacion y dura 30 semanas con dos clases semanales de 4
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horas. En ¢él, se estudian varias tendencias en educacion matematica, como la resolucion

de problemas, la educacién matematica critica, el uso de la tecnologia y la MM.

Al estudiar la MM, se tratan las nociones de modelo y modelo matematico y se estudian
las fases de un proceso de MM utilizando diferentes ciclos como los que se pueden

observar en las Figuras 1 y 2, propuestos por Bassanezi (2002) y Blomhgj (2004),

respectivamente.
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Figura 1: Ciclo de modelizacion adaptado Figura 2: Ciclo de modelizacion propuesto
de Bassanezi (2002, p. 27) en Blomhgj (2004, p. 148)

Durante las clases se analizan experiencias de modelizacién en diferentes contextos
educativos y se resuelven varias tareas de modelizacion. Por ultimo, se invita a los y las
FP a desarrollar proyectos de modelizacion utilizando libremente TD, si asi lo desean.
Para ello, se les pide que formen pequenios grupos y seleccionen un tema (no matematico)
del mundo real que sea de su interés, formulen problemas relacionados con este tema,
seleccionen variables, planteen hipotesis, disefien experimentos (si es necesario), busquen
informacion, recojan y procesen datos y resuelvan los problemas. Cada grupo tiene que
redactar un informe y hacer una presentacion oral para toda la clase. Durante estas
presentaciones, que duran unos 40 minutos, el resto de la clase hace preguntas y
comentarios sobre los proyectos. En muchos casos, los y las FP discuten posibles tareas
de modelizacion para la escuela secundaria, o reflexionan sobre el papel de la tecnologia

en el proceso de modelizacion.

Este escenario ofrece a los y las FP la oportunidad de experimentar un proceso completo
de modelizacion abierta, siguiendo las fases del ciclo de modelizacion. Estas experiencias
se han registrado de diferentes maneras: informes finales escritos por FP, notas de campo

durante las clases, archivos GeoGebra, archivos de hojas de calculo, cddigos Python y
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videos de las presentaciones orales finales. Estas son las fuentes que permitieron
desarrollar diferentes estudios en el periodo 2010-2020. Asi, el escenario de modelizacion
se convirtid en un escenario de investigacion, en el que se analizaron, por ejemplo, los
temas que FP seleccionaron para sus proyectos de modelizacion, las razones de dicha
seleccidn, los contenidos matematicos utilizados y la relacion con problematicas sociales

(Villarreal et al., 2015 y Villarreal, 2019).

Al centrarnos en la integracion de las TD en los procesos de modelizacion, se buscod
determinar qué tecnologias fueron utilizadas, para qué propositos de modelizacion y en
qué fases del proceso se emplearon significativamente. En Villarreal et al. (2018) se
reporta que las tecnologias utilizadas fueron Internet, hojas de calculo, software
matematico y lenguajes de programacion. Internet fue la tecnologia mas utilizada para
buscar informacion o datos, seleccionar variables o formular problemas. Las otras tres
tecnologias influyeron significativamente en los procesos de solucion y validacion

matematica.

En el afio 2020, primer afio de la pandemia por COVID-19, tanto el curso de DM como
el escenario de modelizacidn se sostuvieron de manera remota. En la siguiente seccion se
describe la organizacion del curso de DM y del trabajo con proyectos de modelizacion,

en modalidad a distancia.

DM y modelizacion matematica en el primer afio de pandemia

El curso de DM

Entre marzo y noviembre de 2020, el curso de DM se imparti6 en modalidad remota;
asistieron trece estudiantes y estuvo a cargo de tres profesoras. Se utilizé un aula virtual
en la plataforma Moodle en la que se subian textos, tareas, videos, presentaciones
PowerPoint de las clases, entre otros materiales. El aula virtual ya se venia utilizando
desde afios anteriores, pero adquirié mayor relevancia en el contexto de pandemia. Su uso

se complement6 con dos reuniones sincronicas semanales a través de videollamadas.

El pasaje a la educacion remota trajo consigo dificultades que pusieron de manifiesto las
desiguales condiciones de acceso a la educacion de los y las estudiantes del nivel
universitario en esta emergencia sanitaria. Habia estudiantes, y también docentes, que no
disponian de buena conectividad en casa, o no tenian computadora con camara o solo

podian conectarse a través de sus teléfonos moviles, con multiples interrupciones y
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elevados costos de conexidn a internet. Una estudiante y una de las profesoras tenian que

ocuparse del cuidado de nifios mientras estaban en clase.

La organizacion del trabajo con proyectos de MM

Los trece estudiantes del curso se dividieron en cuatro grupos: un grupo de cuatro
miembros y tres grupos de tres miembros. La Figura 3 muestra una linea temporal con
fechas y actividades realizadas durante el desarrollo de los proyectos de MM, desde la
primera clase en la que se introdujo la MM como tendencia en la educacion matematica,

hasta la presentacion del informe final escrito de cada grupo.

Mayo Junio Julio Agosto - Septiembre
05/31 06/30 31/07
20/05 04/06 19/06 07/07 13/07 26/07 I 07/09
1% I
\ \ | - J >
| =
Primera clase Intervencion en Prese_ntacic')n Consultas (foro Envio del
sobre MM un foro del aula oral final del aula virtual o informe final
virtual video llamadas) escrito
Receso de
Presentacion Consultas a invierno
colectiva de través de video
temas llamadas
elegidos

Figura 3: Cronograma del desarrollo de proyectos de MM
El momento de la presentacion colectiva de los primeros temas elegidos por los grupos
fue fundamental ya que, a partir del intercambio con colegas y profesoras, cada grupo
decidid finalmente qué tema abordar. Después de este intercambio inicial, las actividades
relacionadas con los proyectos de modelizacion fueron realizadas por los y las FP de
forma autonoma en horarios extra-clases. Se cred un foro en el aula virtual Moodle y se
solicit6 una primera intervencion sobre la marcha de los proyectos para el dia 19 de junio.
Cada grupo podia afiadir un nuevo tema de discusion, siempre que lo necesitara, para
enviar preguntas y recibir orientacion de las profesoras. Previamente a la presentacion

oral final, cada grupo realiz6 consultas a través de videollamadas.

Las profesoras actuaron como guias que ayudaron a formular o reformular los problemas,
informar sobre posibles fuentes de datos y sugerir nuevas preguntas para que los grupos

se involucraran en procesos de modelizaciéon mas complejos.

Las presentaciones orales finales de los grupos permitieron tener una vision de conjunto

del estado de avance de cada proyecto. Tras estas presentaciones, los grupos de FP
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dispusieron de dos meses para completar el informe escrito, teniendo en cuenta todas las

sugerencias y observaciones recibidas. Durante este periodo de dos meses, los grupos

también realizaron consultas a través del foro o por videollamadas.

En la siguiente seccidn se presentan los cuatro proyectos de MM desarrollados en 2020.

Los proyectos de modelizacion desarrollados en 2020
En esta seccion se informa brevemente sobre los proyectos de modelizacion desarrollados
en 2020 por los cuatro grupos de FP, haciendo referencia a: los temas elegidos, el papel

de las TD, los tipos de aprendizaje, y las dificultades y limitaciones reconocidas.
Los temas seleccionados

Elegir un tema para comenzar un proceso de MM puede ser una tarea dificil. Al principio,
cada grupo propuso varios temas o un tema con varios interrogantes. La eleccion final se
baso en la informacion disponible, los datos obtenidos, las presentaciones colectivas y las

orientaciones de las profesoras, asi como en los intercambios con colegas.

El Grupo 1 considerd inicialmente cuatro posibles temas: (1) Juegos de loteria, (2),
Bastones para ciegos (un estudiante del grupo es ciego), (3) Indice de masa corporal y (4)
COVID-19. Tras el intercambio con profesoras y colegas, y teniendo en cuenta la cantidad
de datos disponibles sobre COVID-19, el grupo decidid enfocarse en este tema. Las

primeras preguntas eran amplias y dificiles de abordar en el tiempo disponible:

1. Dado un cierto conjunto de datos, ;jes posible predecir la evolucion de esta

enfermedad en Argentina?

2. Esta prediccion tentativa, jpodria compararse con una hipotética situacion en la

que no se hubieran tomado medidas de prevencion sanitaria?

3. (Sera posible realizar alguna cuenta que nos permita saber de alguna forma si

estamos mejor, peor o igual en relacion con el desarrollo de la enfermedad?

Estas preguntas eran muy ambiciosas y con el asesoramiento de las profesoras, el grupo
decidi6 considerar s6lo datos de su provincia (Cérdoba) y hacer un modelo descriptivo
de la situacion, analizando los efectos de las medidas de restriccion o flexibilizacion en

el periodo de marzo a julio de 2020.
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El Grupo 2 consider6 los siguientes temas: (1) Evolucion de los precios para construir
una vivienda de 2015 a 2019, (2) Causas de abandono de estudiantes de la facultad en la

que estudian, (3) Basura electronica en Cérdoba, y (4) Feminicidios en Argentina.

El grupo considerd que el tema de feminicidios era mas actual y enriquecedor para su
modelizacion, con elementos de analisis interesantes. También reconocid la importancia
de compartir los resultados de sus investigaciones como una forma de crear conciencia

sobre la gravedad de este problema social.

Como en el caso del Grupo 1, los datos disponibles de distintas fuentes oficiales para el

periodo 2014-2019 influyeron en la formulacion de las preguntas que aqui se muestran:

1. ;Existe una tendencia en la cantidad de feminicidios en Cérdoba en el periodo que

va desde 2014 a 2019?

2. (En qué provincia de Argentina se registr6é la mayor cantidad de victimas en el

periodo 2014-2019?
3. (Como es la distribucion de la tasa de feminicidios en Argentina en el afio 2019?

El Grupo 3 propuso abordar un tema sobre tecnologia y salud, centrado en la cantidad de
tiempo que una persona pasa delante de una pantalla, teniendo en cuenta la situacion de
aislamiento debido a la pandemia de COVID-19. El grupo planted la siguiente pregunta:
(Como puede afectar el tiempo de pantalla a la salud de una persona durante este tiempo

de cuarentena? Para responder a esta pregunta, se plantearon nuevas cuestiones:

1. ;Cuanto tiempo pasa una persona por dia frente a una pantalla?, ;Y a la semana?,

LY durante el tiempo que llevamos de cuarentena?

2. (Se hace el mismo uso de pantallas durante un dia de semana y un dia de fin de

semana?
3. (Para qué fines se utilizan los dispositivos?

4. (Qué efectos puede causar el exceso de horas en pantalla? ; Todos los dispositivos

afectan de igual manera?

El Grupo 4 considerd los siguientes temas: (1) Impacto de la cuarentena en el acceso a
la educacion, (2) Violencia de género en Argentina a causa de la pandemia, (3)
Disminucion de la contaminacién tras el aislamiento obligatorio, y (4) Produccion de

papas en Argentina.
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El grupo finalmente eligio el primer tema, pero requirié una reformulacion debido a su
amplitud y complejidad. La decision se basé en la disponibilidad de datos reales de una
encuesta en linea sobre las condiciones de acceso a la tecnologia de los estudiantes de
primer y segundo afio de la facultad en la que estudian. La encuesta habia sido realizada
por el Centro de Estudiantes para conocer las necesidades tecnoldgicas del estudiantado
para continuar sus estudios durante la pandemia. El tema elegido finalmente fue el acceso
a internet de estudiantes de primer y segundo afio de la facultad durante la pandemia. La
pregunta formulada por el grupo fue: ;Cémo afecta la falta de acceso a internet a la

desercion de los estudiantes de primer y segundo afo de la facultad durante la pandemia?

En todos los grupos, la eleccion del tema y las preguntas de investigacion fueron
fuertemente influenciados por la pandemia y el confinamiento, y la gran cantidad de datos
disponibles asociados a esta situacion. Las discusiones colectivas con el resto de la clase
durante las presentaciones iniciales también fueron un factor clave en la decision final

sobre los temas a abordar en cada proyecto.
Funciones de las tecnologias digitales

Las tecnologias mas utilizadas en los proyectos de modelizacion fueron hojas de calculo,
GeoGebra e Internet. Se usaron hojas de célculo para sistematizar datos en tablas, crear
graficos circulares o de barras y contar celdas utilizando las funciones FILTRO y
CONTAR.SI para analizar respuestas de una encuesta. GeoGebra se utiliz6 para ajustar
curvas a un conjunto de datos o representar datos en un sistema de coordenadas. Internet
se utilizé para buscar informacion sobre los temas elegidos, ver conferencias sobre
diferentes modelos matematicos asociados con la propagacion del coronavirus, ver
tutoriales sobre como utilizar las funciones de la hoja de calculo, acceder a sitios web
oficiales para recopilar datos sobre cantidad de personas infectadas con coronavirus por

dia en Cordoba, o el nimero de feminicidios en Argentina en un periodo determinado.

Como habiamos observado en anos anteriores (Villarreal et al., 2018), el uso de TD fue
significativo en las fases de formulacion del problema, abstraccion y resolucion

matematica (ver fases en Figura 1).
Tipos de aprendizajes que se produjeron, segun los y las FP

Los y las FP informaron de aprendizajes especificos relacionados con los temas

seleccionados: concientizacion acerca de la complejidad de la situacion sanitaria a causa
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del COVID-19, las diversas cuestiones asociadas a la violencia contra las mujeres y los

feminicidios y la concientizacion sobre los efectos negativos del exceso de tiempo frente

a la pantalla en la vista y la postura, asi como recomendaciones para mitigarlos.

Los y las FP también destacaron su aprendizaje en torno al uso de algunas funciones de
la hoja de calculo para el tratamiento de datos de una encuesta y los comandos de

GeoGebra para ajustar curvas.

En cuanto a la matematica y su uso, los y las FP afirmaron que, en el desarrollo de sus
proyectos de modelizacion, la matematica fue una herramienta para leer la realidad.
Aunque a veces la matematica utilizada fue simple, tenia una aplicacion clara y cada
indice o tasa que se calculaba tenia un significado. Un niimero podia representar una
mujer muerta, una persona enferma, un estudiante que no tenia acceso a la educacion o el

indicador de que era necesario reducir el tiempo de exposicion a la pantalla.

Los y las FP también sefialaron que aprendieron habilidades estadisticas durante el
proceso de MM. Por ejemplo, la creacion de tablas de resumen a partir de un conjunto de
datos, la seleccion de variables, la creacion de categorias, la construccion de tablas de
contingencia para analizar si habia o no relaciones entre variables, y la interpretacion de

tablas.

En resumen, los y las FP identificaron aprendizajes en relacion con cuatro &mbitos: temas
abordados, uso de TD, matematica y empleo de la matematica para la lectura critica y la
comprension del mundo. Estos aprendizajes evidencian una perspectiva de modelizacion

sociocritica en accion.
Dificultades y limitaciones

Una de las principales dificultades sefialadas por los y las FP durante el proceso de
modelizacion fue la imposibilidad de reunirse cara a cara para trabajar. Esto obstaculizaba
la concertacion de acciones y la toma de decisiones. Otra dificultad fue acordar horarios
para realizar reuniones virtuales mediante videollamadas. Esto se complicaba debido a
las diferentes responsabilidades y actividades de cada estudiante, y a la escasa

conectividad a internet de algunos de ellos.

La imposibilidad de reunirse en persona conllevd situaciones como la vivida por
miembros del Grupo 1 que trabajaba con COVID-19 y hacia uso de hojas de célculo.

Habian registrado en una tabla el nimero diario de nuevos infectados por coronavirus en
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Cordoba y necesitaban calcular el nimero acumulado de infectados por dia, como se

muestra en la Figura 4.
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Figura 4: Numero de nuevos infectados por dia y acumulado en la ciudad de Cérdoba, entre el 2 y
el 19 de marzo - 2020. Fuente: informe escrito del G1.

Hacer este calculo en la hoja de célculo es trivial, pero nadie en el grupo sabia como
hacerlo. Uno de sus integrantes intentd hacer un coédigo con Python, pero tuvo un error
de programacion y como era ciego y no podia reunirse con sus colegas del grupo, no pudo
detectar el error para solucionarlo. Optaron por hacer los célculos a mano, lo que result6
en mucho trabajo manual y pérdida de tiempo. El grupo informd que ninguno de sus

integrantes era buen usuario de la hoja de célculo.

En sintesis, la imposibilidad de reunirse presencialmente y la escasa conectividad fueron

obstaculos importantes para el desarrollo de los proyectos de MM.

Ademas de las dificultades reconocidas por los y las FP, las profesoras responsables del
curso de DM reconocieron algunas deficiencias en el programa de formacioén de
profesores. El estudio de ecuaciones diferenciales estd ausente y el estudio de la
estadistica descriptiva es muy limitado. Esto implicé limitaciones para trabajar con

modelos de propagacion de enfermedades o realizar analisis estadisticos mas sofisticados.
Reflexiones finales

Autores como Doerr (2007), Niss et al. (2007), Blum (2015) y Gaston y Lawrence (2015)

enfatizan la necesidad de que FP experimenten el proceso de MM en su formacion inicial
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para incluirlo en su futura ensefianza. En linea con estos autores, Lingefjard (2007, 2013)

sugiere que la tecnologia puede ampliar y mejorar estas experiencias.

Aunque lo aqui presentado es simplemente una descripcion de las experiencias de MM
de cuatro grupos de FP, es un ejemplo del tipo de trabajo que se puede realizar en un

programa de formacion de profesores en torno a la MM acompanada con TD.

Los proyectos de modelizacion llevados a cabo por FP y sus reflexiones, expresadas
durante las presentaciones orales o escritas en el informe final, proporcionan pruebas de
la variedad de temas abordados y su estrecha relacion con la situacion pandémica, la
diversidad de tecnologias utilizadas, los logros de aprendizaje, las dificultades
encontradas y las limitaciones reconocidas. Algunos estudiantes dieron sentido a la

experiencia previendo posibles implicaciones para su futuro como profesores.

A pesar de las dificultades y limitaciones reportadas, las evidencias positivas que se han
obtenido a lo largo de muchos afios de experiencia permiten afirmar que la
implementacion de tareas de modelizacion abierta y el uso de tecnologias resultan
imprescindibles en la formacion inicial del profesorado ya que ofrecen oportunidades

para:
e mejorar el aprendizaje en cualquier nivel del sistema educativo.

e contribuir a que la matematica sea considerada una herramienta 1til para describir
y analizar problemas reales, tomar decisiones fundamentadas y criticar situaciones

con argumentos solidos.

o sensibilizar a los futuros profesores y profesoras hacia las distintas formas de dar

sentido a la matematica.

Por ultimo, cabe sefialar que, si bien es cierto que este tipo de experiencias son valiosas
para los y las FP, la implementacion de tareas abiertas de MM como las aqui descritas,
en el contexto de la educacidon secundaria, supone un reto importante para profesores,
profesoras y estudiantes. En este sentido, el estudio del disefio e implementacion de tareas
abiertas de MM en aulas de educacion secundaria también ha sido un tema de
investigacion por parte de integrantes del GECyT-EM. Estos estudios llevan
permanentemente a repensar los principios que caracterizan nuestra perspectiva de

modelizacion y a reflexionar sobre diferentes formas de trabajar la MM y el uso de TD
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en la formacion de profesores de matematica. Cada afio y cada grupo de FP presenta

nuevos desafios para la docencia y la investigacion.
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Resumen: Presentamos parte de una investigacion educativa sobre las evaluaciones
escritas que realizan los docentes en el aula y las propuestas liberadas por PISA.
Buscamos  medir el aprendizaje geométrico y ver como reflejan el aprendizaje del
sentido espacial los estudiantes de 15 arios que cursan primer aiio de bachillerato en
Uruguay. A través del andlisis de contenido se consideraron las caracteristicas
destacables de las actividades como: contexto, datos del enunciado, tipologia y
complejidad; y la componente del sentido espacial relativa al manejo de conceptos
geomeétricos que se desarrollan e intervienen para su resolucion. Se identificaron las
exigencias en las actividades de aula referidas a lugares geométricos, con objeto de
comprender qué diferencias y similitudes tienen con las actividades de PISA para el
contenido espacio y forma. Se concluye que las evaluaciones escritas de los docentes
uruguayos no son sustancialmente diferentes de las actividades propuestas en las
mediciones de PISA. El manejo de los conceptos geométricos es utilizado para resolver
todas las actividades propuestas. Si bien se diferencian en la formulacion, presentacion
del enunciado y el contexto, y en los niveles de complejidad.

Palabras claves: evaluacion, evaluaciones escritas, sentido espacial, componentes del
sentido espacial.

Introduccion

Los investigadores, Diezmann y Lowrie (2009), consideran la alfabetizacion espacial y
el desarrollo de las habilidades espaciales, como aprendizajes fundamentales en el mundo
tecnologico en el que vivimos. Ademas, Santos y Cai (2018) afirman que tanto el
curriculo como la evaluaciéon son dos dimensiones relevantes en la enseflanza y

aprendizaje de las matematicas.
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En relacion con el manejo de conceptos geométricos, algunos investigadores (Fernandez,
2013; Presmeg, 2006) consideran una linea de interés el vinculo y la interaccion entre las
representaciones externas e internas. Se las considera parte fundamental de la ensefianza
y el aprendizaje de las matematicas. Con el fin de favorecer el éxito de los aprendizajes

de los estudiantes es un desafio mejorar la interaccion y coherencia entre la evaluacion a

gran escala y en el aula (Suurtamm et al., 2016).

La investigacion que se describe estuvo centrada en la evaluacion escrita en matematicas,
en particular en geometria, en dos tipos de pruebas, las propuestas por PISA y las de los
docentes de aula. En ambas se atiende al sentido espacial requerido para resolverlas, en

los estudiantes de 15 afios que en su mayoria cursan primer afio de bachillerato uruguayo.

En relacion con el desarrollo del sentido espacial, el National Council of Teachers of
Mathematics (NCTM) (2000), enfatiza el aprendizaje geométrico, con ello propone que
cada estudiante deba “utilizar la visualizacion, el razonamiento espacial y el modelado

geométrico para resolver problemas” (p.43).

A su vez, New Jersey Mathematics Coalition (1996) afirma que “todos los estudiantes
desarrollaran el sentido espacial y la capacidad de usar propiedades y relaciones

geométricas para resolver problemas en matematicas y en la vida cotidiana” (p.209).

Mientras que la Organizacion para la Cooperacion y el Desarrollo Econdémicos (OCDE)
en el proyecto PISA (Programme for International Student Assessment), considera los
contenidos propuestos en los estandares curriculares de NTCM (2000) y en geometria
define el contenido espacio y forma, relaciona el estudio de las formas con el espacio

cercano y su construccion conceptual.

La OCDE promueve politicas educativas y se vale de PISA para evaluar los programas
educativos de los paises participantes. Para ello contrasta si las competencias
desarrolladas por los estudiantes de 15 afios de los diferentes paises le permiten participar
en la sociedad del saber y resolver problemas de la vida adulta. Los instrumentos de
evaluacion propuestos se refieren a cuestiones tales como los contenidos que deben
adquirir los alumnos, los procesos que deben ser puestos en marcha o el contexto en el

que los conocimientos y las competencias seran aplicados.

En el informe PISA 2012 se comunica en qué medida los estudiantes que finalizan la
educacion media bésica, “han adquirido los conocimientos y desarrollado las habilidades

que son esenciales para la plena participacion en la sociedad” (ANEP, 2013, p.13). Las
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actividades de PISA requieren desarrollar el razonamiento espacial para ser superadas,
que en el contenido espacio y forma, implica: reconocer patrones y figuras, buscar
diferencias y semejanzas entre los componentes de las formas, entender las propiedades

y las posiciones relativas de los objetos geométricos; y buscan evaluar la capacidad de

los estudiantes para resolver problemas de la vida cotidiana.

La ensefianza de la geometria en Uruguay, seglin se explicita en los programas oficiales
propuestos por el Consejo de Educaciéon Secundaria (CES), se desarrolla en forma
progresiva, se avanza a partir de lo ensefiado en el afio anterior. Asi, primer ano de
bachillerato, en geometria esta centrado en el método de los lugares geométricos y utiliza
los conocimientos aprendidos en primaria y en ciclo bésico. Para el tratamiento de otros
temas, se mencionan los conceptos de “circunferencia, circulo, mediatriz, bisectriz y
elementos notables de un tridngulo” (CES, 2010, p.2). Prevalece el cuidado por “la
expresion matematica correcta” (CES, 2010, p.2) en relacién con el algoritmo de

resolucion.

Los diferentes aspectos que son trabajados en los cursos de geometria en los curriculos
oficiales de la ensefianza secundaria uruguaya enfatizan los conceptos geométricos, las
propiedades de las figuras y su correspondiente formalizacion. Los docentes se basan en
algunos documentos nacionales que entienden la evaluacién como: “una herramienta
pedagogica en la que la valoracion conceptual, junto con la calificacion pertinente, motiva
a los estudiantes a seguir aprendiendo” (CES, 2020, p.2); “permite dilucidar, objetivar y

establecer apreciaciones acerca de los procesos de aprendizaje” (ANEP, 2017, p. 27).

Mientras que en PISA 2012, el puntaje promedio obtenido en matematicas por Uruguay
fue 409 puntos, algo menor que en las mediciones anteriores. Esto significa que el
estudiante promedio accede al nivel 1 de desempefio, el mas bajo de los seis niveles
definidos, asi es capaz de responder a preguntas que estan bien definidas y que involucran

contextos familiares donde la informacion esta toda presente (ANEP, 2013).

El 44,3 % de estudiantes accede al menos al nivel 2, considerado como el “umbral de
competencia” es decir el nivel basico de competencias en las areas evaluadas. Por tanto,
el 55,7% de estudiantes uruguayos se ubican en el nivel 1 o bajo el nivel 1(que
corresponde a un séptimo nivel). A su vez si miramos los resultados en el contenido

espacio y forma el puntaje obtenido por Uruguay es 413 siendo el mejor puntaje promedio
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por area de contenido. En la tabla 1, se muestra la distribucién de porcentajes en los

niveles, obtenidos en PISA 2012, destacando el contenido espacio y forma.

Nivel bajo1 Nivel 1 Nivel2 Nivel 3 Nivel4 Nivel 5 Nivel 6

Espacio y forma (%) 28,5 25,5 22,6 14,8 6,7 1,6 0,3

Tabla 1. Contenido espacio y forma: porcentaje de estudiantes por nivel de desempefio en Uruguay
PISA 2012

Por lo dicho, se puede observar cierta diferencia de énfasis entre la ensefianza de la
geometria que promueve el curriculo uruguayo y el enfoque que pretende desarrollar el

sentido espacial propuesto por el NCTM y la OCDE a través de los lineamientos de PISA.

Pues bien, es interés del estudio la diferencia entre los fines que persiguen las
evaluaciones en geometria propuestas por los docentes de aula en Uruguay y los fines de
las evaluaciones propuestos por el NCTM (1989) y por la OCDE en PISA. Ademas,
brindar elementos concretos que muestren diferencias y similitudes entre las actividades
propuestas en las evaluaciones realizadas a los estudiantes tanto en el aula como en las
pruebas PISA, sefialando especificamente aquellas enfocadas a apreciar el sentido

espacial.

A partir de los intereses planteados se realizan las siguientes preguntas: ;qué
componentes del sentido espacial se evidencian mayormente al resolver las actividades
correspondientes al contenido geométrico de 1° de bachillerato para alumnos de 15 afios,
en las evaluaciones escritas de algunos docentes de matematicas y en las evaluaciones
PISA del contenido, espacio y forma? ;Qué aspectos son comunes y en cudles difieren

las actividades planteadas por PISA de las propuestas por los docentes en el aula?

El aporte de este trabajo a las investigaciones actuales pretende brindar informacion
acerca de las diferencias y semejanzas entre las actividades de evaluacion propuestas por
algunos docentes de secundaria y las actividades de las evaluaciones de PISA, referidas
al contenido, espacio y forma; y conocer el manejo de conceptos geométricos, uno de los

componentes del sentido espacial, que deben desarrollar los estudiantes para resolverlas.

Marco teorico
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Para dar respuesta a las preguntas de investigacion se caracterizan actividades atendiendo
al contenido, los aprendizajes y destrezas requeridos para resolverlas; y desarrollamos

aspectos teodricos referidos a dos elementos: sentido espacial y actividades de evaluacion

en matematicas.

Evaluacion en geometria

Los investigadores entienden que no es muy alto el nimero de estudios centrados en la
evaluacion, si bien la consideran como una dimension importante en el proceso de

ensenanza y aprendizaje (Santos y Cai, 2018).

La evaluacion en geometria. Alsina et al., (1997), consideran que para conocer el proceso
de aprendizaje y maduracion de los conceptos y relaciones geométricas se necesitan
disefiar diferentes métodos y técnicas de evaluacion. E1 NCTM (2000), por su parte,
plantea que el estudio de la geometria debe permitir a los estudiantes utilizar el
razonamiento espacial, la visualizacion y el modelado geométrico para resolver
problemas y la evaluacion en geometria propone entre otros aspectos, analizar
caracteristicas y propiedades de formas geométricas y desarrollar argumentos

matematicos sobre relaciones geométricas.

Para referirnos a las caracteristicas de las actividades de evaluacion consideramos cuatro
componentes: el contexto, el enunciado, la tipologia y la complejidad de las tareas. Los
contextos que Caraballo et al. (2011) utilizan coinciden con los cuatro de PISA: contextos
personales, educativos u ocupacionales, de orden publico o cientifico. Por su parte
Arévalo (2009) en relacion con la comprension de los enunciados en problemas
matematicos utiliza tres formas diferentes: texto, esquematica y aritmética. Nos valemos
de la distincion de tipologia de Castro y Ruiz (2015) para establecer la diferencia entre
ejercicio y problema. Los niveles de complejidad cognitiva utilizados por PISA (ANEP,

2004) son tres: reproduccion, conexion y reflexion.
Sentido espacial

Las continuas investigaciones en educacion de la geometria han abarcado el pensamiento
y razonamiento espacial y un aspecto que ha recibido mucha atencién son los aspectos

visuales en geometria (Jones y Tzekaki, 2016) y la relacion positiva con la resolucion de
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problemas (Stylianou, 2001). En esta linea el concepto de sentido espacial sugiere la

aplicacion de la geometria a la resolucion de problemas de la vida cotidiana.

Por su parte Flores et al. (2015) describen el sentido espacial como una forma intuitiva
de “entender el plano y el espacio, para identificar cuerpos, formas y relaciones entre
ellos, que implica manejar relaciones y conceptos de geometria de forma no
convencional” (p.129). Caracterizan la visualizacion, compuesta por cuatro elementos:
las imagenes mentales, las representaciones externas, los procesos de visualizacion y las

habilidades de visualizacion (Gutiérrez,1996).

En este trabajo se pondra el foco en el manejo de conceptos geométricos, por su papel

relevante en la resolucion de tareas (Flores et al., 2015), que se describen a continuacion.

Manejo de conceptos geométricos. Consideran que el manejo de conceptos geométricos
estd compuesto por algunos apartados: conocer formas y figuras, que implica
identificarlas, definirlas, construirlas y caracterizarlas; reconocer y establecer relaciones
geomeétricas, que consiste en apreciar cualidades de las formas y los cuerpos geométricos;
la ubicacion y los movimientos como la capacidad para situar los elementos en el espacio
y en el plano, realizar movimientos e identificar elementos invariantes y regularidades; y
la orientacion espacial entendida como la capacidad para comprender como se disponen
los elementos en el espacio y no confundirlos. La mayor fortaleza del sentido espacial

consiste en la conexion entre las componentes como se expresa en la figura 1.

Figura 1. Conexion entre los conceptos geométricos. (Flores et al., 2015, p.134)

Metodologia

La investigacion se caracteriza por el enfoque cualitativo de caracter descriptivo y su
disefio metodologico corresponde a un andlisis de contenido que estudia el significado e

interpretacion de un mensaje y permite analizar el contenido latente en un texto
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(Krippendorff. 1990). En educacion matematica, se emplea como método para investigar
los diversos significados escolares de los conceptos y procedimientos matematicos que

aparecen en un texto (Rico, 2013), en nuestro caso en las evaluaciones escritas de los

docentes y las estandarizadas que ofrece PISA.

La seleccion y recoleccion de las actividades analizadas en este estudio implica dos
procesos. La recoleccion de las actividades liberadas por PISA en 2003 y 2012,
mediciones en las que Uruguay participa y el dominio es la cultura matematica. La
recoleccion y seleccion de las actividades de aula de 1° de bachillerato, en ese nivel se

encuentran la mayoria de los alumnos con 15 afios, corte etario de la evaluacion de PISA.

Las actividades liberadas de PISA, referidas al contenido espacio y forma son sdélo siete.
Las tres de 2003 llevan por titulo: escalera, dados y carpintero (ANEP, 2004); y las
correspondientes a 2012 son cuatro: garaje (pregunta 1 y 2) y puerta giratoria (pregunta
1y 2) (ANEP, 2013). Las nombramos con las iniciales y numeros de sus titulos, E, D, C,
G1, G2, PG1, PG2, respectivamente. En la figura 2 se presenta la actividad de los dados.

Pregunta 2

A la derecha hay un dibujo de dos dados.

Los dados son cubos especiales con nimeros, para los cuales se'
aplica la siguiente regla:

El numero total de puntos en dos caras opuestas siempre suma siete.

Puedes hacer un dado cortando, doblando y pegando cartén. Esto puede hacerse
de varias maneras. En la figura de abajo se muestran cuatro modelos que pueden
usarse para hacer dados, con puntos en sus caras.

¢ Cual(es) del(de los) siguiente(s) modelo(s) puede(n) doblarse para formar un dado
que respete la regla de que la suma de los puntos en caras opuestas es 7?7 Para
cada modelo, encierra en un circulo segiin sea “Si” o0 “No” en la tabla a
continuacién.

Modelo ¢Respeta la regla “la suma de los puntos en caras opuestas es 7?2
] Si/No
1] Si/No
I} Si/No
\ Si/No

Figura 2. Dados. Actividad PISA 2003

Para la recoleccion de las actividades de aula, en 1° de bachillerato se seleccionan las
actividades de evaluacion correspondientes al contenido curricular de geometria, por

tanto, actividades que evaluaran el aprendizaje de los lugares geométricos (CES, 2010).

Se solicita a la direccion de una institucion privada del centro de Montevideo el acceso a
las evaluaciones realizadas por los cuatro profesores de 1° de bachillerato del afio lectivo
2020. Las actividades de aula fueron planteadas en un periodo de clase en modalidad

presencial y corresponden al contenido referente a lugares geométricos (CES, 2010).
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Nuestro interés estd en el sentido espacial, evitando las inclusiones de aspectos
relacionados con la medida de magnitudes geométricas, asi para la seleccion se tuvo en
cuenta que la solucion de la actividad no fuera una medida, sea como cantidad de longitud,
superficie o volumen, como de amplitud de dngulo. Ademas, se selecciona solo una de
las que teniendo igual enunciado, cambian los valores de los datos proporcionados. Se
tiene acceso a 24 actividades de evaluacion de aula y son nueve las seleccionadas. Las
nombramos con la inicial de la palabra actividad seguida de un nimero: A1, A2, A3, A4,

A5, A6, A7, A8 y A9. Un ejemplo de las actividades de aula se muestra en la figura 3.

Actividad 3

Indica con un color todos los puntos del plano que ven al segmento AB bajo un angulo de 60°

y estan mas cerca de B que de A.
\h

Figura 3. Actividad de aula
En sintesis, las actividades de evaluacion consideradas como sujetos de analisis en este
estudio son 16. Las siete actividades liberadas de PISA en 2003 y 2012 con dominio la
cultura matematica, en el contenido espacio y forma y las nueve actividades de aula en

torno al contenido lugares geométricos, propuestas por docentes de 1° de bachillerato.

La produccion de datos. El trabajo abarca dos tipos de dimensiones de estudio:
caracteristicas de las actividades, y componentes del sentido espacial requeridos para
resolverlas. Para la primera dimension se examinan las caracteristicas de los enunciados
y los procesos de resolucion de las actividades. Mientras que para las componentes del
sentido espacial se realiza la resolucion amplia y detallada por parte de los investigadores,
de cada una de las 16 actividades sujetos del estudio. Las resoluciones fueron sometidas
a la mirada de una persona experta y cualificada que permitié6 agregar nuevas

resoluciones.

Los procedimientos que no conducen a encontrar la solucion de las actividades no fueron
considerados porque no atienden a los objetivos del estudio. Los alumnos de 1° de
bachillerato resuelven a lapiz y papel las actividades de los docentes de aula, no fueron

propuestas para ser resueltas por medio de programas de geometria, como GeoGebra.

Determinacion de las categorias de andlisis. Las categorias de andlisis buscan ajustarse
a los objetivos planteados. Una de las categorias atiende las caracteristicas destacables de

las actividades. En relacion con la componente del sentido espacial, este trabajo se limita
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a una categoria, el manejo de los conceptos geométricos, si bien en la investigacion

original también se considera, las habilidades de visualizacion.

Para cada una de las categorias se establecen las subcategorias que fueron descritas y
definidas en el marco tedrico. Para la categoria, caracteristicas destacables de las
actividades, se plantean subcategorias: contexto, tipologia, forma del enunciado y nivel
de complejidad. Mientras que para la categoria manejo de conceptos geométricos se
definen cuatro subcategorias: conceptos de las figuras, propiedades de las formas,

relaciones geométricas, ubicacion y movimientos, y orientacion espacial.

Descripcion del andlisis. El analisis se realiza a partir de las diferentes resoluciones de
las 16 actividades que forman parte de esta investigacion. La mirada estd puesta en
identificar en cada paso de la resolucion, los componentes del sentido espacial requeridos

al estudiante de 1° de bachillerato en el momento que las resuelve.

Para todas las actividades se confeccionan tablas, corresponde a este estudio solo las
referidas a las dos categorias, caracteristicas de las actividades y manejo de conceptos
geométricos, con sus correspondientes subcategorias. Los andlisis fueron puestos en

consideracion, recibieron agregados y correcciones de parte de dos docentes externos.
Resultados

Para la presentacion de los resultados se elaboran dos tablas que sintetizan la informacién
acerca de las caracteristicas de las actividades (ver tabla 2) y el manejo de conceptos

geométricos (ver tabla 3), que fueron definidos en el marco teorico.

Caracteristicas de las actividades de PISA. La tabla 2 sintetiza la informacion acerca de
las caracteristicas que presentan las actividades liberadas por PISA. En relacion con el
contexto, cuatro de las actividades propuestas se presentan en un contexto laboral, dos en
un contexto cientifico y solo una se considera en un contexto personal. Los datos
brindados en el enunciado de la actividad, todas se clasifican en forma esquematica dado
que en los esquemas, disefios o dibujos se brinda informacion relevante para la resolucion
y en tres de las actividades en su esquema se agregan datos irrelevantes; una de las tareas
ademas se categoriza en forma de texto porque proporciona datos relevantes para la

solucion, las otras donde hay texto, lo datos no son relevantes.

Actividad  Contexto Datos del enunciado Tipologia de tarea  Complejidad

C Laboral Esquematica Problema Conexion
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E Laboral Esquematica con datos irrelevantes.  Ejercicio Reproduccion
D Personal Texto. Esquematica. Problema Conexion
G1 Laboral Texto irrelevante. Esquematica. Problema Conexion
G2 Laboral Esquematica con datos irrelevantes.  Problema Reflexion
PG1 Cientifico  Esquematica con datos irrelevantes.  Problema Reflexion
PG2 Cientifico  Texto irrelevante. Esquematica. Problema Reflexion

Tabla 2. Caracteristicas en actividades de PISA
En relacion con la tipologia de tarea, seis actividades se consideran problemas porque le
implican un reto al estudiante, para encontrar la solucion debe examinar procedimientos
que no le son accesibles, s6lo una es considerada un ejercicio porque el estudiante conoce
un método para encontrar la soluciéon. Mientras que, con relacion a la complejidad
cognitiva, tres de las actividades, se consideran en niveles de conexion, en tanto que
exigen resolver problemas no rutinarios, algunas de ellas tienen una mayor demanda de
interpretacion de los datos; otras tres exigen un nivel de reflexion en tanto que se precisa
deducir los elementos para acceder a la resolucion; en una de las actividades la
complejidad es de reproduccion, se emplea un algoritmo conocido, la divisioén, para

encontrar la solucién.

Manejo de conceptos geométricos en las actividades de PISA. Todas las actividades
requieren en su resolucion conocer conceptos de algunas figuras geométrica en dos y tres
dimensiones tales como tridngulo, rectangulo, paralelogramo, cubo, prisma, angulos,
distancia y medida entre otros. A la vez requieren del empleo de las propiedades de las
formas tales como perimetro, area y teorema de Pitagoras. En todas estan implicadas las
relaciones geométricas tales como paralelismo entre lados y entre planos,
perpendicularidad entre lados y entre planos, amplitud de un sector de circunferencia y
angulos entre otras. La ubicacion y los movimientos se requieren en cuatro actividades,

mientras la orientacion se emplea en cinco de las siete actividades.

Caracteristicas de las actividades de aula. Se sintetiza la informacion de las
caracteristicas de las nueve actividades de aula que los docentes consideran al momento
de proponer una evaluaciéon en geometria. En relacion con el contexto, todas las
actividades son propuestas en un contexto cientifico en tanto que presentan situaciones
abstractas. E/ enunciado de todas las actividades se caracteriza por la forma de texto, un
texto breve que solo contiene informacion relevante; cuatro de ellas presentan forma
esquematica sobre la que se debe trabajar para resolverlas; ademds en todas las

actividades, la informacion brindada es necesaria, no hay datos irrelevantes.
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Con relacion a la tipologia de tarea, todas las actividades se consideran problemas, el
estudiante debe examinar los procedimientos que dispone y combinarlos, en ningun caso
con un solo procedimiento es suficiente, ademas debe hacer trazados con regla y compas
para arribar a la solucion. La complejidad cognitiva que presentan todas las actividades
es de un nivel de conexion. Exigen establecer relaciones entre la informacion brindada y
los datos requeridos para reconocer los lugares geométricos que le fueron presentados en
el curso. En el enunciado se presentan diferentes elementos que permiten reconocerlos,
ademads exige conocer los procedimientos para obtenerlos. Tal vez el mas sencillo de

identificar por sus elementos sea la circunferencia y el mas complejo el arco capaz.

Manejo de los conceptos geométricos en las actividades de aula. Todas las actividades
de aula son de construccion geométrica, requieren conocer conceptos de lugares
geométricos: circunferencia, circulo, mediatriz, bisectriz, paralelas, paralela media y arco
capaz, ademas de distancia, medida, dngulos, triangulos, paralelogramos y trapecios entre

otros.

Propiedades de las formas. Todas estas actividades requieren del empleo de las
propiedades que cumplen todos los puntos del plano que estan en los respectivos lugares
geométricos, por ejemplo, la equidistancia entre rectas exige pensar en distancias como
medida de segmentos perpendiculares a ambas rectas, trazados desde cada punto de estas

para obtener la paralela media o la bisectriz.

Relaciones geométricas. En la resolucion de las actividades estan implicadas las
relaciones geométricas, todas las soluciones requieren interceptar lugares geométricos.
Identificar los puntos que cumplen dos condiciones a la vez que no aparecen en el
enunciado. Buscar los puntos que se encuentran, mas cerca de un punto que de otro y en
un arco capaz. A3 es una de las actividades de aula con menor habilidades espaciales

requeridas.

Ubicacion y movimientos. La ubicacion y los movimientos se requieren en ocho de las
nueve actividades. Algunos ejemplos de los conocimientos requeridos son: establecer
posiciones relativas de segmentos de bisectrices en relaciéon con un circulo, asociar la
medida de la altura de un tridngulo a la distancia entre rectas paralelas y la distancia del

circuncentro a un vértice como el radio de una circunferencia con centro el vértice.

Orientacion. Cinco de las nueve actividades requieren orientacion para determinar la

solucion, las que solicitan construir triangulos y trapecios, ya que encontrar los vértices
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exige la interseccion de dos lugares geométricos que, en general, tiene mas de un punto

en la solucion, de ese modo se tiene que seleccionar qué punto obtenido se corresponde

con qué vértice de la figura solicitada.

Diferencias y semejanzas en las caracteristicas. Se profundiza en algunas semejanzas y
diferencias que se han encontrado en las caracteristicas de las actividades de evaluacion
en geometria propuestas en el aula y en PISA. En cuanto a los contextos, se podria
generalizar que las actividades de PISA del estudio se contextualizan en situaciones

laborales, mientras las de aula son en contextos cientificos.

En atencion a los datos del enunciado, todas las actividades salvo en tres de las propuestas
por PISA presentan medidas en sus datos. La diferencia esta en las respuestas solicitadas,
son cuatro las actividades de PISA que solicitan una medida por respuesta; mientras que
en las actividades de aula las medidas son una mediacion para la construccion solicitada.
Otra diferencia es la aparicion en los enunciados de PISA de datos irrelevantes mientras

que en las actividades de aula todos los datos son necesarios para obtener la solucion.

En relacion con la tipologia de tarea, la mayoria de las actividades analizadas se
corresponden con ser un problema, sin embargo, es oportuno seialar que las estrategias
para encontrar la solucion son diversas. Tres de las siete actividades de PISA requieren
identificar respuestas, mientras que en todas las actividades de aula se requiere construir,

la solucion se obtiene si se conocen los procedimientos y si se logran los trazados.

En cuanto al nivel de complejidad cognitiva, son s6lo tres de las 16 actividades analizadas
en el nivel de reflexion, que se corresponden con las de PISA, en todas se solicita una
medida por respuesta y en dos de ellas es preciso conocer un algoritmo directo de
resolucion. Sin embargo, las actividades de aula exigen un nivel de conexidn, que supone
cierto grado de comprension de los datos, ya que los lugares geométricos no se citan en
el enunciado, se debe comenzar por seleccionar cual de los posibles es necesario utilizar,
conocer su procedimiento de obtencion y combinarlo con otro para determinar lo

solicitado.

Diferencias y semejanzas en el manejo de los conceptos geométricos. De los datos
presentes en la tabla 3, que sefala ausencia o presencia del manejo de los conceptos
geométricos en la resolucion, todas las actividades analizadas, tanto las de aula como las

de PISA, requieren conocer conceptos y propiedades, y hacer uso de las relaciones
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geométricas; en menor medida es necesario la ubicacion, el uso de los movimientos y la

orientacion para obtener la solucion.

Manejo de conceptos geométricos C E D G G PG PG A A A A A AAAA

1 21 2 1 23 45 6 7 89
Conceptos de las figuras X X X X X X X X X X X X X X X X
Propiedades de las formas X X X X X X X X X X X X X X X X
Relaciones geométricas X X X X X X X X X X X X X X X X
Ubicacién y movimientos X X X X X X X X X X X X
Orientacion X X X X X X X X X X

Tabla 3. Manejo de conceptos geométricos en actividades de PISA y de Aula

Conclusiones

De acuerdo con los resultados se pueden establecer algunas dimensiones en las que se
asemejan y se diferencian las actividades propuestas en PISA y en el aula. En relacion
con las semejanzas, todas las actividades menos una son problemas, de acuerdo con la
clasificacion de Castro y Ruiz (2015). Ambas evalian a través de las actividades
propuestas el manejo de los conceptos geométricos, en sus distintos apartados: las
propiedades, las relaciones geométricas, la ubicacion y los movimientos, y la orientacion
(Flores et al., 2015) y de este modo se cumple con algunos de los aspectos planteados en
el NCTM (2000) acerca de la evaluacion en geometria que pretende que el estudiante

pueda analizar propiedades y explorar relaciones entre objetos, entre otros.

Las diferencias encontradas en las actividades propuestas por PISA y por los docentes en
el aula parecieran ser mayores que las semejanzas. A partir de los resultados se puede
concluir que una de las diferencias se encuentra en los niveles de complejidad, las
actividades de aula requieren un desempefio de conexion, mientras que las actividades de
PISA abarcan los tres niveles: reproduccion, conexion y reflexion (Caraballo et al., 2011).
Otra diferencia entre las actividades viene dada por el contexto, en su mayoria las de PISA

presentan un contexto laboral, mientras que todas las de aula un contexto cientifico.

Otra diferencia son los datos del enunciado (Arévalo, 2009), las actividades de PISA
priorizan la representacion esquematica de la informacion o a través de textos largos, en
ambos casos con aparicion de datos considerados irrelevantes. Las actividades de aula,
por el contrario, son textos breves con esquemas, que solo presentan informacion

necesaria.
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De manera general, las evaluaciones escritas de los docentes uruguayos no son
sustancialmente diferentes de las actividades propuestas en las mediciones de PISA, si
bien se diferencian en su formulacion, en la presentacion del enunciado y el contexto, y
en los niveles de complejidad. Pareciera ser esta una de las causas de que el estudiante
promedio uruguayo alcance el nivel uno de desempeio, por debajo del nivel basico de

competencia definido por PISA.
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Resolucion de problemas de probabilidad condicional:
un estudio en docentes de educacion media chilenos

Alvaro Toledo San Martin
alvaro.toledo@ubo.cl., Universidad Bernardo O’Higgins, Chile

Tema: Pensamiento probabilistico — estadistico
Modalidad: comunicacion breve

Nivel educativo: secundario

Resumen: En este estudio se presentan los resultados de una investigacion sobre la
resolucion de problemas de probabilidad condicional realizada por 40 profesores de
matematicas de educacion media (secundaria) de distintos establecimientos educativos
chilenos. Las preguntas planteadas abordan problemas relacionados con el
condicionamiento 'y la temporalidad (falacia temporal), el problema del
condicionamiento y la causalidad (falacia de la causalidad) y situaciones diacronicas.
Los resultados principales revelan que los docentes enfrentan dificultades en la
resolucion de problemas con situaciones diacronicas, ya que solo obtuvieron un 25% de
respuestas correctas. Esto contrasta con el 70% de respuestas correctas en el problema
con falacia de la causalidad y el 85% de respuestas correctas en el problema con falacia
temporal. Estas diferencias en los porcentajes podrian indicar una brecha en la
comprension de los docentes en términos de la aplicabilidad de los conceptos en
diferentes contextos y escenarios dentro de los problemas de probabilidad condicional.
Los resultados de este estudio evidencian las dificultades que los profesores de
matematicas de educacion media enfrentan al resolver problemas de probabilidad
condicional. Estos hallazgos pueden contribuir al desarrollo de intervenciones
pedagogicas mas efectivas que mejoren la calidad de la educacion en matematicas en el
nivel de educacion media.

Palabras claves: resolucion de problemas de probabilidad condicional,
condicionamiento y temporalidad, condicionamiento y causalidad, probabilidad con
situaciones diacronicas.

Introduccion

El estudio de la probabilidad condicional ha sido un tema de interés para investigadores
durante las ultimas décadas. De acuerdo con De la Fuente y Diaz (2004) “La probabilidad
condicional es fundamental en las aplicaciones de la Estadistica porque permite
incorporar cambios en nuestro grado de creencia sobre los sucesos aleatorios a medida
que adquirimos nueva informacion”. (p.245). Existe una amplia literatura respecto a la
comprension de la probabilidad condicional. En Diaz y Batanero (2005), por ejemplo, se

aborda el concepto de probabilidad condicional desde la mirada de los textos
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universitario, en Fernandez (2004), Roh (2008) y Zazkis y Leikin (2008) se evalua la
comprension del concepto de probabilidad y probabilidad condicional en docentes y
estudiantes de distintos niveles. Por otra parte, Huerta y Arnau (2017) estudian las
relaciones entre las probabilidades condicionales y conjuntas en el proceso de resolucion

de problemas escolares desde una perspectiva educativa.

Si bien, el conocimiento de la probabilidad condicional es requisito para la comprension
y resolucion de problemas de Inferencia Bayesiana, Test de Hipdtesis (calculo de valor-
p vy errores tipo I y II, ademas de la confianza y la potencia de la prueba), Modelos
Lineales e inclusive en algoritmos de clasificacion en Aprendizaje Automatico existen
dificultades asociadas a la resolucion de estos problemas. Autores como Contreras (2011)
sefialan que la probabilidad condicional es posiblemente uno de los temas estadisticos
mas relevantes, pero a la vez, es el mas complejo de comprender para estudiantes,
docentes e investigadores. Entre las dificultades mas habituales en la resolucion de
problemas de probabilidad condicional se encuentran aspectos como: la comprension de
los conceptos de probabilidad marginal, conjunta y condicional (Borovcnik, 2012,
Contreras et al., 2013, Toledo, 2016, Sneyd et al., 2022), la identificaciéon de eventos
independientes (D’Amelio, 2004, Kataoka et al., 2010), la notaciéon y simbologia
empleada para denotar las probabilidades (Feller, 1973, Sanchez, 2000) y dificultades
relacionadas con falacias, tales como, la falacia temporal presentada por Gras y
Totohasina (1995), la falacia de la causalidad estudiada en Kahneman et al. (1982) y las
confusiones entre situaciones diacronicas y sincronicas revisadas en De la Fuente y Diaz
(2004). Siguiendo esta linea, en este estudio se presentan los resultados obtenidos por
docentes de ensefianza media (secundaria) respecto a preguntas relacionadas con
probabilidad condicional, en especifico, se pretende mostrar si existen dificultades al
responder preguntas de probabilidad condicional que abordan los problemas asociados a
la falacia temporal, la falacia de la causalidad y los enunciados de tipo sincronicos y

diacrénicos.
Marco teorico

El estudio se centra en la resolucion de tres problemas de probabilidad condicional: un
problema sobre condicionamiento y temporalidad, un problema sobre condicionamiento
y causalidad y un problema sobre una situacion diacrénicas. A continuacion, se describen

cada una de las problematicas:
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Condicionamiento y temporalidad (falacia temporal): Gras y Totohasina (1995)
denominan a este fendmeno la concepcién cronolégica en donde se considera la
probabilidad condicional P(A/B) como una relacion temporal, en donde el evento
condicionante B siempre precede al evento A, es decir, el suceso condicionante en la
probabilidad condicional ha de preceder temporalmente al condicionado. Esto es una
falacia debido a que la probabilidad condicional no exige temporalidad entre el evento
condicionante y condicionado, es mas, teniendo la informacion adecuada estos problemas

pueden resolverse utilizando el Teorema de Bayes.
Ejemplo. Problema 6, parte 2 adaptado del articulo de Falk (1986):

Una urna contiene dos bolas blancas y dos bolas negras. Extraemos a ciegas dos
bolas de la urna, una detras de otra, sin reemplazamiento ;Cual es la probabilidad
de extraer una bola negra en primer lugar, sabiendo que hemos extraido una bola

negra en segundo lugar? (p. 292)

Si se analiza la pregunta, el evento condicionante ocurre posterior (en el eje temporal) al
evento condicionado. Desde un punto de vista cronoldgico no tendria sentido la pregunta
debido a que, nos condicionan el evento inicial “extraer en primer lugar una bola negra”
a uno posterior “sabiendo que hemos extraido una bola negra en segundo lugar”. Aunque
parezca contraintuitivo, en inferencia bayesiana el evento “obtener una bola negra en
segundo lugar” influye sobre las extracciones de la urna, ya que, nos dice que de las cuatro
esferas del problema (2 negras y 2 blancas) la segunda esfera debe ser negra, es decir,
esta esfera se “reserva” a la segunda extraccion (recordar que las extracciones son sin
reposicion) entregandonos la informacion de que en la primera extraccion podemos
obtener dos casos de tres en donde se extrae una bola blanca y un caso de tres donde se

obtiene una bola negra, siendo esta ultima la respuesta a la pregunta.

Condicionamiento y causalidad (falacia de la causalidad): “La causalidad es un
concepto cientifico, filosofico y psicologico complejo. Por otro lado, es también un
concepto intuitivamente comprendido y aceptado por las personas” (De la Fuente y Diaz,
2004, p.4). Las relaciones causa-efecto son parte de la experiencia y nos permiten
entender nuestro entorno y construir nuestro conocimiento del mundo. Pese a esto, en
problemas de probabilidad existen confusiones respecto a las relaciones de tipo causales

y las dependientes. Adicional a esto, autores como Kahneman et al. (1982) identificaron
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en sus estudios que para la mayoria de las personas las relaciones de tipo causales son

mas probables que las relaciones diagnosticas.

Ejemplo. Problema 5, adaptado del articulo de Pollatsek et al. (1987):
(Cual de los siguientes sucesos es mas probable?
a) Que una nifa tenga los ojos azules si su madre tiene los ojos azules.
b) Que una madre tenga los o0jos azules si su hija tiene los ojos azules.

c¢) Los dos sucesos son igual de probables. (p. 256)

Tversky y Kahneman (1982) muestran que, si bien la mayoria de las personas responden
correctamente a la pregunta (la alternativa c) hay una cantidad importante de individuos
que seleccionan la alternativa a), es decir, asignan una mayor probabilidad a un evento
causal (la hija tiene los ojos azules causa de que la madre tiene los ojos azules) que a un
evento diagnostico (la madre debe tener los ojos azules porque al ver a su hija, ésta tiene

los ojos azules).

Por otra parte, autores como Douven (2016) y Skovgaard-Olsen et al. (2016) analizan
este tema desde un punto de vista epistemoldgico mencionando la medida denominada
asertividad (Shep, 1958) como una medida de referencia sobre la inclinacion hacia un
tipo de respuesta en problemas de probabilidad condicional. Los autores observaron una
correlacion importante especialmente en condicionales de tipo diagndsticas. Para
profundizar sobre este tema se sugiere fuertemente el articulo de Van Rooij y Schulz

(2019) quienes tratan detalladamente este tema.

Situaciones diacrdénicas y sincroénicas: la dificultad del desarrollo de las tareas de
probabilidad condicional puede deberse a si se percibe o no el experimento compuesto
como una serie de experimentos simples sucesivos (De la Fuente y Diaz, 2004). En las
situaciones diacronicas (dindmicas) hay una secuencia temporal en donde se realiza un
experimento detrds de otro, en cambio, en situaciones sincronicas (estaticas) la
realizacion de los experimentos es simultanea. En este estudio se abordaron las
situaciones diacrénicas con el fin de observar el planteamiento de probabilidad

condicional que se deriva del problema.

Ejemplo: Problema 10. Adaptado de Ojeda (1995):
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En una urna hay dos bolas blancas y dos bolas negras. Tomamos una bola blanca
de la urna y sin reemplazarla tomamos una segunda bola al azar de la urna. ;Cual

es la probabilidad de que la segunda bola sea blanca? (p. 41)

A continuacion, se detalla el método del estudio, las tareas y procedimientos y los

resultados relevantes.
Método

Muestra

La muestra corresponde a 40 profesores de educacion media (secundaria) chilenos de

distintos establecimientos educacionales del pais.
Tareas y procedimientos

A cada docente se le proporciond un cuestionario de 13 preguntas relacionadas con
problemas de probabilidad. Para este estudio se reportardn los resultados del problema 5
(que aborda el problema de la falacia de la causalidad), el problema 6 (que aborda el
problema de la falacia temporal) y el problema 11 (que aborda el problema de las
situaciones diacrdnicas) los cuales tributan a las problematicas descritas en el marco
teorico. A continuacion, se presentan los enunciados de las preguntas del estudio y sus

respectivas respuestas.

Problema 5 ;Cudal de los siguientes sucesos es mds probable?

a) Que una nifia tenga los ojos azules si su madre tiene los ojos azules.
b) Que una madre tenga los ojos azules si su hija tiene los ojos azules.
c) Los dos sucesos son igual de probables. (respuesta correcta)

Problema 6. La probabilidad de que llueva hoy es de 0,4 y la probabilidad de que llueva
manana dado llovio hoy es de 0,6, por otra parte, la probabilidad de que llueva maniana
dado que hoy no llovio es de 0,3 ;Cudal es la probabilidad de que llueva hoy si se sabe

que llovera manana?
Solucion:

Sean los eventos:

H: llueve hoy
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M: llovera mafiana

P(M|H)P(H) _ P(M|H)P(H) 0,6-0,4

PUHIM) = =50y = POMIE)PCH) + POMHOP(HT) ~ 06 04+03-06 >/
Problema 11. Una esfera se suelta por la entrada E. Si sale por R, ;Cudl es la
probabilidad de que haya pasado por el canal I?

E
l \< KRH
R m B
Solucion:
Sean los eventos:
I: la esfera pasa por el canal I
II: la esfera pasa por el canal 11
R: la esfera sale por R
P(INR P(R|)P(I 1-0,5 2
PRy < PUNR) _ (RIDP() _ 2 _oer
P(R)  PRIDP(D) +P(R|IIDPUI) 1-05+05-05 3
Resultados

En la Tabla 1 se resumen los resultados de respuestas correctas, incorrectas u omisiones
obtenidos para los problemas seleccionados. Como observaciones se tiene que tanto para
los casos de las preguntas que abordan la falacia de la causalidad y la falacia temporal se
obtuvieron porcentajes destacables de respuestas correctas (70% y 85% respectivamente).
Para la pregunta que aborda la falacia temporal (problema 6), si bien, existen pocos casos
con respuestas incorrectas, en casi todos estos, quienes respondieron indicaron que no
tenia logica (Figura 1) debido a que se preguntaba un evento pasado condicionado a uno
futuro. En el problema 5 (falacia de la causalidad) no se observan detalles debido a que
el tipo de respuesta era con alternativa y ninguno de quienes respondieron esta pregunta

indic¢ el detalle sobre el razonamiento para llegar a la respuesta seleccionada.
7
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Figura 1. Ejemplo de solucién incorrecta al problema 6, docente 2

:(—___\;\»v\x.ek:\{’o

_PLI) = -;-

Figura 2. Ejemplo de solucién incorrecta al problema 11, docente 17

Para la pregunta 11, que aborda las situaciones diacronicas, se obtuvo un 62,5% de
respuestas incorrectas. En la mayoria de los casos, especificamente en el 80% de las
respuestas incorrectas (20 respondientes), al abordar la probabilidad pedida “;cual es la
probabilidad de que la esfera haya pasado por el canal I?”” no consideraron la informacion
que la esfera sale por el canal R (informacion condicionante) abordando un problema de
probabilidad condicional PI|R como un problema de probabilidad marginal PI obteniendo

en todos los casos el resultado PI=0,5. (Figura 2).

Problema Tipo de Respondieron No respondieron ~ Omitieron Porcentaje de
problema correctamente correctamente responder respuestas
correctas

5 Falacia de la 28 10 2 70%
causalidad

6 Falacia de la 34 4 2 85%
temporalidad

11 Situacion 10 25 5 25%
diacronica

Tabla 1. Resumen de frecuencias y porcentajes de respuestas correctas, incorrectas y omitidas por
tipo de problema.

Como observacion, el problema 11 es similar al conocido problema de Monty Hall
(problema de las tres puertas, en donde, detras de una de éstas hay un premio y detras de
las otras dos no hay nada). En este problema, si se ignora la informacion de que el
presentador del show (Monty Hall) abre una de las tres puertas (puerta sin premio)
posterior a que el concursante ha seleccionado una de las puertas, cuando se da la opcién
al participante de cambiar la eleccion de la puerta y se pregunta ;cudl es la probabilidad

de obtener el premio mayor si se cambia la eleccion de la puerta? El razonamiento

57



X cureng

incorrecto es pensar que como se abri6 una de las puertas, la probabilidad de acertar ahora
es de 1/2 (solo quedan dos puertas cerradas y una de ellas tiene el premio) siendo iguales
las probabilidades de que el premio esté detras de la puerta elegida originalmente o detras
de la puerta restante. El razonamiento correcto, en cambio, es observar que el presentador
siempre abre una puerta sin premio, por lo que, la probabilidad de que el premio esté en
la puerta no seleccionada desde el inicio (puerta no elegida por el participante y no abierta
por Monty Hall) ahora es de 2/3 en comparacion con la puerta seleccionada originalmente
cuya probabilidad de obtener el premio es de 1/3 (probabilidad original con las 3 puertas
cerradas). La solucion poco intuitiva de este problema (al igual que el problema 11) fue
explicada por la matematico, literata, escritora y columnista Marilyn Vos Savant en 1990

(Rosenthal, 2008).
Conclusiones

A grandes rasgos se observa que los docentes presentan dificultades en la resolucion de
problemas con situaciones diacronicas obteniendo solo un 25% de respuestas correctas.
La dificultad en la resolucion en estos tipos de problemas se puede deber a
representaciones sincronicas (estaticas) de situaciones diacronicas (dindmicas). Esto
significa que los docentes pueden tener dificultades para visualizar como evolucionan las
situaciones a lo largo del tiempo, lo que limita su capacidad para comprender y resolver
problemas que involucran cambios temporales. Como observacion, la mayoria de los
docentes no consider6 la informacion de que se sabe que la esfera sale por el canal R (por
lo que se ignora que el tipo de probabilidad a resolver es condicional). Esto sugiere una
falta de comprension de conceptos fundamentales relacionados con la probabilidad
condicional, lo cual debe ser considerado ya que la probabilidad condicional es un

concepto fundamental en la resolucion de problemas y en la toma de decisiones.

Por otra parte, para el problema que aborda la falacia de la causalidad el porcentaje de
respuesta correctas es de un 70% y para el problema que involucra la falacia temporal el
85% de los docentes respondi6 correctamente. El porcentaje de respuestas correctas para
el caso con falacia temporal podria deberse al planteamiento numérico del problema (no
conceptual) lo que lleva al uso directo del Teorema de Bayes evitando el cuestionamiento
de la temporalidad de los eventos presentados (un evento pasado estd condicionado por
uno futuro). Es alentador que los docentes hayan obtenido un porcentaje de respuestas

correctas mas alto en problemas que involucran la falacia de la causalidad y la falacia
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temporal. Sin embargo, es importante tener en cuenta que el porcentaje de respuestas

correctas no es del 100%, lo que indica que ain existe margen de mejora en la

comprension de estos conceptos asociados a falacias en probabilidad condicional.

Cabe sefialar que las dificultades en la resolucion de problemas por parte de los docentes
podrian tener un impacto negativo en la calidad de la ensefianza de los conceptos
relacionados. Los estudiantes podrian recibir una instruccion deficiente en temas que
involucran cambios a lo largo del tiempo y probabilidades condicionales, lo que podria
limitar su comprension y capacidad para aplicar estos conceptos en situaciones practicas.
Como sugerencia, seria importante brindar a los docentes oportunidades de desarrollo
profesional y capacitacion en el area de resolucion de problemas de probabilidad,
abordando las dificultades asociadas a falacias en problemas de probabilidad condicional.
Esto podria incluir talleres, cursos o materiales educativos que les permitan mejorar su
comprension de estos conceptos y desarrollar estrategias efectivas para ensefiarlos a sus
estudiantes. Ademas, se podria fomentar el uso de enfoques pedagogicos que ayuden a
los docentes a visualizar y comprender mejor las situaciones dindmicas, como el uso de

representaciones graficas, simulaciones o ejemplos practicos

Como linea de accidn a futuro se considera la ampliacion del estudio de la resolucion de
problemas de probabilidad condicional en situaciones diacronicas y sincronicas, en
especifico, estudiar el enfoque de aprendizaje de estas situaciones mediante el uso de
paradojas, tales como, la paradoja de Monty Hall, la paradoja de Bertrand y la paradoja

de la division de la apuesta, entre otras.
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Tema: Educaciéon Matematica y Género.
Modalidad: Comunicacién breve.

Nivel educativo: Educacidén secundaria.

Resumen: En este trabajo nos introduciremos en el estudio sobre género en matemdtica
educativa. Con el proposito de cubrir las ausencias que se pueden presentar en los
programas escolares y libros de textos actuales de mujeres matematicas, presentaremos
la vida y obra de Mary Somerville. Ademas, expondremos tres actividades para el aula,
extraidas de la revista “The Ladies’ Diary” con la que Somerville aprendia y se
entretenia en su juventud.

Palabras claves: Género, Mujeres Matemadaticas, Revista historica, Actividades para el
aula.

Educacion Matematica y Género
Introduccion

Segun Forgasz (2020) las investigaciones sobre género en educacion matematica
comenzaron en 1970 bajo el movimiento del feminismo liberal que diferenciéo dos
términos claves: sexo biologico y género. El primero corresponde a las caracteristicas
biologicas y genéticas que se expresan a través de los 6rganos genitales y funciones, que
diferencian a los seres humanos entre mujeres y hombres, y el segundo término hace
referencia a una construccion social y cultural en el que se le asignan ciertas
caracteristicas tales como sentimientos, valores, roles y responsabilidades a una persona
segun su sexo biologico. En consecuencia, el género establece los rasgos caracteristicos
que “deben” tener una mujer u hombre, dividiendo a los seres humanos tnicamente en
dos categorias femenina o masculino, rechazando o castigando a todo aquel que no se
ajuste a estos estereotipos o roles de género. Los sesgos de género se producen cuando
se favorece a un género sobre otro resultando este ultimo perjudicado. Cuando estos
sesgos se producen hacia las mujeres aumentando la desigualdad le llamamos brecha de

género.
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Los primeros estudios que se realizaron en matematica educativa desde esta perspectiva
se enfocaron en: los resultados descendidos y la disminuida participacién de las mujeres

en matematica, en comparacion a la de los hombres, y la valoracién del aspecto

afectivo/actitudinal frente a obtener logros en matematica (Forgasz, 2020).

Entre 1980 y 1990, se publicaron numerosos libros y articulos en el campo, en especial
gracias a la considerada “madre fundadora” Elizabeth Fennema, introduciendo nuevas
areas de estudio, por ejemplo, el lugar de las mujeres en la historia matematica, en la

educacién matematica y su relacion con el curriculum.

Otras investigaciones mas actuales contintan estudiando las diferencias entre los
desempefios matematicos entre mujeres y hombres reconociendo la gran variedad de
factores socioculturales tales como los estereotipos de género, las creencias, actitudes y

la autoconfianza para trabajar en matematica (Simon et al., 2022).

La Organizacion de las Naciones Unidas para la Educacion, la Ciencia y la Cultura ha
concluido que las mujeres tienen, sin importar su nacion de origen, una participacion
minoritaria en las siguientes disciplinas ciencias, tecnologia, ingenieria y matematica
(STEM del inglés Science, Technology, Engineering, Mathematics), expresando que esta
situacion implica un freno en el desarrollo sostenible ya que la participacion de las

mujeres enriquecera la vision en estas areas (Unesco, 2019).

En Uruguay algunas exploraciones en educacion matematica desde la perspectiva de
género empiezan a surgir. Por ejemplo, se han realizado disefios de secuencias de
ensenanza, bajo la linea de investigacion de la ensefianza de la matematica para la justicia
social, que abordan el tema de brecha de género (Dolgay y Ochoviet, 2016; Galli et al.,
2017, referidos en Molfino y Ochoviet, 2021). Por otra parte, Molfino y Ochoviet (2021)
analizaron una serie de ejercicios de matematica elaborado para la formacion de
profesores, desde la misma perspectiva, enfocandose en los mensajes que estos transmiten

a través de los roles de género que de ellos se desprenden.
Practica Docente

Generalmente una herramienta fundamental utilizada por los docentes para planificar sus
clases son los libros de textos, estos contienen ejercicios, problemas contextualizados,
imagenes, personajes, cierta manera de utilizar el lenguaje, etc., que nos transmiten
informacion explicita e implicita acerca de nuestro entorno, cultura y de cémo

concebimos al mundo, a las relaciones dentro de este, y en particular, con la matematica.
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De esta manera “ingresan en el aula variados enunciados que son portadores de
informacion que puede contener sesgos u opiniones acerca de distintos asuntos” (Molfino

y Ochoviet, 2021, p.314).

La epistemologia feminista ha concluido que se han excluido a las mujeres de los espacios
de construccion del conocimiento, rechazando sus aportes e invisibilizandola, el aula y el
sistema educativo es reproductor de esta situacion ya que transmiten la cultura
hegemonica a través de las practicas sociales. Segin Simon et al. (2002) los libros de
textos han sido evidencia de ello, ya que se ha documentado la falta de presencia de
mujeres o su participacion, en la mayoria de los casos, dentro del ambito privado,
ocupando roles de cuidado, limpieza o tareas del hogar, cualidades atribuidas a lo
femenino y apartandola de oficios, profesiones o de la producciéon del conocimiento

asociadas a lo masculino.

Con el propodsito de cubrir estas ausencias de mujeres matematicas que se pueden
presentar en los programas escolares y libros de textos actuales de educacion matematica,
podemos encontrar diversos materiales que se han desarrollado con biografias y
actividades que se desprenden de los trabajos de estas. La incorporacion de estos recursos
en las aulas beneficia a los estudiantes al observar nuevos modelos femeninos con los

cuales identificarse y también, enriqueciéndola con contenidos matematicos.

Es con este fin que a continuacién presentaremos la biografia de una extraordinaria

cientifica llamada Mary Somerville y algunas actividades relacionadas a ella.

Mary Somerville

Figura 1: Mary Somerville
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Biografia

Mary Fairfax Somerville, vivid en una época en que las ciencias no estaban separadas
como en la actualidad, luego de su muerte el London Post la llam6 “la reina de las ciencias
del siglo XIX”. A continuacidon, presentaremos una breve resefia biografica con

informacion extraida del libro “Género y matematicas” (Figueiras et al., 1999).

Naci6 en Escocia en 1780, paso su infancia en contacto con la naturaleza. A los diez afios
la enviaron a un internado porque apenas sabia leer y escribir. En esta escuela como
método pedagdgico la obligaron a aprender de memoria las palabras y definiciones de un
diccionario. A pesar de esa experiencia traumatica, Mary desarrolld su curiosidad y el
gusto por la lectura. En un curso de pintura aprendi6 nociones de perspectiva y geometria
(Elementos de Euclides). Se divertia resolviendo problemas que aparecian en la revista

“The Ladies’ Diary”.

Durante su adolescencia, Mary podia escuchar al tutor de su hermano cuando impartia
clases y este se asombro de las respuestas que ella brindaba, por lo que le proporciond
libros cientificos para continuar sus estudios. Sus padres le prohibieron aprender
matematica ya que consideraban que iba a terminar en “una camisa de fuerza” e incluso
“estéril”.

Se cas6 con Samuel Greig y tuvieron dos hijos, pero enviudo a los tres afos de
matrimonio. Mas tarde, se casé con su primo Dr. William Somerville, quién la ayud6 a
estudiar copiando a mano los libros de la biblioteca a la que Mary tenia prohibido

ingresar.

En 1827, lord Henry Brougham le solicit6 a Mary que escribiera una traduccion del libro
la Mecanica Celeste de Laplace para incorporarlo a su biblioteca. Ella no s6lo lo tradujo,
sino que afiadid comentarios, dibujos y diagramas que permitieron una mayor
comprension del texto. Fue muy elogiado y un éxito en ventas. En 1834, escribio La
conexion de las fuerzas fisicas, donde explicaba cientificamente el funcionamiento de las
fuerzas que existen en el universo y utilizando razonamientos matematicos dedujo la
existencia de un planeta mds. Con los datos aportados posteriormente John Adams
localizé el planeta Neptuno. Otros de sus libros fueron Geografia Fisica, que explica
fendémenos naturales y las relaciones entre los seres vivos, y Sobre la ciencia molecular

microscopica.
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Fue nombrada miembro de la Real Sociedad de Astronomia, y la reina Victoria le otorgd
una pension equivalente a 200 libras anuales para que continuara sus estudios. Fue

mentora de Ada Byron, quien cred el primer codigo de programacion del mundo.

Con 89 afios comenzd a escribir su autobiografia Recuerdos personales. Poco antes de

morir escribio:

Tengo 92 afos, ... mi memoria para los acontecimientos ordinarios y
especialmente para los nombres es débil, pero no para las matematicas o las
experiencias cientificas. Soy todavia capaz de leer libros de algebra superior
durante cuatro o cinco horas por la mafiana, e incluso de resolver problemas.

(Figueiras et al., 1999, p. 158)

Fue una defensora de la educacion literaria y cientifica para las mujeres y luchd para

conseguir el derecho del voto femenino.

Tienen su nombre una isla, un colegio universitario de Oxford, un asteroide y un crater

de la Luna.
The Ladies’ Diary

La revista y almanaque “The Ladies’ Diary” fue muy popular entre los afios 1704 y 1841,
contenia calendarios astronémicos, poemas, adivinanzas y muchos problemas cuyas

respuestas se otorgaban inmediatamente o en la siguiente edicion.

Para Swetz (2018) esta coleccion es un tesoro para la historia de la matematica ya que
documenta el desarrollo de esta disciplina a través de esos afios y es una antecesora de las
de revistas cientificas y enciclopedias. Ademas, es la primera publicaciéon de lengua
inglesa que se dirigid exclusivamente hacia las mujeres y las desafiaban a resolver
diferentes problemas brindandoles conocimientos de matematica, en una época en que

esta era considerada una actividad “masculina”.

Mary Somerville disfrutaba de su lectura y aunque no tenia nociones de algebra se

disponia a resolver los desafios que en ella encontraba, ella decia:

...al volver una pagina qued¢ sorprendida al ver unas lineas extrafias mezcladas
con letras, como x o y, y pregunté: ;Qué es esto? Oh, dijo Miss Ogilvie, es una
clase de aritmética, se llama algebra, pero no puedo contarte mas nada sobre ello.

(Figueiras et al., 1999, p. 153)
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A continuacidn, compartimos tres fotografias, en la primera observamos la portada de la
revista de la edicion de 1787, en la cual se encuentra de forma ilustrada el portarretrato
de la reina Charlotte, esposa del Rey George III, en las siguientes dos imagenes se

encuentran las tres actividades que proponemos para compartir en el aula. Seguidamente

presentamos los problemas y la adivinanza traducidas al espafiol.

1I1. Entoma (1173); by Mr. J. Oxenroro, 37, Finsbury Circus.
The regal crown shines bright | The mighty whale, the sov'reign
with many a gem, of the main, [eluin.
Bat I oft bear a brighter diadem; | For me is captured, and for me is
I own Indeed no purple robes I | The bee may build his cells with
wear, ‘more fair. instinct fine,
But yet the lily’s is scarce | Those waxen homes must melt
A friend, like great Medea, in before my shrine.
dark times, [climes. | And when the sun bas fallen from
Am I to learning, patron of all the skies,
E’en Jove, when he was ruler of | Then, clad in all my glory, I

Y [1; i
Never received more sacrifics than | I scorn the day, but glory in the
The lamb, ;vhich on the inefd is ight

rﬂng ree, me.
Mzgmn be a burnt offering to

IV. Entoma (1174) 5 by Mr. J. OXENFORD.

nigl
And only shine when I alone am
bright.

Figura 2: Portada de revista  Figura 3: Problemas Figura 4: Adivinanza

Problema 1

(Cuanto tiempo tardo en contar un millon de millones, suponiendo que en un minuto

logro contar $100 sin interrupciones y que un afio tiene 365 dias, 5 horas y 45 minutos?
Problema 2

Si a mi edad le agregas su mitad, mas el tercio y tres veces tres, obtendras seis veintenas

mas diez. ;Puedes averiguar qué edad tengo?

Adivinanza

La corona real brilla con sus gemas, pero yo suelo llevar una tiara mas brillante.
Soy una amiga, como el gran Medea, en los tiempos oscuros.

Soy del aprendizaje, patron de todos, incluso de Jupiter, cuando reinaba el cielo.
La poderosa ballena, la gran soberana, para mi es capturada.

Para mi también es la abeja, que puede construir sus celdas con su fino instinto, y esos

hogares de cera deben derretirse ante mi altar.
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Cuando el sol ha caido desde los cielos, luego, revestida en toda mi gloria, yo emerjo.

Rechazo el dia, pero me regocijo en la noche, y solamente resplandezco cuando brillo en
la soledad.

Secuencia de actividades

Estas actividades fueron acondicionadas y propuestas en diferentes grupos de tercer afio
de ciclo basico de educacion media (actualmente equivalente al noveno grado de la
educacion basica integral) del liceo N°2 “Prof. Héctor Almada” de la ciudad de San José

de Mayo, Uruguay.
En primer lugar, se les pregunt6 a los estudiantes ;qué cientificos o cientificas conocen?,
generalmente las respuestas son mayoritariamente de nombres masculinos que
femeninos, por lo que se les propone conocer la vida y obra de Mary Somerville a través
de las siguientes preguntas:

1. (Cuando y donde naci6?

2. (Como fue su infancia?

3. (Cual era la posicion de sus padres respecto a que Mary estudiara?

4. (Qué le gustaba estudiar e investigar?

5. ¢Cuanto afios vivio?

6. (Qué logros tuvo? ;Qué reconocimientos le han hecho?

7. Busca alguna frase famosa de Mary y escribela.

Luego, se realizO una puesta en comin en la que todos participaron realizando
comentarios y cuando fue necesario la docente aportdé mas informacion. Por ejemplo, en
la etapa de la adolescencia se comentd sobre la revista que Mary utilizaba en su
adolescencia como forma de entretenimiento. De esta presentacion surgieron diversas
preguntas y opiniones sobre la formacion de las ciencias, la construccion del
conocimiento o la educacion de las nifas y mujeres a través de la historia, todas ellas

fueron oportunidades valiosas para dialogar y discutir sobre estos aspectos.

Siguiendo con esta secuencia didactica se presento la revista “The Ladies’ Diary”, su
contexto histdrico y relevancia para la época y se compartio el problema 1. Es posible

acondicionar este problema de varias formas, generalmente lo presentamos en dos partes.
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Problema 1 — Parte 1

Si en un minuto logro contar $100 sin interrupciones:
a. (Cuantos minutos me llevaria contar $1.000.000?
b. (Cuantos dias, horas y minutos serian aproximadamente?

Los estudiantes trabajaron en grupos, favoreciendo asi la comunicacién y el intercambio
de ideas, la docente escuchd, orientd y alentd a la realizacién del mismo. En la puesta
comin se observaron diferentes tipos de resoluciones, por tanteo realizando
multiplicaciones, efectuando divisiones, regla de tres, o expresando los datos en
columnas, es valioso que los estudiantes sean los protagonistas de ese momento y logren
expresar sus ideas al colectivo. En esta instancia la docente intentd que los estudiantes
observen como todos los procesos se vinculan entre si, validando la diversidad y
expresiones de pensamiento. Con esa motivacion presente se propuso trabajar con la

segunda parte del problema 1 de forma individual.

Problema 1 — Parte 2

Suponiendo que un afo tiene 365 dias, 5 horas y 45 minutos /cudntos afios

aproximadamente me llevaria contar un millon de millones?

En esta parte de la actividad se detectaron obstaculos en la concepcion, escritura y en los
calculos que involucran al nimero un millén de millones, lo que brind6 la posibilidad de
trabajar con este nimero y se profundizaron los conocimientos sobre notacion cientifica
y el uso de la calculadora. Ademas, se observaron problemas con los usos de los puntos
y coma de los diferentes sistemas de notacion decimal y la interpretacion de los resultados

de las operaciones realizadas, lo cual propicio el espacio para esclarecer dichos temas.

Por otro lado, los estudiantes que presentaron sus ideas en el colectivo en la primera parte
de la actividad generalmente aplican ese conocimiento para continuar con la resolucion
de la segunda parte y los que no lo logran la primera vez, si lo intentan con mas confianza

y afinidad en esta segunda oportunidad.

Si bien la adivinanza no desarrolla ninglin contenido matematico la aplicacion de esta nos
vuelve a situar en la época que Mary Somerville vivid y se educo y nos abre el camino

para el segundo problema.

A continuacioén, comparto una posible adecuacion al problema 2.
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Problema 2

Si multiplicas mi edad por 6 y le sumas el doble de ella, més el triple de ella y le agregas

3 veces 3, obtendras 130 afos en total. ;Cuantos afios tengo?

Con este problema también se observaron diferentes formas de resolucion, por tanteo,
realizando operaciones o plateando una ecuacién. Nuevamente nos ofrece la oportunidad

de valorar las practicas matematicas de nuestros estudiantes.
Reflexiones finales

En primer lugar, conocer la vida y obra de Mary Somerville es un hallazgo que a nivel
personal nos motivo y entusiasmo compartir, no sélo con los estudiantes y compafieros
docentes, sino con todo nuestro entorno. Creemos que es un ejemplo de lucha frente a
todas las adversidades provenientes del sistema social y politico, ademas de su invaluable

contribucion en el desarrollo y divulgacion de las ciencias.

En segundo lugar, queremos destacar el interés que se observo por parte de los estudiantes
en conocer a Mary Somerville lo que derivd en un mayor entusiasmo en la resolucion de

las actividades.

Por ultimo, utilizar los recursos histéricos como herramientas motivacionales o afectivas
implica que los estudiantes no solo experimenten las actividades como un desafio
matematico, sino que las doten de significado por su contexto histérico, re-

construyéndolas y apropiandoselas para que sean parte de su saber.
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Tema: Investigacion didactica
Modalidad: Conferencia simultanea

Nivel educativo: Superior

Resumen: Presentamos el reporte de una investigacion que se realiza en el marco de un
proyecto financiado a traves del programa PRADINE (CFE). Esta investigacion consiste
en la realizacion de un ciclo del Estudio de Clases, enfocado en la planificacion colectiva
de una clase para la formacion de maestros y de profesores, y su posterior discusion
conjunta. En particular, nos centramos en una clase desarrollada a partir de una tarea
de final abierto. Utilizaremos el modelo Ensenianza para un solido entendimiento (TRU)
como marco teorico para todas las etapas del ciclo del Estudio de clases. Esta
investigacion tiene dos objetivos. Por un lado, estudiar el impacto de la implementacion
de tareas cognitivamente demandantes de geometria, disefiadas colectivamente, en dos
grupos de formacion docente. En segundo lugar, analizar el proceso reflexivo de los
formadores participantes en el trabajo colectivo de planificacion y el analisis posterior
a la implementacion. En esta comunicacion presentamos los resultados de la etapa de
planificacion conjunta de las clases. Estos son: la tarea diseniada, el andlisis a priori de
las posibles resoluciones de los estudiantes y la planificacion detallada de la clase.
También presentamos el marco TRU como estructurador de las reflexiones de los
formadores participantes.

Palabras claves: Estudio de Clases, formacion de docentes en matematica, trabajo
colaborativo, desarrollo profesional docente.

Introduccion

Las préacticas docentes habituales no suelen compartirse con los colegas. Si bien las y los
docentes, en un centro educativo, comparten algunos aspectos de su tarea (materiales,
acuerdos tematicos para las evaluaciones, entre otros), la planificacion de las clases y su
gestion quedan reducidas al trabajo en solitario del profesor. Como consecuencia de lo
anterior las creencias de cada docente (sobre la matematica, su naturaleza, su ensefianza
y su aprendizaje) no son problematizadas. Esto genera una perpetuacion de un tipo
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predominante de clases, que en muchos casos deviene en una clase tradicional en donde
el papel del docente es presentar un conocimiento ya construido y acabado y el de las y
los estudiantes tomar notas, memorizar definiciones y procedimientos para luego
aplicarlos. La investigacion en Educacion Matematica, en los tltimos afios, ha enfatizado
en el trabajo colaborativo de equipos de docentes (Borko y Potari, 2020; Robutti et al.,
2016) como forma de superar el desarrollo profesional individual, y evidenciar sus

conocimientos y creencias, para poder problematizarlos.

Por otro lado, desde la investigacion se sefiala que lo que aprenden hoy las y los
estudiantes depende en gran medida de las tareas que les fueron propuestas durante su
formacion. Asi, el disefio de tareas es un foco importante en la investigacion en Educacion
Matematica. De acuerdo con Watson y Ohtani (2021), el foco en el disefio de tareas es

relevante desde distintas perspectivas.

Desde una perspectiva cognitiva, el detalle y contenido de las tareas tiene un
efecto significativo en el aprendizaje; desde una perspectiva cultural, las tareas
moldean la experiencia de los estudiantes con la asignatura y su comprension de
la naturaleza de la actividad matematica; desde una perspectiva practica, las tareas

son el cimiento de la vida de la clase, las ‘cosas para hacer’. (p. 3)

A partir de lo anterior, nos enfocamos en la planificacion colectiva de una clase para la
formacion de maestros y de profesores de matematica, y la discusion conjunta posterior

a su implementacion.
Objetivos y preguntas de investigacion
Para la investigacion se formularon las siguientes preguntas de investigacion:

e En qué medida las tareas cognitivamente demandantes (por ejemplo, de final
abierto) potencian un aprendizaje disciplinar sélido y flexible de las y los futuros

profesores?

e /Qué aporta el proceso colectivo de planificacion, implementacion y discusion

posterior de las clases a las practicas de las y los formadores participantes?

Para responder a estas preguntas, establecimos los siguientes objetivos.
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Objetivo general

Contribuir a la formacion de los futuros docentes en el area de matematica, a través de un
proceso colaborativo de planificacion, implementacion y andlisis posterior de una

secuencia de ensefanza.
Objetivos especificos

1) Estudiar el impacto de la implementacion de tareas cognitivamente demandantes de
geometria, disenadas colectivamente, en el aprendizaje de las y los alumnos de dos grupos

de formacion docente.

2) Analizar el proceso reflexivo de las y los formadores participantes en el trabajo
colectivo del disefio de la tarea, la planificacion de la clase a implementar y el analisis

posterior a la implementacion.

En este escrito nos centraremos en las dos primeras fases del ciclo de Estudio de Clases
(Lesson Study, en adelante LS) llevado adelante entre formadores de matematica para
magisterio y profesorado de matematica. Esto es, la determinacion de objetivos de largo
plazo y el proceso colectivo de planificacion de la clase. Esta se implementd en cursos de

profesorado (Geometria I) y de magisterio (Matematica I) del Plan 2008.
Marco conceptual

Con el fin de elaborar las tareas de ensefianza y analizar lo sucedido en las clases
utilizamos: los aportes de Zaslavsky (1995, 2008) centrandonos en las tareas de final
abierto, y el marco de referencia Teaching for Robust Understanding Project (en adelante

TRU) elaborado por Schoenfeld (2016).
Marco TRU

El marco TRU establece que la calidad de los ambientes de aprendizaje depende, en gran
medida, del grado en que se les proporcionen a todos los y las estudiantes oportunidades
con respecto a cinco dimensiones de un aula matematicamente poderosa, que describimos

a continuacion.
Contenidos

Refiere al grado en el cual la actividad en el aula es capaz de proporcionar oportunidades
para que las y los estudiantes se conviertan en pensadores disciplinares flexibles, con

conocimiento y con recursos. Las discusiones deberan estar dirigidas a poder aprender
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ideas, técnicas y perspectivas disciplinares, hacer conexiones y desarrollar habitos de

pensamiento matematico productivo. El contenido matematico que llevamos al aula debe

ser preciso, coherente y estar bien justificado.
Demanda cognitiva

Schoenfeld (2016) sostiene que las y los estudiantes aprenden mejor cuando se les desafia
de modo que tengan espacio y apoyo para el crecimiento, con tareas que les brinden la
oportunidad de confrontar y entender importantes ideas matematicas y su uso. Tareas que
les permitan pensar conceptualmente y los estimulen a hacer conexiones dandoles
oportunidades significativas para aprender. La demanda cognitiva describe el nivel de
dificultad de la propuesta en relacioén con lo que el estudiante sabe y del trabajo que le

requiere resolver la tarea.
Acceso equitativo al contenido

Ante todo se deben elaborar tareas que inviten y apoyen la participacion activa de todas
y todos los estudiantes. Para ello el docente debe generar un ambiente de aprendizaje que
brinde a las y los estudiantes oportunidades de discutir ideas importantes, que se
involucren con el contenido y construyan su entendimiento con base en los conocimientos
que traen consigo al aula. Aqui es fundamental que las tareas puedan ser abordadas de
diferentes formas para permitir que todas y todos los estudiantes se involucren con el

contenido.
Disponibilidad, dominio e identidad

Esta dimension hace referencia al grado en el que el estudiante tiene oportunidad de hacer
matematica y comunicar sus ideas. Las actividades deberan proporcionar al estudiante la
oportunidad de contribuir en conversaciones sobre ideas matematicas, retomar las ideas
de otros, y dejar que otros retomen las propias, de manera que contribuya al desarrollo de
su disponibilidad (capacidad y voluntad de involucrarse) y dominio sobre el contenido,

identificandose positivamente como aprendiz y pensador.
Evaluacion formativa

En este marco se llama evaluacion formativa a escuchar la voz de las y los estudiantes y
actuar en consecuencia, que involucra tanto a docentes como a estudiantes, en nuestro

caso, futuros profesores y maestros.
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De acuerdo con la descripcion hecha podemos observar los vinculos existentes entre las

RESO URUGUAYO

9° CONGR
DE EDUCACION MATEMATICA

cinco dimensiones. Escuchar la voz de las y los estudiantes a través de sus aportes y de
compartir y criticar ideas en forma conjunta, proporciona informacion a todas y todos
sobre la marcha y el desarrollo de las ideas que se manejan y asi poder actuar en
consecuencia. Esta evaluacion formativa (dimension 5) permite al o la docente ajustar el
nivel de la demanda cognitiva (dimension 2) y asi abre las puertas a la voz de cada
estudiante (dimension 4). A su vez, si el o la docente establece las condiciones que apoyen
y alienten a las y los estudiantes a participar y propone tareas que tengan varias puertas
de entrada, estd ayudando a que el acceso a las ideas y razonamientos matematicos sean
equitativos (dimension 3). Estos vinculos, que son propiciados por las actividades de clase
(tareas, intervencion docente, interacciones alumno-alumno y profesor-alumno), se

presentan en la figura 1.
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Figura 1: Vinculos entre las cinco dimensiones del marco TRU

Tareas de final abierto

A partir de las consideraciones del marco TRU y de los objetivos de la investigacion,
hemos visto la necesidad de elaborar tareas para la clase que privilegien las cinco

dimensiones antes descritas.

Es por ello que hemos optado por trabajar con tareas de final abierto, es decir, tareas que
tengan multiples soluciones y ademas, diferentes caminos o formas de resolucion,

presentadas por Zaslavsky (1995, 2008).

Zaslavsky (2008) destaca que el hecho de que la tarea tenga multiples respuestas permite
que cada estudiante pueda tener algun éxito, esto es, que pueda dar al menos una respuesta
correcta trabajando a su manera y a su nivel. Esto lleva a que los y las estudiantes
comparen sus respuestas con las de otros companeros, verifiquen su validez y busquen

relaciones entre ellas, pudiendo incluso llegar a generalizaciones. Este tipo de tareas
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resultan desafiantes, aportan a crear un ambiente de mutua colaboracion y promueven la

comunicacion matematica, asi como también otras situaciones deseables de aprendizaje

que van en la linea de las planteadas por el marco TRU.
Metodologia

Para este estudio utilizamos la metodologia del LS, forma de trabajo colaborativo entre
docentes e investigadores. Este tiene como principales objetivos el desarrollo profesional
de las y los docentes, el mejoramiento de los aprendizajes de las y los estudiantes y el
surgimiento de teorias de ensefianza de la matematica (Isoda, 2015). Esta metodologia se
lleva adelante por ciclos. Cada ciclo consta de cuatro fases principales: la determinacion
de objetivos de largo plazo, la planificacion colectiva de la clase y el disefio de las tareas
a presentar, la implementacion y observacion de la clase, y el andlisis, discusion y

reflexion de lo sucedido en el aula.

En esta investigacion el énfasis principal estd en la contribucion a la ensefianza de la
matematica y en la formacion de futuros docentes, a través de un proceso colaborativo de
planificacion, implementacion y andlisis posterior de una propuesta de ensefianza. De
acuerdo con los lineamientos de LS, hemos determinado como tema de estudio, analizar
las formas en que puede promoverse el desarrollo, en las y los futuros docentes, del
Conocimiento Matematico para Ensefiar (Ball, Thames y Phelps, 2008), en términos
generales. Para ello, en este ciclo del LS, hemos optado por disefiar e implementar una

tarea de final abierto y desarrollar la clase acorde a las dimensiones del marco TRU.
Planificacion colectiva de la clase y las tareas a presentar

El proceso de planificacion colectiva se inici6 con el analisis de las distintas unidades de
los programas de los cursos de Geometria I del profesorado de matematica y de
Matematica I de magisterio. Ademas, el equipo analizé documentos provenientes de la
investigacion en Educaciéon Matematica (vinculados especialmente con la ensefianza y el
aprendizaje de la geometria). Luego nos abocamos a disefiar o seleccionar una tarea para
la clase investigativa. Partimos de distintas ideas aportadas por los integrantes del equipo,
y finalmente seleccionamos una de las propuestas como base para el disefio. Se dedicaron

doce sesiones a todo el proceso de planificacion.

El disefio de la tarea y la planificacion detallada de la clase implicé considerar, en primer

lugar, todas las resoluciones posibles de la tarea por parte de las y los estudiantes, las
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ideas matematicas que se pondrian en juego en cada una de ellas. Estas resoluciones
posibles nos permitieron imaginar distintos escenarios para la puesta en comun, asi como
pensar las posibles intervenciones docentes. También, decidir qué conocimientos se
institucionalizarian durante el trabajo de todo el grupo. Este trabajo de discusion y toma
de decisiones se realizo durante doce sesiones, que fueron videograbadas. De ellas surgi6
la tarea disenada, que es de final abierto. En la planificacion de la clase se trato de

privilegiar las cinco dimensiones del marco TRU.

La tarea

Las redes de los arcos de futbol fueron historicamente disefiadas a partir de una reticula
cuadrada.

=

IHI I=I§§II=

Foto del partido Uruguay y Ghana en la Copa del
Mundo de Sudafrica 2010

1) {Qué otros poligonos se pueden utilizar para disefiar una red de un arco de futbol?
Presenta al menos los disefios de dos ejemplos distintos utilizando el mismo poligono, con
los que se pueda formar una red. ;Como justificarias que tus disefios realmente funcionan?
En otras palabras, ;por qué la figura que elegiste forma realmente una red?

2) (Existe alguna figura con la que no se pueda formar una red? Justifica.

Esta tarea puede ser abordada de diferentes maneras, tiene muchas puertas de entrada lo
que puede permitir que el acceso a las ideas y razonamientos matematicos sean
equitativos. Tiene multiples soluciones, lo que promueve que cada estudiante, desde sus
conocimientos, proporcione alguna respuesta y su respectiva justificacion. Esto ultimo
estd en consonancia con la dimension 3 del marco TRU ya que estaria permitiendo un

acceso significativo y equitativo a los conceptos y las practicas.

A partir de los disefios presentados por las y los estudiantes se pueden inducir propiedades
de los poligonos involucrados y permitir que se justifiquen, que se vinculen diferentes
topicos matematicos, entre otros aspectos de la actividad propia de la asignatura. Estas

actividades desarrolladas en el aula pueden ser un gran aporte al enriquecimiento de los
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conceptos y las practicas disciplinares disponibles para aprender aspectos vinculados a la

dimension 1 (contenidos).

Esta forma de interactuar en clase nos brinda la oportunidad de escuchar la voz de las y
los estudiantes a través de sus aportes, de compartir, aceptar y refutar ideas en forma
conjunta. Esto proporciona informacion a los participantes acerca de la marcha y el
desarrollo de las ideas que se manejan, de las diferentes formas de entendimiento que
permite al colectivo generar un ambiente empético hacia formas de pensar del otro y asi
actuar en consecuencia (dimension 5: la evaluacion formativa). Esto ultimo permite al
docente, a través de la observacion y analisis de las diferentes situaciones que se dan en
la clase, secuenciar los contenidos de forma tal que la dificultad vaya de moderada a alta
brindando a las y los estudiantes espacio para presentar sus argumentaciones y apoyo para
el crecimiento en el pensamiento matematico (dimension 2: demanda cognitiva, y

dimension 4: disponibilidad, dominio e identidad).
Planificacion de la clase

A continuacidn presentamos la planificacion de clase en donde se plantean los objetivos
de la misma, el andlisis a priori de la tarea que acabamos de presentar, el desarrollo

tentativo de la clase y posibles intervenciones docentes.
Tema de la clase: Poligonos y sus propiedades. Clasificacion de poligonos.

Objetivo de largo plazo: Que las y los futuros maestros y profesores de matematica

desarrollen profundamente el Conocimiento Matematico para Ensenar (Ball et al., 2008).

Objetivos de la clase: Se trabajara para que las y los futuros docentes aborden la tarea
planteada desde sus ideas matematicas, y lleven adelante el desafio de resolverla;
descubran que algunas figuras teselan el plano y otras no, y encuentren las condiciones
para que esto ocurra; analicen y determinen relaciones entre las medidas de los angulos
interiores de poligonos, en particular su suma; puedan comunicar sus ideas, en todas las
instancias, y las argumenten; sean capaces de rebatir las ideas de sus pares y acepten que
los demas discutan las suyas; experimenten un modelo de clase distinto al que

posiblemente vivieron en sus experiencias como estudiantes.
Andlisis a priori

o Trabajar en base a la visualizacion y a la medicion de los angulos involucrados, y

dar poca fundamentacion matematica.
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e Considerar tridngulos equilateros: partiendo de saber que cada angulo mide 60

grados, concluir que con seis triangulos equilateros iguales conforman 360 grados

en un vértice.

o Consideracion de “otros” tridngulos: podria aparecer la propiedad de la suma de

los 4ngulos interiores.

e Consideracion de paralelogramos. Pueden considerar la suma de los 4ngulos
internos, poner en juego las condiciones de paralelismo y las relaciones entre los

distintos angulos entre paralelas (correspondientes, opuestos por el vértice, etc.).

o Utilizar hexadgonos regulares. Se puede fundamentar a partir de la configuracion
con tridngulos equildteros. Podria utilizarse como fundamentacion alguna de las

isometrias del plano, en especial en el grupo de profesorado.

Nuestra hipotesis es que no se consideraran poligonos no convexos. Se llevaran, para ser
usados si es necesario, representaciones de poligonos convexos y no convexos en

cartulina.

Para el caso de los no ejemplos (poligonos que no son solucion del problema planteado),
si algun grupo hubiera considerado un pentagono regular, se analizara ese caso como no

solucidn a la actividad.
Desarrollo tentativo de la clase

Se plantea la actividad para trabajar en grupos de no mas de cinco integrantes. Se pedird
a las y los estudiantes que presenten sus ejemplos en un papeldgrafo que se les entregara
junto con la actividad, para ser expuestos en la puesta en comun. Se daran unos minutos
para leer la actividad y plantear las dudas iniciales que surjan. Luego se les dejara trabajar.
El docente monitoreara cada grupo observando las distintas producciones y evaluando en
cada caso si amerita una intervencion o no. Este monitoreo servird para seleccionar y

secuenciar la posterior puesta en comun.
Posibles intervenciones durante el trabajo en equipos

Si alguien manifiesta conocer GeoGebra y quiere usarlo, se le permitird. En caso de que
las fundamentaciones pedidas se den en base a la manipulacion de las figuras, o la
medicién, sin argumentos matematicos, se intervendrd para que piensen en otras
fundamentaciones posibles (poniendo en duda la veracidad del ejemplo o no ejemplo

presentado). En caso de que en el total de los grupos haya poca variedad de poligonos, a
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los grupos que terminan pronto se les pedird que piensen en considerar otros poligonos.

Se les proporcionardn las representaciones en cartulina a las y los estudiantes que luego

de cierto tiempo se encuentren estancados, o a aquellos que finalicen la tarea muy rapido.
Puesta en comun

Para iniciar la puesta en comun, se pedird a todos los grupos que expongan sus
producciones en el frente del salon, para que todos puedan observar las producciones de

sus companeros.

Durante el monitoreo, se habra seleccionado en qué orden los distintos grupos presentaran
sus resoluciones. Se seleccionara en funcion de las figuras utilizadas y de los argumentos
planteados, de menor a mayor complejidad de acuerdo con las propiedades de los
poligonos involucrados. Cuando un grupo presenta sus disefios, y da su fundamentacion,
se solicitaran las fundamentaciones de otros grupos que hayan hecho el mismo disefio, y
se pondra a discusion de toda la clase la validez o no de esos argumentos. En la medida
en que las argumentaciones estén fundadas en propiedades de los poligonos, estas se
estableceran como relaciones generales. Se continuara de la misma forma con los demas
grupos que hayan utilizado otros poligonos. Se analizaran de forma similar los casos de

los no ejemplos.

En el cierre de la puesta en comun se estableceran las condiciones para un recubrimiento

del plano, asi como cuales son los poligonos regulares que lo teselan.
Pensamos que todo este trabajo llevara los 90 minutos de clase.
Implementacion y observacion de la clase

La clase planificada fue implementada en un grupo de primer ano de Magisterio, en la
asignatura Matematica I, y en un grupo de primer afio de profesorado de matematica, en
la asignatura Geometria I. Para esta etapa hemos elaborado un protocolo de observacion
de clase, basado en el marco TRU. La observacion individual estard guiada por dicho
protocolo. Este también nos permitird ordenar y focalizar la discusion colectiva posterior
de modo de abordar el primer objetivo de nuestra investigacion: estudiar el impacto de la
implementacion de tareas cognitivamente demandantes de geometria, disefiadas
colectivamente, en el aprendizaje de las y los alumnos de dos grupos de formacion

docente (Ball et al., 2008).

Protocolo de observacion de clase
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Hemos elaborado un protocolo de observacion de clase que tiene en cuenta las cinco
dimensiones descritas en el marco TRU (Ver Anexo 1). Para seleccionar los indicadores
dentro de cada una de estas dimensiones se tuvieron en cuenta las actividades de clase,

esto es, la tarea de final abierto elaborada, el monitoreo e intervencién docente y los

aportes que realicen las y los estudiantes en la clase.

Pensamos que la inclusion de estos indicadores nos permitiria abarcar una amplia gama
de posibilidades en el desarrollo de la clase y nos brindaria insumos para la discusion

posterior de la clase (tercera etapa del ciclo del LS).

Debemos aclarar que hay un indicador, que consideramos muy importante y que
tendremos en cuenta, que no figura explicitamente en el protocolo de observacion ya que
estd vinculado en las cinco dimensiones. Se trata de la especificidad de la formacién de
profesores y maestros en el area de la matemadtica, es decir la consideracion del
conocimiento especializado del profesor (Ball et al., 2008) que debe tener un maestro y
un profesor de matematica. Tendremos muy en cuenta las consideraciones, decisiones y

acciones que el docente lleve adelante en la clase, fundadas en esta especificidad.
A modo de cierre

Del analisis realizado sobre todos los datos de esta investigacion surgen varias
conclusiones. Por un lado, la tarea se mostrd potente para que las y los estudiantes la
abordaran en distintos niveles de complejidad, y la labor de los formadores contribuy¢ al
desarrollo de discusiones productivas y a la resolucion de las dificultades que surgieron

durante las clases.

Por otro lado, una vez implementadas las clases, y durante las discusiones posteriores,
pudimos identificar la potencia del proceso detallado de planificacion que supone la
metodologia del LS. En efecto, el esfuerzo colectivo de anticipar distintas resoluciones y
soluciones, formas de pensamiento (correctas o erroneas) de los estudiantes, asi como
pensar posibles intervenciones docentes, mostr6 un efecto positivo durante la
implementacion de las clases investigativas. Al mismo tiempo, permiti6 hacer un analisis
comparativo entre la planificacion y lo realmente sucedido y, por ejemplo, retomar
aspectos problematicos o no totalmente claros del enunciado de la tarea. Por ejemplo, en
las dos preguntas de la actividad, en lugar de utilizar la palabra poligono, como se venia
haciendo, se escribid figura. Esto llevo a que algunos estudiantes consideraran figuras

que no eran poligonos.
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Pensamos que la metodologia del LS es una herramienta poderosa para ser aplicada entre
docentes o formadores, pero también podria implementarse en la formaciéon docente,

especificamente durante la practica docente.

Un trabajo colaborativo de largo plazo, como el que se promueve desde la metodologia
de LS, permite el desarrollo de procesos de reflexion (Ricks, 2011). De forma particular,
permite el desarrollo de nuevo conocimiento para ensefar de quienes participan, fundado
en la practica. LS impone ciertos plazos para el trabajo del equipo (Fujii, 2017). No es un
proceso que pueda llevarse adelante en unos pocos dias, sino que son necesarias muchas
reuniones para realizar una planificacion exhaustiva, y otras tantas para la discusion
posterior a la implementacion de las clases. Se establece asi un terreno fértil para el
examen y la discusion profunda, lo que permite procesos reflexivos y el refinamiento de

1deas.
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Anexo 1

Protocolo de observacion de clase

Contenido

- En qué medida las discusiones matematicas son precisas y
coherentes

- Qué relaciones se establecen entre el contexto, los conceptos y
los procedimientos

Demanda cognitiva

Las actividades de clase (la tarea, la intervencion
docente y la participacion de los estudiantes):

- generan y mantienen un ambiente de produccion intelectual
desafiante

- generan un desarrollo matematico de los estudiantes

Acceso equitativo al
contenido

Las actividades de clase (tareas, intervencion docente):

- invitan a una activa participacion de todos los estudiantes

- ;quién propone ejemplos?

- ;quién explica?

Disponibilidad, domino e
identidad

Los estudiantes, en qué medida tienen oportunidad de:

- conjeturar

- explicar

- representar

- generalizar

- refutar o aceptar ideas ajenas

- refutar o aceptar ideas propias

Estas actividades

- ;dejan en evidencia las contribuciones de los estudiantes?

- animan al estudiante a involucrarse (desarrollo de la
disponibilidad)

- posibilitan que el estudiante evolucione en el domino del
contenido

- permiten que el estudiante genere una identidad como pensador
matematico

La tarea presentada:

- jrevela el estado real de entendimiento del estudiante?

- ;permite atender asertivamente las dificultades grupales e
individuales?

El docente:

- a partir del monitoreo de la actividad de los estudiantes,
[interviene para ajustar el nivel de la demanda cognitiva?
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Las tareas para la clase de matematica: analisis de su
demanda cognitiva y formas de implementarlas
Daniela Pagés', Veronica Scorza:
+ danielapages@gmail.com. Universidad de la Republica. Uruguay.

» verosco@gmail.com. Consejo de Formacion en Educacion. Uruguay.

Tema: Formacion de profesores y maestros
Modalidad: Taller

Nivel educativo: Secundaria

Resumen: La seleccion o el diserio de actividades para la clase constituye un aspecto
medular de la tarea docente. Una vez elegida la tarea, cobra importancia pensar la forma
en que la presentamos a los estudiantes, y los modos en que promovemos que ellos se
involucren en su resolucion. En este taller de desarrollo profesional docente presentamos
un marco para el andlisis de la demanda cognitiva de una tarea para la clase, asi como
un modelo de practicas de planificacion e implementacion de estas, con el fin de sostener
su demanda cognitiva potencial. Se presentaron distintos tipos de tareas para analizar
su demanda cognitiva, se disefiaron tareas y se discutio en torno a la potencialidad de su
demanda cognitiva. Se analizo una tarea en particular, anticipando posibles resoluciones
de los estudiantes y se discutio acerca de las conexiones matematicas que pueden
realizarse en la clase, a partir del trabajo de los alumnos.

Palabras claves: desarrollo profesional docente, tareas cognitivamente demandantes,
discusiones productivas, conocimiento matematico.

Introduccion

Desde la investigacion en Educacion Matematica se sefiala que el tipo de tareas que
proponemos a nuestros estudiantes determinan, en gran medida, el aprendizaje que estos
desarrollan (Doyle, 1988). Las tareas son entonces un aspecto medular de la clase y son
importantes para el aprendizaje de los alumnos pues “las tareas transmiten mensajes de
lo que son las matematicas y lo que implica hacerlas” (NCTM, 2000, p. 22). Hiebert y
Wearne (1993) sefialan que es probable que diferentes tipos de aprendizaje se induzcan
dependiendo de los diferentes procesos cognitivos que requieran las tareas que se
proponen. Si bien no es facil determinar exactamente qué procesos aplican los alumnos
para realizar las tareas, es esencial analizar y comprender las tareas que se les asignan

para entender como influye la ensefianza en el aprendizaje.
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Por ejemplo, supongamos que a un grupo de estudiantes se le proponen las siguientes

tareas:

Tarea 1 Tarea 2
Resuelve el Estas tratando de decidir cual de dos planes tarifarios para teléfonos
siguiente sistema | celulares inteligentes convendria mas. El plan A cobra una renta basica
de ecuaciones: de $300 al mes y $1 por mensaje de WhatsApp. El plan B cobra una
renta mensual de $500 y $0,50 por mensaje. ;Cuantos mensajes se
{y=300+x necesitaria mandar al mes con el plan B, para que fuese la mejor
y=500+12x opcion? Justifica tu decision.

Figura 1: Tareas para la clase (extraida y modificada de NCTM, 2015, p. 21)

Nos preguntamos: ;Qué similitudes y diferencias se pueden encontrar entre las dos
tareas? ;Qué trabajo le demandaria a un estudiante de tercer ano de ciclo basico (14 afios)
resolver cada una de las tareas? ;Qué aprendizajes seria posible lograr con una y con la

otra?

Estas preguntas nos llevan a introducir el concepto de demanda cognitiva de una tarea

que presentaremos y analizaremos en la seccion siguiente.
Demanda cognitiva de una tarea

Para este trabajo adoptamos el abordaje realizado por Stein et al. (2000), que analiza el
grado de demanda cognitiva de las tareas a proponer en la clase. Por demanda cognitiva
los autores entienden “el tipo y nivel de pensamiento requerido de los estudiantes para
que se involucren exitosamente en la tarea y la resuelvan” (p. xxiv). De acuerdo con el
marco desarrollado por estos autores, llamado Guia de Andlisis de Tareas, se pueden
distinguir diferentes tipos de tareas, con relacion a su nivel de demanda cognitiva: de
memorizacion, de procedimientos sin conexiones, de procedimientos con conexiones y
de hacer matematica. Los dos primeros tipos refieren a tareas de bajo nivel de demanda

cognitiva y los dos ultimos a tareas de alto nivel de demanda cognitiva.

A continuacion, presentamos ejemplos de cada uno de los tipos de tareas:
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Exigencias de alto nivel

Procedimentos con conexiones
Exigm(ias de baio nivel Calkcula o producto de 1/6 por 1/2. Usa los diagramas. Dibuja la res-
puesta y explica tu solucion

Memorizacion

{Cudl es la regla para multiplicar fracciones?

Procedimientos sin conexiones Construccion de las matemdticas

Mukdiplics: Plantea una situacion real para ¢l siguiente problema:

X

X

e

e

X

Resuelve ¢l problema que planteaste sin usar la regla y explica tu so-
lucion.

X
e oef-a da|us

v [N (VAP ()

Figura 2: Caracteristicas de las tareas matematicas en cuatro niveles de exigencia cognitiva
(modificado de NCTM, 2015, p. 20)

Las tareas del tipo de memorizacion solo requieren que los estudiantes memoricen
hechos, reglas, formulas y definiciones ya aprendidas. No son ambiguas ya que para
resolverlas solo hay que recordar y reproducir lo ya aprendido. Este tipo de tareas no
involucra ningun procedimiento de resolucion, como si lo requieren las tareas de
procedimientos sin conexiones que se pueden resolver aplicando procedimientos ya
aprendidos. Para lograr tener éxito en las tareas del tipo de procedimientos sin conexiones
se requiere poco tiempo y un razonamiento limitado. En general hay poca ambigiiedad en
relacién con lo que hay que hacer o cémo hacerlo, pues lo que hay que hacer para
resolverla estd explicitado en la consigna (por ejemplo, la tarea 1 de resolver un sistema
de dos ecuaciones lineales con dos incognitas). Se focalizan en obtener respuestas
correctas y no requieren de los estudiantes grandes explicaciones, solamente
descripciones de lo que hicieron. Sin embargo, las tareas que requieren procedimientos
con conexiones centran la atencion de los estudiantes en los significados y conceptos que
subyacen a los procedimientos necesarios para resolver la tarea. En la resolucion de las
tareas del tipo procedimientos con conexiones, los estudiantes no pueden utilizar sin
sentido un procedimiento aprendido y deben entender qué es lo que estan haciendo y
poder explicarlo. Es posible que den lugar al uso de diferentes formas de representacion
y a conectarlas para desarrollar mayor comprension del problema que estan resolviendo

(por ejemplo, la tarea 2 de los planes tarifarios). En cuanto a las tareas de hacer
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matematica, Stein et al. (2000) sostienen que son complejas e implican un nivel alto de
exigencia o demanda cognitiva. Para poder resolverlas, requieren que se exploren
diferentes caminos pues la tarea no sugiere un camino en forma explicita, predecible o
trivial. Esto puede generar un poco de ansiedad en los estudiantes. Los procesos
involucrados en este tipo de tareas no son algoritmicos, ni mecanizados, ni irreflexivos.
En el proceso de resolucion de la tarea es necesario que el estudiante se autorregule, que
vaya verificando los resultados que obtiene y que analice las restricciones de la tarea que
pudieran limitar las posibles estrategias de resolucion y las soluciones de esta. Lograr
resolver con éxito una tarea de este tipo puede demandar bastante tiempo de ejecucion y

esfuerzo.

Diversos factores pueden influir en el mantenimiento o no de la demanda cognitiva de
una tarea durante una clase. Entre ellas se sefialan las creencias y expectativas que tienen
los docentes, las disposiciones y los habitos de los estudiantes, las normas y practicas que
se establecen en la clase, las restricciones curriculares, la presion por completar el

programa, entre otras (Charalambous, 2008).
Analisis de una tarea cognitivamente demandante

Como mencionamos anteriormente, el marco llamado Guia de Analisis de Tareas nos
permite analizar el nivel de demanda cognitiva que estas tienen. Las tareas de alto nivel
de demanda cognitiva y en particular las de hacer matematica merecen una atencion
especial. Concretamente, una de las tareas con las que trabajamos en el taller es, ademas,
una tarea de final abierto (Zaslavsky, 1995) que fue disefiada modificando una tarea
cerrada propuesta en un libro de texto para alumnos de primer afio de ciclo basico (12
afios). Las tareas de final abierto, en oposicion a las estdndar o cerradas (con una sola
respuesta correcta), son aquellas que, aun basadas en contenidos familiares del curriculo,
admiten multiples respuestas correctas. Consideramos que las tareas abiertas son tareas
del tipo de hacer matematica. Esta consideracion se basa en las reflexiones de Scorza
(2016) con relacion a una intervencion didactica realizada con profesores trabajando con

tareas de final abierto:

Los profesores participantes lograron reconocer en las tareas de final abierto
potencialidad para instaurar en el aula una metodologia de trabajo que emule la actividad
del matematico en cuanto a que con ellas se fomenta la exploracion, la discusion, la

argumentacion y la validacion. Reconocieron también que con este tipo de tareas se
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fomenta el trabajo autonomo y en equipo de los estudiantes y que permiten que todos

tengan la oportunidad de aportar algo como solucion a las mismas. (p. 56)

A los participantes del taller se le presentaron las siguientes tareas y se analizd su
potencial demanda cognitiva a la luz del marco de Stein (2000) y se anticiparon posibles

resoluciones de la tarea 2 ubicandose en un grupo de tercer afio de ciclo basico (14 afios).

Tarea 1 Tarea 2
Calcula el perimetro de un triangulo De un triangulo isosceles se sabe que su
isosceles del que se sabe que un lado mide 7 | perimetro es de 17 cm. ;Cuales podrian ser las
cm y otro mide 5 cm. medidas de sus lados?
(Modificada de Da Costa y Scorza, 2011, p. | (Modificado de Da Costa y Scorza, 2011,
125) p.125)

Figura 3: Comparacion de tareas (Tomado de Pagés y Scorza, 2022, p. 56)

Los participantes reconocieron la tarea 2 como potencialmente de alta demanda cognitiva,
y del tipo de hacer matematica, argumentando que da lugar a la construccioén de un nuevo
conocimiento matematico: la desigualdad triangular. Algunas de las resoluciones que

anticiparon® fueron las siguientes:

1) Los alumnos hacen dibujos para representar el problema y en los lados del
tridngulo escriben sus posibles medidas (algunas correctas y otras no, en el sentido de la

posibilidad de construir el tridngulo representado).

2) Los alumnos arman una tabla con tres columnas, cada una de ellas
representando la medida de cada lado, y expresan la suma de esas medidas para verificar

que sea 17 (al igual que el caso anterior, algunas son correctas y otras no).
3) Los alumnos expresan relaciones en lenguaje algebraico, por ejemplo,
x+x+y=17.

4) Los alumnos escriben que hay muchas posibilidades para las medidas de los

lados del tridngulo pero que no todas iban a “servir”.
Diseiio de los cuatro tipos de tareas

Se propuso la siguiente actividad a los participantes del taller.

3 Para ver mas estrategias de resolucion de la tarea, consultar Pagés y Scorza (2022, pp. 64-66)
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Elijan un tema cualquiera de alguno de los tres cursos de ciclo basico (12 a 14 afios) y
disefien cuatro tareas, una de cada tipo que presentamos, es decir, una de cada nivel de

exigencia cognitiva.

Para disefiarlas pueden, si lo desean, seleccionar una tarea de un texto y realizarle las

modificaciones necesarias para convertirla en cada tipo.
Resuelvan cada tarea que disefien y justifiquen por qué cada tarea es de cada tipo.

A continuacion presentamos las producciones de uno de los grupos, que se centrd en el

concepto de mediatriz de un segmento. Presentaron las siguientes tareas:
Tarea de memorizacion: Define mediatriz de un segmento.

Tarea de procedimientos sin conexiones: ;Cudles de estos dibujos representa la mediatriz

de un segmento?

Fig. 4 Tarea de procedimientos sin conexiones (claborada por un grupo de participantes al taller)
Tarea de procedimientos con conexiones: Busca puntos que equidistan de tres puntos
dados no alineados.

Tarea de hacer matematica: Formula un problema que, en su resolucion, involucre el uso

de la mediatriz de un segmento.

Las discusiones durante la puesta en comun de esta actividad giraron en torno a los

siguientes aspectos.

Con respecto a la primera tarea planteada, hubo acuerdo en que era de memorizacion,
aunque los estudiantes podrian evocar alguna de las definiciones correctas de mediatriz

de un segmento, o alguna incorrecta.
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La clasificacion de la segunda tarea como de procedimientos sin conexiones generd
discusion. Se planted que los estudiantes, si elegian la primera representacion, solo
estarian evocando la propiedad del punto medio de un segmento de pertenecer a su
mediatriz. Si seleccionaban la segunda representacion, estarian evocando solamente la
perpendicularidad entre la mediatriz y el segmento. La seleccion de la tercera
representacion se conectaba con la definicion de mediatriz de un segmento como la
perpendicular a este en su punto medio. De todos modos, los asistentes opinaron

mayoritariamente que la tarea era de procedimientos con conexiones.

Con respecto a la tercera tarea presentada, hubo quien estuvo de acuerdo que era de
procedimientos con conexiones en tanto para resolver la tarea se debe evocar no solo la
definicion de mediatriz de un segmento (como lugar geométrico) sino un procedimiento
de como construirla. Ademas de conectar tal vez con el concepto de circuncentro de un
triangulo. Pero también hubo quien cuestiond su pertenencia a esta categoria, entendiendo
que podria ser clasificada como una tarea de hacer matemadtica, en tanto de la consigna
de la tarea no se evidencia un camino evidente de resolucién. Consideraron, ademas, que
la palabra "equidista" parece no ser suficiente para evocar los conceptos y procedimientos

que permiten resolver la tarea con éxito.

Otro aspecto que dio lugar a discusion fue que las figuras representadas no incluian los
nombres de los puntos, la informacion sobre la perpendicularidad (en el segundo y tercer
dibujo) ni el hecho de que el punto de interseccion fuera el punto medio del segmento
(para el caso de la tercera representacion). Ademas se discutid que si los estudiantes
evocaban la definicion de mediatriz de un segmento como lugar geométricos no podrian

reconocer ninguna de las figuras como una representacion de la mediatriz de un segmento.
Implementacion de una tarea para ensefiar matematica en la clase

El andlisis de la demanda cognitiva potencial de una tarea no es suficiente para garantizar
que los estudiantes aprenderdn los conceptos matematicos que se pretenden ensefar a
través de su resolucion. Stein et al. (1996) estudiaron como se modifica una tarea, luego
de que el docente la selecciona o disefia, cuando esta es presentada a los estudiantes (fase
de lanzamiento), o durante el tiempo que los estudiantes trabajan con ella (fase de
implementacion). A este respecto, los autores sefialan que una tarea que tiene una alta
demanda cognitiva potencial puede declinar durante cualquiera de estas dos fases. Por

ejemplo, porque los estudiantes demandan al docente que les dé pistas o indicaciones de
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coémo proceder, o porque el docente proporciona ayuda a los alumnos a partir de no desear

que se sientan frustrados al enfrentarse a la tarea. Estos aspectos, en particular, hacen a

las interacciones en la clase. (Pagés, 2015)

Si consideramos las fases en las que “vive” una tarea cuando esta es llevada a la clase, las
acciones y decisiones del docente resultan muy relevantes. Es por esto por lo que
consideramos importante promover, como una forma de planificar y gestionar una clase,
un conjunto de practicas que generen discusiones productivas, de lograr mantener, e
incluso aumentar, la demanda cognitiva de una tarea implementada en la clase, con el fin
de ensefar determinado conocimiento matematico. Presentamos el marco de cinco
practicas propuesto por Stein et al. (2008), que organizan la planificacion del docente, asi

como sus acciones y decisiones durante la clase.

Una vez seleccionada la tarea que se quiere usar, se lleva adelante la practica de
anticipar. La tarea seleccionada se lleva a la clase y se presenta a los estudiantes. Esta
etapa los autores la denominan fase de lanzamiento o presentacion. Durante la fase de
trabajo de los estudiantes con la tarea, que denominan fase de implementacion, se dan las
practicas de monitorear, seleccionar y secuenciar. La ultima practica, conectar, se da
durante la puesta en comin. A continuacion describiremos cada una de las cinco

practicas.

Anticipar. Consiste en imaginar como los estudiantes podran interpretar y resolver las
tareas, las diversas estrategias que utilizardn, las relaciones de estas con los conceptos,
procedimientos, representaciones que el docente quiere que los estudiantes aprendan. Esta

practica ayuda a confirmar que la tarea es de alta demanda cognitiva.

Monitorear las respuestas de los estudiantes. Esta practica, que se desarrolla cuando los
estudiantes estan trabajando en la tarea, implica identificar su discurso cuando discuten,
el potencial de aprendizaje matematico de sus estrategias o representaciones. El docente

formula preguntas para evaluar el pensamiento de los estudiantes.

Seleccionar intencionalmente respuestas de estudiantes para mostrarlas en la puesta en
comun. Seleccionamos estudiantes de quienes conocemos sus resoluciones para obtener
diversidad en cuanto a la matematica presente en estas. Esto hace més probable que las
ideas matematicas importantes sean tratadas efectivamente en la clase y no se pierdan

durante la puesta en comun.
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Secuenciar intencionalmente las respuestas de los estudiantes. Elegir en qué orden
presentaran sus producciones los distintos grupos o estudiantes permite maximizar las
posibilidades de cumplir con los objetivos de la clase. Un ejemplo de esto es que
estudiantes que resolvieron la tarea por un camino mayoritario, sean los que explican
primero, dejando para después estrategias mas sofisticadas. O también, se puede elegir

comenzar con la discusion de una estrategia basada en un razonamiento erréoneo.

Conectar las ideas de los estudiantes. Consiste en ayudar a los estudiantes a establecer
conexiones matematicas entre las resoluciones o representaciones que utilizan y a que
visualicen que una misma idea matemadtica puede sostener distintas estrategias de
resolucion. También podemos pedir comparar la eficiencia de un abordaje u otros, para

resolver diferentes problemas.

Estas cinco practicas permiten ordenar el trabajo de planificacion de los docentes. En
primer lugar, anticipar las posibles resoluciones de los estudiantes ayuda a seleccionar
tareas de alta demanda cognitiva potencial. En segundo término, el monitoreo auxilia al
docente a comparar su anticipacion con las producciones reales en la clase. Las practicas
de seleccionar y secuenciar ordenan la discusion durante la puesta en comtn. No son
practicas aisladas, sino que se interrelacionan y retroalimentan entre si, como lo indica el

modelo presentado por Stein et al. (2008).

> ~)
Anticipar

Monitorear

Seleccionar

\ Secuenciar /
\ Conectar /

Figura 5: Diagrama esquematico de las cinco practicas (Stein et al., 2008, p. 322)

Como lo sefialan Stein et al. (2008, p. 322): “Creemos que estas practicas, en conjunto,
contribuyen a aumentar la probabilidad de que los profesores sean capaces de utilizar las

respuestas de los alumnos para avanzar en la comprension matematica de toda la clase”.
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A modo de cierre

En este taller invitamos a los asistentes a reflexionar sobre las tareas que llevamos a la
clase de matematica, a partir de la clasificacion que ofrecen Stein et al. (2000), asi como
la guia que proponen para ubicar una tarea en cierta categoria. Pensamos que la
consideracion de la demanda cognitiva de una tarea es una herramienta muy potente, tanto

para los docentes y formadores, como para los futuros docentes.

Sin embargo, como ya dijimos, una tarea puede ser potencialmente de alta demanda
cognitiva y declinar en el transcurso de la clase. Un aspecto esencial para mantener la
demanda cognitiva de una tarea se vincula con las normas sociales y sociomatematicas
que se establecen en la clase (Yackel y Cobb, 1996). Las primeras se vinculan con los
roles que los docentes promueven que los estudiantes desempefien. Por ejemplo, que solo
escuchen y repitan, o que hagan preguntas, expliquen su pensamiento, justifiquen sus
resoluciones. Las normas sociomatematicas, en tanto, tienen que ver con negociar en la
clase, por ejemplo, cudndo una solucion o una justificacion es matematicamente correcta.
Los dos tipos de normas implican diversos niveles de demanda cognitiva para el abordaje

de las tareas en la clase.

En el taller discutimos también las cinco practicas que presentan Stein et al. (2008) para
la implementacion en la clase de tareas de alta demanda cognitiva potencial.
Consideramos que constituyen un instrumento muy importante para el desarrollo
profesional de los docentes, ya que permiten reflexionar mas profundamente sobre las
tareas que proponemos, asi como enfocarnos en el pensamiento que desarrollan los

estudiantes.

Referencias bibliograficas

Charalambous, Ch. (2008). Mathematical Knowledge for Teaching and the unfolding of
tasks in mathematics lessons: integrating two lines of research. En O. Figueras, J.
Cortina, S. Alatorre, T. Rojano y A. Septlveda (Eds.), Proceedings of the Joint
Meeting of PME 32 and PME-NA XXX. Vol. 2 (pp. 281 - 288). México:
CINVESTAV-UMSNH

Da Costa, S., y Scorza, V. (2011). Matemadtica 1. Practicas Santillana. Ediciones
Santillana S.A.

Doyle, W. (1988). Work in mathematics classes: The context of students' thinking during
instruction. Educational Psychologist, 23 (2), 167-180.

Hiebert, J. y Wearne, D. (1993). Instructional Tasks, Classroom Discourse, and Students’
Learning in Second-Grade Arithmetic. American Educational Research Journal,
30(2),393-425.

94



OC OEEDOCATION MATEMAT

National Council of Teachers of Mathematics (NCTM) (2000). Principles and Standards
for School Mathematics. Recuperado de
https://www.rainierchristian.org/NCTM_principles-and-standards-for-school-
mathematics.pdf

National Council of Teachers of Mathematics (NCTM) (2015). De los principios a la
accion. Para garantizar el éxito de todos (D. Garmendia, Trad.). Reston: 3D
Editorial.

Pagés, D. (2015). Los profesores de matematica en formacion en Uruguay: un analisis
de las interacciones en la clase de su prdctica docente. (Tesis de maestria no
publicada). Centro de Investigacion en Ciencia Aplicada y Tecnologia Avanzada
del IPN, México.

Pagés, D. y Scorza, V. (2022). Las tareas de alta demanda cognitiva. Cinco practicas para
implementarlas en la clase de matematica. En C. Ochoviet y M. Olave (comps.),
Diserio de tareas y practicas de enserianza de la matematica: aportes desde la
investigacion. Coleccion Didactica de la Matematica. Editorial Contexto.

Scorza, V. (2016). Las tareas de final abierto y su potencial para la ensefianza de la
matemdtica en la formacion de profesores (Tesina de diploma no publicada).
Consejo de Formacion en Educacion de la ANEP-Universidad de la Republica.
Montevideo, Uruguay.

Stein, M. K., y Lane, S. (1996). Instructional tasks and the development of student
capacity to think and reason: An analysis of the relationship between teaching and
learning in a reform mathematics project. Educational Research and Evaluation, 2
(1), 50-80.

Stein, M. K., Smith, M. S., Henningsen, M. A., y Silver, E. A. (2000). Implementing
Standards-based mathematics instruction: A casebook for professional
development. Teachers College Press.

Stein, M., Engle, R., Smith, M., y Hughes, E. (2008). Orchestrating Productive
Mathematical Discussions: Five Practices for Helping Teachers Move Beyond
Show and Tell. Mathematical Thinking and Learning, 10 (4), 313 — 340.

Yackel, E. y Cobb, P. (1996). Sociomathematical norms, argumentation, and autonomy
in mathematics. Journal for Research in Mathematics Education, 27, 458-4717.

Zaslavsky, O. (1995). Open-ended tasks as a trigger for mathematics teachers’
professional development. For the Learning of Mathematics, 15 (3), 15-20.

95



OC DE EDUCACIGN MATEMATICA
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Tema: Numeros enteros.
Modalidad: Virtual

Nivel educativo: Ciclo Basico de Educacion Secundaria. Actualmente: Educacion Basica
Integrada (EBI)- tramo 5- ANEP

Resumen: Esta investigacion reporta los resultados obtenidos al implementar
actividades ludicas para el aprendizaje de operaciones con numeros enteros en grupos
de ler aiio de Educacion Secundaria Basica. Para la ensefianza de dicho tema se crearon
dos actividades ludicas. La primera, consta de fichas manipulables para comprender la
adicion de enteros, inspirada en el modelo de bloques propuesto por Freudenthal
(neutralizacion entre opuestos). Esta actividad permitio que los estudiantes infieran las
reglas para sumar numeros enteros de forma intuitiva y luego formalizarlas. Incluso en
un siguiente nivel de este mismo juego se implemento un nuevo dado para introducir la
multiplicacion de enteros y sus propiedades. La segunda actividad ludica se inspiro en
las cartas Magic y también en el videojuego de Plantas Vs Zombies. Ambas actividades
ludicas propiciaron que los estudiantes realicen conjeturas sobre como multiplicar
numeros enteros de diferente o de igual signo y realizar operaciones combinadas. Entre
las conclusiones se destaca que se identificaron tres etapas por las que transita el
estudiante para lograr el proceso de abstraccion que requiere operar con numeros
enteros. El juego favorecio las relaciones interpersonales entre estudiantes, la
motivacion, como también el desarrollo de la capacidad argumentativa.

Palabras claves: operaciones con numeros enteros, educacion secundaria bdsica,
actividades ludicas para la enserianza.

Introduccion

El aprendizaje de los numeros negativos pasa por superar algunos obstaculos
epistemologicos y cognitivos. Parada et al. (2013) identifican que una primera dificultad
en su ensefianza se produce al presentar este tema en la ensefanza formal en un contexto
aritmético, en contraposicion al desarrollo historico de su ensefanza que surgié como
necesidad para realizar célculos algebraicos. Particularmente, el aprendizaje de los

nimeros enteros requiere que los estudiantes posean cierta madurez cognitiva (11-12
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afios) y que se encuentren en un estadio del desarrollo individual que posibilite su
comprension (Filloy, 1999, citado en Hernandez y Gallardo, 2006). Por otra parte, otra
dificultad es la falta de aptitud de los estudiantes para manipular y dar sentido a cantidades
negativas aisladas y la ausencia de un referente fisico que les dé¢ sentido (Glaeser, 1981,

citado en Cid, 2000).

Algunas experiencias como las de Castillo Angulo (2014) y Castillo Banda (2019)
identifican que los estudiantes experimentan mejoras en el aprendizaje de las operaciones
de numeros enteros cuando tienen la oportunidad de experimentar con objetos
manipulativos. Castillo Banda (2019) reporta su investigacion en la que utiliza un juego
para ensenar numeros enteros a estudiantes de 12 afos. Ella encontrd beneficios en el
aprendizaje de los estudiantes al utilizar el juego para aprender a sumar nimeros enteros.
El juego que utilizd constaba de rondanas de colores, unas para nlimeros positivos y otras

para numeros negativos y se reportaron resultados que alientan a crear juegos similares.
Objetivo

El objetivo de esta investigacion es analizar las repercusiones en el aprendizaje del tema
nameros enteros al incluir dos actividades ludicas en grupos de ler afio de educacion

secundaria (12-13 afios).
Propuesta de enseiianza

Los juegos que se disefiaron para aprender operaciones con nimeros enteros se inspiraron
en el videojuego: Plantas Vs Zombies. Un primer juego, esta orientado al aprendizaje de
la suma de numeros enteros y se fundamenta en la 16gica de neutralizacion de opuestos
(segtin la propuesta de Freudenthal, 1983). La segunda propuesta ludica es un juego de
cartas para realizar operaciones combinadas que involucra “hechizos” como por ejemplo
el “convertidor” que multiplica por (-1) el puntaje de cada carta, el “multiplicador” que

multiplica por (2) o por (3) los puntos de cualquier combatiente.
Primera actividad lddica

Se confeccionaron dos formatos del juego. Un primer formato (Figura 1) consta de dos

dados y veinticuatro fichas rectangulares (doce con plantas y doce con zombies).
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Figura 1. Un formato del juego de plantas y zombies.
Fuente: realizado Claudia Castillos.

Respecto a los dados uno tiene nimeros del 1 al 6 y el otro tiene tres caras con la imagen
de un zombie y el signo de - superpuesto y las otras tres caras presentan la imagen de una
planta con el signo de + superpuesto. Cada planta representa una unidad positiva y cada
zombie una unidad negativa. En este primer formato se confeccion6 con carton un soporte
para sostener a las fichas que permite levantarlas cuando haya que mostrarlas y bajarlas

cuando salgan del juego.

El segundo formato de la primera actividad ludica consta de veinticuatro fichas
rectangulares, doce con la imagen de una planta con el signo de “+” y doce con la imagen

[I3RE

de un zombie y el signo de “-” (Figura 2). En este nuevo formato no hay un soporte que
sostenga a las fichas. Ademas de las fichas se utilizan los mismos dados mencionados en

el primer formato del juego.

)

Figura 2. Segundo formato de la primera actividad ludica.
Fuente: Elaborado por Lucas Bentancur
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Indicaciones para la aplicacion de la primera actividad ludica

El juego se realiza en equipos de estudiantes (por ejemplo, dividir la clase en dos o en
pequefios subgrupos). Un integrante de cada equipo tira los dos dados. Luego se miran
sus caras superiores y se dejan a la vista las fichas que corresponden a las plantas o
zombies, segin el nimero obtenido (Figura 3). Las fichas de plantas y zombies se
enfrentan y “combaten”, se recuerda que fichas opuestas se anulan y cuando esto pase
quedaran hacia abajo. En ese momento los estudiantes tendran que calcular cuantas
plantas o zombies sobreviviran. Las fichas que quedan en la mesa ayudaran a identificar

el resultado de la suma de numeros enteros.
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Figura 3. Comienza la partida una planta se anula con un zombie, queda pendiente el
enfrentamiento de dos plantas con otros dos zombies.
Fuente: Elaboracion propia.

Un ejemplo de una jugada al tirar los dados podria ser que salga “+3” que corresponde a
tres plantas y “-5 que corresponde a 5 zombies (Figura 4).

Figura 4. A la izquierda se representa el nimero “+3” y a la derecha se representa el niimero “-5”.
Fuente: Elaboracion de Claudia Castillos.

El estudiante deja a la vista 3 plantas y 5 zombies. Comienza el combate anuldndose cada
planta con un zombie. Es decir, se anulan 3 plantas con 3 zombies y quedan dos zombies
sobrevivientes o sea “-2” es decir que “+3 + (-5) =-2”. El registro de la operacion también
es parte del aprendizaje del juego, este se asocia a las deducciones que los estudiantes
comenzaran a realizar sobre la suma de niumeros negativos entre si o de un nlimero entero

negativo y positivo seglin su valor absoluto.
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La segunda actividad ludica: juego de cartas con plantas y zombies

Con la intencion de continuar el aprendizaje de las operaciones de nimeros enteros se
cred una segunda actividad Iudica que correspondié a un juego de cartas. Este consta de
dieciséis cartas con plantas y valores desde el +1 al +6 y dieciséis cartas con zombies
numeradas desde el -6 al -1. Ademas, hay dieciséis hechizos, 8 son hechizos de plantas y

8 son hechizos de zombies (Figura 5).

El juego
de cartas

Figura 5. Juego de cartas.
Fuente: Elaboracion de Claudia Castillos y Lucas Bentancur.

Ademas de las cartas se dispone de un dado que se ha construido especialmente para el
juego. En cuatro de sus caras hay una biblioteca (dos con el nimero 2 y otras dos con el
namero 3). En las dos caras restantes del dado esta la imagen de un cementerio, una con

el numero 3 y otra con la palabra “oponente” y el numero 2 (Figura 6).

Figura 6. Imagenes del lado. Desde la izquierda: cementerio 3, cementerio 2, biblioteca 3 y
cementerio 3.
Fuente: Elaborado por Claudia Castillos y Lucas Bentancur.

Para comprender el juego nos referiremos a dos términos particulares: cementerio y

biblioteca. El cementerio es el mazo que se forma luego que el equipo ganador levanta de

100



)

@ 9

O i,
la mesa las cartas de la mano jugada (mazo de descarte). La palabra “biblioteca” hace
referencia al mazo inicial de cartas de cada equipo. Si al tirar el dado sale “biblioteca 2”
significa que el jugador extrae dos cartas de su biblioteca y podra dejar en la mesa hasta
dos cartas en esa jugada. Si sale la opcion del dado “biblioteca 3” significa que se retiran
tres cartas de la biblioteca y se podran bajar hasta 3 cartas en esa mano. Si sale la opcién
“cementerio 3” deberan retirar 3 cartas del cementerio propio (en caso de no existir
“cementerio” aun, no podran retirarse cartas nuevas, pero podran usarse tres de la mano).
Finalmente, si sale la opcion del dado: “cementerio oponente 2” significa que se retiran
dos cartas de la parte superior del cementerio del oponente y se podran bajar hasta dos

cartas en e€sa mano.

Como se mencion6 anteriormente, el juego de cartas dispone de hechizos, estas son cartas
magicas que pueden aplicarse sobre las cartas que estan en juego en la mesa. Los hechizos
son: multiplicador (multiplica por 2 o por 3 los puntos de una carta de la mesa),
convertidor (multiplica por (-1) los puntos de cualquier carta, convierte una planta en
zombie o viceversa) y anulador (multiplica por 0 el valor de cualquier carta o agrupacion

de ellas).
Instrucciones del juego de cartas

Se forman dos equipos (cada uno con 2 o 4 integrantes), un equipo representara a las
plantas y el otro equipo a los zombies. Se barajan las cartas y se reparten a cada equipo
seis cartas de su biblioteca. A partir de este momento se utilizard el dado que se ha
disefiado especialmente para este juego. El primer equipo tira el dado del juego para saber
cuantas cartas se extraen. A continuacion, pasa a jugar el segundo equipo y se repite el
procedimiento anterior. Las cartas se ponen en la mesa de a una, por turnos, un equipo
por vez. Al colocar todas las cartas permitidas en la mesa comienza un combate entre
plantas y zombies. Cada equipo tendra la opcion de poner en la mesa tantas cartas como
indico el dado, pero no tiene la obligacioén de jugar todas las cartas permitidas. Luego se
realizan las operaciones matematicas que surgen con las cartas que estdn en la mesa. Si
el resultado final es un nimero entero negativo quiere decir que ha ganado el equipo de
zombies y se le asignara el valor absoluto del resultado de la operacion realizada. Por el
contrario, si el resultado de la operacion fue un niamero positivo el puntaje se asignara al

equipo de plantas. Los puntajes obtenidos por cada equipo se registraran en una tabla en
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la que se escribiran las operaciones realizadas y su resultado. El juego termina cuando se

acaban las cartas de la biblioteca de uno de los equipos o luego de 4 rondas.

Para comprender mejor se muestra un ejemplo de una partida en la que en la mesa hay
dos grupos de cartas que corresponden a dos términos de una operacion (Figura 7). A la
izquierda el primer grupo corresponde al primer término, en este las plantas juegan con
un +4 y los zombies le aplican un “hechizo anulador”. En el segundo término los zombies
jugaron un -3 y las plantas le aplican un “hechizo convertidor”. La operacion combinada
que surge de la mano sobre la mesa es “+4.(0) - 3.(-1) =". Los jugadores tendran que decir

oralmente cudl es el resultado de la operacion.

Figura 6. Una partida de cartas como ejemplo para comprender el juego.
Fuente: Elaborado por Claudia Castillos.

Metodologia

Esta investigacion se enmarca en un enfoque cualitativo segun Kilpatrick (1988, citado
en Sierra-Vazquez, 2011, p.183), involucra la investigacion-accidon para resolver
problemas concretos que informen y se orienten a mejorar las practicas pedagogicas del

profesor.
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La investigacion se desarrolla en dos fases, la primera fase corresponde al analisis de

clases al implementar las actividades ludicas. La segunda fase corresponde al analisis

sobre la repercusion de los juegos en los aprendizajes.

Entre las técnicas que se utilizaron para desarrollar la investigacion se incluye la
observacion de aula y su andlisis luego de la implementacion. Los instrumentos utilizados

para el registro fueron camara fotografica, filmadora y grabadora.
Implementacion de las actividades ludicas

La implementacion de la primera actividad lidica comenz6 por la explicacion del
profesor a partir de un ejemplo. Para vincular el juego con las operaciones se dividio a la
clase en subgrupos que jugaron varias partidas. Luego el profesor realizo en el pizarrén
el registro de varias partidas. De ese modo los estudiantes comenzaron a observar e inferir

algunas propiedades de la adicion de numeros enteros.

En la Figura 7 se muestra una tabla que el profesor hizo en el pizarron de la clase. En esta
se indica que al tirar los dados ha salido el -4 y el +6. Teniendo en cuenta que se esta
utilizando el modelo de bloques de neutralizacion de opuestos se anula el mismo nimero
de plantas que zombies y posteriormente se obtiene el resultado de la operacion “-4 +
(+6) = +2”. Luego de sucesivas operaciones los estudiantes comienzan a darse cuenta de
cOmo operar con numeros enteros y de a poco empiezan a hacerlo sin necesidad de utilizar

las fichas del juego.

Figura 7. Ejemplo de una partida al tirar dos veces el lado.
Fuente: elaboracion propia.

Resultados

A partir de la implementacion del juego de dados y fichas para el aprendizaje de adicion
de numeros enteros y del andlisis aposteriori, se identificaron tres etapas principales
(Freire, Castillos y Bentancur, 2022) por las que transita el estudiante en el proceso de

aprendizaje de dicho tema. Para que el profesor pueda identificar en qué etapa de
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aprendizaje se encuentra cada estudiante se confeccionaron tres indicadores que

especifican como se maneja el estudiante cuando tiene que resolver una adicion de

nameros enteros (Figura 8).

El estudiante depende El estudiante comienza a El estudiante deja de lado
exclusivamente de las desprenderse poco a poco los objetos manipulativos,
fichas para poder sumar de las fichas y pasa a lo que implica un nivel de
numeros enteros. Necesita entender qué operacion mayor abstraccién para
ver las fichas agrupadas en aritmética debe ejecutar sumar numeros enteros. En
plantas y zombies. para obtener el resultado esta etapa ya se han
de la adicion de numeros incorporado las reglas para
enteros y puede justificarlo. sumar nimeros enteros.

Figura 8. Indicadores elaborados para el analisis.
Fuente: Creacion propia.

Consideramos que los juegos utilizados repercutieron en mejorar el aprendizaje de los
estudiantes. Una evidencia de esto es la alusion que hacen a las plantas y a los zombies
para identificar lo que tienen que hacer cuando suman niimeros negativos o cuando suman
niameros enteros de diferente signo. En estos casos los estudiantes identificaron
adecuadamente las condiciones para realizar la suma. Teniendo en cuenta que esta
experiencia lleva tres afios de aplicacion en diferentes grupos de ler afio se estin

implementando ajustes que optimizan el uso de los juegos.

Respecto de la segunda actividad ludica una de las novedades que se ha agregado es la
inclusion de tablas que facilitan el registro de las operaciones que surgen en la partida de

cartas.

En particular la idea de las rondanas de colores (sugerida por Castillo Banda, 2019) o la
de asociar a cada unidad positiva un circulo con un signo de més y a la unidad negativa

de asociarle un circulo con un signo de menos también fueron recursos que facilitaron la
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comprension de los estudiantes. La Figuras 9 muestra un estudiante que estd completando

una ficha y el registro que hace en la tabla.

Jombre del Equipo:

BEOIANTS = ZOME

e: Plantas v§

lizando el juego oprend do en clase d

tor utili :
jenes una tabla para comPIETE na reflexion acerca del jueg®

lgur
e <cribe ol terminar (1uego de QN0 percer) o — "
Zombies. Escrive @ B e e suitad L
‘ preE
] N

A continuacion T

. D |exppe |oe ‘}

Ganador:
Reflexion: i

Figura 8. Ficha creada por la profesora Castillos para realizar el registro.
Fuente: elaboracion propia.

1 |
Deoe0S)
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Conclusiones

Las actividades ludicas incrementaron la motivacion de los estudiantes porque las mismas
posibilitaron comprender la adicion y sustraccion de nimeros enteros de forma divertida
a través de fichas manipulables. A su vez, la inclusion de estos juegos posibilitd que
estudiantes no participativos logren involucrarse y realizar valiosos aportes en clase. Este

hecho deja en evidencia el caracter potenciador de los juegos para aprender matematica.

La inclusién de los juegos permitié que los estudiantes desarrollen la cooperacion entre
ellos y el compafierismo al explicar su logica y a la vez, al ayudar a comprender los
resultados obtenidos. Asimismo, propicié que los propios estudiantes pudieran realizar
deducciones relacionadas a los contenidos mencionados. El primer juego permiti6 inferir
las reglas para sumar nimeros enteros. Con la implementacion del segundo juego de
cartas se reafirmaron los conocimientos adquiridos y a la vez llevé a que los estudiantes
pudieran hacer conjeturas sobre como multiplicar nimeros enteros de diferente o de igual
signo. Estas deducciones fueron socializadas y luego se institucionalizaron en la clase. A
su vez, el juego de cartas permiti6 reafirmar la resolucion correcta de las operaciones

combinadas.
Divulgacion del juego

Las actividades ludicas presentadas han tenido un efecto positivo en el aprendizaje de los
estudiantes. Por dicho motivo se han divulgado en congresos y también en talleres. Por

ejemplo, en febrero de 2022 en el Instituto Profesores Artigas (IPA) se llevo a cabo un
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taller de verano (Figura 9) para divulgar entre profesores y estudiantes de profesorado los
juegos de fichas y cartas. Se considera que es fundamental divulgar en la comunidad
matematica de profesores este tipo de actividades que tienen un gran potencial para la

ensefianza de las operaciones con nlimeros enteros.

Figura 9. Divulgacion del juego plantas y zombies.
Fuente: Elaboracion propia.
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Tema: Pensamiento probabilistico-estadistico
Modalidad: Comunicaciones

Nivel educativo: Primaria

Resumen: Esta investigacion tiene por objetivo analizar las actividades sobre graficos
estadisticos en libros de texto Educacion Primaria en Chile. Por ello, se sigue una
metodologia cualitativa, sustentada en el paradigma interpretativo, mediante el estudio
de casos y se utiliza como método el andlisis de contenido. Para dicho andlisis se
consideran las unidades de analisis de tipos de graficos y niveles de lectura en libros de
texto de 1° a 6° de Educacion Primaria. Los resultados, muestran el predominio de los
grdficos de barras y el nivel 2 de lectura (leer dentro de los datos).

Palabras clave: Grdficos estadisticos, Libros de texto, Educacion Primaria.

Introduccion

La modernizacion y los avances tecnoldgicos han abierto las puertas para acceder de
forma mas fécil y rapida a informacion de distinto tipo, ya sea a través de la television,
redes sociales, entre otras. Un gran numero de esta informacion es de tipo estadistica
(Diaz-Levicoy et al., 2015), la cual es presentada por medio de diferentes tablas y graficas
estadisticas, considerandose a estas ultimas un medio mas atractivo (Arteaga et al., 2016).
Por consiguiente, la sociedad actual requiere de los ciudadanos competencias como
identificar, comprender, interpretar y evaluar este tipo de informacion sintetizada
mediante graficos estadisticos, los cuales son parte de la cultura estadistica. Del Pino y
Estrella (2012) entienden la cultura estadistica como la capacidad para interpretar tablas
y graficos estadisticos presentes en los medios de comunicacion, evaluando criticamente
la informacion presente en ellas, con el fin de tomar decisiones mas informadas,

valorando la importancia de la estadistica en nuestro diario vivir.
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Por otro lado, el curriculo chileno, siguiendo tendencias internacionales, incluye la
ensenanza de la estadistica en general y de los gréaficos estadisticos en particular, desde
los primeros niveles educativos en el eje tematico de Datos y probabilidades (MINEDUC,

2012).

La inclusion de estos temas ha influido en distintos d&mbitos educativos como son la
formacion y especializacion de profesores, recursos didacticos y libros de texto. Estos
ultimos, son uno de los recursos fundamentales para el trabajo del eje de Datos y
probabilidades, siendo considerado por muchos la concrecién del curriculo y, en
ocasiones, es el Unico material de apoyo con el que los profesores cuentan para la
preparacion de sus clases, permitiendo o no, el éxito de la ensefianza (Pallauta et al.,
2021). Por razones como las anteriores es que los libros de texto son considerados

fundamentales para los procesos de ensefianza y aprendizaje.

El este sentido, tener mayor informacion con respecto a los graficos estadisticos presentes
en los libros de texto, podria influir en la seleccion de las tareas a trabajar y los
aprendizajes de los estudiantes (Pallauta et al., 2021). De acuerdo con lo anterior, el
objetivo de este trabajo es analizar las actividades sobre graficos estadisticos en libros de

texto de Educacion Primaria en Chile.
Antecedentes

Los gréficos estadisticos presentes en los libros de texto se han vuelto un tema de interés
por diferentes investigadores en Didactica de la Estadistica. Una de las primeras
investigaciones en castellano, es hecha por Arteaga et al. (2013) al indagar por los tipos

de gréficos y tareas solicitadas en los libros de texto de Educacién Primaria en Espaiia.

Mas tarde, Diaz-Levicoy et al. (2016) comparan los graficos estadisticos presentes en
libros de textos espafioles y chilenos (18 textos de cada pais). Los resultados obtenidos
indican una mayor presencia del grafico de barras y el nivel de lectura leer dentro de los
datos. Hallazgos similares son los obtenidos por Vidal-Henry et al. (2020) cuando

analizan 12 libros de texto de primaria de México.

Ademas, se encontraron estudios en Chile (Diaz-Levicoy et al., 2015), Pert (Diaz-
Levicoy et al., 2018), Argentina (Diaz-Levicoy et al., 2017), Venezuela (Salcedo, 2016),
Meéxico (Vidal-Henry et al., 2020), Costa Rica (Jiménez-Castro et al., 2020) y Brasil

(Diaz-Levicoy y Alencar, 2020). Entre los resultados de estos trabajos se destaca el
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predominio de los graficos de barras y del nivel de lectura 2 (leer dentro de los datos)

(Arteaga et al., 2013; Diaz-Levicoy et al., 2015).

Marco teorico

Graficos estadisticos en el curriculo de Educacion Primaria chilena

Para Pinkasz y Tiramonti (2006) el curriculo es el “resultado de un proceso de seleccion
cultural que establece, para una sociedad en un momento determinado, qué es lo deseable

que las nuevas generaciones aprendan” (p. 68).

Ante los requerimientos de la sociedad actual, particularmente el curriculo de matematica
de Educacion Primaria de Chile que comprende ocho cursos actualmente, se organiza
mediante cinco ejes tematicos, los cuales son: nimeros y operaciones; patrones y algebra;
geometria; medicion; datos y probabilidades. Este ultimo eje, el cual es objeto de estudio

en esta investigacion, tiene como fin que los estudiantes:

Registren, clasifiquen y lean informacion dispuesta en tablas y graficos, y que se
inicien en temas relacionados con las probabilidades. Estos conocimientos les
permitiran reconocer graficos y tablas en su vida cotidiana. Para lograr este
aprendizaje, es necesario que conozcan y apliquen encuestas y cuestionarios por
medio de la formulacion de preguntas relevantes, basadas en sus experiencias e
intereses, y después registren lo obtenido y hagan predicciones a partir de ellos.

(MINEDUC, 2018, p. 219).

Las habilidades mencionadas buscan estar a la vanguardia con las modificaciones
curriculares realizadas en diversos paises, incluyendo el trabajo de contenidos de
Estadistica y Probabilidad desde los primeros afios educativos, procurando que los
estudiantes al término de su educacion formal sean capaces de leer, comprender y evaluar

informacion estadistica.

En lo que respecta al eje de Datos y probabilidades (1° a 6° de primaria), en la Tabla 1 se
especifican los objetivos de aprendizaje propuestos en las bases curriculares para abordar

estos temas (MINEDUC, 2018).
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Objetivos

Primero

Segundo

Tercero

Cuarto

Quinto

Sexto

Recolectar y registrar datos para responder preguntas estadisticas
sobre si mismo y el entorno, usando bloques, tablas de conteo y
pictogramas.

Construir, leer e interpretar pictogramas (p. 228).

Recolectar y registrar datos para responder preguntas estadisticas
sobre juegos con monedas y dados, usando bloques y tablas de conteo
y pictogramas.

Registrar en tablas y graficos de barra simple, resultados de juegos
aleatorios con dados y monedas.

Construir, leer e interpretar pictogramas con escala y graficos de barra
simple (p. 232).

Realizar encuestas, clasificar y organizar los datos obtenidos en tablas
y visualizarlos en graficos de barra.

Construir, leer e interpretar pictogramas y graficos de barra simple
con escala, de acuerdo a informacion recolectada o dada. Representar
datos usando diagramas de puntos (p. 237).

Realizar encuestas, analizar los datos y comparar con los resultados
de muestras aleatorias, usando tablas y graficos.

Realizar experimentos aleatorios ludicos y cotidianos, y tabular y
representar mediante graficos de manera manual y/o con software
educativo.

Leer e interpretar pictogramas y graficos de barra simple con escala
y comunicar sus conclusiones (p. 244).

Leer, interpretar y completar tablas, graficos de barra simple y
graficos de linea y comunicar sus conclusiones.

Utilizar diagramas de tallo y hojas para representar datos
provenientes de muestras aleatorias (p. 249).

Comparar distribuciones de dos grupos, provenientes de muestras
aleatorias, usando diagramas de puntos y de tallo y hojas.

Leer e interpretar graficos de barra doble y circulares y comunicar sus
conclusiones (p. 254).

Tabla 1. Objetivos de aprendizaje sobre graficos estadisticos en

Educacion Primaria del curriculo chileno

Niveles de lectura

Una taxonomia para analizar la dificultad de las actividades de lectura en torno a los

graficos estadisticos es la propuesta por Curcio et al. (Curcio, 1989; Friel et al., 2001) y

Shaughnessy et al. (1996), quienes identifican los siguientes niveles:

Leer los datos (nivel 1): Corresponde a la lectura explicita de la informacion del grafico.

Leer dentro de los datos (nivel 2): Conlleva a la obtencion de informacion no presente de

forma literal, por lo que se obtiene mediante calculos simples.
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Leer mas alla de los datos (nivel 3): En este nivel la informacion no se encuentra de forma
explicita ni se obtiene por medio de algin célculo matematico, el estudiante requiere

hacer inferencias y razonar acerca de la informacion presentada.

Leer detrds de los datos (nivel 4): Corresponde a la valoracion critica del grafico, la

informacion representada o las conclusiones derivadas.
Metodologia

Esta investigacion es de tipo cualitativa, sustentada en el paradigma interpretativo,
mediante el estudio de casos y el método de analisis de contenido. Para este analisis se
han considerado 6 libros de texto de la Editorial Gakko Tosho que llevan por nombre
Sumo Primero, los que son proporcionados por el MINEDUC de 1° a 6° de Educacion
Primaria, que se entregan a los centros educativos municipales y particulares
subvencionados (financiados por el Estado y los padres) del pais. El detalle de los libros

de texto seleccionados se muestra a continuacion:

Texto  Autores (afio) Titulo Editorial

T1 Isoda (2021a) Sumo Primero 1° bésico. Texto del Gakko Tosho Co

estudiante. Tomo 1.

T2  Isoda (2021b) Sumo Primero 2° bésico. Texto del Gakko Tosho Co
estudiante. Tomo 2.

T3  Isoda (2021c) Sumo Primero 3° béasico. Texto del Gakko Tosho Co
estudiante. Tomo 2.

T4  Isoda (2021d) Sumo Primero 4° bésico. Texto del Gakko Tosho Co
estudiante. Tomo 2.

T5 Isoda (2021e) Sumo Primero 5° bésico. Texto del Gakko Tosho Co
estudiante. Tomo 2.

T6  Isoda (2021f%) Sumo Primero 6° béasico. Texto del Gakko Tosho Co

estudiante. Tomo 2.

Tabla 2. Libros de texto utilizados

Las unidades de analisis corresponden a los tipos de graficos estadisticos y los niveles de
lectura (Curcio, 1989; Friel et al., 2001; Shaughnessy et al., 1996) que intervienen en las
actividades sobre estas representaciones presenten en los libros de texto. Estos tltimos se

ejemplifican en el apartado de resultados.
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Resultados

Tipos de graficos

En primer lugar, en esta investigacion se analizaron los tipos de graficos presentes en los
libros de texto. En la Tabla 3 se observa los resultados obtenidos al analizar los textos

escolares de primero a sexto de primaria.

Con respecto a esta unidad de analisis se observo el predominio de los graficos de barras
(47,8%), los cuales aparecen desde tercero a sexto de primaria. En segundo lugar, estan
los pictogramas (16,4%), presentes en los cuatro primeros cursos, seguidos por los
graficos de lineas (13,4%), los que se encontraron en los textos de quinto y sexto curso.
Finalmente, los graficos estadisticos menos frecuentes son los graficos de puntos (9%),
tallos y hojas (7,4%) y circulares (6%). La presencia de estos graficos estadisticos estan
en concordancia con los establecidos por el MINEDUC, con excepcion de la ausencia del

grafico de barras en el segundo curso.

Tipo de grafico 1° 2° 3° 4° 5° 6° Total
Pictograma 1(100) 2(100) 5(29,4) 3(25) 0(0) 0(0) 11(16,4)
Barras 0(0) 0(0) 9(53) 9(75)  6(35,3) 8(44,4) 32(47.8)
Puntos 0(0) 00) 3(17,6) 0(0) 0(0) 3(16,7) 6(9)
Lineas 0(0) 0(0) 0(0) 0(0) 8(47,1) 1(5,6) 9(13.,4)
Tallo y hojas 0(0) 0(0) 0(0) 0(0) 3(17,6) 2(11,1) 5(7,4)
Circular 0(0) 0(0) 0(0) 0(0) 0(0) 4(22,2) 4(6)
Total 1(100) 2(100) 17(100) 12(100) 17(100) 18 (100) 67(100)
Tabla 3. Frecuencia (porcentajes) de los tipos de graficos estadisticos en los libros de texto: Sumo
primero

Niveles de lectura

La segunda unidad de analisis correspondié al nivel de lectura requerido para dar
respuesta a las actividades que se sugieren en los libros de texto. Los resultados obtenidos

indican la presencia de los cuatro niveles de lectura.

Nivel lectura 1 (leer los datos). En la Figura 1 se puede observar un ejemplo de este nivel,
el cual esta referido a la popularidad de distintos platos de comida, siendo los resultados

presentados por medio de un pictograma. El estudiante para dar respuesta a las preguntas
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planteadas deberd considerar los elementos que componen el grafico, para luego hacer

una lectura literal de la informacion lo que permitira llegar a la respuesta.

® Formaron columnas con las tarjetas en la pizarra.

Tallarines Ensalada

¢Cudl es la comida mas popular?

¢Cudl es la segunda comida mds popular?

Figura 1. Ejemplo de nivel 1 de lectura (T1, p.89)

Nivel de lectura 2 (leer dentro de los datos). A través de un diagrama de tallo y hojas, en

la Figura 2, se ejemplifica este nivel de lectura, el cual se refiere a la altura de los

jugadores de las selecciones de futbol de dos paises. El estudiante en primer lugar debera

hacer una lectura de la informacién explicita que presenta el grafico y completarlo. Luego,

debera hacer uso de dos operaciones aritmética, las cuales son adicion y sustraccion, esto

le permitira responder a las preguntas b y c, encontrandonos aqui en el nivel 2 de lectura.

) Construye el diagrama de tallo y hojas de la seleccién chilena y compara
con las estaturas de la seleccién alemana.
Alturas seleccion alemana Alturas seleccién chilena

Tallo | Hojas Tallo | Hojas

16 16

17|56 17 &S

18/00014556789999 18

1910012355 19

b) ¢Cudl es la diferencia entre la menor y la mayor estatura en cada caso?

) ¢éCudntos jugadores miden 180 cm o mds en cada seleccion?

Figura 2. Ejemplo de nivel 2 de lectura (T6, p.62)
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Nivel de lectura 3 (leer mas alla de los datos). Un ejemplo de este nivel se puede observar
en la Figura 3, la que representa los lanzamientos de una moneda de tres participantes por

medio de pictogramas.

El estudiante primero debera completar los pictogramas, para luego responder a las
preguntas a y b, haciendo un conteo simple para llegar a la respuesta. Luego, en la
pregunta c se solicita informacidén que no puede obtener mediante una lectura literal o
alguna operacion aritmética, por lo que este debera realizar una inferencia sobre el grado

de posibilidad que tiene de ocurrir un suceso, llegando de esta forma al nivel 3 de lectura.

_a Completa los pictogramas. LY

s
s

Lanzamientos Lanzamientos Mis
de Matias de Ema Lanzamientos

ES
&
S

~
-
~

>
>
>

@
@
&

=

w

N

Cantidad de resultados
4 0 S
7
[
he
Cantidad de resultados
0

Cantidad de resultados
O

INERNARRR

(I O N N R ]
C =N WLW!mew®

Cara Sello  Lado Cara Sello  Lado Cara Sello  Lado

Observa los resultados obtenidos al lanzar una moneda:

@ ¢Cudntas veces obtuvo cara cada participante?
(&) ;Cudntas veces obtuvo sello cada participante?

@ ¢Es posible saber cudl lado de la moneda saldrd en el siguiente
lanzamiento? ;Por qué?

Figura 3. Ejemplo de nivel 3 de lectura (T3, p.47)

Nivel de lectura 4 (leer detras de los datos). Finalmente, en la Figura 4 se ejemplifica el
ultimo nivel, que muestra los tiempos en llegar al colegio de un estudiante, por medio de

un diagrama de tallo y hojas.

En esta actividad al nifio se le solicita primero hacer una lectura literal de la informacion
y responder dos preguntas de conocimiento sobre la estructura del grafico (preguntas a'y
b). Ademas de lo anterior, se le solicita evaluar y valorar las ventajas que tiene el tipo de
grafico utilizado (pregunta c), llegando de esta forma el estudiante al nivel mas alto de

lectura segun Friel et al. (2001) y Shaughnessy et al. (1996).
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A partir del diagrama de Patricio se construyé el siguiente:

a) ¢A qué corresponden los valores .
que estan en el “Tallo”? Tiempo en llegar al colegio

b) ¢A qué corresponden los valores Tallo | Hojas
relacionados con las “Hojas”? 015 7
2 4 6
©) ¢Qué ventajas crees que tiene 2|0 3 5 # 8 8 8
este diagrama? 3|12 5
43

Figura 4. Ejemplo de nivel 4 de lectura (TS5, p.125)

En la Tabla 4 se presenta el resumen de los niveles asociados a las actividades propuestas
en los libros de texto. Se puede observar que el nivel més frecuente correspondié al nivel
2 (leer dentro de los datos) (62%) estando presente desde el segundo al sexto curso,
observandose de esta forma que la mayoria de las actividades requieren célculos simples
y comparaciones. Luego, le sigue el nivel 4 (leer detras de los datos) con un 22,2% el cual
se identifica en los Ultimos tres cursos, requiriendo de los estudiantes una valoracion y
reflexion de la informacion presentada. Por ultimo, los niveles menos frecuentes son el
nivel 1 (leer los datos) (9,5%) presente en casi todos los cursos a excepcion del segundo
y sexto curso y 3 (leer mas alla de los datos) (6,3%), el cual solo se encuentra desde el

segundo al cuarto curso.

Nivel lectura 1° 2° 3° 4° 5° 6° Total
1 1(100) 0(0) 2(154) 2(154) 1(5,9) 0(0) 6(9,5)
2 0(0)  1(50) 10(76,9) 7(56,5) 9(53) 12(70,6) 39(62)
3 0(0) 1(50) 1(7,7) 2(15,4)  0(0) 0(0) 4(6,3)
4 0(0) 0(0) 0(0) 2(15,4) 7(41,1)  5(29,4) 14(22,2)

Total 1(100) 2(100) 13(100) 13(100) 17(100) 17(100) 63(100)

Tabla 4. Niveles de lectura de las actividades con graficos estadisticos presentes en libros de texto:
Sumo primero
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Conclusiones
Esta investigacion permite vislumbrar el tratamiento que se les da a los graficos
estadisticos en los libros de texto, considerando que estos son entregados por el Estado

de Chile a un gran nimero de estudiantes.

En primer lugar, se puede concluir que el grafico estadistico més frecuente correspondio
al grafico de barras. Por otra parte, se observd que en los dos primeros cursos solo se
trabaja con el pictograma, estando ausentes los graficos de barras en segundo curso como
solicita el curriculo (MINEDUC, 2012), lo que implicaria que el docente deba recurrir a

otro material o crearlo para subsanar este vacio que se observé en segundo de primaria.

En cuanto a los niveles de lectura, el mas recurrente correspondid al nivel de lectura 2
(leer dentro de los datos), por lo que el estudiante principalmente en una primera instancia
deberda hacer una lectura literal de los datos, para luego utilizar alguna operacion
aritmética. Es importante destacar de los textos analizados, que en segundo lugar se
encuentra el nivel de lectura 4 (leer detrés de los datos), lo que es positivo para comenzar
a desarrollar la formacion estadistica de los estudiantes, ya que les permitirdn a estos
evaluar, valorar y reflexionar a partir de la informacion representada a través de grafico

estadistico.

Al comparar los resultados obtenidos, con estudios previos, nuestra investigacion
coincide en el predominio de los graficos de barras y el nivel de lectura 2 (Arteaga et al.,

2013; Diaz-Levicoy et al., 2015; Vidal-Henry et al., 2020).

Para concluir, consideramos que en este estudio entregamos informacion util a los
profesores, los que podrian elegir las actividades mas apropiadas al nivel de exigencia

que quieran trabajar con los estudiantes.
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Tema: Ensenanza de la Geometria Fractal, Conocimiento Especializado del profesor de
Matematica

Modalidad: Comunicacion Breve

Nivel educativo: Ensenianza media

Resumen: En este trabajo se presenta el andlisis de una propuesta de enserianza y
aprendizaje sobre Geometria Fractal que fue implementada con profesores de
Matematica en ejercicio de Uruguay. Se implemento en un curso diseriado y tutorado por
Profesores Articuladores Departamentales de Matemdtica de Uruguay y expertos en
didactica. El objetivo general del curso fue contribuir a la formacion continua de los
profesores en ejercicio, y en especial en Geometria Fractal, ya que la mayoria de los
participantes expresaron haber tenido poco o nulo contacto con la temdtica. Se presenta
la construccion de la categorizacion que emergio de las producciones de los
participantes, caracterizando el contenido didactico de la propuesta y del contenido
especializado de la Geometria Fractal, y algunos ejemplos de cada subcategoria.

Palabras claves: Geometria Fractal, Conocimiento Matematico para la Ensefianza,
Profesores de Ensenianza Media.

El problema de investigacion

La ensefianza de la Geometria Fractal (GF) constituye una problematica relevante que
atn no ha sido ampliamente abordada en la Educaciéon Matematica ni en los curriculos
(Chen, Herron, Ding y Mohn, 2018; Karakus, 2013). Pocas veces integra los contenidos
de los planes de formacién docente, por lo que los profesores pueden no tener
conocimiento de esta tematica, su epistemologia y sus fundamentos matematicos (Chen
et al., 2018). Naturalmente, entonces, desconocen coOmo trabajar en su transposicion
didactica (Chevallard, 1999). Por lo tanto, consideramos de gran importancia comenzar

con indagar el conocimiento que los profesores tienen de la GF, y contribuir a
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desarrollarlo, esto es, favorecer a expandir su conocimiento especializado del contenido

GF, mediante la propuesta de un conjunto de actividades desarrolladas especialmente para

esto.

Marco Teorico

Fundamentos tedricos para el analisis del Conocimiento para la ensefianza de
la Geometria Fractal

Son diversas las variables que el profesor pone en juego cuando lleva a cabo un proceso
de ensefanza, siendo una de las principales su habilidad para fomentar el desarrollo de la
adquisicion de conocimiento de sus alumnos. Desde las investigaciones acerca de la
formacion de profesores se han propuesto diversos modelos tedricos, que describen los
diferentes tipos de conocimientos que es deseable que los docentes dispongan para
favorecer el aprendizaje de los estudiantes. Algunas investigaciones indican que cuanto
mayor es el conocimiento del profesor sobre la disciplina a ensefiar, mejor podria llegar
a ser el rendimiento de los aprendices (Hill, Blunk, Charambous, Lewis, Phelps, Sleep y
Ball, 2008). Sin embargo, existen multiples tipos de conocimiento que un profesor pone
en practica a la hora de planificar, desarrollar y reflexionar sobre su trabajo en el aula

(Carrillo, Montes, Contreras y Climent, 2017).

Estos modelos suelen considerar que el conocimiento de la disciplina que se ensefia, si
bien es necesario, no es suficiente para asegurar que el docente lleve a cabo una rica
ensefianza. De esta manera, es deseable que el docente cuente con otros tipos de
conocimiento, algunos de cardcter cognitivo (como saber como aprenden los estudiantes,
cuales son sus afectos, cudles sus dificultades y sus errores), y otros de caracter didactico

(como organizar la ensefianza, disefiar tareas, utilizar recursos adecuados).

La relacion entre el conocimiento, particularmente en Matematica, y la manera de
ensenarla, sigue siendo un tema de debate actual por investigadores en didactica (Hill, et.
al., 2008). Se eligid para este trabajo el marco teérico del Conocimiento Matematico para
la Ensefianza (CME) (Ball, Thames y Phelps, 2008; Hill, Rowan y Ball, 2005). Esto
significa aceptar que los conocimientos que ponen en juego los profesores combinan dos
grandes areas: el Conocimiento del Contenido Disciplinar y el Conocimiento Didactico
del Contenido. La primera incluye el Conocimiento Comun del Contenido, Conocimiento
Especializado del Contenido y Conocimiento en el Horizonte Matematico. La segunda
incluye el Conocimiento del Contenido con relacion a los estudiantes, a la ensefianza y al

curriculo.
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La definiciéon del término conocimiento aportada por Schoenfeld (2010) introduce
elementos que permiten ser identificados en los profesores al resolver una situacion
matematica: “Yo defino el conocimiento de un individuo como la informacién que tiene
disponible para usar para resolver problemas, alcanzar metas, o desarrollar cualquier
tarea. jNotese que, de acuerdo con esta definicidon, el conocimiento no ha de ser
necesariamente correcto!™ (Schoenfeld, 2010, p.25). Esta manera de caracterizar al
conocimiento implica tener presente tres elementos que son pertinentes para la
elaboracion de este trabajo, debido a su relacion con el conocimiento comun (o de base)
y el conocimiento especializado que poseen los profesores respecto a la GF. Estos

elementos son:

-Informacion disponible. Estd conformada por las acciones y maneras de comprender
conceptos matematicos de tipo relacional, instrumental, l6gico o simbodlico, que sean

adaptables a diversas situaciones.

-Para usar. Implica la capacidad de ignorar la informaciéon que no tenga utilidad para
resolver una situacion matematica. Esto puede requerir desechar definiciones informales
desde una perspectiva matematica, o en el otro extremo, demasiado formales para el nivel
en que se quiera ensefiar. Ambas situaciones estdn muy presentes en la literatura
consultada sobre ensefianza de la GF, lo cual motivo a estudiar la transposicion didactica

de los conceptos claves de esta geometria.

-No necesariamente correcto. Esta aseveracion es crucial para el investigador que busca
identificar y comprender el conocimiento que tiene un profesor de Matemadtica respecto
a una determinada area. En estos términos, no es relevante si el conocimiento es correcto
o no, se pretende saber qué conoce el profesor para comprender su accionar (Carrillo,

Contreras, Climent, Escudero, Flores y Montes, 2014).

En este trabajo se adoptara esta definicion de conocimiento como referente para el analisis
de las producciones de los profesores. Esta decision se debe a su compatibilidad con el
modelo tedrico del Conocimiento Especializado para la Ensefianza de la
Matematica® (Carrillo, et al., 2014), al abarcar todo aquello que se conoce
superficialmente sobre la GF, pero también al conocimiento matematico adquirido

durante el transcurso de la propuesta de ensefianza.

* Traduccion realizada por los autores de este trabajo.
5 MTSK por sus siglas en inglés: Mathematics Teacher’s Specialised Knowledge.
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El curso para profesores de Matematica: -caracteristicas e

implementacion

El curso titulado “Geometria Fractal: analisis didactico de propuestas de ensefianza” se
desarrollo en 2021, en tres ediciones con una duracion de 6 semanas cada uno. Fue
disefiado e implementado por dos Profesores Articuladores Departamentales (PAD) de
Matematica de la Direccion General de Educacion Secundaria (DGES), uno de la ciudad
de Canelones y otro de la ciudad de Montevideo, y por dos expertos en Didactica de la
Matematica, uno de Uruguay y otro de Argentina. La inscripcion fue totalmente
voluntaria, y se invito a participar a todo profesor de Matematica de Uruguay que tuviera

al menos un curso a su cargo en la DGES.

La propuesta fue construida considerando principios didéacticos-pedagodgicos para

sustentarla, que se tradujeron en materiales de trabajo entre los que se cuentan:

1. una introduccion hacia la GF a través de una de sus aplicaciones matematicas

(antenas multibanda);

2. preguntas para reflexionar sobre las caracteristicas propias de la GF, intentando
relacionar los conceptos nuevos con lo que los profesores participantes ya

manejan;

3. actividades que buscan generar interés, relacionando la GF con criterios estéticos

y con su complejidad matematica.

El objetivo general del curso fue contribuir en la formacion continua de los profesores en
egjercicio, y en especial en GF, ya que la mayoria de los participantes expresaron haber
tenido poco o nulo acercamiento con la tematica. El curso abarcd dos actividades que
refieren particularmente al concepto de Autosimilitud (AE) y al concepto de Dimension

Fractal (DF).

La modalidad fue a distancia y asincronica a través de la plataforma CREA proporcionada

por CEIBAL (https://www.ceibal.edu.uy/es.).

A lo largo del curso se propusieron 6 tareas, que permitieron analizar los diferentes

conocimientos previos de los profesores y los que desarrollaron sobre GF.
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La resolucion alcanzada en cada tarea fue categorizada en una escala de 1, 2 o 3, a partir

de una rubrica construida con esta finalidad, siendo el nivel 3 el que denota mas

acercamiento al Conocimiento Especializado sobre GF o al Conocimiento Didéctico de

la Propuesta.

En este trabajo se adoptd el esquema elaborado originalmente por Ball (2008), y se adapto

la categorizacion elaborada por Chen (2018) como muestra la Figura 1.
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Figura 1: Diferentes tipos de Conocimiento Matematico para la ensefianza de la GF

Se sustituyd el Conocimiento del Contenido y de los Estudiantes por el Interés en el

contenido GF y de los Estudiantes, ya que se busca analizar el interés que poseen los

profesores de la escuela secundaria, en aprender y ensefiar la GF.

Asi, en este trabajo se precisan los constructos tedricos que se utilizan para el analisis de

los datos obtenidos a la GF, de la siguiente manera:

el Conocimiento Comun sobre GF (CCGF) como aquel conocimiento matematico

utilizado en cualquier ambito (cientifico o profesional) que sustenta aspectos

claves de la GF (perimetro, area, limite, traslacion, rotaciéon, homotecia,

logaritmo, etc.);

el Conocimiento en el Horizonte matematico sobre GF (CHGF) como toda

expresion que dé cuenta de la continuidad o la complementacion de esta geometria

respecto a la geometria euclidea;
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3. el Conocimiento Especializado sobre GF (CEGF) (también llamados por Ma
(2020) clusters o “paquetes de conocimiento) como el tratamiento operativo de
las propiedades de autosemejanza estricta, de dimension fractal y la descripcion

matematica de las transformaciones geométricas que permiten construir un fractal

con autosemejanza estricta, para la GF.

4. el Conocimiento Curricular respecto a la GF (CUGF) como las aseveraciones en
relacion con la posibilidad de ensefiar GF en los diferentes niveles de la ensefianza

media y sus argumentos.
Algunos resultados

El analisis de las producciones de los participantes en el curso no se ha completado. Sin

embargo, es posible indicar algunos resultados

Existen trabajos que describen que presentan la construccion de fractales a partir de la
representacion matricial de las transformaciones afines que conforman el Sistema Iterado
de Transformaciones (Rubiano, 2009) que define el fractal, lo que indica un nivel en
CEGF proximo al superior; sin embargo, esos mismos trabajos se ubican en las categorias

1 0 2 en relacién con alguno de los otros tipos de conocimiento (CCGF, CHGF o CUGF).

Un resultado similar aparece en otras producciones que analizan la definicién

proporcionada en el curso de dimension fractal.

En otras producciones, que evidencian un alto interés en GF y alcanzan el nivel 3 en
CCGF y CUGF, no muestran un desarrollo comparable en CUGF y mantienen un manejo

poco riguroso de las ideas centrales.

Algunos ejemplos de las producciones de los profesores participantes en el curso se

exponen a continuacion, para dar cuenta de los comentarios anteriores.

Como ejemplo de nivel 1 para la pieza de conocimiento Dimension Fractal se tiene el de
la Figura 2. En la Figura 2, se aprecia que, a pesar de que las imagenes mostradas
corresponden al resultado de la primera iteracion del fractal, la conclusion vislumbra la
idea intuitiva de “llenado” al expresar frases como “mayor capacidad de relleno o

“completa mas el plano”.
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Pieza de conocimiento 2: Dimension Fractal (DIMF)

Figura 2: Ejemplo de nivel 1 de la pieza de conocimiento Dimension Fractal

Una produccion que alcanza el nivel 3 es el de la figura que sigue

e T o
DENSIDAD mismo sera mas “lleno’

1 1,261 log4 La dimension fractal D, la podemos definir asi:
log3 )
=108P
5 1,289 log 17 loga
log9 Donde p es la cantidad de subconjuntos de la pamuon
10 1,292 log8 correspondiente a un determinado paso de la meramon, yaesel
! == factor de semejanza de cada subconjunto de la misma particion con
hos la semilla.
S 1,365 log9 Como la densidad es un cociente, éste dependera de que tan grande
log5 sea el numerador y que tan chico sea el denominador.
2 1,464 E Si consideramos a p como la cantidad de subconjuntos que hay en la
log3 particién, y « el factor de reduccién, podemos pensar que cuanto
9 1,500 log8 menor es a, mayor es la longitud de los segmentos (subconjuntos de
! i la particién).
7 1630 log6 Observando los resultados obtenidos:
’ —
log3 « si comparamos fractales con igual a, es mas lleno el fractal que
1 1722 log 16 tenga mayor p, o sea mayor cantidad de subconjuntos en la
’ lg_s particion. (segmentos)
0,
1 g « Si comparamos fractales con igual p, es mas lleno el fractal que
8 1,892 IOLS tenga menor «, o sea el que tenga segmentos de mayor longitud.
og 3
6 2,000 log9
log3

Figura 3: Ejemplo de nivel 3 de la pieza de conocimiento Dimension Fractal

En la Figura 3 se puede apreciar que el profesor realiza observaciones matematicas
respecto al cociente de los logaritmos involucrados en la definicion de Dimension Fractal.
En este caso, se comparan fractales que tienen el mismo factor de escala o la misma
cantidad de subconjuntos de cada particion en cada iteracion, lo que denota un andlisis
matematicamente rico ya que se estd contemplando a la Dimension Fractal como una
particularidad de cada fractal donde se involucra la cantidad de partes idénticas en que se

dividen las iteraciones y los factores de escala con respecto a la semilla.
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Reflexiones finales

La GF se ha gestado hace alrededor de 50 afios, y aunque esta presente en los disefios
curriculares de varios paises, hay necesidad de un analisis didactico que se ocupe de como
ensefiarla. Este fue en parte el cometido de las tres ediciones del curso, y en todas, los
profesores tomaron con entusiasmo y profesionalismo la posibilidad de comenzar a

pensar y repensar la GF y su transposicion didéctica.

En las ediciones 2 y 3 los participantes recibieron la misma secuencia de actividades, pero
fue diferente a la que tuvieron los participantes de la edicion 1. La diferencia entre ambas
propuestas para el curso fue que, en la edicion 2 se agreg6 una actividad cuyo proposito
apuntaba al estudio y a la aplicacion de una definicion de Autosemejanza Estricta
elaborada por los tutores del curso, de la cual se deduce el calculo de la Dimension
Fractal. Esta adaptacion de la propuesta fue elaborada a partir del analisis de la edicion
1, buscando superar algunas limitaciones detectadas en su desarrollo apelando a un mayor

rigor matematico.

Los resultados obtenidos en las ediciones 2 y 3 son importantes insumos para continuar
investigando de qué manera es posible formar profesores especificamente en Geometria

Fractal, para desarrollar su conocimiento especializado para su ensefianza.

En particular, la aparente independencia entre los diferentes tipos de contenidos que se
detectd en las producciones que se resefiaron es un tema de interés didactico, que motiva

un estudio mas detallado.

Finalmente, las modificaciones realizadas en las ediciones 2 y 3, permiten formular la
pregunta de si, a través del estudio de los conceptos de autosemejanza estricta y dimension
fractal, es posible disefar intervenciones de ensefianza en la escuela secundaria, que
aporten al estudiante en su desarrollo de competencias para el reconocimiento de
patrones, los procesos de generalizacion, la modelizaciéon, la operatoria, la

argumentacion, entre otros.
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Tema: modelizacion de la realidad
Modalidad: comunicacion breve

Nivel Educativo: terciario

Resumen: En este trabajo se presentan las apreciaciones de los estudiantes de un curso
de Algebra lineal, ante la implementacién de una propuesta de ensefianza, basada en la
Geometria Fractal, y en particular en su aplicacion para la fabricacion de antenas
multibanda. El interés didactico por esta Geometria es reciente, constituyendo una
problematica relevante, ya que es distinta a la Geometria Euclidea. Sin embargo, aun no
ha sido ampliamente abordada en la educacion matematica y en los curriculos. Los
antecedentes motivan a aprovechar los cursos de segundo ario de carreras de ingenieria
para su ensefianza, creando una oportunidad para motivar a los estudiantes a retomar
algunos contenidos matemadticos. Se formula la siguiente pregunta de investigacion: los
estudiantes de un curso de Algebra Lineal, ;japrecian la propuesta interdisciplinar sobre
Geometria Fractal, aplicada en el diseiio de antenas? Se aplico un cuestionario de 20
items con escala Likert, a 26 estudiantes y al finalizar el curso, constatandose un alto
nivel de aceptacion a propuestas (en los cursos de Matematica) que involucran dareas de
su interés profesional.

Palabras claves: estudiantes de Ingenieria, Algebra lineal, Geometria Fractal, antenas
multibanda.

Introduccion y planteo del problema

El presente trabajo se enmarca en un modelo de ensefianza y aprendizaje que esté siendo

promovido por la Universidad Catdlica del Uruguay (UCU), que implica el desarrollo de
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competencias transversales en los estudiantes mediante actividades interdisciplinares.
Uno de los ejes tematicos de su Plan Estratégico 2019-2021 es: “excelencia en el
aprendizaje interdisciplinario y transversal, de cara a un mundo disruptivo™ (p.3), que

tiene como objetivo prioritario lograr la integracion curricular transversal de los distintos

programas de las asignaturas.

En la formacion de futuros ingenieros, el estudio de la Matematica formal no es un
objetivo en si mismo, aunque se reconoce que los ingenieros necesitan matematizar
problemas. Un conflicto cognitivo puede producirse en el estudiante que, en general, se
enfrenta a la Matemadtica y a la ingenieria de forma separada durante su carrera

(Camarena, 2009).

En este sentido se propuso ensefar algunos elementos de la Geometria Fractal (GF) en
dos etapas distintas de formacion de ingenieros universitarios: en un proyecto de
iniciacion a la investigacién de la carrera Ingenieria Industrial y en un curso de Algebra
lineal correspondiente a segundo afio de diversas carreras de Ingenieria (informatica,
electronica, alimentos y audiovisual) de la Facultad de Ingenieria y Tecnologia (FIT) de
la UCU. Para ambos casos, se propuso una actividad que se desarrollé con modalidad
diferente en cada caso, y consistio en el disefio, implementacion y andlisis del
funcionamiento de una antena basada en el fractal tridngulo de Sierpinski. El disefio de la
actividad fue realizado por profesores de los departamentos de Ingenieria y Ciencias
Exactas y Naturales. En este trabajo se presenta la propuesta de ensefianza, haciendo
énfasis en aquellas actividades vinculadas al Algebra lineal, y se analiza la percepcion de
los estudiantes al abordar la integracion curricular transversal en un curso de Matematica,

a través de un cuestionario de valoracion del curso.

El objetivo de este trabajo es analizar la percepcion 8del potencial de la propuesta para
aprender GF de forma transversal con la construccion de antenas, por parte de los
estudiantes de diversas carreras de ingenieria. Para alcanzar este objetivo, se formula la
siguiente pregunta de investigacion: los estudiantes de un curso de Algebra Lineal,
(aprecian la propuesta interdisciplinar sobre GF, aplicada en el disefio de antenas? En

este sentido, la propuesta sera apreciada por los estudiantes si:

o Entienden que ayuda a tener una vision de la interaccidon entre nociones

matematicas y del area de la Ingenieria (como son las antenas fractales)
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contribuyendo al aprendizaje de los conceptos de autosemejanza y dimension

fractal.

e Valoran positivamente el uso de las herramientas tecnoldgicas (applets,

GeoGebra, videos, Python y sitios interactivos).

o Destacan que se genera interés, en el estudio de la Matematica, a través de una de

sus aplicaciones.
Marco tedrico

La Matematica en contexto

Este trabajo se centra en los procesos de ensefianza-aprendizaje que se presentan cuando
los estudiantes afrontan a la Matematica a través de sus aplicaciones. Esto requiere el
desarrollo de una competencia conocida como modelizacion matematica, esto es, la
creacion o la utilizacion de modelos matematicos utiles para resolver problemas en

contexto (Blum y Niss, 1991).

Uno de los objetivos didacticos, para la formacion de los ingenieros, es brindarles
herramientas conceptuales y funcionales que contribuyan a incorporar la modelizacién
matematica como un proceso ciclico cuando se resuelve un problema de aplicacion
(Mendible, 2007). Un problema aplicado en Matematica esta enmarcado en una situacion
o contexto del mundo real (el “resto del mundo” fuera de la Matematica), asi como las
preguntas que vinculan conceptos matematicos con dicha situacion (Blum y Niss, 1991).
La implementacion de este tipo de problemas no solo desarrolla las competencias
matematicas propias de la modelizacion, si no que genera un mayor interés por la

asignatura y promueve un pensamiento diversificado en los estudiantes (Alsina, 2007).

El enfoque denominado “la Matemadatica en el contexto de las ciencias” o “Mathematics
in the sciences context”, en inglés, se basa en tres grandes supuestos: la Matematica es
una herramienta en las ciencias y un tema educativo, la Matematica tiene una funcién
especifica en cada nivel de ensefnanza, y el conocimiento ha de considerarse integrado (no
fragmentado) (Camarena, 2009). Respecto a la actividad propia del estudiante, el objetivo
es que esté capacitado para poder utilizar el conocimiento matematico en otras areas que

lo requieren en su &mbito profesional.

Uno de los focos de la electronica ha sido la miniaturizacion (Moore, 1965), y las antenas

no han sido la excepcion. Se estd dedicando esfuerzo en fabricarlas pequenas y que
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ademads operen en diferentes frecuencias. Su estructura debe incluir, entonces, diferentes
tamafios, y debe utilizar de manera eficaz el espacio que ocupa. Es pertinente pensar que
las antenas disefiadas con GF pueden contemplar estas caracteristicas: ser multibanda

(debido a la propiedad de autosemejanza) y muy pequenas (longitudes infinitas en areas

finitas).

En particular, la GF naci6 en un contexto que da mucha importancia a la geometria y al
analisis matematico visual de situaciones reales y concretas (medir la costa de un pais),
en particular comenz6 estudiando aspectos de la naturaleza. Es decir, la GF naturalmente

estd dotada para este enfoque de la Matematica en contexto de las ciencias.
;Por qué la Geometria Fractal en Algebra lineal?

En el &mbito de la ensefianza de la Matematica, se reconoce a la GF por su potencial para
estudiar y/o recuperar buena cantidad de nociones matematicas, y por la gran cantidad de
aplicaciones que tiene. Sin embargo, un analisis realizado acerca de las investigaciones
que proponen su ensefianza en el nivel medio y primeros afios de universidad (Artigue et
al., 2021), dio indicios que la forma en que esta geometria es ensefada es haciendo
referencia a lo visual, a su aspecto estético. Esta manera ofrece muy pocas posibilidades
para que un estudiante pueda interactuar con estos objetos matematicos, sin ir mas lejos
que calcular areas, perimetros y dimension fractal en casos muy puntuales. Asi, por
ejemplo, se presentan ciertas formas geométricas obtenidas en un numero fijo de
iteracion, y se lo introduce como un “fractal” sin establecer que el fractal, es la figura

limite de esa iteracion.

La GF estudia objetos geométricos que son producto de iterar un algoritmo, ya sea
geométrico o polindmico, de forma infinita. Hubo (y atn hay) mucha polémica dentro de
la comunidad matematica acerca de como definir estos objetos. El término fractal,
proveniente del latin “fractus” (adjetivo que significa interrumpido o irregular) fue
introducido por el matematico Benoit B. Mandelbrot en el afio 1975, quien observd que
la naturaleza es tan compleja que la Geometria Euclidea (GE) no alcanza para estudiarla,

como es el caso de las formas naturales como una nube, una montafia o costas de paises.

De esta manera, la GF permite describir una gran parte del mundo que nos rodea,
estableciendo modelos matematicos para estudiar formas irregulares y fragmentadas de
la naturaleza, considerandolas estructuras complejas a partir de la repeticion de

estructuras mas simples. Son varios los campos disciplinares que utilizan la GF: medicina,
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geologia, fisica, tecnologia, entre otras, y, en todos ellos, la GF explica cuestiones que la

GE no alcanza (Fusi y Sgreccia, 2020).

En concordancia con el plan estratégico de la UCU mencionado antes y con el Programa
oficial de la materia Algebra lineal que se imparte en las distintas carreras que se ofrecen

en la UCU, se propone utilizar el potencial de la GF para estudiar las antenas fractales.

Un punto de partida interesante es considerar que los fractales son figuras, cuyas
principales caracteristicas son la autosemejanza y la intervencién de dos pardmetros
fundamentales que definen el otro concepto clave, el de dimension fractal: la cantidad de
partes en que se divide el objeto y el tamafo de esas partes (Castiblanco Hernandez y
Montana Paez, 2018). Asi, se asume que son dos los elementos que caracterizan a la GF:

la autosemejanza y la dimension, en este caso denominada dimension fractal.

La propiedad de autosemejanza no se cumple de igual manera en cualquier fractal, hay
diferentes tipos de autosemejanza segln la cantidad de puntos en que se pueda apreciar
la presencia de copias idénticas de si misma (Artigue et al., 2021). Pero, si se busca una
formulacion matematica de la autosemejanza que pueda ser abordada en un curso de
Algebra lineal, es necesario hacer referencia al concepto de semejanza de la GE para

estudiar aquellos fractales que poseen autosemejanza del tipo estricta.

Una transformacion de semejanza en el plano es definida como una funcién del plano en
el plano que se obtiene mediante la composicion de una homotecia con una isometria
(rotacion, traslacion o simetria); estas transformaciones geométricas son estudiadas en el
curso de Algebra lineal desde un punto de vista matricial y ademéas como
transformaciones lineales y afines. Para el estudio de los fractales, dichas
transformaciones deben ser contractivas, es decir con razéon de homotecia entre cero y
uno, por lo que al aplicarla reduce la distancia entre dos puntos cualesquiera de la figura

imagen.

Estas transformaciones deben aplicarse iteradamente, constituyendo un Sistema de
Funciones Iteradas (SFI). Con los SFI los matematicos lograron una unidad en tanta
diversidad, definiendo transformaciones geométricas del plano en el plano a través de
transformaciones afines de forma matricial (Rubiano, 2009) utilizando recursos de
Algebra lineal. Un SFI debe dar cuenta de las transformaciones que se aplican a la figura
original llamada semilla. Debe proveer la informacion necesaria respecto del nimero de

transformaciones que lo componen y sus caracteristicas, como ser: la razén de homotecia
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o razdn de contractividad, las posiciones relativas respecto al iniciador, y su traslacion o

rotacion, el orden en el cual se aplican.

Con independencia de la figura original, el comportamiento limite del SFI garantiza que,
cada algoritmo fractal d¢ lugar a una figura limite, y s6lo una (Pérez Medina, 2007). Por
lo tanto, cada conjunto formado por transformaciones de semejanza define una imagen
fractal denominada atractor del SFI, que siempre existe y es unico. (Moreno-Marin,
2002). Este aspecto dota a los fractales de la propiedad de autosemejanza estricta (Pérez

Medina, 2007).

En el curso de Algebra lineal de la UCU y en los textos clasicos de esta asignatura, el
concepto de dimension es definido tradicionalmente como la cantidad de vectores que
presenta una base de un cierto Espacio Vectorial (Grossman y Flores, 2019) esto es, la

ampliacion del concepto de dimension euclidea.

La propuesta de actividades y su implementacion con los estudiantes de

Algebra lineal

El curso de Algebra lineal desarrollado en 2021 tuvo una duracién de un semestre
curricular (4 meses), con modalidad a distancia debido a la pandemia COVID-19. Se
incluy6 una préctica grupal de laboratorio para construir una antena fractal. El total de
alumnos que participaron fue 26. Durante todo el curso, se propusieron actividades

referidas a la GF, las cuales se resumen en la Tabla 1.

Nombre de la | Consigna Proposito
actividad

1. Videos sobre| Estudiar un video sobre | Introducir el concepto matematico fractal y
antenas fractales antenas fractales e identificar | sus propiedades caracteristicas.
sus principales ventajas.

2. Mathigon Interactuar con el libro
Mathigon y realizar todas las
actividades que se plantean en
el libro.

3. Construccion en | Disefiar en GeoGebra la cuarta | Identificar las transformaciones geométricas

GeoGebra iteracion de los fractales. | necesarias para la construccion de los
Conjunto de Cantor y | fractales. Determinar dichas transformaciones
Alfombra de Sierpinski. en forma matricial. Utilizar en GeoGebra

comando AplicaMatriz.

4. Autosemejanza y | Utilizar la definicion Justificar matematicamente la autosemejanza
Dimension propuesta en las notas del estricta y la dimension de un fractal.

curso de autosemejanza
estricta y dimension fractal.
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5. Disefar una antena | Disefiar en GeoGebra una | Utilizar  transformaciones geométricas,

fractal antena fractal basada en el | comando AplicaMatriz o crear nueva
triangulo de Sierpinski, dados | herramienta para disefiar en GeoGebra una
ciertos parametros. antena fractal basada en el tridngulo de

; ; Sierpinski.

6. Construccion de una | Construir en placa de cobre la

antena fractal antena en forma de circuito
impreso.

7. Estudio del | Utilizar radios definidas por | Medir las caracteristicas de la antena

comportamiento de la | software para analizar el | utilizando radios definidos por el software

antena construida comportamiento de la antena | (SDR) disponibles en el Departamento de

Ingenieria de UCU.

Tabla 1: Actividades de ensefianza

La actividad 3 fue propuesta luego de haber abordado operaciones con matrices.
Particularmente se trabajo con transformaciones matriciales, asociando la transformacion
geométrica y la matriz correspondiente. El comando AplicaMatriz fue utilizado en
algunos casos, en otros se utilizo la posibilidad de crear una “herramienta nueva”. Esto
dio el puntapié para determinar el SFI correspondiente para el tridngulo de Sierpinski. La

figura 1 muestra la produccién de uno de los estudiantes:

'D A OO N

Figura 1: Diseiio en GeoGebra de una antena basada en el triangulo de Sierpinski, produccion
realizada por un estudiante.

Para la actividad 6, se tom6 en cuenta la tesis Disefio e implementacién de antenas
fractales para UHF la cual tiene como objetivo general disefiar y simular una antena
fractal utilizando el tridngulo de Sierpinski (Sandoval y Vire, 2008). Si bien el tamafio de
la antena es especificado, en la actividad del curso fue modificado y ajustado al tamafio
del sustrato de cobre disponible en el laboratorio de electrénica (10cm por 10cm). Una
vez pronto el disefio y verificadas las escalas, procedimos a la creacion de la antena; para
esto fue necesario tener los materiales especificos, los cuales fueron: una plancha, tijera,

marcadores, placas de cobre, hojas de acetato y 4cido ferritico. Con estos materiales
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reunidos, se imprimi6 el disefo en la [dmina de acetato para pasar por calor a la placa de

cobre (proceso de sublimacidn casero). Se utilizaron marcadores para repasar el disefio

en caso de que la transferencia tuviera algun detalle.

El siguiente paso fue llevar la placa a un recipiente con acido sulfurico para que el mismo
quitara las zonas restantes de cobre que no forman parte de la antena. El conector de la
antena fue ensamblado con una fresadora numérica, para realizar los orificios necesarios,
luego el conector fue soldado con estafio para la lograr la conexion eléctrica. En la Figura

2 se muestra el procedimiento realizado por uno de los grupos de estudiantes.

Figura 2: Proceso de construccion de la antena, produccion de estudiantes.

Metodologia

La metodologia aplicada a este estudio es cualitativa y descriptiva. Se realiz6 un andlisis
evaluativo como paso especifico del andlisis didactico ya que el objetivo fue identificar
las fortalezas y debilidades de la propuesta sobre GF, previendo dificultades y sefialando

las oportunidades para mejorarla (Rico, 2013).

En el marco de la evaluacion del curso de Algebra lineal correspondiente a carreras de
Ingenieria de los primeros afios, se elabord un cuestionario, administrado por Google, de
valoracion a 26 estudiantes, que lo respondieron al finalizar la implementacion de la
propuesta. Al principio del cuestionario se plantearon dos preguntas que buscaban que
los estudiantes valoraran el curso globalmente, seleccionando una opcion (desde malo
hasta excelente) y justificaran dicha seleccion. Luego se propuso un conjunto de
afirmaciones para las que cada estudiante tenia que valorar con una escala Likert (1932)
de cuatro niveles de acuerdo: Totalmente en desacuerdo (1), En desacuerdo (2), De
acuerdo (3) y Totalmente de acuerdo (4). Los items se codificaron como Q1, Q2, ..., Q20,

en relacion con el nimero de item (ver Anexo).

Resultados
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Un analisis descriptivo y cualitativo de las respuestas a las preguntas de valoracion
general del curso, indica que el curso fue evaluado entre muy bueno (50%) y excelente
(50%). La valoracion de las actividades fue para el 85% de los estudiantes, como
interesantes y muy interesantes. Entre los aspectos que mas destacaron de la propuesta,
mencionan el trabajo colaborativo; la aplicacion de la Matematica en las antenas fractales;
el uso de software; el dinamismo y la practica en laboratorio; y los fractales como algo
distinto en la clase de Matematica. Algunos comentarios de los estudiantes (E) en las
primeras preguntas de apreciacion general del curso, que ejemplifican estas afirmaciones

son los siguientes:

El: “El tema de Fractales me parecio muy interesante, en particular poder aplicarlo a
casos concretos, y lo mismo con matrices. Ademas, para conceptos abstractos como la
dimension, siento que ayudaron mucho las actividades interactivas como el libro de
Mathigon. También fue muy bueno hacer la antena, y fue muy divertido cuando
disolvimos una batea de aluminio. Me gusto mucho hacer un proyecto de este estilo en
vez de un examen clasico. Siento que aprendi un monton y disfruté el proceso, no fue un

cierre estresante como suele ser en otras materias.”

E2: “Las actividades que hicimos me resultaron interesantes y concretamente la tarea
final, ya que nos lleva a salir de nuestra zona de confort y participar de una actividad

que involucra varias areas y trabajo practico que resulta entretenido.”

E3: “Creo que el tema Fractal fue una buena eleccion porque se rompio con los cursos

convencionales de Matematica y por ende fue divertido y mds ameno.”

En cuanto a la posibilidad que presenta la propuesta para contribuir al aprendizaje de los
conceptos de autosemejanza y dimension y la descripcion de un fractal, los resultados
son alentadores. Si bien el 69% de los estudiantes reconoci6 cierta dificultad para la
construccion de un fractal usando elementos del Algebra lineal (Q9), el 77% de los
estudiantes sostuvo que la definicion de autosemejanza estricta presentada facilité su
comprension de la dimension fractal (Q6). Por su parte, un 69% de los estudiantes
declar6 que comprender que la dimension fractal puede ser un nimero no entero, no
resulta tan dificil (Q8). Finalmente, el 81% de los estudiantes reconocid la importancia
de sus conocimientos de geometria basica para explicar la construccion de algunos

fractales (Q4).
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En cuanto a la valoracion del uso de las herramientas tecnolédgicas, casi la totalidad de los
estudiantes (96%) indicd que los materiales interactivos ayudaron a comprender las
caracteristicas de los fractales (Q2), aunque para un poco menos de la mitad de los
estudiantes (46%) el conocimiento necesario de GeoGebra representd cierta dificultad

(Q3). A pesar de este obstaculo, un 73% admiti6é que utilizar GeoGebra fue gratificante

para construir una iteracion particular de un fractal (Q7).

En cuanto a la posibilidad de generar interés en el estudio de la Matematica, un 85%
considera que estudiar fractales le hizo pensar en cuestiones nuevas, como procesos
infinitos, patrones u operaciones que se repiten indefinidamente (Q11). Casi todos (92%)
aceptan que los fractales representan una Matemadtica actual con aplicaciones
tecnologicas en auge (Q14), tanto que el 69% esta en desacuerdo con la idea de que la

Matematica es demasiado abstracta y sin aplicaciones (Q15).

En cuanto al estudio de la Matematica en contexto, casi todos los estudiantes (92%)
valoraron positivamente la incorporacion de las antenas fractales en el curso (Q1). Mas
de la mitad de ellos (62%) reconoci6 que el aprendizaje de fractales tiene mucha relacion
con su formacion profesional (Q12). Asi un 85% expresé que le gustaria saber mas sobre
fractales y sus usos en otras areas (Q13). El 73% estuvo de acuerdo con que estudiar
Matematica en contexto, representa una ayuda a su estudio (Q16). El 73% declar6 estar
en desacuerdo con que la construccion de la antena fuera dificil a pesar de haberlo hecho
en grupo (Q19), y un 92% expres6 que el trabajo colaborativo ayudoé a que la construccion
de la antena fuera una tarea facil (Q17). Casi todos los estudiantes (96%) expresaron sentir
emocion cuando constataron que la antena funcionaba (Q18), y el mismo porcentaje
estuvo de acuerdo con la importancia de incorporar actividades en contexto en los cursos

de Matematica para fortalecer habilidades para futuros ingenieros (Q20).

Reflexiones finales

El objetivo de este trabajo fue conocer la valoracion de los estudiantes de ingenieria de
una propuesta de enseflanza interdisciplinar entre la Matematica y las
Telecomunicaciones. El foco de la propuesta fue el disefio, implementacion y analisis del
funcionamiento de una antena basada en un objeto fractal conocido, involucrando a los
profesores de los departamentos de Ingenieria y Ciencias Exactas y Naturales de la UCU.

Luego de implementar la propuesta, los estudiantes respondieron de forma anénima a un
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cuestionario que relevo en qué medida ellos apreciaron la propuesta en su formacion

como futuros ingenieros.

Los resultados del analisis del cuestionario indican una muy buena aceptacion de la
propuesta de ensefianza sobre aspectos esenciales de la GF, ya que los estudiantes se
mostraron entusiastas con las actividades con el software y con la construccion de la
antena. Esto ofrece un panorama alentador en cuanto a las posibilidades de que una
ensenanza interdisciplinar como se propone desde la Universidad tenga buena aceptacion
por parte de los estudiantes e impacte de forma positiva en sus aprendizajes y su
valoracion de la Matematica como herramienta para modelizar situaciones propias de su

campo de accidon como ingenieros.

Si bien estos resultados animan a revisar la propuesta y a realizar algunos cambios que
involucren el uso de herramientas informaticas mas sofisticadas y especializadas, como
el uso de Python que los estudiantes de este nivel conocen, quedan algunos desafios
planteados para seguir investigando, por ejemplo, disefiar la mayor cantidad posible de
unidades tematicas de la materia Algebra Lineal, buscando ensefiar la Matematica a partir

de sentido mas genuino, que es el de modelizar las situaciones propias de la ingenieria.
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Anexo

Cuestionario de valoracion de la propuesta.

Q1. Los fractales se ajustan a los temas del curso de Algebra lineal, y mas estudiando

sus aplicaciones tecnoldgicas.

Q2. Los materiales interactivos (libros, sitios, applets) ayudaron a que comprendiera

algunas caracteristicas de los fractales.

Q3. El conocimiento necesario para usar GeoGebra fue un obstaculo para completar

algunas tareas.

Q4. Mis conocimientos de geometria permitieron poder explicar la construccion de

algunos fractales.

Q5. Algunas de las caracteristicas de los fractales me resultaron dificiles de aprender.
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Q6. Utilizar la definicion de autosemejanza estricta me permitié comprender “mas

matematicamente” la idea de dimension.
Q7. Utilizar GeoGebra para construir un fractal me result6 gratificante.

Q8. No me resulto dificil comprender qué significa que la dimension fractal puede ser

un namero no entero.

Q0. Es dificil describir con precision la construccion de un fractal usando lenguaje

algebraico para describir las transformaciones necesarias.

Q10. A veces un material interactivo puede inducir a errores, porque solo puede mostrar
los primeros pasos de la construccion de un fractal y no es posible representar el fractal

mismo.

Q11. Tomar contacto con fractales me hizo pensar en cosas que no habia considerado
antes, como procesos infinitos, o reconocer patrones o similitudes, u operaciones que se

repiten indefinidamente.
Q12. Lo que aprendi de fractales no se relaciona con mi formacion profesional.
Q13. Me gustaria saber mas sobre fractales, para saber si tienen usos en otras areas.

Q14. Los fractales muestran una Matematica nueva y aplicaciones recientes (antenas,

mercados financieros) y por eso vale la pena estudiarla.

Q15. Habiendo aprendido de fractales, refuerzo la idea de que la Matematica es

demasiado abstracta y sin aplicaciones.

Q16. Poder relacionar fractales con aplicaciones que me interesan me ayudo a

estudiarlos.

Q17. El trabajo colaborativo ayudé a que la construccion de la antena me resultara una

tarea facil.
Q18. Me caus6 emocion poder constatar que la antena funcionaba
Q19. La construccién de la antena fue dificil para mi a pesar de haberla hecho en grupo.

Q20. Es importante que haya este tipo de tareas en los cursos de Matematica para

fortalecer habilidades necesarias en un futuro ingeniero.
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El conocimiento matematico especializado de los
futuros maestros para la ensenanza de las fracciones

Un estudio de casos
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Modalidad: Comunicacion breve

Nivel educativo: Terciario

Resumen: En este trabajo se reporta un estudio de casos que consiste en la exploracion
vy descripcion del conocimiento matemdtico y didactico que poseen los estudiantes
avanzados de magisterio de un instituto publico de Montevideo, para ensefiar el concepto
de fraccion en su interpretacion parte-todo. Para llevar adelante la investigacion se opta
por un estudio de cardcter mixto. En una primera instancia se aplica un cuestionario con
un enfoque cuantitativo y posteriormente se realizan entrevistas con un enfoque
cualitativo. A partir de los datos y del andlisis que se realiza de ellos en las diferentes
etapas, se obtuvieron diversos hallazgos en cuanto al conocimiento didactico y
matematico de los futuros maestros. En particular, se recogen evidencias que ponen de
manifiesto dificultades matematicas en el tratamiento de fracciones que involucran
magnitudes discretas o mayores a la unidad.

Palabras claves: fraccion, parte-todo, conocimiento diddctico, conocimiento
matemdatico.

Introduccion

Algunos investigadores como Fandifio Pinilla (2007), Martinez y Lascano (2001),
Obando (2003) y Pazos (2009) han explorado las dificultades que atraviesan los
estudiantes al trabajar y aplicar el concepto de fraccion en sus multiples significados.
Mientras que otros investigadores, tales como Ivars et al. (2016), Gonzalez Retana y
Eudave Mufoz (2018) y Rojas et al. (2015), han centrado su interés en indagar sobre el
conocimiento que es necesario que tenga un docente para ensefiar matemadtica y en
particular, el concepto de fraccion. Los investigadores Gonzélez Retana y Eudave Mufioz
(2018) en sus estudios, indican que tanto las fracciones como los nimeros decimales son
un reto de aprendizaje y ensefianza para los estudiantes y profesores, respectivamente,
por lo que resulta un desafio para aquellos que se estan formando como profesores. A

partir de los trabajos revisados se infiere, entonces, la importancia de seguir avanzando
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en estudios que clarifiquen el conocimiento que los futuros docentes necesitan para poder
abordar en las aulas el concepto de fraccion en sus multiples significados. Es por lo

anterior que este trabajo centra el interés en el significado de la fraccion como relacion

parte-todo.

Marco conceptual

El modelo MTSK

Para abordar este trabajo se adopta el modelo denominado Conocimiento Especializado
del Profesor de Matematica (MTSK por sus siglas en inglés). Dicho modelo pretende
explicitar qué conocimientos son fundamentales para que un docente lleve adelante su
tarea de enseflar matematica. En particular, en el modelo se definen dos dominios de
conocimiento denominados: conocimiento matematico (MK) y conocimiento didactico
del contenido (PCK). Cada uno de los dominios se divide a su vez en tres subdominios
que permiten explicar diferentes conocimientos del docente (Carrillo et al., 2018), ver
Figura 1, definiéndose de este modo un total de seis subdominios. Los autores del modelo
sefialan ademas que todos estos subdominios se van a ver atravesados por las creencias
que los docentes tengan sobre la propia matematica y sobre la ensefianza y el aprendizaje

de la matematica.

KMT
Knowledge of
Mathematics
Teaching

KoT

Knowledge of
Topics

n
Pad

KFLM

Knowledge of
Features of
Learning
Mathematics

KSM

Knowledge of the
Structure of
Mathematics

M JUIUO) ey

Mathematical Knowledge

Knowledge of
Mathematics
Learning Standards

Knowledge of
Practices in
Mathematics

Figura 1: Dimensiones del modelo MTSK (Carillo et al., 2018)

En este trabajo el interés se centra en los subdominios Conocimiento de los Temas (KoT)
y Conocimiento de las Caracteristicas del aprendizaje de las Matematicas (KFLM). En
particular, el subdominio KoT refiere al conocimiento que el docente tiene sobre los

contenidos matematicos tales como procedimientos, conceptos, teoremas, entre otros,
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mientras que el KFLM refiere al conocimiento que el docente tiene de coémo aprenden los

estudiantes, como piensan, qué errores frecuentes cometen, etc. (Flores-Medrano, 2016).

El concepto de fraccion

Llinares y Sanchez (1997) sefialan que para hacer alusion al concepto de fraccion es
necesario referirse al término como un megaconcepto. Los autores reportan que para
comprenderlo hay que tener en cuenta los subcontructos e interpretaciones que de ¢l se
derivan. En particular, al realizar una revision bibliografica se recogen multiples
significados del concepto, entre los cuales destacamos: parte-todo, medida, cociente,
operador y razon. Esta investigacion profundiza en el concepto de fraccion como relacion
parte-todo que segun Llinares y Sanchez esta interpretacion se da cuando “(...) un “todo”
(continuo o discreto) se divide en partes “congruentes” (equivalentes como cantidad de
superficie o cantidad de “objetos™). La fraccion indica la relaciéon que existe entre un

numero de partes y el numero total de partes” (1997, p.55).

Se puede ver que el significado parte-todo que se le da a la fraccion acarrea multiples
dificultades que permiten explicar el fracaso de los estudiantes al aplicar el concepto de

fraccion.

Método

Se aplic6 un cuestionario de caracter cuantitativo a una muestra de 72 estudiantes de un
instituto de formacién de maestros publico de Montevideo (ver Figura 2). Dicho
cuestionario consta de 19 preguntas multiple opcidn, divididos en 9 bloques, que permiten
recoger informacién sobre el conocimiento (KoT) que poseen los estudiantes avanzados
de magisterio. Cada uno de los bloques permite recoger evidencias de algin aspecto del

concepto de fraccion.
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Pregunta 1.1 Pregunta 1.2
Teendo en cuenta que la unsdad es el hexagono Temendo en cuenta que ¢l cisculo es la unidad y que estd

v que esti dividido en 6 pastes sguales, dividido en 4 partes iguales.

= 0

;Qué fracadn representa la zona pintada de gas? ¢ o
e 2Qué fracaidn representa la zona pmtada de guse

{ 2/ ras 24
@) 2/4 (A) 5/8
B) 6/2
’ (B) 514
17 o )/
&~ &0 (©) 513
D) 4/6
) (D) 255
Pregunta 1.3 Pregunta 1.4
Se sabe que el total de las fichas dibujadas en la Pa—
. . . °
siguiente imagen representan la unidad, ° o

(Qué fraccion representan las

, .. . . Gehs 467
sQué fraccién del total de las canicas del conjunto, fichas negras?

son negras?

(A) 3/8 (A) 912
®) 3/5 (B) 9/3
© 8/3 (©) a7
D) 5/3 (D) 312

Figura 2: Pregunta 1 del cuestionario

Luego de la aplicacion del cuestionario se realiza un analisis de los resultados obtenidos,
definiendo asi tres niveles segiun los puntajes alcanzados (bajo, medio y alto).
Posteriormente seleccionamos aleatoriamente dos estudiantes representantes del nivel
bajo y alto y tres del nivel medio. A estos siete estudiantes seleccionados se les realiza
una entrevista que permite recoger informacion sobre el conocimiento didéactico del
contenido (KFLM) y ademds complementar los hallazgos del cuestionario en cuanto al

KoT.

Resultados

Conocimiento matematico (KoT)

Las cuatro preguntas que se muestran en la Figura 2 conforman el bloque 1 del
cuestionario que permitid recoger informacion sobre el KoT. Dicho bloque tiene como
objetivo determinar si los estudiantes logran vincular representaciones graficas basicas
de fracciones, dadas en diferentes contextos, mayores y menores que la unidad, con su

representacion fraccional. En la Tabla 1 se muestra un resumen de las preguntas y la
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frecuencia con la cual se eligi6é cada una de las opciones de respuesta, visualizando en

color verde la opcion correcta para cada pregunta y una columna final que indica la

cantidad de encuestados que no respondieron a la pregunta indicada.

Los datos relevados en la Tabla 1 nos permiten afirmar, que en promedio 4572 (63,5 %)
de los estudiantes encuestados contesta de forma acertada a las preguntas del bloque 1.
Esto permite reportar que mds de la mitad de los encuestados logran vincular
representaciones graficas mayores y menores que la unidad con su representacion
fraccional en contextos continuos y discretos, reconociendo la unidad de referencia y las
partes. Asimismo, podemos ver que, en promedio, 2672 (35,8 %) estudiantes no logra

contestar a las preguntas del bloque de forma correcta mientras que un 0,7% omite

contestarlo.
En Porcentaje de Porcentaje de Porcentaje de
A B C D . y:
blanco acierto error omision
Pregunta
11 o 1 iy o 0 98,6 1,4 0
Pregunta
1.2 33 e 3 1 2 38,9 58,3 2,8
Pregunta
1.3 @ 3 0 0 95,8 42 0
Pregunta
14 234 0 e 0 208 792 0

Tabla 1: Cuestionario 1, bloque 1

En las preguntas 1.1 y 1.2 los estudiantes deben reconocer las partes, el todo y el vinculo
entre estas en representaciones continuas, ver Figura 2. A partir de la informacion
recabada podemos decir que en promedio 5072 (68,8%) logra reconocer de forma
correcta las partes, el todo y la fraccion representada en contextos continuos, 2172

(29,8%) lo hace de forma incorrectay 172 (1,4%) no lo hace.

En la pregunta 1.2 podemos ver que la opcion incorrecta mas elegida es la A. Esta opcion
permite evidenciar que para encontrar el numerador y el denominador de una fraccion los
estudiantes cuentan el total de partes pintadas y el total de partes disponibles,
respondiendo que la fraccion es “partes pintadas” sobre “total de partes en que se dividio

el todo” sin considerar la unidad de referencia que, por ejemplo, en el caso de la pregunta

1.2 es el circulo.

En cuento a las preguntas 1.3 y 1.4 que implican el reconocimiento de las partes, el todo

y la fraccion involucrada en representaciones donde la unidad es un conjunto discreto,
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ver Figura 2, podemos ver que en promedio 4272 (58,3%) lo hace de forma correcta y

3072 (41,7%) lo hace de forma incorrecta.

En acuerdo con lo indicado por Obando (2003) y Le6n-Mantero et al. (2016) el manejo
de fracciones que implican el uso de magnitudes discretas resulta mas complejo a los
estudiantes. Tal como se reportd en los parrafos anteriores 5072 (68,8%) estudiantes
contestan de forma correcta a las preguntas donde la representacion grafica estd sujeta a

un contexto continuo, mientras que 4272 (58,3%) estudiantes lo hacen a las preguntas

que implican el trabajo en contextos discretos.

Por otro lado, las preguntas 1.1 y 1.3 fueron en las que se obtuvieron mayor porcentaje
de acierto pues son contestadas de forma correcta por un 98,6% y un 95,8%
respectivamente. De forma contraria las preguntas 1.2 y 1.4 son las que tienen un
porcentaje de acierto menor 38,9% y 20,8% respectivamente. En particular, la gran
diferencia de acierto entre unas preguntas y otras radica en que en las dos primeras se
pedia a los estudiantes vincular una representacion grafica menor que la unidad con su
representacion fraccional, mientras que en las preguntas donde el porcentaje de acierto
fue menor se pedia vincular una representacion grafica mayor que la unidad con su

respectiva representacion fraccional.

A partir de lo mencionado en el Gltimo parrafo se infiere que los estudiantes encuestados
presentan dificultad en el reconocimiento del “todo” (D1) cuando las fracciones
involucradas son mayores a la unidad (Pazos, 2009) pese a que dicho “todo” sea
explicitado. En consecuencia, podemos ver que tanto en la pregunta 1.2 como en la 1.4 la
opcidn incorrecta mas elegida es la A. Esto ultimo permite evidenciar que para encontrar
el numerador y el denominador de una fraccion los estudiantes cuentan total de partes
pintadas y el total de partes disponibles, respondiendo que la fraccion es “partes pintadas”
sobre “total de partes en que se dividio el todo” sin considerar la unidad de referencia
que, por ejemplo, en el caso de la pregunta 1.2 es el circulo. Pazos (2009) advierte que,
en general, las fracciones mayores a la unidad son menos intuitivas para trabajar la
relacion parte-todo y por tanto, son utilizadas con menor frecuencia en las aulas. En el
caso de la pregunta 1.2 al elegir la opcion A se infiere que el estudiante esta interpretando
que para encontrar la fraccion tiene que dividir los dos circulos en 4 partes iguales y contar
cuantas partes quedan pintadas (5) del total de partes disponibles (8) tal como se

procederia en representaciones que son menores a la unidad. En el caso de la pregunta
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1.4 vemos que sucede algo similar pues los estudiantes eligen la opcion 9/12 donde el
numerador nos indica la cantidad de canicas pintadas de negro y el denominador la

cantidad total de canicas, sin importar que la unidad era la coleccion formada por 6

canicas.

En este bloque vemos que predomina el concepto de fraccion como conteo de partes, es
decir la fraccion es vista como partes pintadas sobre total de partes entre las que se ha
dividido la unidad (Pazos, 2009). Este concepto funciona bien para las preguntas 1.1 y
1.3 donde la fraccion que se trabaja es menor a la unidad, pero fracasa para el caso en

donde la fraccion a encontrar es mayor a la unidad.

Conocimiento de las caracteristicas del aprendizaje (KFLM)

Luego del cuestionario, como ya se menciond, se realizaron entrevistas a los futuros
maestros. En dichas entrevistas se les present6 a los estudiantes de magisterio una
actividad que era propuesta a escolares, ver Figura 3, donde se muestran seis
representaciones para las cuales deben decir si se corresponden con %, cabe destacar que
dicha actividad es una adaptacion de la presentada por Ivars et al. (2016). Posteriormente,
se le presenta a los entrevistados la respuesta de un estudiante escolar (Victor) frente a la
actividad que se muestra en la Figura 3. Luego que los entrevistados leyeran la respuesta
de Victor (Figura 4), se les consultd: ;Como corregirian la respuesta del estudiante? y
(Qué¢ fortalezas y debilidades presenta el estudiante escolar respecto al concepto de

fraccion?

Teniendo en cuenta la parte sombreada de gris.

LEn cudl (o cudles) de las siguientes optiones se ha representado 3/47

Figura 3: entrevista
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Es importante sefialar que las preguntas mencionadas en el parrafo anterior nos permiten
explorar si los futuros maestros reconocen, en las respuestas de estudiantes escolares,
errores o dificultades comunes. En particular, en un analisis a priori de las respuestas
esperadas en la entrevista se puede ver que los futuros maestros pueden responder correcta
o incorrectamente respecto a si las respuestas dada por el escolar es acertadas o no.
Ademas, los entrevistados deberian poder identificar, en la respuesta de Victor, que el
escolar no tiene presente la propiedad que establece que las partes deben ser congruentes,
que una parte puede estar dividida en otras partes (fracciones equivalentes) y que un grupo

de partes puede ser considerado como una parte (fracciones en contextos discretos).

Respuesta de Victor (V)
V: Mmmm, bueno yo creo que la figura A, B, C y D representan tres cuartos.
M: ;Por qué crees que son esas figurasr

V: Porque en las figuras A, B, C y D hay 3 partes pintadas de 4, es decir tres cuartos.

Figura 4: respuesta de un escolar (Victor)

En primer lugar, frente a la pregunta sobre como corregirian la respuesta que brindo
Victor, cuatro de los siete entrevistados (E2, E3, E5S y E7) indican claramente que la
respuesta dada por el escolar es incorrecta, y en algunos casos, aunque no responden
directamente indicando que es incorrecta, brindan orientaciones que muestran
reconocimiento del error cometido por el escolar. En palabras de los propios
entrevistados:

Entrevistado 2: Yo le volveria a preguntar, a volver a formular la pregunta. ";Estas seguro que las

preguntas A y C realmente representan tres cuartos? Fijate en la dimension de los cuadraditos.

(Son todos iguales?" Volveria a hacer una pregunta. No cortaria el didlogo. Obviamente también

el tema de la E, que dejo afuera.

Entrevistado 3: Primero lo que te explicaba. Primero porque me parece que la A y la C no me

parece que sean correctas, porque entiendo que tiene que estar representados en partes iguales.

Entrevistado 5: [...] Entonces imagina que la B y la C son una barra de chocolate. Si tenemos
cuatro nifios, si agarramos la C... ; Tl crees que todos los nifios comerian la misma cantidad de

chocolate si agarran la barra C que la barra B? ;O habria algun nifio que no esté de acuerdo con el
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pedacito que recibe? Ahora, con la A, yo le diria "; T crees que en la A, si fuera una piza (porque
siempre recurrimos al ejemplo del chocolate), tu crees que los nifios que coman de esa piza van a

comer la misma cantidad los 3 nifios que van a comer esos pedacitos grises?" Asi le diria.

Entrevistado 7: [pausa]. [...] Ellos lo asocian a esto que ¢l dice. Hay tres partes pintadas de cuatro.
Y se ven los tres cuartos. Le preguntaria "En la opcion A, todas las partes son iguales Victor?" O

en la parte C... Le haria visualizar.

Por otro lado, el E1 no reconoce claramente que la respuesta de Victor es incorrecta y
frente a la pregunta reiterada de si la respuesta es correcta piensa y evade la respuesta. A
lo largo del didlogo logra identificar que la figura C no esta dividida en partes congruentes
(igualdad en cuanto a cantidad de superficie) y reconoce que cuando respondi6 a esta
pregunta no lo tomd en cuenta, en este sentido, indica: “Me acabo de dar cuenta de algo
que no me habia dado cuenta en la prueba, cuando la hice. En realidad, la figura C no
tiene cuatro reparticiones iguales” (E1, 2021). En consonancia con la respuesta brindada
por E1 tenemos la de E4, pues al corregir la produccion de Victor indica que las opciones
A, By D son correctas pero que la C no. En palabras del propio entrevistado: “Le pondria
que A, B y D si me parece que son correctas, pero que C no porque no es

proporcional... los cuadraditos no estan proporcionalmente” (E4, 2021).

Al corregir la respuesta de Victor, E6 inicialmente indica que la respuesta del estudiante
es incorrecta porque incluye la opcion C, en este sentido, expresa: “El C no podria ser
porque el ultimo cuadradito es mas chiquito que los otros tres” (E6, 2021). Al continuar
con la entrevista logra indicar que la opcion A también es incorrecta, en consecuencia,
sefiala: “[...]en realidad el primer parte sombreada de A, no representa lo mismo que la

segunda y la tercera hilera” (E6, 2021).

En cuanto al reconocimiento de la dificultad de no tener en cuenta que las partes deben
ser congruentes, que esta presente en la respuesta de Victor, inferimos que cinco de los
entrevistados (E2, E3, E5, E6, E7) identifican dicha dificultad con claridad. En el caso de
los otros dos entrevistados (E1 y E4), reconocen esta dificultad inicamente para el caso
C, por lo que concluimos que no la reconocen con claridad. En este sentido, podemos ver
que ellos mismos presentan dicha dificultad. En palabras de algunos de los entrevistados:

Entrevistado 4: Por ejemplo, aca cuando le preguntamos tres cuartos, ¢l lo que hace es, cuenta los

cuadraditos. Y dice "ta, si son tres los que estan pintados... para representar tres cuartos tengo que
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tener tres pintados de cada figura". Sea un cuadrado, una circunferencia, no s¢, ¢l va a contar que

tengamos tres cuadraditos nomas pintados. Que no tenga mas que eso.

Entrevistado 6: En realidad ¢l eligi6 la A, la B, la C y la D... claro porque, supongo que Victor
debe pensar, que los tres cuadraditos, que tiene que haber pintado si o si tres cuadraditos no importa

si son mas grandes o mas chicos.

Entrevistado 7: [...]JEllos lo asocian a esto que ¢l dice. Hay tres partes pintadas de cuatro. Y se ven

los tres cuartos.
Conclusiones

A partir de la aplicacion del cuestionario y de las entrevistas realizadas podemos ver que
los futuros maestros reconocen las partes y el todo en fracciones menores a la unidad en
contextos continuos. La fraccion es vista como un conteo de partes tal como reporta Pazos
(2009). Asimismo, se observan dificultades para “partir” y reconocer la unidad en
colecciones discretas (Obando, 2003), para reconocer el todo cuando las fracciones son
mayores a la unidad (Pazos, 2009) y para reconocer representaciones equivalentes cuando
las unidades son geométricamente distintas y cuando las partes de la misma unidad son

iguales en superficie, pero diferentes en forma.

En cuanto al conocimiento didactico vemos que hay un conocimiento escaso, entre los
entrevistados, sobre los errores que cometen los escolares. En particular, la dificultad que
resulta mas sencilla de identificar en la respuesta de los escolares es la de no reconocer
que las partes en que se divide la unidad deben ser congruentes. Sin embargo, la dificultad
que se relaciona con considerar que una parte puede estar dividida en otras partes
(fracciones equivalentes) no es reconocida por los entrevistados. Para finalizar, vemos
que la dificultad que se presenta al trabajar con conjuntos discretos, que implica

considerar un grupo de partes como una parte no se reconoce.
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