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Résumé

La construction d’une preuve en mathématiques engage le raisonnement de son auteur. Pour un éléve
entrant dans 1’enseignement supérieur, ce raisonnement est empreint du cadre institutionnel régissant
I’enseignement des mathématiques, des conceptions des enseignants intervenant dans son parcours de
formation et de ses propres représentations des concepts entrant en jeu dans la part mathématique du
site local au sens de la théorie anthropologique du didactique — TAD - du résultat a prouver : objets,
techniques, technologies et théories.

Dans I’enseignement secondaire, les programmes de mathématiques expriment des recommandations
explicites sur I’apprentissage de la preuve qui disparaissent des programmes des classes préparatoires
aux grandes écoles.

Une étude longitudinale met en lumiére une évolution des représentations et conceptions en
mathématiques d’étudiants antillais entre la premiere année et la fin de la deuxiéme année dans
I’enseignement supérieur — classes préparatoires aux grandes écoles et cursus universitaire. Cette
évolution peut étre observée grace a une analyse des sens attribués par ces étudiants aux termes tels que
justification, démonstration, hypothése et conjecture a différentes étapes de leur cursus. Elle peut étre
mise en lien avec les conceptions d’enseignants engagés dans ce cursus sur le sens qu’ils attribuent a
ces mémes termes. L’absence de mention de la preuve dans les programmes nous conduit a considérer
cette évolution, qui peut étre un signe de la construction du raisonnement mathématique, comme un fruit
des interactions enseignants / étudiants qui peuvent étre observées, par exemple, lors des interrogations
orales.

La construction du raisonnement mathématique semble requérir de la part de 1’étudiant et de
I’enseignant, de prendre en compte les représentations de 1’autre sur les concepts mathématiques et les
conceptions du sens de différents termes employés lorsque 1’on cherche a prouver un résultat

mathématique.
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En mathématiques, prouver est une activité intellectuelle dont le but est de convaincre autrui ou soi-
méme de la validité d’une propriété a partir de raisonnements dont la construction demande & son auteur
un engagement sous des formes qui peuvent varier. Dans I’enseignement secondaire francais,
I’enseignement de la preuve est régi par des textes institutionnels qui recommandent un apprentissage
de la preuve progressif et transversal aux différents champs des mathématiques, a travers le
développement de la compétence « Raisonner ». La production d’un écrit formalisé est un objectif visé
en fin de cursus. Dans I’enseignement supérieur, la preuve ne fait plus 1’objet des mémes
recommandations. A ce niveau d’étude, les interactions enseignant/étudiant constituent un milieu
d’apprentissage du raisonnement mathématique. Les conceptions des enseignants et les représentations
des étudiants sont donc a prendre en considération dans 1’organisation et le contenu des situations
d’enseignement-apprentissage.

En premier lieu, nous verrons comment la théorie anthropologique du didactique — TAD nous permet
d’appréhender la preuve en tant qu’objet de connaissance et de situer cet objet dans I’activité de
raisonnement. Puis nous verrons comment une analyse praxéologique nous permet d’analyser 1’énoncé
d’une proposition & prouver ainsi que les connaissances mises en jeu dans le raisonnement mathématique
menant a cette preuve. Enfin, nous évoquerons la théorie de I’action didactique conjointe comme cadre
d’analyse des interactions enseignants/étudiants mise en jeu dans I’apprentissage de la preuve dans

I’enseignement supérieur.

Cadre théorique

Selon Balacheff (1987), le raisonnement en mathématique comprend des activités pouvant étre
caractérisées par leur part discursive telle que I’argumentation, 1’explication ou la justification. Duval
(1992) désigne le raisonnement comme une organisation de propositions dans le but d’amener a la
conviction de la validité d’un énoncé dans un systéme axiomatique de référence. En s’appuyant sur cette
définition, selon Balacheff (2019), réfléchir au raisonnement mathématique demande de considérer tant
la production d’un discours que la production d’un texte en tenant compte de 1’état des connaissances,
des situations et du niveau de langage. Le raisonnement déductif est un exemple d’organisation de
propositions amenant a la modification de la force de conviction d’un énoncé — désigné par Duval (1991)
par le terme « valeur épistémique ». Ce raisonnement déductif peut amener a la production d’une preuve,
qui, selon la théorie anthropologique du didactique, est considérée, dans le cas de I’enseignement,
comme un objet de connaissance (Chevallard, 1985). Son enseignement et son apprentissage se font de

fagon concomitante & ceux d’autres objets mathématiques.



Nous avons recours & la grille de lecture et d’interprétation de 1’activité des éleves que Silvy, Delcroix
et Mercier (2013) désignent par « site local », qui constitue un cadre pertinent et efficient d’analyse des
connaissances mises en jeu dans un raisonnement. Elle nous permet de mettre en lumiere les divers
objets mis en ceuvre, les techniques, technologies et théories qui sous-tendent les propositions mises en
jeu, mais également les différents substrats permettant de décrire ce que les auteurs appellent le domaine

de réalité. Présentant ce site local sous forme de tableau (Tableau 1), les auteurs de cette étude décrivent

les relations locales des connaissances et des savoirs mis en jeu dans une tache.

Partie anthropologique Partie mathématique

Substrat 2 : Substrat 1 : Objets Techniques Concepts 1 : Concepts2 :
heuristiques choses technologies théories
Logique du contrat Dessin/ Rationnels

didactique Schéma Entiers naturels | Tableau de proportionnalité | Théoréme Raisonnement
Méthodes : Fractions équi- | Rapports de Calcul du coefficient de d’Euclide 1° arithmétique
- Manipulation d'une valentes grandeurs proportionnalité Modele alge-
représentation iconique | Progressions Fractions Passage d'un rapport i une Analyse algé- brique

- Construction de progres- | Rapports Proportion proportion globale brique Equations dans
sions semblables (rapport d’une Pourcentage Rapports et un corps

- Manipulation de Nombres partie sur un Calcul d'une quatrieme proportions Systeme
rapports numeriques Partitions tout) proportionnelle Formules et d'équations

- Tableau de correspon- | Calcul sur les Quotient Equation diophantienne Equations Algébre
dances rapports Opérateurs Systeme de deux équations | Rapport de linéaire

- Patron danalyse Pourcentage multiplicatifs a deux inconnues similitude

synthese Ratio Modele

- Mise en équation Formule

Utilisation d'une esti-

mation

Obstacle (frontiére gran-

deurs et nombres)

TABLEAU 1 : EXEMPLE DE DESCRIPTION D’UN SITE LOCAL D'UN PROBLEME METTANT EN (EUVRE UNE SITUATION DE

PROPORTIONNALITE

Ainsi, les connaissances utilisées a des fins pédagogiques, constitutives de ce que Shulman (1986)
appelle le pedagogical content knowledge (PCK), sont inhérentes a la fagon dont enseignant et apprenant
comprennent la tdche a accomplir. Les propriétés qui soutiennent cette compréhension sont de 1’ordre
de ce que Silvy, Delcroix et Mercier (2013) nomment 1’« anthropologie du savoir enseigné ».

Les interactions qui se produisent en situation d’enseignement peuvent étre observées a partir d’une
issue de la théorie anthropologique du didactique. Ainsi, selon Sensevy (2011), certaines taches peuvent
étre vues comme des jeux didactiques dans lesquels I’enseignant et 1’apprenant sont engagés.
L’enseignant gagne si I’apprenant développe des stratégies gagnantes et ce dernier gagne s’il parvient a
les développer en agissant et en évaluant son action, donnant ainsi du sens au savoir (Sensevy & Mercier,
2007). Cependant, nous pouvons considérer qu’il y a échec si ’apprenant ne parvient pas a développer
les stratégies adéquates ou refuse de s’engager dans ce jeu. Les situations de construction d’un

raisonnement dans les différents domaines des mathématiques peuvent étre explorées sous cet angle.



Ainsi, les interactions enseignant/apprenant sont partie intégrante de 1’acquisition du raisonnement
mathématique en situation scolaire.

Les programmes de mathématique de I’enseignement secondaire intégrent dans I’activité de
raisonnement tant la résolution de problemes que la démonstration en utilisant un raisonnement logique
a partir de propositions établies pour parvenir a une conclusion (Ministére de I'éducation nationale,
2020). Dans le document d’accompagnement des programmes relatif & la compétence « Raisonner »
(Ministére de I'éducation nationale, 2016), la définition du raisonnement donnée par Toulmin (1993),
décrivant le raisonnement comme « une opération discursive par laquelle on conclut qu’une ou plusieurs
propositions (prémisses) impliquent la vérité, la probabilité ou la fausset¢é d’une proposition
(conclusion) », est reprise. Ainsi, différents types de raisonnement sont a enseigner : le raisonnement
par ’absurde, le raisonnement par récurrence, le raisonnement par contraposée, le raisonnement par
disjonction de cas (Ministere de I'éducation nationale d. I., 2011).

En ce qui concerne I’enseignement supérieur, les programmes des classes préparatoires aux grandes
écoles (Ministére de I'éducation nationale d. 1., 2013) décrivent la finalité du raisonnement par la
production d’une démonstration en se basant sur des inductions ou des déductions. Les types de
raisonnement ne sont plus explicitement mentionnés et un usage courant par exposé de I’enseignant ou
production de I’apprenant est recommandé. Une modalité de I’activité d’enseignement est étudiée dans
les travaux de Lalaude — Labayle (2016) qui décrivent une situation usuelle ou I’acquisition du
raisonnement mathématique est mise en ceuvre par les interactions enseignant - apprenant: les

interrogations orales.

Approches méthodologiques

Le statut du raisonnement mathématique et de son apprentissage change donc lors de la transition
enseignement secondaire - enseignement supérieur. Les interactions étant prépondérantes dans cet
apprentissage, nous nous interrogeons sur 1I’impact des perceptions des enseignants sur celle de leurs
étudiants dans 1’acquisition du raisonnement en mathématique. La modification du contrat didactique
issue de cette transition nous améne a supposer que I’importance des interactions dans cet apprentissage
induit une influence réciproque entre les perceptions des enseignants et celles de leurs étudiants que 1’on
peut observer par le biais de 1’évolution de leurs conceptions.

Nous étudions cette évolution en mettant en ceuvre des méthodes mixtes sur la base d’enquétes par
questionnaire et par entretien. Dans la premiére phase de notre étude, en 2019 et 2020, nous avons mené
une enquéte longitudinale par questionnaire auprés d’étudiants ayant débuté un cursus dans lequel la
part horaire des cours de mathématiques est significativement importante : la licence de Mathématiques
ou les classes préparatoires aux grandes écoles scientifiques de Guadeloupe et de Martinique. Ainsi nous
avons construit une base de données sur un échantillon de quarante-quatre étudiants, successivement a

leur entrée dans leur cursus de formation, au bout d’un an puis en fin de deuxiéme année, relativement



aux sens attribués a certains termes employés dans des activités menant a la construction d’un
raisonnement en mathématique. Dans la deuxiéme phase de cette étude, a 1’aide d’une enquéte par
entretiens semi-directifs, nous avons construit des données relatives aux perceptions de sept enseignants
sur le sens attribué a ces mémes termes. Ces enseignants, impliqués dans les formations suivies par les
étudiants sujets de 1’enquéte, ont des profils variés. Une analyse thématique a été menée sur les
perceptions de ces enseignants nous permettant de mettre en relief des noyaux de sens qui ont permis de
réaliser une comparaison avec les réponses des étudiants.

Pour I’analyse des données, nous avons eu recours au cadre théorique de 1’analyse statistique implicative
(ASI) (Gras, Régnier, Guillet, 2009), (Gras, Régnier, Marinica, Guillet, 2013), (Gras, Régnier, Lahanier-
Reuter, Marinica, Guillet, 2017) dont la finalité est d’analyser des relations non symétriques entre les
variables qui modélisent le phénoméne étudié. Nous avons ainsi cherché a identifier les relations
significatives au sens de 1I’ASI, a partir des réponses des étudiants aux différentes phases de 1’étude et
de celles des enseignants. Les traitements dans le cadre de 1’ ASI ont été réalisés avec les logiciels CHIC
et R-CHIC (Ratsimba-Rajohn, 2013).

Résultats :

- Les perceptions des enseignants :

Dans I’enquéte par entretien, nous avons interrogé les enseignants sur leur perception du sens attribué
au terme hypotheése, identifiant ainsi trois noyaux de sens. Indépendamment de leur profil, pour certains
enseignants, une hypotheése est une donnée dont on ne doute pas de la véracité, un fait avéré. L’hypothese
se référe alors a un constat dont la valeur de vérité est acquise. Pour d’autres enseignants, ce terme
désigne une supposition. Il s’agit alors d’une assertion que 1’on peut extraire d’un énoncé ou que 1’on
déduit d’éléments affirmés dans un énoncé. Dans ce cas, la valeur de vérité de 1’hypothése n’est pas
acquise. Le dernier noyau de sens observé fait un lien entre hypothése et point de départ. Ce terme référe

alors a une proposition considérée comme vraie a partir de laquelle on pourra mener un raisonnement.

La question portant sur le sens attribué au terme démonstration a mis en lumiére trois noyaux de sens.
Ainsi, indépendamment de leur profil, pour certains enseignants, la démonstration est pergue comme un
objet amenant a la conviction d’autrui relativement a la validité d’un procédé ou d’un résultat. D’autres
enseignants considérent que la démonstration est synonyme de preuve. Un troisiéme noyau de sens
rapproche la démonstration du processus déductif. Les réponses fournies par ces enseignants mettent
alors I’accent sur le cheminement de déduction permettant, a partir d’une ou plusieurs propositions dont
la valeur de vérité est connue, d’établir une ou plusieurs nouvelles propositions en utilisant des régles

dites logiques.



La question portant sur le sens attribué au terme justification permet d’identifier deux noyaux de sens.
Dans le premier noyau, la justification désigne une démonstration sur laquelle on porte moins d’attention
au formalisme dans le produit communiqué. Mais justification et démonstration visent le méme but de
conviction. Dans le deuxiéme noyau, la justification est une explication des raisons amenant a la validité
d’une propriété, un raisonnement qui amene a la construction d’une démonstration. Dans les deux cas,
aucune précision sur la structure de la justification n’est précisée.

Enfin, la question portant sur le sens attribué au terme conjecture permet d’identifier un consensus selon
lequel il s’agit d’une hypothése sur le résultat a prouver. C’est une proposition obtenue par des méthodes

numériques ou expérimentales dont la valeur de vérité n’est pas acquise et reste a établir.

- Les perceptions des étudiants

Les réponses des étudiants sur le sens accordé au mot hypothése permettent de mettre en lumiére trois
noyaux de sens : supposition, conjecture, point de départ (Figure 1). La notion de point de départ a un
raisonnement a également été évoquée. A Dentrée dans ’enseignement supérieur, la majorité des
étudiants estiment qu’une hypothése est une conjecture ou quelque chose que 1’on suppose. Au bout de
deux ans, majoritairement, ce terme désigne le point de départ d’un raisonnement. Pendant ces deux
années, I’évolution de cette perception semble tendre de fagon homogene vers deux noyaux de sens —
I’hypothése vue comme une supposition ou comme un point de départ. — délaissant la notion de

conjecture qui se distingue progressivement de 1’hypothése dans les conceptions des étudiants.
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FIGURE 1: SENS ATTRIBUE AU TERME HYPOTHESE PAR LES ETUDIANTS

En ce qui concerne le terme démonstration, six catégories de réponse sont identifiées: calcul,
raisonnement, validation, preuve, processus et explication (Figure 2). A I’entrée dans 1’enseignement
supérieur, les réponses sont majoritairement réparties entre les notions de raisonnement, de validation
d’un résultat, d’explication et de preuve. Au bout de deux ans, la démonstration est majoritairement

percue comme un processus, la perception reliant ce terme a un calcul ou une explication devient



minoritaire. De plus, I’assimilation entre preuve et démonstration, qui était majoritaire au début de la

deuxiéme année du cursus suivi, n’est plus prédominante.
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FIGURE 2:SENS ATTRIBUE AU TERME DEMONSTRATION PAR LES ETUDIANTS

A I’entrée dans 1’enseignement supérieur, les réponses concernant le sens attribué au terme justification
sont partagées entre la recherche d’arguments, la preuve et la validation (Figure 3). Pour une minorité
d’éléves, la justification est assimilée a une explication. Au bout de deux ans, ce noyau de sens est

davantage présent. La justification n’est plus autant liée a la validation d’un résultat au profit de la notion
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FIGURE 3:SENS ATTRIBUE AU TERME JUSTIFICATION PAR LES ETUDIANTS

A Tentrée dans I’enseignement supérieur, la conjecture est majoritairement percue comme une
supposition a I’instar de I’hypothese (Figure 4). Le besoin d’établir la valeur de vérité de cette
proposition est peu exprimé. Au bout de deux ans, ’absence de démonstration amenant a cette
proposition caractérise majoritairement la conjecture, qui est alors percue comme une proposition non

démontrée.
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FIGURE 4: SENS ATTRIBUE AU TERME CONJECTURE PAR LES ETUDIANTS
- Evolution des perceptions des étudiants

Une premicre étude nous a permis d’observer une évolution des perceptions des étudiants sur le sens
attribué aux termes hypothése, démonstration, justification, conjecture. Une étude des relations non
symétriques, les considérant comme 1’explicitation d’une causalité dans le cadre théorique de 1’ASI nous
permet de caractériser cette évolution. Les sens attribués aux différents termes ont été codés comme
suit :

Hypothese au sens de : Supposition Conjecture Point de départ Autre
Codage des variables Hypl Hyp2 Hyp3 Hyp4
Démonstration au sens ] o o

g Calcul | Raisonnement | Validation | Preuve | Processus | Explication

e:

Codage des variables Deml Dem2 Dem3 Dem4 Demb5 Dem6
Justification au sens de : Arguments Preuve Explication Validation
Codage des variables Justifl Justif2 Justif3 Justif4

Conjecture au sens de : | Hypothese | Supposition | Proposition non démontrée | Démonstration

Codage des variables Conjl Conj2 Conj3 Conj4

Le graphe implicatif (Figure 5) nous permet de caractériser les perceptions des sens attribués par les
étudiants au terme hypothése. Nous observons que 61% des étudiants ne percevant pas 1’hypothése
comme une conjecture au bout de deux ans ne percevaient déja pas ainsi I’hypothése a I’entrée dans
I’enseignement supérieur. De plus, nous observons que 66% des étudiants ne percevant pas 1’hypothese
comme un point de départ a ’entrée dans I’enseignement supérieur conservent cette perception au bout
de deux ans.
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FIGURE 5: GRAPHE IMPLICATIF DE LA PERCEPTION DE L'HYPOTHESE AU SEUIL 0,5

Le graphe implicatif (Figure 6) caractérisant la perception du sens attribué au terme démonstration nous
permet d’observer 1’évolution de ces perceptions :
- 57% des étudiants ne percevant pas la démonstration comme une validation de résultat au bout
de deux ans n’y voyaient pas une preuve au début de la deuxieme année dans leur cursus.
- 57% des étudiants ne percevant pas la démonstration comme un raisonnement en début de
cursus ne percoivent pas la démonstration comme une preuve au début de la deuxiéme année.
- 55% des étudiants ne percevant pas la démonstration comme une preuve au bout de deux ans
ne la percevaient pas ainsi au début de la deuxiéme année.
- 68% des étudiants ne percevant pas la preuve comme une validation au début de la deuxieme

année ne la percoivent pas comme un processus a la fin de cette deuxiéme année.

DemodT2 Demo2T0 Demo3T2 Demo5T2

DemodT1 Demo3T1

FIGURE 6: GRAPHE IMPLICATIF DE LA PERCEPTION DE L'HYPOTHESE AU SEUIL 0,5

Le graphe implicatif (Figure 7) nous permet de caractériser I’évolution des perceptions des sens attribués
par les étudiants au terme justification. Nous pouvons remarquer que 57% des étudiants ne percevant
pas la justification comme une preuve au bout de deux ans ne la percoivent pas comme une recherche

d’arguments a I’entrée dans I’enseignement supérieur.
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FIGURE 7: GRAPHE IMPLICATIF DE LA PERCEPTION DE LA JUSTIFICATION AU SEUIL 0,5

Le graphe implicatif (Figure 8) nous permet de caractériser I’évolution des perceptions des sens attribués

par les étudiants au terme conjecture. Nous remarquons que les étudiants percevant la preuve comme

une hypothese ou une conjecture conservent cette perception aux trois temps de 1’étude. En particulier :

- 52% des étudiants ne percevant pas la conjecture comme une supposition au bout d’un an
conservent cette perception a la fin de la deuxiéme année.

- 72% des étudiants ne percevant pas la conjecture comme une hypothése en entrant dans

I’enseignement supérieur conservent cette perception au début de la deuxieme année.
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FIGURE 8: GRAPHE IMPLICATIF DE LA PERCEPTION DE LA CONJECTURE AU SEUIL 0,5

Discussion des résultats et conclusion

Concernant la perception du sens attribué au terme hypothése, nous remarquons que les perceptions des
étudiants rejoignent au bout de deux ans les perceptions partagées par les enseignants : la supposition et
le point de départ d’un raisonnement. Dans ce dernier cas, une majorit¢ d’étudiants percevant
I’hypothese comme un point de départ en entrant dans I’enseignement supérieur conserve cette
perception au bout de deux ans.

Concernant le terme démonstration, les perceptions des étudiants rejoignent celle qui est majoritaire
chez les enseignants : le processus. Par ailleurs, la moitié des étudiants qui percevaient la démonstration
comme une validation rejoignent cette perception.

La justification est vue par les enseignants comme une démonstration plus simple ou une explication.

Ces deux perceptions sont partagées par les étudiants au bout de deux ans.



La perception des étudiants vis-a-vis de la conjecture évolue pendant ces deux années, introduisant
I’absence de démonstration de cette proposition. Ceci rejoint la perception unanimement partagée par
les enseignants, qui estiment que la conjecture est une hypotheése sur le résultat a trouver. Selon les
enseignants, cette proposition n’est donc pas démontrée.

En observant le sens attribué a ces quatre termes fréquemment employés lorsque 1’on parle de
raisonnement en mathématique, nous remarguons donc que les perceptions des étudiants ont tendance a
se rapprocher majoritairement de celles de leurs enseignants. Compte tenu des résultats obtenus, nous
pouvons considérer que les interactions enseignants-étudiants, qui deviennent prépondérantes dans
I’enseignement des mathématiques dans I’enseignement supérieur, induisent une influence entre les
perceptions des enseignants et celles des étudiants. Ainsi, il est vraisemblable que ces interactions, qui
peuvent étre observées par le biais du jeu didactique, influent sur la construction du raisonnement en

mathématique chez les étudiants.
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