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Schémas de modulations orthogonales avec codage multi-étages basés
sur des codes polaires
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Résumé — Nous nous intéressons aux schémas MLC (Multilevel Coding) pour les modulations orthogonales en utilisant des codes
polaires construits par méthode de Monte-Carlo pour un canal Gaussien cohérent et non cohérent.

Abstract — We investigate MLC (Multilevel Coding) schemes for orthogonal modulations based on polar codes using Monte-Carlo
method over a Gaussian channel and over coherent and non coherent regimes.

1 Introduction

Les modulations orthogonales sont une classe importante
des modulations utilisées dans I’Internet des Objets, comme
la Turbo-FSK (Frequency-Shift Keying) [13], la modula-
tion LoRa (Long Range) [1] considérée comme orthogonale
lorsque échantillonnée au temps chip [6]], ou alors la modu-
lation CSK (Code-Shift Keying) [8] utilisant des séquences
orthogonales ou asymptotiquement orthogonales. Plusieurs so-
lutions existent afin de profiter au maximum des performances
offertes par ce type de modulations. Pour les modulations li-
néaires ayant un ordre de modulation élevé, les schémas BICM
(Bit-Interleaved Coded Modulation) ont été privilégiés [[14].
Cependant, pour les modulations non linéaires (donc les mo-
dulations orthogonales), les performances d’un schéma BICM
souffrent d’une forte dégradation en terme de débit atteignable
si un décodage itératif (ID) n’est pas mis en place. En outre,
les schémas BICM-ID peuvent étre sous-optimaux dans un
contexte de trame courte comme proposé dans 1’Internet des
Objets.

Une solution afin d’atteindre la capacité est d’employer
un schéma binaire avec un codage et un décodage multi-
étages (MLC/MSD : Multilevel Coding/Multistage Decoding)
[LOL [15]]. Cette solution a été étudiée en profondeur pour les
modulations linéaires [9], mais, a la connaissance des auteurs
assez peu pour les modulations orthogonales. L’ avantage du
schéma MLC appliqué aux modulations orthogonales est que
les stratégies de mapping n’ont aucune influence sur les per-
formances du systéme contrairement au cas des modulations
linéaires.

L’un des désavantages du MLC dans un contexte de trame
courte est qu’il faut pouvoir construire plusieurs codes avec
des rendements particuliers pour éviter une perte de perfor-
mance. C’est pour cela que nous nous intéressons dans ce
papier aux codes polaires. Introduit par Arikan [2]], les codes
polaires sont aujourd’hui tres populaires car ces derniers per-
mettent d’atteindre asymptotiquement la capacité et sont peu
complexes du c6té du codeur et du décodeur. L’intérét de ces
codes associés a un schéma MLC est que, en notant [V la taille
des mots de codes, le rendement du code peut étre ajusté tres
facilement avec une précision de 1/N. Plusieurs travaux, no-
tamment [S]], ont déja mis en lumiere les schémas MLC avec
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FIGURE 1 : Structure de I’émetteur d’un systeme MLC.

des codes polaires pour des modulations linéaires en proposant
différentes méthodes de construction pour les codes polaires.

Le papier est organisé de la maniere suivante. Tout d’abord,
le systtme de communication est détaillé Section [2] Puis, une
bréve présentation des code polaires est faite Section [3] Enfin,
des analyses des performances asymptotiques et a taille finie
sont exposées respectivement dans les Sections [ et[5] Pour
finir, les conclusions et perspectives sont dressées en Section
6

2 Systeme de communication

Dans cette section, nous présentons la structure de 1’émetteur
et du récepteur d’un schéma utilisant un codage et un décodage
multi-étages (MLC/MSD : Multilevel coding/Multistage de-
coding). De plus, nous nous intéressons plus particulierement
aux modulations orthogonales et aux codes polaires dans un
contexte cohérent et non cohérent. Le corps de Galois binaire
sera noté .

La figure[Tjmontre la structure de I’émetteur d’un systeéme
MLC avec m étages. Un systeme BICM (Bit-Interleaved Co-
ded Modulation) est le cas particulier d’un systeme MLC avec
un seul étage. Par la suite, nous considérons M 1’ordre de
la modulation et m = log, (M) le nombre de bits émis par
symbole. Pour un systeme MLC, nous répartissons le mes-
sage d’information u = [ug, u1,. .., ug, 1] € Fy* surm
étages pour former les vecteurs u' = [uf, ui,... ,uf |7 €
FX pour i € [0,m — 1] tel que 3, K; = k,. L opé-
rateur (-) " désigne la transposée. Puis, chaque vecteur u’
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est encodé par un code polaire binaire de rendement R; =
K;/N pour former sur chaque étage un vecteur & =
[6h,&,...,8 _1]T € FY. Le rendement total du systeme
est défini par R = ), R;. Ensuite, chaque mot de code
est entrelacé par une matrice de permutation II; afin d’ob-
tenir le vecteur ¢ = &TI; = [c),ci,...,cy_ 4] € FY
pour i € [0, m — 1]. Enfin, nous réunissons chaque mot de
code de chaque étage pour former le vecteur composé de
m-tuples c tel que ¢ = [cg,c1,...,en_1]] € FY*™ avec
ek = [, ¢l .., e € FY pour k € [0, N — 1].

Nous mappons chaque m-tuple binaire ¢ pour k € [0, N —
1] en un symbole sj, € [0, M — 1] en utilisant la fonction S
qui associe la représentation décimale d’un vecteur binaire a
I’aide d’un mapping naturel telle que :

S: Fp +— [0,M—1]
C — Sk

Nous récupérons ainsi le vecteur de symboles s =
[05 81,5 81\1—1]T eo,M — 1]]N. Enfin, chaque symbole
si pour k € [0, N — 1] est associé & un symbole x;, apparte-
nant a un ensemble orthogonal X tel que |X| = M et X =
{x©@ 2@ M-DY avec 2 = [z¢,21,...,20 1]
pour j € [0, M — 1]. Cette opération est faite par la fonc-
tion de mapping M définie par :

M: [0,M—-1] — X
Sk — T

Par définition d’une modulation orthogonale, pour {x;,z;} €
X2, nous avons (z;,x;) = d; ; ou (-, -) correspond a 1’opé-
rateur produit scalaire et d; ; représente le symbole delta de
Kronecker tel que §; ; = 1sii = j et d; ; = 0 sinon. De
plus, la distance Euclidienne entre deux symboles différents
de I’ensemble orthogonal & est constante. Enfin, d au fait de
la symétrie des modulations orthogonales, le choix des fonc-
tions de mapping n’a aucune influence sur les performances
du systeme.

Coté récepteur, 1’observation du k-éme symbole émis est
définie par y,, = exp{jfi }x +wy pour k € [0, N — 1] avec
0y une variable aléatoire uniformément distribuée sur [0, 27],
et wy, est un bruit circulaire complexe Gaussien de moyenne
nulle et de variance 2. Dans le cadre d’une réception cohé-
rente, ¢’est-a-dire ou tous les 6, sont connus, la vraisemblance
a la sortie du soft-demapper en supposant que le symbole émis
soit (Y € X pour i € [0, M — 1] peut s’exprimer de la
maniére suivante

) IR e—70% (4)

Py, | @, = 2, 0;) < exp < e gyk,x >}> )
O-’LU

ey

olt {-} est I"opérateur partie réelle. En considérant cette fois-

ci le régime non cohérent (les 65 ne sont pas connus par le

récepteur), la vraisemblance s’écrit pour k € [0, N — 1] :

4 Q)
P (yk | xp = w(l)) o Iy <2<yk’2w>> , )

w

ol Io(-) indique la fonction de Bessel modifiée de premiere
espece et d’ordre 0. Nous définissons maintenant la fonction
¢ = MoS permettant de passer d’un mot de code binaire ¢ €

7" aun symbole x, € X pour k € [0, N — 1]. De plus, nous
notons ¢; ' (x) pour € X la fonction permettant d’obtenir
le é-eme bit associé au symbole & pour ¢ € [0, m — 1].

Afin d’effectuer le décodage multi-étages [15l], il faut fournir
une information souple de type LLR (Log-Likelihood Ratio)
de chaque bit codé a chaque décodeur en tenant compte des
décisions faites par les décodeurs des étages précédents. L’ex-
pression du LLR du k-&me bit associé au i-&me étage noté c;,
pour k € [0, N — 1] eti € [0, m — 1] est donnée par :

Ziex(ag,ai,..‘,a;‘jl,o) Py, |z, = @)
Z:f:GX &0 &l Ai—171 ]P)(yk | T = j) )
(e%-8 )

N

L(c}) = log (
3)

ol éf; pour £ € [0,i — 1] correspond aux décisions prises par
les décodeurs des étages précédents et X (¢, ¢4, ..., éz_l, 7)
pour j € [0, 1] est ’ensemble des symboles £ € X’ tels
que ¢y (&) = &, 61 (8) = G s 64 (F) = G et

¢; (&) =

3 Codes polaires

Soit b = [bg,b1,...,by_1]" un vecteur binaire de taille
N = 2™ avec n un entier strictement positif en entrée de
I’encodeur d’un code polaire. En définissant la matrice G»
(Arikan’s kernel [2]) telle que

1 0
G2:(11>7

nous pouvons exprimer la matrice génératrice Gy €
d’un code polaire de taille N telle que Gy = G5 ot G5 =

N XN
FQ

G2 ® G;g’("_l) est la n-eme puissance de Kronecker de la
matrice G (avec G$° = (1)). Ainsi, le mot de code ¢ € F}
a la sortie de I’encodeur s’écrit ¢ = b' Gy. En supposant
que le rendement du code s’écrive R = K/N, on définit 7
avec |Z| = K I’ensemble d’indices ot pour i € Z, les bits b;
correspondent aux bits d’information. De maniere analogue, on
définit les bits gelés, c’est-a-dire les bits connus par I’encodeur
et le décodeur et ne portant donc pas d’information, les bits b;
pour j € Z¢ avec |I¢| = N — K.

La construction des codes polaires, permettant d’obtenir
les meilleures performances possibles avec un code polaire,
consiste en la recherche de I’ensemble Z pour un SNR (Signal-
to-Noise Ratio) donné. Il existe différentes méthodes afin de
déterminer Z comme ’approche GA (Gaussian Approxima-
tion) [4]], et son extension lorsque N devient trés important
(IGA : Improved Gaussian Approximation) [12] ou encore une
méthode basée sur la réciprocité du canal (RCA : Réciprocical
Channel Approximation) [[11]]. Dans ce papier, nous décidons
d’adopter la méthode de Monte-Carlo (MC) [2]. Cette mé-
thode, tres populaire pour les schémas BICM et basée sur les
simulations, est trés simple d’implantation et, en choisissant
un nombre assez important d’essais, permet d’atteindre des
performances trés proche de 1’optimal [[11]. Cette méthode
consiste a tester pour un SNR donné, les N canaux pergus
par le récepteur et de compter les erreurs. Ainsi, ’ensemble Z
correspond aux K canaux ayant générer le moins d’erreurs.

4 Analyse asymptotique

Dans cette section, nous mettons en lumiere 1’intérét d’un
systtme MLC/MSD pour les modulations orthogonales et nous
déterminons les rendements optimaux des codes polaires pour
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FIGURE 2 : Information mutuelle de chaque étage du schéma
MLC pour M = 32 : (a) pour une modulation orthogonale, (b)
pour une modulation QAM (Quadrature Amplitude Modula-
tion) a travers un canal Gaussien et sous un régime cohérent.

chaque étage. Par la suite, nous notons X, Y et C* pour i €
[0, m — 1] les variables aléatoires associées respectivement
au symbole émis x, & I’observation regue y et au i-&me bit ¢’
du symbole x.

Nous allons dans un premier temps définir, pour un SNR
donné, I’information mutuelle I(X;Y) = H(X) — H(X |
Y) avec H(X) = —Ex{logs(P(X))} et H(X | YV) =
—Ex y{log,(P(X | Y))}. Lopérateur E{-} désigne I’opé-
ration espérance. En appliquant la regle de I’information mu-
tuelle chainée [15]], nous avons

I(X;Y) = I(C°CL,...,cm 1Y)
= I(C%Y)+I(CLY | C% + ... )
+I(Cmhy | Co Ct, ., omT2),

et donc I'information mutuelle liée au i-eme étage pour
i € [0,m — 1] est égale a I' | (C};Y) = I(CHY |
co, 0. 0,

La figure [2]illustre I'information mutuelle de chaque étage
d’un schéma MLC avec m = 5 pour (a) une modulation or-
thogonale et (b) une modulation linéaire. Nous constatons que
pour les modulations orthogonales, 1’écart entre les courbes
pour chaque étage est distinct contrairement au cas des modu-
lations linéaires. Cet écart signifie que chaque étage apporte
de I’information a priori aux étages suivants. Néanmoins, cela
exprime aussi le fait que si nous appliquions des stratégies
du type RL-MLC (Reduced-Layer MLC) afin de diminuer le
nombre d’encodeurs et de décodeurs, nous aurions une pénalité
sur les performances plus importante que pour les modulations
linéaires.

Ainsi, pour choisir les rendements optimaux des codes po-
laires, il suffit de choisir le rendement R; le plus proche de
I' .(C%Y) pour i € [0,m — 1] pour un SNR donné.

5 Résultats a taille finie

Dans cette partie, nous étudions les performances a taille finie
des modulations orthogonales pour un schéma MLC et BICM
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FIGURE 3 : Taux d’erreur trame pour la modulation LoRa pour
un canal Gaussien cohérent.
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FIGURE 4 : Taux d’erreur trame pour la modulation LoRa pour
un canal Gaussien non cohérent.

a travers un canal Gaussien.

Les figures 8| et[d| montrent le taux d’erreur trame (ou FER :
Frame Error Rate) pour la modulation LoRa pour un régime
cohérent et non cohérent respectivement. Les parametres des
simulations sont les suivants : M = 256, R = 1/2, N =
512 bits pour les schémas BICM avec codes polaires, N =
64 bits par étage pour les schémas MLC et N = 528 bits
pour les autres simulations. Les rendements des schéma MLC
sont 11/64, 16/64, 21/64, 28/64, 31/64, 38/64, 45/64 et
50/64. Afin d’appuyer nos propos, nous avons affiché les
performances du standard LoRa en utilisant un systtme BICM
avec un code de Hamming (4, 8) et un entrelaceur diagonal
[[L]. En réception, nous utilisons un démapper itératif MAP
(MAP-ID) avec 10 itérations, un démapper ML avec entrées
souples (ML Soft) et a entrées dures (ML Hard) [7]. Pour
les codes polaires, 1’algorithme SCL (Successive Cancellation
List) est utilisé au niveau du décodeur.

Les remarques suivantes peuvent tre dressées.

Premierement, en utilisant un syst¢tme BICM avec un code



polaire et une liste de 4 au niveau du décodeur, nous constatons
un gain de 1.5 dB pour un FER de 103 dans les deux régimes
par rapport au meilleur récepteur proposé par le standard LoRa.

Deuxiemement, nous remarquons que le systtme MLC pro-
pose pour un FER de 1072 un gain de 0.7 dB pour le cas
cohérent et 0.4 dB pour le cas non cohérent par rapport au
systtme BICM. Cependant, cet écart diminue avec le FER.
Cela est dii a la pénalité liée a la petite taille des mots de codes.
En effet, les mots de codes sont m fois plus petits dans le cas
MLC ce qui dégrade les performances du systeme global.

Troisiemement, augmenter la taille des listes pour 1’algo-
rithme SCL n’a trés peu d’impact pour le schéma MLC dans
les deux régimes.

Quatriémement, nous avons décidé de comparer les perfor-
mances des codes polaires avec un schéma BICM-ID utilisant
un code LDPC (Low Density Parity Check) optimisé [3]]. Pour
le cas cohérent, un important écart de 1 dB apparait entre le
meilleur systtme MLC (sans CRC) et le systtme BICM-ID
pour un FER de 10~2. Cependant, cet écart n’est plus que de
0.1 dB dans le cas non cohérent.

Cinquiemement, nous avons voulu étudier I'impact du CRC
(Contrdle de Redondance Cyclique) sur un systtme MLC. Sur
la figure 3] nous avons employer deux schémas : (a) le CRC
est réparti uniformément sur les étages (2 bits par étage), (b)
le CRC est réparti uniformément sur les derniers étages (4
bits sur les 4 derniers étages). En effet, nous constatons que
la courbe du FER du systéme MLC est fortement corrélé avec
les performances des derniers étages car ces derniers ont les
rendements les plus élevés. La répartition des bits de CRC
met en lumiere une différence pouvant aller jusqu’a 0.2 dB
pour un FER de 10~%. Le probléme reste ouvert quant 2 la
répartition optimale des bits de CRC mais nous remarquons
que ce dernier a une influence non négligeable sur le FER.

Sixiemement, I’ajout d’'un CRC aux schémas MLC permet
d’étre 0.35 dB pour un FER de 103 meilleur que le schéma
BICM-ID avec un code LDPC dans le cas non cohérent. Ce
résultat est a pondérer car nos observations ne sont pas en
énergie par bit utile.

6 Conclusion

Dans ce papier, nous avons étudié des schémas MLC appliqués
aux modulations orthogonales a 1’aide de codes polaires. Nous
avons mis en lumiere que ce type de schémas était tres efficace
par rapport au schéma BICM ou au standard proposé. De
plus, nous avons montré qu’a I’aide d’un CRC judicieusement
choisi, nous pouvons attendre des performances meilleures
que certains schémas BICM-ID dans un contexte non cohérent.
Les futurs travaux porteront sur les schémas MLC avec des
codes polaires non binaires.
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