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Résumé — L’étude porte sur le développement et l’implémentation d’un élément de contact ponctuel
poutre-poutre en petits glissements et grandes rotations, avec prise en compte du contact normal par
multiplicateur de Lagrange, adapté pour la modélisation du fretting fatigue sur les structures de type
conducteurs aériens. L’hypothèse des petits glissements permet une réduction significative du temps
CPU, entre autres avantages. Des essais numériques permettent de valider le bon fonctionnement de
l’élément. Une généralisation au contact linéique poutre-poutre est envisagée.
Mots clés — Contact poutre-poutre, Conducteurs aériens, Fretting Fatigue

1 Introduction

1.1 Contexte

La prévision de la durée de vie des conducteurs électriques aériens est un enjeu majeur de la recherche
dans le secteur du transport d’énergie car elle permet aux gestionnaires de réseaux électriques d’adapter à
moindre coût leurs stratégies de gestion des actifs. Dans ce cadre, les sollicitations de type fretting fatigue
exercées sur les câbles par le vent sont particulièrement étudiées [1, 2, 3]. Comme illustré sur la Figure
1a, les conducteurs aériens sont des structures de type torons composées de plusieurs couches de brins
de câbles de matériaux différents. En faisant osciller les lignes électriques, les sollicitations éoliennes
entraînent des interactions répétées de contact frottant de faible amplitude entre les brins composants le
conducteur aérien, comme illustré en Figure 2. A proximité des pinces de serrage représentées en Figure
1b, ce phénomène endommage les brins de câbles et favorise l’amorçage et la propagation de fissures en
leur sein.

Brin d’aluminium

Brin d’acier

(a) Représentation schématique d’un conducteur ACSR (b) Vue 3D d’une pince de serrage

FIGURE 1 – Vue 3D d’un conducteur aérien d’après [4]

Dans l’optique d’améliorer la prévision de la durée de vie des conducteurs électriques aériens, une
compréhension fine et détaillée des phénomènes à l’origine de la dégradation de ce type de structures est
nécessaire. Cette compréhension passe aujourd’hui par des campagnes d’essais expérimentaux longues
et coûteuses. Afin de s’affranchir de ces contraintes, RTE (Réseau de Transport d’Electricité) souhaite
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développer un outil numérique s’appuyant sur ces campagnes pour prévoir de manière fiable la durée de
vie des conducteurs aériens déjà installés connaissant les sollicitations éoliennes propres à leur environ-
nement.

FIGURE 2 – Contact radial entre deux brins de couches différentes et latéral entre deux brins de la même
couche, d’après [5]

1.2 Etat de l’art et objectifs

En collaboration avec RTE et au sein du LMPS, l’étude proposée consiste à développer un modèle
éléments finis filaire exploitable par RTE d’un conducteur aérien avec prise en compte du contact entre
les brins. Chaque brin de câble est alors modélisé par des éléments de type poutre géométriquement
exacte en grandes rotations [6, 7], et les interactions de contact frottant entre les brins sont modélisées à
l’aide de l’hypothèse des petits glissements.

Si les formulations du contact poutre-poutre en grands glissements, abondantes dans la littérature
[8, 9, 10, 11, 12, 5, 13], permettent de modéliser le contact dans un cadre très général, elles présentent
plusieurs inconvénients notables. En particulier, toutes ces formulations impliquent nécessairement une
phase de recherche du contact coûteuse en temps CPU car répétée à chaque itération. De plus, la normale
de contact dépend explicitement de la discrétisation géométrique de la poutre puisque celle-ci peut varier
de manière non-continue lorsque l’appariement des éléments en contact change. Cette non-régularité de
la normale de contact affecte négativement les performances des solveurs de type Newton-Raphson, et
des méthodes de lissage sont parfois employées pour y remédier [14].

En tirant avantage du faible glissement relatif intrinsèque au phénomène de fretting, une formulation
du contact basée sur une hypothèse de petits glissements permet de s’affranchir de la phase de recherche
du contact, et par là même, d’obtenir une évolution régulière de la normale de contact et une gestion
simplifiée des maillages non-conformes entre autres avantages.

L’étude présentée reprend l’élément de contact ponctuel poutre-poutre en petits glissements déve-
loppé par [15, 16] sur Abaqus sous la forme d’un élément utilisateur. Les travaux de [17] montrent que
cet élément permet une réduction du temps CPU d’un facteur 30 par rapport à des formulations en grands
glissements du contact. Dans cet élément, le contact normal est pris en compte par pénalisation et une loi
de frottement régularisée est utilisée. Dans le travail ici proposé, la prise en compte du contact normal
est faite par multiplicateurs de Lagrange pour s’affranchir des effets d’interpénétration excessive induite
par la méthode de pénalisation dus à la tension des conducteurs aériens.

2 Cinématique du contact sous l’hypothèse des petits glissements

L’élément de contact implémenté se base sur l’élément de contact décrit dans [15].
Considérons deux poutres de section circulaire, non colinéaires, en contact dans leur configuration

initiale au point X1 = X2 tel que représenté en Figure 3. On note X1 et X2 les projetés orthogonaux du
point de contact sur les axes respectifs des poutres 1 et 2.
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FIGURE 3 – Cinématique du modèle de contact, configurations initiale (gauche) et déformée (droite)

Le point clé de l’hypothèse des petits glissements consiste à supposer que les poutres restent loca-
lement rectilignes à proximité des points de contact, et ce malgré les grandes rotations auxquelles elles
sont soumises. Supposons alors la présence de nœuds éléments finis aux points X1 et X2 définis précé-
demment, et supposons connues les positions de ces nœuds à l’initialisation (x1,(0) et x1,(0)) et dans la
configuration déformée (x1,(n) et x2,(n)). Si l’on note x1 = x2 la position du point matériel de contact dans
la configuration déformée (C.f. Figure 3), x̂1 et x̂2 ses projections respectives sur l’axe des poutres 1 et 2,
l’hypothèse réalisée plus haut stipule que le vecteur directeur t1,(n) (respectivement t2,(n)) au nœud x1,(n)
(resp. x2,(n)) de la poutre 1 (resp. 2) relie le nœud x1,(n) (resp. x2,(n)) avec le point x̂1 (resp. x̂2), comme
indiqué sur la Figure 4.

FIGURE 4 – Cinématique du modèle de contact, zoom sur le plan tangent formé par les axes localement
rectilignes des deux poutres

La position du point matériel de contact est donc donnée explicitement par la connaissance de la
position des nœuds comme suit : {

x̂1
def
= x1 +ξ1t1 (x1)

x̂2
def
= x2 −ξ2t2 (x2)

avec ξ1 et ξ2 les coordonnées contravariantes du saut tangentiel ĝT dans le repère formé par les directeurs
t1 et t2 des poutres (ti = ti(xi)) :(

ξ1

ξ2

)
=M−1

(
ξ1
ξ2

)
=M−1

(
(x2 −x1)

T 0
0 (x2 −x1)

T

)(
t1
t2

)
=M−1A

(
t1
t2

)
et M le tenseur métrique tel que Mi j = ti · tj
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Les deux nœuds des deux poutres étant appairés à l’initialisation, la connaissance explicite de la
position du point de contact permet de s’affranchir de la phase de recherche de contact, qui consiste
usuellement en la résolution d’un problème de minimisation non-linéaire.

La normale de contact est alors définie à partir des vecteurs directeurs locaux (en x1 et x2) par :

n(n)
def
=

t1 ∧ t2

∥t1 ∧ t2∥

et les sauts normal et tangentiel par :{
gN = (x2 −x1) ·n− (r1 + r2) = (x2 −x1) ·n
ĝT =Π(x2 −x1) = ξ1t1 (x1)+ξ2t2 (x2)

avec r1 et r2 les rayons des poutres 1 et 2. Enfin, la contribution du contact à la formulation variationnelle
puis aux opérateurs éléments finis ainsi que sa linéarisation sont calculées, en introduisant un multiplica-
teur de Lagrange pour le contact normal, et par une loi de frottement régularisée pour le comportement
tangentiel.

3 Implémentation et résultats numériques

3.1 Implémentation

L’élément de contact poutre-poutre ponctuel en petits glissements décrit plus haut est implémenté
au sein d’un code éléments finis filaire en grandes rotations maison développé sur Matlab, avec une
approche Eulérienne des grandes rotations tel que décrit dans [7]. Le contact normal est pris en compte
par la méthode des statuts. Une loi de Coulomb régularisée couplée à une procédure de retour radial
similaire à l’élasto-plasticité [14] est mise en place pour le comportement tangentiel.

3.2 Validation numérique

Dans toute la suite, les distances sont données en mètres.
Plusieurs essais numériques ont été menés pour valider l’implémentation. L’essai présenté ci-dessous

a été introduit dans [18] et repris par [15] pour valider l’élément de contact en petits glissements implé-
menté sur Abaqus avec pénalisation. Il s’agit d’un essai de contact glissant entre deux poutres ortho-
gonales telles que décrites sur la Figure 5. Initialement, les poutres sont séparées d’une distance de 1
dans la direction y. A chaque pas de chargement, un incrément de déplacement hors plan de 0.3ey et un
incrément de déplacement de −0.03ez sont prescrits à la poutre 2 pour la rapprocher de la poutre 1 et
introduire un glissement relatif des deux poutres.

FIGURE 5 – Définition du cas test présenté, tiré de [18]
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L’effort normal de contact est alors mesuré à chaque étape et comparé à l’effort mesuré en utilisant
l’élément de contact en petits glissements, pénalisation pour les comportements normal et tangentiel
et approche Lagrangienne réactualisée des grandes rotations de [15], ainsi qu’à une référence obtenue
en utilisant un algorithme de contact de type surface-to-surface sur Abaqus où la peau des poutres est
modélisée à l’aide d’éléments coques liés cinématiquement aux noeuds des axes des poutres.

Dans le premier cas d’étude, l’essai est réalisé sans frottement pour 50 pas de chargement. Les
Figures 7a et 7b présentent un rendu 3D réalisé sur Abaqus des poutres à l’issue des étapes 6 et 30 de
chargement. Les efforts de contact mesurés sont reportés sur la Figure 6. Les trois modèles donnent des
résultats similaires (moins de 2% d’écart entre la formulation petits glissements par multiplicateurs de
Lagrange implémentée sur Matlab et la référence surface-to-surface sur Abaqus) et ce même lorsque le
glissement devient important (au bout de 15 étapes de chargement, le glissement imposé est supérieur
à la taille d’un élément fini), tant que la courbure des poutres reste faible autour des points de contact.
Notons enfin que la formulation en petits glissements [15] converge en quelques secondes, tandis que la
référence surface-to-surface sur Abaqus converge en quelques minutes.
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FIGURE 6 – Efforts de contact en l’absence de frottement

(a) Déformée au pas 6 (b) Déformée au pas 30

FIGURE 7 – Rendu 3D de la déformée aux pas 6 et 30

Dans le deuxième cas d’étude, du frottement est introduit et le nombre d’étapes de chargement passe
de 30 à 6 afin de se limiter à un cas de petits glissements. A chaque étape, les efforts normal FN et tan-
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gentiel FT de contact sont mesurés et comparés à la référence surface-to-surface d’Abaqus. Les Figures
8a et 8b correspondent aux résultats obtenus pour des coefficients de frottement valant respectivement
0.1 et 0.8. Une nouvelle fois, les résultats obtenus sont très proches de ceux du modèle de référence, avec
un écart inférieur à 2%, les écarts observés sur les coefficients de frottement plus grands étant dus à la
non-prise en compte du phénomène de roulement, pris en compte dans [15]. Ce phénomène correspond
au roulement sans glissement de la surface d’une poutre de section circulaire par rapport à une autre dû
au phénomène d’adhérence.
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(a) Efforts de contact pour un coefficient de frottement
de 0.1

1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 5.5 6
0

10

20

30

40

50

60

70

Step
Fo

rc
e

(N
)

Present - FN
Abaqus surface-to-surface - FN
Present - FT
Abaqus surface-to-surface - FT

(b) Efforts de contact pour un coefficient de frottement
de 0.8

FIGURE 8 – Efforts de contact en présence de frottement

4 Conclusion

L’étude présentée a permis l’implémentation d’un élément de contact ponctuel poutre-poutre en petits
glissements avec prise en compte du contact normal par multiplicateurs de Lagrange couplée à une loi
de frottement régularisée. Cet élément a été validé par comparaison à des éléments de contact en grands
glissements.

Dans la suite de l’étude, il s’agira d’une part, de généraliser cet élément de contact ponctuel au
contact linéique entre deux poutres colinéaires pour modéliser les interactions de contact frottant entre
deux brins de câble appartenant à la même couche d’un conducteur aérien ; d’autre part, de modéliser des
phénomènes plus complexes tel que le roulement ou l’indentation entre brins en aluminium et en acier.
Enfin, il s’agira de construire une modélisation réaliste des conducteurs aériens et des conditions de char-
gement auxquels ces derniers sont soumis en s’appuyant sur le modèle de contact présenté ainsi que sur
des campagnes expérimentales déjà existantes. Une attention particulière sera apportée à la modélisation
des conditions aux limites.
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