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Lucrarea exprima experienta didactica precum si a rezultatelor
activitatii de cercetarc a autorului intr-un domeniu de pregatire
fundamentala a viitoriloringineri- teoria circuitelor electrice. Manualul
a fost conceput astfel incat sd pregateasca cititorul pentru calculul si !
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analiza circuitelor electrice si a structurilor neelectrice echivalente din
punct de vedere matematic (circuite magnetice, hidraulice,termice,
etc.),n vederea optimizarii solutiei de proiectare a acestora.

Lucrarea se adreseazd studentilor de la Programele de Inginerie
Electica, Energetica, Informatica Aplicatd, dar poate fi utild si tuturor
celor care doresc sd aprofundeze metodeled de analizd a circuitelor
electrice si neelectice. n lucrare sunt incluse suficiente notiuni pentru
a obtine cunostintelete toretice si aptitudinile practic prescrise de
Programelerespective de studii pentru aceasta disciplina.

V |

Prof. dr. ing. Petru Todos
Universitatea Tehnica a Moldovei, Chisindu,
Facultatea de Energetica siInginerie Electrica

Lucrarea este un veritabil suport didactic pentru notiuni fundamentale
de teoria circuitelor electrice. Prin continut si prin abundenta de
exemple menite sd clarifice cititorului semnificatia notiunilor
teoretice, lucrarea va fi utila atat studentilor, cat si specialistilor deja
formati care desfdsoara activitati de cercetare aplicativa si proiectare,
precum si inginerilor de productie care se confrunta cu probleme
specifice de electrotehnica curentilor tari, precum si de electronica si
telecomunicatii.Rezultat al experientei autorului in activitatea
didactica si de cercetare stiintificd desfasurate intr-un mediu academic
de Tnaltd tinuta, lucrarea se remarca printr-o expunerea clara,
sistematica si coerentd, cu notiunile prezentate intr-o succesiune bine
studiata siexemple aplicative alese cumulta grija. V
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PREFATA

Acest manual de curs se adreseaza studentilor Facultatii de Inginerie
Electrica, Energeticd si Informaticd Aplicatd, Universitatea Tehnicd ,,Gh.
Asachi” din lasi, si tuturor celor care doresc sd aprofundeze metodele de
analizd a circuitelor electrice.

Teoria circuitelor este o disciplind fundamentald in pregatirea
studentilor in ingineria electricd. Bazata pe legile fizicii, aceasta disciplina
opereaza cu abstractizari necesare viitorului inginer de profil electric pentru
a rezolva circuitele si sistemele reale, la un nivel conceptual 1nalt, folosind
atat fizica si matematica.

Teoria circuitelor liniare asigura abordarea corectd a disciplinelor de
specialitate o ferind u n m odel u nitar d e in terpretare a f enomenelor d in
circuitele electrice.

Cursul de ,Teoriaci rcuitelor el ectrice” ar ecao biect st udiul
fenomenelor electrice din punctul de vedere al aplicatiilor tehnice,
constituind pregatirea teoretica de baza a viitorilor ingineri electricieni.

Disciplina pune la dispozitia studentilor cunostinte teoretice si
practice referitoare la aplicarea fenomenelor electromagnetice in tehnica,
avand ca obiectiv Insugirea unor cunostinte elementare de electrotehnica.

Urmarind aprofundarea cunostintelor asimilate la curs, in cadrul orelor
de seminar se v a forma si dezvolta deprinderea de a pune 1n ecuatie si
rezolva o problema, iar sedintele de laborator au scopul verificarii
experimentale a acestora.

Considerand rolul de fundamentare teoretica a ingineriei electrice si
de invatare a unor tehnici practice de analiza si proiectare a circuitelor,
Teoria circuitelor electrice are un loc determinant in pregatirea studentilor
pentru studiul atat al circuitelor electronice (curenti slabi) cat si al
circuitelor de putere (curenti tari). Lucrarea de fatd este o impletire intre
teorie si aplicatii, specifici diferitelor etape ale activitafii de analiza
proiectare a circuitelor electronice si a circuitelor de putere.

In scopul asigurarii unei intelegeri sistematice si de profunzime a
obiectivelor te oriei ¢ ircuitelor, am 1n cercat sd realizam un echilibru intre
conceptualizarea matematicd, sustinerea principiilor fizice si abordarea
inginereasca a aplicatiilor.
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Aceasta lucrare cuprinde 10 capitole, structurate dupa cum urmeaza:

In capitolul 1, intitulat "Concepte de bazd ale teoriei circuitelor", sunt
introduse notiuni privind: starea de electrizare, tensiunea electricd, tensiunea
electromotoare; starca electrocinetica, conductie, intensitatea curentului
electric; te oremele K irchhoff; e lemente d ipolare d e ¢ ircuit; e lemente de
teoria grafurilor.

Capitolul 2, '"Tehnica analizei circuitelor", est e co nsacrat:
transformarii surselor si circuitului; analizei circuitelor electrice cu ajutorul
teoremelor K irchhoff; a nalizei in ¢ urent - metoda curentilor de contur;
analizei in tensiune a ci rcuitelor electrice - metoda potentialelor nodale de
analizd a circuitelor; analizei circuitelor electrice utilizand principiul
superpozitiel.

Inc apitolul 3 , in titulat' 'Teoremele circuitelor electrice", s unt
introduse notiuni privind: teorema s ubstitutiei; operatorul de impedanta
internd al retelei dipolare; teorema generatoarelor echivalente de tensiune
(Thévenin), de curent (Norton); teorema de conservare a p uterii instantanee
in circuitele electrice; teoremele de transfigurare si reducere a retelelor
electrice.

inc apitolul 4,' 'Circuite electrice liniare n regim armonic
permanent", se d efinesc: semnale periodice, alternative si sinusoidale;
reprezentari simbolice ale semnalelor sinusoidale; parametrii circuitelor
liniare de c urent a lternativ; p uteri in c ircuite lin iare d e ¢ .a. m onofazat;
teoremele circuitelor liniare In formd complexa; circuite cu elemente reale
inre gims inusoidal; ¢ ircuite ¢ uplate in re gim p ermanent s inusoidal;
rezonanta circuitelor liniare in regim permanent sinusoidal.

Capitolul 5,' 'Cuadripoli. Filtre.", prezinta notiunile de: multipoli;
cuadripoli generali si cuadripoli diporti; cuadripoli rezistivi neliniari;
elemente cuadripolare de circuit; cuadripoli in regim permanent sinusoidal;
scheme ech ivalente al e cu adripolilor; interconectarea ¢ uadripolilor; f iltre
electrice de frecventa.

Capitolul 6, ' 'Circuite trifazate in regim permanent sinusoidal", este
consacrat: proprietatilor sistemelor trifazate de transmitere a energiei;
reprezentarii in complex a sistemelor trifazate; ¢ onexiunilor s istemelor
trifazate; analizei ¢ ircuitelor trif azate a limentate ¢ u te nsiuni s imetrice;
metodei componentelor simetrice.

In c apitolul 7, “Linii electrice lungi”, sunt d iscutate: ci rcuitele cu
parametri repartizati; parametri lineici; ecuatiile liniilor electrice lungi;
liniile lungi omogene bi filare i n r egim pe rmanent s inusoidal; unde le de

14



Prefata

tensiune si de curent In cazul liniilor lungi In regim sinusoidal; linia fara
distorsiuni; linia fara pierderi.

Capitolul 8, «“ Circuite liniare in regim periodic nesinusoidal”, este
consacrat: analizei armonice a semnalelor si a functiilor periodice;
dezvoltarii in serie Fourier; prezentarii unor exemple de semnale periodice
particulare; v alorilor c aracteristice ale s emnalelor p eriodice n esinusoidale;
puterilor circuitelor liniare in regim permanent nesinusoidal; comportarii
elementelor liniare d e circuit in re gim nesinusoidal; analizei circuitelor in
regim n esinusoidal; ¢ ircuitelor lin iare trif azate sub tensiuni simetrice
nesinusoidale.

incapitolul 9, “ Regimul tranzitoriu al circuitelor electrice liniare”,
sunt prezentate: teoremele comutatiei; metodele de analiza in domeniul timp
a circuitelor electrice; metodele de analiza in domeniul frecventa
(Transformata Laplace).

Capitolul 10, ““ Analiza circuitelor electrice ce contin amplificatoare
operationale”, este consacrat: analizei in curent continuu a configuratiilor
de baza ale amplificatoarelor operationale; raspunsului in regim tranzitoriu
al circuitelor electrice ce contin amplificatoare operationale; raspunsului in
c.a. al circuitelor electrice ce contin amplificatoarelor operationale.

Pentru ilustrarea tehnicilor si metodelor de analizd prezentate in
lucrare toate capitolele cuprind numeroase si variate exemple. Toate
exemplele au rezolvari complete, unele in mai multe variante, cu comentarii
si comparatii intre metode.

Rod al experientei didactice precum si al activitatii de cercetare a
autorului in d omeniul te oriei ¢ ircuitelor e lectrice, lu crarea e ste a stfel
conceputd Incat sa pregateasca cititorul pentru utilizarea c alculatorului in
analiza circuitelor electrice si structurilor neelectrice echivalente din punct
de vedere matematic, in vederea optimizarii solutiei de proiectare a acestora.

Au fost introduse mai multe referinte bibliografice existente in spatiul
virtual al in ternetului: c ursuri w eb re alizate p e medii virtuale de instruire
(moodle), manuale cu situri web pentru studenti, resurse educationale
gratuite.

Autorul mulfumeste tuturor colegilor si studentilor Facultatii de
Inginerie E lectrica, Energeticd si Informaticd Aplicata (Universitatea
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Tehnicd “Gh. Asachi” din lasi) care au citit lucrarea si care au facut
numeroase observatii despre continutul si prezentarea manualului.

Autorul multumeste in mod deosebit companiei National Instruments
Romania pe ntru a cordarea dr eptului de utilizare a brandurilor National
Instruments: Electronic Workbench, Multisim, Ultiboard si LabVIEW in
cadrul publicatiei Teoria Circuitelor Electrice - Indrumar de Laborator
(care completeaza prezentul manual de curs), mentionand ca materialele au
fost revizuite si ca aceste materiale sunt in concordanta cu drepturile de
copyright ale National Instruments.

Autorul mulfumeste in mod deosebit domnilor Prof. dr. ing. Petru
Todos (Universitatea Tehnicd a Moldovei, Chisindu), Prof. dr. ing. Lucian
Mandache (Universitatea din Craiova) si Prof. dr. ing. Corneliu Lazar
(Universitatea Tehnica ,,Gh. Asachi” din Iasi) care au citit cu atentie
continutul stiintific al lucrdrii si au contribuit cu sugestii utile la
imbunatatirea continutului stiintific si didactic lucrarii.

Autorul lasi, August 2015
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CAPITOLUL 1. CONCEPTE DE BAZA ALE
TEORIEI CIRCUITELOR

1.1 Starea de electrizare. Tensiunea electrici. Tensiunea
electromotoare.

De la fizica se stie cd doua corpuri se electrizeaza prin f recare.
Starea de electrizare presupune un schimb de sarcini intre cele doud corpuri.
Caracterizarea acestei stari se face prin “sarcina electrica” care reprezintd
excesul de purtatori de sarcind de un semn fatd de purttorii de sarcina de
semn opus. Sarcina elementard este consideratd sarcina electronului avand
valoarea e=-1,6 -10'°C. Sarcina unui corp electrizat va fi: q=n-e (n—numir
intreg).

Pentru a caracteriza actiunile ponderomotoare ce se exercitd intre
corpurile e lectrizate, se defineste intensitatea fortei ce actioneaza asupra
micului corp electrizat ca fiind intensitatea campului electric. Presupunand
in campul produs de sursa q ca exista un corp de sarcind qi, intre q si qi se

o g .. = 1 09gq, 1 . .
exercitd o fortd electrica F = 4—ﬂ— , de ci s arcina q pr oduce un
e I r

camp electric de intensitate E = lim—=——-—.—. (1.1)
a>0q, 4me r° r

Lucrul mecanic efectuat pentru deplasarea corpului de proba qi pe
linia de cAmp E este:
R, P, p . p .
L=[Fdi=q[E-di=[q E-di=q[E-di=w, -W,, @12
Po Po Po Po
unde: IEB = qIE - forta care se opune deplasarii pe linia de camp electric.
Lucrul mecanic este integrala unui produs scalar si nu depinde de drum ci
numai de valorile initiale si finale. Integrala:

D P = P
[Edr=t- ql.%.i.i.(“:i (_Lj.dr (1.3)
P

p
:[L_LJ L
Po rp rpo
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nu depinde de drum ci numai de diferenta valorilor finale si initiale ale unei

functii scalare numita “potential”.
Definim diferenta de potential dintre doud puncte prin relatia:

E-dl =V, -V, | (1.5)

Se—-35

Alegénd un potential de referinta V, =0 rezultd valoarea marimii

p
scalare asociatd punctului P ca fiind V, = _[ E-dl . Diferenta de potential
0

dintre doua puncte se numeste “tensiune electrica” si este exprimata prin
relatia

U,=V,-V,=|E-dl. , (1.6)

—_——

Se defineste tensiunea electromotoare prin relatia e:§é-dr si
r

exprimd circulatia intensitdtii campului electric p e o rice ¢ ontur Inchis.
Generalizand, pentru orice fortd F , notiunea de camp electric prin relatia

E= limE distingem urmatoarele tipuri de campuri:

q—0 q
- camp Coulombian EC =ling—e ; (1.7)
-0
. = .. F
- camp solenoidal E| :lmg—m ; (1.8)
-0 q
N - . F
- camp imprimat E; zllng—e , (1.9)
-0

unde: -q - sarcina electrica;
- Fe - forta electrica;
- Fm - forta magnetica;
- Fe - forta neelectrica;
Atunci tensiunea electromotoare este:

e:§I§-a cu E=E, +E, +E,. (1.10)
r

Precizare:
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Capitolul 1. Concepte de baza ale teoriei circuitelor

Intr-o baterie electrica, sub actiunea fortelor ch imice, ar el oc
separarea sarcinilor, iar daca bornele bateriei sunt in gol constatam:

§I§-dr = I E. -dr+.[ E,-dl =0, relatie echivalentd cu u, =e. (1.11)
r

Deoarece intensitatea cam pului el ectric Ec depinde de mediu prin

permitivitatea €, se introduce marimea numita inductie electricdi D=¢-E,
marime ce nu depinde de proprietatile mediului. Fluxul acestei inductii pe

orice suprafatd inchisd este egal cu sarcina din interiorul suprafetei X (fig
1.1).

T

n=r
C @
B('h-_ F;\{
Fig. 1.1
o= D.dAzL.ﬂZ.L.MﬁL:qS (1.12)
h A r° r r
Definitie.

Se defineste capacitatea electrica sau condensatorul ca fiind
sistemul format din doud corpuri conductoare separate de un
dielectric.

Raportul pozitiv dintre sarcina cu care se Incarca una din armaturi si
diferenta de potential dintre cele doua armaturi, se numeste ‘““‘capacitate” si
este independentd de sarcind si diferenta de potential dintre armaturi:
c=—9 5o (1.13)

V1 _Vz

Capacitatea este dependentd de permitivitatea mediului dintre

armaturi, de geometria armaturilor si distanta dintre acestea.

1.2 Starea electrocinetica. Conductie. Intensitatea curentului electric.

Corpurile conductoare se pot afla, in afara de starea de electrizare, si
in starea electrocinetica (de conductie).
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Baterie

Fig. 1.2
Aplicand unui conductor o tensiune electricdi U=E:1, ceeace

presupune existenta unui camp electric de intensitate E, purtitorii de
sarcind q sunt deplasati fata de reteaua cristalind a conductorului cu viteza
V. Constanta de proportionalitate (data de raportul dintre viteza si

—

intensitatea cdmpului aplicat) se numeste “mobilitate™ u, =

Presupunand ca la momentul t electronii se afla in suprafata S, la

momentul t+ At electronii ajung in S' parcurgand distanta dl =V -dt .
Numarul de electroni continuti in volumul delimitat de S si S' este
dn=n-S-dl, unde: n — reprezinta densitatea de electroni liberi.
Sarcina din volumul elementar se obtine prin multiplicarea cu q a
relatiei de mai sus, obtindnd: dq=qg-dn=n-q-S-dl=n-q-S-v-dt.
“Curentul electric” este marimea fizicd ce caracterizeaza starea
electrocineticd §i reprezintd variafia sarcinii prin suprafata S a
dg

conductorului: i= g Dupa simple inlocuiri rezultd expresia acestui curent

prin sectiunea transversald a conductorului:

i=nqSv=ngqgSEpu=J3S=0cES (1.14)

unde: n-q-V - fluxul purtatorilor de sarcina.
. . : NP <
Raportul dintre curent si tensiunea aplicata, U: G, poartd numele

de “conductanta” iar inversa acestui raport se numeste ‘‘rezistenfa”.ln
baza relatiilor de mai sus expresia conductantei este:
S S 1

G=nQu —=c-—=—. 1.15
qypl TR (1.15)
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Deoarece curentul reprezintd fluxul purtatorilor de sarcind prin
suprafata transversala a conductorului S, (i :J-n .q-V-dA= J-j?-d,&), atunci
S S
conductanta reprezinta raportul efect - cauza pentru conductorul considerat,
raport independent de valoarea curentului §i a tensiunii aplicate, dar
dependent de geometria si conductanta conductorului.

jj-dA

1

1.3 Teoremele Kirchhoff (formulare topologica)

1.3.1 Teorema | Kirchhoff

“Teorema | Kirchhoff” este denumita si “ecuatia lui Kirchhoff
pentru noduri”. N umim “nod“  punctul de conexiune a cel putin trei
elemente de circuit (surse si consumatori). Daca numarul elementelor de
circuit este mai mic de trei atunci avem un nod fictiv (punct de conexiune).

Asa cum in mecanicd existd o lege de conservare (a energiei), se
defineste in electrotehnicd, legea conservarii sarcinii ce indica faptul ca in
orice suprafatd inchisd X sarcina se conserva: qy = ” p,-dV; = constant.

- ~ . d .. g
Intrucét ¢ urentul e lectric ( iy = —%) redd viteza de scadere a

sarcinii din suprafata X, rezultd ca in orice suprafatd inchisa curentul este
nul iy =0.

Teorema | Kirchhoff (Tik) are urmatoarea formulare generala:
“Curentul prin orice suprafati inchisd este nul.”
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Exemplificim formularea teoremei I pe suprafetele inchise X si
¥, .(fig.1.3)

a) - pe X; definita de suprafetele reunite SUSUA, (Ar- aria laterald a
conductorului) iy =0=i +ig +iy =0.

In relatia de mai sus suma curentilor este algebricd, deoarece
curentul este un flux a densitatii de curent prin orice suprafatd S (i, :ﬁd&).

Asociind un sen s d e t recere ac estor curenti si tinand cont de orientarea
suprafetei inchise (fig.1.3), elementul de suprafatd orientat spre exterior

dA=n-dA (S €X), rezulta semnul curentilor pe fiecare suprafata deschisa
astfel:
- prin S unghiul dintre densitatea de curent si versorul suprafetei este
(G.,n)=n =i, curentul este negativ;

- prin S' unghiul dintre densitatea de curent §i versorul suprafetei este
(G,n) = 0=i, este pozitiv;
- prin A1 unghiul dintre de nsitatea de curent si versorul suprafetei
. T .
este (j,n)= T = 0.

In concluzie, forma matematica a teoremei I pe suprafata X este:
0

—i+ig =
S
b) - pe suprafata ¥ existd curent numai la intersectia suprafetei X cu
planul conductoarelor. Conform regulii stabilite forma matematica a
teoremei | Kirchhoff pe aceasta suprafata este:

==l +ij =i +i, =0 (1.17)

Concluzie:

“ Suma algebrica a intensitatilor curentilor electrici din laturile

concurente unui nod este nula.”

Conventie:

“ Curentii ce intra in nod sunt negativi, iar cei ce ies din nod sunt
pozitivi.”

Asocierea sensurilor de referinta pentru curenti.

“Sensul de referinta al unei marimi scalare definite printr-0
integrala de suprafata Sp ce se sprijind pe o curba inchisa este sensul
normalei exterioare i la acea suprafata”.
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1.3.2 Teorema Il Kirchhoff (T2)

2
Tensiunea, conform enuntului, este U, = J‘ E-dS=v,-v, si
1

reprezinta tensiunea la bornele unei laturi. Sa considerdm un contur inchis
(o bucld) format din n laturi (fig.1.4).
Notand c uv xk - potentialele atasate nodurilor (k), tensiunea la

bornele laturii j este:
K+1

Uy = jﬁ-a =V, =V, (1.18)
k

Intrucat circulatia intensitatii cAmpului electric coulombian este nula
) R SO K o~ -
pe oricec ontur: §Ec-d| :.[1 E,-dl +L E.-dl +...+J‘k lEc-dl +..=0,
r

rezulta, prin inlocuire, functie de potentialul bornelor laturilor, urmatoarea
relatie:

V=V, +V, =V, +..4+V, =V, +..=U, +Uy, +..Uy +..=0 (1.19)
deci: Zubj =0. (1.20)
jelm]
latura 1
/ 2
\\q_____,_/‘

latura k

Fig. 1.4

Concluzie:

“ Suma tensiunilor la bornele elementelor de circuit (bornele
laturilor) ce apartin unei bucle este nula.”

Aceasta este prima formulare a teoremei II Kirchhoff.

A doua formulare a teoremei II Kirchhoff rezultd din inlocuirea
tensiunii la bornele laturilor cu dependenta acesteia de sursele si
consumatorii existenti in latura.
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Sa consideram latura j in care existd o sursa ej si prezinta rezistenta
R;. Se asociaza sensul curentului prin latura identic cu sensul sursei (fig.1.5
j
si se construieste un contur inchis format din latura j si tensiunea la borne
Uy, -
R
{14} ket
\\\_EEJ'_G;)—/,W +

Ui =¥ = eat

Fig. 1.5

k

Tinand cont de legea conductiei: E ,+E =p-] rezulta ci in
conductoare p artea Coulombiand a campului este descrisd de relatia
E. = p- ] —E;. Circulatia partii columbiene a campului pe orice contur este

nula: § EC dl=0 si, in consecinta pe curba I” rezulta:
r

k
[E.di+ [E, dl'=0 (1.21)
latura j k+1
k

fE.dS= [p-j-dS- [E dS+[E dS=0 v v, =R, i -¢=uy,

| j | j k+1
atura j atura j + (122)
Rji; e; Vi~V
relatie echivalenta cu:
Vi~V t€ =R, (1.23)

denumitad “ecuatia Joubert” a laturii j. Aceastd ecuatie exprimad dependenta
dintre tensiunea la borne, tensiunea electromotoare si caderea de tensiune pe
o latura j.

Inlocuind ecuatia Joubert in teorema 11 Kirchhoff > u, =0, rezulta:

je(m)

D (Ry-i;—e)=0 (1.24)
je(m)
sau:
D e - DR (1.25)
jem) jem)

A doua formulare a teoremei II Kirchhoff este :
“Pe orice bucla suma t.e.m este egala cu suma caderilor de tensiune
pe elemente pasive.”

24
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Asocierea sensului de referintd pentru tensiuni.
¢ Sensul de referinta al unei marimi scalare definite printr-o integrala
de linie este sensul de parcurgere al curbei.

1.4 Circuit electric. Elemente dipolare

Definitie:

“Numim circuit electric ansamblul format din surse §i consumatori
prevazut cu legaturi conductoare intre ele.”

Sursele au rolul de a produce energie electromagnetica, iar
consumatorii, de a o transforma in alte forme de energie. Exemplul cel mai
simplu este oferit de fig.1.6:

S ﬁne Consumatar
flf\ =i Up=V1-¥2 i 9 )
/ Jz
2
Elerment Legatura Element_
[T [~ conductoare de circuit
de circuit
Fig. 1.6

Legatura conductoare este necesard deoarece, cunoastem ca orice
circuit electric este parcurs de curent el ectric iar inchiderea acestuia intre
sursa si consumator se face prin calea de minima rezistentd (pPmetal << paer).

Nu putem discuta despre un circuit electric daca intre sursa si
consumator nu realizdim un contur inchis (I') din material conductor (cu rol
de cale de inchidere a curentului).

In conformitate cu relatia Ohm, in lungul ciii conductoare avem o

y . . . : -
cddere de tensiune U, =R-i=p -g-l , cadere de tensiune ce pentru lungimi

mici ale conductoarelor se neglijeazd. Aceasta aproximatie In asociere cu
definitia tensiunii electrice U =V, —V, conduce la urmatoarea concluzie:

“Toate punctele unui conductor au acelasi potential.” 1)
A doua concluzie ce rezultd din notiunea de circuit electric si
concluzia (1) este:

25



Adrian A. Adascalitei: Teoria Circuitelor Electrice

“Valoarea curentul ce intra printr-un capat al unui conductor este egala
instantaneu cu valoarea curentului ce iese pe la celalalt capat al
conductorului*“. (2)
Altfel spus, neglijam fenomenul de propagare al curentului in
conductoare din cauza dimensiunilor mici ale acestora fata de lungimea de
unda a curentului (circuite cu parametrii concentrati).
Orice circuit electric poate fi descompus in elemente de circuit.

Definitie:
“Numim element de circuit sistemul caracterizat de marimi de intrare si
marimi de iesire.”

Izolarea d intr-un circuit a unui el ement d e circuit se f ace p rintr-o
suprafatd inchisd ¥ (imaginard) ce intersecteaza legaturile conductoare in n
puncte numite borne.

Elementul de circuit cu doua borne de acces se numeste dipol si
reprezintd numdrul minim de borne de acces pe care il poate avea un
element de circuit. Intrucat curentul existi numai intr-un c ircuit i nchis,
rezultd cd prin una din borne curentul intrd iar pe cealalta iese, iar suma

curentilor la bornele de acces este nula (fig.1.7).
z

i1 —
LA

Dipol

izx—

Fig. 1.7

Observatie:  “Suma curentilor la bornele de acces este nula pentru
un dipol.”

> i=0=i0 +i,=0 (1.26)

“Bornele de acces la care suma curentilor este nula formeaza o
poarta.”

Daca numarul bornelor de acces este mai mare de 2 atunci definim
“elemente multipolare™ (exemplu: tranzistorul).

Poarta de
intrare

Element de
circuit cun=3
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Tranzistorul, av and t rei b orne d e acces, este “element tripolar”.
Bornele tranzistorului sunt grupate in doud porti (conform principiului de
functionare al tranzistorului).

Dupa numarul de porti, elementele de circuit se clasifica in:

- uniporfi (elemente dipolare);

- diporti (elemente tripolare sau cuadripoli, sau diporti).

Marimile de intrare si de iesire ce caracterizeazd un circuit se
numesc generic “semnale”. Semnalul de intrare se numeste “excitatie” (x),
iar semnalul de iesire se numeste “raspuns” (y). Relatia de dependentd
dintre semnalele de iesire si cele de intrare se numeste “ecuatie
caracteristica’’:

y=y [x(t), t] (1.27)

Numarul de ecuatii caracteristice este egal cu numarul de porti ale
elementului de circuit.Curbele y= y(x) ( fig.1.9) pentru valori d iferite a le
timpului t s e num esc caracteristici de functionare. Un punctM (x,y) ce
apartine caracteristicii de functionare se numeste punct de functionare.

Y

Caracteristici de

t
2
¥ M(K.M ; functionare
,_/ 3

Fig. 1.9

Forma caracteristicii de functionare poate fi: - liniara sau neliniara;-
variabild sau invariabila in timp. Distingem astfel urmatoarea clasificare a
elementelor de circuit:

- elemente liniare invariabile in timp, cu ecuatia caracteristica
y=0C-x;

- elemente liniare variabile in timp (parametrice) cu ecuatia

caracteristica: y(t) = C(t)- x(t) ;

- elemente neliniare invariabile Tn timp cu ecuatia caracteristica
y=y®X);

- elemente neliniare variabile in timp avand ecuatia caracteristica
y = y[x(),t].

Independent de natura perechii de marimi (x,y) elementul de circuit
este uni voc de terminat de pr odusul s emnalelor num it putere instantanee.
Intrucat in teoria circuitelor lucrim cu marimi electrice, semnalele su nt
marimile electrice tensiune si curent.
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“Produsul tensiune-curent se numeste putere electricd instantanee
p(t) = u(t)-i(t) si reprezinta variatia energiei electrice in raport cu timpul

dw .,

p(t) prat (1.28)

Din punct de vedere al puterii instantanee, ce poate fi pozitiva daca
energia creste sau negativa daca energia scade, elementele de circuit se
clasifica in:

- elemente de circuit pasive, dacd in orice punct in planul
caracteristicii de functionare produsul u-i=p>0 este pozitiv ( corespunde
unei puteri primite de elementul de circuit);

- elemente de circuit active, daca in cel putin un punct in planul
caracteristicii de functionare puterea instantanee este negativa.

Elementele pasive capabile sa acumuleze energie in camp electric
sau magnetic se numesc reactive.

Asocierea sensurilor de referinta pentru elementele dipolare

Considerand circuitul ¢ lementar di n f ig.1.10, sa exemplificdm
asocierea sensurilor de referintd pentru - dipolul generator, respectiv pentru
dipolul receptor. In acest sens consideram circuitul din fig.1.10 pe care il
descompunem in dipol generator si receptor.

/ 2 \ Dipol
/g+ B(receptor
( ) Ub Rg \
><RI Pg R /
Dipol e —_— b - /
Fig. 1.10
Aplicand legea conductiei pe conturul I al circuitului, obtinem:
§(E+E)d§=§p5d§=§plA-ds, sau e=i(R +R,) (1.29)
r r r
Separand dipolul generator cu suprafata Cg imaginara avem:
[ (E+E)-dS=[E-dS+[E dS=p-[]-dS=R, i (1.30)
b.C, b b b
relatie echivalentd cu:v, —v, +e=R; -i (1.31)

Pentru dipolul receptor campul electric imprimat (J‘ E, =0) este nul

iar prin aplicarea legii conductiei rezulta:
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jé-dsizp-fj-ds*:Rs-i

a,rb

Il

D ey T
m
o
w)
Il

R i, (1.32)
relatie echivalentd cu:v, —v, =Rq -i.

Notand tensiunea la borne U, =V, —V, in baza relatiilor de mai sus

se pot defini urmatoarele reguli de asociere intre curenti i tensiuni, la
bornele dipolului generator respectiv receptor.

¢ regula de la generatoare:

Fig. 1.11
sensurile de referinta ale tensiunii la borne U, si curentului 1 fata de

oricare din bornele dipolului sunt opuse (0 marime intra, cealalta iese).
Relatiile intre marimile electrice la bornele dipolului sunt:
e—U,=R .isauu,=e—R i|i

. . (1.33)
u,-i=e-i—-R-i’

p=u,.i>0 dacid e-i>R i’ debitatd;
dacd e-i<R;-i* primitd;
regula de la receptoare:

Fig. 1.12
- sensurile de referinta ale tensiunii la borne U, si curentului I ,prin

laturile receptoare, coincid (ambele intrd sau ies fatd de aceeasi bornd).
Relatiile intre marimile electrice la bornele dipolului sunt:

u, =R i
u, i=Rg-i’ (1.34)

p>0 deoarece R, i’>0 - putere primita.
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Sintetic, pentru orice dipol a carui structurd interna este cunoscuta,
definim urmatorul flux de putere intre dipoli:

cedeazé primeste
Lpp0 = p20.L
Dipol Dipol

generator lUbj Ubjl receptor
4°DJ-<O & pJ<0°7

primeste cedeazs

Fig. 1.13
Generalizand ecuatia dipolului generator pentru orice dipol
(generator sau receptor) ecuatia Joubert a unei laturi j: este:  e¥u, =z

unde: z; - operator atagat curentului, impus de natura dipolului.

1.4.1. Elemente pasive de circuit. Rezistorul

Rezistorul este un element pasiv de circuit ce primeste energie
electrica si o transforma ireversibil in caldurad. Ecuatia caracteristica a
rezistorului este:

u=u(i(t),t) sau i=i(u(t)) (1.35)
iar curba caracteristica in planul (U,I) se numeste ““caracteristica tensiune-
curent” sau ““curent-tensiune”.

Caracteristica curent tensiune (efect dependent de cauza i=i(u))
asociaza tensiunii variabila independenta iar curentului variabila
dependenta.

Fizic, tensiunea este cauza iar curentul este efectul deoarece
tensiunea produce camp electric E sub actiunea caruia purtatorii de sarcina
se deplaseaza. In planul caracteristicii i-u curba caracteristicd poate avea
orice forma.

Raportul ef ect - cauzd este independent de efect si de cauza,
depinzdnd numai de pr oprietatea m ediului( p) si de dimensiunile
geometrice ale corpului lungime si sectiune si este intotdeauna un raport

pozitiv.
Enunt:
“Numim conductanta statica (G) raportul dintre curent si tensiunea
aplicata.”
Conductanta este definita prin relatia:
1. G il— [S] (siemens) (1.36)
R u
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In planul caracteristicii, conductanta reprezintd tangenta unghiului
format de dreapta ce uneste punctul de functionare cu originea axelor:

k-tga:Gzl—.
u

Fig. 1.14

Enung:
“Numim conductanta dinamica raportul dintre variatia curentului
pe variatia de tensiune in jurul punctului de functionare:

=2 -1 i .1gp (137)
dv  r(t) '
Inversa conductantei dinamice se numeste rezistenta dinamica :
1 1
rt)=———=—ctgp. 1.38
O=195 =K (1.39)

Altfel s pus, rezistenta dinamica reprezinta variatia de tensiune ce
produce o variatie unitarda a curentului.

A. Clasificarea rezistoarelor

1. Rezistorul liniar invariabil in timp are simbolul redat in fig.1.15,
iar curba caracteristica in planul (i;u) este o dreapta in cadranele I si III ce
trece prin origine. Rezistenta statica este identica cu rezistenta dinamica si
nu depinde de valoarea curentului ce trece prin circuit.

| itu i )

| I uit) +
|
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Ecuatia caracteristica i(t)=G-u(t) sau u(t)=R-i(t) indica o dependenta
liniara intre semnale. P uterea instantanee p=u-i=R-i>=G-u’>0 este

intotdeauna pozitiva indiferent de sensul asociat tensiunii si curentului.
Integrala puterii instantanee pe un interval se numeste energie, si
t,
este datd de relatia:W = I p(t)dt . Unitatea de masurd a energiei electrice
t

este kilowattul - ora. [KWh=10J/s-3600s =3.6-10°Joule] .

2. Rezistorul liniar variabil in timp (parametric) este in talnit s ub
denumirea de potentiometru avand rezistenta variabila 1n raport cu pozitia
cursorului. Simbolul atagat este redat in fig.1.16, iar car acteristica este o
dreaptd dependenta de pozitia cursorului. Ecuatia caracteristicd este:
i =G(t)-u(t) sau u(t)=R(t)-i(t).

Fig. 1.16
3. Rezistoarele neliniare sunt elementele de circuit ce au rezistenta
electrica dependenta de curentul ce trece prin circuit. Rezistorul este
complet determinat daca se cunoaste dependenta i=i(u) tabelat, analitic

sau grafic. Din punct de vedere al formei curbei caracteristice i=i(u), aceste
rezistoare se clasifica in: neliniare cu caracteristica simetrica sau reciproce.

Caracteristica acestor rezistoare este simetricd fatd de origine, ele
nefiind dependente de modul conectare al bornelor la sursa, altfel spus nu
au borne polarizate. Un exemplu de rezistor neliniar s imetric il c onstituie
termistorul, care are rezistentd variabild cu temperatura. Simbolul si
caracteristica unui astfel de rezistor sunt redate in fig.1.17:

Fig. 1.17 Termistorul
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- neliniare cu caracteristica nesimetricd prezentind borne polarizate. In
categoria acestor rezistoare intrd majoritatea componentelor electronice
precum:

- diodele redresoare cu simbolul si caracteristica prezentate in
fig.1.18;

- diodele Zenner cu simbolul si caracteristica prezentate in fig.1.19;

- tranzistoarele cu simbolul si caracteristica prezentate in fig.1.20

(un exemplu)

Rz
Uy U
Fig.1.18 Dioda redresoare Fig.1.19 Dioda Zenner.
D
i GL
_| '_e‘ 1ir
s

L,l-l— U

Fig.1.20 Tranzistorul MOSFET (G - grila, D - drena, S - sursa).

Observatii:
1. Pentru rezistoarele ce nu prezintd borne polarizate dependenta
curent-tensiune i=i(u) poate fi redatd si in forma u=u(i) incare

curentul 1 este variabild independenta, iar tensiunea u este variabila
dependenta. Exemplu: varistorul ce prezintd rezistentd variabild cu
tensiunea aplicata si are curba caracteristica u=u(I) (fig 1.21).
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2. Rezistorul este complet definit dacd se cunoaste valoarea rezistentei R, ,
2
puterea disipata P:%, tensiunea maxima de lucru pentru a dezvolta
P=P,.
B. Conexiuni ale rezistoarelor
1. Conexiunea serie
O latura ce contine “n” rezistente Inseriate poate fi redusa la o latura
cu o rezistenta echivalenta. Valoarea rezistentei echivalente se obtine din
definitia tensiunii la bornele laturii si din impunerea conditiei de conexiune
i=1, =1, =...=1,

n 2 n
u=.!.E~d§=!E-d§+ E-dS+..=) R;-i (1.39)

SR

Ry F_\)Q Rn
U
Fig. 1.22a

Rezulta astfel valoarea rezistentei echivalente asociate laturii:

R, :;Ri (1.40)

2. Conexiunea paralel
Rezistenta echivalenta rezultd din impunerea conditiei de conexiune
U =U, =...=U, si aplicarea teoremei I Kirchhoff obtinand dupa efectuarea

unor calcule simple:

Uap Ry R, Rs
I I I3
IAB A
Fig. 1.22b
L = ani (1.42)
Ry 1o Ry
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3. Divizorul de tensiune

In conexiunea serie o utilitate foarte mare o are divizorul de tensiune
prezentat in fig.1.23.

Ry
+ \
s R Ug R
_ : Yo=Us 2R
1 2
|
R1 u, = Rzi
u u=(R,+R,)i
R, luz rezult u - R, U
a R +R,
Fig. 1.23

Definim atenuarea tensiunii (A;) ca fiind raportul dintre tensiunea

de iesire si tensiunea de intrare. Aceastd atenuare pentru divizorul de
) U R 1

tensiune este: A, =—L=—2—= R (1.42)

US Rl + Rz 1+ -1

R2

4. Divizorul de curent
Conexiunii paralel i se poate defini di vizorul de curent ( fig.1.24)
denumit si atenuatorul de curent conform urmatoarei relatii:

=1 R =1 ! (1.43)
R +R, A
RZ
>R
1 i,=G,u
i i=(G, +G,)u
rezult], G, i
5 & 276 +G,
—u
Fig. 1.24
Generalizand relatia divizorului pentru n laturi in paralel se poate

: : g . R,
determina curentul prin latura "k" cu urmatoarea expresie: I, =1.—<

laturiy
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Atenuarea divizorului de curent (Ai) este definita prin relatia:
I (1.44)

5. Punti rezistive

Fig. 1.25
Aplicand divizorul de tensiune pentru determinarea potentialului

punctului "P" respectiv "N", obtinem:

VP :VS . R2 =VS . 1
R +R, 1R
RZ
Vy =Vs- Ry =V - 1R =U,=V;- Lo_ IR (1.45)
R+ R, 1+ 1+ 1+=
R4 2 R4
U, =V, -V,
wx ), (2E
U, =V - 4 2 1=V, - L (1.46)
R, R, R R
1+ 1+—= 1+—L | {1+—=
R, R, R, R,
Conditia de echilibru a puntii (punte Wheatstone) este de egalitate a
. . . .. R, R
potentialelor v, =V, avand urmatoarea formulare matematica: R = R
4 2
6. Lanturi de rezistente
Vsﬁﬁ R’ﬂfm QGﬁ Rn
Fig. 1.26
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Rezistenta echivalenta a circuitului de mai sus se obtine utilizand
divizorul de curent:

(1.47)

1.4.2 Elemente de circuit active (surse)

Rolul unei surse este de a initia tensiunea $i curentul intr-un circuit,
fiind In general un element activ de circuit. P ot e xista circuite in care nu
toate sursele din laturile circuitului sunt elemente active.

In schemele electrice sursele le regisim in doud variante surse de
curent $i de tensiune.

1.4.2.1 Surse independente de tensiune

Sursele 1 ndependente de t ensiune s unt numite $i g eneratoare d e
tensiune $i pot fi:

- generatoare de tensiune ideale;

- generatoare de tensiune reale.

a. Generatorul ideal de tensiune
- este un element activ de circuit cu proprietatea ca tensiunea la borne
este riguros constantd $inu de pinde de va loarea c urentului de bitat.
Simbolul generatorului ideal de tensiune si caracteristica tensiunii la
borne de curentul debitat U, =f(i) sunt redate in fig.1.27.

Fig.1.27
Regimurile de functionare ale acestui generator pot fi (regimuri
impuse de sarcind):
-regimdemersingol: R; > w,i=0p=u,-1=0; (1.48)

e

: R 5 | .
- regim de mers in sarcina: Ry # 0,1 = % p=e-i=0; (1.49)
S
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- regim de scurtcircuit: R; =0,i — o0, p — o0, motiv pentru care nu
poate functiona Tnre gimd e s curtcircuit (p uterea
infinitd nu-i posibil fizic]

Observatie:

“O sursa ideald de tensiune niciodatd nu trebuie sa functioneze in

scurtcircuit.”

b. Generatorul real de tensiune
- contine n serie cu generatorul o rezisten{d R, (rezistenta internd) ce

limiteaza curentul de scurtcircuit la o valoare finitd. Simbolul atasat

generatorului real $i caracteristica acestuia sunt prezentate in fig.1.28.
Up

2 1 +
I R e
. B 0] R
Upt == — Jb E
|

_e
5= R,

Fig. 1.28

Regimul de f unctionare a acestui generator functie de valoarea
sarcinii poate fi:

-regimde mersingol: Rg > ,i=0,p=0; (1.50)
- regim de mers n sarcina: Rg #0,i __° P#0; (1.51)
R + R,

- regim de scurtcircuit: RS=0,i:Rip¢oo,0. Rezistenta interna este

N

rezistenta echivalenta a dipolului generator.

c. Conexiuni ale surselor de tensiune

Doua sau mai multe surse de tensiune pot fi conectate n serie sau in
paralel.

Conexiunea serie

“Tensiunea electromotoare rezultanta este egald cu suma
tensiunilor electromotoare ale surselor.”

e=> e i R = Zn: R, (1.52)

38



Capitolul 1. Concepte de baza ale teoriei circuitelor

=]

1 \JE
|Ub"ew*ez"es =(1)% JUb

&

Fig. 1.29

Conexiunea paralel (derivatie)

Sursele ideale de tensiune se pot conecta 1n paralel numai dacd au
aceleasi tensiuni electromotoare. T.e.m. echivalentd a “n” surse reale de
tensiune conectate in paralel si rezistenta internd echivalentd sunt exprimate

prin relatiile:

V' Sk

Zx, Lyt

ii §1 R k=1 Rik
R

k=1 R
Observatie:
“Doua surse ideale cu t.e.m diferite NU se conecteaza in paralel
deoarece apar curenti de circulatie intre surse.”

c =

(1.53)

1.4.2.2.Surse independente de curent

Sursele de curent mai sunt denumite $i generatoare de curent. In
schemele el ectrice sunt 1ntalnite ca g eneratoare ideale, r espectiv reale de
curent.

a. Generatorul ideal de curent

Generatorul i deal d e cu rent est e u n el ement act iv d e ci rcuit cu
proprietatea cd intensitatea curentului debitat este riguros constantd $i
independenta de valoarea tensiunii la bornele sale.

Simbolul generatorului ideal $1 caracteristica u, =f(i,) (sau i, =f(u,)),

sunt redate in figura de mai jos:

Up

i IQ
L ‘ I
! % | Uy |incarcare
g(? 2 l b » i

Fig. 1.30
Regimurile de functionare ale generatorului ideal de curent (regimuri
impuse de incdrcare) sunt:
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- regim de mers in gol : Rs—> 00; ub—> 00; p — 0 ;

- regim de mers in sarcina :Rs#0;uw #0; p=finita ;
- regim de scurtcircuit  : Rs=0;us=0; p=0.
Observatie.

“Un generator de curent nu poate functiona in gol.”

b. Generatorul real de curent

- contine Tn paralel cu generatorul ideal o rezistentda R ce limiteaza
tensiunea la borne la o valoare finita in cazul functionarii Tn gol.
Simbolul electric atasat $i car acteristica u, =f(i,) este redatd Tn

fig.1.31.
Fig. 1.31
Regimurile de functionare impuse de incarcare sunt:
- in gol : Rs— o0; uv=Rilg; p=unig
-insarcina : i =i L T u, =i-R =i PR p=u,-i
I R+R, * 9 R+R o

- in scurtcircuit : Rs=0; us=0; p=0.

c. Conexiunile generatoarelor de curent

Generatoarele de curent pot fi conectate in serie sau derivatie
(paralel):

- derivatie - curentul to tal d ebitat d e g eneratorul echivalent est e

'g
9 ezo

Fig.1.32

1, =1 g1+1g2

- serie - miciodatd nu se conecteaza In serie generatoare ideale de
curent cu intensitati diferite.
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1.4.2.3 Echivalenta dintre sursele reale de tensiune $i sursele reale
de curent
“Pentru ca 0 Sursa reald de tensiune electromotoare "e" i
rezistenta "Ri" sa fie echivalentda cu sursda reald de curent sunt necesare
valori identice ale curentilor debitati pe aceeaSi rezistenta de sarcind Rs”.

. o . o . e
- sursa de tensiune realad debiteazd pe Rs curentul: i, = ——
R, + R,
Sursd de tensiune i Sursd de curent

|

Up | |Fs Rsg Rii (2)ig

Fig. 1.33
o : R,
- sursa de curent real debiteaza pe aceeaSi Rs curentul: i =i, - TR
1 + S

Impunand conditia de egalitate a curentilor ce strabat sarcina
i, =i, se obtin relatiile de echivalentd a surselor: e=i, R, ; R, =R,
Observatie:
Relatiile de echivalenta ale surselor reale de tensiune cu surse reale
de curent permit asocierea alimentarii unei sarcinii oarecare Rs fie de la un
dipol echivalent de tensiune fie de la un dipol echivalent de curent.

1.4.2.4 Surse dependente (controlate)

O sursd este dependentd daca valoarea ei este controlatd fie de un
curent, fie de o tensiune din circuit. Din acest punct de vedere avem control
al surselor fie in curent, fie Tn tensiune. Sursele controlate pot fi:

- surse de tensiune cu control in tensiune (VCVS);

- surse de tensiune cu control n curent (CCVS);

- surse de curent cu control in tensiune (VCCS);

- surse de curent cu control n curent (CCCS);

¢ Surse de tensiune cu control in tensiune (Voltage Controlled Voltage
Source - VCVS)
Sursele de t ensiune ¢ u ¢ ontrol Tnt ensiune a u s imbolul r edat Tn
fig.1.34 si ecuatia caracteristica:

v=K_-v

v X
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unde: - v =t.e.m. a sursei;
- vx = tensiunea de comanda (control); sau v
- Kv = constanta adimensionala.(V/V) , sau A, sau u

[ 0 O
+
KV v Vy Av,
________________ .
V=uVy, +
T b

tensiunea de care depinde sursa

constanta de proportionalitate

valoarea sursei de tensiune
Fig.1.34
¢ Surse de tensiune cu control in curent (Current Controlled Voltage
Source - CCVS)
Sursele de tensiune cu control in curent au simbolul redat n fig.1.35
si ecuatia caracteristica:

v=K, i (1.54)

r X
unde: -v = t.e.m. a sursei;
- ix = curentul de comanda (control);
- Kr= constanta cu dimensiunile unei rezistente
ce exprima dependenta t.e.m. a sursei controlate,
de curentul de comanda).

I i i
Kyiy v Ri,

V=ri, 1'
i

T

curentul de care depinde sursa
constanta de proportionalitate

valoarea sursei de tensiune

Fig.1.35
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¢ Surse de curent cu control Tn tensiune (Voltage Controlled Current

Source - VCCS)
Sursele de curent cu control in tensiune au simbolul redat n fig.1.36

Si ecuatia caracteristica:
i=K, v, (1.55)

unde: - K, - constanta de proportionalitate cu dimensiunile unei

conductante;
- i - curentul sursei;
- v, - tensiunea de comanda (control).

i o——0
_l’_
KgVs Vx Gv,
o——n—o0
T R
- + &
i i —Il# Do
tensiunea de care depinde sursa | —
constant4 de proportionalitate MOSFET
valoarea sursei de curent Model echivalent
Fig.1.36
¢ Surse de curent cu control in curent (Current Controlled Current Source

CCCS)

Sursele de curent cu control in curent au simbolul din fig.1.37 $i ecuatia

caracteristica:
i=K; i (1.56)
unde: - K, - constantd adimensionald(A/A);

- i, - curentul de comanda (control);
- i - curentul sursei.

X

X

Kiiy

Fig.1.37a Fig.1.37b
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ig

i=p ig/ 1 Colector B l C
T Baza be ﬁIB
current de care depinde sursa

constantd de proportionalitate Emitor
valoarea sursei de curent E
Simbol Dispozitiv Model
Echivalent
Transistor cu Jonctiune Bipolara
Fig.1.37

Exemple de surse dependente:
1. Transformarea rezistentelor n surse dependente.
Sa consideram o sursd ideald de tensiune ce alimenteazd doua
rezistente - practic un divizor de tensiune (fig.1.38).
i

Tensiunea la bornele rezistentei R, este:

. . R
u,=i'R, CU i=—m — y =e, u,=u, —2—. (1.57)
R, +R, R, +R,
Notand:
R .
- K =—2— 1 u, =u 1.58
v R1+R2 $ b x 9 ( )

se obtine ecuatia sursei de tensiune cu control in tensiune u=u, K,.

Transformarea rezistentei in sursd dependenta trebuie sa nu modifice
puterea Tnc ircuit. In primul caz rezistenta R, op utem co nsidera ca
apartinand unui dipol receptor ce are puterea instantanee pozitivd deci
primita. Transformarea rezistentei in sursd dependenta trebuie sa conserve
puterea in sensul de putere primita. Dipolul trece astfel in dipol generator.
Pentru un dipol generator puterea primita este p=u, i<0.

Schema electrica asociata circuitului in conditiile conservarii puterii
(putere primitd) $i sensului curentului devine:
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R1

—
. i

o @ Up UK eky

+

Fig. 1.39

Sa incercam sd generalizam rezultatul obtinut pentru o sursda
dependenta de tensiune. Consideram un potentiometru conectat la o sursa

test de tensiune cu valoarea de 1V conform fig.1.40
UO Je

KR I—kRE -
UofKR\—KRQ ke

Fig. 1.40

Definim A =Ye—k - atenuarea.
€

Concluzie:

Daca constanta de proportionalitate a sursei dependente o<k<1 se
obtine un atenuator de semnal (un potentiometru este un atenuator de
semnal).

2. Transformarea sursei dependente n rezistenta echivalenta.

Sa consideram un circuit format dintr-o rezistentd R $i doua surse,
una independenta cealaltd dependenta conectate conform fig.1.41.

AL

.
eCT Un kye

p:[_]bl =0

Fig. 1.41

Rolul sursei independente este de a crea un semnal de control, iar al
sursei dependente este de a raspunde la acest semnal.

Ne intereseaza raspunsul sursei dependente, raspuns ce cautam sa-1
obtinem apoi sub forma unei rezistente atasate sursei independente.
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Presupunand s emnalul de ¢ ontrol e=1V iarp rin a plicarea
teoremelor Kirchhoff obtinem:

._e-k,-e e __¢c
= e 1ok, )= (1.59)

Valoarea rezistentei echivalente asociate fatd de bornele sursei
independente este:

ech

R, -S-_R (1.60)

Cazuri particulare:
a) Daca:
k=0
e=1V :i:%:lA Ruch:% R_, =R (1.61)
R=1Q
Concluzie:
Sursa dependenta are polaritatea din figura $i este
scurtcircuitatd.
b) o0<k<1

Exemplu: « :0.91:%(1—0.9: 0.IAY R, =< =10Q
1

k=0,999i=0.001, R, =1000Q

Concluzie:

Sursa are aceeasi polaritate, curentul pastreaza semnul prin circuit
dar cu valoare mult redusa. Sursa dependenta se comportd ca un atenuator.

c) Ce se Intamplad daca K ¢[0,1].

Exemplu:

- conectam sursa dependentd cu aceeasi polaritate fatd de sursa

independenta (fig.1.42).

A
@
)
=y

Fig. 1.42

cl. K <o (coeficient de proportionalitate negativ)

._el _ e _ R
=g -K) =5— . Ra-7g

Ren
K=0, Ry =R

R _R - ocry, <R

K=9 Ra =151

(1.62)
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Sursa cu polaritate inversa, curentul nu schimba sensul prin rezistenta
R.

=Y IV o-10a (1.63)
R, 1Q

ecl

Circuitele cu K<0 sunt denumite amplificatoare cu reactie negativa.
Valoarea negativa a amplificarii (K) este echivalenta cu schimbarea
polaritatii sursei dependente.

c2. K>1
—"7Lgenerator
Rech
Fig. 1.43
i=%(1—1<) cu K>1rezultd i<o schimba de sens.

R, =-<0 = R, =0 ceea ce fizic nu era posibil.

ech
1

Concluzii:

1. Rolul unei surse dependente este de a crea unui dipol o rezistentda

echivalenta cu orice valoare aparentd.

2. Circuitele ce au K>1 sunt denumite amplificatoare cu reactie
pozitiva sau negativa functie de semnul acestui coeficient. Semnul lui K din
ecuatia Rech impune tipul reactiei. Valorile subunitare ale coeficientului de
proportionalitate definesc atenuatoarele.

3. Modelarea componentelor electronice prin surse dependente

a. Modelarea functionarii tranzistorului bipolar in RAN prin surse
dependente

O importanta aplicatie a surselor dependente o constituie tranzistorul
bipolar npn din amplificatoarele electronice. Tranzistorul npn, ¢ u simbolul
redat 1n figura 1.44, conform principiului de functionare, amplifica de 3 ori
curentul de baza is dacad valoarea tensiunii de intrare depaseste caderea de
tensiune a jonctiunii baza - emitor.

Caracteristica externd a tranzistorului reda dependenta curentului din
colector functie de tensiunea colector - emitor avand ca p arametru curentul
de baza.
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C B
B '8 \Z ’
< 3 %: Uee
E Use
a
Fig. 1.44

Modelul de tranzistor reprezentat in figura 1.44 conform principiului
de functionare al acestuia asociaza intre colector si emitor o sursa de curent
comandata de curentul de baza.

Exemplu 1. Pentru circuitul de mai jos sd se determine valoarea
tensiunii de intrare astfel incat la iesire sa avem o tensiune de 10V.

DE=15V

Fig. 1.45
Utilizand modelarea tranzistoruluin pnc uv aloriletip ice
U, =0,7V,p=150 rezultd pentru circuitul din figura de mai sus circuitul

echivalent.
RC
i O Big
100kn — Y c
U Rg Upe
I E
Fig. 1.46

Aplicand pe ochiul de intrare si pe ochiul de iesire teorema II

Kirchhoff se obtine:
U, =U,, +R, -i,

. (1.64)
U,=E-R, Big
Astfel din a doua ecuatie se obtine curentul de baza:
_E=U, _15-10 0,025mA (1.65)

PTRB 20150
iar tensiunea necesara aplicata la intrare:
U, =0,7+180-0,025=3,2V

b. Modelarea amplificatorului operational prin surse dependente

Functionarea unui amplificator presupune aplicarea unui semnal de
la o sursd pe poarta de intrare si obtinerea unei replici marite a acestuia ce
se aplica pe o sarcind. Ideal aceastd functionare a amplificatorului
operational presupune o sursa la intrare si o sarcina la iesire.
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In functie de tipul sursei conectate la intrare (de tensiune sau de
curent) si de tipul semnalului oferit la iesire (tensiune sau curent) putem
defini:

- amplificatoare de tensiune

- amplificatoare de curent

- amplificatoare de transrezistenta

- amplificatoare de transconductanta

b.1. Amplificatorul de tensiune

Un amplificator cu caracteristicd de transfer liniard admite pentru
fiecare poartd un dipol echivalent de tensiune sau de curent. Poarta de
intrare este pur rezistiva si pasiva modelata printr-o rezistenta de intrare Ri.
Poarta de iesire este una activd modelata printr-o rezistentd de iesire Ro si o
sursa dependenta.

Amplificatorul de tensiune are poarta de intrare alimentatd de la o
sursa de tensiune reala si aplicd sarcinii RL o tensiune de lucru maritd de
Aoc (amplificarea). Schema echivalentd adoptata pentru amplificatorul de
tensiune este:

Din formula divizorului de tensiune s e poa te de termina t ensiunea

aplicata portii de intrare: VisvVeg iR iar la iesire se obtine
S+ i
. X RL
tensiunea: v, = VO—R-AOC V. (1.66)
+

L (¢}

In absenta incarcérii R, »w,v,=A,v, motiv pentru care A oc se
numeste amplificare in curent deschis. Raportul iesire pe intrare se numeste
amplificare.

Mo R, R (1.67)
vs R +Rj R +R;

si contine termenii a doua divizoare de tensiune unul reflectand iesirea RL

iar al doilea intrarea si un termen al amplificarii sursei Aoc comandate.
Sarcina este in general indezirabila si (vi/vs)<Aoc. Pentru a obtine

amplificarea i n t ensiune v L/vs=Aoc se impune R,>>R; $i R,<<R,. Dacd

R, » », Ro=0 amplificatorul de tensiune este ideal.
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b.2. Amplificatorul de curent
Amplificatorul de curent presupune alimentarea portii de intrare de
la o sursa de curent conform figurii:

T B [

| . . |

| v | \ |

| Gen Norton | = | a0 ] Sarcina |
Fig. 1.48

Aplicand divizorul de curent pe circuitul de intrare si de iesire obtinem:

Ry Ay =Age iy R, (168)
R +R, R,+R

I, =i

In caz de scurtcircuitare a sarcinii R1.=0, i, = A, -i, motiv pentru care

Asc se numeste amplificarea de scurtcircuit. Raportul sarcind pe sursda
poartd numele de amplificare in curent.
LR L R (1.69)

iy, Rg+R, R, +R,
ce este dependenta de sursa si sarcind. Optimizarea transferului semnalului
implicd Ri<<Rs si Ro>>RrL iar la limitd Ri=0, R, >« se obtine un
amplificator ideal de curent cu amplificarea ir/is=Asc.

b.3. Amplificatoare de transrezistenta si transconductanta

La am plificatorul d e t ensiune sau d e cu rent r aportul semnalelor
intrare, iesire sunt adimensionale si se noteaza V/V sau A/A. Daca intrarea
este un curent iar iesirea este o tensiune amplificatorul se numeste de
transrezistentd avand schema conform figurii:

iar functia de transfer:

v R, R

« R,+R, "R +R, (1.70)

unde Aoc - amplificare fara sarcind in V/A.

Acest tip de amplificator este convertor curent-tensiune. T ransferul
optim se realizeazd pentru Ri<<Rs si Ro<<RLr. Daca intrarea este o tensiune
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si iesirea este un curent atunci amplificatorul este de transconductantd
conform modelului:

Fig. 1.50

Amplificarea sarcind-sursa este:
i R, R

- (1.71)

sC

R, +R;
Acest model d e am plificator est e aso ciat t ranzistoarelor F ET cu
valorile tip ice a le parametrilor A sc=5mS,Ri=IM Q ,Ro=10K Q. Oricarui

P, _ putereasarcinii

amplificator i se defineste amplificarea in putere A, = ce se

P
P, putereasursei

exprima in decibeli, prin relatia: A,(dB)=10log,, A, .

1.4.3 Elemente de stocare a energiei (elemente reactive)

1.4.3.1 Condensatorul

Energia electromagnetica are doua componente: una electrica $i una
magnetica. Elementele de circuit ce au proprietatea de a acumula energie se
numesc elemente reactive.

Raportul dintre efect si cauzd in camp -electrostatic defineste
capacitatea:

ﬁf}d&

c-—94 -3 . .A (1.72)
v, -V, . d
[E-dS
cu simbolul in fig.1.51.
Fig. 1.51
Condensatorul este un element de circuit de ecuatie caracteristica:

q=qu(t),t] sau u = ufq(t),t] (2.73)

daca se considera variabila independenta tensiunea u respectiv sarcina q .

Curba caracteristica in planul q-u se numegte caracteristica sarcina-
tensiune.
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Int eoria circuitelor intereseaza dependenta tensiune-curent sau
curent-tensiune. Ecuatia de legaturd pentru obtinerea acestei dependente
este data de curentul de deplasare:

dq .
i (1.74)

In acest e co nditii, considerdnd tensiunea variabild independenta,
obtinem caracteristica curent-tensiune i-u a condensatorului.

Exemplul 1:
Un condensator alimentat cu o tensiune trapezoidala conform
fig.1.52.determina urmatoarea forma a curentului prin condensator in baza
... d du
ecuatiei i=—-(C-u)=C-—
dt dt

[
Fig. 1.52

a. Clasificarea condensatoarelor

Conform clasificarii elementelor de circuit distingem:
e Condensatorul liniar invariabil in timp

Condensatorul liniar invariabil 1n timp are urmatoarea ecuatie
caracteristica:

q(t)=C-u(t) cu C>0 (1.75)
In planul (q,u) curba caracteristica este o dreapti ce trece prin
origine cu panta proportionala cu C.

Fig. 1.53
Ecuatia curent-tensiune i:% = C-i—‘tl: i(ty poate fi exprimata si in
forma tensiune-curent indicind memoria in tensiune a condensatorului:

52



Capitolul 1. Concepte de baza ale teoriei circuitelor

1 . | T (- S 1 of
u:E-:[ol(t)dt:E-_J;l(t )dt +E-.(|;|(t )dt :uCO+E-£|(t )dt . (1.76)

Alimentand de la o sursa de curent un condensator, forma de variatie
a tensiunii la bornele acestuia este redata in fig.1.53

Tensiunea | a bor nele ¢ ondensatorului u( t) de pinde de t ensiunea
initiald u., $1 de valorile anterioare ale curentului (0< t'<t).

In consecintd condensatorul este complet determinat dacd se
cunoaste valoarea capacitatii C $i a tensiunii initiale de Incarcare u,, .

uf —— G, UCIZI

Fig. 1.54

Dependenta tensiunii de la bornele condensatorului de tensiunea
initiala u., indicd o acumulare de energie Tncam pulel ectric al

condensatorului:

l t t u U2
We=5-C-u ! ! C—dt !c-d(7]

1 1
W =—-C-u'=—--q°
2 2-C
Comparativ cu rezistorul ce absoarbe energia electricdi W=p-dt cu
p=R-I’ Si o transforma ireversibil in caldurd, condensatorul absoarbe

energia electrica din circuit, o stocheaza $i o returneaza circuitului.
w(t)

(1.77)

10W1

I 1
10me b 2 Srma
7 \ tims)

P}

50 - -
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Spre exemplificare aplicand o tensiune cu forma redata in fig.1.55 pe
, pozitiva i

o capacitate de 1pF se obtine puterea instantanee p=U-i=

negativa, cu valoarea constanta a energiei (W=100pJ).

Condensatorul liniar variabil in timp (parametric)

e

Condensatorul lin iar v ariabil intim p (p arametric) a re simbolul

prezentat in figura 1.56:
Ecuatia caracteristica a condensatorului variabil:

q=C(t)-u(t)

permite definirea ecuatiei curent-tensiune:
. dq du dC
| =—= C —4u-—
dt dt dt

unde: - C-i—‘t‘ - componenta de pulsatie a curentului;

ac componenta parametrica.

e

—

Fig. 1.56

b. Conexiuni ale condensatoarelor

(1.78)

(1.79)

Doua sau mai multe condensatoare pot fi conectate in paralel sau in

serie.
Conexiunea paralel

ic ic
‘ o de
Fig. 1.57

Conditia de conexiune este: u, =u,=..=u,;

du

2 du
i-¥c - HL-c, 2
kzz; ©dt 4 dt

54

du

Aplicand teorema I Kirchhoff iziik , CU i =C, o rezulta:
k=1

(1.80)



Capitolul 1. Concepte de baza ale teoriei circuitelor

Din ecuatia de mai sus putem identifica valoarea capacitafii
echivalente:

Cy=2.C (1.81)
k=1
Conexiunea serie
HHE A A
\\\L—)/
Fig. 1.58
Conditia de conexiune i, =i, =...=i, =C, .d(‘;tk

Tensiunea de la bornele capacitatii echivalente conform teoremei II
Kirchhoff este suma caderilor de tensiune pe condensatoarele conectate in

serie u=>u, . Derivand n raport cu timpul obtinem relatia:

k=1

du_sndu, (1.82)
dt & dt
Dar - jar o1 deci:
dt  C, B
1oyt (1.83)
c, 4c,
Capacitatea echivalentda a unui sistem de doud condensatoare serie
este:
Co-gi (184)
C, +C,

Observatie:
e Pentru conexiunea paralel capacitatile de wvalori foarte mici pot fi
neglijate, iar pentru conexiunea serie capacitatile mari pot fi neglijate.

¢. Teoremele de echivalenta ale condensatoarelor
Dupa cum am aratat orice condensator este complet determinat de
valoarea capacitatii C $i de tensiunea initiala u,, .
: : 1t -
Ecuatia tensiune-curent u(t)=uc0+6~ I i(t"dt" poate fi pusd in
0
forma:

—Ugo +U() = é-_[i(t')dt (1.85)
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Considerand condensatorul cu dipol receptor (fig.1.54), ecuatia

Joubert atasati este:
e+u, =2z;-i (1.86)

unde: - z. :é. I dt' - operator integral atasat curentului.
0

c._;_—l_ : C.Up=0

[
Dipal receptor

Fig. 1.59

Identificand termenii rezulta: e=-u,,,u, =u(t) .
Pentru a incarca un condensator de capacitate C $i tensiune initiala
u.,, tensiunea aplicatd la borne trebuie sid depadseasca valoarea t.e.m.

echivalente.
Prima teorema de echivalenta indica transformarea unui condensator

Tn serie cu o sursd internd (e = —U.,) de t.e.m. cu valoarea constantd U, .
A doua teorema de echivalenta transformd un condensator cu

Demonstratia este simpla prin aplicarea teoremelor de echivalenta
ale surselor sau :
du

Cu(t) =CUg, + [i(tdt'= € ~CUed® =ict) (1.87)
i
Ul ClUagdty ___ C
Fig. 1.60

In consecintd orice condensator poate fi reprezentat printr-un dipol
receptor fie de tensiune fie de curent.
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1.4.3.2 Bobina (inductorul)

Bobina este un element de circuit ce ar e proprietatea de a p roduce
flux magnetic cand este parcursd de curent. Raportul efect / cauza poarta
numele de inductanta (inductivitate).

a N-[[BdA 2,
Li®s _ ] e NCA ey | YR (1.88)
1 A
Lsr —-§Hd§
N r

1

Ecuatia caracteristicd a bobinei este data de dependenta efect-cauza
¢ = ¢[i(t),t] iar simbolul bobinei este:

a i i(t)
+
Yp
v(t) L
b
Fig. 1.61

Curba caracteristica Tn planul flux-curent s e numegte caracteristica
flux-curent. Ecuatia de legaturd intre flux $i tensiune este datd de legea
inductiei electromagnetice:

- i} Eds = 9% (1.89)
| dt

$i reprezinta ecuatia tensiune-curent.
Considerand o bobina, ¢ onform f igurii 1.5 4, $iap licand 1 egea
inductiei rezulta:

b c
= (=, d . d
IEds+IE s:—ﬁ sau R~|—ub=—ﬂ (1.90)
A ! dt
Pentru o bobind ideala (rezistentd nuld) ecuatia tensiune - flux este:
_doy
u = (1.91)

Ecuatia flux-tensiune indica dependenta fluxul magnetic de valoarea
initiala a fluxului din bobina $i de valorile anterioare ale tensiunii la bornele
bobinei: 0<t'<t:

sr = j'uL(t) dt = iuL(t) dt+iuL(t') dt'=¢, +Jt'uL(t') dt' (1.92)
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a. Clasificarea bobinelor
Conform clasificarii elementelor de circuit bobinele necuplate
magnetic se clasifica n:

Bobine liniare invariabile in timp
Ecuatia caracteristica este ¢ =L-1 cu L>0. In planul ¢ = ¢(i) este

o dreaptd ce trece prin origine (fig.1.56). Dependenta tensiune-curent
numitd $i caracteristica U = f (i) este datd de relatia u, =L %

Ecuatia tensiune - curent a bobinei ideale poate fi scrisd in forma
compacta

uL=zLi (1.93)

unde: - zL - operator diferential atagat curentului.

Ecuatia u=u(i) indica faptul ca pentru a avea tensiune la bornele unei
bobine trebuie sa existe variatie de curent.

Alimentdnd o bobi na de la o sursd ideald de curent cu forma
curentului datd de fig.1.56, tensiunea la bornele bobinei (I?tr. L=4mH), va fi:

9

f .
A
L=1a '9@) Y LT "

L
[ o b

N e
Fig. 1.62
Caracteristica I=I(uL) presupune alimentarea bobinei de la o sursa de
tensiune si considerarea curentului variabila dependente conform ecuatiilor:

A 1 ¢ | R S
|=I-_jwuLdt=I-_jwuL(t)dt+I-£uL(t )t =i, +E-£uL(t )dt (1.94)

In baza relatiilor de dependenti, curentul printr-o bobina depinde de
valoarea initiald a curentului din bobind $id e v alorile a nterioare ale
tensiunii la bornele bobinei.

In consecinti bobina este complet determinati de valoarea
inductanfei L $i de valoarea inifiald a curentului prin bobind i .

Alimentand o bobind de la o sursd de tensiune cu forma redata in fig.1.63,
curentul prin bobina este:
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=

10] 30| 40| eq, tips)

® § "IT

101

Fig. 1.63
.. u
=i, +TL-t , pentru L=2 4pH.

Bobina _liniara variabila _In _timp Si  necuplata magnetic

(parametricad)

Ecuatia caracteristica a acestei bobine este:
@(t) = L(1)-i() (1.95)

unde: - L(t) inductanta proprie.
Ecuatia Tn tensiune a bobinei se obtine din legea inductiei fiind:

g 90 _, di_ . db 1.96
L
dt dt dt

------

O bobind liniard de inductivitate L si curent initial 1o poate f1i
echivalatd cu un dipol echivalent pe baza ecuatiei Joubert.

L.i,{0)

Fig. 1.64
Ecuatia Joubert in tensiune permite definirea, in baza echivalentei
surselor de tensiune in surse de curent, ecuatiei Joubert in curent
eFU, =7, i, . Atunci:

laturi
Uy

Zlgue = YL €+ Yy, Tlaun = YL €=

€ _ . P .
;+ lgL = lgL + yL .ub = llatura (197)

z
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Ultima relatie reprezinta ecuatia Joubert in curent. S chemele
echivalente asociate bobinei liniare sunt redate in fig.1.65.

Lm i |
Li(0) dit
Lif0) <=> (0 @ L <=> }
Fig. 1.65
. . 1
i =i DO+ u,dt (1.98)

c. Bobine liniare cuplate magnetic
O bobina “s” parcursa de curentul “is” se numeste cuplata magnetic
cualten-1 bobine daca fluxul magnetic este functie $i de intensitatile
curentilor din celelalte bobine.

g =0+ (i, (),1, (£)i, (1)) (1.99)
Bobinele fiind liniare fluxul total al bobineis e ste o suma a fluxurilor
elementare (mutuale)

s :iLSk Iy (1100)

unde: - L =?_S

's

- inductivitatea proprie ce reprezinta raportul dintre fluxul

i =0
k#S

propriu al
bobinei s si curentul ce la produs cand cele n-1 bobine nus unt
parcurse de curent;

- Ly _% _inductivitatea mutuala;
Ig [is=0
S=K
<0
¢ L,>0L{>0 - inductivitatea mutuald este functie de fluxul mutual
=0

produs de bobina k fata de fluxul propriu al bobinei s

¢ Pentruar eprezenta In scheme, fara ambiguitate, modul Tn ¢ are se
introduce Tn calcule inductivitatea mutuald se indica prin stelute
(asterisc) bornele polarizate ale bobinelor.
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is ik

L5k>0 Lsk>0 L5k<0

L5k>0

Fig. 1.66

Regula de asociere a fluxurilor mutuale in analiza circuitelor
electrice:

- fluxul mutual se considera pozitiv daca curentii ce parcurg
bobinele cuplate magnetic au acelasi sens fata de bornele polarizate, altfel
este negativ.

Ecuatia tensiune-curent a bobinei cuplate magnetic este:

d dig < di
(ps ZLSk =L s+ Y L Sk (1.101)
dt A g
k=S

Ecuatia int ensiune a bobinei liniare cuplatd magnetic poate fi
exprimata Tn functie de operatorul de impedanta z; astfel:

n
Ug =2, i+ Zg i (1.102)
k=1

d a4 operatori diferentiali atasati curentului.

=,z =L,
dt 7 TR gt

unde: z,_ =L~

Din ecuatiile tensiune-curent ale bobinei cuplate m agnetic se p ot
obtine ecuatiile curent-tensiune, ecuatii de forma:

t t n t
s =Tg - fusdt+ YTy - [udt+ig (0= i = > Ty - [u,dt+is(0) (1.103)
0 k 0 k=1 0

Exemplul nr.1
Exprimarea dependentei curent-tensiune pentru trei bobine cuplate

magnetic.
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Fig. 1.67
Ecuatia Tn tensiune a fiecarei bobine conduce la sistemul de ecuatii:

d d
u = a((/’l) = a((/’ll —Pn—93)

d d
u, = a((Pz) = a(_(le — 00— Ps3)

d d
U, = a% = a(_(ﬂn — (3 — P33)

Exprimand fluxurile functie de curenti rezulta:

di,_, di,_, di

R TR TR TS
di di di

u, = -Ly, 'd_tl"' Ly, 'd_t2+L23 d_t3
di di di

u; =-L; .d_t1+ L .d_'[2+ Ly d_'[3

(1.104)

(1.105)

Utilizand forma matriceali a dependentei flux-curent [¢]=[L]-[i]

ecuatiile de mai sus pot fi scrise si in forma curent-tensiune astfel:

=S b [l =)0

(1.106)

Inmultind la stinga cu [L]'= [L]'- [[ulie=[] sau: @)+ (L] [fukic =[]

unde:
L1 - L12 - L13

- [L]=|- L, - L, - L,,| - matricea inductivitatilor;

_L13 L23 L3
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A:Ll'Lz'L3+L12'L23'L13+L12'L23'L13_Lf3'|—2_|—23'L%_Liz'lﬂ

1.5 Elemente de teoria grafurilor.

Circuitele electrice se caracterizeazd din punct de vedere topologic
prin graful lor.

Graful unui circuit se obtine inlocuind, n schema electrica,
elementele pasive prin simple linii, generatoarele ideale de tensiune prin
scurtcircuite, iar generatoarele ideale de curent printr-o latura intrerupta
(borna 1n gol).

Un graf este alcatuit din noduri $i laturi. Daca unui circuit electric i
se asociazd fiecarei laturi un sens de trecere al curentului, graful asociat
circuitului se numegte graf orientat.

Nodul este punctul de conexiune a cel putin trei elemente de circuit.
Daca numadrul de elemente de circuit este mai mic de trei nodul este fictiv
(supernod sau legatura echipotentiala).

Latura reprezinta legatura dintre noduri pe care exista cel putin un
element de circuit. Laturile ce nu contin elemente de circuit s unt la turi
scurtcircuitare. Nodurile conectate de laturile fictive au acelasi potential.

Un graf se numeste conex daca de la un nod oarecare al circuitului
se poate trece, parcurgand exclusiv laturi ale grafului, la orice alt nod al
acestuia.

Fig. 1.68

Un graf neconex poate fi transformat intr-un graf conex prin legarea
la pamant a unui nod (prin alegerea unui potential de referinta).

Un rol important Tn studiul proprietatilor topologice ale grafurilor il
au bucla gi arborele.

Bucla reprezinta totalitatea laturilor ce formeaza o curba inchisa.

Arborele reprezintd legdtura intre toate nodurile unui circuit (graf)
fara a forma bucle.
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Laturile ce apartin arborelui se numesc ramuri: ra. Notandcun -
numarul de noduri ale unui graf $i cul - numarul de laturi atunci, conform
Enunti arborelui, ramurile satisfac relatia ra=n-1.

Observatie:

Intr-un graf, indiferent de arborele ales, numarul de ramuri este
acelagi (ra=n-1). Laturile unui graf ce nu apartin arborelui se numesc coarde
sau jonctiuni.

Numim bucld independentd, buclele ce contin cel putin o laturd care
nu apartine celorlalte bucle. Modul cel mai simplu de a determina buclele
independente este de atasare a unei coarde arborelui.

Exemplu: Graful atasat puntii Wheatstone admite arborii:

sau

Fig. 1.69
Pentru graful din stanga:
- laturile 1,5 ale arborelui + latura 2 (coarda) formeaza bucla 1;
- laturile 4,5 (arbore) + latura 3 formeaza bucla 11;

- laturile 1,4 + latura 6 formeaza bucla 1.

Concluzii:

1. Numarul buclelor independente este egal cu numarul de coarde
(b=l-1a).

2. Numarul de laturi ale unui circuit satisface relatia 1=ra+b.

Matricile topologice ale unui circuit electric

Grafurile servescl ai lustrareap roprietatilor topologice ale
circuitelor iar matricile servesc la descrierea cantitativa a acestor proprietati.
In analiza circuitelor se procedeazi astfel:

- se deseneaza graful orientat ( graful cu sensurile curentilor Tn
laturi);
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- se alege un arbore principal construindu-se buclele independente Si
alegdndu-se un sens de parcurgere a fiecarei bucle, considerat sens de
referinta.

- se definesc matricile topologice ale circuitului

Matricea de incidenta a laturilor la noduri

[Ao]n x 1 matrice cu dimensiunea noduri x laturi, de coeficienti 0L

definiti astfel:

+1,daca latura j iese din nodul k
—1,daca latura j intra dinnodul k
0,daca latura j nu este conectata la nodul k

Daca se inlatura o linie oarecare n m atricea lAOL] se obtine
X

matricea redusd [+] .S uprimareal inieic orespunde a legerii nodul ui

respectiv ca nod de referinta.
Matricea de apartenentd a laturilor la bucle (ochiuri)
- [Blpxi este o matrice cu dimensiunea bucle independente x laturi,

cu coeficienti Bbj definiti astfel:

identic cu sensul de referinta ales

B =1—1,dacalatura j apartine buclei b(o), dar cu sens opus
sensului de parcurgere al buclei

0,daca latura j nu apartine buclei b(o)
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CAPITOLUL 2.
TEHNICA ANALIZEI CIRCUITELOR

2.1 Tehnica transformarii surselor si circuitului

Analiza ci rcuitelor est e u n p roces sp ecific d e d eterminare, prin
calcul, a tensiunilor si curentilor cunoscand ‘“sursele” si “parametrii
circuitului”. O rice ¢ ircuit, excitat de surse, pr oduce un “rdspuns”in
tensiune sau curent. S copul an alizei ci rcuitelorest ed ead etermina
raspunsul unui circuit la excitatii date. Problema inversa, de determinare a
circuitului cunoscand excitatiile si raspunsurile, este o problema de sinteza a
circuitelor.

Revenind la analiza circuitelor, aceasta urmareste determinarea
“simului fizic” pentru circuite, prin invatarea unor tehnici de analiza. Orice
analizd presupune un suport matematic, insa, acest suport nu umbreste
sensul fizic al raspunsului circuitului.

Raspunsul circuitului poate fi in curent sau in tensiune. Analiza
circuitului, in functie de raspuns, poate fi:

- analiza in curent;

- analiza 1n tensiune.

Analiza 1n curent presupune necunoscute ale circuitului curentii din
laturi.

Analiza in tensiune considera ca necunoscutele sunt tensiunile de la
bornele laturilor. In baza relatiilor de dependentd tensiune-curent de pe
laturi, se determina tensiunea (pentru analiza in curent) sau curentul (pentru
analiza in tensiune).

Tehnicile de analiza a circuitelor se bazeaza pe aplicarea teoremelor
Kirchhoff, indiferent de tipul raspunsului (curent sau tensiune). Pentru
circuitele complicate, aplicarea teoremelor Kirchhoff conduce la sisteme de
ecuatii de mari dimensiuni, di ficil d e r ezolvat. O reducere at impuluide
calcul este posibila prin cunoasterea tehnicilor de analiza.

O prima metodd de analiza, utilizatd in special pentru circuitele
simple, est e tehnica transformdrii surselor §i a circuitului, ut ilizand
teoremele de echivalenta ale surselor si de reducere a circuitului, teoreme
prezentate in capitolul anterior.
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Exemplificdm aceasta tehnica pe circuitul din figura 2.1:

200 100
T —
u
1A
e( 1) 10V 300 H80
50
Fig. 2.1

In circuitul din fig.2.1, cunoscand sursele si elementele de circuit
pasive (rezistentele) urmarim sa determindm valoarea tensiunii de la
bornele rezistorului de 10Q.

Solutie:

Un prim pas in rezolvarea acestui circuit il constituie transformarea
acestuia Intr-un circuit elementar prin transfigurarea surselor. A stfel, sursa
de tensiune de 10V si rezistenta de 20Q2 este transformata intr-o sursa reala
de curent, iar sursa de curent de 1A si rezistenta de 82 intr-o sursa reald de
tensiune, obtinand circuitul echivalent urmator:

—
%QA U 80 8V
20Q | 30Q

50

Fig. 2.2

Rezistentele de 20Q2 si 302 se combind intr-o singurd rezistenta
paralel de 12€), iar rezistentele de 52 si 8Q intr-o rezistenta serie de 13CQ).
Pentru obtinerea unui circuit mult mai simplu se transforma sursa
reala de curent (0,5A) Intr-o sursa reald de tensiune, obtinand:
120 100 130

L
[ e I SN

6V \U_z 8y

Fig. 2.3
Cele doua surse serie formeaza o singura sursa de 14V de rezistenta
internd 12+13=25Q), ce debiteaza pe rezistenta de 10Q2. S e d educe astfel

tensiunea la bornele rezistorului de 10Q2.
U=14(10/(10+25))=4V (2.1)
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Problema:
Exersati aceasta tehnica pe circuitul din fig.2.4, determindnd

valoarea tensiunii de pe rezistorul de 4K.
3KQ 4KQ

—
.

v 6KQ 2KQ 5mA

Fig. 2.4
Pentru rezolvarea ¢ ircuitelor ¢ omplicate, a plicareate hnicii
transformarii surselor si circuitelor nu reduce semnificativ timpul de calcul.

In aceasta situatie trebuie, pentru rezolvare, si apelim la teoremele
Kirchhoff.

2.2 Analiza circuitelor electrice cu ajutorul teoremelor Kirchhoff

Circuitul e lectric este alcatuit din surse (generatoare electrice) si
receptoare (consumatoare electrice), conectate intr-un anumit mod.

Sursele produc energia electricd. Receptoarele consuma energia
electrica, in sensul ca energia electricd este transformatd in alta forma:
energie termica, mecanicd, luminoasa, acustica etc.

Un circuit electric are urmatoarea structura:

- laturi: portiuni neramificate de circuit pe care se afla cel putin o
sursd sau un consumator; numarul de laturi se noteaza cu |;
- noduri: punctele de intalnire (legatura sau conexiune electrica) a cel

putin trei laturi; numarul de noduri se noteaza cu n;

- bucle (ochiuri de circuit): portiuni inchise de circuit electric,

formate din laturi si noduri; numarul de bucle se noteaza cu b sau 0.

In analiza c ircuitelor e lectrice ¢ u a jutorul te oremelor K irchhoff,
prezentam cateva consideratii privind aplicarea practicd a teoremelor
Kirchhoff. Problema analizei circuitelor se enunta astfel:

“Cunoscand structura topologica a circuitului (laturi,
noduri, ochiuri) si elementele de circuit de pe fiecare latura
(rezistente, bobine, condensatoare, surse), trebuie sd se
determine curentii tuturor laturilor §i tensiunile la bornele
elementelor de circuit.”

Toate acestea pot fi calculate cu ajutorul teoremelor Kirchhoft ?

Raspunsul este afirmativ, deoarece numarul necunoscutelor este dat
de numarul laturilor din circuit. Deoarece numarul laturilor este egal cu
numarul ramurilor si jonctiunilor (coardelor), iar teorema I Kirchhoff (Tik)
se aplicd pe numarul de ramuri, iar teorema II Kirchhoff (T2x) pe numarul
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de ochiuri (bucle, coarde), rezultd un sisteme de “I” ecuatii cu “I”
necunoscute.
I=r,+b=(-D+b, (2.2)
—

T
TIK 2K

Sistemul celor “I” ecuatii se compune din:

- (n-1) - ecuatii nodale (Tik);

- b - ecuatii de ochiuri (bucle) (T2x).

Pentru rezolvare trebuie ales sensul curentilor si tensiunilor prin
elementele de circuit.

Se ia un sens de referintd arbitrar ales pentru fiecare latura ca fiind
sensul curentului.

Indicatii:

1 - pentru laturile ce contin surse sensul curentului se considera in
sensul sursei;

2 - in celelalte laturi se ia sensul curentului cat mai apropiat de cel
fizic.

3 - se asociaza fiecarei laturi regula de la receptoare (ambele marimi
intrd sau ies din nod fig.2.5).

|
B S

v

U
Fig. 2.5

Daca, in urma calculului, curentul in laturi a rezultat pozitiv, atunci
sensul, arbitrar ales, este sensul real. Daca a rezultat negativ, atunci in latura
sau laturile respective, sensul real este opus celui arbitrar ales.

Se alege p e fiecare ochi ( bucld) un sen s ar bitrar d e p arcurgere.
Semnul tensiunii de la bornele elementelor de circuit este pozitiv daca,
sensul tensiunii coincide (cu regula asociata de la receptoare) cu sensul de
parcurgere. In caz contrar, semnul tensiunii este negativ.

2.2.1 Scrierea matriceala a teoremelor lui Kirchhoff

A. Teorema I Kirchhoff:

Teorema ne aratd cd suma algebrica a intensitatilor curentilor din
laturile concurente unui nod este nula.
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Yi;j=0, (j-latura), (2.3)

je(k)

Aceasta teoremad poate fi formulatd in asa fel incat sa intervina
numai valorile absolute ale tuturor curentilor laturilor din circuit si anume:

|
D a1 =0, 2.4)
j=1

+1, daca, curentul din latura j iese prin nodul k
unde:  a,; =4—1, daca, curentul din latura j intra prin nodul k
0, daca latura j nu concura in nodul k

Relatia de mai sus (Tik) este valabila in orice nod si intrucat Tix se
aplica pe cele (n-1) noduri, rezulta (orice combinatie liniard de sume nule =

suma nula):

n-1

-1
ag;-1;=0 (2.5)
k=l j=1
relatie ce se poate exprima desfasurat astfel:
a, -t hta i+l ta =0
(2.6)
Aoy oy h+a s+t -0 =0
sau matriceal:
[ak,j ](n—l)xl '[ij]m =0 (2.7)
Forma matriceala a teoremei I Kirchhoff se poate scrie:
[A](n—l)xl [i]=0 (2.8)

unde: - [A] - matricea redusa de incidenta a laturilor la noduri, matrice cu
dimensiunea [(n-1)x1];

- [1] - matricea coloana a curentilor din laturile circuitului, dimensiunea
matricii fiind 1x1.

B. Teorema II Kirchhoff
Enunt: “Suma tensiunilor la bornele laturilor j ce formeaza un ochi
este nula.”

du;=0 (2.9)

je(m)

71



Adrian A. Adascilitei: Teoria Circuitelor Electrice

(numai laturile je(m), m-ochi)
Si aceasta teorema poate fi formulatd in functie de valorile absolute
ale tensiunilor tuturor laturilor astfel:

|
2Bl =0 (2.10)
j=1

+1, sensul tensiunii din latura j este identic cu sensul de parcurgere
B =4—1, sensul tensiunii din latura j este opus sensului de parcurgere
0, daca latura j nu apartine ochiului m

Intrucat T2K se aplica tuturor celor “0” ochiuri independente, rezulti
urmatorul sistem de ecuatii de ochiuri.

Zolzllﬂmjuj =0 sau matriceal [B]M [ujJIXl =0 (2.11)

m=1 j=1
este matricea de incidenta a laturilor la ochiuri.

ox1

unde [B]

C. Ecuatia Joubert sub forma matriceala
Considerand latura j a unui circuit ce contine t.e.m. e, si operator de

impedanta z,,c urentul p rinla tura i, asociatco nformr eguliid el a

receptoare, prin aplicarea teoremei II Kirchhoff, si considerand tensiunea
U, la bornele laturii rezulta:

ej =ZJ-IJ- —LIJ-

Fig. 2.6
Ecuatia de mai sus poate fi scrisa si in forma:
e, +U;=zji (2.12)

denumitd “ecuatia Joubert a laturii j”.
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Discutie:

Ecuatia exprimd dependenta curentului prin laturd de t.e.m. a laturii
si tensiunea la bornele acesteia. Practic printr-o laturd j a unui circuit inchis
circula curent daca in latura exista surse sau / i tensiune la bornele laturii j.
Afirmatia este valabild numai daca operatorul laturii este definit (z, #0,).

Ecuatia Joubert aplicatd celor 1 laturi ale unui circuit conduce la
sistemul de ecuatii:

e +U, =27,
f2 L = Zl, (2.13)
e +U, =2,
sau 1n forma matriceala:
Z, 0
[ej I x1 +[uj]|><1 = = '[ij Ix1 A [ej]+[uj]:[zj]'[ij] (2-14)
0 Z IxI

unde: [e i JM - reprezintd matricea t.e.m. ale laturilor;
[uj Ll - reprezintd matricea coloana a tensiunilor la bornele laturilor;
lz i JM - matricea operatorilor de impedanta proprii ai laturilor;
[i i JIXI - matricea curentilor laturilor.

Obs: Matricea operatorilor de impedantd contine elemente
supradiagonale s au s ubdiagonale nenule daca laturile circuitului sunt
cuplate magnetic.

D. A doua formulare matriceala a teoremei II Kirchhoff

Inlocuind ecuatia matriceald Joubert in prima formulare a teoremei II
Kirchhoff, rezulta:

izﬂmiui ZZO:_ Poi(2;i; —€;)=0 (2.15)
o | o |
zzﬂmjej :Zzzjjij (2.16)

sau In forma matriceala:
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B, lej J.Xl =B, lej JM li,- JM (2.17)

Notand:
- [Blyal€;]1q =[€°],. - matricea surselor pe ochiurile independente.
[BloulZj ] =[Znjloq - matricea operatorilor de impedantd ai
laturilor

- se obtine a doua forma a teoremei II Kirchhoff1n e xprimare
matriceald scrisd matematic astfel:

le* o = [z L, lis ], (2.18)

2.2.2 Consecinte ale teoremelor Kirchhoff si a relatiei
fundamentale a teoriei grafurilor

Numadrul laturilor unui circuit notat “I” este compus din ramuri “r,”
si jonctiuni “b”. Pentru rezolvarea acestui circuit numarul ecuatiilor trebuie
sa fie egal cu numarul necunoscutelor. Sistemul de ecuatii ce reda solutiile
circuitului se obtine din aplicarea teoremelor Kirchhoff. I ntrucat
| =r,+b=(n-1)+b, iar TIK se aplica nodurilor si T2K se aplica pe
ochiuri (bucle), rezultd aplicarea de (n-1) ori a teoremei I Kirchhoff si de b
ori a T2K:

l=(n=D1)+ b (2.19)
T T

A. Curentii independenti ai unui circuit electric

Aplicarea T1K furnizeaza (n-1) ecuatii nodale ce reprezinta relatii de
dependenta intre curentii celor “I” laturi ale unui circuit. Intrucat numarul
ecuatiilor din circuit este 1 iar (n-1) curentii sunt dependenti, rezultd b
curenti liniar independenti.

Orice circuit electric este caracterizat prin graful sdu. Alegand un

[13%4]

arbore rezulta r, =n-1 ramuri. C onstruind ochiurile ( buclele) “i

independente obtinem din graful circuitului b subgrafuri de ochiuri parcurse
de curenti independenti i, (curenti de ochiuri). Acesti curenti de ochiuri pot

fi determinati din b ecuatii de ochiuri din aplicarea T2K intrucat aceasta se
aplicd pe ochiuri. Curentii reali din laturile circuitului sunt combinatii
liniare ale curentilor independenti (ochiuri).

Cu alte cuvinte se poate considera cad circuitul electric analizat se
compune din superpozitia topologicad a b circuite elementare. Exemplificam
circuitele elementare pe circuitul din fig.2.7a
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b)

Fig. 2.7
In fig. 2.7.b a fost trasat arborele circuitului iar in fig. 2.7.c subgraful
ochiurilor independente. Curentii independenti din subgraful ochiurilor au
sensul asociat de parcurgere al ochiului conform figurii.
Intrucat din superpozitia subgrafurilor o chiurilors e reconstituie
circuitul e lectric, rezultd faptul ca intensitatile curentilor reali din laturile
circuitului sunt superpozitia curentilor din ochiurile (buclele) independente:

I, = |ml + Im3

l, = _Iml

I, = Im| — |m2 exp rimat matriceal
. . =

l, = Im2 - Im3

5 = —In,I7

lg = |m3

0 1
-10 0|,
-1y i: (2.20)
11"
-1 0 Im3
01 |

1
0
0
0

Obs: 1. Curentul real din latura j este suma

ochiurile cérora latura j le apartine.

algebrica a curentilor din

2. Daca curentul de ochi ( bucld) are sen sul cu rentului r eal el se
considera pozitiv altfel negativ.
3. Intrucat graful se obtine din superpozitia ochiurilor ( buclelor)
elementare, rezulta relatia de dependentd dintre curentii reali din
latura si curentii independenti:

]
ij=> 0,
m=1

care generalizata pentru toate laturile

forma matriceala :

(1344

J

(2.21)

ale circuitului conduce la

[ I o
D> Bii;=>> Bji, sauinforma matriceald [i;],, =[Bl, [inloa
i=1

j=1 m=1
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Consecinte:
1) Aplicarea in tr-un c ircuit a te oremei [ K irchhoff in e xprimarea
curentilor din laturi functie de curentii independenti, conduce la:

(Al [ij Ta =[A]_ [B]va[l Joa = (2.22)
Intrucat curentii independenti sunt diferiti de zero [i,]#0 rezulti:
[A][B]' =0 (2.23)

adica matricele topologice ale unui circuit sunt ortogonale.

2) I nlocuind curentii de contur in forma matriceald a teoremei II
Kirchhoff, rezultd un sistem de b ecuatii cu b necunoscute. Solutionarea
acestui sistem permite determinarea curentilor independenti respectiv a
curentilor din laturile circuitului:

[B]Oxl[zjj]lxl[i']lxl :[es]0x1
(1100 =[Bliolinlox

Ecuatia matriceala a curentilor de contur este:
[B]oxl [Z” ]I><I [B]}xo[lm ]Oxl = [es ]o><1 > unde matricea: [Zm,b ]oxo = [B]oxl [Z” ]I><I [ B]:xv

reprezintd matricea operatorilor de impedanta ale ochiurilor independente.
Scrierea dezvoltata a sistemelor ecuatiilor de ochiuri conduce la un sistem
de b ecuatii cu b necunoscute i, .

(2.24)

S

Zd A2l o470 =€

117m; 127m, 10" my

S
221|m +222Im +.. +220Im =€, (2.25)

Zotim, + Zoghy, Foet Zogly =€

ol'm, 2'm,

Observatii:
1) T ermenii d in m embrul d rept d e tip ¢! reprezintd suma t.e.m.

o

66 2

intalnite la parcurgerea ochiului
2) Matricea operatorilor de impedan;é ai ochiurilor este o matrice
patratica cu dimensiunea “0x0” si contine termeni de forma z,, si z

mb mm *

3) Termenii de forma z, din matricea operatorilor de impedanta

obtinuti la intersectia liniei “m” cu coloana “b” reprezintd operatorii de
impedantd comuni celor doud ochiuri si are forma: z,,=>p,z8,,;
i

-unde: -p,, este coeficient al laturilor j ce apartin ochiului m.
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-z, este operatorul de impedanta al laturii j, laturd ce apartine atat

ochiului “m” cat si ochiului “b”.
-B,, este coeficient al laturii j, ce apartine ochiului b.

Intrucat coeficientii B.; SI B,, sunt ai matricii topologice [B] si

indica apartenenta laturii j la ochiul m si b, ei pot fi +1,0,-1 dupa cum latura
orientata j apartine ochiului in acelasi sens de parcurgere, nu apartine, sau
apartine ochiului dar are sens opus parcurgerii acestuia.

In concluzie, operatorul de impedanti comun ochiurilor m si b poate

fi:
> 0, daca curentii ciclici parcurg latura j in acelasi sens
(ﬂmj <0: ﬂbj <O) sau (ﬁmj >03 ﬁbj >0)’
< 0, daca curentii ciclici parcurg latura j in sensuri opuse
Znp = Zﬂmjzjﬂbj

j (B <0, B >0) sau (B, <0, B; >0);
=0, daca intre cele doua ochiuri nu exista nici

o latura comuna.

(2.26)

3) Daca intre laturile ce apartin ochiului m si laturile ce apartin
ochiului b s unt cuplaje magnetice, atunci operatorul de impedantd comun
celor doua ochiuri contine si eventualele cuplaje magnetice cu semnul
operatorului de impedanta stabilit la cuplaje magnetice (functie de bornele
polarizate si sensul curentilor ciclici).

4) T ermenii de forma zmm din matricea operatorilor de impedanta
reprezintd suma operatorilor de impedanta intalniti la parcurgerea ochiului
propriu m. Semnul acestuia este
intotdeauna pozitiv intrucat z,, =Y B,z8, =D Bz, >0. (2.27)

mj“j

4’) Daca intre laturile ce apartin aceluiasi ochi (aceleiasi bucle) sunt
cuplaje magnetice, operatorul de impedanta al ochiului contine si cuplajele
dintre laturile ce apartin aceluiagi ochi. Semnul operatorului datorat
cuplajului dintre laturile ce apartin aceluiasi ochi se stabileste in functie de
sensul de trecere al curentului de contur fatd de bornele polarizate ale
elementelor de circuit.
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B. Ecuatii nodale ale unui circuit electric (potentiale nodale)
Efectuand o analiza similara cu a curentilor de contur privind
aplicarea te oremelor K irchhoff p entrure zolvarea u nui circuit electric
constatam:

- aplicarea teoremei II Kirchhoff pe un circuit cu | laturi conduce la
un sistem de b ecuatii de dependenta intre tensiunile de la bornele laturilor.
Intrucat numarul de tensiuni la bornele laturilor este 1, rezulta (n-1) tensiuni
independente.

Determinarea celor (n-1) tensiuni independente se face pornind de la
definitia tensiunii la bornele unei laturi. Orice latura j este conectata intre
doua noduri k si k+1 si-n consecinta tensiunea la bornele laturii poate fi
scrisd ca diferentd de potentiale ale nodurilor:

Fiecarui nod k (k=1,...,n) al circuitului electric i se asociazd un
potential v, conform definitiei potentialului. Alegerea nodului “n”d e

potential v, ca nod de referintd nu modifica tensiunile la bornele laturilor:

Vie = Vi =V s Vi = Vi =V » €t

Tensiunea unei laturi j, definita ca diferentd de potential a nodurilor
de conectare, este independentd de alegerea potentialului de referinta (v,
sau punctul de la «):

Vi=Ve Ve = (Vl; +Vn) _(VILH +Vn) = VI'< +VI'<+1 (2.28)

In consecinti, (n-1) potentiale atasate nodurilor circuitului sunt
independente i ar ¢ u a jutorul lo r s e p ot d etermina te nsiunile la bornele
tuturor laturilor.

Exemplificdm aceasta constatare pe circuitul din figura 2.8 Definind
fiecarui nod A, B, C, D potentialele v,, Vg, V., Vy, tensiunile 1a bornele
laturilor sunt redate in fig.2.8: .

U1 Ua

1 4

e
[oN]

Us C

Uo us
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U, =V, —Vg ul [1-1 0 0]
U, =V, —Vp u, I 0 0-1|]Vv,
U; =Vg —Vp saurgicea' Us | _ 0 1 0-11]ve (2.29)
U, =Vg — V¢ U, 0 I-1 Of]vg
Us =Vp — V¢ U 0 0-1 1}]|vp
Us =Ve —V, ug| [-1 0 1 0]
In final rezultand:
bl =[AL. ., (2.30)

Alegerea unui nod de potential dat ca nod de referintd implica
suprimarea unei coloane din matricea de incidentd a laturilor la n oduri.
Rezulta astfel relatia de dependenta dintre tensiunile la bornele laturilor j si
potentialele celor (n-1) noduri:

[uj ]le = [AIX(n—l) ) [Vk ](n—l)xl (2.31)

Rezolvarea unui circuit electric ce contine | laturi implicd aplicarea

T1K de (n-1) ori si a teoremei II Kirchhoff de b ori rezolvare posibild daca

intre tensiunile la bornele laturilor si curentii din laturi este stabilita
dependenta prin ecuatia Joubert:

A]‘ [ij ]= 0
[B]-[U,-]=0 (2.32)
[ej]+[uj]: [Zj]'[ij]

Utilizarea v ariabilelor a uxiliare v, 1Inr ezolvarea si stemuluid e

ecuatii reduce numarul de ecuatii al sistemului la (n-1) ecuatii nodale
intrucat:

[B]-[u,]=[B]-[Al -[v,} =0 cu [v]=0 implica [B]-[A] =0 (2.33)

Inmultind la stAnga ecuatia Joubert matriceald cu matricea [z i }1

[z, ] (AT =) (2.3

rezulta:

Notand: [Z }

= [y]- matricea operatorilor de admitanta;
[ijl [ jJle :[ l - matricea injectiilor de curent ale laturilor

circuitului;
ecuatia matriceala a nodurilor devine:

79



Adrian A. Adascilitei: Teoria Circuitelor Electrice

[A]“‘*‘)Xl '[ig.. Jm +[A]<'H>xl '[yj]m '[A]Ix(n—n .[Vk](n—l)xl =0 sau
A}y HAT v )= AL L, | (2.35)
Notand: - [A](M)XI '[yj]|x1'[A]:x<nfl) z[yk-s](n—l)x(n—l) - matricea admitantelor
nodurilor;
- [Alwya-li, ], =l ], - matricea injectiilor de curent sau matricea

curentilor injectati de surse in noduri, rezultd ecuatia matriceala a
nodurilor:

[ykAs ](n—l)x(n—l) [Vk ](n—l)xl = _[i;k :I(n71)x1 (236)

Consecinte:
1) Ecuatia Joubert a unei laturi exprima dependenta tensiunii de la

bornele laturii de t.e.m. din latura si cdderea de tensiune de pe latura:
e, tu;=z2 jij
Aplicand teorema de echivalentd a surselor reale de tensiune 1in
surse reale de curent se poate defini ecuatia Joubert in curent.

e +u . =zi —S4+I=j = 1j=Yyjuitigj (2.37)

ecuatia Joubert in tensiune ecuatia Joubert in curent
Formele matriceale ale celor doud ecuatii pentru un circuit cu I laturi
sunt:

- [e i JM + [u j JM = [Z i JM ~[i j JM - ecuatia matriceala Joubert in tensiune;
- [i i Jm = [y j JIXI -[u j JM + [igj L1 - ecuatia matriceald Joubert in curent.

2) Intre matricea operatorilor de impedanta ai laturilor si matricea
operatorilor de admitanta ai laturilor exista relatia:

|.ZJ'J|X| '|.yJ'J|x| =1 (2.38)
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3) Matricele topologice ale circuitului sunt ortogonale: [B] [A]( =0

[8]-[A}) =[] -[A]=0 (2.39)
4) Scrierea dezvoltata a sistemului de ecuatii nodale conduce la:
YuVi YRV + et Y Ve = —i;l
M

.Y21V1 T YuVo + it Y Ve =g, (2.40)

HE

YooiiVoor ¥ YaoioVo Tt Yo na Vo =7l

ceea ce evidentiaza:

- termenii din membrul drept reprezintd suma curentilor de
scurtcircuit ce alimenteaza nodul k. Curentul de scurtcircuit al unei laturi
reprezinta curentul ce trece prin laturd, ca rezultat al decuplarii acesteia din
circuit si scurtcircuitarii capetelor laturii (aducerii in contact al nodurilor).

- termeniid e forma y,, din matricea operatorilor de admitanta

reprezintd operatorii de admitantd ai laturilor comune nodurilor k si s si are
forma:

Yis = zakjyjasj (2.41)
i

unde: - «, - coeficient de incidentd al laturii j la nodul k;
- y, - operator de admitanta al laturii j;
- a, - coeficient de incidenta al laturii j la nodul s.

Intrucét y, este operatorul laturii ce conecteazd nodurile k si s, iar

curentul printr-o laturd nu schimba de sens, rezultd y, = Z Yoy <0.
j

- termenii de forma y,, reprezinta suma operatorilor de admitanta ai

laturilor ce converg in nodul k. Conform relatiei
Yk = Zakj Y = z alfj y; >0 acesti termeni sunt intotdeauna pozitivi.
j i

Observatii:
In cazul existentei cuplajelor magnetice intre laturile unui circuit
aplicarea metodei potentialelor nodale este dificild din cauza semnului
cuplajului in expresia termenilor y, . de admitantd dintre noduri.

Observatii generale referitoare la aria de aplicabilitate a ecuatiilor de
ochiuri si ecuatiilor nodale:
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1) Sistemul ecuatiilor de ochiuri rezultd din aplicarea teoremei II
Kirchhoff pe ochiurile independente ale unui circuit: Intrucat in formularea
T2K intervin numai tensiuni (la borne, t.e.m., caderi de tensiuni) aplicarea
metodei curentilor de contur in circuite ce contin surse de curent se face
numai dupd echivalenta acestora cu surse de tensiune. Dacd sursele de
curent sunt ideale graful circuitului degenereaza.

2) Sistemul ecuatiilor nodale rezulta din aplicarea T1K in cele (n-1)
noduri ale circuitului. In formularea T1K intervin numai curentii din laturile
circuitului, motiv pentru care sursele de tensiune se vor echivala cu surse ce
curent. In circuitele ce prezintd surse ideale de tensiune sistemul ecuatiilor
nodale 1si reduce numarul de ecuatii.

3) In circuitele ce contin surse comandate pentru rezolvarea
circuitului, indiferent de metoda abordata, sistemul de ecuatii trebuie
completat cu relatiile de dependenta introduse de sursele comandate.

2.3 Tehnica analizei in curent. Metoda curentilor de contur.
A. Analiza in curent utilizadnd teoremele Kirchhoff.
Aceastd analizad presupune asocierea variabilelor 1n Intreg circuitul a

eqe v,

- utilizarea sistemelor de ecuatii rezultat din aplicarea teoremelor
Kirchhoff I si II;

- rezolvarea sistemului de ecuatii al curentilor independenti.

In primul caz, sistemul matricial al ecuatiilor este:

[A](n—l)xl ’ [ij ]1><1 =0 (2.42)
[B],. ‘lZ i HijJM =[Blou lej J,X1 (2.43)

Exemplificdim metoda pe circuitul urmator:

2k 4k
Ay Wy
1V TV
B ze @
10k gk
Wy Wy
15
S
Fig. 2.10

Pentru rezolvarea circuitului se alege un sens arbitrar pentru curentii
din laturi respectand indicatiile din § 2.2.
- se asociaza fiecarei laturi regula de la receptoare;
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- se identifica si numeroteaza fiecare latura a circuitului;

- se identificd numarul de noduri ale circuitului, alegdnd un nod de
referinta.

Dupa parcurgerea acestor etape circuitul devine:

il Erik 4 Ez=4k iz

B s
2a=15% R=1 I
() Nl
N ol
Fig. 2.11

Se traseaza 1n continuare graful orientat al c ircuitului a legand
arborele (4,5,6) si construind ochiurile (buclele) independente.

A2 1 A2
5 fi 5 fi
E - - [ <_> B i
5 fi
I11
3 3
Fig. 2.12

Se alege un sens de parcurgere al ochiurilor independente. Pe baza
grafului se determind matricile de incidentd a laturilor la noduri si de
apartenenta a laturilor la ochiuri.
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[ 1L 2 3 4 5 6 lann

[ 1 2 3 4 5 6 latarl I 1 0 ] 1 -1 0
All-1-1 0 1.0 0 [Bls=1|| 0-1 0-1 0-1
[AL,=B|| 1 0 -1 0 1 0
111 -
al o 11 0 o= . ooo-1 0 1 1
& 5
g a
12 3 4 5 6 latun
ifz o000 0]
Zlod4 0000 )
sfoot1 oo
[Z;;]= 7
aloooes oo s
500000100 [eil6a = 0
6|0 00008
L J 0
g 0
i) (2.44)

Matricea impedantelor ochiurilor este:
2 0 0 6 -0 0

[Zm‘j]mz[B]'[zLJ‘]ms: 0o-4 0 -5 0 -8
o 0 1 0 10 B8 (245)

iar matricea surselor este:
1

[E’;]m =[Blas [Ej]ﬁml =|-7
15 (2.46)
Notda: Indicele inferior al matricii indicad dimensiunea acesteia (linii
x coloane). Spre exemplificare, matricea [z,],,, are 3 linii $1 6 coloane.
Inlocuind in ecuatia matriceala a teoremelor Kirchhoff si rezolvand,
se obtin curentii din laturi: i, =15mA; i,=-ImA; i,=2mA; i,=05mA;
i;=-0,5mA ; i, =ImA. Semnul minus al curentilor 12 §i is ne aratd faptul ca
acestia au sens opus fata de cel adoptat.

Consecintele analizei in curent la rezolvarea circuitelor prin utilizarea
teoremelor Kirchhoff
Ecuatia matriceala :

Ceidie [ 1y =[] (2.47)
contine:
- [k,],, - matricea parametrilor circuitului;
- i=m\ - matricea necunoscutelor;
-[5],, - Matricea surselor.
Suiugia ecuatiei matriceale este:
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[i)u = (a1 (5], (2.48)

Daca circuitul contine surse de tensiune si de curent, din cele “1”
necunoscute al e ci rcuitului, num ai “ 1-1i “ reprezintd curenti prin laturile
circuitului intrucat “li “ curenti ai surselor de curent sunt cunoscuti.

Necunoscutele sistemului de ecuatii sunt, in acest caz “I-1; “ curenti
si “li “ tensiuni la bornele generatoarelor de curent. Sistemul matriceal al
ecuatiilor circuitului se obtin prin evidentierea in teoremele Kirchhoff a
laturilor ce contin surse de curent.

Astfel, presupunand “li “ laturile ce contin surse de curent in graful
asociat c ircuitului, a ceste la turi n u in tervin in trucat impedanta interna a
surselor de curent este infinitd. Notand [A1] matricea de incidenta a celor
“l-1; “ laturi la nodurile circuitului, respectiv [B1] matricea de apartenenta a
laturilor la ochiurile ( buclele) independente d imensiunile acest or m atrici
fiind:

[&) ](n—ilxil—lil respectiv [B 1] frmf1-1)

Aceste matrici sunt denumite matrici reduse de incidenta a laturilor
la noduri respectiv de apartenenta a laturilor la ochiuri.

Evidentiem in matricea circuitului de incidenta a laturilor la noduri,
matricea redusd presupunand ca laturile ce contin surse de curent au fost

ultimele numerotate. .
1.1 L latun

unde:
(2.49)
(2.50)
1-}i latun cu surse de curent
(2.51)

Cu aceste notatii teorema I Kirchhoff in forma matriceala devine:

1.
[A](n-i:lxl' [ha=[4, 4,1 lJi| = [AI](n—l)x(l—l;)'[lj](1—1;)x1+[A2 ](n—ljxl; ’ [lgj]lixl

£

(2.52)
unde am evidentiat curentii necunoscuti ij prin laturile cu impedante si
curenti injectati din laturile li.

Grupand termenii necunoscuti $i cunoscuti in ecuatia matriceald de
mai sus, obtinem pentru teorema I Kirchhoff expresia:
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[A 1= A, ] [i,] (2.53)
Procedand similar in constructia matricii de apartenenta a laturilor la
ochiuri pentru intreg circuitul, obtinem:

Tl 1-1idi laturi
(Bloa=1[ By i By ] .
2 respectiv (T = --J-}}l-_u
s Ui g (2.54)

Teorema II Kirchhoff are, in acest caz, forma:
[B]-[U]= [Bl]mtl—li]' [Uj](1—1i3x1+ [Bz ]Oxli'[Ui]lixlzo (2_55)

Rezolvarea circuitului implicd cuplarea ecuatiilor matriceale
rezultate din:

- teorema I Kirchhoff : [AL[i;1=-A]1[i,];  (2.56)
- teorema II Kirchhoff : [B]-[u;1+[B,]-[u;]=0; (2.57)
- ecuatia Joubert : [l +[U s Jiga = (25 Jmpen) [ lpaga
(2.58)
Grupand ecuatiile matriceale §i separand termenii necunoscuti dupa

inlocuirea ecuatiei Joubert in teorema II Kirchhoff, va r ezulta si stemul
matriceal:

g io 5
[Bl]'[zj];[BQ] Ui

B. Metoda curentilor de contur

—[Amigl}

ENE sau Kyl [Ma]= (5]

m m ok §

(2.59)

B1. Circuite ce contin surse reale

Analiza in curent, din prezentarea facuta la punctul a, se bazeaza pe
aplicarea teoremelor Kirchhoff. Aceastd tehnica conduce la rezolvarea unui
sistem de ecuatii egal cu numarul laturilor unui circuit electric.

O reducere semnificativa a sistemului de ecuatii, respectiv a timpului
de calcul se obtine prin utilizarea ecuatiilor curentilor de contur.

Metoda de rezolvare implica inlocuirea variabilelor reale (curentii
dinla turi) ¢ uv ariabilele in dependente [curentii de ochi( bucld),
independenti sau de contur].

Analiza circuitelor prin curentii de contur indicd o descompunere
topologicd a circuitelor complicate 1n circuite simple numite ochiuri (bucle)
din a cdror reunire se reconstituie circuitul initial.
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Sistemul matriceal al ecuatiilor curentilor de contur conduce la
rezolvarea a “b” ecuatii de ochiuri (bucle) de forma:

2y, i 2y i, et 2 i = Zej

2y i 2y iy et Zyg i = Zej
je(2) (2.60)

Zoy i 2o iy et Zog tin = Zej
je(o)

unde: - z, - suma operatorilor de impedantd intalniti la parcurgerea

ochiului (1);
- Y'e, - suma algebricd a t.e.m. a surselor intilnite la parcurgerea

Jje(m)

ochiului (1);
- 7z, - suma operatorilor de impedantd ai laturilor ce apartin atat

ochiului (1) cat si ochiului (2). Semnul operatorului poate fi
pozitiv sau negativ, dupd cum curentii de contur parcurg
latura comund ochiurilor, in acelasi sens sau 1n sensuri
opuse.

Intrucat in scrierea directd a ecuatiilor de ochiuri intervin caderile de
tensiune pe elementele de circuit si t.e.m. ale surselor, sursele de curent
trebuiesc transformate in surse de tensiune.

Exemplul 1:

2! 3KQ

3mA | 12K 1KQ 10v

Fig. 2.13
Pentru aplicarea metodei curentilor de contur, se echivaleaza sursa
reald de curent cu sursa reald de tensiune. Dupa aplicarea teoremei de

echivalenta a surselor, circuitul devine:
v

I
N

3K

1KQ 10v

Fig. 2.14
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Circuitul obtinut contine 3 laturi si doud noduri. Asociind sensuri de
trecere a curentilor prin laturile circuitului, se poate trasa graful orientat al
circuitului, respectiv buclele (ochiurile) independente:

8V

Fig. 2.15

Identificand operatorii de impedantd ai sistemului ecuatiilor de
contur obtinem z,6=3KQ, z,=I1KQ, 2z, =z,, z,=4KQ, i=i,, i,=i

12 = 1m.2 5

i,=i,,+i,,. Rezulta astfel urmatorul sistem de ecuatii de solutionat:

3cip, +1-0,,=8

2.61
i, +4-i,=10 (2.61)

Metoda a Il-a

Aceasta metoda de rezolvare a circuitului presupune determinarea
grafului orientat al circuitului si avand in vedere ca in graful asociat sursele
de tensiune se inlocuiesc prin scurtcircuite( daca sunt surse ideale), iar

sursele de curent prin rezistentd infinita (borne in gol). Prin aceastd metoda
se obtin buclele (ochiurile) independente ale circuitului.

2 ke
2 oV
3mA 1KQ 2KQ) admite | I _
1 3 graful -

Fig. 2.16

5

Observatie:
Graful unui circuit electric ce contine sursa de curent se reduce.

Graful p ermited eterminareab uclelor (ochiurilor) independente
necunoscute. Reducerea numarului laturilor circuitului este evidentd prin
echivalenta sursei de curent in sursa de tensiune.

Intrucét circuitul real nu poate fi reconstituit din curentii de bucla
(ochi) ai grafului rezulta ca circuitul real mai contine un curent de bucla
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(ochi) cunoscut, curent impus de sursa de curent daca ea ar actiona singura
pe acel contur.

2 3KN) 2 3K
10V ok & 2kn 20 1K 10V
3mA | |20 K0 _ /) /> (\
3mA

Fig. 2.17
Circuitul re al e ste f ormat d in tre i bucle (ochiuri) parcursed e
curentii:
-i,, sl i,-necunoscuti;

- i,, =i, =3mA cunoscut (impus de sursa de curent).
Sistemul ecuatiilor de ochiuri este, in acest caz, urmatorul:

ochiul {1} 2=ig (241 +ig o (D +Hip5(-2)
achiul {II) 10 =iy (1) +ig o (34 1) +i (0}

im3 = 3mdl (2,62)

echivalent, dupa inlocuiri, cu:
{ 8=3i,,+1 i,

10=11i,,+4i_, (2.63)

Concluzii:

1. Ori de cate ori Intr-un circuit electric debiteaza o sursa de curent, se
construieste o bucla (un ochi) ce va contine numai aceasta sursa. Curentul din
aceastd bucla (acest ochi), este cunoscut fiind impus de sursa de curent.

2. Graful asociat circuitului permite determinarea celorlalti curenti
independenti (necunoscuti) ai circuitului.

B.2 Circuite ce contin surse ideale de curent.

Se considera circuitul din figura urmatoare ce contine pe una din
laturi o sursd ideala de curent. Rezolvarea acestui circuit prin metoda
curentilor de contur presupune determinarea buclelor (ochiurilor)
independente pentru care sa se scrie ecuatiile de ochiuri (bucle).

Analiza topologica a circuitului indica:

-1=6;
-n=4;
-o=1-(n-1)=3.
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Intrucat graful asociat circuitului nu contine latura sursei de curent,
rezultd cd pentru reconstituirea circuitului real, sursa de curent debiteaza pe

o bucld independentd (un ochi independent).
i2

Fig. 2.18

Obs: Graful orientat admite doua bucle (ochiuri) independente.
K

2

Circuit electric Buclele independente ce reconstituie
circuitul electric

Fig. 2. 19
Sistemul ecuatiilor de ochiuri (bucle) contine doi

curenti

independenti necunoscuti im1 $i im2 $1 un curent independent impus de sursa

de curent im3=0,5 mA. Sistemul de ecuatii al circuitului este:
| :[8=1p, (4,5)+iy, (0)+iy, (=3)
I8 =i, (0)+i, (12)+i, (10)
i = 6,5 '
iar relatiile intre curentii independenti si curentii reali sunt:
= =i

e R N . L Tl P N R e R

Concluzie:

m

(2.64)

(2.65)

Ori de céate ori avem o sursa independentd de curent sistemul

ecuatiilor de ochiuri se reduce.

B.3 Circuite ce contin surse dependente

Sursele de pendente pot fide tensiune sau de curent cu ¢ ontrol in
tensiune sau curent. Analiza circuitelor prin metoda curentilor de contur
aplicandu-se pe ochiuri, prezenta surselor dependente de tensiune cu control
in curent sau tensiune nu ridicd probleme in scrierea ecuatiilor de ochiuri.
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Intrucat sistemul ecuatiilor de ochiuri are dimensiunea b, egald cu
numarul de ochiuri independente, iar sursa dependentd introduce o
necunoscutd (mdrimea prin care este controlatd sursa) pentru rezolvare
sistemul trebuie completat cu relatia de dependenta a sursei controlate.

Exemplul 1:
Evidentiem prin circuitul urmator modul de tratare al sursei

dependente in scrierea sistemului de ecuatii al curentilor de contur:

Analiza topologica:
-1=3;
-n=2;

- 0=l-n+1=2.

In ecuatiile ochiurilor sursa dependenti o tratim ca pe o sursa
independenta iar apoi scriem ecuatia de dependenta. Pentru circuitul analizat
putem defini:

[:2-2-v, =i, -(16+8+4)+i,,(8)

II: 8-2-v, =i (3+8+1)

Relatia de dependenta introdusa de sursa controlata este :

v, =161, =16-i,,

Concluzii:

1. O sursa dependentd conduce la cresterea numarului de
necunoscute §i implicit a numadrului de ecuatii pentru solutionarea
circuitului.

2. In scrierea sistemului ecuatiilor de ochiuri sursa dependenti este
tratatd ca o sursd de t.e.m. cu valoare cunoscuta (ex: 2vx), urmand ca apoi
sa-1 fie redatd dependenta printr-o ecuatie suplimentara.

ml ‘8+1n12

Exemplul 2

In ¢ ircuitele ¢ e contin surse de curent controlate in curent sau
tensiune, tehnica rezolvarii este similara celei prezentate la surse
independente de curent. I n pr incipiu, a ceasta t ehnica pr esupune e vitarea
laturii sursei de curent. In acest caz g raful asociat circuitului degenereaza,
iar sistemul ecuatiilor de ochiuri isi reduce ordinul.
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151,
<<

Sistemul ecuatiilor ochiurilor este :
I)  6=i,2+3)+i, (0)+i,, (3)
I) 6=i,-(0)+i, 5+ +i,,-(5)

1,,=L51 cu i =1,=1

m2 Tlns

Obtinem astfel sistemul de ecuatii de 3 ecuatii cu trei necunoscute:
6=i,,-5+(1,5i,)-3
6=1,,-9+(1,51,)-5
1,51, =i

Observatii

1° - Prezenta sursei de curent reduce numarul ecuatiilor de ochiuri,
dar dependenta sursei introduce o ecuatie suplimentara.

2% - Sursa dependentd a fost tratati in rezolvarea problemei ca o
sursa independentd, dupa care sistemul ecuatiilor a fost completat cu relatia
de dependenta
introdusa de sursa.

Tema: - Sa se rezolve prin metoda curentilor de contur circuitele:

4K
— ki,
2K 5K 2K 4K
Do 6K || 2mA m(ﬁzw 4K it | [1oK (R )5mA

kr=1K
a) b)
Fig. 2.20

m2 T1lns

2.4 Tehnica analizei Tn tensiune a circuitelor electrice

Acest tip de analizd presupune asocierea variabilelor independente
pe intreg circuitul, a tensiunilor de la bornele laturilor. Cunoasterea acestor
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tensiuni ¢ onduce la determinarea curentilor din laturile circuitului , din
ecuatia Joubert In curent. Analiza in tensiune a circuitelor se poate face din
sistemul ecuatiilor Kirchhoff sau cu ecuatiile nodale.

A. Analiza in tensiune utilizand teoremele Kirchhoff

Sistemul matriceal al te oremelor lui Kirchhoff pentru un circuit cu
“I” laturi conduce la un sistem de “1” ecuatii cu (n-1) necunoscute furnizate
de Tlk si “b” necunoscute furnizate de T2k.

Utilizarea ecuatiei Joubert matriceala in curent :

[i j ]le = [y i ]le -[u i ]le + [isgj ]lxl in T1k conduce la un sistem de ecuatii

[1382]

cu “I” tensiuni necunoscute 1a bornele laturilor “j necunoscute. Sistemul
matriceal al analizei in tensiune este:

[A](n—l)xl ' [y,-,- ]m ' [U,- ]= [A]m—l)xl [isgk ]|X1 = _[isgk ](n—l)xl
[B]oxl ’ [uj ]= 0
Notand |y, |

(13445

laturilor *j” conectate in nodurile “k, rezultd ecuatia matriceala:

[Ku]m ) uj]],d = [Sv][u

(2.66)

[Al,a-ly;], - matricea operatorilor de admitanta ai

(n—1)x1 =

matricea surselor
matricea necunoscutelor

matricea parametrilor

Deoarece an aliza 1 n t ensiune cu aj utorul t eoremelor K irchhoff nu
reduce numarul ecuatiilor si implicit al necunoscutelor, nu insistim in
prezentarea rezolvarii acestei metode. Ea se preteazd numai in rezolvarea
numerica.

B. Metoda potentialelor nodale de analiza a circuitelor.

B.1 Circuite cu surse reale independente

Metoda potentialelor nodale de analizd a circuitelor electrice
presupune i nlocuirea v ariabilelor reale cu variabilelea uxiliare
(independente), care sunt potentialele atasate nodurilor. Sistemul ecuatiilor
nodale conduce la rezolvarea a (n-1) ecuatii obtinute prin aplicarea teoremei
“I”” a lui Kirchhoff.
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Intrucat ecuatiile nodale sunt obtinute din Tlk rezulti ci forma
directd de scriere a sistemului ecuatiilor nodale este folositd numai in
circuitele ce contin surse de curent. Daca circuitul contine surse de tensiune,
acestea vor fi transformate prin teoremele de echivalenta in surse de curent.

Sistemul ecuatiilor de ochiuri in forma directa este:

Yiu Vi= Yo VoY Vs ==YV = _zlgls

je)
.S
Yo Vit Yo Vo= Yo Ve = _Zlgz
je())
unde: - ykk - suma operatorilor de admitantd ai laturilor conectate in nodul

(2.67)

- Yk,s - suma operatorilor de admitanta ai laturilor ce leaga nodurile k
$is;
- i, - suma curentilor de scurtcircuit ce alimenteazd nodul k sau
je(k)
suma surselor de curent ce alimenteaza nodul k.
Exemple:
1. In circuitul din figura de mai jos sunt cunoscute sursele si
parametrii circuitului. S& se determine potentialele nodurilor,

respectiv tensiunile la bornele laturilor.
2.

Analiza topologica:

-1=5; -n=3; -o=l-nt+1=3.

Metoda de rezolvare.

1. Identificim daca sursele de tensiune pot fi transformate in surse
de curent. Circuitul obtinut este redat in figura 2.22

4K

%mAi@ ﬁy mw mw é?wx

Fig. 2.22
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2. Atasam fiecarui nod k un potential vk si alegem un nod de
referinta cu potential identic nul (v3=0).

3. Daca sursele de tensiune pot fi transformate in surse de curent,
aplicam 1n forma directa ecuatiile nodale atasate nodurilor vi si va.

. S .
Yii-Vi—Yy V= _Zlgl s Y Vi tY, Y, = _(zlsgz) ; (2.68)
je()

unde: - yi1 - suma conductantelor laturilor conectate in nodul 1;

- y21 - suma conductantelor laturilor dintre nodurile 1 si 2.

Identificand operatorii de admitanta obtinem:

gl
36 47 TP 42
1
Y2,2:Z (2.69)
.s 9 .S
DMig ==, Dy =-5
@3 i)Y

Observatie:
Tensiunile sunt exprimate in V, rezistentele in KQ, iar curentii in
mA. Sistemul ecuatiilor nodale atasat circuitului este:

9 [1 1 1 1
==t |V, ==V,
3 3 6 4 4

1 (1 1)
—S=—— -V, +| —=+=|"V,
4 4 2

Rezolvat prin eliminare gaussiand admite solutiile: v, =2v, v,=-6V.

(2.70)

B.2 Circuite ce contin surse ideale

Deoarece sistemul ecuatiilor nodale se obtine din aplicarea T1K,
existenta sursei ideale de curent in circuitul analizat nu creeaza probleme de
aplicare a metodei potentialelor nodale. Sursa de tensiune ideald intr-un
astfel de circuit, pentru neinitiati, poate constitui un obstacol.

O aprofundare a rolului §i functionarii acestei surse c onstituie un
prim pas 1n depasirea acestui obstacol. Al doilea pas in rezolvarea problemei
de analiza 1l constituie aprofundarea metodei potentialelor nodale, si anume
trebuie retinuta idea ca metoda provine din aplicarea T1K in cele n-1 noduri
ale circuitului. Sa detaliem aceste afirmatii.

Sursa ideala de tensiune, conform celor expuse in capitolul 1, are
proprietatea ci debiteazd te.m. indiferent de incdrcare (curent). In
consecintd, t.e.m. a acestei surse este impusa. Intrucit sursa este conectati la
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doua noduri, potentialele atasate acestor noduri sunt dependente, relatia de
dependentd dintre ele este datd de t.e.m. a sursei ideale. Exemplificam
aceastd afirmatie pe circuitul urmator:

Ecuatia Joubert in tensiune a laturii 6 este:

e, +u, =2,-i,, CU z,=0 (rezistentd nula).
rezultdnd: e +v,-v,=0 sau e, +v,=v,=8+v,.

Daca acest circuit este pasivizat, nodurile 2 si 3 constituie un singur
nod fictiv. A plicarea metodei de scriere directd a sistemului de ecuatii
nodale nu este posibild, deoarece admitanta laturii 6 este infinitd. In acest
caz trebuie sd depasim al doilea obstacol in rezolvarea circuitului i anume
sd pornim de la bazele metodei (teoremele Kirchhoft).

Alegand v, =0 rezultd, din analiza topologica a circuitului numarul

de noduri in care se aplicd teorema I Kirchhoff (n-1=3 ). Intrucat prin
pasivizare avem un nod fictiv (intre nodurile 2 si 3 (o laturd cu impedanta
nuld), aplicdm T1K in nodurile:

(1) :i+i,-i,=0; (25i3): {fz BTl i i+, 27)
I =15 +1,
Cu alte cuvinte consideram nodul 2 suprapus nodului 3 §i scriem
T1K. Explicitam in sistemul de ecuatii al circuitului, curentii din laturi prin
ecuatia Joubert (numai pentru laturile ce contin operatori de impedanta
(laturile 2, 3, 4, 5)) :
v, -V, =151,

v, —0=3-1, 2.72)
V, -V, =2-i, '
v, —0=10-i,

In plus tinem cont de relatia de dependenti introdusa intre potentiale
de sursa ideala de t.e.m. v, =v, +8. Inlocuind in T1K obtinem un sistem de 2
ecuatii cu necunoscutele ( vi si v2).

Concluzii:

1. Prezenta unei surse ideale de tensiune intr-un c ircuit e lectric
reduce numarul potentialelor necunoscute si implicit a ecuatiilor nodale.
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2. Potentialele nodurilor la care se conecteaza sursa ideald de
tensiune pot fi cunoscute daca unul din noduri este ales de referinta.

B.3 Analiza nodala in circuitele ce contin surse dependente

Sursele d e cu rent controlate in curent sau tensiune nu ridica
probleme 1n rezolvarea nodala a circuitelor. Ele sunt tratate in scrierea TIK
ca surse de curent
independente, urmand a completa sistemul ecuatiilor nodale cu relatiile de
dependenta introduse de surse.

Exemplul 1

Circuite ce contin surse de curent comandate in tensiune(VCCS).

Sa se determine potentialele nodurilor pentru circuitul din figura
urmatoare:

4K
2K V1. 3K 12
V3g b —r By V2
i6 l4 i
5y @P Vb | 1K A\ 1,5Vx
Lys=0
Fig. 2.24

Analiza topologica:

-1=6; -n=4; -b=l-nt+1=3;

Impunem potential de referintd v4=0. Ecuatia Joubert a laturii 6 ce
contine sursa ideald de tensiune conduce la: 5+0-v,=0 = v,=5V, potential

impus de sursa independentd de tensiune. Pentru rezolvarea circuitului prin
potentiale nodale se aplicd T1K in nodurile necunoscute (vi si v2).

(V1)@ -, +i,—ig=0

(v2) © =i, +i,+i,=0

Sistemul este completat cu relatia de dependenta a sursei comandate:

i =15v =15-(i,-1)=15-(v,-0) intrucat v _=(v,-0).

Din ecuatiile Joubert ale laturilor ce contin operatori de admitanta
(conductantd)

se determina curentii functie de potentiale astfel:
V,=V; ., P Sk TR _v,—0

. L. V=V
1, = 4 » 3= 3 5 4 1 s 1 =——". (273)
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Vl_V2+V_1+V1_V3:0

312 vl-[1+1+1j—v2-(1]=§
V2_V3+V2_V1=1:5'V1 - 3012 3) 2 (2.74)
i‘ 3 —vl-(l+1,5J+v2-(l+lj=§

V3 =35 3 3 4) 4

Se obtine sistemul de 3 ecuatii ce admite solutiile vi=3V, v2=9V:

Exemplul 2

Circuite ce contin surse de tensiune comandate in curent (CCVS)
Urmarim sd aplicam metoda potentialelor nodale pe circuitul de mai

jos.
i | 3K | "2‘ 2K
! —— I “3 !
\
12V ' 3mA
L
Fig. 2.25
Aplicand T1K 1n nodul 1 rezulta:
—i,—i,+i, =0, cu: ilzlz%, 12:4‘1X2_V', i,=3. (2.75)

Inlocuind obtinem ecuatia:
M2 vitdi g (2.76)
3 2
12-v,
-
Sistemul de ecuatii este echivalent cu cel obtinut prin aplicarea
directd a metodei potentialelor nodale tratdnd sursa de tensiune dependenta

ca o sursa reala de tensiune.

completata cu relatia de dependenta: i =i, =

[1 1) 12 4-i
Vil —t—=|=—=-3+
3.2 3 2 (2.77)

Solutia sistemului de ecuatii este: vi=6V, i=2mA.
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Exemplul nr.3

Circuit ce contin surse de tensiune comandate in tensiune (VCVS)

Prin acest exemplu evidentiem analiza prin metoda potentialelor
nodale a circuitelor ce contin surse ideale de tensiune comandate in
tensiune.

VA IR

Vi
I6 I4 I
2Vx w,mw Y 2mA
L

Fig. 2.26
Intrucat circuitul contine o sursa ideald de tensiune potentialul vs
este impus d e aceast a v3 =2vx. P entru r ezolvarea c ircuitului presupunem
cunoscut acest potential in scrierea ecuatiilor nodale. Aplicarea T!K in
nodul 1 si 2.determina:

—i,+i,+1,=0
—i, =i, +is=0 (2.78)
2v, =2v,
echivalent cu
1 1 1 2V
-V, —+V,(—+—-)=2+—
"5 2(4 5) 4
1 1 1 1 2V
-V, —+V(—+—+—)=—"+ 2.79
2 1(2 5 10) 5 ( )
v, =V,

Concluzii:

1. Tratarea sursei dependente ca o sursd independentd conduce la
reducerea sistemului de ecuatii nodale. T eorema I Kirchhoff se
aplica numai 1n nodurile la care nu se conecteazd sursele ideale
de tensiune.

2. Ecuatiile nodale pentru a fi rezolvate trebuiesc completate cu
relatiile de dependenta impuse de sursele comandate
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2.5 Analiza circuitelor electrice utilizind principiul superpozitiei

Principiul superpozitiei este larg folosit in explicarea fenomenelor
fizice complicate. El presupune descompunerea fenomenului intr-o suma de
fenomene simple. Acest principiu a fost utilizat si in analiza circuitelor prin
metoda curentilor de contur. Superpozifia folositd a fost una topologica
unde circuitul este o superpozitie a buclelor (ochiurilor) independente,
elementele de circuit apartinand mai multor bucle (ochiuri). Superpozitia
buclelor (ochiurilor) independente reconstituie circuitul analizat.

In electrotehnica, principiul superpozitiei se aplici si in cazul
excitatiilor (surselor) pastrand topologia circuitului. El are urmatoarea
formulare “raspunsul stabilit de generatoare intr-o refea liniara este egal
cu suma raspunsurilor stabilite de fiecare generator daca ar actiona singur
in retea”.

Practic pentru o retea ce contine mai multe surse, raspunsul pe o
latura pasiva este egal cu suma raspunsurilor fiecdrei surse dacad celelalte
surse su nt p asivizate. P asivizarea su rselor u nui ci rcuit el ectric p resupune
inlocuirea surselor cu rezistentele (sau impedantele) interne. Astfel:

- sursele ideale de tensiune sunt Inlocuite printr-o laturd cu rezistenta
nuld (scurtcircuit)

- sursele reale de tensiune sunt inlocuite prin impedanti(rezistentd)
internd

- sursele de curent prin borne 1n gol (circuit deschis)

Aceasta pasivizare este posibild numai pentru sursele independente
fie de tensiune fie d e curent ( Observatie: Sursele dependente nu pot fi
pasivizate).

Exemple de aplicare a principiului superpozitiei. In circuitul urmator

actioneaza doua surse. Conform principiului expus avem:
TmA .

Fig. 2.27
Rezolvarea circuitului inifial (ce contine mai multe surse) presupune
rezolvarea circuitelor elementare ce contin o singura sursa.
Curentul sau tensiunea la bornele unei laturi este suma algebrica a
curentilor din aceeasi  laturd, laturd ce aparfine tuturor circuitelor
elementare. Astfel:
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i, =i1+i1 cu i1=0 (sursadecurent pasivizata)

i, =241

I, = —i34is

S (2.80)
=la+i"

ig=is—1is

i,=ic+is CU ie6=i2—is (sursadetensiune pasivizata)

Circuitul ce contine sursa de t.e.m. contine doud bucle (ochiuri).
Pentru a rezolva se aplicd metodele prezentate (Kirchhoff, curenti contur,
potentiale nodale). Aplicam curenti contur:

1 4 i'3:iy2:§mA
12=i,(6+3)=1i,=—=—mA 12
?2 3 r4=r5=77mA (2.81)
12:|m2(5+2):>|m2:7mA L 4 10 64
le =1, +l,=—+—=—mA
37 21

Circuitul ce contine sursa de curent poate f ir ezolvata plicand
tehnica transfigurarii si reducerii, astfel:

I 6 2
", =1"——=1-—=—
6+3 9 3
|”3=1-§=lmA
9 3
-t 2
i =—mA (2.82)
7
|5:§mA
7

WRSESECINE . bl B I (sens opus)
3 7 21 21

Curentii reali ai circuitului sunt:
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i, =1mA,
i2:£+g:2mA,
3 3
. 4 1 .
I :—§+§: —ImA ('sens opus prin latura),
2.83
i4:2+2:2mA, (2.83)
7 7
iS:E—E:ImA,
7 7
iézﬁ—iz3mA
21 21

Principiul superpozitiei se aplica cand in circuit actioneaza surse de
frecvente diferite. In acest caz fiecare circuit elementar contine surse de
aceeasi frecventa.
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CAPITOLUL 3.
TEOREMELE CIRCUITELOR ELECTRICE

3.1 Teorema substitutiei

Circuitele electrice sunt formate din elemente de circuit prevazute cu
legaturi conductoare intre ele. O latura “j” a unui circuit electric este un
dipol si este complet definitd de caracteristica ij - uj . A cest dipol poate fi
pasiv (contine numai elemente R,L,C) sau activ . Fata de bornele unei laturi
reteaua electrica la randul ei poate fi privitd ca un dipol activ sau pasiv.

Sa considerdm o laturd oarecare “J” dintr-o retea, careia i se aplica

13 2

tensiunea “u;” la borne si este parcursa de curentul “i;”.

Retea arbitrara $ UJ‘ ZJ

Fig. 3.1
Enunt:
“Intr-un circuit electric o laturd pasivi parcursa de curentul “ij” si
avand la borne tensiunea ““uj”, poate fi substituita (inlocuita) fie cu un
generator de tensiune fie cu un generator de curent.”

Rsteav lul g =Uj
arbitrara |
i - =0
Fetea | ] 2
arbitrara é; ! !
U|~: E[ f] ] I]
Fetea 1 o
o - LI| II =|'§II
arbitrara |
il 'iﬂl
Fig. 3.2
Demonstratie:

[13%4)

Intrucat latura “j” selectati este un dipol receptor ecuatia Joubert in
tensiune cu r egulad el ar eceptoareest e: U;=2;+;,s auf orma
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echivalentd -z;-;+u; =0. Comparand cu ecuatia generald Joubert

pentru laturi active rezulta:

-€, =17,

j sau-e;+u; =0, (3.1)

[13%2]

Aceasta reprezinta ecuatia Joubert a laturii “§” ce contine numai
sursa ideala de tensiune electromotoare “e;”.
Ecuatia Joubert in curent a unei laturi “j” de operator y;j este:
=yjuitigi , (3.2)
Aceasta ecuatie presupune existenta in paralel la aceeasi tensiune
“ui” a doua laturi parcurse de curentii igi $1 yjuj. O sursa ideala de curent are
admitanta y;j=0, iar curentul injectat sub tensiunea uj are valoarea ij= igi.
In concluzie, o laturd pasiva poate fi inlocuita :
- cu o sursa ideala de tensiune (ej=-zjij) sursa ce are sens opus curentului
din latura;
- cu o sursa ideala de curent (igi=1j) avand orientarea in sensul curentului
din latura.

3.2 Operatorul de impedanta internd al retelei dipolare. Rezistenta
interna a unui dipol

3.2.1 Operatorul de impedanta interna al retelei dipolare.

Intr-o retea electrici orice element de circuit poate fi considerat
conectat impreund cu alte elemente de circuit si in ansamblu formand
reteaua complexd. Putem sd punem problema si invers i anume ca orice
element de circuit poate fi selectat dintr-o retea complicata.

In consecinti reteaua este formata din module de circuit, module ce
pot fi desenate, construite, analizate, testate si reparate separat. Un sistem
familiar este oferit d e el ectronica si stemelor au dio u nde su nt co nectate
impreund, prin cablu, casetofonul, aparatul de radio, pick-up-ul si statia de
amplificare.

Oricare d intre a ceste m odule (a parate p rivite in dividual) s unt
alcatuite din subansamble numite circuite. Unele dintre aceste module sunt
foarte mici si constituie circuitele integrate. Aceste circuite integrate sunt
alcatuite din zeci sau chiar sute de elemente de circuit precum rezistoare,
capacitoare, bobine, diode, tranzistoare fabricate 1n cip-ul de siliciu.

Indiferent de structura si complexitate, circuitului la iesire i se
cupleazad o sarcina. Fatd de bornele sarcinii, circuitul poate fi privit ca un
dipol activ. Acestui dipol asociat retelei sau circuitului trebuie sa-i
determindm parametrii. Conform clasificarii prezentate in capitolul 1
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elementele dipolare active contin o tensiune electromotoare echivalenta si
un operator de impedanta internd Zech

Sa presupunem ca circuitul arbitrar ales contine surse de tensiune si
surse de curent. Intereseaza in continuare sa determindm valorile limita ale
curentului, respectiv ale tensiunii ce pot fi aplicate unei sarcini conectate la
bornele dipolului. Cu alte cuvinte cautam sd determindm caracteristica “i-u”
a dipolului activ.

Pentru a rezolva problema sa consideram conform figurii urmatoare

(193]

drept sarcina latura “j” cu operatorul de impedanta z;.

Circuit arbitrar %U‘J iZJ

Dipol activ
z.!'
a a
V, - I, Z,
b b
V_, = Zsls I = &
5 Z:

Fig.3.3

Asa cum am mentionat, urmdrim sa echivalam, fatid, de bornele
sarcinii, circuitul cu un dipol activ. Pentru aceasta aplicdm pentru latura *j”
teorema substitutiei ,latura ce o putem inlocui printr-o sursd de curent igi=ij,
ce are la borne tensiunea uj. Circuitului astfel obtinut 1i aplicdim pentru
determinarea curentului debitat principiul superpozitiei:

Circuit . Circuit Circuit X
arbitrar !ui g@‘giz arbitrar !UJW pasivizat  [JZen |\ ) lufg lyj

Fig. 3.4
Conform principiului superpozitiei tensiunea uj este egala cu suma
contributiilor fiecdrei surse la bornele laturii “j” dacd fiecare ar actiona
singurd in retea celelalte fiind pasivizate: u=ujot+uig , unde:
- uig se determina prin aplicarea teoremei I Kirchhoff pe oc hiul
circuitului pasivizat,

0= Uig+Zechi; ) (33)
Inlocuind rezulta;

Uj=Ujo-Zjlj, 3.4)
Caracteristica ij-u a dipolului are forma prezentata in figura 3.5:
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Fig. 3.5

Analiza curbei i-u la bornele dipolului activ evidentiaza:

- tensiunea la bornele dipolului este cuprinsa intre 0 si tensiunea de
mers in gol ujo; ue(0,ujo).

- functionarea in gol a dipolului implicd z; — o, iar tensiunea la

borne este t.e.m. furnizata de dipolul activ.

- In functionarea in scurtcircuit a dipolului, curentul este limitat de
operatorul de impedanti internd al dipolului zeeh. I nc. c. acest o perator
reprezinta rezistenta internd a dipolului.

Concluzii:

1. - Orice circuit electric fatd de doua borne poate fi reprezentat
printr-un dipol echivalent. T .e.m. a di polului e ste t ensiunea de
mers 1n gol a dipolului, iar rezistenta internd (operatorul de
impedantd intern) este rezistenta fatd de cele doua borne a
circuitului pasivizat.

2. - Regimul de functionare al oricarui dipol electric este cuprins
intre mersul in gol si scurtcircuit.

Latura pasiva “j” cu operatorul de impedanta zj poate fi inlocuita in
circuit si printr-o sursd de t.e.m. avand sens opus curentului din circuit.
Aplicand acestui circuit principiul superpozitiei, curentul debitat de dipolul
activ este superpozitia curentilor din latura *“j” daca in circuit ar actiona cate
o singura sursa, conform schemei urméatoare:

Circuit Circuit ' Circuit
arbitrar Ui & arbitrar Ise ¥ cpﬁsgpgzegrétor Zocn yj
b 5 ch
i - Y
i = _
j * Lech
Fig. 3.6
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Se obtine astfel relatia curentului debitat de un dipol activ:

i=i, -—, (3.5)
Zech
Identificand cu relatia curentului debitat din primul caz, rezulta:
u; . A .1
i =—" - valoarea curentului de scurtcircuit intre bornele unui dipol.
z

ech

Concluzie:

1. Curentul debitat de un dipol activ poate lua valori (la sarcinad
variabild) intre 0 (mersul in gol) si valoarea de scurtcircuit (borne
scurtcircuitate)

2. Rezistenta internd a unui dipol activ poate fi determinata ca raport
intre tensiunea de mers in gol si curentul de scurtcircuit fatd de
bornele analizate

3. In retelele pasive (ce nu contin surse in interior) tensiunea la
mersul in gol este nuld, dar si curentul de scurtcircuit este nul. In
aceastd situatie, rezistenta (impedanta) internd a dipolului se
poate determina alimentand bornele dipolului de la o sursa uj ce
debiteaza curentul ij. Rezistenta echivalenta (operatorul de
impedanta echivalent)a retelei este raportul dintre tensiunea
aplicata si curentul absorbit de circuit.

Zoh = _J (36)
!
Concluzie generala:
O retea oarecare (cu sau fara surse in interior) fatd de doua borne de
acces poate fi consideratd un dipol echivalent care are ecuatia:
u, U, U

i=i o= (3.7)
Z z Z

ech ech ech
3.2.2 Determinarea rezistentei echivalente a dipolului activ

Pentru un circuit (retea) oarecare fatd de doua borne de acces poate
fi determinata rezistenta internd (operatorul de impedanta internd) a retelei

prin doua relatii $i anume:
u. u. . .
R, =—~ sau R =—- pentru dipol pasiv (3.8)
lsc j
Cele doua relatii ale rezistentei interne a unui dipol implicd doua
metode de determinare a acesteia i anume:
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1. rezistenta interna a unui dipol este raportul dintre tensiunea de
mers Tn gol intre cele doua borne si curentul de scurtcircuit,

2. rezistenta internd a unui dipol se obtine prin pasivizarea tuturor
surselor independente din circuit si aplicarea la bornele de acces a
unei surse de t.e.m. cunoscutda §i masurarea(determinarea)
curentului absorbit de circuit.

Rech = I_JJ (3 9)

A) Determinarea rezistentei echivalente in circuitele ce contin surse
independente

Exemplul 1

- Metoda I

Sa consideram divizorul de tensiune din figura urmatoare, alimentat
de la o sursa de 24V c.c. Tensiunea de iesire a acestui circuit este tensiunea
de pe rezistorul R2= 10kQ

3K : 30K g
24V 10K Upo 24V (] 10K s ab
b b
Fig. 3.7
Tensiunea de mers 1n gol pe rezistorul de 10 kQ este:
10kQ
Uy = ———= 3.10
w0 (10+30)kQ (.10)
Curentul de scurtcircuit intre bornele a,b, are valoarea:
—ﬂ:O,SmA; R = Yao _ ov =7,5kQ (3.11)

isab - ech . T A o A
30kQ2 i, 0SmA

sal
- Metoda a [1-a
Pasivizand circuitul fatd de bornele a,b, rezistenta echivalenta este

egala cu rezistenta circuitului:
30K 9

bTRech

10K

Fig. 3.8
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10-30 300
10430 40
ceea ce este echivalent cu alimentarea circuitului pasivizat de la o sursa
exterioarda de tensiune Raportul dintre tensiunea aplicata si curentul debitat
reprezinta rezistenta circuitului.

e R, =—=RIIR, (3.13)
|

! He NONS

R, =101130= =75k (3.12)

Fig.3.9
Exemplul 2
- Metoda I
Se considera circuitul din figura urmatoare si se urmareste

determinarea rezistentei echivalente a circuitului fata de bornele A - B.

3K A R B
g

Fig. 3.10
Metoda I de determinare a rezistentei echivalente presupune
determinarea tensiunii de mers in gol si a curentului de scurtcircuit intre A
si B.
Determinarea tensiunii de mers in gol intre bornele A si B presupune
aflarea potentialelor punctelor A si B din circuitul obtinut prin scoaterea din

circuitul initial a rezistentei R.
A UABO B

—_ =

3K

Q W HGK HQK I 5mA @

c L ¢
Fig. 3.11
Prin inlaturarea rezistentei R, circuitul se simplificd degenerand in

doud bucle independente parcurse de curentii i, = % =1mA si i, =5mA
+

impus de sursa independenta de curent.
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Tensiunea intre bornele A si B se determind ca diferenta a
potentialelor punctelor A si B, potentiale obtinute din caderea de tensiune
pe rezistentele de 6 kQ respectiv 2kQ2. Asociind regula de la receptoare intre
tensiune si curent pe o rezistentd obtinem:

UAOC =V,-V.=1,-6
=
2

_UBOC =V +Ve =—1,;-

=U Ugc=Vy =V, =6-1,+2:1,=6-1+2-5=16V (3.14)

AC
Curentul d e s curtcircuit in tre b ornele A si B se determina prin

scurtcircuitarea bornelor A si B in circuitul initial si rezolvarea circuitului
obtinut

[ A lscap ]
i il
gy i3S 2K amAl
Fig. 3.12
Curentul de scurtcircuit se determina din TIK aplicata in nodul A
(sauinnodul B) I =1 -1, ,unde 11 si Is¢ se determind rezolvand
circuitul. Aplicand metoda potentialelor nodale se deduce:
1 1 1) 9
Vi -+—+=|==-5sauV,=-2V 3.15
(3reeq)-2-ssmv, 615
valoarea potentialului dupa scurtcircuitare. Curentii au urmatoarele valori:
=2 Ya a2V 22 1, =222 _umacue)
3 3 6 6 3 6 6
Rezistenta echivalenta va fi:
U
" St S LN (3.16)
los  4MA

- Metodal I-a presupune pasivizarea surselor ideale obtinand
circuitul de mai jos:

Rech:(3ll6)+2:%+2:4k9 (3.17)
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3K A B
6K 2K

Fig. 3.13
Aceeasi valoare a rezistentei se obtine daca in circuitul de mai sus se

aplica o tensiune u de la o sursa care debiteaza curentul “1”.
u

o

e I

Fig. 3.14
Rezolvarea acestuici rcuitco nducel aex presia rezistentei
echivalente:

och :E:£+2:4KQ. (3.18)
I 3+6
B) Determinarea rezistentei echivalente in circuitele care contin
surse dependente
Rezistenta echivalenta a unui circuit fatd de doua borne ale unei
laturi pasive se d etermind cu relatiile prezentate mai sus. in determinarea
rezistentei echivalente trebuie sa se {ind seama ca sursa dependenta nu se
pasivizeaza deoarece aceasta debiteazd numai In prezenta marimii de
control. S& consideram circuitul din figura urmétoare si sd exemplificim
determinarea rezistentei echivalente fatd de bornele A si B, prin cele doua
metode :

Jo

Fig. 3.15
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- Metoda | de determinare p resupune cal culul tensiunii de mers in
gol (in absenta rezistorului de 10kQ) fatd de bornele A si B si a curentului
de scurtcircuit rezultat al scurtcircuitarii bornelor A,B. Cele doud marimi se
determina din circuitele de mai jos.

5V, 5V
2 2K A

4K ) Useo v Vy 4K Ingsc

Fig. 3.16
¢ Determinarea tensiunii de mers in gol
In primul circuit tensiunea de mers in gol reprezinta tensiunea de pe
rezistorul de 4k, conform relafiei lui Ohm, U 5 =4-1i.

Curentul i1 se determind din aplicarea T2K pe ochiul format din
sursele de t.e.m. 6V si 5Vx si rezistentele de 2kQ si 4kQ. Intrucat t.e.m. a
sursei dependente este necunoscutad (controlatd de Vx) ecuatia obtinuta din
T2K trebuie completata cu relatia de dependentda 6-5V, =(2+4)-1 sau

V, =6+2-1.
Rezulta astfel sistemul :
12
645V, =(2+4)-1 5 Visg =LYV
cu solutiile: (3.19)
V. =6-2I 9
X | ==mA

4

9

Se obtine astfel tensiunea de mers in gol: U,y =4-—=9%. (3.20)

N

¢ Determinarea curentului de scurtcircuit

Curentul de scurtcircuit intre bornele A,B se determind din circuitul
din figura “b”. Intrucat rezistenta de 4kQ este scurtcircuitati, curentul prin
circuit e ste curentul de scurtcircuit dintre bornele A si B. Aplicand T2K
rezulta: |, -2=6+5V,, relatie ce trebuie completatd cu ecuatia de

dependenta a sursei comandate:
V==V, = V,+5,=0 cu solutia V, =0 cusolutia: V, =0 (3.21)

X X
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5V

2K i;

In consecinta: |, = X = = —=3mA. (3.22)

U
Rezistenta echivalenta a circuitului este: R, = — = o 3KQ.(3.23)
SCAB

- Metoda a ll-a presupune pasivizarea surselor independente si
alimentarea circuitului de la o sursd pe la bornele A,B.

2K ) A
W x| O

B

Fig. 3.18
Presupunand sursa de alimentare o sursd test cu t.e.m. egald cu

. . . 5 g ) U
unitatea, rezistenta echivalentd este data de relatia: R, = T (3.24)

Determinarea  rezistentei echivalente presupune rezolvarea
circuitului de mai sus determinand dependenta dintre tensiunea “U” aplicata
si curentul absorbit de circuit.

Ny
A N\ 19 A
I— - ‘
vy 4K b U
B
Fig. 3.19

In acest sens, aplicind metoda curentilor independenti, rezulta:
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u . U-5v
I=1,+1, c lI,=— ar |,=—"*=*
4 2
completata cu relatia de dependenta a sursei comandate: U -5V, =V, .

(3.25)

Utilizand metoda eliminarii, rezulta:

U 4-5.Y . -2
4 2 4 2
(3.26)
I=U-l+i =U-i=U-l sau U =31
4 12 12 3
Inlocuind in relatia rezistentei echivalente, se obtine:
ech =UT=¥= 3kQ2 (327)

Observatie:

In circuitele dipolare ce nu contin surse independente, tensiunea la
mers in gol si curentul de scurtcircuit sunt nule. In acest caz, pentru
determinarea rezistentei echivalente se aplica a doua metoda (a alimentarii
de la o sursa test).

3.3 Teorema generatoarelor echivalente (Thévenin, Norton)

Asa cum am ardtat, o retea electricd fata de bornele unei laturi pasive
oarecare poate fi considerata un dipol activ. Curentul prin latura pasiva este
dat de relatiile:

u. u. u.
j=_J°-_J=_J (3.28)
Z Zeeh YA j
In baza relatiilor de mai sus, unei retele liniare oarecare, i se pot

atasa doua reprezentari echivalente.

ech

3.3.1 Teorema generatorului echivalent de tensiune (Thévenin)
Enunt:

Intr-o retea liniara activa raspunsul in curent printr-o laturd pasiva

”)” de operator Z; este dat de relatia: i, = —io

Zy +7,
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Demonstratie:
Considerand latura “j” de operator z;j aparginand unei retele liniare

active careia 1 se aplicd teorema substitutiei tensiunea la borne satisface
relatia:

Uy U

_ L, c_ Yo Yy
Uj=Up—2_ -l sau I, = (3.29)
Zeh Zeh
Zech '
Retea U
liniara ) Zj
activa UJQ
Zy,
—o a a
Circuit
liniar > Vo,
—oOo b b
Fig. 3.20
A . . . Ujo
Intrucat U=Zjij , rezulta: 1, =———. (3.30)
Z,, +Z

In consecintd, unei retele liniare active fatd de doud borne i se poate
atasa un dipol echivalent de tensiune electromotoare Ujo si operator de
impedantd interna Zech. Ecuatia tensiunii la bornele sarcinii este:

U =u; =2, 1.

Observatii:

1. Generatorul ech ivalentd et ensiune permite determinarea
curentului di ntr-o laturd pasiva Z; fard a necesita rezolvarea
completa a circuitului.

2. Orice retea fatd de doud borne poate fi echivalatd printr-un
generator echivalent.

3.3.2 Teorema generatorul echivalent de curent (Norton)
Enunt:
" Intr-o refea liniara activa raspunsul in tensiune printr-o latura

[T}

.o ISC] n
pasiva “j

yj + yech .

de operator Yj este dat de relafia: U; =
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Demonstratie:

Considerand o retea liniara activa din care a fost selectatd o latura

[19%2]

“;”d e o perator Z j curentul prin latura “j”, dupd aplicarea teoremei

substitutiei si a principiului superpozitiei este dat de relatia: i; =i —Z—’.

(1344

Conform acestei relatii rezulta curentul din latura “j”, care este
diferenta dintre curentul de scurtcircuit in absenta incarcarii si curentul ce se
scurge prin operatorul impedantei echivalente a dipolului. In consecint,
dipolul e ste re prezentat p rintr-o sursd reald de curent, conform figurii
urmatoare:

ech

. U
) 'S¢ Zech J ZJ'
Dipol
echivalent
— 0O a ——0 a
Circuit
Liniar eIy <D Zy
—O0b b
Fig. 3.21
. - Uj . u. g . 4 isc isc
I, =i, ———, dar i=—. Inlocuind rezulta: u; = 1 -
Zoc, Zi - yj * Yecn
Zj Zech
(3.31)
Observatii.

1. Trecerea din dipol echivalent de tensiune in dipol echivalent de
curent se poate face utilizdnd teorema de echivalentd a surselor

. A A .. u.
reale de tensiune in surse reale de curent in baza relatiilor: i =—2;

sc
Zeh

eh = “ech *

ech

<=>

Diool I Zech
jo 1po
! b echivalent b

Fig. 3. 22
2. Aplicarea practica a generatorului de tensiune si curent se face ori
de cate ori dorim sa simplificim rezolvarea unui circuit prin descompunerea

Dipol
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acestuia in circuite elementare echivalente, sau cand se urmareste raspunsul
fie in curent fie in tensiune pe o singura latura.

3. Din cele prezentate rezultd cad orice retea poate fi reprezentatd
printr-un dipol echivalent de tensiune sau de curent. Se pune problema cand
este util a reprezenta o retea printr-un dipol echivalent de tensiune si cand
printr-un dipol echivalent de curent? Raspunsul il gasim daca analizim
eficienta transferului de putere cétre sarcind (saur andament). Daca
operatorul de impedantd al sarcinii este mult mai mic decat operatorul
echivalent al dipolului, atunci redam dipolul prin generator echivalent de
curent.

Z,<<Z

Dacad Z; <<Z,, atunci schema echivalentd asociata dipolului este

en» 1ar 1, =iy (curenti mari). (3.32)

de tip generator echivalent de tensiune, intrucat caderea de tensiune interna
pe dipol este mica si U; =Uj,.

3.3.3 Exemple de transformare a circuitelor Tn dipol echivalent
A) Circuite ce contin surse independente
Circuitul din figura urmatoare sa se reduca la dipol echivalent fata
de rezistenta de 1k conectatd intre bornele A si B.
A

10K 2,5 % ii
8V 30K 0,3mA 1K

¢ o= [Hk

B
Fig. 3.23
Fata de rezistenta de 1kQ conectata intre bornele A si B circuitul se
descompune in doi dipoli echivalenti . In consecinti, zona din stanga
rezistentei respectiv din dreapta poate fi echivalata prin dipol echivalent de
tensiune sau de curent. Reprezentarea d ipolilor i n ci rcuit ech ivalentd e
tensiune sau d e cu rent este functie de rezistenta interna echivalenta a
dipolului. Presupunem ca reprezentam circuitul in dipoli echivalenti de
tensiune ( Thévenin). In aceastd situatie avem pentru circuitul din stinga,
respectiv din dreapta bornelor A,B de determinat tensiunile de mers in gol si
rezistentele echivalente ale dipolilor. Reducerea la dipol echivalent a
circuitului d in s tAnga s arcinii p resupune re zolvarea c ircuitului din figura

3.24.
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10K i3 2.5K 2K 2K
f——e
i i2
8v 30K 0,3mA Usgon
3K
e
3K

Fig. 3.24
Tensiunea Uago este tensiunea de pe sursa de curent intrucat caderile
de tensiune pe rezistentele de 2 kQ, respectiv 3kQ sunt nule. Aplicand T2K
rezultd: U,,, =i,-30+i,-2,5 cu i2 $i i3 necunoscute ce urmeaza a fi determinate

din rezolvarea circuitului urmator:
10K im=0.3mA 95K

i, (10430)+03-30=8
1

i, =——mA
40
Fig. 3.25
Trecand 1n variabile reale, rezulta:
i = ~Las i, =i, +i, = 03— —0,275mA; i, =0,3mA (3.33)
40 40
respectiv: U 55, =30-0,275+03-2,5=825+0,75=9V . (3.34)

Rezistenta echivalenta a dipolului din stinga se poate determina
alegdnd metoda pasivizarii circuitului, rezultand:

10K 2.5K 2K
» R, =2+2,5+3+(101130)=15KQ
[ T
: |
Fig. 3.26

Reducerea la d ipol e chivalenta c ircuitului d in d reapta sarcinii
presupune determinarea tensiunii de mers in gol si a rezistentei echivalente
atagate circuitului din figura 3.27

Dipolul echivalent din dreapta bornelor A,B contine necunoscutele
UaBo2z §1 Rech2. Tensiunea electromotoare a dipolului se determina din
rezolvarea urmatorului circuit:

A i V)

i3
U ngoz 20K \D 1K @ TmA

5K

—
Lt

Fig. 3.27

118



Capitolul 3. Teoremele circuitelor electrice

Asociind curentii 11, 12 $i 13 prin laturile circuitului de mai sus rezulta
prin aplicarea relatiei lui Ohm: Uapo2=-2011, unde ne cunoscuta iise
determina din aplicarea metodei curentilor independenti:

oy ((54+20+15)+1,,-15=5

3.35
I, =1MA (3:35)
In urma rezolvirii obtinem: i_, =20 mA; i, =i, =-025mA;

U g =—(=0,25)=5V .
Pentru d eterminarear ezistentei interne Rech2 se aplicd metoda
pasivizarii surselor fata de bornele A,B, obtinand:

. R, =2011(5+15)=10KQ
U 20K 15K
r L
E o

Fig. 3.28
In consecinta, dipolii echivalenti ai circuitului analizat sunt:
A
15K 10K
Hw K
9V S5V
B
Fig. 3.29

Curentul total prin rezistenta de 1 kO este suma algebrica a
curentilor debitati de dipolii echivalenti conform relatiei:

. 9 5
i = + ~1017mA 3.36
1541 10+1 (3.36)

B)_Circuite ce contin surse dependente
In circuitul din figura urmatoare sa se determine dipolul echivalent

fata de bornele (A,B) laturii ce confine rezistenta de SkQ.
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30K A

Fig. 3.30
Dipolul echivalent asociat circuitului fatd de bornele A,B este redat
in figura urmatoare:

=

Rech

U ABO

B
Fig. 3.31
Acest dipol confine necunoscutele Uaso $i Rech. D eterminarea
acestora se face din circuitul initial in absenta rezistentei de SkC.
Determinarea tensiunii de mers in gol Uasgo
- se face din rezolvarea urmatorului circuit:
i Diz sk @ A

i3

}%vx ImA 20K Vx U a0

10K

()
~
1

20K

©) B
Fig. 3.32

Tensiunea U apo reprezintd tensiunea de pe rezistorul de 20kQ sau
tensiunea de la bornele sursei de curent controlatd in tensiune.

Uaso =15-20 culs necunoscutd ce se determina prin rezolvarea
circuitului de mai sus. Analiza topologica a circuitului indica 1=6, n=4, b=I-
n+1=3. Metoda de rezolvare cea mai simplad este a curentilor de contur
intrucat din cele trei ecuatii de ochiuri, un curent este impus de sursa
independenta de curent. Curentii independenti asociati circuitului sunt redati
in figura urmatoare, iar sistemul ecuatiilor de bucle este:
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imW 30K im3
—
WOKI %vx mA 20K Vi
20K 10K
— —
Fig. 3.33

i, (30+20+20+10)+i_,(20+20+30)—i_,(20)=0

i, =1MA (3.37)
VX
Iz = ; i
10 =1, =y,
V,=-, -10
v
Utilizand metoda eliminarii necunoscutelor, obtinem:
im1=-0.7 mA, im2=0.7 mA , Vx=7V, 13=-0.4 mA (3.38)

Tensiunea de mers in gol va fi: U,;, =-04-20=-8V ,careare

polaritate opusa fata de bornele A,B.

Determinarea rezistentei echivalente a dipolului generator - se poate
face prin metoda pasivizarii circuitului i alimentarii pe la bornele A,B de la
o sursd independentd de curent “ig” ce ar e la borne tensiunea ug, conform

figurii urmatoare:
30K A

: )
10K || 4V, 20K Ve Uorao iq
$ { - 10K
I/ B
Fig. 3.34
Circuitul poate fi rep5rOeKzentat s1 in forma glrmétoare:

10K %v 20K v i
g <% 10K é °
+ B

Fig. 3.35
Alegand potentialul bornei B de referintd (Vs=0) atunci potentialul

bornei A este egal cu tensiunea sub care sursa ideald de curent ig debiteaza
Va=U
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Rezolvarea circuitului prin metoda potentialelor n odale p ermite
determinarea dependentei dintre tensiunea U si curentul ig de pe generatorul
ideal de curent. Se obtin:

U.(L+Lj—_V_ i (3.39)
60 20 10
cu tensiunea Vx exprimata prin divizorul de tensiune:

v-u.— _yl0 (3.40)

* 10+ 50 60
Inlocuind, rezulta:

U7 RIS UL UV ) N LU (3.41)
60 20 60 *® 600 ¢

Rezistenta echivalenta a circuitului dipolar este:
Rech=U/I=12 kQ (3.42)

Circuitul analizat se comporta fatd de bornele A,B ale rezistentei de
5kQ ca un dipol echivalent cu t.e.m. =8V si rezistentd interna de 12kQ,

reprezentat conform figurii urmatoare:
12K A g

8V

@

Fig. 3.36

3.4 Teorema de conservare a puterii instantanee n circuitele electrice

Puterea instantanee a unui dipol reprezintd variatia energiei In timp
si este egald in orice moment cu produsul tensiune-curent 1 a bor nele
dipolului.

p(t)— —V(t) i(t) (3.43)

sau p(t)— —u(t) i(t) (3.44)

Puterea instantanee la bornele unui dipol este pozitiva sau negativa,
functie de tipul dipolului (generator sau receptor). Astfel ea este pozitiva
dacd este cedata de dipolul generator si primitd de dipolul receptor sau
negativd, dacd este cedatd de dipolul receptor si primitd de dipolul
generator. In retelele electrice cu 1 laturi si n noduri, puterea instantanee a
retelei este suma puterilor instantanee din toate laturile circuitului.

122



Capitolul 3. Teoremele circuitelor electrice

3.4.1 Teorema de conservare a puterii instantanee in retelele inchise
(izolate) conexe si fara cuplaje magnetice cu alte retele.
Enun:
“Puterea instantanee a unei retele izolate egala cu suma puterilor
instantanee din laturile circuitului este nula.”

p=u, 4,20 (3.45)
Demonstratie:

Relatia puterii instantanee a unei retele poate fi exprimata matriceal
sub forma:

p.(t)=[u, ], [, 1 = [T [0, (3.46)
unde:
1 i1
g =| " b= (347)
u. i

Intrucat curentii reali din laturile circuitului pot fi exprimati prin
curenti de bucle iar tensiunile de la bornele laturilor prin potentiale
independente:

[i Juo = (Bl [ Jow 300, Do = [AT oy “DViJwce (3.48)
rezulta:
P, =[AT v, 1} -[BI"-[i, ]=[AT-[BT -[v, ] [i,]=0 (3.49)

Matricile topologice ale circuitului sunt ortogonale si-n consecinta
produsul lor este nul.

Consecinta:

Teorema de conservare a puterii instantanee a unei retele permite
formularea ecuatiei de bilant a puterilor (bilant energetic). Aceasta
formulare se obtine prin inlocuirea ecuatiei Joubert in teorema de
conservare a puterii instantanee a retelei.

p(t)=[u;1°-[i;1' =0 dar [e;1+[u;1=0z;1-[i;1  (3.50)
Inlocuind rezulta:
([z,1-Ti;1-Te;1)-Ti;1 =0 (3.51)
echivalentd cu: [z; ], - [i; 1y - [ i = [e; 1y - [ Tia- (3.52)
Produsul din membrul drept, tinand cont de matricea operatorilor de
impedantd ai laturilor poate fi exprimata in forma:
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2,00..0 | |,
0z,0..0| |1 !
2 iy e 1=2, 00 42,05+t 2000 =D 7,417 (3.53)
0.y | |
respectiv membrul drept:
el
|
[ A A o A A R L (3.54)
=
eI
Intrucat operatorul de impedanta al unei laturi este:
d 1
z=R +L, —+—| dt (3.55)
L J ]
e,

rezulta ecuatia de bilant energetic a puterilor:

ZR Z:t(sz'iiz}i(cijijdt]-ijziej-ij (3.56)

7\

ce sintetic poate fi scrisa sub forma:

j[w Wy, ] ze J (3.57)

=1

Particularizand pentru retele de curent continuu ecuatia de bilant a
puterilor devine:

iRJ.IJ?:ZI:EJ.IJ (3-58)

3.4.2. Teorema de conservare a puterii instantanee in retele deschise cu n
borne de acces

Fie o retea deschisd cu ne borne de acces prin care se injecteaza
curentii ik, iar bornele au potentialele vk.

UAT v i, Retea cu
! ~—— li laturi

0% ls interioare
-
.
L4 N

voi

e e
PR

Fig. 3.37
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Alegand potentialul bornei ne ca potential de referinta rezultd
tensiunile dintre bornele exterioare: u, =v, -v, .

Conform teoremei substitutiei orice laturd prin care trece curent si
are la borne tensiune poate fi inlocuita fie printr-o sursa de curent, fie printr-
o sursd de tensiune rezultd cad cele ne-1 laturi exterioare corespunzatoare
bornelor de acces pot fi inlocuite prin generatoare de curent.

Aceste generatoare injecteaza in noduri curentii ik si au la borne
tensiunile Unk. In acest mod reteaua deschisa cu li laturi si ne borne de acces
a fost transformata intr-o retea inchisa cu li+(ne-1) laturi. Aplicand teorema

de conservare a puterii instantanee 1n reteaua inchisa rezulta:
li+(n.-1) ne—1

li
p(t)= D i, =0=>Du; i, + D> uy i, (3.59)
=1 =1 k=1

Primul termen din relatia de mai sus exprima puterea instantanee din
laturile interioare ale retelei iar al doilea termen puterea instantanee

injectata pe la bornele de acces. Relatia de mai sus este echivalenta cu:
ne—1

Il
DUy i+ (v = )i =0
= k=1

l; n—1 Ne—1 (360)
DU iy v D =D Vi =0
=1 k=1 k=1

Reteaua cu ne borne d e acces co nstituie un m ultiport iar su ma
curentilor incidenti In bornele de acces este nula si rezulta:

n.-1
i =i, (3.61)
k=1

Alegerea potentialului bornei ne potential de referinta pentru intreaga
retea rezulta ca puterea instantanee a unei retele interioare este egald in
orice moment cu puterea instantanee injectatd pe la bornele de acces.

| ne—1
Doujeip =DV (3.62)
=l k=1
Observatie:

Intrucat reteaua deschisd analizatd este arbitrard rezulti conform
relatiei de mai sus cd izoland o portiune de circuit dintr-o retea n orice
moment puterea instantanee a portiunii izolate este egald cu puterea
injectata prin cele ne-1 borne de acces.

Consecinta:
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Inlocuirea ecuatiei Joubert, definitd intre tensiunile si curentii de pe
laturile interioare ale retelei, in relatia de conservare a puterii instantanee
conduce la definirea ecuatiei de bilant a puterilor:

[Zi][ij][i,-]t—[e,-][ij]‘=nivk'ik (3.63)
Notand: _

ne—1
Py = ka -1, - suma puterilor instantanee injectate pe la bornele de
k=1

acCcCes.

ne—

hg

. . oat : A b
p, =Y e i, =[¢,]li,]' - puterea surselor din reteaua inchisa.

071 . . . ~ . -
p, =Y R,i] - pierderile Joule-Lentz din reteaua inchisa

k=1

. dw,,
obtinem: p;+ o =p, + P,

3.4.3. Puterea maximd transferata dipolului echivalent in curent continuu
In acest capitol se trateazd numai transferul maxim de putere in

retele de c.c. Nu tratdm pentru cazul g eneral in trucdt o peratorul d e

impedantd al unei laturi poate fi z :RJ.+LJ.%+CL j dt, iar inversul acestui
]

operator in prezenta unei excitatii variabile in timp presupune definirea
relatiei de inversiune: yj=1/z;.

Revenind | a p uterea transferatd in c.c. apare necesitatea definirii
conditiilor pe care trebuie sd le Indeplineascd sarcina RL pentru ca p uterea
debitatd de retea pe aceastd sarcind sa se maximizeze. Orice retea, fata de
bornele unei laturi pasive, poate fi consideratd un dipol echivalent fie de
tensiune (Thévenin) fie de curent (Norton).

Rech i
Ungo Iq
sau Rech U, R,

Retea Retea
redusa la redusa la .
dipol echivalent dipol echivalent

Thevenin Norton

Fig. 3.38

Puterea instantanee transferatd sarcinii este egald cu produsul dintre
tensiunea la bornele sarcinii si curentul absorbit de sarcind, avand expresia:
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_U¢
R

Exprimand curentul din circuit cu ajutorul teoremei II Kirchhoff si
inlocuind rezultd pentru dipolul echivalent de tensiune:

U AB, 2 RL

pL:UL'IL:RL'IE (3.64)

| =——;p, =Up —m— 3.65
: Rech + RL pL e (RL + Rech )2 ( )
Puterea exprimata prin relatia de mai sus admite un maxim pentru:
Do _oR, =R, (3.66)
R,

Inlocuind 1n expresia puterii conditia R, =R, rezultd puterea
maxima transferata unui dipol in c.c.

U2 U?
Py = =2 (3.67)
4R, 4R,

Concluzie:

Conditia de maximizare a puterii transferate unui dipol de c.c. este
ca rezistenta dipolului echivalent sa fie egala cu rezistenta laturii (sarcinii).

Numim eficientd a transferului de putere (sau randament) raportul
dintre puterea debitata pe consumator $i puterea sursei:

n=f (3.68)

In continuare analizim eficienta transferului de putere (sau
randamentul) pe o rezistentd de sarcind cand circuitul de alimentare este
reprezentat prin dipol echivalent de tensiune sau de curent:

a. Circuitul echivalent reprezentat prin dipol echivalent de tensiune

(Thévenin)

Rech A
UABO
UL RL
;

Fig. 3.39

P =R}
U g, (3.69)

Py =U, | dar | =RL+BRM:> P, =1*(R_+Ry,)

Eficienta transferului de putere (saur andamentul) este exprimata
prin raportul rezistenta de sarcina pe rezistenta totald a circuitului:
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n; R R (3.70)
PS I:QL + Rech

Pentru putere maximd transferatd sarcinii, R, =R, iar eficienta

transferului (randamentul) este de 50% . P entru ¢ a randamentul puterii
transferate sa fie intre 50 si 100% trebuie ca R, >R

ech *

In consecintd, ori de cate ori rezistenta echivalentd este mai mica
decat rezistenta de sarcina dipolul echivalent este de tensiune. In acest caz
eficienta transferului este cuprinsa intre 77; €(0,5—-1).

b. Circuite de alimentare reprezentate prin dipol echivalent de
curent (Norton)

Utilizarea d ipoluluid e c urentin re prezentarea ci rcuitelord e
alimentare a sarcinii conduce la urmatoarea relatie a puterii debitatd pe
sarcina:

Rec : R 'Rezc

pLZIE'RL cu ILzlg'ﬁ Obtlnem: pL:Iém
ech L ech L

3.71)

P

L
variabild conduce la R, =R, iar valoarea p uterii maxime transferate este

Conditia de maximizare ( =0)aacest eip uteril asar cina

R, - I;
pmax - 4 .
Eficienta transferului de putere pentru dipolul echivalent de curent
este:
2
ﬂi:iZL unde PLZIS R_-Reeh Z’Ps=|g'Ui=|§ R_-Ren .
PS Rech + RL (RL + I:zech ) RL + I:zech
(3.72)

La putere maxima transferata eficienta dipolului echivalent de curent
este de 50%. Pentru ca eficienta dipolului sd fie intre 0,5-1 t rebuie ca
R, <R, - In aceste conditii ori de céte ori rezistenta de sarcind are valori

mai mici d ecatrezistenta de sarcind alimentarea trebuie facutd printr-un
dipol echivalent de curent.

3.5. Teoremele de transfigurare si reducere a retelelor electrice

3.5.1. Teorema Millman
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Se considera o retea cu n+l noduri si n ramuri conectate in stea
avand potentialele vj, (j=1,2,...,n) §i vo potentialul punctului comun.
Teorema:

j
Fig. 3.40
"Potentialul vo al punctului comun al retelei conectate in stea este
dependent de potentialelor celor n noduri prin relatia:

Z;‘ Zyj

%:flz . (3.73)
2,
i1 Zj =
Demonstratie:
Aplicand teorema I Kirchhoff in nodul 0 obtinem:
Yi =0 dar i =20 Y Yo (3.74)

z z; 7z

inlocuind rezulta:

Z——v Z (3.75)

_IZ J1Z

3.5.2. Teorema de transfigurare a retelei stea in retea triunghi sau
Y-A

Fie o retea deschisa in stea cu potentiale nodurilor vi, v2, v3 ,vo iar
curenti i1, 12, 13 ce parcurg operatorii de impedanta zi, z2, z3. Ne intereseaza
sd determinam condifia necesara si suficientd pentru a transfigura reteaua
stea in retea poligon (triunghi).
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Izoland reteaua printr-o suprafatd 1inchisa, aceasta suprafatd
intersecteaza reteaua 1n trei borne de acces. In interiorul suprafetei inchise X

figuram pastrand aceleasi borne de acces o subretea poligon (triunghi).
Vi V1

Fig. 3.41
Conform teoremei d e conservare a p uterii i nstantanee, p uterea d in
interiorul suprafetei X este egald cu puterea injectatd pe la bornele de acces.
Pentru configuratia stea:

3
Pyy = D Vi, = Pyy (3.76)
=1

Din punct de vedere energetic orice element din circuit este complet
definit de puterea instantanee egali cu produsul curent-tensiune. 1 n
consecintd, puterea dezvoltata in interiorul suprafetei X, egald cu suma
produselor dintre potentiale si curentii injectati pe la bornele de acces,
trebuie sd fie aceeasi indiferent de configuratia retelei din interiorul
suprafetei Z.

Inlocuind potentialele bornelor de acces prin surse de tensiune cu
mentinerea potentialului bornelor de acces si a curentilor injectati prin
noduri, 1n interiorul sugfafetei ¥ obtinem pentru celg doua configuratii:

V12

U1 u Usw

%) V3

Fig. 3.42
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Intrucat retelele deschise stea sau triunghi au fost transformate in
retele Inchise alimentate de la cele trei surse pentru determinarea relatiilor
de transfigurare aplicam principiul superpozitiei.

U12 1 31 UW@\ Uz3
©

U23

U23
U
31 12 U3
+ +

Up3 Uz3
Fig. 3.43
Alimentarea pe la bornele 1-2:

- pentru stea: v, -V, =(z,+2,)-1;
- pentru triunghi: v, -V, = [2,,|(2,, + 2,, )] ;

Impunand conditia de egalitate a potentialelor si curentilor injectati
prin nodurile de acces rezulta:

Z12( Zl3 + 223 )
Z12 + 223 + Z31

Procedand similar pentru alimentarea pe la bornele 2-3 respectiv 3-1
rezulta:

(1) z,+2,=2,|[(z,s + 25 )=

(2) 22 + 23 = 223”(212 + Z13 ) = 223(212—+Zl3
212 + 223 + Z31
3) Z,+17,= 213”(212 +Z, ): M
212 + 223 + Z31
Se obtine un sistem de trei ecuatii ce trei necunoscute.
Relatiile pentru transformarea triunghi - stea se obtin scdzand
relatia (2) din relatia(1) si insumand rezultatul cu relatia (2):
(2= 7 -z, =228 5 )
Z12 + 223 + 231

2'212 "Ly,
L, 1yt 1y

(2)+4) = 27, =

Obtinem astfel:
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Z,-1
z, = 12l (3.77)
Zl2 + 223 + 231
ZW 2 231
/
25
Fig. 3.44
Procedand similar rezulta:
Z,-7
7, =—-"12"2 (3.78)
Z12 + 223 + 231
Z, = VR T (3.79)
Z12 + 223 + 231
Relatiile pentru transformarea stea - triunghi se obtin astfel:
z,(z,,+2,)
Z,+2,= Z” N 223 H“ (3.80)
12 23 31
z z
St (3.81)
ZZ 223
yA z z
R (3.82)
23 223 Zl
z z z
—2:i:> 2132212-—3 (3.83)
Z3 213 22

Inlocuind rezulta:
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Z Z
3 3
Zp '(212 Tl

N—

Z, Z,
Z,+12,= (3.84)
1 2 7
3 3
Ly + 2y +Z,
Z, Z,

(3.85)
YA YA YA YA
(z,+2,)+(z +Zz)'[_3+_3]: i (_3"'_3}
1 22 ZI ZZ
Z, +7Z Z,+17
=>7,=2,+2,+——>=7+2,+——32— (3.86)
LSS L Lt
Z, Z, Z,-17,
Z, -7, '(21 + Zz)
Z,=2,+12,+ (3.87)
Z; '(Zl + Zz)
YARWA
2,=2+12,+—1—2 (3.88)
23
Similar:
2, =7, +7, + 25 (3.89)
13— “1 3 z .
2
Z,17,
Z,,=2,+17 + (3.90)
Zl
Observatie:

Operatorul de impedantd al laturii particularizat pentru laturi
rezistive z j=R; respectiv p entru la turii in ductive zj = Ld— sau z;=s-L,

permite determinarea relatiilor de transfigurare a rezistentelor r espectiv a
inductivitatilor. In cazul condensatoarelor, operatorul de impedanta al laturii

este produsul a doi scalari 1/Cj si integrala in raport cu timpul z, = CLJ‘dt
i

sauz, = % Asstfel 1/C23=1/Ca+1/Cs+(1/C2C3)/(1/C1) ce dupa efectuarea
s-C.
j
calculelor rezultd C23=C2C3/(C1+C2+Cs3)
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3.5.3 Teoremele de reducere a retelelor la dipol echivalent
A. Reducerea retelei serie la dipol echivalent
A.1 Fie o retea cu s elemente cuplate magnetic conectata in serie:
,//—’\N

o T N
1 * L) k n
D e e i S e w—
U1 uy Uk Un
Fig. 3.45
Tensiunea pe elementul k cuplat magnetic cu (s-1) elemente este:
s—1 S S
U = Zpdy +szjij sau: szjij = szjik dar i; =i, (3.91)
j=1 j=1 j=1

Intrucat tensiunea unei bobine necuplate magnetic poate fi scrisa in

S
forma: u, =z,,i, rezultd operatorul atasat acesteia: z,, = Zij .
[
In consecintd, reteaua cu s elemente cuplate magnetic este
transformata intr-o retea fara cuplaje magnetice de operatori zko.
In reteaua fara cuplaje tensiunea la bornele dipolului este:

S S
u, = kZ:uk =ZJl,; kszolk =27, dar I, =1, (3.92)
=1 =1

rezultdnd operatorul echivalent al retelei:

Z, :izozi(izij:ze (3.93)
k=1 k=1 \_j=lI

A.2 Circuit serie cu surse si cuplaje

€] T
g - 2y
L S

e i . %
: %
Fig. 3.46

Reteaua cu cuplaje se poate transforma in refea fara cuplaje de

S
operatori Z,, = Zij . Aplicand ecuatia Joubert atat retelei cat si dipolului
j=1
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S
Zek +U,, :szoik - retea fard cuplaje; e, +U,, =Z,i, - element dipolar
k=1

echivalent.
Rezulta, prin identificare tensiunea electromotoare echivalenta

n S S
e, = Zek si operatorul de impedanta echivalent z, = ZZ Zy -
k=1 ik

Aplicatie:

Se considera o laturd ce contine doua bobine cuplate magnetic
conectate 1n serie cu un condensator de capacitate C3 incarcat cu tensiunea
Uco, si un rezistor de rezistentd Rs. Sa se determine dipolul echivalent

asociat acestei laturi.

Retea cu cuplaje Retea fara cuplaje
Dipol
Fig. 3.47

In baza relatiilor stabilite determinam initial operatorul de impedanta

S
Zo = szj =12, —1,, al bobinelor fard cuplaje magnetice, operatori ce au
i=1

forma:
d
LlO = (Ll - le)a
d (3.94)
Lzo = (Lz - le)a
Condensatorul incarcat este transformat Intr-un c ondensator fara
conditii initiale in serie cu o sursa e, =U, h(t) (fig.3.47b). Operatorul de

impedanta al dipolului este:

2 d 1 g
Z,=Y. >z, =(L1+L2—2L12)a+c—j0dt+R4 (3.95)
k j 4

=] J:]
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B. Reducerea retelei paralel la dipol echivalent

B.1 Retea paralel cu cuplaje
Se considera n elemente legate in paralel din care s elemente sunt cuplate
magnetic

Exprimam curentul prin elementul k cuplat magnetic, respectiv

S S
necuplat magnetic si identificam i, = Z YigUisle = Yok = {Yao = 2V |
j=1 -

Curentul total al dipolului este:

yeueziezzik ZZYkon:> yeZZZij = ZL= _ L (3.96)
ket ket

k=1 j=1 e A

B.2. Retea paralel cu cuplaje si generatoare de tensiune
In principiu, se transforma reteaua cuplatd magnetic intr-o retea fara
cuplaje iar apoi in dipol echivalent.

i
e = Se
e y@
®» © © © © O
= = =S y@
NI z
e

Fig. 3.48
In reteaua paralel fara cuplaje avem ecuatia Joubert:
e, Fu, =zl saui, =Yy,e + VYU, (3.97)

Aplicand teorema I Kirchhoft identificand rezulta:
i =D i =D Y&+ YU, = Dipol
k=1 k=1 k=1

n
de-curent:i, =iy, +yU=ig, = Z Y€
k=1

e

i Z Yi€ (3.98)
de tensiune e, = £ =41
Ye Z Y
k=1

Ye=D Y CUY, =D Vy; & +U, = 7, i, =>U, =7 i e (3.99)
k=1 j=1
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CAPITOLUL 4.
CIRCUITE ELECTRICE LINIARE IN
REGIM ARMONIC PERMANENT

4.1. Semnale periodice, alternative si sinusoidale. Definitii.

In regim v ariabil v aloarea a (t) la un m oment d at, a unui s emnal
oarecare (t.e.m, curent, tensiune la borne) poartd denumirea de “valoare
instantanee”.

Numim “semnal periodic” u n sem nal v ariabil i nt imp care la
intervale egale de timp trece prin aceleasi valori luate in acelasi sens. Un
astfel de semnal satisface relatia:

a(ty=a(ttkT), k=0,+1,12... 4.1)
unde: - T - este perioada ce reprezintd intervalul de timp intre doua treceri
consecutive, ale semnalului considerat, prin aceeasi valoare si in

acelasi sens.

alt) | L T :j\
//L\\\ // \
V4 { \. /N
N/ NS
Ay l / A med
v T Y
f 12 G
Fig. 4.1

Inversul perioadei poartd denumirea de frecventd si reprezinta
numarul de treceri efectuate in unitatea de timp. Unitatea de masurd in
Sistemul International este Hertz-ul:

f =Tl [Hz] 4.2)

Valoarea medie a semnalului este egalda cu media aritmetica a
valorilor instantanee pe o perioadé si este exprimaté matematic prin relatia:

Ams = —j a(t)-dt (4.3)

Un semnal periodic a cdrui valoare medie pe o perioadd este nuld
poartd denumirea de ““semnal alternativ” (fig. 4.2).
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a(f)
%A |
Fig. 4.2

Valoarea efectiva (eficace) a unui semnal alternativ este data de
relatia:

_ 1 pti+T )
A= ?L a’(t)dt (4.3)

Sensul fizic al valorii efective al curentului il reprezinta valoarea
curentului continuu ce ar dezvolta aceeasi cantitate de caldura intr-un
rezistor liniar 1n intervalul considerat (de obicei pe o perioada).

2 1

Q =R-1>:(t,~t,)=R["i*dt = I= 1 [Ficat (4.4)

Y

- . 1 tz+T.2
daca t-ti=T atunci | =, — i-dt (4.5)

T
“Marimea sinusoidala” este o marime alternativa a carei expresie
analitica poate fi pusa sub forma de “sinus™:
a(t)= A, sin(wt+y) (4.6)
unde: - Am - valoarea maxima (amplitudinea semnalului);

- pulsatia w=2-7-f = 2_|_—7T rad/s, sau viteza unghiulara a fazorului

(vectorul rotitor)

- ot + y -argumentul sau faza semnalului;

- v - faza initiala.

Faza initiala se masoara de la ultima trecere zero in sens crescator
pana la originea sistemului de coordonate. Faza initiala este pozitiva (y > 0),
daca la t=0 marimea sinusoidald avea valoarea instantanee pozitivda. Faza
initiala este functie de momentul alegerii sistemului de coordonate (t=0).
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at) aff)

V<0

V>0

Y
Fig. 4.3 Fig. 4.4
Relatii de faza (numai pentru semnalele care au aceeasi frecventa)
Doua marimi sinusoidale de aceeasi frecventa, ai(t)=Aimsin(mt+y1)
si a2(t)=Azmsin(wt+y2)
se numesc defazate dacd, diferenta fazelor lor egald cu diferenta fazelor
initiale este nenula.

ottyi-(ott+y2)=y1 - y2 20 4.7)
Diferenta fazelor initiale se numeste "defazaj” (notata ¢ = y1 - v2) si

se masoara 1n "radiani".
al,a2

a2

Fig. 4.5
Defazajul dintre marimi poate fi:

¢ =7v1-7v2>0 - semnalul ai defazat inaintea semnalului a: (trece Tnaintea lui

a2 prin 0)
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¢ =7v1-72 <0 - semnalul a; defazat in urma semnalului az;

¢=0 -semnale in fazi;

0= ig - semnale in cvadratura;
¢ =1 m -semnale in opozitie de faza.
Operatii cu marimi sinusoidale:
- derivata unui semnal sinusoidal este tot un semnal sinusoidal:
da . V4
d_tl = wh,, cos(at +y,) = WA, sin(wt + y, + 3) (4.8)

dar defazat Tnainte cu g si cu modulul de ® ori mai mare.
- integrala unui semnal sinusoidal este tot un semnal sinusoidal:

ja-dt=IA1m sin(at + 7, )z—hCOS(a)t+}/1 )= An sin(at+7, — =) (4.9)
w 0] 2

dar defazat in urma cu g si cu modulul redus de  ori.

4.1.1. Producerea t.e.m sinusoidale. Valori caracteristice.

Cel mai simplu procedeu de obtinere a unei t.e.m. sinusoidale consta
in rotirea uniforma a unei spire conductoare intr-un camp magnetic omogen
de inductie B.

O

‘ XX X X X|X Q~_ &

XX XXX | X S
XX X xBxX|X a La~p

>< >< >< >< >< >< VVY“V‘V%YVVV

( 3 XX XX X|X o
J Lo =(t+y) o

N

Fig. 4.6
Conform legii inductiei electromagnetice, t.e.m. indusa in spira este:

:_%_f:_%gé.ﬁdA:—%[N-B-Acos(g-ﬁ)] (4.10)
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E=_E[N .B- ACOSO(]:_N . BA(—Slna)d_a
dt dt

= e=w- I?D- Asin(ot+y)=w-® . sin(ot +y)

Expresia t.e.m. induse poate fi scrisa si sub forma:
e=+2-E-sin(wt+y)=E__ -sin(wt+y)
cu: E - B _ 27" f-o_ 2.z f
V2 V2 V2
Valori caracteristice semnalelor sinusoidale:
- valoarea medie pe o perioada prin definitie este nula:

‘N-B-A=444.f-N-B-A

I : 1 1 T
E...=—| E,sin(@t+y)dt=—-E_ -—cos(at+
med T J-O m ( 7/) T m @ ( 7/)|0
- valoarea medie pe o semialternanta:
r T r T
1 %? : 2 E, © 2 2
medy, = T J; E,, sin(wt + y)dt = ?-?cos(a)t +7) , w:T’T
2
2 E, T 2 E, _2-E,
EmedT/2 = ?'g'[COSO—COSE} = ?z [1+1]— .
T T
- valoarea efectiva:
E= l_[T(E sinawt)’dt = lr E sin” otdt
Toh " Tdho "
E = \/lf E2 Lat —le(E; cos 2etdt = \/l g2 L
Toh 72 T 0 T "2
E
E=—1C1
V2
In regim sinusoidal se definesc urmatorii factori:
- factor de amplitudine: K, _En_pp VAl max.
E val. efect
- factor de forma:
En
E V2 7 val. efect.

Kf: =

Ened.., 2 E B 242 val. medie pe semialternanta

m
V3
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4.2 Reprezentari simbolice ale semnalelor sinusoidale

La o frecventa datd orice semnal sinusoidal este complet determinat
de doud marimi scalare:

- amplitudine (sau valoare efectiva)

- faza initiala.

Metodele de reprezentare simbolicd a marimilor sinusoidale constau
in stabilirea unor reguli ce asociaza fiecarei marimi sinusoidale o imagine
in urmatoarele conditii:

- reprezentarea sd fie biunivoca (fiecdrei marimi i se asociazd o
singura imagine i invers);

- operatiilor de derivare si integrare sd le corespunda operatii simple
cu imagini;

- transformarea sa fie cat mai simpla (in ambele sensuri).

4.2.1. Reprezentarea geometricd (prin fazori)
Cuprinde doua aspecte:
I) Reprezentarea cinematica (nesimplificata)
In aceasta reprezentare, unei marimi sinusoidale:

at)=+/2-A-sin(wt+y) (4.23)
ii ¢ orespunde un ve ctor de m odul egal cu amplitudinea V2-A care se
roteste in plan in sens trigonometric cu viteza unghiulara egala cu pulsatia ®

si formeaza in fiecare moment t cu o axa de referintd un unghi egal cu
argumentul (ot+y).

Notam Ox o axa ce formeaza cu vectorul /2 - A unghiul y ,axa care
se roteste cu viteza ®. Aceasta se numeste "axa origine de faza".
0

w

)
y L
a(f) wt +y ok
/7//‘\0

me

Xo

M1
Fig. 4.7
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"Vectorul ro titor d e modul +/2-A si argument (ot+y) se numeste
fazor cinematic iar proiectia lui pe axa Oy este egala cu marimea instantanee.
Notam fazor cinematic al marimii a(t):

Fla(t)]2 V2A|wt+y=F, Notatia Kennelly (4.24)

Operatii cu fazori
a) amplificarea cu un scalar a u nui fazor este un fazor cu modulul
marit de A ori:

Yo N
ra@) \/EXA |wt +7v=F,

\4/2% \)w

wt +y

Fig. 4.8
b) adunarea a doi fazori este tot un fazor :
a +a, _ OA, +0A, =\/EA1|0)H-\(1 +\/§A2|mt+y2 =F, +F, (4.25)

To
A\
Ay
V1472 wlt +y
A2
0 wt +79
X
\ wt +yy 0
Fig. 4.9
Rezultatul adunarii este 0 marime sinusoidald de amplitudine:
V2A=V2 A+ A +2-A A CO8(7, - 7,) (4.26)
iar argumentul este: tgy = Asing, + A siny, (4.27)

A cosy,+ A, cosy,
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c¢) operatiilor de derivare si integrare a marimilor sinusoidale le
corespund urmatorii fazori geometrici:

% = %(\/E Asin(at + 7)) = V2wAcos(at + 7) = v 2wAsin(et + +§) (4.28)
d . V4
—(@) 2 V20Mot+y+==F, (4.29)
dt 2 ‘
X
0
FQO‘
g
24
Wwi2A /9
wl +y
N
5 0
/2
P
Fig. 4.10
Similar integrarii ii corespunde un fazor geometric
jTadt :jﬁé wt+y-Z=F, . (4.30)
0 ) 2 i

I1) Reprezentarea polara

In reprezentarea cinematica vectorul se roteste cu @ fati de axa fixa
Oxo (vectorul rotitor se numeste fazor). Intrucat axa origine de fazi se
roteste cu aceeasi viteza @ (axa Ox) reprezentarea acestui vector fata de axa
origine de fazd conduce la exprimarea marimii printr-un ve ctor f ix de
argument egal cu faza initiala si modul egal cu valoarea efectiva numit fazor
polar

a(t) = \/EAsin(a)t +y) . Ay=F,(a(t)) fazor polar (4.31)
da = \/Ea)Asin(a)t +y+ Z) S oAy + X (4.32)

dt 2 2
Iadt=\/§ésin(a)t+}/—£) i é},_f (4.33)

w 2 0] 2
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4.2.2 Reprezentarea analiticd (in complex)

Daca planului geometric yoOxo 1 se atageaza planul complex cu axa
imaginard Oyo si reald Oxo avem reprezentarea in complex nesimplificat a
mdrimilor sinusoidale. V arfului ve ctorului A i1 corespunde un punct in
planul complex i ar ve ctorul oA un vector in planul complex. Dacd axei
origine de fazd Ox 1 se atageaza axa reala a planului complex (axd ce se
roteste cu ® atunci vectorul din planul polar 1i corespunde un fazor fix de
modul egal cu valoare eficace si argument egal cu faza initiald (complex
simplificat).

a) Reprezentarea in complex nesimplificat

Oricarei marimi sinusoidale a(t)= A-\/Esin(a)t+ y) 1i corespunde

in planul complex marimea: a= A- N2 eitetn)

JIm
A
2A
*J wt +y
Q@
0 +1
Fig. 4.11

Trecerea inversa (proiectia pe axa imaginara).
a(t)=Im{a}=Im{ A-cos(at+y)+ j-A-sin(awt+y)}=~2-A-sin(at+y)
(4.34)
Daca: a(t)=A-cos(ot+y)= a =+2-A-¢/*® | iar trecerea inversa implica:
a(t)=Refa} .
Operatii in complex:
1) inmultirea cu un scalar: 1-a=~2-1-A-e'™” > A.a (4.35)

2) Derivarea: %: jo2Ae) ) = jwa (4.36)

- transforma operatia de derivare in operatie algebrica de inmultire
cu jo. Versorii atasati planului complex sunt +1 - pentru axa reald
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si +j - pentru axa imaginara, si reda rotirea cu 90 grade a
versorului axei reale.

.5 x ..z . d .
j=¢ cosz+jsm2 5 dt—)ja) (4.37)
3) Integrarea unui numar complex transforma operatia de integrare a
marimii sinusoidale in impartire la jo .
Igdt :_L\/EAe“"’“” =_Lg; dt — L (4.38)
Jo Jo Jo
Avantaj: - operatiile integro-diferentiale sunt transformate in operatii
algebrice.
b) Reprezentarea in complex simplificat
Intrucat in teoria circuitelor avem marimi de aceeasi pulsatie,
utilizdm reprezentarea in complex simplificat - ce renuntd la 2 1in
reprezentarea vectorului complex si la viteza de rotire ®. Fazorii complecsi
sunt 1n repaus relativ fatd de axa origine de faza.
O astfel de reprezentare se obtine identificand planul complex cu
planul abstract al fazorilor polari (axa reala atasata axei origine de faza).
In concluzie oricdrui semnal de forma:
a(t)=+2 Asin(ot+y) 1i corespunde in planul complex mirimea A =Ae'”

Mairimea complexd A are modulul egal in valoare efectiva si
argument egal cu faza initiald y. Intre valoarea instantanee complexi a si
valoarea efectivd complexa A exista relatia

a=AV2ei (4.39)

Trecerea de la valoarea efectiva complexd la semnalul sinusoidal

(reprezentarea in domeniul timp) se face utilizand relatiile:

R.V2e" Al daca a=+2Acos(at+7)

a(t)= _
1, W26 A} daca a=+2Asin(at+y)

(4.40)

4.3. Parametrii circuitelor liniare de curent alternativ
Parametrii unui circuit sunt:
e R -rezistenta;
e L - inductivitatea (M - si mutuald pentru cuplaje);
e (C - capacitatea;
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Sa consideram un dipol liniar pasiv caruia i se aplica tensiunea
u(t)=U_sin(ot+y,)=U-+/2-sin(at+7,) (4.41)

o |

u(t) Dipol _|— eoste fi  [IR 3| %c

Fig. 4.12

Dipolul fiind liniar ( y =k - X) rezultd ca este strabatut de un curent
de aceeasi formad cu excitatia (tensiunea) adica tot sinusoidal de forma:
i(t)=1_sin(at+y)=1-v2-sin(ot+y,). (4.42)

4.3.1 Raspunsul circuitelor liniare in curent alternativ (analiza
comparativa)

Excitand un dipol liniar pasiv cu un semnal sinusoidal raspunsul
acestuia depinde de parametrii dipolului dar are aceeasi forma de variatie
sinusoidala. Parametrii  dipolului 1n instantaneu sunt rezistenta,
inductivitatea §i capacitatea. Cautdm sda determinam rdspunsul dipolului
pentru o excitatie sinusoidald cunoscutd, cand dipolul contine rezistenta,
capacitate, inductivitate sau combinatii de tip R-C, R-L, RLC.

4.3.1.1 Raspunsul in c.a. al elementelor simple de circuit

A. Raspunsul in c.a. al rezistentei

A.1 Raspunsul in domeniul timp

Aplicand o tensiune alternativa: u(t)=U_sin(ot+y,) unei

rezistente 1n baza ecuatiei caracteristice U=R-1 rezulta curentul prin
rezistenta:

%:Fm'sin(a)tﬂu):Im-sin(cot+;/i) (4.43)

m

Identificand obtinem: | = UF”‘, Vi=Ve, =y,—7 =0. (4.44)
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Fig. 4.13
Pentru o rezistentd amplitudinea tensiunii si curentului satisfac
relatia Ohm (U, = R- 1) si intotdeauna curentul si tensiunea rdman in faza.

A.2 Analiza prin reprezentari simbolice

Utilizand reprezentarile polare si in complex simplificat obtinem
urmatoarele diagrame pentru tensiunea si curentul unui rezistor.

- reprezentarea polara

YUn
V2
. U . . U
I=—"sin( wt+ - F (i)=—"22
Rosin(at+7,) > Fy(i)=—

J

u=U,sin(at+y,) - F(u)=

Yu (4.45)

Im

ﬁ:ﬁ

v (446)

Fpiul
5ol ’
%
O X
Fig.4.14 a
- reprezentarea in complex:
. U .
u=U_sin(at+y,) > U=—""Lel (4.47
(at+y,) > U 7 )
.U ] . |
i=—"sin(at+y,) > | =—L-e =—TLeln 4.48
A (ot+y,) > 1 TR 72 (4.48)
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Jm

Ty

Re

Fig. 4.14b

u=R, @-ej’”t\/z}
i=R, {I_-ej“’t\/i}

cu relatiile inverse: (4.49)

Concluzie:

Indiferent de tipul analizei (in domeniul timp sau simbolica)
raspunsul rezistorul in curent alternativ este definit de rezistenta R. Relatia
dintre semnalul de excitatie si raspuns este liniara marimile fiind in faza.

B. Raspunsul condensatorului in c.a.

B.1 Analiza Tn domeniul timp

Presupunind aceeasi tensiune:

u=U,sin(aet+y,) (4.50)
care excitd un condensator liniar, raspunsul in curent este dat de relatia:
i :Cz—l::aﬁum cos(wt+y, )=wCU_ sin( ot +7, +%): 1/2 sin(wt + 7, )
(4.51)
T T
+ — i = u —_ i =——. 4.52
R (TR e I (s (4.52)

o . . . . . V4
S-au tilizat identitatea trigonometrica: COSq = Sln(a +Ej putem

scrie:
i:a)CUmsin(a)t+7/u+§): 12 sin(et +7,) (4.53)
: e I, =aCU,
Curentul prin condensator 1n c.a. are amplitudinea si faza:
i =7, +90°
(4.54)

Intre amplitudinea curentului si a tensiunii existda o dependenta
liniard in orice moment datd de valoarea capacitatii inmultitd cu frecventa
unghiulara (sau pulsatia ).
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Defazajul, intre raspuns y(t)=Y sin(at+y,) si excitatie
X(t)= X, sin(at+y,), prin definifie este: ¢ =y, —y, (defazajul fazelor
initiale dintre raspuns §i excitatie).

In cazul exemplului considerat excitatia este tensiunea iar raspunsul
este curentul implicand: ¢ =y, —y, =90°.

Pentru o capacitate rezulta o defazare cu 90° Tnainte, a curentului
fata de tensiune.

B.2 Analiza prin reprezentari simbolice

Reprezentarile in coordonate polare si complex simplificat conduc la
urmdtoarele diagrame intre tensiune si curent:

- reprezentarea polara:

A

. U
u=U,_sin(et+y,)> Fp{u}=—"=
? (4.55)

i=w-C-U, sin(at+y, +90°) - Fp{i}= 2 S nl, 1 900

C
V2

y

Fig. 4.15

- reprezentarea in complex simplificat

Jm

U :U_ i74

m.e
V2

[

Re

Fig. 4.16 1=

w-C-U, . i0u90%)
2

Concluzie:
Réspunsul condensatorului in curent alternativ este definit de doua
marimi i anume amplitudine si defaza;.

150



Capitolul 4. Circuite electrice liniare in regim armonic permanent

C. Raspunsul bobinei in c.a.

C.1 Analiza in domeniul timp

Considerand excitatia in tensiune de forma u=U_sin(ot+y,)
dependenta curent - tensiune este data de relatia:

. 1 ¢t N . -1
|(t):IIOuL(t )—ILUmSIn(a)Hyu)dt—ﬁumcos(a)tﬂ/u) (4.56)

adica

i(t) =LLumsin(wt+yu—900)=|msin(a;t+yi) (4.57)
Amplitudinea curentului si faza initiala sunt date de relatiile:
| = YUn
" w-L
(4.58)
i =7, —90°

Constanta de proportionalitate dintre amplitudinea curentului si a
tensiunii aplicate este dependentd de frecventd. Intotdeauna curentul prin
bobina este defazat in urma tensiunii.

. Vs 5 .
Defazajul ¢ =y, -y, =-90°= 7 Daca semnalul aplicat este un
curent rezultd tensiunea defazatd inaintea curentului cu 90° si cu

amplitudinea U  =w-L-1.

C.2 Analiza prin reprezentari simbolice

Reprezentarea polard si reprezentarea In complex simplificat conduc
la urmatoarele diagrame:

J Jm
?

w \}\ B Hoiu} * o e
Fpiid -

Fig. 4.17
Cazuri limita ale bobinei si condensatorului

c
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a)
Condensator Bobina
@ —> 0 (circ. de c.c.) | =®-C-U_ -0 | - UmL_MO
a).

b)

w — o ( frecvente inalte) l,=0-C-U, > I, = Un, -0
a).
Concluzii:

1. La frecvente joase (sau in c.c.) condensatorul se comportd ca un
circuit deschis iar la frecvente inalte ca un scurtcircuit.

2. Bobina in c.a. la frecvente joase se comportd ca un scurtcircuit iar
la frecvente Tnalte ca un circuit deschis.

D. Concluzii ale analizei comparative

Analiza comparativa a celor trei elemente simple de circuit indica
pana in prezent:

¢ in domeniul timp: - parametrii dipolului sunt amplitudinea raspunsului si
defazajului

¢ in reprezentarea simbolica: - parametrii dipolului pot fi definifi prin
generalizarea relatiei Ohm. Dacd in c.c. U =R-| atunciinc.a.1ntre
valorile maxime ale tensiunii si curentului constanta de proportionalitate
este dependentd de natura dipolului (R, C, sau L) dar si de frecventa
semnalului de excitatie.

O generalizare a relatiei Ohm impune introducerea unui parametru al
dipolului ca sa exprime abilitatea acestuia de a se opune trecerii curentului
(similar definitiei R in c.c.).

Numim impedanga raportul dintre valoarea efectiva a tensiunii i

dy
Z=—>0 (Q)
valoarea efectiva a curentului: U . (4.59)
22250 (Q)
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. 1 " ) . C . .
iar Y =2 (S), numitd admitanta, reprezinta, din punct de vedere fizic,

raportul valorilor efective ale curentului si tensiunii de la bornele dipolului.
Obs: - Dipolul poate fi caracterizat in coordonate polare prin impedanta
Z si prin defazaj.

In concluzie perechea impedanta-defazaj sau admitanta-defazaj
caracterizeaza dipolul.

4.3.1.2 Raspunsul in c.a. al unui dipol de ordinul 1

A. Analiza in domeniul timp

Numim dipol de ordinul I acea latura din circuit ce contine
combinatii intre un element de circuit disipativ (R) si un element de circuit
ce acumuleaza energie (C sau L).

A.1 Dipol R-C alimentat de la o sursa de tensiune
) c

u

Fig. 4.18
u=U,coswt aleasd origine de faza excitd dipolul ce reactioneaza
modificand raspunsul (curentul) atat in privinta valorii efective cat si a

defazajului.
Aplicand teorema Kirchhoff II si tindnd cont de conexiunea serie:

. du, . . . . <
I=C—= iar u=Ug +U; =Ri+u. rezultd u. =(u—Ri) rezulta
d

i=C i( u-Ri)=C du_ R-C a ecuatie diferentiala de ordinul I
dt dt dt
in raport cu curentul:
rcdl,j_cl (4.60)
dt dt

. A du . <
Intrucat: u=U, cosat, pran -wU, sinwt, curentul ca raspuns al

excitatiei in tensiune are valoarea: i=1_cos(awt+y, +¢@)=1cos(wt+¢,)
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si satisface ecuatia diferentiald de mai sus. Inlocuind in ecuatia diferentiala
obtinem:
—oRCl_ sin(ot+¢)+ 1, cos(awt+¢)=-wCU_ sinwt (4.61)
Utilizand identitatea:
sin(wt+¢@)=sinwt-cosp+sing-coswt  si
cos(awt + @) =coswt -cos @ —sinwt - sin g (4.62)
inlocuind si identificand:
—wRCl  (sinwt-cose+sing-cosawt )+ 1 ,(cosmt -cosp —sinat -sing ) =-wCU  sin wt

(4.63)
. cosp—wRCsing =0
obtinem: . . (4.64)
I, (sinp+@wRCcosp)=awCU
Din prima ecuatie rezulta defazajul :
1
tgp=—— 4.65
99 =—20 (4.65)
iar din a doua valoarea amplitudinii curentului:
U, aC U U U-aC
I, == sau |, =—= = —
sing + wRC cos ¢ Z \/R2+ 21 : \/1+(RC) 1)
o C
(4.606)
Utilizand identitatea trigonometrica:
CosS @ = S CU tgp=—— (4.67)
V1+1tg2p RC
rezulta: cosg = —— R (4.68)
1+(wCR)
Amplitudinea curentului devine:
U,oC U,aoC U, wRC

m_COSQJ[tg(0+a)RC]_ wRC 1 +a)RC_ R /1+(a)RC)2

J1+(@RC)* LaRC i

|m:U_mL:U_mH(w):|m (4.69)

R Jl+(eRC)> R

iar defazajul:
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@ = arctg (%Cj = arctgl —arctg(wRC ) =90°—-arctg(wRC) (4.70)
[0

A 1 e o .
Notandc u o, :E - frecventa caracteristicd (sau pulsatie)

dependentd numai de parametrii dipolului, atunci functia H(®w) denumita
magnitudine reflectd marimea raspunsului in c.a. fata de raspunsul dipolului

w

inc.c.,iar defazajul ¢(w)=90°- arctg[ J cu dependentele functiei de

2

frecventa redate in fig. 4.19.

A9)

o
90

gle
o

a)() banda banda trecere

o Fig. 4.19

Cazuri particulare:

)2
2

Functionarea la frecvente inalte conduce la H(w) — 1, si in
consecintd capacitatea se comportd ca un scurtcircuit, defazajul
o(w)— 0, iar circuitul se comporta rezistiv. Intreaga tensiune a
sursei se aplicd rezistentei. Dipolul are comportament rezistiv.
Fizic, la frecvente Tnalte condensatorul nu are timp sa se incarce
cu sarcina.

0] D ) . o e
2) — << 1, implica functionarea la frecvente joase, si in consecinta

@,

condensatorul are timp sd acumuleze sarcini, magnitudinea

H(w)—>0;¢(w)—>90°;z — oo, di polul are un ¢ omportament

capacitiv, echivalent cu circuitul din fig. 20b.
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sursa |+ sursa | +
de cc % /> HR de cc />

W —=— 0O w—20

[P

Fig. 4.20

@ 1 U 1
3) —=1, H(w)=—=0,707; p=45° 1, =—" -—.
@, V2 R 2
Functionarea circuitului RC la frecventa variabila este de tip filtru trece-sus
in privinta curentului. Puterea disipatd pe rezistentd are un maxim pentru

frecventa limitd superioara

| 2_ U_mz
(44

2
cu valoarea: P, :lU—m
2 R
-la w=0,, | _Un 1 iar putereadisipata P, =R i 2 —lP
0 "m R \/5 oy R\/E\/E 2 max

si, in consecintd, frecventa caracteristica @, se mai numeste si frecventa
injumatatirii puterii.

Concluzie:

’

Perechea ““magnitudine - frecventa caracteristica’
raspunsul dipolului R-C in domeniul timp.

, caracterizeaza

A.2 Dipolul R-L alimentat de la o sursa de tensiune

Consideram un circuit RL serie alimentat de la o sursa de tensiune
cu frecventa variabild: U=U, cosot . Aplicand teorema Kirchhoff II rezulta:

di u . Ldi

U=Ri+L— & —=i+—— (4.72)
dt R R dt
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Raspunsul i=1, cos(ot+¢) conduce prin inlocuire in ecuatia diferentiala
de ordinul I la:

UFmCOSa)t:ImCOS(a)t+(/))—%LImSin(a)t+g0) (4.73)
. ol
Sinp+—cosp =0
) R ) .
sau lasi stemul: din care rezulta:
cosS +w—Lsin I _Yn
o R (2L R
ol )
tgp =—— . Deci:
go R

Q= —arctg(%) respectiv: | = Yp T = Yy H(w). (4.74)

R @ R
I+ —
@y

Functionarea ca filtru a circuitului R-L serie implicd analiza in

functie de frecventa caracteristica, o, :%, a magnitudinii si a defazajului.

0,707 \\ﬂ
|
|
|

@y

o(w)=-arctg [w]

Cazuri particulare de functionare:

@

a) —<<1, H(w)—>1, Z=——
0 H(w)

Circuitul se comporta rezistiv, Intreaga tensiune se aplica rezistentei,

bobina se comportd ca un scurtcircuit, amplitudinea curentului din circuit

fiind | =9n

=R, >0 (4.75)
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u&D j R

Fig. 4.22
b) “ >>1, H(w)— 0,0 — —90° (4.76)
,

0
Bobina se comportd ca un circuit deschis comparativ cu R sau
vazut invers rezistenta ca un scurtcircuit. Caracterul circuitului este
inductiv. Schema echivalenta este:

w 1 R . )
¢c)—=1, H(w)=—, Zz—:\/ER majorare de rezistenta:
)wO (o) 7z (o) j {

2
I :U_mL, p:lpmaX cu pmax:lu_m 4.77)
R 2 2 2 R

Concluzii:
1) Circuitul R -L se comporta in frecventa ca un filtru trece jos
pentru semnalele a caror cu frecventa este in gama 0 < @ < @, (un raspuns

semnificativ numai in banda (0,w, ) il ofera circuitul R-L).

2) Banda de frecventd o, < ® <o se numeste banda interzisa;

R g C e -
3) Frecventa o, = T se numeste frecventa caracteristica (de tdiere).

4.3.1.3 Raspunsul in c.a. al circuitelor de ordinul 11.

A. Analiza in domeniul timp

A.1 Analiza dipolului echivalent RLC serie
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Dipolul serie RLC este excitat de tensiunea u=U _ coswt. Aplicand

uC

teorema K irchhoff II si tindnd cont de relatia i=C d si conditia de

conexiune serie obtinem urmatoarca ecuatiec de ordinul doi:

u=Ri+ Lﬂ+uC sau U, =u—-Ri—-L— d , iar ecuatia
dt dt

2
(u )=C d_u -RC ﬂ -LC j este echivalenta cu:

dt dt
LCd—ZI redi—cdU (4.78)
dt dt dt
Considerand raspunsul de tip sinusoidal: i=1_ cos(wt+¢) prin

inlocuire in ecuatia diferentiala de ordinul doi se obtine:
—@’LCl_ cos(at + @) — wRCl_sin(wt + @)+ | _ cos(at + @) = —wCl _ cos wt
Separdnd componentele in sinwt §i coswt rezulta:

oRC .
cosp—————sinp =0 4.79
e (4.79)
. oRC wCU
singp—————cos¢ ||, =——"— 4.80
( T @LC (pj 1—@’LC (4-80)
Aceste ecuatii au forma identicd cu ecuatiile circuitului R-Ccu
schimbarea de variabild: wRC — & .
l1-o°LC
Avem astfel expresia defazajului si a magnitudinii:
| =Y @RC _Un ! : “Yn H(w) @481
Rl-etcf +(@rey R | (-e’tcf R
(wRCY
1-o’LC
=arctg| —— 4.82
@ g( RC ] (4.82)

Functionarea la frecventa variabila a dipolului

_ 2
Exprosia: | a)LC:l(l _w,_j:i\/z L el
oRC R\ wC RVC{w+yLC

.. ) 1 ) . C .
rin introducerea parametrului @, = —— (pulsatie frecventa caracteristica
p p ) \/E p {
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si numarul adimensional Q = %\/g (factor de calitate al circuitului RLC

2
serie), poate fi scrisa n forma: lzolC = Q(& —ﬂj .

wRC 0 o,
Inlocuind in expresia amplitudinii si a defazajului obtinem:
H(w) = ! . p(w) = arcth[ﬂ —EJ (4.83)
o0 o,

2
1+Qz[a’o_wj
o0 o,

Observatie:

- Raspunsul in c.a. al circuitelor de ordinul I a fost caracterizat prin
parametrii amplitudine si frecventd caracteristica wo; iar pentru circuitele de
ordinul II prin amplitudine si doi parametrii mo si Q.

In aceste conditii in loc de o singura curba avem o familie de curbe

cu Q parametru atat pentru magnitudine H(w) cat si pentru defazaj ¢(w)
(fig. 4.22)

Fig. 4.24
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Cazuri de functionare la frecventa variabila:

w . . - L
a) — <<1 - la frecvente joase capacitatea se comporta ca un circuit

W,
deschis co mparativ cu L si R; H—>0; ¢ >90° -
rezultand o functionare tip capacitiv a circuitului.
0] . . .. <
b) — >>1 - la frecvente 1nalte inductivitatea se comportd ca un
Wy

circuit deschis comparativ cu C s R
i—>0; H->0; ¢ —>-90° - rezultind o functionare tip
inductiv a circuitului.
@ 9 :
c) — =1 - apare fenomenul de rezonantd, motiv pentru care ®, -
@
se numeste frecventd unghiulard (sau pulsatie) de

rezonanta. H-1, >0, 1, =U?m. Bobina si

condensatorul se comporta ca un scurtcircuit, circuitul
avand caracter rezistiv. Puterea transferatd atinge

valoarea maxima.
Valoarea frecventei la care puterea disipata este jumatate din puterea
maxima determina frecventa de taiere a filtrului. Rezulta ca vor exista doua
frecvente, una inferioard ®; i una superioarda o, (LOW si HIGH).

Frecventele de injumatatire ale puterii maxime trebuie sd fie date de

. H(ow,) 1
conditia: H(w, ) =H(w, ) =——"=—
(o )=H(o,) 2
Impunerea acestei conditii implica: 1+Q* (&—ﬁj =2 ecuatie de
[ONNON

. < A @ ..
ordinul II ce rezolvata in raport cu — conduce la solutiile:

@,
ﬂ— 1+L_L
o, \ 4Q* 2
0 R Q cu o, =0 (4.84)
Wy 1 1
—H 1+ =
@, 4Q° 2Q

Concluzie:
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1° - pentru O<w<w $1 @, <w<o - banda de frecventa se
numeste banda de blocare;
2°. - 0<w<w, - banda de frecventd In aceastd gamd se numeste
banda de trecere. Latimea benzii este data de relatia:
,
BW =0, -0, = 60 (4.85)

A.2 Raspunsul dipolului echivalent RLC paralel.

In acest caz se considera excitatia de la o sursd de curent iar
raspunsul este tensiunea la bornele dipolului:

Fig. 4.25 Sursa de curent alimenteaza un circuit RLC paralel

Pentru @ — oo bobina se comportd ca un scurtcircuit conducand la
u—0 iar

pentru @ — o condensatorul se comportd ca un scurtcircuit si
u— 0, deci existd o frecventa la care se obtine acel clopot al magnitudinii.
Aplicand Kirchhoff rezulta ecuatia de ordinul II:

) .
Lcd—‘j+£d—“+u:|_ﬂ (4.86)

dt> R dt dt
Solutia se determind utilizand considerentele dualitatii i si u, L §1 C

respectiv R cu % intre RLC serie si RLC paralel. Rezulta astfel:

U_=RI_H(w) (4.87)
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wl
cw: - H(w)= R 2 (4.88)
2 L
\/(l -w'LC) +(WRJ
- p(w) =arctg % (4.89)
»L
R

Parametrii ce caracterizeaza dipolul vor fi:

1 C
4.90
@, = \/Es 1Q, = W/L (4.90)
Concluzie:

Analiza Tn domeniul timp este sugestiva dar laborioasa atunci cand
dipolul are o structurda mai complexa. Daca dipolul este de ordinul I
caracterizarea acestuia este posibild printr-un singur pa rametru @,-

frecventa unghiulara caracteristica. Dacd ordinul creste caracterizarea

1
acestuia este posibila prin frecventa caracteristicd o, = —— si factorul de
p p { ) \/E $
calitate Q=f(R,L,C).

B. Analiza in complex a dipolului de ordinul 11

Analiza unui circuit si implicit caracterizarea lui in reprezentarea
polara implica doi parametrii Z si defazaj ¢. Analiza cea mai simpla si
comoda este Tn complex simplificat unde marimile de c.a. sunt transformate
in marimi de c.c.:

U

U :Umcos(a)t+(pu)—>Ll:T;e“”“ (4.91)

in planul complex. Analiza este posibild insd numai pentru marimile de
aceeasi frecventa.

Numim impedantd complexd raportul dintre tensiunea complexa si

curentul complex:
d
;z— Z|-e' (4.92)

- cu modulul egal cu raportul valorii efective ale semnalelor;
- @ - defazajul intre semnale.
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Analiza In complex a marimilor sinusoidale este o analizd in
domeniul frecventd unde semnalele suntr eduse | a sem nale co ntinue i ar
parametrul dipolului (impedanta complexa), este dependenta de frecventa.

Impedanta complexa reprezintd o generalizare in forma fazoriald a
relatiei Ohm.

Pentru elementele simple de circuit impedanta complexa are forma:

- pentru dipol rezistiv:Z; = R;;

- pentru dipol pur inductiv: Z, = jol;

) . 1 o1
pentru dipol pur capacitiv: Z JoC ] prol

Pentru rezistenta impedanta Z, este ideald si independenta de
frecventd, iar pentru condensator si bobind impedanta indicd dependenta de

. 1. . . o .
frecventd prin Lo sau vy iarprinjs au -j defazajul intre curent si

tensiune. Sintetic 1n planul Re-Im, R — 3 ,impedanta complexa are valori 1n
semiplanul Re>0.

\
\ Z =R
| R Re
/
/
|
Ze=—ih C
Fig. 4.26
Cazuri limitd pentru @ — 0 si respectiv @ — o0
-bobina:  limZ =0 (scurtcircuit)
0—0

limZ, =oo (circuit deschis)

D—>0

- condensator: limZ_ = oo (circuit deschis)
w—0

limZ. =0 (scurcircuit)

W—>0

B.1 Impedanta complexa a dipolului echivalent RLC serie
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Pentru un dipol echivalent RLC serie sau paralel analizam modul de

obtinere al impedantei complexe.
Dipolul RLC serie:

o

Fig. 4.27

Aplicand teorema Kirchhoff II rezulta:

. di 1 .
u=Ri+L—+—| idt 4.93
a el 493
Trecand in complex simplificat:
U=RI+ Lja)l+l_il_=l_ R+ j(wL—Lj ; (4.94)
Cjo wC
Z_g_R-i—j(a)L—L]_R-FjX (4.95)
. oC '

unde: X = a)L—L reactanta.
wC

X Z

¢ TF
0 R e

Fig. 4.28

Considerand u=U,_ cos(awt +¢), curentul prin dipolul RLC este de

forma sinusoidald: i=1,cosat, unde: =y, = defazaj.

~ Vexcitatie

A 1n U, -
Trecand in complex: U =—"2¢!7 10

Im
N A
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;=T I—mej‘”=Zej"’=Zcosqp+stin(p (4.96)
Identificand, rezulta:
Using U,
R=Zcos¢= I = |° >0
X =Zsing =202 Yeeaw (4.97)

| |
x 2 2
gozarcth,Z: R + X

Concluzie:

1) Rezistenta in c.a. reprezintd partea reald a impedantei complexe
Z, rezistentd ce poate fi sau nu dependentd de frecventd. Nu
intotdeauna ea coincide cu rezistenta ohmica a circuitului.
Rezistenta in c.a. reprezintd raportul dintre proiectia tensiunii pe
axa curentului si valoarea curentul din circuit.

2) Reactanta X reprezintd partea imaginard a impedantei complexe si
este dependentd intotdeauna de frecventd, indicand prezenta
elementului d e stocare a en ergiei in circuit. Pentru acest aspect
inductivitatea §i capacitatea se numesc elemente reactive. Ea
reprezintd raportul dintre proiectia tensiunii pe o axa
perpendicularad pe a curentului si valoarea curentului din circuit.

Din punct de vedere al reactantei, mai precis al rotirii ei cu j sau -j

distingem (fig.4.27):

a) Z =R+ jX apartine cadranului I al planului complex, impedanta
este de tipinductiv, @ >0 si curentul este defazat in urma
tensiunii.

b) Z =R - jX apartine cadranului II al planului complex, impedanta
este d et ip cap acitiv, @ <0 si curentul este defazat inaintea
tensiunii.

¢) Z =R circuit pur rezistiv, regim de rezonanta pe care-l analizam

separat.
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Jm Jm Jm
X z
0 R Z=R
0 R Re Re 0 Re
-jX z
Fig. 4.29
Concluzie:

3) Dipolul RLC serie admite o schemad echivalenta serie si este
caracterizat de impedanta complexa Z =R + jX

Dipol liniar
pasiv = £

Fig. 4.30

B.2 Dipol echivalent RLC paralel

Dipolului RLC paralel,(4.31) prin aplicarea teoremei I Kirchhoff ii
putem determina curentul absorbit:

ek
|

Fig. 4.31
U1 du
=—+—| udt+C— 4.98
Rk dt (39%)
Trecand in complex simplificat dependenta curent - tensiune este:
1=5+Lujecu (4.99)
R joL
1 (1
1=U ——J(——a)Cj (4.100)
R wlL
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Raportul UI; =Y =G(w)- jB(w) senumeste admitantd complexa
de modul Y =+ G?+B® si defazaj @ =—arctg g,
Jm
G
o Re
-iB
| Y
Fig. 4.32
unde: - G= ey _ 1€0Sp >0 - conductant3;
U U
-B= sy _ 1SN >0 - susceptanta.
U U
Concluzie:

1) Dipolul RLC paralel admite schema echivalenta:
[

3 &

Fig. 4.33
Echivalenta unui dipol in schema serie sau paralel este datd de

relatia de echivalentd ce presupune egalitatea tensiunilor si a curentilor ai
dipolului:

[

=Z-1;
T r=>U=2Y-U=7ZY =1 sau ;:l (4.101)
1=Y.U; Y
Rojx=_ ! (4.100)
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R=% sau G=%
G +B R+ X (4.102)
’ .
=— — _sau B=—2
G? +B? R*+ X?

4.4, Puteri in circuite liniare de c.a. monofazat

4.4.1 Puterea instantanee a dipolului echivalent

Consideram un dipol liniar caruia i se aplicd tensiunea sinusoidala
u(t)= J2u sin(awt + 7, ) si prin care trece curentul i(t)= V21 sin(at + ;).

u Dipol liniar

[

Fig. 4.34
Puterea instantanee are expresia:

p(t)=u(t)i(t)=2Ulsin(wt + y, )sin(at + y; ). Utilizand relatia
trigonometrica:
COSx CoS S —sina sin
cos(a + B)= p o /
CoS Cos S +sina sin f

= sinasin,B:%[cos(a—ﬂ)—cos(ahﬂ)]

(4.103)
rezulta: p=Ul cosp—Ul cos(2at+y,+7,) .

Expresia puterii instantanee contine doi termeni(fig.4.33):
- P=Ulcos¢ >0 - termen denumit putere activa;

- p, =Ul Sin[2a)t +y,+7 —%) denumit putere oscilanta.

u,i,p

Po=Ulsin(2 w t+a+f—T/2) P

Ul cos ¢

Fig. 4.35
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4.4.2 Puterea activi

Energia pe o perioada capabila a se transforma in altd forma de
energie inclusiv in lucrul mecanic este:
w =" p(t)dt :J‘OT(UI cos ¢ — Ul cos(2at + 7, + 7, ))dt =Ul cos ¢ - T (4.104)

respectiv puterea:

W 17
P=—=p=—| pdt 4.105
=== (4.103)
unde: - P - reprezintd puterea activd egald cu valoarea medie a puterii

instantanee pe o perioada sau pe un numar intreg de perioade.
Utilizand ¢ onventia de semne pentru dipolul generator respectiv

receptor avem: '
! !

. o0 N
Dipol liniar u FT<>O u Dipol liniar
-, — -
Fig. 4.36
P:UICOS(piarZ:UT:>P:IZZCOSgolezzGU2 (4.106)

4.4.3 Puterea aparentd

Valoarea maxima a puterii active reprezinta puterea aparenta (S=UI
> 0) si este egald cu produsul valorilor efective ale tensiunii si curentului.
Puterea aparenta caracterizeaza limitele de functionare ale masinilor si
aparatelor electrice.

Tinand cont de definitia impedantei Z = UT > 0 rezulta:

S=Ul=ZI">0
sa

S=Ul=YU*>0
Numim factor de putere raportul dintre puterea activa si puterea
aparenta:

uY=ts0 (4.107)
U

K, :2 ; 0<K, <I; (K,=cos¢ inregim sinusoidal)
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4.4.4 Puterea reactivi
Introducem, matematic, o putere complementara puterii active prin
relatia:

Q=Ulsinp=+S"-P’ (4.108)
iar s imilar p uterii a parente respectiv active S=zI’,P=RI’,1 ntroducem
marimea:

Q : 1 i
X = |_2 =Zsin @ - reactanta, (Y =B - Susceptan‘;a) (4109)

Rezultd astfel: Q= XI° =BU? (volt - amper - reactiv) (4.110)
Sa analizdm ce reprezintd aceastd putere reactivd pornind de la
expresia p uterii i nstantanee: p=UIl cose+Ul cos(2awt+y,+7;) in care
inlocuim o=y, -y, > 7, =@+7,
= p=Ulcosp—-Ul cosQat+¢+2y,)= @111
p=Ul cosep—Ul cos[2(at + y,) + @]
= p=Ulcosp-Ul[cos2(at +y,)cos g —sin2(wt + 7, )sing|=
p=Ul cosg[l —cos2(wt + 7, )]+ Ul sinpsin2( wt +7,)

p,—putere instantanee de pulsatie p, — putere instantanee de oscilatie

= p, =Ul cosg-2sin*(wt +y;) = Z cosp-21*sin’*(wt +7,) =
p, =Ri’
unde: - i=+2I sin(wt+y;) - valoareai nstantanee a cu rentului, 1 ar

reprezentirile grafice sunt date in fig.4.37. In baza demonstratiei de mai sus
putem defini “Puterea activa” (P), ce reprezintd valoarea medie a puterii
instantanee de pulsatie si este definita de relatia:
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pp

] ST

1 T
P =?J'0 ppdt

p, =Ul sin psin2(awt + y,)

- Ulsing - este am plitudinea p uterii de oscilatie si reprezinta
puterea reactiva Q.
Q =max{p,} =Ulsing (4.112)

Fizic, in dipol pe langd puterea instantanee de pulsatie a carui
valoare medie este 0 masura a puterii electromagnetice ce se transforma in
alte forme de energie (cadldurd, lucru mecanic, etc.) exista si o putere de
oscilatie (ce oscileazd neamortizat in dipol) ce blocheaza incarcarea
dipolului cu putere activd maxima. Amplitudinea de oscilatie a acestei
puterii reprezinta puterea reactiva.

4.4.5 Expresiile puterilor pentru circuitele dipolare simple

a) Rezistorul
R

—

Fig. 4.38
U

IR =E’ (p:()

Puteri: -activi - Py =Ulcosps =Ul =RI*>0;

- aparentd - Sp =P, =Ul ;
-reactivda - Q;=0.

b) Bobina ideala
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U T

|, =—, @ =
LT L U 5
Puteri: -activi: P =Ulcosgs =0
-aparentd: S, =Ul =Ll >0
-reactivd: Qp = XI”=wlLl’ >0

- factorul de putere: K, =cosp =0

Alegand tensiunea origine de faza, curentul este defazat in urma cu

%. Puterea instantanee la bornele bobinei ideale contine numai componenta

de oscilatie.

p.=ui=p,+p, =Ulsingsin2(at +y,)=Ul sin(2et + ) (4.113)

p, =-Ulsin2amt =Q, sin2ot

u,L,p

0
QL = amplitudine Ul

Fig. 4.39

Energia magnetica a bobinei:
t

o _ t_ o _&
W, = L p dt —jo Q, =sin2etdt = S cosZcot‘0

W, = &(cos 20t —1)
2w

Valoarea medie a energiei magnetice intr-o perioada:

~ 1 1 QL QL
W, _?.LWLdt _?L%(coszcot—l)dt ==L

20
_ LI
Wo=w = =

LM 2 2w
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W, - energia magnetica medie a bobinei sub tensiunea sinusoidala

este egald cu valoarea energiei magnetice a bobinei parcursa de c.c. cu
valoarea acestui curent egala cu valoarea efectiva a curentului sinusoidal.
Q, - puterea reactivd este proportionald cu energia magneticd a

bobinei.
(puterea de magnetizatie a bobinei)
Q. =20W, (4.117)

¢) Condensatorul
Presupuniand condensatorul excitatde ot ensiunes inusoidala

curentul este:  du
R I:CE,
i
>—>—I I—<
U
fig. 4.40
Puteri: - P, =Ul cosp =0
-S.=Ul=X.1"=wCU*=BU*>0 (4.118)

Q. =Ulsing=-wCU* <0
- factorul de putere al condensatorului: K. =0=cos¢. (4.119)

u,i,p

(@7

-

Fig. 4.41

Particularizand, expresia puterii instantanee pentru condensator si
reprezentand componentele acesteia (fig.4.41) se poate defini:
- energia electrica pe condensator

W, = [ pdt = Qe (- cos20) (4.120)
0 2w
~ Cu’
cu valoarea medie pe o perioada: W, = lJ‘tWCdt = Q =—— =W, sensator -
T 20 2o
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Energia electricd medie a condensatorului sub tensiune sinusoidala
este egala cu energia electricd a condensatorului sub tensiune continua egala
cu valoarea efectiva a tensiunii sinusoidale.

Q: =2wW, (4.121)

Putere reactiva este egald proportionald cu energia condensatorului
(puterea de incarcare a condensatorului).
Concluzie: Pentru un dipol echivalent (serie sau paralel), avem:

serie paralel

U=U,+ U e P=10+ 1 eaci

U, =Ucose I, =1cosep

U ey =U sing | eactiv = | SIn @
P=Ulsing; =RI® P =Ul sing, =GU>
S=Ul=2I° S Ul =YL

Q=Ulsing=XI>=(X_-X)I?50 . .
Loc Q =Ul sin ¢ =Ul sin ¢,

Q=Ulsing, =—(B. —B, U’
(4.122)

Fig. 4.42

4.4.6 Reprezentarea in complex a puterii (puterea complexa)

Puterea 1 nstantanee p(t)=u(t)-i(t) nefiind o marime sinusoidald de
aceeasi pulsatie cu tensiunea si curentul din circuit, nu se poate reprezenta
in acelasi plan complex.

Este insa posibil sa se defineasca o marime complexa ce inglobeaza
intr-o expresie unica puterea activa, reactiva §i aparentd numita puterea
complexd. Marimile tensiune si curent admit imaginile complexe:

u= \/5Uej(wt+7u)

i — \/Elej(Wt+7i)

(4.123)
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Marimea putere complexa se defineste pornind de la expresia puterii
instantanee:

p=Ul cos (1 —cos2wt) +Ul sin ¢sin 2wt (4.124)
Py Po

Intrucat in e xpresia p uterii in stantanee in tervine defazajul dintre
tensiune si curent (cose). Produsul a doud marimi complexe ce contine
diferenta de faza initiala poate fi scris in complex numai prin inmultirea

unel marimi cu mdrimea a doua conjugata.
ex: a=ae’s  b=be” = a.b* =abe!=77) (4.125)
Definim, in complex nesimplificat, puterea aparenta complexa prin

relatia:

S :lu . i*zlﬁUei(Wu) Af21e i@ ) —yje it
- 27" 2
§=%g-i*:UIe""’ =Ul cosq+ jUl sing (4.126)
S=P+jQ

iar in complex simplificat, puterea aparentda complexa:
S=U - l1*=Ue" e =Ule” =Ul cosp+ jUl sing (4.127)
S=P+JQ
Atat P cat si Q pot fi pozitive sau negative in functie de dipol
receptor sau generator.

Jm

%]

P=Re{S}
2 - Q=1Im{S}

Q

§*
Fig. 4.43

Pentru dipol echivalent serie, expresia puterii este:
S=U-I*=Z-1-1*=Z-1"=(R+jX)I?=RI’+ jXI  (4.128)

iar pentru dipolul echivalent paralel:
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;=1:>1:1=G—j5 ,1:';:,»1=Q-LI_*=Q* Y*

Y Z U
S=U-I*=U(U*Y*)=Y*U . .U*=Y*U"> (4.129)
S=(G+jBU’=GU*+ jBU*=P+jQ

4.5. Teoremele circuitelor liniare in forma complexa
4.5.1. Forma complexa a ecuatiilor Joubert

Considerand o latura j parcursa de ij sub tensiunea la borne uj, latura
de operator z;j, ecuatia Joubert este:

dipol receptor

Ui

Fig. 4.44
d 1
_+_
dt C

I+

€

t
uj=Zjij=(Rj+Lj IdtJii - ecuatia in tensiune cu
0

mdrimi instantanee.
Trecand marimile in complex:

e,>E;= Eje”j
u, U, =U;eh (4.130)
i —>1;=1.e"

Rezulta ca imaginea In complex a laturii este redata prin impedanta
complexa z,.

Fig. 4.45
Forma complexa a ecuatiei Joubert in tensiune este:

Z,=R+j(X_—Xc)=2Ze"

_y_ (4.131)
Z=\R*+(X, - Xc)*, (pzarctg%
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Forma complexa a ecuatiei Joubert in curent se obtine prin aplicarca
teoremei de echivalentd a surselor sau pornind de la forma instantanee a
ecuatiei Joubert in curent.

Fig. 4.46
yi€;+yu; =i; sau iy +yu; =i (4.132)
1,4Y, U =1, cu L=Zi, 1, =Y, E, (4.133)

i
4.5.2. Teoremele Kirchhoffin forma complexa
a) Teorema | Kirchhoff - (enuntata pe marimi instantanee)

"Suma algebrica a valorilor instantanee a curentilor din laturile
concurente unui nod este nula ."
Dij=0—> >1,=0 (4.134)
je(k) je(k)
are urmatorul enunt in complex:
"Suma algebrica a imaginilor in complex ale curentilor din laturilor
concurente unui nod este nula."
b) Teorema Il Kirchhoff are urmatorul enunt in complex:
"Suma algebrica a imaginilor in complex a tensiunilor la bornele
laturilor ce apartin unui ochi este nula."
Z u;=0 - Zgj =0 (prima formulare) (4.135)
je(m) je(m)
- a doua formulare, tindnd cont de ecuatia Joubert are urmatoarea
scriere matematica:
z ;lj = Ej (4.136)
je(m) je(m)
Obs: T eoremele g enerale al e ci rcuitelor su nt valabile pe imagini
complexe atasate marimilor instantanee.
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4.5.3. Impedante echivalente

a) Reducerea la dipol echivalent a retelei serie

C, R 3K

ook O Ry by G Ry
1>—4mw4|—«:|—fmﬂf\4|—«:|—|:|—<2
U~
\/%
u.
Fig. 4.47

n n
In instantaneu: u; = u, unde U, = z,4i,

i1

Trecandi nc  omplex: L= ZQ «~ VU,

(acelasi curent, aceeasi imagine In complex) rezulta:

n ;e:Re+le Re:ZRk
=>'Z, dar = “
Z, =R+ JX, Xe=2 X
k=1
a) Retea serie cu elemente cuplate magnetic
S | e — 2 1 A fmm\—<
\—//
Uy
Fig. 4.48
Instantaneu:
z L, —
Z ! kz; ki dt i
dar U, = Yko k =Ly = szj
si i, =1, }

U, = ja)z ij i = JoL,l = ol = a)z ij

i=1

Apoi trecand dln retea fara cuplaje 1n dipol echivalent:
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2= 2 & Zo=D.Zy (4.140)
(4.141)

modulul impedantei Z, < ZZkO suma modulelor impedantelor
k=1

b) Reducerea retelei paralel la dipolul echlvalent

LI =0k

Fig. 4.49

k=Y. u = L. =Y, U,
n

=3 = yu o L= =YY, U =Y, U, (4142

k=1 k=1 k=1 k=1

Impunand conditia de legare in paralel rezulta:

i G, =).G,

Yo=Y, = ! (4.143)

4.5.4. Teorema transferului maxim al puterii active in regim permanent
sinusoidal

Sd consideram un generator de tensiune E; si impedanta internd Z,

debitand pe o retea de impedantd z:
Aplicand teorema II Kirchhoff rezulta:
E=I(Z,+Zs) (4.144)
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E E

Ly+Zs Rg +Rg + J(Xg + Xy)
\
/i /s
Fig. 4.50
Puterea activa transferata sarcinii este:
E2
P, =RsI” =R (4.146)

(R, +Rg)* +(X, + Xs)
a) Sarcina R, variabild. Maximizarea puterii transferate implica:
oPs _ £? (R, + R,)’ +(X, + Xs)? —2R (R, +Ry) _

0 (4.147)
ORg (R +Rg)>+(X; + Xo)*f
de unde rezulta: Ry =[R2 +(X, + X)? (4.148)
E2
Dacd: -x, =X, (egale si opuse), atunci: Ry =R, = B, = R
g
b) X variabil. Maximizarea puterii transferate implica:
2R (X, + X
®_ g Xy Xs) = (4.145)
0Xs ((Ri+Rs)2+(Xi+Xs)2)z
2
= Xg = _XS = Pmax = Rslrzezistenta = (4146)

R, — —
S(RS-i_Rg)Z

C) R, §i X, variabile. Maximizarea puterii transferate implica:

L :;g-
;s :Rs +jX5

Z,=R, - jxg} = Lg= Z; transfer maxim al puterii. (4.147)
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4.5.5. Analiza in complex a circuitelor de curent alternativ monofazat

Analiza 1 n c omplex a ci rcuitelor el ectrice p ermite t ransformarea
sistemului de ecuatii integro-diferential al circuitului intr-unsi stemd e
ecuatii a carui rezolvare este mult mai simpld. Procesul de transformare a
sistemului de ecuafii integro-diferentiale in sistem algebric necesita
asocierea unor imagini complexe aferente marimilor reale (tensiuni, curenti,
t.e.m.) dar si asocierea unor impedante complexe sau admitante complexe
pentru operatorii de impedanta respectiv de admitanta ai laturilor circuitului.
Sintetic aceasta transformare este redatd de tabelul urmétor.

Marimi reale instantanee Imagine In complex
i- curent I
u - tensiune U
e-t.em. E
R - rezistenta R
L - inductanta L
C - capacitate C
Jo

% - operator de derivare

j dt - operator de integrare L
Jo
B d 1 . : 1
ZJ_RJ+LJE+C_J_.[ dt ;j:Rj+ij+J(a)L_Ej
yj=Gj+LI dt+Cji .
L, dt Y, =G-jB, (4.148)

A. Analiza in complex a circuitelor ce contin surse independente

Transformarea marimilor si operatorilor din domeniu timp in
domeniul complex conduce la asocierea i maginii ¢ ircuitului 1n ¢ omplex.
Consideram circuitul urmator in domeniul timp parcurs de marimile
instantanee indicate in figura 4.51;
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i 01F

Q_{
Y, 02H |y, O1H

1 oy 15 Is ls

W7 cos 10t 20 T D05F 1@ T 5YZ cos10t

Fig. 4.51

Imaginea in complex a circuitului, obtinuta prin aplicarea restrictiilor
prezentate, este:

1, —U

Wi 1

L L I @ 1 Ig
=20 20 =2 10 5eJ0:g6
Lo
Fig. 4.52

Analiza topologicd a circuitului conduce la n=3, 1=7, b=I-n+1=5.
Rezolvarea circuitului este posibild prin metodele enumerate in capitolul 2.
In prezentului circuit n<b deci este indicat si se aplice analiza nodali ce
conduce la un sistem de doua ecuatii cu necunoscutele complexe Vi si Va.

Circuitul poate fi restrans ca numar de laturi (1=5) prin utilizarea

teoremelor de reducere. Astfel latura 1 si 2 fiind in paralel are impedanta
echivalenta:

z, =221 =21, 7, 22040 45 (449)
2-2) 1—] 2
iar laturile 3 si 4 au impedanta echivalentd: Z,, = y = % =-2].
-1 )
Obtinem circuitul:
Lg Wi ZS4=_2J I 1
.
Lot L, 1 Lg
1822 Z12:1_j 2 5=E6

Lo

Fig. 4.53
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Sistemul de ecuatii nodale in complex are forma:

o e L)

I-j -2] -2])

—Vz(#j+vz(l+l_+L_J=5/ j
-2) 2 ) -2)

solutiile fiind: 4=
v, = 17130 3 5geine
4-5

In domeniul timp potentialele nodale sunt:

v, = Re{V,e!""/2 } =+/2cos(10t —43,5° )(V )

v, = Re{V,e "2 }=3582cos(10t —47,6° ) (V)

B. Analiza circuitelor in c.a. ce contin surse dependente

(4.150)

(4.151)

(4.152)

Sursa dependentad fiind controlatd de o marime instantanee din
circuit, imaginea atagata sursei dependente este imaginea In complex a
mdrimii ce o controleaza. Spre exemplificare sa considerdm circuitul din
fig.4.54. Imaginea In complex a acestui circuit este prezentata in fig. 4.55.

EMF
|| s
|

-1
I v, ‘|12V2

v,
1
26
272 cosl10t+30) C/\)
1 w0

2y

23130
L

Fig. 4.54 Flg. 4.55

Aplicand metoda potentialelor nodale pentru rezolvarea circuitului

se obtine sistemul:
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\Ll[i.+i)—vz(i.]=ze”°
2] -] -

cu solutiile complexe:
Vv, =12e"7¥
V, =24eM0¢

Aplicarea metodei curentilor de

(4.153)

(4.154)

contur 1n an aliza ci rcuitelor est e

similara celei prezentate in capitolul 2. Exemplificam aceasta metoda pe

circuitul din fig.4.56.

BYZ cos 10t 4,

Fig. 4.56
Imaginea in complex a circuitului este:
3 -3

jo
ge’ = 41,

Fig. 4.57
Sistemul de ecuatii al curentilor independenti este:
6=102j+1)-1L,1
-4, =L,01-3)-L D)
L =1

cu solutiile complexe:

I =187 (A)1, =1,79¢ 7" (A)
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C. Reducerea circuitelor electrice de curent alternativ prin generatoarele
echivalente Thevenin §i Norton

Aplicareat eoremei g eneratoarelor ech ivalente ci rcuitelor ce
functioneaza in c.a. monofazat implicd determinarea fatda de bornele
analizate a tensiunii de mers in gol, a curentului de scurtcircuit si a
operatorului de impedanta intern al circuitului.

Intrucat rezolvarea se face in domeniul complex, iar marimilor li se
atageazd imagini complexe rezultd cd raportul imaginilor complexe dintre
tensiunea de mers in gol si curentul de scurtcircuit fatd de doua borne se va
numi impedantd complexa internd a circuitului.

2,y = 00 (4.157)

Zech —
=SCpg
A doua metodd de determinare a impedantei complexe atagate unui
dipol echivalent, implicd pasivizarea tuturor surselor independente de
tensiune si curent si alimentarea pe la bornele de acces de la o sursa test.
Raportul tensiune complexa aplicata circuitului pe curent complex defineste
impedanta complexa conform figurii urmatoare:

I

=4
Circuityl de ca I, Circuitul de c.a
cl toate sursele /\) u cu toate sursele
U independente - = Indep_e_ndente
nasivizate paskvizate

U \_ g

= = Z = =

zgch I ech I,

Fig. 4.58

Exemplificim reducerea unei retele ce contine sursd comandata la
dipol echivalent Thévenin pe circuitul urmator:
Jka -iko

STV

=

o Y.
'IOeJ T) Y Q_P)él ~ Zech

Fig. 4.59
Reducerea la dipol echivalent de tensiune implicd determinarea
impedantei interne echivalente a circuitului si tensiunea de mers in gol la
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bornele AB. Aplicaind metoda pasivizarii pentru determinarea impedantei

echivalente obtinem:
Ji -

—

Fig. 4.60
respectiv tensiunea de mers in gol de labornele u,, este tensiunea de la

bornele sursei dependente U ,,, =79 /"%,

In concluzie circuitul de mai sus poate fi echivalat prin urmitorul
generator echivalent:
A

—

Z

Zech

Yage

B
Fig. 4.61

4.6 Circuite cu elemente reale n regim sinusoidal
4.6.1. Bobina reald

a) Bobina liniara reali fara miez

1 NG
Rs
Rs — — Us Zs=Rs+jXs —> Up|  Gb Rs
u(t) Ls L
2

Fig. 4.62
Aplicand legea inductiei pe I':
di

— (4.158
dt ( )

= dg, P d . :
iﬁEds:——p = jEds+IEds:——(L|) = Rji-u =-L
] dt AR dt
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Ecuatia in tensiune cu valori instantanee ale marimilor trecuta in
complexde vine U, =R I+ jolLj1  cdreia ii corespunde urmditoarea

diagrama de fazori:
Ub

Xol

“b

T Re (axa ) Re (axa V)

BU
I

Fig. 4.63
dar:U,=Z,1 = Z, =R, +jol, =R, +jX, =2, (4.159)

X
cu ¢, =arctg R—b (4.160)
b
Admitanta complexa a bobinei este data de relatia:
I R, . X, .
- - _ i _G —iB 4.161
b ; A 7 bz 7 bz b J b ( )
b) Bobina liniara cu miez conductor
Aplicand tensiune sinusoidala la bornele unei bobine de rezistenta
neglijabila, bobina ce contine un circuit magnetic din material conductor, pe
baza legilor inductiei si circuitului magnetic avem:

- din legea inductiei: §I§d§ :—((jj—(tp rezultd ecuatia in tensiune a
r

bobinei.

Ryi—U, =—i—‘tp - U, =joN® (4.162)

- din legea fluxului magnetic: ¢ = ” BdA, ¢ =BA - rezulta fluxul in
r

faza cu inductia.

- dinle gea c ircuitului magnetic: fﬁds =i =>H-=

N
lT , rezulta

intensitatea cAmpului magnetic H in faza cu L.

Din cauza curentilor turbionari indusi in miezul conductor bobina
absoarbe de la retea o putere activa egala cu puterea de pierderi in miezul
conductor. Puterea din miezul conductor in timp, se transforma ireversibil in
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caldura. Deoarece absoarbe putere activa de la retea rezulta ca intre curent si
. . Cep V4
tensiune existd un defazaj diferit de 7

Presupunem ¢ 1n axa reald iar inductia si intensitatea campului

magnetic decalate prin unghiul ., . Trecand in complex ecuatiile bobinei
cu miez conductor putem construi diagrama de fazori din fig.4.64.

U
H(l
, 0
IsindfFe =la
Ore "
0 Ir=Icos dfg
Fig.4.64

Locul geometric al dependentei inductiei de intensitatea campului
magnetic este o elipsa redata in figura 4.65, de ecuatie:

B> H’ 2HB

EURETERRTI cosd =sin’ & (4.163)

B(u)

Bm

5

—Hm 5 - H()
L
Fig.4.65

Consecinte:
1) Energia magnetica transformata prin efect electrocaloric datorita

curentilor indusi in miezul conductor este: W, = §HdB )
r

H=H_sin(aot+9)
B=B,sinot = dB = wB, cos wtdt (4.164)
W,, = fHdB = §H, B, cos mtsin( et + &5 )dt
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;
W, = meHmIcos ot sin( ot + ¢')dt
0

T ; (4.165)
W =wB H,| cos 5I cos wt sin wtdt + sin cS_[cos2 otdt
0 0
Introducand relatiile:
B, =B, coss
. _ (4.166)
B, = B, sind

expresia energiei devine :W = wH, B’ %T = 21_—7[ H,B %T =74 B (4.167)

e C A B
2) Deoarece permeabilitatea magnetica in instantaneu este u =

definim permeabilitatea magneticd complexa (pentru
H=He , B=Be )
Ez%:u(cow—jsinﬁ) (4.168)

unde: p - permeabilitatea magnetica elastica (conservativi)

n - permeabilitatea magnetica vascoasa (de atenuare)

p=p = ju = t95=% = =4 (4.169)
Intrucat W =7H B" = w, =zu'H’ - pierderile sunt proportionale
la o anumitd amplitudine a campului magnetic (Hm) cu p ermeabilitatea

magnetica vascoasa.
3) Deoarece U = jow¢, iar intre flux si curent existd un unghi de

pierderi datorat prezentei miezului conductor, atunci ¢=L-I=p L,I, unde: Lo
- reprezintd inductivitatea bobinei in absenta miezului conductor.
Bobinei i se aplicd, in acest caz, tensiunea U= jop = joL,u I=jX,p 1.
U=iX,(t =g = iXog 1+ X1 = U= X 1+R,1 (4170)

Din d iagrama f azorilor complecsi si ecuatia de mai sus rezulta
schema echivalenta serie atasata bobinei:
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Ua=Ryl
1 XFe
OR ¢ !
Ju R. Joli=U lo
Fe R
Ore @
0 Ir B
Fig. 4.66
TensiuneaU=U, +ju, are doud componente fatd de axa curentului si
definim:
R, = U, _ Using,,
I ! (4.171)
U, Ucosd,
X, =—t=
I I

4) Descompunerea curentului in doud componente, una activa iar a
doua reactivd permite asocierea unei Scheme echivalente paralel pentru

bobina cu miez conductor.

N
. Y RFe XFe
Fig. 4.67
Daca consideram
| = Y ——j Y.
T Xu Xol X t J,Ur)
L
lz_jg.ﬁr 2Jlul':_j Erzu_l_j Erzu (4172)
XO Hr XO r Xoﬁr
l=(Gm_ JBm)‘l
unde: - G, :Z—“21 , B, :%
Puterea absorbita de la retea:
P=R I2:UICOS(p:GmU2 (4.173)
g5 = ,u _ P _ putere activa (4.174)

1 Q putere reactiva

1 ) ) .
—— = factor de calitate al elementului de circuit.

tgo
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4.6.2. Condensatorul real n regim permanent sinusoidal

Daca la bornele unui condensator se aplicd o tensiune sinusoidala,
existd posibilitatea ca aceastd tensiune sa fie defazata in urma curentului cu

D T o
un unghi mai mic de 7 In acest caz condensatorul absoarbe putere activa

de la retea si il numim c ondensatorul ¢ u pi erderi. Aceste p ierderi su nt
determinate de imperfectiunile dielectricului si procesele de polarizare
ciclica.

Sa consideram un condensator liniar cu pierderi in dielectric.
Curentul prin condensator este dat de legea conservarii sarcinii:

= ot iar in complex: | = jowQ (4.175)

Considerand sarcina Q 1n axa reald din legile campului
electromagnetic rezulta:

- din le gea fluxului e lectric: ﬁ DdA = Qs = D inductia electricd in
3

faza cu sarcina Q;
2

- din definitia tensiunii electrice: U = J. Edr = U tensiunea in faza
1

cu i ntensitatea cam pului electric E. In baza relatiilor definite putem
construi urmatoarea diagrama de fazori:

la |

™

0 D

Fig. 4.68
Valorile instantanee pentru E(t) si D(t) sunt (alegand E origine de

faza)
E=E,sinot, D=D, sin(ot-75) (4.176)
Eliminand variabila timp, rezultd locul geometric al dependentei
E =E(D) de forma:
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E* D* 2ED
E, D, E,D,
Energia consumata in unitatea de volum a dielectricului este:

W, = §3 EdD (4.178)
I

cosd =sin* S 4.177)

W, = §E, sinetd[D, sin et -5 )dt] =
(4.179)
§E,, sinwtaD, cos( t -5 )dt

Notand: D, =D, cosd , D, =D, sing rezulti W, = 7E,_ D,
Raportul dintre inductia electrica complexa si intensitatea complexa

a campului se numeste permitivitatea electrica complexa.
E=Ee"

4.180
ZDCﬂVé ( )

lwm!

=%(cos5—jsin5)=g'—jg" (4.181)

3
mo

unde: £ =¢&coso - permeabilitatea elastica (conservativa).

& =wsind - permeabilitatea vascoasi (de atenuare).
Se defineste permitivitate relativa complexa a condensatorului
E .
E ==& — )& (4.182)
&y

Schemele echivalente ale condensatoarelor reale pot fi asociate in
baza urmatoarelor relatii:
- schema paralel
I'=joQ=joCU = joe C\U = jaCye U = jBie,U (4.183)

1= B,(s; — je; U = jBy,U + By U (4.184)
\
la | Ir
oA
ul o 31
Fig. 4.69

Definind conductanta de pierderi, respectiv  susceptanta
condensatorului, rezulta:
I I sino
G] =_U
U

—P =GU?’ - puterea activa (4.185)
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I, lcoso
B] =_r =

U
Schema echivalentd paralel trece intr-o schema serie In baza

relatiilor:

—Q, =BU?’ - puterea reactiva (4.186)

— =_jl(gr+J52r) (4.187)
— Jeor Boé‘r

U=-j—Sl+—1=[R - X ) = =R -x)1  (4.188)
Boe; 0Er
| Re 1/wC
M
Fig. 4.70

Aceleasi scheme echivalente rezulta din diagrama de fazori
(fig.4.71):

- descompunand curentii (in doud componente perpendiculare si
coliniare tensiunii U) rezulta:

G, - lIJ_u _ sllJné'
(4.189)
I, lcosd
Bl = — =
u V)
R = U, _Usiné
- descompunand tensiunea rezulta: I | (4.190)
X = U, _Ucos
o I
Puterea P =Ul cosp=R_ 1*> =GU" este puterea absorbitd de retea.
I=6u_| |
I=julV
U = U
Ug=Rl
0 Ur 71'\*0 0
Fig. 4.71
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4.7. Circuite cuplate in regim permanent sinusoidal
4.7.1. Tipuri de cuplaje
Doua circuite sunt cuplate dacad procesele ce au loc intr-unul din
circuite influenteaza desfasurarea proceselor din cel de-al doilea circuit.
Cuplajele sunt de doua tipuri:
- galvanic;
- mutual.
Circuitul ce contine sursa este circuit primar iar celdlalt secundar.
Ramura comuna celor doud circuite este element de cuplaj (pentru
cele galvanice).
Distingem urmatoarele tipuri de cuplaje galvanice:

- cuplaj prin inductivitate proprie
C1 L1y Loo Co

“Fig. 4.72

Definim coeficientul de cuplaj:
K= reac tan fa laturii comune
radacina patrata a reac tan telor de acelasi tip cu reactanta comuna din cele doua circuite

XlZ

_W (4.191)
X, =oL
unde: X, =aw(L, +L) (4.192)
X, =w(L,, +L)
L (4.193)

k =
V(L + 0L, +L)
- cuplaj prin capacitate

Fig. 4.73

X12

V X1X2

respectiv coeficientul de cuplaj k = , unde:
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X, = _i(Q*C]_ : (4.194)
oC, +0C ol CC oC

X, L{uJ !
ol C,C oC,
1
oC _VGG VGG (4.195)
\/1(C1+CAC2+CJ ¢ Jc+o)c,+c)

o’ CC C,C

- cuplajul mutual realizat prin cAmp magnetic

Cuplajul mutual a doua circuite are coeficientul de cuplaj
2

(4.196)

Orice circuit cuplat mutual p oate f i1 re prezentat p rintr-un c ircuit
echivalent cuplat galvanic.

4.7.2 Reducerea cuplajului mutual la cel galvanic
Sa consideram doua ramuri de inductivitati L, si L,, cuplate mutual

prin inductivitatea L,, ramuri supuse diferentei de potential v, -v, respectiv
va-vx (fig.4.75). Considerand v, =v, =0, (acelasi potential), rezultda ca cele
doud ramuri au un punct comun v, =v,_ (oricare ar fi graf neconex devine

conex prin alegerea potentialului de referintd) (fig.4.76).
Va Va Vp Va

Y
Fig. 4.75 Fig. 4.76
Reducerea cuplajului mutual la unul galvanic este posibild si prin
urmatorul artificiu matematic:
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RW M iz RZ
* *
o Jud tedia(

receptor diplol generator
Fig. 4.77
U, :Rlll+L11£+L12£(+L12%_L12ﬂ) (4197)
dt dt dt dt
di di di di
uz:Rzlz+L22d_t2+|-21d_t](+|-12d_t2_|-12d_t2) (4.198)
rezulta: u =Rl +(L, - le)%+ le%(il +1,) (4.199)
di, . d. .
u, = R2|2+(L22_le)a"'l-lza('l‘“z) (4.200)
Trecand in complex simplificat:
U =Rl +jol L, -L,)+joL,d, +1,) (4.201)
U,=R,1,+jol,(L,-L,)+ jolL,(, +1,) (4.202)
Schema echivalenta atasata este:
Lu=Liz g, Le-le

Fig. 4.78

Pentru schema echivalentd in T, factorul de cuplaj este conform
definitiei:
wly, L,

= = (4.203)
\/[a)( L,-L,)+al, ][a)( L, —Ly)+ a’le] \/Ln L,,
Daca bobinele au bornele polarizate opuse, atunci ecuatiile:
w =Ry, S A g e A (4.204)

dt " dt e de

conduc la urmatoarea schema echivalenta:
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Lo+l gy i, Loatl 12

fig. 4.79
Ecuatiile trecute in complex simplificat prin inmultire cu Ii”
respectiv cu I2", conduc la ecuatia bilant a puterilor:

UL =R+ jo(l, £ L)1 + jol, (1 £1,)1,% (4.205)
U,1," =R,1, + jo(Ly, L)1, + jol, (1, 1)1, (4.206)
R{U,1,*}=P =U,l,cosp, =Re{jal,(1,1,)}+Pj, (4.207)
~P, =-U,1, cosp, =Re{jal,(1,1,)}+Pj, (4.208)

Re{ja)lelzﬁ} = P,, puterea electromagnetica transferatd prin camp

electromagnetic intre primar si secundar.

4.8 Rezonanta circuitelor liniare in regim permanent sinusoidal

Se considerd un dipol liniar pasiv, avand inclus in structura sa atat
bobine cat si condensatoare. Dipolul este excitat de un semnal sinusoidal iar
raspunsul acestuia are amplitudinea si faza initiala dependenta de frecventa
semnalului de excitatiec. Daca frecventa semnalului de excitatie si / sau
parametrii dipolului variaza, atunci defazajul dintre semnalul raspuns si de
excitatie este nul. Regimul de functionare al dipolului in care defazajul este
nul poarta denumirea de regim de rezonanta.

Deoarece (pzarctg§ sau (p:arctg% anularea defazajului implica
(§] (5]

Xe=0, sau Be=0, relatii ce reprezinta conditiile de rezonanta a unui dipol.

4.8.1 Rezonanta serie (rezonanta tensiunilor)
Un astfel de regim poate fi obtinut prin conectarea in serie a unui
rezistor, bobina ideald si condensator ideal alimentate fie de la un generator

1deal de tensiune, fie de la unul ideal de curent.
R Xeoo —iXe

E
Fig. 4.80
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Ecuatia in complex a tensiunii la bonele dipolului este:
U=U, +U, +U. =RI+jX,I+jX I=2I unde Z=Z¢* (4.209)
Z=R+j(X, -X.)=R,+jX, (4.210)

Conditia de rezonanta: X, =0 = X, -X.=0 = o,L :% =
®,

1
=2nf, =— 4211
W, = 2nl, \/E ( )

conduce la posibilitatile de realizare a rezonantei prin:
- variatia frecventei semnalului de excitatie;
- modificarea inductivitatii sau capacitatii.
Diagrama de fazori la rezonanta este:

J Ucy
arie

O‘ UR:U curent 0 wt

U ~UC

U,

v

Fig. 4.81
Impedanta circuitului la rezonanta este.

2
Z, ., = R%(mL—LJ =R (4.212)
0 oC

=0,
Curentul din circuit la rezonanta are valoare maxima fiind limitat
numai de rezistenta circuitului.

18]
=o (4.213)

Intrucat la rezonantd u,|,, =U. si sunt independente de

=g =g

tensiunea de alimentare este posibil ca tensiunea pe elementul reactiv sa fie
maim ared ecdtt ensiunead e alimentare,c onducandl a aparitia
supratensiunilor.

Conditia de existentd a supratensiunilor este: U |, >Ucl,.,. ;

d N - L (U, : danta

o,LI, >RI, ar o, :F' umim Z,= o1 - 1mpedanta
LC ©=0

caracteristica raportul dintre tensiunea pe elementul reactiv si curentul din
circuit la rezonantad. Conditia de aparitie a supratensiunilor poate fi
exprimata si prin inegalitatea:
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L o
\/g >R, - apar supratensiuni. (4.214)

Numim factor de calitate al circuitului rezonant raportul dintre
tensiunea pe elementul reactiv si tensiunea de alimentare definit de relatia:

U)o (Be) (UeUe) Ul 7
S P e B T B e B
IR

=y

Inversul factorului de calitate -—=d se numeste factor de amortizare

S
ce reprezintd, din punct de vedere, fizic raportul dintre tensiunea aplicatd
circuitului si tensiunea de la bornele elementului reactiv.
Reprezentand grafic (fig,4.82): U, =f(o) $1 U, =f(w):

U, =oLl= oL v : (4.216)
JRZ{M_I)
oC

rezultd maximizarea tensiunii pe bobina ideald pentru pulsatia:

O, =0 = o, >0, (4.217)
2-d
iar maximizarea tensiunii pe capacitate pentru:
42
Ve _g o om0y 225 = o <o, (4.218)
om 2
_u
‘ﬁ *?
z Uc 1 UL
g Iry :%2 cu R2>R1
0 W (U] WL N
fig. 4.82

Daca o. <0 atunci nu mai apar supratensiuni < 2-d><0 =
d>+2 -conditia de inexistenta a supratensiunilor.

Oscilatii de energie la rezonanta tensiunilor

Valorile instantanee ale en ergiei i nmagazinate 1 n cam pul el ectric
(condensator) respectiv campul magnetic sunt:
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W :%cuz, W, :%Liz (4.219)
unde: - i =+/2Isin(wt+y,)iar u, :LITidt:—JELcos(mt+yi).
Ch oC

Energia totald Tnmagazinata in circuitul serie este suma energiei din
condensator si bobind, iar la rezonanta, energia inmagazinata are valoarea:

W, = (LI2 )r [cosz(o)t +7; )+ sinz(cot +7; )]: (LIz)r (4220)
sau functie de valoarea maxima a curentului: 1= \1/5
A :lLIfn =1CU3“ =ct. (4.221)
2 2
Concluzie:

La rezonanta au loc oscilatii neamortizate ale energiei intre bobine si
condensatoare. In acest regimnu are loc schimb de energie intre surse si
campul electromagnetic al circuitului. Sursele furnizeaza energie numai
rezistoarelor 1n care se produc efecte Joule-Lentz.

4.8.2 Rezonanta de curent (paralel)

Acest regim p oate fire alizat la b ornele u nui c ircuit f ormat d in
gruparea paralel R, L, C alimentata de la o sursa sinusoidala de tensiune sau
de curent (ﬁg.4.8‘3).

Curentul absorbit de dipol este:
=i, +1, +i,
4.222
i:GU+ijidt+cd—” ( )
L dt
Trecand in complex relatia de mai sus obtinem:

1=U[G-(B, -B,
I=U[G-j(B, -B.)] (4.223)
1=UY cu I=U4yG>+B?

Conditia de obtinere a rezonantei impusa dipolului conduce la

B=B -B.=0 = i—%czo (4.224)
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Admitanta circuitului: Y=G-jB la rezonantd devine: Y=G.

Reprezentarea functie de frecventd a admitantei si susceptantelor este redata
in fig.4.84.

Y, Bi, Be

G
) BL ©

regim Wo regim
inductiv capacitiv

Fig. 4.84

La rezonanta 1, =-1. iar curentul absorbit de la sursa, 1, =GU, - are
valoare minima.
Deoarece 1, =-1. este posibil in cazul rezonantei paralel ca valoarea

efectivd a curentului prin elementul reactiv sa fie mult mai mare decat
valoarea curentul absorbit de la retea: I. >I| o,CU>GU  dar

1

0, =—F—

JLc

\/g >G = Satisfacerea acestei conditii conduce la aparitia supracurentilor .

0=0) w=0y

A C . ST t 1 tul ti
Notand: - v, = ‘/— - admitanta caracteristic = S P CCMEM Teacy
- L tensiunea circuitului

v, =t @l |C (4.225)
U, U L
- factorul de calitate al circuitului:
,, Ll _oCU Y 4 (4.226)
ooy | G-U, G

=g
conditia de aparitie a supracurentilor devine: ‘/% >G
Oscilatiile de energie ce au loc in bobind si condensator conduc la

aceleasi concluzii ca si in cazul rezonantei tensiunilor.

4.8.3 Rezonanta de curenti in circuitele cu elemente reale
Se considera circuitul paralel format dintr-o bobina reald (R si L) si
condensator real (R2 si C) carora li se atageaza schema echivalenta serie:
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M R 1 JXL
!
2 Ro
U —
/| "
C
Fig. 4.85
Ecuatiile in domeniul timp si complex ale circuitului sunt:
i=1i +i, I=1,+1,
i =yu I=(Y,+Y,)U=Y.U (4.225)
i, =y,u Y =Y +Y,

Admitanta complexa echivalenta a circuitului este :

_3 R2+J’7

Y=Yy, e—t s Rmjob 7 TeC (4.226)
T 77 Ri+joL g .1 R’+(wl) , 1
i RI+|
oC 2 ®C

1

Vo= R ob L o€ |G _jp, (4.227)
- R +(oL) ) 1 R +(»L) 5 1
RS +| — RS+ —
(O] (O]

Impunand conditia de rezonanta B, =0 rezulta:
1

B=— -  eC __j (4.228)
R} +(@L) , (1
R2+| —
oC

IR

frecventa retelei.
Diagrama fazorilor la rezonanta poate fi una din variantele expuse in
fig.4.85:

Fig. 4.86
Concluzie:
Din diagrama de fazori rezultd componentele reactive ale curentilor
egale si opuse (curentii I1 si I2 pot fi diferiti).
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Este posibil ca ambii curenti (It si I2) sau unul din curenti sa
depaseasca curentul total Ir la rezonanta ceea ce produce supracurenti.

Daca rezonanta se realizeaza prin variatia frecventei sursei de
excitatie, din conditia Be=0 rezulta pulsatia de rezonanta:

1
ol wC 2 ~2| p2 LJ (L zJ
- =0 ; @/LC’|R;——|=Cl=—R’|(4.229
R+ o'l RioC il [-¢)-cle-=) o
®’C?
o, = (4.230)

Cazuri de ob‘;inere a rezonantei:

a) R > ‘/ si R, >\/7 atunci or este 0 marime reald;

b) R, <,/= 51 R, < "E atunci or este 0 marime reala;

- L . . -
c) daca R, :RZ:‘/E atunci rezonanta are loc la orice frecventa a

semnalului de excitatie.
In aceasta situatie:
- admitanta echivalenta este :

1 C 1
_2-l_¢ 4231
Ye " LR ( )
J +mm SR

oC

- c1rcu1tu1 este complet aperiodic si curentul este independent de
frecventa, avand

U
valoarea: | = —.

- defazajul dintre I si I2 in orice moment si la orice frecventa este de
90°.
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)

0
()
U
0 (2 ‘7§
Iy,
¥
Fig. 4.87
(g0, :‘”—i:m\/ﬁ (4.232)
C
tgg, =——— = (4.233)
L oy LC
A
\
tgo,tgp, =-1 = ‘~P1+(Pz:§ (4.234)

- Din diagrama de fazori rezulta ca tensiunea pe condensator U, si
curentul prin bobindl, sunt in faza iar energiile Inmagazinate in elementele
reactive sunt:

Wc:%CUf si Wm:%Lif (4.235)

Energiile cAmpului magnetic si electric oscileazd in faza de aceea nu
se produc oscilatiile de energie. Dacd uc si i1 cresc, at unci su rsele
(generatoarele) furnizeaza energie atat rezistoarelor cat si  campul
electromagnetic al circuitului, cand uc si 11 descresc energia inmagazinata in
camp se transforma in efect electrocaloric.

4.8.4 Rezonanta in circuite cuplate magnetic

Independent de natura cuplajului a doua circuite, este posibil ca prin
variatia fie a frecventei semnalului de excitatie, fie a parametrilor sa se
realizeze rezonanta in circuitul primar sau in cel secundar sau simultan in
ambele circuite.

Sa consideram circuitul cuplat magnetic din figura 4.88:

I R Ryl
K ek
Us Ly Ly, Lo
Cr Co
! .
Fig. 4.88
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Ecuatiile in complex ale celor doud ochiuri furnizeaza relatiile:

) 1
U, :|:R1 + J(a)Lll _Ej}l + jol, 1,
1
0—{R + j(a)L —Lﬂ + jol, |
2 22 oC, 121

U, =(R + JX;)I, + joL i
=( Xl + jel, 1, = 2% (4.237)
0=(R, + JX,)I, + jolL,1, R +joXy

(4.236)

. L
= U, :(R1 + X, +a)—_12jl_1 sau:

R2 + JX22
212 212
o L,R . o L
U, = Rl"'%"’ J Xll_z—lzzxzz I (4.238)
R, + X5, Ry + X5,
Impedanta echivalenta la poarta de intrare este: z %—: R, +jX,
unde: - X, =X, - %Xn - reprezintd reactanta echivalentd a portii de

intrare.
Pentru a obtine rezonanta prin variatia frecventei la poarta de acces a
circuitului primar este necesar si suficient ca X.=0:. (rezonanta tensiunilor)

rezultind:
1 o L},

. (oL, L |-
oL, oC. [ 1 Jz Lo)rL22 0., =0 (4.239)
R} +| oL, -
rC2
Facand aproximatia R, << X,,, rezulta:
212
ol —— oty gy (4.240)
o.C, 1
' oLy ———
o,C,
4 2 2
0! (CC,LLy, ~CC L3 -0 (L,C, +L,,C,)+1=0  (4.241)
Inmultind relatia de mai sus cu 1 rezulta:

11L22C1C2
2
wf(l—ij—w;‘( L1 j— ! =0 (4.242)
Lll L22 Ll ICI L22C2 Ll lcl L22C2
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Notand o =1-k’ denumit coeficient de dispersie ecuatia de mai sus
oA . 4 2 2 2 2 2
poate fi scrisd in forma: cw, — (a)m + 0y, )wr + w0y, =0.
Radacinile reale si pozitive ale acestei ecuatii sunt:

@) — o + \/(a’ozl - 0"022)z —4owy,
2
si reprezintd valorile pulsatiilor la care are loc rezonanta tensiunilor.
Daca cuplajul este slab o —1 solutiile tind la valorile proprii de
rezonanta ale circuitului primar respectiv secundar o, o, ; o, - o, . intre

w,,0, = (4.243)

pulsatii exista inegalitatile:
0, <0 < o (4.244)
In consecintd in astfel de circuite existd mai multe frecvente de
rezonantd. Rezonantele de tensiune si de curent se succed astfel, dupa o
rezonantd a tensiunilor urmatoarea rezonanta la cresterea frecventei este de
curent.
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5.1. Generalitati

Dintre s istemele te hnice, lac are a plicarea teoriei ¢ uadripolului
prezintd un interes deosebit, pot fi mentionate: transformatoarele electrice,
filtrele electrice, lin iile electrice | ungi, amplificatoarele, a tenuatoarele,
circuitele de corectie ale sistemelor de reglare automatd, unele circuite
electrice de masura, masinile electrice sau combinatii ale acestora, etc.

Deoarece i n te oria ¢ uadripolului comportarea c ircuitelor e lectrice
cuadripolare se urmareste fatd de bornele de legaturd cu exteriorul, pentru
studiul circuitelor respective se folosesc semnale care se definesc fata de
borne, respectiv care se masoara la borne. Astfel de semnale sunt tensiunile
la borne si curentii prin borne. O altd grupa de parametri care se d efinesc,
respectiv se masoara la borne, o constituie parametrii cuadripolului, despre

care se va vorbi ulterior.

L L

+
Port Port
9_1 Intrare Retea lesire =2
r r
Fig 5.1

In fig.5.1 est e p rezentat g eneric u n cu adripol, p entru care au f ost
indicate semnalele de acces 1n borne. Daca pentru fiecare dintre perechile de
borne 1-1’ si 2-2’ ale cuadripolului curentii prin borne sunt egali si de sens
contrar fata de cuadripol, el se numeste cuadripol sau diport.

Pentru acesta se pot scrie ecuatiile:

l,-1,=0 (5.1)

=1, = (5.2)
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Denumirea de cuadripol diport provine de la aceea ca el poate fi
considerat ca avand doud porti. Prin poarta se intelege o pereche de borne
pentru care este indeplinitd conditia ca suma algebrica a curentilor din
conductoarele circuitului exterior conectate la bornele respective sa fie nula.
Generalizand aceastd terminologie, un multipol cu 2n borne d e a cces,
grupate in n porti se numeste multiport sau n-port.

Bornele carora li se aplicd o tensiune din exterior sunt borne
receptoare si se numesc de intrare sau primare, iar b ornele 1 a car e sunt
conectate circuite receptoare sunt borne generatoare si se numesc borne de
iesire sau secundare. Pentru scrierea ecuatiilor cuadripolului, se adopta
regula de asociere a s ensurilor de referintd de la receptoare la bornele de
intrare si regula de asociere a sensurilor de referintd de la generatoare la
bornele de iesire.

Cuadripolii se pot clasifica pe baza acelorasi criterii care se utilizeaza
si In teoria circuitelor electrice. Astfel, cuadripolii p ot fiactivi sau pasivi
dupa cum contin sau nu surse de energie; daca sursele nu sunt independente
el se numesc neautonomi. O clasificare mai larga se face pe baza teoremei
reciprocitatii n cuadripoli reciproci §i nereciproci.

Dupa comportarea fatd de cele doud perechi de borne se deosebesc
cuadripoli simetrici §i nesimetrici.

Dupa caracterul parametrilor elementelor de circuit componente
cuadripolii pot fi liniari si neliniari, cu parametri concentrati sau parametri
repartizati.

Un cuadripol poate fi alimentat in sens direct ( pe la poarta de intrare),
sau in sens invers ( la poarta de iesire).

Circuitelor electriced et ip cu adripol 1 e co respund sch eme el ectrice
cuadripolare, pe baza céarora se studiaza aceste circuite. Metodele specifice
de rezolvare a s tructurilor ¢ uadripolare ¢ onstituie teoria cuadripolului. in
aceasta teorie comportarea circuitelor electrice se urmareste fata de bornele

de legatura cu exteriorul. Aceastd particularitate caracteristica limiteaza
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domeniul de aplicatie al teoriei cuadripolului in special la acele probleme la
care este suficient sa se cunoasca curentii si tensiunile la borne.

O particularitate esentiald a teoriei cuadripolului constd in aceea ca
permite rezolvarea circuitelor electrice cuadripolare fatd de perechile de
borne in legatura cu exteriorul, chiar fara cunoasterea in detaliu a structurii

lor interioare.

5.2. Multipoli. Cuadripoli generali si cuadripoli diporti

In cel mai general inteles, cuadripolul electric este un circuit electric
care are p atru b orne d e acc es cu exteriorul. Asupra st ructurii interne a
cuadripolului nu se impune nici o restrictie, astfel incat ea poate sa fie
oarecare. Numai in ceea ce priveste legatura cuadripolului cu exteriorul se
impune conditia ca aceasta sa se faca exclusiv pe la borne.

Notiunea de cuadripol electric nu se referd la un anumit circuit
electric.Ea are un d omeniu d e ap licabilitate f oarte larg, r eferindu-se i n
principiu la toate circuitele care satisfac definitia data. Circuitelor electrice
cuadripolare le corespund scheme elecrice cuadripolare, pe baza carora se
studiaza aceste circuite. In unele cazuri structura cuadripolard apare explicit
numai 1n schemele electrice. Circuitele si schemele electrice cuadripolare se
intalnesc intr-un numar mare in diferitele domenii ale electrotehnicii si ele
se referd la sisteme tehnice de cea mai mare importan{a practica. Notiunea
de cuadripol nu trebuie insa inteleasd numai in sensul simplu al identificarii
unor structuri cu patru borne de acces. Importanta acestei notiuni apare in
legaturd cu existenfa unei metode specifice de rezolvare a structurii
cuadripolare, metoda care se Incadreaza intr-uns istem or ganizat de
cunostinte, care constituie teoria cuadripolului.

Teoria ¢ uadripolului face p arte d in teoria c ircuitelor e lectrice, fiind
caracterizatd prin anumite particularitdfi, care determind de altfel si
domeniul d e p robleme unde folosirea ei este c ea mai rationald. In teoria

cuadripolului comportarea circuitelor electrice se urmareste fatd de bornele
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de legatura cu e xteriorul. Aceastd particularitate ¢ aracteristica limiteaza
domeniul de aplicatie al teoriei cuadripolului in principal la acele probleme,
la care este suficient sa se cunoasca curentii si tensiunile la borne.

Este evident ¢ & rezolvarea circuitelor e lectrice cu adripolare, atunci
cand structura lor interioard este cunoscuta, se p oate face si prin metode
obisnuite ale teoriei circuitelor el ectrice. In problemele mentionate,
aplicarea teoriei cuadripolului conduce in general la o simplificare esentiala
a operatiei de stabilire a ecuatiei schemelor cuadripolare, in principal ca nu
necesitd determinarea curentilor si tensiunilor din interior. Acest avantaj
devine cu atit mai e vident, cu c 4t schema electricd a circuitului este mai
complexa. Teoria cudripolului conduce deci la o rezolvare expeditiva si prin
aceasta la o insemnata economie de timp.

O particularitate esentiald a teoriei cuadripolului constd in aceea ca
permite rezolvarea circuitelor electrice cuadripolare fatd de perechile d e
borne in legatura cu exteriorul, chiar fara cunoasterea in detaliu a structurii
lor interioare. Aceastd observatie se referd la cazul cand cuadripolii sunt
realizati. Daca cuadripolul realizat are o structura foarte complicatd sau
necunoscutd, teoria cuadripolului ofera singura metoda de analiza ce poate fi
practic aplicatd. Permitand tratarea unitara a unor probleme de baza ce
intervin la un numar mare de circuite electrice cuadripolare care altfel pot fi
diferite atat ca strucura cat si ca domenii de aplicatie, se poate considera ca
teoria cuadripolului constituie partea comuna a teoriei acestor circuite.

Deoarece in te oria ¢ uadripolului comporarea c ircuitelor e lectrice
cuadripolare se urmareste fatd de bornele de legatura cu exteriorul, este
natural ca in cadrul acestei teorii sa se foloseasca pentru studiul circuitelor
respective marimi care se definesc fata de borne, respectiv care se masoara
la borne daca cuadripolul este realizat. Astfel de marimi sunt tensiunile la
borne si curentii prin borne. O altd grupd de marimi care se definesc,
respectiv se misoard la borne, o consituie parametrii cuadripolului. In

fig.5.1 se indica curentii prin borne pentru un ¢ uadripol oarecare. In total
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suntpa truc urenti (/y, [’1, 1,, ['2), si sase tensiuni la borne
(Ujp=U1,Uyy =U,, Uy, Upp, Uy, Uy ) ¢ orespunzdtoare cel  or

6= Cf perechi de borne care se pot considera. Dintre acestea se considera

principalele perechi de borne 11° g1 22°.

Daca pentru fiecare dintre perechile de borne 11° 122’ a le
cuadripolului ¢ urentii pr in bor ne s unt e gali sid e sen s c ontrar f ata de
cuadripol, el se numeste cuadripol in inteles restrans sau cuadripol diport.
Daci curentii prin borne sunt diferiti el se numeste cuadripol general. in

cazul unui cuadripol diport se pot scrie relatiile:
L-1,=0si1)—1,=0 (5.3)

care nu sunt sat isfacute de cuadripolul ge neral. A tunci ¢ and s e foloseste
termenul simplu de cuadripol, fara nici o specificatie, se intelege obisnuit
cuadripol diport.

Denumirea de cuadripol diport provine de fapt, din consideratia ca
acest tip de cuadripol poate fi prezentat ca avand doua porti . Prin poarta se
intelege o pereche de borne la care este indeplinitd conditia cd suma
algebricd a curentilor din conductoarele circuitului exterior conectate la
bornele respective sd fie nula — relatia (5.3). Generalizand aceasta
terminologie, un multipol c u2 n borne de a cces, gr upatein n porti se
numeste multiport sau n-port.

Bornele, carora li se aplicd o tensiune din exterior, sunt bor ne
receptoare si se n umesc b orne d e intrare sau primare, iar bornele, la care
sunt co nectate circuite r eceptoare, sunt bor ne ge neratoare si se n umesc
borne de iesire sau secundare. Pentru scrierea ecuatiilor, obignuit se adopta

regula de asociere a sensurilor de referintd de la receptoare la bornele de
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intrare si regula de asociatie a sensurilor de referinta de la generatoare la
bornele de iesire.

Pentru o mai buna intelegere a notiunilor de cuadripol diport si
cuadripol general sunt necesare unele explicatii. Cuadripolul in inteles
restrans apare in general ca un circuit intermediar intre un generator si un
receptor, care nu sunt | egate d irect in tre e le. O astfel de dispozitie este
aritatd schematic in fi g.5.2. In aceastd figura se considerd un c uadripol
pasiv, f ormat di ntr-o combinatie oarecare de rezistente, inductivitai si
capacitati. La bornele 11°, ale cuadripolului este conectat un generator de
t.e.m. Ue si impendantd interioara Zi, iarl a b ornele 2 2’ est e co nectat
circuitul receptor caracterizat prin impendanta Z. B ornele 11° s unt d eci
borne de intrare, iar 22’ sunt borne de iesire. Se poate obs erva intre
generator §i receptor nu exista nici o alta legaturd in afara de cea realizatd
prin intermediul cuadripolului. Egalitatea curengilor pentru fiecare dintre
perechile de borne 11°s1 22° este astfel evidentiata. La cuadripolul diport
schimbul de putere electromagnetic cu exteriorul se face pe la cele doud
perechi de borne 11° si 22° (porti), la care sunt conectate circuitele dipolare
exterioare.

Pe masura ce circuitele electrice sunt mai complexe apare necesitatea
considerarii cazurilor mai generale si anume cand curentii prin borne, pentru
fiecare din perechile de borne 11° si 22’ ale cuadripolului nu mai sunt egali.
Se poate obtine in mod simplu o imagine despre cuadripolul general,
presupunand ca intre bornele 1’ 12 a le c uadripolului se ¢ onecteaza
impedanta exterioara Z3. Datoritd curentului 13 care se stabileste 1n
impedanta Z3 curentii prin borne Ii si li°, respective I2 si l2;, nu mai sunt

egali. In aceste conditii, cuadripolul incadrat in ¢ henar este un ¢ uadripol
general (/; ;tfl si 1, 7&['2 ). Dacd se considerda Z» = oo, deci I3 = 0,

cuadripolul devine din nou cuadripol restrans.
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Cuadripolul general presupune deci existenta unui schimb de putere
electromagnetic cu exteriorul si pe la bornele 1°2°, la care este conectatd
impedanta exterioara Z3. Deoarece cuadripolul general poate fi prezentat ca
avand trei porti el se mai numeste si cuadripol triport. Desi in cazu I
cuadripolului general curentii prin borne sunt diferiti, Inci rcuitele
exterioare ale fiecareia dintre cele 3 perechi de borne curentii sunt egali.

La inceput teoria cuadripolului (diport) a fost formulata in legatura cu
rezolvarea unor probleme de telecomunicatii. In scurti vreme ea a fost
aplicatd in cele mai diferite domenii ale electrotehnicii sic hiar in a lte
domenii. Astfel notiunea de cuadripol a fost generalizata si pe ntru unele
sisteme mecanice. Importanta teoriei cuadripolului diport a fost confirmata
pe deplin in cursul celor aproximativ sase decenii de la primele ei formulari.
Dintre s istemele te hnice la ¢ are aplicarea teoriei ¢ uadripolului d iport
prezinta un interes de osebit pot fi mentionate: linii e lectrice lungi, filtre
electrice, amplificatoare, atenuatoare, transformatoare ¢lectrice, circuite de
corectie ale sistemelor de reglare automata, giratoare, unele circuite electrice
de m asurda, masini el ectrice sau co mbinatiia le a cestorae tc. T eoria
cuadripolului general este data mai recent. Din punct de vedere al utilitatii
practice, in pr ezent pe pr imul pl an s e g dseste inca teoria cu adripolului
diport. Problemele legate de rezolvarea schemelor electrice din ce in ce mai
complexe deschid 1nsa teoria cuadripolului general un domeniu de aplicatie
tot mai larg.

Cuadripolii se pot clasifica pe baza acelorasi criterii care se utilizeaza
si in teoria circuitelor electrice. Astfel cuadripolii pot sa fie activi sau pasivi,
dupa cum contin sau nu surse de energie; dacd sursele sunt independente
cuadripolii ( activi) s enum esc autonomi,i arda ca sursele nus unt
independente ei se n umesc neautonomi. O clasificare mai larga se face pe
baza t eoremei r eciprocitdfii in cuadripoli re ciproci §i nereciproci. Dupa
comportament fatd de cele doua perechi de borne se d eosebesc cuadripoli

simetrici $i nesimetrici. Dupa caracterul parametrilor elementelor de circuit
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componente cuadripolii pot fi: liniari si neliniari; cu parametrii concentrati si
parametrii repartizati. Daca transferul de energie arel oc numai intr-un
singur sens cuadripolii se numesc unidirectionali, iar daca are loc Tn ambele
sensuri ei se numesc bidirectionali. Se mai pot deosebi cuadripoli de curent

continuu §i curent alternativ.

5.3. Cuadripoli rezistivi neliniari

a. Ecuatii caracteristice. Cuadripolul rezistiv neliniar se defineste la
fel ca dipolul rezistiv neliniar; este un element de circuit static; ecuatiile pe
care le satisfac tensiunile si curentii sunt ecuatii de stare neliniara; in locul
curbei caracteristice tensiune-curent sau curent-tensiune, intervin s uprafete
caracteristice bidimensionale in sisteme de coordonate tridimensionale, iar
ecuatiile capata formele urmatoare:

o

I p Uy 6y )

rz

=

Fig. 5.2
n=i1(uu2); 2=i2(u1,u2) (5.4)
pentru cuadripolul cu control de tensiune la intrare si iesire;
ur=ui(in,i2); uz=ua(i1,i2) (5.5
pentru cuadripolul cu controlul de curent la intrare si iesire;
ui=ui(ii,u2); 12=12(11,u2) (5.6)
pentru cuadripolul cu control de curent la intrare si tensiunea la iesire;

11=11(u1,12); u2=u2(u1,12) (5.7)
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pentru cuadripolul cu control de tensiune la intrare si de curent la iesire.

De ex emplu, ecu atiei u 1(i1,12) 11 co respunde suprafata caracteristica
reprezentatd in fig.5.2.
b. Analiza unui cuadripol rezistiv neliniar prin metoda micilor
componente (analiza la semnal mic).
Fie cuadripolul rezistiv neliniar cu control de curent la care e conectat la
bornele de intrare un generator independent de tensiune electromotoare e, in
serie cu rezistorul R, iar la iesire e conectat rezistorul R2. Tensiunile ui,uz si
curentii i1,i2 sunt solutii ale ecuatiilor cuadripolului.

ui=ui(iniz2); u=u2(i,i2); (5.8)

si ale ecuatiilor ochiurilor de la intrare si iesire,

ui=e-Riii; u2=Roiz; (5.9)
i1 i iy ai
£ l‘_ —12 fe 11_ _lg
|.|1l ‘[‘“E Eg , l au=fai lﬂui Ei
7] T T RE
Fig. 5.3

Existenta si unicitatea solutiilor ecuatiilor ( 5.5-5.6) depinde de
neliniaritatea functiilor ui(ii,i2) si u2(i1,i2); solutia poate fi unica, sa nu existe
si pot fi mai multe solufii.

Fie Ui, Uz, |1, |2 solutia unica a sistemului de ecuatii ( 5.5-5.6)
corespunzand unei t.e.m. continue E:

Ui=Ui(11,12); Ua=Ua(11,12); (5.10)
Ui=Ei-Ril1;Ux=Raly; (5.11)

Daca suprafetele caracteristice ui(ii,i2) i u2(i1,i2) s unt s uficient d e

netede, unei mici variatii a t ensiunii ge neratorului Ae(t), (

Ae(t)| << E),

e(t)=E+Ae(t), 1i corespund mici variatii a le te nsiunilor Aui(t) si Auz(t),
respectiv ale curentilor Aii(t) si Aix(t), denumite incrementale,
ui(t)=Ui+Aui(t) ;uz(t)= Uzt Auz (t); (5.12)
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n(t)y=hL+A1(t); 2(t)=la+ Ai2(t). (5.13)
Analiza ¢ uadripolului rezistiv n eliniar la s emnalul m ic p erturbator

Ae(t) e similara cu analiza corespunzatoare are zistoruluin eliniar.

Inlocuind e xpresiile lui e, u 1,u2,i1,i2 din (9-10) in ecuatiile (5-6) si tinand
seama de (7-8) rezulta:

Uit Aui=ui(hi+ A+ A12);Us+ Awo=u2(li+ A 11,2+ A12); (5.14)

Aui=Ae-RiAii; Au=R2 A 1z; (5.15)

Daca se dezvolta in serie Taylor membrii 2 ai ecuatiilor 5-11 si se retin

numai primii trei termeni ai dezvoltarii, se obtine:

. . . . A
ul(I1+A|lI2+A|2);U1(I1,I2)+%A|l+a—l_11Al2 (5.16)
’ Il 2
U1, 1 2)+ZIIA| + AL ZU, (1, 1,) + R, (1A + R, (1,)A:
1 2
. . . A
u,(1, +Ai, |2+A|2);uz(|1,|2)+%m1 Ny j, (5-17)
’ II 2

ou ou . .
U,(1,1,)+ alel +K2A| =U,(1,,1,)+R,,(1,)Ai, + R, (U, )Ai,;

1 2

in care s-a notat cu R, (l,) si R,,(l,) rezistentele dinamice de intrare i cu

R,,(l,) st R, (l,) rezistente dinamice de transfer:

ou Gu
Ru(ll):a—i:; R,(1,)= 3, (5.18)
ou
R21(|1):8_i2; Rzz(lz)zaTz; (519)
1 2

Inlocuind (5.13) si (5.14) in (5.11) se deduc ecuatiile:
Au, =R, (I)AI; + R, (1,)Ai,; Au, =R, (1AL + Ry, (1,)Ai;
(5.20)
sau matricial:
AU =rAi,

in care:
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AU] . Ail R115R12
Au = ; A= |, R= . (5.21)
Au, Al, R, R,

La semnal mic, ecuatiile neliniare (5.7) trec in ecuatiile liniare

corespunzitoare (5.17) si cuadripolul este liniar fig. 5.2.1n punc tele de
functionare P, (U,,l,,1,) din spatiul i,,i,,u, suprafetele caracteristice
u, =u,(i,li,), k=12 se aproximeaza prin planele tangente.

Rezolvand ecuatiile (5.15) si (5.20), se obtin raspunsurile incrementale
Au,,Au,,Al, si Ai, la semnal mic Ae,

. R,—-R . R
Ai, =—2—2.Ae; Ai, :—f-Ae; (5.22)
Au, = Rll(RZZ — Rz)_ R12R21 Ae;  Au, =-— RZRZI - Ae;
A A
(5.23)
A=(R; +R)(Ry, —R)=R,R,,. (5.24)

5.4. Elemente cuadripolare de circuit
5.4.1. Surse comandate

Sursele i deale s unt modele matematice care modeleaza generatoarele
reale (fizice) de tensiune sau curent.

Sursa ideala de tensiune are impedantd de iesire nula.

Sursa ideald de curent are impedanta de iesire infinitd. Simbolul,

relatiile matematice si caracteristica (i,u) sunt prezentate in figura de mai jos:

ity i |

VsauU

i =i(t), u=oricat
Fig. 5.4
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Sursele comandate sunt modele matematice ce caracterizeaza elemente
de circuit de tip diport, care la poarta de iesire pot fi modelate ca surse ideale,
valoarea marimii de iesire (tensiune sau curent) fiind dependenta de valoarea
marimii de intrare (tensiune sau curent). Ele modeleaza circuite reale care
indeplinesc functia de amplificare.

Dupa tipul marimii comandate (de iesire) si cel al marimii de comanda
(de intrare) intalnim 4 tipuri de surse comandate:

- sursa de tensiune comandata in tensiune (STCT):

NN

- sursa de tensiune comandata in curent (STCC):

IR

- sursa de curent comandata in curent (SCCC):

HEHHIK

- sursa de curent comandata in tensiune (SCCT):

e o)l

Amplificatorul operational (AO)e ste un circuit (i ntegrats aud iscret)
prevazut cu doua borne de intrare si o bornd de iesire, furnizand la iesire o
tensiune (fata de masa) egala cu replica amplificata a tensiunii dintre cele doua

borne de intrare. Simbolul utilizat pentru AO este prezentat mai jos:
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M

)

Vo) =A (vpv))

Fig. 5.5
Amplificatorul operational realizeaza amplificare mare, bandd de frecventa
suficient de larga in aplicatii uzuale, impedanta de intrare mare si cea de iesire
mica.
In functie de aplicatia concretd, modelul adoptat pentru AO poate fi diferit.
Aceste modele se Tmpart in doua categorii: liniare si neliniare.

Cel mai simplu (si mai utilizat) model liniar este cel numit nulator-
norator, aceste doud cuvinte desemnand denumirile uniportilor degenerati ce
modeleaza intrarea, respectiv iesirea amplificatorului operational. In acest
model, de numit amplificator operational ideal, acc eptabil 1 n majoritatea
aplicatiilor, se considera amplificarea, banda de frecventd si impedanta de
intrare infinite, iar impedanta de iesire nuld. Simbolul si relatiile matematice

sunt prezentate mai jos:

o i] i20
uy =0 u2=uri|:it
u1¢§) g* us i] =0 iziuricil
=} (=]

Fig. 5.6
Se pot face o serie de observatii in legatura cu acest model:
- nulatorul si noratorul apar intotdeauna in pereche;
- noratorul are intotdeauna un terminal legat la masa;
- nulatorul impune doud restrictii semnalelor aplicate la bornele sale, iar

noratorul nici una;
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- pe model nu sunt precizate bornele de intrare inversoare si neinversoare, insa
intr-o aplicatie concreta ele se precizeaza in asa fel incat stabilitatea circuitului
sa fie asigurata.

Analiza circuitelor cu AO se face in cazurile simple cu legile lui Kirchoff,
iar 1 n cazu ri mai co mplicate cu metoda Nathan, care este in esentd o
generalizare a te oremei te nsiunilor n odale p entru circuite ¢ ue lemente
degenerate. In ambele metode ideea este de a folosi cele 2 restrictii pe care le
impune nulatorul.

Renuntand pe rand la idealizarile facute in modelul de mai sus se obtin o
serie de modele liniare care se apropie din ce in ce mai mult de amplificatorul
operational real, care are amplificare finitd si dependenta de frecventa,
impedanta de intrare mare, dar finitd, impedanta de iesire mica, dar nenula.

Incazulin care nivelul se mnalului d e i ntrare este s uficient d e mare
pentru a obliga tensiunea de iesire sa atingd valoarea tensiunii de alimentare
este necesarda adoptarea unui model neliniar. Doud sunt neliniaritatile
principale care se manifesta in functionarea AQO: intrarea in saturatie si viteza
maxima de variatie a semnalului la iesire (slew-rate, viteza de oscilatie este
definita ca viteza de variatie a tensiunii pe unitatea de timp).

Prima este pusd in evidentd mai jos cu ajutorul unor caracteristici de tip

comparator, respectiv de amplificator cu limitare:

'IJ L'
[ ]
A
U l lp.u u l R; Au i l R; alsuls]| als]= 5
S0
L — o 2

Fig. 5.7

amplificator liniar
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I“ IJ.I

Fig. 5.9

A doua manifestare neliniara consta in aceea ca, in functionarea cu nivel
mare al semnalului de intrare si la frecventa ridicata, semnalul de la iesirea AO
nu mai reuseste sa urmareasca variatiile rapide ale semnalului aplicat la
intrare, astfel incat forma tensiunii de iesire apare distorsionata (la frecvente
foarte mari, practic triunghiulard). Se pune astfel in evidentd o viteza maxima
de variatie a semnalului la iesirea AO, denumita slew-rate (SR), masurata in
V/us si care constituie un parametru de catalog. Explicatii mai amanuntite
asupra originii acestei manifestari vor fi prezentate la cursul de Circuite
integrate liniare. Pentru scopul acestei prezentari ne vom multumi cu un calcul
simplu care ilustreaza relatia dintre acest parametru si marimile din circuit.
Sa presupunem ca la iesirea AO avem un semnal sinusoidal cu amplitudinea

Vo s1 pulsatia mo:
Vo(t)=Vosina,t (5.25)

Se stie ca viteza de variatie a unei marimi este data de derivata acesteia
in raport cu timpul, In consecinta viteza de variatie a tensiunii la iesirea AO se
calculeaza cu relatia:

dvo

=V 0@, COSw,t
dt (5.26)
de unde rezulta ca valoarea maxima a acesteia este:
sR=(do)  =V,0, [Viss]
dt (5.27)

Se pot face acum o serie de observatii:

223



Adrian A. Adiscilitei: Teoria Circuitelor Electrice

- aceastd manifestare neliniara apare mai intai la trecerile p rin zero a le
semnalului de iesire;

- SR se determind masurand panta semnalului triunghiular de la iesire (la
cursul d e circuite integrate liniare se va arata ca, in realitate, pantele
crescatoare si descrescatoare nu sunt riguros egale);

- intr-o aplicatie concreta, cunoscand valoarea tensiunii de alimentare ( egala
cu valoarea maxima la care ar putea ajunge Vo ) si citind din catalog
valoarea SR pentru amplificatorul operational folosit se poate determina
valoarea maxima a frecventei de lucru pand la care aceastd manifestare

neliniara nu va apare, marime denumita banda de castig integral:

SR
Omax — Ty (528)
V

5.4.2. Scheme echivalente ale tranzistoarelor bipolare

O aplicatie a elementelor active comandate o constituie utilizarea lor in
stabilirea schemelor echivalente ale tranzistoarelor NPN si PNP.

Se considera tranzistorul PNP al carui simbol, cu borna comuna la baza,
este reprezentat in fig.5.5, in care s-a adoptat regula de asociere a sensurilor de
referintd de la receptoare pentru ambele porti ale cuadripolului. Ecuatiile
Ebers-Moll, al e t ranzistorului, co nsiderat el ement d e ci rcuit cuadripolar cu

control de tensiune, sunt urmatoarele:

=2, % —1)+a, @ 1) (5.29)

i; =2, (""" —1)+a, (™" -1); (5.30)
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] I v
I i ¥ Iy

®

Fig. 5.10
In care s-a notat cu: qe-sarcina electrica a electronului, k-constanta lui
Boltzmann, T -temperatura i n gr ade Kelvin, ue, uc -tensiunile la bornele

cuadripolului, ie, ic- curentii corespunzatori si aij constante. Eliminand intre

cele doua ecuatii termenul e®"'¥" si apoi termenul e%"’*" se obtin ecuatiile:
ictacic=Teo (€%'*T —1) (5.31)
Ocictic=Tco( €%/ —1). (5.32)
in care s-a notat:
a12 a21 a12a2] . a'21a'12
a,=—; a,=——; l,=a, - ; 1y =8y, ————. (5.33)
a22 a'll a22 all

In membrii 2 ai ecuatiilor (5.31-5.32) se regisesc expresiile curentilor
diodei semiconductoare cu jonctiune PN avand caracteristica Schotki. Prin
urmare [eo este intensitatea curentului invers de saturatic a diodei emiter-
baza cu colectorul deschis ( ic=0,) si lco este intensitatea curentului invers de
saturatie a diodei colector-baza cu emiterul deschis ( ie=0).

Ecuatiilor (5.31-5.32) le corespunde schema echivalenta reprezentata
infig 5.10.b,c ontinand 2 diode cu jonctiuni §i2 su rse co mandate
(generatoare de curent cu control de curent). In fig.5.10 .a s-au reprezentat
caracteristicile ie(ue) pentru diferite valori ale curentului ic si caracteristicile
ic(uc) pe ntru d iferite v alori a le ¢ urentuluii e. I ntr-o prima aproximatie,

caracteristicile se inlocuiesc cu segmente de dreapta.

225



Adrian A. Adiscilitei: Teoria Circuitelor Electrice

5.4.3. Transformatorul ideal
Transformatorul ideal este un model idealizat al transformatorului fara
pierderic uc uplajp erfect. L a acestm odel seaj unge co nsiderand
permeabilitatea magnetica relativdi a miezului foarte mare. In acest caz
reluctanta miezului poate fi considerata nula si teorema lui Ampere:
ORm =Ni1li+Nazl2, (5.34)
devine:
Nili+N2l2 =0, (5.35)
Impartind ecuatia cuN | tindnd contde e xpresiar aportuluid e
transformare, se obtine expresia simpla:

N
i1+ ni>=0, unde n= N—2 (5.36)
1

La i nversarea sen sului d e infasurare a 1 une ia di ntre b obine ( de

exemplu, una secundara relatia dintre curenti se scrie:
11- ni2=0, (5.37)
De remarcat cd puterea totala la b ornele transformatorului ideal este

nula:

P=uii1 + w2i2= w1 +ni1 (-iv/n) =wi-win=0,  (5.38)
Interpretarea acestui rezultat este simpla: energia acumulata in campul
magnetic d in t ransformatorul i deal est e n uld. S imbolul transformatorului

ideal este prezentat in figura de mai jos.

0%—‘” 1:n ’_(_.EZ L 1:n 12
YUl D g . U2 u1 u2
TI
U2=nU1 TI _ _
i1+ni2=0 U2=nU1
i1--ni2=0
Fig. 5.11
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care reprezintd ecuatiile transformatoruluii deal,a vandr aportul de

transformare egal cu raportul rezistentelor de giratie,

I
N _ e, (5.39)

n, 1
n, ry

a) O bobind dein ductivitate L =rg2 -C, si curent initial i, (0) este
echivalentd cu un condensator de capacitate C sit ensiune initiald

u.(0)=r, -i_(0), conectat la bornele unui girator de rezistenta de girafie rg.

Inlocuind in ecuatiile caracteristice curentul i2 prin condensator,

du
i=C —=% | 5.40
=C— (5.40)
se obtine:
du
u=rC—=. 5.41
1= Ig dt ( )

Derivand in raport cu timpul ambii membri ai celei de a doua ecuatie

PN . du, : <
caracteristica si inlocuind d_t2 in ecuatia (5.30) rezulta:

w=r; C % (5.42)

din care se deduce echivalenta:
L=r’C. (5.43)

Din a doua ecuatie caracteristica scrisd la momentul t=0 rezulta
uc(0)=r¢irL(0);

L
I’_

b)  Uncondensator de capacitate C = —- si tensiune initiald uc(0) este

9

. o . .. . C uc(0)

echivalent cu o bobind de i nductivitate L si curent i nitial 1 L(0)= ,
r
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conectatd la bornele unui girator d e r ezistenta de giratie rg. D emonstratia

este similara.

5.5. Cuadripoli in regim permanent sinusoidal
5.5.1. Ecuatiile cuadripolului

Relatiile stabilite intre curentii si tensiunile la borne reprezinta
ecuatiile cuadripolului. Acestea caracterizeaza complet comportarea
cuadripolului fatd de bornele de legatura cu exteriorul. Se pot stabili doud
astfel de relatii, pentru cele doua porti ale cuadripolului.

Se considera (fig.5.12) un cuadripol liniar pasiv functionand in regim

permanent sinusoidal.

o—s 1
U, ( )Qz
O l——0
¥ I
Fig. 5.12

Se analizeaza cuadripolul dat cu metoda curentilor de bucla. Circuitul
contine b bucle independente din care una este cea care contine poarte de
intrare, iar o a doua va contine poarta de iesire. Sistemul dat de metoda
curentilor de bucla va avea b ecuatii din care se pun in evidenta cele

corespunzatoare buclelor ce contin cele doua porti:
Ly Lh+Zyp o+t 2y -1y =Uy

;21'|_I1+;22'|_I2+"'+Z2b'|_lb=_Q2 (5.44)

Zop-li+Zpylp+-+Zy -1, =0

Curentii celor doua portis e vord etermina cu ajutorul t eoremei

suprapunerii efectelor:
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|_1 =|_1

|_2 =|_2

(5.45)

Sistemul dat de metoda curentilor de bucla se rezolva de exemplu prin

regula lui Krammer :

U, Zp Zy,
o1 Y 2y Zsy,
|_1 = g
0 Zy Ly,
;11 Ql Zlb
. 1 Ly —U, - Zy,
|_2 ="
A
Zbl O be

1
Z'(Ql'éllJer 'élz)

'(‘Ql'ézﬂ‘uz 'ézz)

> |~

in care s-a notat prin A determinantul sistemului:

;11 ZlZ

ZZl ;22
A=

Zbl ZbZ

Zy,
Ly

Zyy

(5.46)

(5.47)

(5.48)

Curentii celor doua porti ale cuadripolului analizat se pot scrie deci

sub forma:

|_1:g.ul+%.gz

A

|_2=

A

_Sa.y —222 .y,
U, -==-U
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Coeficientii acestor ecuatii au valori complexe si dimensiunea unor

admitante, asa Incat se pot face urmatoarele notatii:

== =Y ==z =Y
A AT
(5.50)
_ =Ll — Y _ =< _ Y
é 21 A —22

Cu aceste notatii, curentii celor doua porti ale cuadripolului iau forma:

{11 =111'Q1+Lz'llz (5.51)

lz :!21 'Ql +X22 'L_Jz

Sistemul obtinut reprezinta ecuatiile cuadripolului in functie de

parametrii admitanga. Aceste ecuatii pot fi scrise 1 matricial sub forma:

(]=[v]-u] (5.52)

I_l gl !11 ilZ
M{] M]{ } B]{ } (5.53)
|_2 QZ !21 122

Sistemul ecuatiilor cuadripolului in raport cu parametrii admitanta se

in care:

rezolva functie de tensiunile celor doua porti ale caror tensiuni sunt
considerate necunoscute.

[ S _Y_22 | _Y_i |
Yo &Y 7 AY T

U, =L [T 11__24 _Yu
22— - -1 -2
Y\, LT Ay Ty
- 21 12

(5.54)

unde s-a notat:
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Y1 Yoo
AXK
Yo Yo

Coeficientii curentilor din sistemul anterior au dimensiunea unor

(5.55)

impedante si se noteaza ca atare:

Yo 7 _ Y
£11 AY £12 AY
(5.56)
Y Y
Z.o= _=21 Z — =11
£21 AY £22 AY
Cu aceste notatii sistemul devine:
U =2y 11 +Z55 15
(5.57)
U,=2Zp-l1+Z5 1,

Sistemul obtinut reprezintd ecuatiile cuadripolului functie de

parametrii impedantd. Acesta poate fi scris sub forma matriciala:

ul=[z]-[1] (5.58)
in care
le ;12
z]- : (5.59)
;21 Z22

Pentru determinarea ecuatiilor fundamentale al e cu adripolului, s e
rezolva sistemul ecuatiilor functie de parametrii impedantd in raport cu
tensiunea si curentul la poarta de intrare. Se obtin astfel valorile acestor
semnale de forma:

1

|_1=Z_‘(Qz —Zy '|_2)
£
(5.60)
leé'gz"‘(—ﬁ"'zlz}lz
£21 £21
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incar ese n oteazd cu A1, Az, A2, Ax parametrii f undamentali ai

cuadripolului , ale caror valori sunt:

Ay = é A = i
Zy Zy
(5.61)
A, = Zip Ly —Zy1-Zy A,y :_Zzz
B Zy N Zy
Ecuatiile fundamentale ale cuadripolului vor avea forma:
Ui =Ap-Us +Ap -
(5.62)

=AU, +Axn-I,

Si acest sistem poate fi scris matricial in functie de matricile

semnalelor de intrare, de iesire si a matricei parametrilor fundamentali:

= [A]- (5.63)

5.5.2. Semnificatia fizica si determinarea experimentald a parametrilor
cuadripolului

Deoarece d oart rei din cei patru parametri ce caracterizeaza
functionarea unui cuadripol sunt independenti rezultd ca sunt necesare trei

incercari experimentale pentru determinarea lor.

12:0

CLP Uso

Fig. 5.13
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Acestea sunt:
e o Incercare de functionare in gol a cuadripolului alimentat in sens direct
e o incercare de functionare in scurtcircuit a cuadripolului alimentat in sens
direct
e 0 incercare de functionare in gol sau in scurtcircuit a cuadripolului
alimentat in sens invers.

Se considera un cuadripol liniar pasiv si reciproc alimentat direct si
avand poarta de iesire n gol (fig.5.13).

Se considera ecuatiile cuadripolului functie de parametrii impedanta

carora li se adauga condifia de functionare cu poarta de iesire in gol:
U=2,-1,+Z,1,
U,=2,-1,+Z,"1,
;=0 (5.64)

Prin urmare ecuatiile devin:

(5.65)

care reprezintd impedanta echivalentd la intrarea cuadripolului la mers in
gol,
Z, =—= (5.67)
l1o
care reprezintd impedanta de transfer intre poarta de iesire si cea de intrare
la mers in gol.

Daca pentru acelasi cuadripol se considerda ecuatiile functie de

parametrii fundamentali:
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Ui=Ap-Us, +Ap -1,
(5.68)
=AU, +Ay-1,
carora li se adauga aceeasi conditie de functionare cu poarta de iesire in gol,

se obtin ecuatiile:

lllo = All 'L_Jzo
(5.69)
|_10 = Azl ’ on
din care rezulta:
A =210 (5.70)
Uy

parametru adimensional avand semnificatia raportului de transformare intre

tensiunea de intrare si cea de iesire la mers in gol,

A, _ o (5.71)

are dimensiunea unei admitante, numita admitanta de transfer intre poarta de

intrare si cea de iesire la mers in gol.

b’
2
CLP
Uy’
2’
Fig. 5.14

Pentru cuadripolul alimentat invers si avand poarta de iesire in gol
(fig.5.14) se porneste de la ecuatiile scrise functie de parametrii
fundamentali.
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U,=A,, U, +A,, -l
_‘2 Ay _'1 A '_1 (5.72)
I, =AU +A; -1

Inlocuind in acestea conditia de functionare in gol, |, = 0, se obtine:

on :Azz 'Qlo (5.73)
|_20 = Azl : Qlo
deci:
A, = u—?o, (5.74)
Ujo

parametru care are semnificatia raportului de transformare a tensiunilor la
gol la alimentare inversa a cuadripolului.

Din conditia de reciprocitate, care se presupune ca este indeplinita
pentru cuadripolul analizat, poate fi determinat cel de al patrulea parametru

fundamental functie de ceilalti trei determinati anterior:

A, = BB =1 (5.75)
Ay
Se considera un cuadripol liniar pasiv si reciproc alimentat in sens
direct si cu poarta de iesire in scurtcircuit (fig.5.15).

bse 2

QZsc =0

23
Fig. 5.15

Se considera ecuatiile cuadripolului functie de parametrii admitanta:
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{l_l_in'gﬁ‘!lz ‘U,
I =Y -U;j+Y 5 -U,

(5.76)

carora li se adauga conditia de functionare cu poarta de iesire in scurtcircuit:

!2:0.

Sistemul anterior devine:
{l_lsc = !11 'lec

lase =Y 21 Ui
de unde se obtin:

_ s
11 —
U 1sc

admitanta la scurtcircuit la poarta de intrare

I
_ =2sC

Yo = U
1sc

admitanta de transfer intre poarta de iesire si poarta de
cuadripolului scurtcircuitat

Daca se considera ecuatiile fundamentale:

{Ql =AU, +A; ],

=AU, +Axn-I,

(5.77)

(5.78)

(5.79)

(5.81)

intrare a

(5.82)

aldturi de conditia de functionare in scurtcircuit : U, =0, se obtine

sistemul:
{stc = A +lose
I_:Lsc = AZZ 'I_ZSC
de unde:
Ap = Llj_lsc
~2sc
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parametru avand dimensiunea unei impedante, numita impedanta de transfer

intre poarta de intrare si cea de iesire la scurtcircuit,

Ay =158 (5.85)

I-ZSC

parametru adimensional semnificand raportul de transformare a curentilor

de scurtcircuit.

5.5.3. Sisteme de parametri ai cuadripolului

Un ansamblu de marimi care determind in mod univoc comportarea
cuadripolului reprezintd un sistem de parametri independenti ai acestuia. In
mod evident, cele patru constante care intervin in fiecare din sistemele de
ecuatii prezentate reprezintd sisteme de parametri independenti ai
cuadripolului. Aceste constante nu sunt insd singurii parametri care depind
exclusiv de s tructura interioarda a cuadripolului. Alegerea p arametrilor
independenti ai unui cuadripol este o problema complexa care trebuie
analizata de la caz la caz, deoarece nu existd un sistem unic de parametri
independenti care sa fie avantajos 1n toate situatiile.

O clasificare mai generala a principalilor parametri ai unui cuadripol
sep oatef acep eb azar egimurilor f olosite ] ad efinirea, r espectiv
determinarea lor. Din acest punct de vedere se deosebesc:

- - parametri definiti pe baza regimurilor de functionare in gol si in
scurtcircuit a cuadripolului;

- parametri definiti pe baza existentei unui anumit raport intre tensiunile de
la cele doua perechi de borne ale cuadripolului;

- - parametri definiti pe baza existentei unor anumite relatii de legatura
intre impedantele de intrare si de iesire ale cuadripolului.

Prima categorie o constituie t ocmai sistemele d e parametri A, Z, Y.
Parametrii din a doua categorie sunt introdusi prin alimentarea cuadripolului
pe la ambele capete in conditii particulare. Acesti parametri sunt admitantele

echivalente care rezultd la cele doud porti, atunci cand cuadripolul care se
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studiaza este presupus alimentat pe la ambele capete cu tensiuni egale, in
fazd si in opozitie (regim de incercare). Intr-un caz mai general se poate
considera regimul de alimentare al cuadripolului pe la ambele capete tot cu
tensiuni in faza si in opozitie dar de valori diferite. In cea de a treia categorie
sunt cupringi parametri iterativi §i parametrii caracteristici, la care ne vom

referi in continuare.

5.5.3.1. Parametri iterativi

Se considera un lant format dintr-un numar teoretic infinit de
cuadripoli identici, in general nereciproci si nesimetrici, astfel dispusi incat
perechile de borne necorespondente sa fie legate impreuna. Cele doua
cuadripoli privit dinspre bornele de alimentare 1-1’ (fig.5.16.a) se numeste
impedanta iterativa directa, Zii. Daca se considera lanful de cuadripoli
alimentat in sens invers (fig.5.16.b), impedanta de intrare fatd de bornele 2-
2’ se numeste impedanta iterativa inversd, Zi. Se poate observa ca in cazul
unui lant (teoretic) infinit de cuadripoli, impedanta de intrare este
independentd de impedanta receptorului, presupus conectat la capatul
lantului. Deci aceastd marime depinde numai de structura internda a
cuadripolilor din lant, constituind un parametru pentru cuadripolii
componenti.

Impedantele iterative se pot defini si pentru un singur cuadripol.
Tinand seama de faptul cd impedanta de intrare a primului ¢ uadripol nu
difera de impedanta de intrare a celui de al doilea cuadripol din lant,
deoarece si fata de acesta lantul se poate considera format dintr-un numar
infinit de cuadripoli, impedantele iterative se definesc pe baza conditiei de

egalitate a impedantelor de intrare si de iesire ale cuadripolului (fig.5.17).
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1 L 2 1 2
7 O O ———->0
Zii
U, CLP \ \ CLP
o— o ——o
1’ 2 1’ 2’
a
1 2 1 L 2
i
CLP \ \ CLP U L2
o— o ——-o
1’ 2’ 1’ 2
h
Fig. 5.16
1 L lh 2 L 1 2
OL O—— —=—-20
Zii CLP CLP i
— U \QZ Zii Lo U \ QZ’ -—
o— —o0
1, 23 15 2’
a b
Fig. 5.17

Daca cuadripolul este alimentat la poarta de intrare rezultd impedanta
iterativa Zii, 1ar daca cuadripolul este alimentat la poarta de iesire se obtine
impedanta iterativa Zoi.

Pentru un cuadripol impedantele iterative se definesc din conditiile:

U U

pentru Z = |_—2 =2y Ly = I_—l =2y (5.86)
P 5]

pentru Z = é =2y Ljiny = % =2y, (5.87)
Iy P

239



Adrian A. Adiscilitei: Teoria Circuitelor Electrice

Pe baza acestor conditii se pot obfine expresiile impedantelor iterative
in functie de diferitele constante ale cuadripolului.

Rapoartele de transformare ale tensiunilor, curentilor sau puterilor
(sau inversele a cestor rapoarte), pe ntru un ¢ uadripol inchis pe i mpedanta
iterativa sunt de asemenea parametri ai cuadripolului. In teoria cuadripolului
se folosesc mai frecvent | ogaritmii n aturali ai inverselor ac estor r apoarte.
Folosirea logaritmilor naturali este justificatd de faptul ca duce la
introducerea functiilor hiperbolice, cu ajutorul carora diferitele expresii se
simplifica. Parametrii care rezultd se numesc constante de transfer sau
constante de propagare.

5.5.3.2. Parametri caracteristici

1 L 2=1 2=1 2
0 O 0O o0 ---
Zic cLP cLP cLP
— U U,
0 o o ——0----
1’ =1 r=r 2
Fig. 5.18

Se presupune un lant format dintr-un numar infinit de mared e
cuadripoli nesimetrici si identici, astfel dispusi incat perechile de borne
corespondente sa fie legate impreuna. (fig.5.18).

In aceasta dispunere, fiecare cuadripol reprezinta imaginea in oglinda
a cuadripolului alaturat, fatd de bornele comune. In acest caz, impedantele
de intrare a primului cuadripol si a celui de al doilea cuadripol din lantul
infinit nu mai sunt egale. Impedanta de intrare Zic a lantului privit dinspre
bornele 1-1° se numeste impedanta caracteristica directa, iar impedanta de

intrare Zac fata de bornele 2-2° se numeste impedanta caracteristica inversa.
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1 L 2 L1y L2

o—— l—<—0
Zic CLP CLP Ly
—_— Ql‘ ‘QZ Zic Zxc U \ \Qf -—

0— ——0

1, 2, 17 2’

a b
Fig. 5.19

Impedantele caracteristice se pot defini si pentru un singur cuadripol
(fig.5.19). Ele reprezinta o pereche de impedante Zic si Zxc care satisfac
urmatoarele conditii:

e daca impedanta Zxc este conectatd la bornele 2-2’ ale ¢ uadripolului,
impedanta de intrare fata de bornele de alimentare 1-1’ este Zic, iar

e dacd impedanta Zic este conectatd la bornele 1-1°, impedanta de intrare
fata de bornele de alimentare 2-2” este Zoc.

Relatiile de definitie pentru impedantele caracteristice sunt:

U U

pentru Z = I__Z =2y Lijnyr = I__l =2y (5.88)
12 21
U, U.

pentru Z = |__1 = Zlc ;Zintr = |__2 = ZZC (5.89)
1 -2

In literatura de specialitate impedantele caracteristice se mai numesc §i

impedante imagini.

5.5.3.3. Constanta de transfer. Constanta de atenuare. Constanta de
faza

Corespunzator impedantelor caracteristice se definesc constantele de

transfer directa si inversa ¢ " sig ,. - Acestea se definesc prin relatiile:
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— — =e =lc

L_Jz'lz

o (5.90)
U2 '|_2 — ezgzc

U, -|

In cazul cuadripolului nereciproc parametrii independenti sunt Zic, Zac,

9. sig 5. - Dacd cuadripolul este reciproc constantele de transfer sunt egale
9,. =9, =9, astfel ca sistemul de parametri caracteristici este alcatuit

din trei marimi: Zic, Z2c $i 9. Daca cuadripolul este simetric cele doua

impedante caracteristice sunt egale Z,. = Z,. = Z,. Un cuadripol reciproc

si simetric este caracterizat deci numai prin parametrii Zc §i g.-Sepoate

observa ca la cuadripolii simetrici impedantele caracteristice §i iterative
coincid. Impedanta caracteristica reprezinta in acest caz acea impedanta Zc
care conectatd la bornele de iesire ale cuadripolului determind o impedanta
de intrare egala cu Zc.

Elementele diferitelor matrice ce caracterizeaza cuadripolul se pot
exprima in functie de parametri caracteristici. Pentru cazul particular al unui
cuadripol reciproc §i simetric se vor determina in continuare parametrii
fundamentali in functie de cei caracteristici. Din ecuatiile cuadripolului

functie de parametrii fundamentali, impedanta de intrare se exprima:

I,

U A Unt Ann -] AnJrAlz'U

7. =1 _HPuYot Aoyl Yo (5.91)
T = T Azl“‘Au'Uﬁ
Y,
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Tinand seama de faptul ca daca cuadripolul este inchis pe impedanta

caracteristica Yo = Z (cuadripol adaptat) rezultd Zy;,,, = Z. , deci rezulta:
12
1
A+ A 7
Z, = = (5.92)

Api+A -
=cC

Ecuatia (5.92) este o ecuatie de ordin doi in raport cu Zc care se

rezolva tinand seama si de conditia de simetrie a cuadripolului rezultand:

z, = [P (5.93)
Ay

Impartind cele doud ecuatii ale cuadripolului functie de parametrii
fundamentali prima la U iar a doua la |2 se obtin expresiile:

U l 1
J_1=A11+A12'0_2=A11+A12'Z_=A11+m

U, =2 =¢

(5.94)
| V)
I__1:A21'|__2+A11 =Ay L+ Ay :All"_m
12 =2

Se poate deci scrie:

U I
e’ = o= Aur VAL Ay (5.95)
=2

I
respectiv

g, =InAy; + A, Ay (5.96)

Este evidenta si relatia:

-g
e ° =A A Ay (5.97)

pentru obfinerea careia s-a tinut seama de conditia de reciprocitate a
cuadripolului det[A]=1.

243



Adrian A. Adiscilitei: Teoria Circuitelor Electrice

Prin adunarea respectiv scaderea relatiilor (2.95) si (2.97) se obtine:

g -9
e +e -°
Ay=——")—=chg, (5.98)

VA1, -Ay =shg (5.99)

Parametrii fundamentali pot fi exprimati functie de impedanta
caracteristica si constanta de transfer sub forma:
1
A, =Z.-shg Alez—'Sh 9. (5.100)
=C
Matricea parametrilor fundamentali poate fi scrisa sub forma:
chg, Z.-shg
Al= 101
A] i-shg chg (5.101)
Z. =c =c
Constanta de transfer fiind o marime complexa poate fi scrisd sub

forma

g =a+j-p (5.102)

c

in care:
a este constanta de atenuare
B este constanta de faza.
Considerand c uadripolul a limentat in regim permanent sinusoidal si

tensiunile la cele doud porti ale sale exprimate in forma exponentiala,
U,=U,-el" uU,=U, el (5.103)

pe baza relatiei (5.103) se poate scrie:

egc :&,ej'(}/ul_}/uz) (5104)
U2
respectiv
u, .
g, =g+ (Va1 —Yu2) (5.105)

2
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deci:
o= Inﬂ
U, (5.106)
B=7Yu1—Yuz

Tot din relatia (5.103) tensiunea la iesirea cuadripolului poate fi

exprimata ca:

U,=2L _y,.elti.ew.giP_y e et (5.107)
9
e—c

Comparand aceasta expresie cu forma generald exponentiald a
tensiunii la iesirea cuadripolului rezulta:

U,=U,-e*<U, 5,108

Yuz =Yu1— B
adica, de-a lungul cuadripolului tensiunea de alimentare isi diminueaza
amplitudinea, iar tensiunea de iesire din cuadripol este in intarziere de faza
fata de tensiunea de intrare cu 3.

Daca se considera un lant de n cuadripoli (reciproci si simetrici)
identici inchis pe impedanta caracteristicad Zc, impedanta caracteristica si
constanta de transfer a intregului lant se exprimd functie de parametrii
caracteristiciai u nuicu adripol ¢ omponent. M atricea pa rametrilor
fundamentali corespunzatoare lantului de cuadripoli considerat este:

chn-g Z.-shn-g_

] i-sh n-g. chn-g (5.109)

5.6. Scheme echivalente ale cuadripolilor
Plecand de la ecuatiile cuadripolului se pot stabili diferite scheme
echivalente ale acestuia. Deoarece in ecuatiile cuadripolilor reciproci

intervin patru parametri din care doar trei sunt independenti, schemele
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echivalente vor contine trei elemente distincte conectate cel mai adesea in T

sau IT.

5.6.1. Schema echivalenta in T

Se considera un cuadripol reprezentat sub forma unei scheme
echivalente in T (fig.5.20), ai carei parametri sunt Zi, Z> si Z. Se analizeaza
aceastd schema cu ajutorul teoremelor lui Kirchhoff, pe ntru de terminarea
parametrilor schemei echivalente in functie de parametrii fundamentali si

invers. Elementele topologice ale schemei in T sunt:
r=3,n=2,b=2.

Se obtine sistemul:

Zi- 11 +2Z,1,+U,-U, =0 (5.110)
Zyl,+U,~Z1=0

Rezolvand acest sistem in domeniul complex functie de semnalele la
poarta de intrare a cuadripolului U1, |1 se obtine:

Q1:(1+;1'1)'Q2 +(;1+Z2 +2,-Z, 'i)'l_z

(5.111)
L=Y U, +(1+Z,-Y) 1,

unde s-a notat cu Y admitanta laturii transversale din schema echivalenta:
1

Y=—.
Z
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Pentruc a schema in T sa fie echivalentd cu schema generald a
cuadripolului, acest sistem trebuie sa fie echivalent cu ecuatiile

cuadripolului functie de parametrii fundamentali:

{Ql =AU, +Ap ],

li=An-U,+Axn-I,

(5.112)

Prin id entificarea m embru cu membru a expresiilor tensiunii si
curentului la poarta de intrare a cuadripolului se obtin parametrii
fundamentali functie de cei ai schemei echivalente in T:

Ay =1+2Z,-Y Ap=241+2Z,+2,-2,-Y

(5.113)

Ay =Y Ay =1+2Z,-Y

sau prin rezolvarea sistemului functie de necunoscutele Zi, Z> si Z se

determind parametrii schemei echivalente in T functie de cei fundamentali:

Z=— (5.114)
Ay

;lell ! (5.115)
Ay

ZZ:AZZ 1 (5.116)
Ay

L 4 o,

o— =0

U, U,
(o 0

Fig. 5.21
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Pornind de la conditia de simetrie (A11 = A22 ) se poate determina si structura
cuadripolului in T s imetric (fig.5.21), car e v a av ea d oar d oi p arametri
independenti:

2=
2
' (5.117)
An-1 A, -1
Bu=2_Bn=2_7 _z

Zl = S
A21 Azl

5.6.2. Schema echivalenta in IT

Se considera un cuadripol reprezentat sub forma unei scheme
echivalente in IT ai carei parametri sunt: Z impedanta longitudinala si Y1, Y2
admitantele laturilor transversale (fig.5.22).

Fig. 5.22

Se an alizeazd schema echivalentd in IT cu a jutorul t eoremelor lu i

Kirchhoff in domeniul complex, pentru determinarea parametrilor schemei
echivalente in functie de parametrii fundamentali si invers.

U =U,+Z:1g
lg=lc +1;
Ii=1a+1g (5.118)

Z-lg+Zy-lc =2Z,-1,=0

Qz :;2 '|_c
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Prin r ezolvarea si stemului co nsiderand ca n ecunoscute sem nalele 1a
poarta de intrare a cuadripolului, se obtine:
Up=(+Z-Y,) U, +2Z1,
(5.119)
=1 +Y o +Z-YY,) Uy +(14+Z-Yy) 1,
Se compara expresiile tensiunii si curentului determinate cu ecuatiile
cuadripolului functie de parametrii fundamentali.
Ui =AUy + A
(5.120)
li=Axn-U,+Ay -1,

Prin identificarea termen cu termen a fiecareia din cele doua ecuatii se
determind valorile parametrilor fundamentali functie de cei ai schemei
echivalente in IT:

An=1+2-Y, Ap =2

(5.121)
Ay =Y +Y,+Y, Y, Z Ayp=1+2-Y,

L, s £ I
0 I 0
Ia Ic
U Y Afy U,
Fig. 5.23

Daca sistemul obtinut se rezolva considerand ca necunoscute

parametrii schemei echivalente in I, rezulta:
Z=Ap (5.122)
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AZZ _1_ AZZ -1

11 =
A, Z
(5.123)
12 — All_l= All_l
Arp Z

Conditia de simetrie A;; = A,, adaugatd valorilor determinate a
parametrilor cuadripolului aratd cd in cazul cuadripolului simetric doar doi
parametri sunt independenti, deci schema echivalenta va contine doar doua
elemente distincte (fig.5.23):

An-1 A -1

Z=A, .Y, =Y,==
£=Rp 1151 Ay z

(5.124)

5.7. Interconectarea cuadripolilor

Doi sau mai multi cuadripoli pot fi interconectati astfel incat gruparea
lor sa poata fi Inlocuitd printr-un cuadripol echivalent pentru care regimul de
functionare sa nu se modifice.

Vom analiza, in cele ce urmeaza cateva conexiuni ale cuadripolilor.

5.7.1. Gruparea serie-serie
Se considera doi cuadripoli liniari pasivi §i reciproci, fiecare
caracterizat prin parametrii impedanti. In cazul conectdrii in serie
cuadripolii componenti au acelasi curent de intrare si acelasi curent de
iesire, iar tensiunile la borne se Tnsumeaza (fig.5.23).
Fiecare din cei doi cuadripoli ai gruparii poate fi caracterizat p rin
ecuatiile scrise functie de parametrii impedanta:
g.l = ;'11 : |_‘1 +Z,12 ‘|_? (5.125)
Uy,=2Zy - 11 +Zyp 15

sau matricial:
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51 -] rl] (5.126)

I

Y,
respectiv:
U, =Z: -l +Z0 -1,
{‘f ZuhitZel; (5.126)
U, =2, 11 +Zy-1,
sau matricial:
Uyl orarln
__1| :[; ] _.1. (5.127)
U, I2
1 ’ 12' 2
I —")
Uy U’
—1J CLPR; \_2
[71
1 2
Ui o
1 ” !2” 2
R o
gl”\ QZH
CLPR2
o— 171 —  ©
1 2
Fig. 5.24

Corespunzator grupdrii serie-serie tensiunea la bornele portilor de
intrare i iesire ale cuadripolului echivalent se obtine prin sumarea
tensiunilor portilor omoloage ale cuadripolilor gruparii, prin urmare:

U, =U,+U,

. ) (5.128)
U,=U,+U,
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Inlocuind expresiile tensiunilor celor doi cuadripoli in aceasta ultima
relatie se poate scrie matricial:

Us| |Zu+2Zu Zip+Zp | [ 5.129)

U, Zy+Zy Zyp+Zy) Ll
Daca se considerda ca si cuadripolul echivalent gruparii este

caracterizat tot prin matricea parametrilor impedanta, atunci aceasta este:

2=z |+ |z'] (5.130)

Matricea impedantd a cuadripolului echivalent gruparii serie-serie a
doi sau mai multi cuadripoli este egala cu suma matricelor impedanta ale

cuadripolilor conexiunii.

5.7.2. Gruparea paralel-paralel

In cazul acestei conexiuni portile omoloage ale cuadripolilor conectati
sunt legate in paralel, deci tensiunea este aceeasi pentru portile de intrare ale
cuadripolilor conexiunii, iar porfile de iesire au de asemenea aceeasi
tensiune ( fig.5.25). In acest caz este avantajos si caracterizim cuadripolii
prin matricea admitanta.

I L1y L 2 b

loX oo > o 02
CLPR;
Y’ [Y’] \M
1 2
U,
11 L 2
_oA_ l——0—
CLPR; .
Ql”‘ Y] \Qz
l’o o 0 02’
1 2z
Fig. 5.25
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Considerand cazul a doi cuadripoli, pentru fiecare dintre acestia se vor scrie

ecuatii functie de parametri admitanta, sub forma matriceala:

- U !
l‘ll _ 1’]-[_?} (5.131)
|_2_ - l42
I‘f -] Q} (5.132)
L] U,

La fiecare dintre cele doua perechi de borne curentii cuadripolilor

componenti se sumeaza, deci se poate scrie:
! L
-1 1 1
[ = |+ (5.133)
L] [1L] [

Pe baza relatiilor anterioare se poate scrie:

L] Yy Yo |Yi] |Yu Yol U
I Yo Yo U, Yo Yo U,
sau efectuand operatiile:
L] | Yu+Y, Yo+Y,||[U
] e 6139
I, Yor+Yo YoutYs| [YUs

Daca se considera ca si cuadripolul echivalent este ¢ aracterizat p rin

matricea admitanta, respectiv ecuatiile corespunzatoare acestuia au forma:

| U,
-1 [i]{ ] (5.136)

I,

atunci, din compararea ultimelor doua relatii rezulta:

f]=b e v (5.137)
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adica, in cazul cuadripolilor conectati paralel-paralel matricea admitanta a
cuadripolului echivalent este egalda cu suma matricelor admitanta ale
cuadripolilor componenti.

5.7.3. Conectarea in lant (cascada)
Doi sau mai multi cuadripoli sunt conectati in lant daca poarta de

iesire a unui cuadripol este legatd cu poarta de intrare a

1]’ 12’ 2 1 ll” 12” 2
0—>— 00— ——20
CLPR, CLPR;
U =Ur [A’] ‘ Uy = gl”‘ [A”] Uy’ =U,
0— 0 0 —0
I’ 2 1’ 2’
Fig. 5.26

cuadripolului urmator (fig.5.26). Pentru studiul acestei conexiuni este util sa
se foloseasca ecuatiile cuadripolului functie de parametrii fundamentali, in
care marimile de intrare sunt exprimate functie de cele de iesire.

Se considera doi cuadripoli conectati in lant, pentru care ecuatiile

functie de parametrii fundamentali se scriu sub forma matriceala:

Ui| |An Ap| |U; 5.138)
] [An Anl |l
Us| _|Au Al |U; (5.139)
L] [An Al [l ]

Se pune problema determinarii elementelor matricei parametrilor
fundamentali corespunzatoare cuadripolului echivalent gruparii in lang,

functie de elementele matricelor parametrilor fundamentali ai cuadripolilor
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componenti. Semnalele de iesire ai primului cuadripol fiind aceleasi cu
semnalele de intrare ale celui de al doilea cuadripol (Qz = L_J; si I_'2 = I_l),

din cele doua relatii anterioare se poate scrie:
U | AL An | [An Al |U;
_.1 _ _.11 _.12 . _fl _'1‘2 _ _"2 (5.140)
Iy Ar Apnl [An Ax] (L
Deoarece ecuatia functie de parametrii fundamentali ai cuadripolului

echivalent este:

u. A, A U,
_‘l _ M11 412 ) _”2 (5141)
I ] A Axnl |l
rezulta ca:
All AlZ _ All AlZ ) All AlZ (5 142)
AZl AZZ AZl AZZ AZl AZZ
sau
NENIN (5.143)

In cazul conexiunii in lant a n cuadripoli, se obtine in mod analog:

[A]= ﬁék (5.144)
k=1

Matricea fundamentald a cuadripolului echivalent gruparii in lant este
egala cu produsul matricelor fundamentale ale cuadripolilor componenti. La
efectuarea produsului di ntre matricele cuadripolilor componenti, acestea
trebuie sa fie introduse in aceeasi ordine in care se succed si cuadripolii
componenti. Produsul matricelor nefiind comutativ, elementele matricei

produs depind de succesiunea factorilor.

255



Adrian A. Adiscilitei: Teoria Circuitelor Electrice

5.8. Filtre de frecventa

Circuite simple pentru selectarea frecventelor

Filtre Trece-Jos sunt utilizate p entrua permite trecerea sem nalelor
(undelor) de joasd frecventd si atenueaza undele sinusoidale de frecvente
innalte. Frecventa de taiere . este utilizata pentru a face diferenta intre
banda de trecere (w.<®) si banda de oprire (0> ®). Un exemplu elementar
de doua filtre trece jos pasive este prezentat mai jos.

R joL
%\N\/i - Y Y
N [
wC
Fig. 5.27
L
Yo __jeC “o_ R
Vi R+; Vi R+jol
jaC
v 1 \Y 1
v, “Tr jeRC M v L
T ]o Jd 1+ jo—
Vb 0 Moy
i [0, i
o - |:1+(ij }
R
-1 -1 L
0 =-tg  wRC 3) 0 =-tg a)E
pentru frecventa de taiere Castigul este =1/ 2. Substituind in (2) rezulta
1 R
° RC @ L

Din (3), se observa ca unghiul de faza pentru frecventa de taiere este — 45"
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Raportul = se noteazd cu H(jw), si este denumit Functia de transfer a

filtrului pentru raspunsul la frecventa. Reprezentarea castigului in functie

de frecventd si unghiul de fazd in functie de frecventd, cunoscute ca

raspunsul la frecventa este asa cum se arata in figura.

0.81
0.707

_06f

0471

0.2}

0 O 2 4 6

Fig. 5.28

0

201

-40|

‘o -45

-60

-80

2 4 6 o, rad/s

8

Fig. 5.29

Filtre Trece-Sus este utilizat pentru a st opa (bloca) semnalele sinusoidale

de joasda frecventd si a lasa sa treacd semnalele sinusoidale de Tnalta.

Pulsatia de taiere m. este utilizatd pentru a se face distinctia intre banda de

blocare (w.<m) si banda de trecere (o> ®). Un exemplu elementar de doud

filtre trece-sus pasive este prezentat in figura de mai jos.

V_0 _ @RC
V. oRC-jl
Vo | wRC

Vil |(@re) +1]”

1
@wRC

6 =tan"
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Pentru frecventa de taiere, Castigul =1/ V2. Substitutind in (6) rezulta

Considerand (7), unghiul de faza pentru frecventa de taiere 45°

1
W, =—
RC
R
oC
|
BN

jo LDV,

Fig. 5.30

Castigul in functie de frecventa, respectiv unghiul de faza in functie de

frecventa cunoscute ca raspuns in frecventa este reprezentat n figura.

1

80
0.8
_0700; — 60
:’; ' o 451
=04} | | 40
02|l | 20t |
ol | ol
0 Y% 2 4 6, rad/s 8 0 o, 2 4 6, radis 8
Fig. 5.31
Filtre Trece-Banda
(2) Rezonanta paralel pentru circuite RLC
Ve LI Llg
1L —jL7<ij R>V, V = l;
- R T
R oL
Fig. 5.32
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Un circuit electric este in rezonantd atunci cand tensiunea la bornele de

intrare si curentul prin circuit sunt in faza.
) S . 1 5
Admitanta circuitului esteY = R + J(wC - —L) .Larezonantd Y este pur
10

C 1 . 1 ) R
conductiva 51 wC—-——=0, s1 w, =——. Admitanta circuitului este

oL v LC

minima sau impedanta circuitului la rezonantd, datd de Z(w,)=R,este

maxima. Astfel, tensiunea la iesire pentru rezonanta este maxima si este data
de V,(w,) =RI,

100

Fig. 5.33
Pulsatiile @, si w, pentru care puterea de iesire scade la jumatate din

valoarea sa pentru frecventa de rezonantd sunt numite frecvente pentru
Jjumatate de putere sau frecvente de taiere. Pentru aceste frecvente denumite

si frecvente de taiere sau frecvente de colf (unghiulare), tensiunea de iesire
este |V, (@, |=0.707|V,(®,)|. Acest circuit care p ermite tre cerea tuturor

frecventelor apartinand benzii de frecvente (@, < @ < @,) est e d enumit
filtru trece-banda. Circuitul, care functioneaza in acest de frecvente, este
denumit circuit (filtru) trece-banda.

B=w,-a

Frecventele de taiere sunt obtinute din:
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(5.145)

Rezolvand ecuatia obtinem pentru @

2 2
o, =— 1 + 1 +L’$i W, = ! + 1 + ! (5146)
2RC 2RC LC 2RC 2RC LC
Din relatiile de mai sus, se obtine,w, — @, = RI_C , sau latimea de banda a
circuitului este
1
’~re

Frecventele de tdiere pot fi scrise In functie de o, si f astfel:

ﬁ(ﬂ B, |5
2

2 2
2 2
o =——+.,=| +tw,” ,81 0, =—+.|| — | +to 5.147
1 7 j 0 $ 2 2 ( 2 j 0 ( )
Din aceste relatii rezultd ca @, media geometricd a pulsatiilor @, s1 ®,,

1.e.,

0, = .,|0,0, (5.148)

Deoarece [ este invers proportional cu R, i.e., daca R se micsoreaza, resulta

o latime de banda mai mare (largd). Pulsatia de rezonantd (o, = ;) este

JLC

o functie de L si C. Astfel, prin ajustarea inductantei L si a capacitatii C, se
poate obtine valoarea dorita a pulsatiei (frecventei) de rezonanta C; in timp
ce prin ajustarea valorii rezistentei R este reglata latimea benzii de trecere si

inaltimea curbei de raspuns. Finetea (acuitatea) rezonantei este masurata
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cantitativ d e factorul de calitate Q. F actorul d e c alitate est ¢ d efinit ca

raportul dintre pulsatia de rezonanta si latimea benzii de trecere.

Q=

Do
B

1 1
Substituind pe f=—— s1i w, = ——== factorul de calitate poate fi exprimat
RC * JLc

(5.149)

ca Q:a)ORC:i:R\/§ (5.150)
o, L L
La rezonanta I. si Ic au expresiile
\Y, .V . . . .Q .
I, =—2—=- ° =—jQl: sils. = jo,CV, = j=V, = jQIl. (5.151
L ja)OL JR/Q JQ|$ C Jo 0 JRo JQI( )
/\IC:jQIi
|-> Vo
1
Vi =-jQl
Fig. 5.34

La rezonantd, in functie de valoarea factorului de calitate Q, I si Ic pot fi de

cateva ori mai mari decat curentul de sarcind prin circuit (amplificarea
curentului).
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(b) Rezonanta in circuite RLC Serie

|
_J_
Ve T RSN I_R+J( L
a) _—
— wC
Fig. 5.35

Un circuit electric este in rezonantd atunci cand tensiunealabornele de
intrare si curentul prin circuit sunt in faza.

N . 1
Impedanta circuitului este Z =R+ j(w L ——C). La rezonantd Z este pur

1 1
resistiv si olL———=0,r ezultinda stfel o, =———. Impedanta

circuitului 1 a rezonanta, data de expresia Z(w,)=R este minimd, iar

curentul prin circuit are valoare maxima. Astfel, tensiunea de iesire la
rezonanta este maxima si este datd de expresia V,(®,) = Rl (@,) .

10

o

Vol =Rli(®)], V

400 o, R/s 500
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Pulsatiile @, si w, pentru care puterea de iesire scade la jumatate din
valoarea sa pentru frecventa de rezonantd sunt numite frecvente pentru
Jjumatate de putere sau frecvente de taiere. Pentru aceste frecvente denumite

si frecvente de taiere sau frecvente de colf (unghiulare), tensiunea de iesire
este |V, (@, |=0.707 |V, (@,)|. Acest circuit care p ermite tre cerea tuturor

frecventelor apartindnd benzii de frecvente (@, < @ < @,) est e d enumit
filtru trece-banda. Circuitul, care functioneaza in acest de frecvente, este
denumit circuit (filtru) trece-banda.

Frecventele de taiere sunt obtinute din:
V.
[Vo(@e) =R ' = LVi (5.153)

1
) 1V
(R)" + (a) L- ]
wC
Rezolvand @ se obtine

2 2
o,=-R 4 [R) i L go =Ry [R) L (5.154)
oL \\2L) T Le oL \\2L) T Lc

. . . . R " <
Din relatia de mai sus, se obtine,w, — o, =t , sau latimea de banda a

circuitului este

R
P
Frecventele de tdiere pot fi scrise In functie de w,si £ sunt:
2 2
B~ 2 BB 2
o, =——+.=| to,” ,51 0, =—+.|| = | +to 5.155
o2 2 0 ¥ 2 ° (.139)

Rezulta cd o, este media geometrica a pulsatiilor o, sim,, i.e.,
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W, = ,|0,0, (5.156)

Se observad ca S este proportionald cu R, i.e., cu cat rezistenfa este mai mare

1
R 1dfimea de banda este mai mare. Pulsatia de rezonanta (@, = —=) este
v LC

o functie care depinde de L si C. Astfel, ajustand L si C se obtine frecventa
de rezonantd doritd; iar prin ajustarea rezistentei R, se regleaza lafimea
benzii si indltimea curbei de raspuns. Acuitatea (finetea) rezonantei este
masurata cantitativ cu ajutorul factorului de calitate Q. Factorul de calitate
este definit de raportul dintre pulsatia de rezonantd si latimea benzii de

trecere.

Q= (5.157)

@y
p

R 1 .
Substituind f=— si @, = factorul de calitate poate fi exprimat ca
L~ ° JLc

Q:a)oL: 1 ZLL
R o,RC R\C

(5.158)

La rezonanta VL si Vc sunt exprimate ca fiind egale cu

V. = jo,Ll (o) = JQV; MV, = QY
1
\i
.1 .
Ve =—l——=l®,) =-]QY, Ve =-JQVY,
— a)oc— — =~ e
Fig 5.37

Dupa cum se poate observa la rezonanta, in functie de factorul Q, VL si Vc
poate fi de multe ori mai mare decat tensiunea de alimentare (amplificare de

tensiune)
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Pentru un circuit cu un factor de calitate foarte Tnaltd Q, frecventele de colt

2. 14

pot fi aproximate cu ajutorul expresiilor o, = @, 7 Sl o =w, +—

Filtru Stop-Banda
Un filtru Stop-Banda este proiectat pentru a opri toate frecventele aflate in
banda de frecvente (pulsatii) (@, < @ < w,). Pentru circuitul RLC serie se

iau 1n consideratie bornele de iesire ale combinatiei L si C legate in serie.

+VR - - 1
v del-—)
VAQS -0 _ wC
T\

1 V. . 1
— ' R+ L-—
— @l=—0)

Fig. 5.38
Marimea castigului n tensiune este

ol

‘Vo|: oC

|Vi| 1 2
R2+(wL—j
wC

Pentru @ =0, inductorul se comporta ca un scurt-circuit, iar capacitatea se

— (5.159)

comporta ca un circuit deschis, 1=0 iar V, =V, iar castigul in tensiune este

egal cu 1l (unitatea). Pentru @ = oo, inductorul se comportd ca un circuit
deschis iar capacitatea se comporta ca un scurt-circuit, 1=0s1 V, =V;, iar

castigul in tensiune este egal cu 1 (unitatea). La rezonanta Z este pur rezistiv
) 1 1 A o .
si wL———=0,astfel o, =——=—. Valoarea castigului in tensiune este

wC °JLC

Zero, pentru @, .
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o
o)

o
o

©
~

IV,| = (oL-1/(@O)|l], V

o
N

400 o, R/is 500

Frecventele de taiere, latimea benzii, si factorul de calitate au aceleasi
expresie c ain c azul filtrului trece-banda realizat cu elementele R, L, C
R

conectate 1 n ser ie, f = T
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CAPITOLUL 6. CIRCUITE TRIFAZATE
IN REGIM PERMANENT SINUSOIDAL

6.1 Transmisia energiei. Caracterizarea sistemului trifazat de
transmitere a energiei. Proprietatile sistemelor trifazate.

Energia electrica produsa in centralele electrice prin transformarea
altor forme de energie (in special mecanicd) se transmite in locurile de
utilizare cu ajutorul liniilor electrice. Sa analizdm cel mai simplu sistem de
transmitere a energiei electrice, si anume cel alcdtuit dintr-un ge nerator,
doud conductoare (linie) si un receptor (fig.6.1).

>

)

b

| —

E
Generator S?

P —

TN
M

Receptor

Fig.6.1

Trecerea curentului prin conductorul liniei este datoratd actiunii
campului electric imprimat ce are directia axiala (E = p-j ). Conform legii
circuitului magnetic o rice cu rent el ectric p roduce camp m agneticd e
intensitate H. In ¢ oncluzie, in in teriorul ¢ onductorului | iniile ¢ Ampului
magnetic sunt cercuri concentrice densitatii de curent J. Aplicind teorema
energiei electromagnetice:

—d:them =P, +P, (6.1)

unde: - P, =J.§dA;
P

-S=ExH -vector de transmitere a energiei,
rezulta ca, in interiorul conductorului, vectorul de transmitere este orientat
spre suprafata conductorului.
Si=EiaxHi (6.2)
1ar puterea transmisa este:
P, = [SidA=[[(EiaxHi)-(dSixdS>)
5, (6.3)
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Po= [EdSi-§HidS: =U, i=P,

lungime
linie

In concluzie, conductorul este sediul transformarii energiei electrice
in calduri, aceasta transmitdndu-se spre suprafata conductorului. In
exteriorul conductorului din legile campului electromagnetic rezulta
conservarea componentelor tangentiale ale campului electric pe suprafata
conductorului. Totodata, intre cele doud conductoare exista un camp electric
de natura columbiana (Ec - in interiorul conductorului este nul). Vectorul de
transmitere a energiei in exteriorul conductorului este:

Se=Ee><He=(Eea+Ec)><He=EeaXHe+EcXHe (64)
Celor doua componente ale vectorului de transmitere le corespund
puterile:
P, = I(Eea xHe)d Ac =U; -1 respectiv:
2c
sz:I(EcxHe)dAb: '[Ecd83ff>HedSz=Ub-i (6.5)
zb conductor 1 la 2

In consecinti, conform primei formule puterea dezvoltatd in
conductor este transmisd, prin aria laterald a conductorului, mediului iar
ceea ce set ransmite pe o linie electrica este puterea P, =U,-i egald cu

produsul dintre tensiunea la borne (intre conductoare)si curentul liniei.

Observatii:

1. Transmiterea energiei electrice nu se realizeaza prin conductor ci
in spatiul din jurul conductorului. Conductorul este sediul transformadrii
energiei electrice in caldurd. El are rolul de ghidare al transmisiei intre
generator §i receptor.

2. Orice transmitere de energie se face cu pierderi. Pierderile fiind
R-1° rezulti ci prin linie curentul trebuie si aibd valori minime.
Transmiterea energiei electrice cu aceeasi putere printr-o linie este posibila
cu pierderi mici daca tensiunea dintre conductoare este ridicata.

In cazul transmisiei energiei electrice monofazate la cos=1, puterea

transmisa ce revine unui conductor este

2
Yid (t) = \/EYd Sin(a)t+}/d ) 5 Yo (t) = \/EYd Sin(“’t"']/d -

3 j (66)
Vs (£) = V2V, Sin(“’“‘?’d _4?7[)
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In cazul unei transmisii trifazate cu conductoarele de linie dimensionate la
IN, puterea activd maximd transmisd este~/3 Uy -ly,unde U n este

tensiunea intre conductoarele liniei. Fiecdrui conductor ii revine de 2/+/3
mai multa putere transmisa decat pentru o linie monofazata.

Numim sistem trifazat un ansamblu de trei sisteme monofazate, in
care cele trei tensiuni electromotoare au ace easi pulsatie dar faze initiale
diferite. Tensiunile electromotoare sunt produse prin transformarea energiei
mecanice in energie electricd in centralele electrice de catre generatoarele
trifazate.

Numim sistem trifazat simetric un ansamblu de trei marimi
sinusoidale ce au aceeasi valoare efectiva (amplitudine) si aceeasi frecventa
si sunt defazate intre ele cu un unghi de 27 /3.1ntr-unsistem trifazat
simetric de marimi sinusoidale suma valorilor instantanee in orice moment
este nula.

Functie de succesiunea trecerii prin zero a celor trei marimi
sinusoidale y1, y2 si y3 distingem:

- sisteme trifazate de succesiune directd in care marimea
Yin (t) = \/EYh Sin(a)t+7/h ) v Yon (t) = \/EYh Sin(a)t+;/h ) ;

Yn (t) = \/EYh Sin(a)t+7/h )
decalatd In urma marimii Y,(t) cuununghide 27 /3. Un sistem trifazat
de succesiune directa poate fi exprimat matematic prin relatiile:

este

y, =+/2-Y -sin(e-1) (6.7)
Y, =2-Y ssin(@-t-27/3) (6.8)
Yy =~/2-Y -sin(w-t—47/3) (6.9)

- sisteme trifazate de succesiune inversa in care marimea Yy, (t) este
decalatd Tnaintea marimii y,(t) cu un unghi de 2x/3. Sistemul trifazat de
succesiune inversa este exprimat matematic prin relatiile:

y, =~/2-Y -sin(@-t) (6.10)
Y, =/2-Y -sin(w-t+27/3) (6.11)
Yy =~/2-Y -sin(w-t+47/3) (6.12)

6.2 Reprezentarea in complex a sistemelor trifazate. Proprietati.

Planul complex atasat reprezentdrii marimii sinusoidale este
determinat de axa reald si imaginard. Fiecarei axd i se ataseaza un versor
(modul unitate) astfel versorul axei reale este 1 iar al celei imaginare este j.
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Sistemul de coordonate ales este ortogonal iar intre versori exista
proprietatea ci rotirea cu 90° in sens trigonometric al unuia il determini pe
celalalt.

J b

,J \O
N

Fig. 6.2
Deoarece 1n planul complex orice numar are doua forme de scriere,
forma carteziana redata prin partea reald si imaginard a numarului complex
si forma polara unde numarul este complet determinat de modul (argument)
si unghiul ce-1 face axa reald (faza initiald). Exemplificdim pe un numar

. b
. j-arctg— y
complex: A=a+ jb=+a’+b>-e 2 =Ael?. (6.13)
Daca marimea complexa A are modulul unitatea |A|=1 atunci pentru
Im{A}=0, Ae'® =a, iar pentru Re {A}=0, A-¢” =0 ceea ce arati rotire cu %

versorului axei reale determind versorul axei imaginare. In baza acestei
constatari deducem:

. iZ2 . (2 . . (2
j=e?2, j=e 2 =-j, j'=e 2 =1 ..etc (6.14)
. . g * . —j-arctgE
Complex conjugatul unui numar este A =a— jb=Ae 2 are

acelasi modul dar este rotiti n sensi nverst rigonometric ¢ uung hiul
arctg(b/a)=0 .

Reprezentarea in acelasi plan complex a unui sistem trifazat de
marimi sinusoidale presupune alegerea uneia dintre marimi drept origine de
faza.

Intrucat defazajul intre marimi este de 2x/3, imaginea in complex a
celorlalte se obtine prin rotirea cu 2z/3 a marimii originii de faza. Asociind
un sistem trifazat de coordonate in planul complex putem trasa trei axe de

versori 1, e!** si eM*"* Notam versorii acestor axe 1, a , a> conform
fig.6.3.
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axa imaginara

| +1 axa “reala
\2
2

a
s
g |

Fig.6.3

Sistemul trifazat de axe definit in planul complex are urmatoarele
proprietati: a=e?"?, a=a-a=a*, 1+a+a =0, a’=1, a*=a, ... etc.
Sistemele trifazate de marimi directe respectiv inverse admit in planul
complex urmatoarea reprezentare, respectiv scriere:

U, =U el U,=U el
L_sz :Qz’uld in :§2'U1i
li3d =_'Q1d L_J3i =§.L_J“
/N AN
U

W

a
\

N

N

(-
N
oy
I
S

Fig. 6.4

6.3 Conexiunile sistemelor trifazate
Sa consideram trei sisteme monofazate de tra nsmitere a energiei
alcatuite din trei surse de tensiuni electromotoare:

- e, =+2-E-sinat; (6.15)
- e, =+2-E-sin(wt —27/3); (6.16)
- e, =2 -E-sin(wt—47/3). (6.17)

Presupunem ca fiecare sursa alimenteaza un consumator de impedanta
L,=24,=1,.
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a) Conexiunea stea (Y)

- /\E‘ ls
f— vEQ 2
fr— E:) 3
o
Gen. linie consum.
Fig. 6.5
Fiecare circuit component In care actioneazd o sursd se numeste
faza.
“ ) _ :
Daca Zl 222 :Zw Zlq :ZZq :Z3q > B Ez =a 'El 5 EZ _Q'Ela 1=2'=3=0

atunci p rin conductorul de 1ntoarcere al curentului v a ¢ ircula un ¢ urent

Iy=1+,+1,=0.

Conexiunea astfel realizatd se numeste “stea’ si pentru transportul
energiei a vem maximum pa tru ¢ onductoare. C urentul ¢ e t rece pr intr-o
impedantd se numeste curent de faza, iar curentul ce trece prin linia de
transport se numeste curent de linie.

Este evident ca pentru aceasta conexiune curentul de linie este egal
cu cel de faza. Tensiunile definite intre bornele 1 -0, 2 -0, 3 -0 se numesc
tensiuni de faza. Tensiunile dintre doud conductoare ale liniei de transport
(1-2, 2-3, 3-1) se numesc tensiuni de linie.

Calculam tensiunea de linie intre conductoarele 1 si 2.

U, =60 —€ =v2-E-sinwt—+2 -E -sin(wt —27/3) (6.18)

U, =80 —€0 =2 -+/3-E-sin(wt +7/6) (6.19)

sau, in marimi complexe: U, , =E, —E, =+/3-E-e/™° =U_.e!"°.
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axa imaginara

Fig. 6.7

Consecinta:
Relatiile intre marimile de faza si cele de linie, pentru conexiunea
stea sunt:
= e = Lo (619)

= U = \/E'Ufaza (620)

b) Conexiunea triunghi (A)
Sa presupunem cele trei circuite monofazate in care actioneaza

tensiunile de faza conectate conform schemei urmatoare:
in

| A

Ic
Fig. 6.8
Notam curentii prin fazele consumatorilor ia,iB,1c , curenti ce

formeazad un sistem trifazat simetric in ipoteza ca Z=72,=7Z,, si E,
E, :QZ‘EU E, ZQZ‘E1~

Daca se realizeaza conexiunile A=Y, B=Z, C=X la consumator si
1=2', 2=3 respectiv 3=1' la sursd, se obfine conexiunea triunghi atat la
consumator cat si la sursa. Prin aceste puncte de conexiune intre doua
conductoare ale liniei de transport, tensiunea de linie este tensiunea de faza
asursei U,.. =U

Curentul total ce trece printr-un conductor de linie este diferenta a

2

linie faza *

doi curenti de faza. Astfel: |, =1,—1. siare modulul |, = V31 A conform

diagramei f azoriale atagate sistemului trifazat. Valoarea complexa a
curentului de linie este: 1, =1, — I, =~/3-1, - 77/,
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axa imaginara

\ M
|
|

3 I P
P e
e
N
IA E1 axa reala

Fig. 6.9
Concluzie:
Conexiunea triunghi a sistemelor trifazate conduce la urmatoarele

relatii intre marimile de faza si cele de linie: |, = NEY taz 5 Diinie = U faza -

6.4. Analiza circuitelor trifazate alimentate cu tensiuni simetrice
Consumatorul tr ifazat poate f i c onectatin s tea s aut riunghiia r
functie de relatia dintre impedantele fazelor poate fi echilibrat sau
dezechilibrat. N umim consumator trifazat echilibrat daca impedantele
complexe al ef azelorsu nti dentice: Z,=Zg5=Z.,al tfelel este

dezechilibrat.

6.4.1. Consumator trifazat conectat in stea

a) Consumator echilibrat z, =z, -z

Presupunem un consumator trifazat echilibrat conectat in stea cu nul
(Yo) si urmdrim sd determinam distributia tensiunilor, a curentilor prin
consumator, in cazul alimentarii de la un sistem trifazat simetric de tensiuni.
(la sursa).

QAN
: A ZaN

N

U
—20 5 C ZC
o————o .
2930 Zo
o m——

0
Fig. 6.10
Rezolvarea acestui circuit este similard cu a circuitului de c.a.
cunoscand Uio, Uz0=a> Uio, Uso=a_Uio, 2, =2,=2., si Zo - impedanta
nulului.
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Teorema II Kirchhoff afirma urmatoarele relatii:
Uo=Un+U,
Up=Un+U, (621)
Up=Un+U,

unde: U, =1

=0

o 'Zo

Curentii prin fazele circuitului sunt dati de relatiile:

U U U,
lAN = _ZAN s lBN = _ZBN s lCN = _ZLN (622)

ZA =B =C

Aplicand teorema I Kirchhoff in nodul N obtinem:
L+l +l =1, (6.23)
Scriind t eorema I Kirchhoff functie de marimile si parametrii
cunoscuti ai circuitului obtinem relatia de dependentd a tensiunii dintre
punctul de nul al sursei si al consumatorului (N) numitd tensiune de
deplasare a nulului.
U, U, U

—10 +—20 +—30

ZA ZB ZC
-_= = ¢ _7
Yo 1 1 1 1 =°
ettt —
Z, Z, Zo Z

Sistemul de alimentare fiind simetric i impedantele complexe ale
fazelor egale, rezultdi U, =0 independent de existenfa sau inexistenta

-1, (relatia Millman) (6.24)

A B

conductorului de nul. In consecintd, sistemul tensiunilor de alimentare a
consumatorului este identic cu sistemul sursei.

b) Consumator dezechilibrat Z, #Z, #Z.

In cazul consumului inegal pe faze prezenta sau absenta
conductorului de nu | afecteaza distributia tensiunilor si curentilor pe
consumator.

bl. Stea cu nul de impedanta U , =0

Tensiunea d e d eplasare an ulului estezero U, =0. Sistemul d e
tensiuni al sursei este fortat sd devina sistem aplicat consumatorului, insa
curentii prin faze sunt diferiti. Dezechilibrul acestor curengi este scurs prin
conductorul de nul avand valoarea 1, +1; +1. =1,.

b2. Stea fard nul

In aceastd situatie sistemul de tensiuni aplicat consumatorului este
diferitd e als urseid e al imentare. T ensiunile p e co nsumator d evin
nesimetrice, nesimetrie masurabila si calculabila prin tensiunea de deplasare
a nulului. Pentru analiza distributiei tensiunilor si curentilor se calculeaza
tensiunea de deplasare a nulului cu relatia Millman.
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Se determind tensiunile pe fazele consumatorului cu teorema II
Kirchhoff, si, in sfarsit, curentii de faza cu relatiile Ohm. Se verifica, in
final, teorema I Kirchhoff: I, +1; +1. =0.

6.4.2 Consumator trifazat conectat in triunghi

Conexiunea triunghi implica existenta numai a trei tensiuni de linie
egale cu tensiunile de faza. Un consumator trifazat conectat in triunghi la
reteaua industrialad 3x380V/50Hz trebuie sa reziste la o tensiune aplicata pe

faza de 380V. Presupunem un consumator trif azat ¢ onectat in tr iunghi
alimentatd e la u n's istem trif azat s imetric d e te nsiuni (del inie) U ,,

U,,=a’-U,,, U, =a-U,. Urmarim sd determindm distributia tensiunilor si

curentilor pe consumator pentru valori diferite ale impedantei de sarcina.
a) Consumator echilibrat z,, =z, =z,
I

’ Gz
2{5 /um _—

Fig. 6.11
I, curentii prin linia de transport si I, +1,+I.=1,

Notam 1,1

=1> =2°
curentii prin fazele consumatorului. Curentii prin fazele consumatorului se
pot calcula din relatiile Ohm:
U gl 2

. u. U, . U U,
lAB:E_sz) ch:E_BL:Z_zla IABZE_AB:i (625)

ZAB ZAB =BC =BC —=AB Z=AB
iar cei de linie din aplicarea teoremei I Kirchhoff in nodurile A, B, C:
LelyTos L=lo~las L=ls-lo (6.26)

In consecintd in conexiunea triunghi sistemul de tensiuni al sursei
este si sistem al consumatorului, iar curentii de faza formeaza un sistem
trifazat simetric.

b) Consumator dezechilibrat z,,+z,. #Z.,

Relatiile de calcul sunt cele de mai sus singura diferenta fiind
existenta unui curent de circulatie in bucla triunghiului. In concluzie,
niciodata alternatoarele nu se vor conecta in triunghi.

Observatii:

1. Notiunea de simetrie in sistemele trifazate se refera la semnale ce
pot fi curenti sau tensiuni. Pentru ca un sistem trifazat sa fie simetric trebuie
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ca semnalele sa aiba aceeasi frecventa, acelagi modul si sa fie defazate cu un
unghi de 27/3 intre ele.

2. Notiunea de echilibrat sau dezechilibrat se refera la consumator
(impedantd). Consumatorul trifazat este echilibrat dacd impedantele
complexe pe toate fazele sunt identice, deci consumul pe fiecare faza este
acelasi.

6.4.3 Puteri in retele trifazate echilibrate sub tensiuni simetrice
Se considera un receptor trifazat echilibrat sub tensiuni simetrice
Ui, U0, Uso si curenti Lo, Lo, I30, In (fig.6.12)

Fig 6.12
Puterea complexa transmisa receptorului pe la bornele 1, 2, 3 si 0
este:

S=V, 1V, 14V 4V 1) (627)
Deoarece In= 11 + I + I3, Inlocuind in relatia de mai sus, se obtine:
§ = (\Ll _\Lo )11 + (\Lz _\Lo )lz + (\ia _\io )13 = L_Jlol_l + onlz + L_J3013 (6-28)

Intrucat,
Uyo=U,; Uy,=U,; Uy =U, (6.29)
L=1 ;1 :azl_ ; 1,=al,
formula puterii transmise receptorului se transforma astfel:
S=U,l;+a’U,1, +(a’)i; 3,17 =P+ jQ (630)
unde P si Q sunt puterile activa si reactiva,
P=3UilLicosep ; Q=3Uilisine (6.31)

¢ fiind defazajul dintre tensiunea de faza Ui si curentul de faza 1.

Daca receptorul e conectat in stea, Ui =43 Ui, 11 =11 si puterile
complexd S, activa P si reactivd Q se exprima in functie de marimile U si I,
cum urmeaza:

S=43U,I] ; P=+3U,l,cos¢ ; Q=A/3U,1,sin¢ (6.32)
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Daca receptorul e conectat in triunghi Ui = Uy, I = 43 It si inlocuind
in formula puterii transmise receptorului se regasesc formulele obtinute in
cazul conectarii 1n stea.

Pentru masurarea puterii active este suficient un wattmetru a carui
bobina de tensiune se monteaza intre conductorul fazei intai si firul neutru
iar bobina de curent se conecteazd in serie cu conductorul primei faze
(fig.6.13a). Daca lipseste firul neutru, se realizeaza un punct neutru artificial
cu trei rezistenfe conectate 1n stea (fig.6.13b). Indicatia wattmetrului
multiplicatd cu trei reprezinta puterea activa.

e .
Bobina de Bobina de
curent curent
2
2 R

Bobina de
tensiune

Bobina de Rezistente
tensiune aditionale
a b
Fig. 6.13

Compensarea puterii reactive in sistemele trifazate echilibrate
simetrice

Pentru Tmbunatatirea factorului de putere in retele trifazate
echilibrate si simetrice, se pot utiliza trei condensatoare avand capacitati
egale. Daca se conecteaza 1n stea condensatoarele de capacitate C puterea

reactivd are expresia: Q=3C,wU;, iar dacd se conecteaza in triunghi

condensatoarele de capacitate Ca, se obtine: Q =3C, U, .

La aceeasi putere reactiva Q, capacitatea condensatoarelor montate
in triunghi Ca rezulta de trei ori mai mica decat capacitatea condensatoarelor
montate in stea Cy,

C, =4 (6.33)

Prin urmare este mai avantajos p entru compensarea puterii reactive
in retelele trifazate, sa se utilizeze condensatoarele conectate in triunghi.

6.5. Metoda componentelor simetrice
Retelele trifazate se concep ca sisteme echilibrate In regim simetric
de tensiuni si curenti. Generatoarele se construiesc astfel ca tensiunile lor
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electromotoare sa fie simetrice, iar liniile de transmisie aeriene sau cablurile
se dimensioneaza cu consumatorii distribuiti echilibrat pe fiecare faza incat
si curentii s constituie sisteme simetrice.

Datorita conectarilor si deconectarilor diferite pe fiecare fazd a
consumatorilor precum si avariilor care pot intervenii - scurtcircuite si
intreruperi — apar in retea dezechilibrari si nesimetrii. Analiza retelelor
trifazate dezechilibrate sub tensiuni si curen{i nesimetrici, prin metoda
directa examinatd la capitolul precedent, are dezavantajul ca nu pune in
evidentd pentru elementele de circuit dinamice, abaterile de la regimul
simetric. Comportarea infagurdrilor trifazate ale masinilor electrice sub
tensiuni si curenti nesimetrici este diferitd de comportarea rezistoarelor,
bobinelor si condensatoarelor. Acestea din urma, denumite elemente statice,
nu sunt influentate de modul in care se succed tensiunile sau curentii. in
schimb, impedantele infasurdrilor maginilor electrice sunt diferite daca
tensiunile si curentii sunt de succesiuni diferite: elementele de acest fel se
numesc dinamice.

Cu metoda componentelor simetrice se analizeazd pe modelul
regimurilor s imetrice, re gimurile n esimetrice a le ¢ ircuitelor t rifazate
continand elemente statice si dinamice.

6.5.1. Descompunerea unui sistem trifazat nesimetric de marimi
sinusoidale in sisteme simetrice

Teorema Stokvis-Fortescue:

Un sistem trifazat nesimetric de marimi sinusoidale se d escompune
in trei sisteme de marimi sinusoidale: un sistem de succesiune directa, in
care flecare marime e defazatd Tnaintea celei care 1i succede cu 27/3; un
sistem de succesiune inversa, in care fiecare marime e defazata in urma celei
care 1isu ccedecu 2 m/3; un sistem homopolar, In care marimile au
amplitudini egale si sunt in faza.

Fie yi(t), y2(t), y3(t), sistemul trifazat nesimetric,
y,(t)= \/EY1 sin(ot +7,); y,(t)= \/EY2 sin(ot +7,); y,(t)= \/5Y3 sin(wt + 7,)

(6.34)

reprezentat in complex (fig.6.14a):
Y, =Y Y, =Y Y, =Y e (6.35)
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Y.

&@ Y34 Yo YinYanfzn

Y3 = )\ + }\ + / / /
0 ! Yog O 7,4 ,3ioi ¥ On

i

a b c d
Fig. 6.14

Se noteaza cu: yid(t), y2d(t), y3d(t), sistemul trifazat simetric direct,

Yo (t)= \/EYd sin(@t +7,); Yy (t)= \/EYd sin(a)t +74 —%Tj ;

4 (6.36)
Yy (t)= \/EYd sin(a)t + ¥y — Tﬂj
cu: yii(t), y2i(t), ysi(t), sistemul trifazat simetric invers,
Yii (t): \/EYi Sil’l(a)'[ +7i ) > Yai (t): \/EYi sil’l(a)t +7 +2Tﬂ-] ;
(6.37)

vy (t)= \/EYi sin(a)t +y + 4%)

si cu: yin(t),y 2n(t), y 3n(t), s istemul trif azats imetric o mopolar (sau
homopolar),

Ym(t) = \/EYh Sin(Wt + 7’h) 5 Yon (t) = \/th Sin(G)t + J/h) >
Y3h(t) = \/EYh Sin(a)t + 7h)
cu imaginile in complex (fig.5.16 b, c, d),
Yo=Yy Yy=2aYy; Yy =aY,
Y=Y ;Y =aY;; Y, =2, (6.39)
i Yin=Yn:s Yo=Yy Yy =Y,
In ¢ onformitate ¢ ute orema S tokvis-Fortescue, relatiile d intre

componentele corespunzdtoare ale sistemelor direct, invers si omopolar
sunt,

(6.38)

Yi (t) =Y (t)+ y]i(t)+ ylh(t);
Y (t) = Yaq (t)+ Yo (6)+ Yo (0); (6.40)
Y3(t) = Yiq t)"' Y3i(t)+ Y3h(t)§

respectiv in complex,
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Y,() =Y (0)+ Y0+ Yo t):
Y, () =Y o0 () + Yo () +Y 04 0); (6.41)
Y1) =Y (0)+ Y5 () + Y50 0):
Cele trei marimi ale fiecaruia dintre sistemele direct §i invers se
exprima cu ajutorul operatorului a astfel,
Y.=Y,; Y,y =2y, ; Y, =aY, (6.42)
Y, =Y ; Y, =aY,; Y, =a%V, (6.43)
in car e fazorii Yd, Yi s Yh, se n umesc componenta directd, inversa §i
omopolara ale sistemului trifazat nesimetric Y1, Y21 Y3.

6.5.2 Circuite trifazate echilibrate sub tensiuni nesimetrice

Analiza regimurilor n esimetrice d in c ircuitele trif azate liniare cu
metoda co mponentelor si metrice s e face p e b aza t eoremei superpozitiei
astfel: se considera separat regimurile stabilite de componentele directe si
inverse si omopolare ale tensiunilor §i apoi se suprapun raspunsurile
corespunzatoare. Circuitele fiind echilibrate si componentele tensiunilor si
curentilor alcatuind sisteme simetrice, este suficient sa se calculeze numai
pentru una din faze, utilizdnd scheme monofilare. Se obtin In acest fel
schemele de succesiune directd, inversa si omopolara, iar din superpozitia
lor se deduc raspunsurile din retea.

a. Elementele statice si dinamice. Se considera trei elemente
identice cu plate m agnetic ( fig.6.15, a), la bornele cdrora sistemele
componentelor de tensiune directe Uq, a°Uq, a Ug, inverse Ui, aUj, a2Ur si
omopolare Un, Un, Un stabilesc curenti de succesiune directd Iu, a’ld, ala
inverse I ali, a’I1 si omopolare In, In, In (fig.6.15 b, c, d).

Daca rapoartele dintre fazorii componentelor de tensiune prin fazorii
componentelor de curent sunt:

Yg Ui 5 5 ;Q:;Jrz;m (6.44)

ld I_i =h
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Elementele se numesc statice si sunt caracterizate de impedantele
complexe statice proprie Z si mutuald Zm. Elementele se numesc dinamice
daca rapoartele fazorilor componentelor de tensiune prin fazorii
componentelor de curent sunt diferite,

Sz, 97 %_g (6.45)

si sunt caracterizate de impedantele complexe dinamice directa Ud, inversa
Ui si omopolara Zn.

Rezistoarele, bobinele si condensatoarele sunt elemente statice.
Infasurarile statoarelor si rotoarelor masinilor electrice aflandu-se in miscare
relativa nu pot fi caracterizate prin inductivitati mutuale statice; de exemplu,
inductivitatea mutuald Lmsr dintre o Infasurare statorica s si una rotorica r nu
este egala cu inductivitatea Lmrs si Tn consecintd generatoarelor si motoarelor
electrice nu 1i se aplicd teorema reciprocitatii. Un generator electric este
caracterizat de tensiunile electromotoare directd Eq, inversa Ei si omopolara
En si de impedantele dinamice Zd, Zi, Zn,ia r m otorul e lectric este
caracterizat d e aceasta din urma. Practic, partile reale ale componentelor
dinamice ale masinilor electrice sunt neglijabile in raport cu partile
imaginare §i impedantele se pot aproxima prin reactantele corespunzatoare
X4, Xi, Xn. Reactantele inversd si omopolara sunt mai mici decat reactanta
directa si se dau sub forma de procente in raport cu Xa.

b. Receptor trifazat echilibrat cu elementele statice, fara cuplaje
magnetice, conectat Tn stea, cu fir neutru. Fie circuitul trifazat e chilibrat
constituit din trei elemente statice de impedante Z conectate in stea, cu fir
neutru de impedanta Zn (fig.6.16a), sub tensiuni la borne nesimetrice Uio,
Uzo, U3 de componente Ud, Ui, si Us.

In conformitate cu teorema superpozitiei, curentii L1, I2, Is si IN, se
obtin Tnsumand curentii care se stabilesc daca se considera ca la bornele
circuitului se aplica tensiunile directe, inverse i omopolare (fig.5.18b,c,d).

In regimurile simetrice direct si invers, componentele curentilor lq si
i prin impedantele primei faze au expresiile:

_Uy . U,

. 6.46
Z — Z (0:49)

LI’
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1 I l:lz 1 ] l:lz
09 b :Z N VI :Z N
U2o 2Uq
3 kb :IZ "3k :IZ
<LJ30 ggd
0 ! IN 0 Iy

IN=(1+a+a?)ld=0

a - Regim nesimetric b - Regim simetric direct
it IR
Pty Pty W
U Un
3 & L 3 ook L
L L
i Un
In 0 Ly
—_—f —_—
IN=(1+a+a?)li=0 IN=3lh
¢ — Regim simetric invers d — Regim simetric omopolar
Fig.6.16

si curentii prin firul neutru sunt nuli. Prin impedantele celorlalte doud faze
curentii se obtin multiplicAnd pe ld si li cu a2,respectiv cu a, prin urmare e
suficient sd se calculeze numai pe ntru unadi nf aze. S chemele
corespunzatoare reprezentate in fig.6.16a,b se numesc schema de succesiune
directa Sd, respectiv schema de succesiune inversa Si.

In re gim s imetric 0o mopolar (fig.6.16d), ¢ omponenta In se de duce
aplicand teorema a doua a lui Kirchhoff circuitului 1Nol.

Un=ZIn + 3ZxIn (6.47)
din care rezulta:
[ (6.48)
Z+3Z,

Schema monofilara contine impedantd Z si impedanta firului neutru
ZN multiplicatd cu 3 si se numeste schema de succesiune omopolara Sh
(fig.6.16¢).

Introducand expresiile lui lq, li si In, in relatiile dintre componentele
corespunzatoare sistemelor direct, invers si omopolar, se obtin curentii l1, 12
si 1.

C. Receptor trifazat echilibrat cu elemente statice fara cuplaje
magnetice conectate in stea fard fir neutru (fig.6.17a). Se dau tensiunile de

283



Adrian A. Adascilitei: Teoria Circuitelor Electrice

linie nesimetrice U1z, U2s §i Us1 cu componentele simetrice directd Uid si
inversa Uii, componenta omopolara Uin, fiind nula.

Inre gims imetric d irect (f ig.6.17b) componenta directd ld se
calculeaza aplicand a doua teorema a lui Kirchhoff circuitului 14N24lg, :
U, =ZI,-7a’1,, din care rezulta:

I — llld
~d (1 _ a2 );
Similar, se obtine pentru componenta inversa I expresia (fig.6.17¢c)

(6.49)

gli
l‘ Zm (6.50)
Notandc u Urda = Ud si Ui = Ui componentele de faza
corespunzatoare componentelor de linie.
Uy _—uld :Le_wﬁgm ; U —Q" :Lewéun (6.51)

1-a’ 3 ' 1-a’ 3
expresiile componentelor directa si inversa, devin:
== (6:52)
Schemele de succesiune directd Sq si inversa St suntidentice cu
schemele corespunzatoare ale receptorului trifazat cu fir neutru (fig.6.16a,b).
d. Circuit trifazat echilibrat cu elemente statice cuplate magnetic
sub tensiuni nesimetrice. Se considera trei elemente statice identice cu
impedantele proprii Z si mutuale Zm sub tensiuni nesimetrice Ui, Uz si Us
(fig.5.21a). Ecuatiile circuitului, aceleasi pentru orice mod de conexiune -
stea sau triunghi — sunt urmatoarele:
U, =21, +Z2,1,+Z,1;;
U,=2,1,+Z1,+Z,1;; (6.53)

Ll3 =;mll +;m|_2 +Zl3 5

A
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Ui

W TIm Wy LTEm b e
Ud Ui Un
T4 1 Th
a b c d
Fig.6.18

Inlocuind t ensiunile si curentii prin expresiile lor in functie de
componentele simetrice, se obtine:
U, +U;+U, =Z(1, + 1, +1,)+ 2, (@1, +al, +1, )+ 2, (a1, +2°1, +1, )=
Ug+U,+U, =(Z2-Z, )1, +(Z2-Z, ), +(Z+2Z,)1, (6.54)

a’U,+aU, +U, =2 (1, +1,+1,)+Z(a’1, +al,+1,)+Z.(al, +a’l,+1,)
a’Uy+au,+U, =a’(Z-Z, )1, +alz2-Z,), +(2+2Z )1, (6.55)

aU, +a’U,+U, =Z, (I, +1,+1,)+Z(@ 1, +al, +1, )+ Z,(al, +a°L, +1,)
aU,+a’U,+U, =a(z-Z, )1, +a’*(2-Z,), +(Z2+2Z,)1, (6.56)

din care se deduc ecuatiile:
Us=(Z-Zo)ls:U;=(Z-2Z,)1 s U, =(2+2Z,)L (657
Ecuatiilor de mai sus, le corespund schemele de succesiune directa
Ss, inversa Si s omopolard Sh reprezentate in fig.6.18 b,c si d.

6.5.3 Circuite trifazate dezechilibrate

Un si stem s imetric sau n esimetric de t ensiuni ap licat u nui ci rcuit
trifazat dezechilibrat stabileste curenti nesimetrici. Componentele simetrice
de succesiune directd, inversa si omopolara cu sunt independente si relatiile
dintre ele fiind complicate nu se pot stabili scheme monofazate Sq, S1 §i Sh,
ca in cazul circuitelor echilibrate.

In general, dezechilibrul retelelor nu este total, fiind posibild
separarea partilor echilibrate si dezechilibrate. De exemplu, avariiled e
intrerupere a fazelor sau de scurcircuitare ale acestora cu sau fara arc
electric, - mono, bi sau trifazat, - pot fi modelate prin elementele trifazate
dezechilibrate, conectate la reteaua echilibrata.

Calculul regimurilor nesimetrice in retelele contindnd receptoare
dezechilibrate se face pe baza teoremei substitutiei in modul urmator: se
inlocuiesc impedantele elementelor dezechilibrate prin tensiuni nesimetrice,
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care se descompun in componente simetrice corespunzatoare; aceste
componente i mpreund cu cele ale curentilor alcdtuiesc necunoscute
auxiliare.

Retea echilibrata cu receptor static dezechilibrat. Se considerda o
retea trifazatd confinand in afard de partea echilibratd R, une lement
dezechilibrat fard cuplaje magnetice de impedante Zi1, Z> si Z3, conectate in
stea sau triunghi (fig.6.19 a). Notand cu Ui, Uz si Us tensiunile si cu L1, > si
I3 curentii, ecuatiile elementului de circuit sunt urmatoarele:

U, =21, ;U,=2,1, ; U;=241; (6.58)

Inlocuind tensiunile si curentii prin expresiile lor in functie de
componentele lor simetrice, se deduc ecuatiile:

Ug=2Z 14 +Z,1;+2,1,;
U, =Z,0,+Z,1,+Z]1,; (6.59)
L_Jh = Zild +Zdli +Zh|_h;

1d

ZABd

Sq

Yapd Y agi Y agh
Fig.6.19
in care s-a notat cu Z4, Zi, Zn urmatoarele impedante de calcul:

Z, :%(;1 +Z, +;3)

Z, =§(;l+a;2+a2;3) (6.60)

Zi = %(;1 +8.2;2 +a;3)

Schemele directd Sq, inversa Si si omopolard Sh (fig.6.19 b,c,d) ale partii
echilibrate Re, considerate ca dipoli Thévenin, au ecuatiile:

Eqo _L_Jd =Zpsalq s Eig _L_Ji =Zugili; Eno _L_Jh =Z panly (6.61)
respectiv ca dipoli Norton (fig.6.22¢,1,g).
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Loo=1g =Y aeaUy 5 Lio—Li=Y Ui 5 Lg =Ly =Y e, (6.62)
in care s-au notat cu: Edo, Eio si Eno — componente simetrice ale tensiunilor
electromotoare in gol; Ldg, lig si Ing — componentele simetrice ale injectiilor
de curent; Zapd, ZaBi $1 ZaBh — respectiv YaBd, YABi $i Yash — impedantele,
respectiv admitantele retelelor pasivizate Sdo, Sio $1 Sho.

Obtinem un sistem de 6 ecuatii cu 6 necunoscute, Ud, Ui, U, Lq, Ii, In.
Dupa rezolvarea sistemului, se obtin necunoscutele Ui, Uz, Us, 11, I, si I3 si
din schemele S4, Si si Sn se calculeaza curentii si tensiunile elementelor
partii echilibrate Re.

6.5.4 Puteri in retele trifazate dezechilibrate sub tensiuni nesimetrice

a. Metoda directa de calcul a puterilor

Se considera receptorul trifazat dezechilibrat cu neutrul N accesibil
sub tensiuni si curenti nesimetrici, Uko, Ik, IN (fig.6.20a). Puterea complexa
S se calculeaza cu formula:

§:Q10H +onlz +Q3ol: (6.63)
din care se deduc puterile activa P si reactiva Q,

P=U,l,cosp, +U,l,cosp, +U;l,cosp, (6.64)

Q=U,,l sing, +U,l,sinp, +U,l;sino, (6.65)

in care @1, @2, @3 sunt defazajele dintre tensiunile de faza Uio, Uz0, Uso si
curentii corespunzatori 1, I, I3 (fig.6.20b).

Pentru masurarea puterii active se utilizeazd trei wattmetre cu
bobinele de tensiune conectate intre fiecare faza si punctul neutru, iar

bobinele de curent in serie cu fiecare conductor de faza (fig.6.20a).
r
X

Fig.6.20
Daca neutrul circuitului nu e accesibil, tensiunile retelei sunt date
prin componentele lor de linie Uiz, U23, Usi. Inlocuind in formula puterii S
complexe, [3= - 11 - I, se obtine:
S= Qloll + onlz - L_J3o|_1 - L_Jsolz = glsll + l42312 (6.66)
iar puterile activa P si reactiva Q au expresiile urmatoare:
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P=U_;l, coso;+U,l,cos0,, ; Q=U_;l, cose;+U,l,cosep,;, (6.67)
unde @13 si @23 fiind defazajele dintre tensiunile U3, U23 i curentii I si .
Pentru masurarea puterii active, utilizeazd douda wattmetre cu

bobinele de tensiune conectate intre fazele 1 si 3, respectiv 2 si 3, iar
bobinele de curent in serie cu conductoarele 1 si 2.

b. Calculul puterilor in retele trifazate dezechilibrate cu ajutorul
componentelor simetrice
Puterea complexa S a unei retele trifazate dezechilibrate in regim
nesimetric de tensiuni §i curenti are expresia:

S= Lllol_r + uzol_; + Llsol; (6.68)
Inlocuind tensiunile cu expresiile in functie de componentele lor
simetrice,

Up=Uu+Us+Uy
Uy =2a’Uy+al g +Ug ; (6.69)
Uj=aU+a’Ug+Uy ;
si grupand dupa aceste componente, se obtine,
S =U I +atly +aly)+U (1] +al; +a?1 )+ U, (17 +15 +15):(6.70)
respectiv
§:3ufdl_?d +3Qﬁl*ﬁ +3ufh|_*fh (6.71)

in care s-a tinut seama de relatiile: a*=a?; (a®)"=a.

Separdnd partile reald si imaginard, se deduc expresiile puterilor
activa P si reactiva Q in functie de componentele simetrice de tensiune si
curent,

P=3Ulycosp, +3Uglcosp, +3U 4 1 coso, (6.72)

Q=3Ulysing, +3U 4l ;sing; +3U |4 sing, (6.73)

in care @4, @i, On sunt defazajele dintre componentele simetrice de tensiune
si cele de curent.
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CAPITOLUL 7. LINII ELECTRICE LUNGI

7.1. Circuite cu parametri repartizati

In cap itolele p recedente s -au s tudiat ¢ ircuite electrice filiforme,
formate d in el emente d e ci rcuit caracterizabile sep arat numai p rintr-o
rezistentd electrica, o inductivitate sau o cap acitate. A stfel d e ci rcuite
electrice, care ad mit scheme echivalente constituite din elemente ideale de
circuit (R, L, C) (in numar finit) se numesc circuite cu parametri
concentrafi.

In numeroase aplicatii tehnice, aproximarea parametrilor concentrati
nu este 1nsd valabild. Liniile electrice lungi sunt folosite pentru transportul
energiei electrice la distante mari, infasurarile (bobinele) transformatoarelor
electrice si alte circuite electrice nu au campul electric, campul magnetic si
transformarea de energie electromagnetica (prin efect Joule-Lenz)
concentrate in parti distincte ale circuitului, ci le au repartizate, practic, in
tot lu ngul c ircuitului. A stfel d e ¢ ircuite s e numesc circuite cu parametri
repartizafi.

Acumularea de s arcinii nl ungul circuitului, caracterizatd prin
capacitatea electricd, se face ca in regimurile variabile in timp intensitatea
curentului electric sa varieze in lungul conductoarelor(ne-ramificate ale )
circuitelor cu parametri repartizati. La liniile electrice lungi imperfectiunea
izolatiei prin care trece un curent electric intre conductoarele liniei
contribuie la variatia intensitatii curentului electric in lungul acestora.

7.2. Parametri lineici

Liniile e lectrice lu ngi — care s unt ¢ onstituite di ntr-un s istem de
conductoare filiforme, paralele, cu lungimea foarte mare fata de distanta
dintre el e — se utilizeazd pentru transmiterea la distante mari a energiei
electromagnetice (in electroenergetica) sau a semnalelor electromagnetice
(In telecomunicatiile pe fire).

Consideram linia bifilard din figura 7.1, de lungime | §i notdm cu 1-
1’ bornele de intrare (dinspre generator) si cu 2 — 2’ bornele de iesire
(dinspre receptor). S-a considerat un element de linie, de lungime dx,
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"
Jo JAR 5l

FW/‘F ol

U
b7l df/ u+a—xdx

it
_______ i A M M___.:lm_
i+ a—‘rdl' I
Iﬂxl-——Jl'——'l
|
Gadr '
Coclr —L v $ |:| 1+ 2
i %
L]
u |
___________ s -L__________________
D '
dx =
B S I S
bl
Fig. 7.1

situat la distanta X de inceputul liniei (respectiv distanta X’ de sfarsit). Pentru
linia bifilara se definesc urmatorii parametri lineici:

a) Rezistenta lineica (rezistenta totald a celor doua conductoare pe
unitatea de lungime) :

Au
R, = lim| 2— =1imA—R9, (7.1)
AX—0 1AX Ax—0{ AX )| m

ur este caderea de tensiune din lungul uneia dintre portiunile de
conductor, pe lungimea Ax;

unde:

I — curentul din conductor din dreptul acelei portiuni;

AR — rezistenta ambelor conductoare pe portiunea Ax.
Din relatia (7.1) rezulta
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du, :%-i-dx. (7.2)

b) Inductivitatea lineica (inductivitatea sistemului de doua
conductoare pe unitatea de lungime a liniei):

L, = lim _A® = lmA—L E , (7.3)
Ax—=0\ JAX AX—0 AX

unde A® sete fluxul magnetic prin suprafa!;a sprijinitd de cele doua
conductoare de lungime Ax (suprafatd hasurata in figura 7.1),iar AL este
inductivitatea proprie corespunzatoare acestei portiuni a liniei.
Din relatia (7.3) rezulta:
db =L, i-dx. (7.4)
¢) Capacitatea lineica (capacitatea sistemului de doud conductoare
pe unitatea de lungime a liniei):

C, —hm( qu_l AC[ } (1.5)
Ax—0{ YAX Ax—0 AX

Aq este sarcina electrica localizatd pe suprafata unuia dintre
conductoare pe portiunea Ax;

u — tensiunea dintre acest conductor si celdlalt in dreptul acestei
portiuni;

AC - capacitatea intre cele doud conductoare pe portiunea Ax.

Din relatia (7.5) rezulta:

dq = C,udx (7.6)

d) Conductanta lineica de izolatie (sau perditanta) (conductanta

izolatiei dintre conductoarele liniei pe unitatea de lungime):

Al -
G, —hm( J—l AG{S}={Q }, (7.7)
Ax—0 UAX AXx—0 AX m

Aig este curentul de conductie, care se inchide prin izolantul
imperfect dintre cele doud portiuni de conductoare pe lungimea Ax;
AG — conductanta corespunzatoare acestei portiuni din izolatia liniei.
Din relatia (7.7) rezulta:
di, =G,udx. (7.8)
Daca parametrii lineici Ro, Lo, Co, Go nu depind de distanta X, linia se
numeste omogend.

unde:

unde:
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7.3. Ecuatiile liniilor electrice lungi
In figura 7.1 sunt notate cu U si i tensiunea si curentul din linie la un
moment dat la distanta X de la inceputul liniei. In acelasi moment, la distanta

) . e ou .. O
X + dX, tensiunea si curentul din linie vor fi U + a—dx , respectiv 1+ 8—dx .
X X

Modificarea tensiunii pe portiunea dx se datoreaza atat rezistentei
Rodx cat si inductivitatii Lodx dintre firele conductoare.

Teorema intai a lui Kirchhoff aplicata nodului A din fig. 7.1 conduce
la ecuatia:

i:i+ﬂdx+Gde'u+C0dxa—u, (7.9)
OX ot

unde:
G,dx-u reprezinta curentul de conductie ce se scurge intre

conductoare pe portiunea dx;
ou .
Codxa - curentul de deplasare care se scurge intre conductoare

datorita prezentei capacitatii intre fire si a faptului ca exista variatia in timp
a tensiunii U (deci a intensitatii cAmpului electric).
Dupa simplificari, ecuatia (7.9) se reduce la forma:
o ou
ey G,u+C, - (7.10)
Teorema a doua a lui Kirchhoff aplicata achiului ABCDA din figura
7.1 conduce la ecuatia:
ou . 8]
U=u+—dx+R,dxi+L,dx—, (7.11)
OX ot
unde:
Rodxi este caderea de tensiune pe rezistenta portiunii dx;

ol 9 . s N Y
Lodxa - caderea de tensiune datoritd inductivitdtii proprii a liniei

(datoritd fluxului magnetic variabil in timp care strdbate suprafata hasurata
in fig. 7.1).
Dupa simplificari, ecuatia (7.11) devine:
ou . oi
P R,i+L, g (7.12)
Ecuatiile cu derivate partiale (7.10) si (7.12) reprezinta ecuatiile
liniilor lungi denumite si ecuatiile telegrafistilor (ecuatii de ordinul I).
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Semnul minus care apare in cele doua ecuatii trebuie interpretat prin
faptul ca atat curentul cat si tensiunea U scad in directia cresterii variabilei
x(de la generator catre receptor).

Daca in loc de variabila x se introduce variabila x’ (masurata de la
receptor catre generator), legate prin relatia: X + X = | = const., adica dx = -
dx’, ecuatiile liniilor lungi se vor scrie sub forma:

8] ou ou : ol

Determinare tensiunii $i a curentului ca functii de t si X pe baza
rezolvarii ecuatiilor telegrafistilor (7.10 si 7.12 sau sistemul 7.13), care sunt
ecuatii cu derivate partiale simultane, in conditii initiale si de frontiera date
(adica in regim tranzitoriu) in cazul general al liniilor omogene este o
problema complicatd, care se face cu metode operationale (de exemplu cu
ajutorul transformarii Laplace).

In cele ce urmeazi vom studia liniile lungi numai in regim
permanent sinusoidal.

7.4. Linii lungi omogene bifilare in regim permanent sinusoidal

In regim permanent sinusoidal, tensiunea si curentul sunt in fiecare
punct al liniei lungi, functii sinusoidale de timp de aceeasi frecventd, de
forma :

U = u(x,t) = ~2U(x)-sin[et + y(x)] (7.14)
i=i(x,t)= V21 (x)- sin[wt +w(x)— @(x)], (7.15)
in care valorile efective U(x) si I(x) precum si fazele initiale y(x) si [y(X)-
¢(x)] sunt independente de punctul considerat x al liniei. Aceste marimi se

pot reprezenta in complex simplificat, imaginile lor fiind functii de variabila
spatiala x:

u(x,t) = U (x)=U(x)-el*™ (7.16)
i(X,t) = 1(x)=1(x)-elrix-ot] (7.17)
Derivatele partiale ale acestor marimi se reprezinta astfel:
Mo (7.18)
OX dx
ou .
— < joU 7.19
P ] (7.19)

si analog pentru curent:
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ﬂcd—l; ﬂ@ jol . (7.20)
ox  dx ot

Folosind aceste reprezentdri in complex, ecuatiile telegrafistilor
(7.10) si (7.12) se reprezintd In complex prin urmatorul sistem de ecuatii
diferentiale ordinare in variabila x:

‘j;; (R, + jooLy ) (7.21)

__:(Go+ jwco)i’

care reprezintd forma complexa a ecuatiilor de ordinul intai ale
telegrafistilor. P rin d erivare s e p oate el imina su ccesiv o ricare d intre
functiile necunoscute I sau U si se obtin urmatoarele ecuatii:

d’u : :

o (Ro + Ja)Lo)(Go + Ja)COM

d’ [ :

o = (R, + jooL, G, + jeuCy )L, (1.22)
care reprezintd forma complexd a ecuatiilor de ordinul al doilea ale
telegrafistilor.

Daca se noteaza :
¥ =Ry + jolL, XG, + joC,) =a + jBla > 0) (7.23)

v numindu-se constanta de propagare a liniei, o - constanta de atenuare, iar
B - constanta de faza a liniei (vezi paragraful 7.5), ecuatiile (7.22) se pot
scrie simplificat:

2
Y =7°U; L

dx? dx?

La rezolvarea acestor ecuatii trebuie sa se tina seama ca U si | sunt
legate prin ecuatiile de ordinul intai (7.12), de aceea se rezolva numai una
dintre ecuatii, de exemplu aceea a tensiunii, curentul deducandu-se apoi din
(7.21).

Ecuatia caracteristica din (7.24) fiind:

(7.24)

p’-y’ =0, (7.25)
cu solutiile:

p., =+ p). (7.26)
rezulta solutia generala a tensiunii

U(x)=A-e™+B-e”, (7.27)

in care A si B sunt constante arbitrare, in general complexe.
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Curentul se obtine inlocuind expresia lui U(x) din (7.27) in prima
ecuatie din (7.21):
1 dy 7 - "
()= 2=o 7 [pe”_B.e¥] (7.28)
R, + joL, dx R,+ jolL,
Daca se noteaza:

7 =R0+ja)L0= y _ R, + jol,
= y G, +joC, \G,+ jaC,’

Zc numindu-se impedanta caracteristica complexa a liniei, solutiile generale

(7.27) si (7.28) ale formei complexe a ecuatiilor telegrafistilor se pot pune

sub forma:

(7.29)

|_(x)=é-e-ﬂ“ B e (7.30)

in car e co nstantele arbitrare co mplexe A si B sunt determinate p rin
conditiile de la capetele liniei.

Astfel, in cazul cand se dau tensiunea si curentul la bornele de intrare
a liniei (x = 0), din relatiile (7.30) se obtin:

U,=U(0)=A+B

|_=|_(0)=AZ B (7.31)

=c

Din sistemul (7.31) rezulta:

1
A=-U,+Z.1))

B-_(U, -Z.1,). (732)
Inlocuind valorile lui A si B din (7.30) si (7.32), se obtine:

e’ +e” e’ —e”
U()=u, &2z,

e”"+e” U, e -e”
I(x)=1,—=. - 7.33
)=t =——-7"" (7.33)

Acestea se pot scrie sub forma:

U(x)=U,-chx-Z,-1,-shux
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1(x)=1, -chyx —%-shﬂ, (7.34)
care reprezintd forma complexa a ecuatiilor liniilor lungi bifilare, liniare i
omogene, n regim sinusoidal in functie de marimile de intrare.
Daca se dau tensiunea si curentul de la bornele de iesire ale liniei (x
=), rezulta din (7.30):
U,=U(l)=A-e” +B-¢’

A B
| =|| = . A - . A 7.35
L=1() 7 €Ty e (7.35)

=c

de unde rezulta relatiile:

A =%(u2 +Z.1,)

c

Be' = (U, -Z.L.). (736)

Sau

A=—U+Z.1, )

B-_(U,-Z.Lk". (737)

Inlocuind e xpresiile ¢ onstantelor A si B din ( 7.37) in solutiile
generale (7.30), rezulta:

7(1-x) -r(1-x) r(1-x) _ q-7(1-x)
U()=U, =z, o
p71=X) 4 o 7(1x) g @7(=%) _g=7(1%)
I(x)=1, - +=2. 7.38
1(x)=1, . Z . (7.38)
Aceste solutii se pot exprima in functie de distanta x* = | — x,

masuratd de la sfarsitul liniei, si cu ajutorul functiilor hiperbolice se pot
scrie sub forma:
U(x)=U,chx+Z,1,shy’

U
1(x)= lzch;o('+z—zshyx' (7.39)
=c
care reprezintd forma complexa a ecuatiilor liniilor lungi bifilare, liniare i
omogene, in regim sinusoidal, in functie de marimile de iesire.
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7.5. Undele de tensiune si de curent in cazul liniilor lungi in regim
sinusoidal

Din relatiile (7.30) rezultd cad repartitia spatiald a tensiunii si a
intensitatii curentului, la un moment dat t, se obtine prin adunarea a cate
doud componente:

lJ(X) =U, (X)‘Hli (X)

1(3)= 14 (x)+ L (x), (7.40)
respectiv, in valori instantanee:

u(x, t) = ud(x, t) + ui(x, t)

i(x, t) = 1d(x, t) + ii(x, t) (7.41)
numite: unda directd de tensiune (ud), unda directa de curent (id), unda
inversa de tensiune (ui) §i unda inversa de curent ().

Astfel, valoarea complexa a undei directe de tensiune este (a se
compara 7.30 cu 7.40):

U,(x)=A-e™ (7.42)
cu coeficientul

A=U,(0)=U,,=U,, e (7.43)
Asadar, rezulta:

U, (X):leo 07 =Uy, el gl (7.44)
sau

U,(x)=U,, e e itFw0) (7.45)

Valoarea instantanee corespunzatoare este:
ud(x,t)ziim{ud -\/E-e"”"}:\/z-udo e -sin(wt — A +yd,) (7.46)

Acecasta unda directd este o unda mobild amortizata, in sensul ca
repartitia ei de-a lungul liniei se deplaseaza pe linie cu o viteza v dela
inceputul spre sfarsitul liniei si se amortizeazi dupa exponentiala e®*. In
figura 7.2, a) se reprezintd o astfel de unda atenuata, la momentele t si t+At.

In mod asemanitor se poate scrie unda inversd de tensiune ( vezi
relatia 7.30):
Ui(x)=B-e"=U
care are aceeasi forma ca si unda directa (vezi relatia 7.42), dacd se exprima
in functie de variabila x’ = l-x. Aceasta componentd corespunde, prin
urmare, unei unde atenuate inverse care se propaga cu aceeasi viteza v in
sensul x — lor negativi, atenuandu-se in sensul ei de propagare cu aceeasi
atenuare o pe unitate de lungime.

L €=U, e =U, e’ e =B, (7.47)
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In analogie cu tensiunea, din relatia a doua (7.30) mai rezulta ca si
curentul se obtine prin suprapunerea a doua componente: curentul direct

1= La®)_Ya oon (7.48)
L. L,
si curentul invers (sau reflectat)
I, :_Qi_(x):_ﬁ_e,« (7.49)
Z Z

=c

Relatia (7.46) justificd denumirea de constanta de atenuare date
partii reale a a constantei de propagare si de constanta de faza datd partii
imaginare 3 din constanta de propagare.

Se defineste [ungimea de unda )\ ca fiind cresterea distantei x
corespunzatoare unei cresteri cu 2r a argumentului undei respective (sau cea
mai micd distantd dintre cele doud puncte in care undele respective sunt in
faza):

=c

ot - Bx + ydo - [ot - B(x + L) + ydo] =271 (7.50)
si deci
A= 2% (7.51)
5 .

Viteza de faza a unei unde fatd de sensul pozitiv al axei x este prin
definitie viteza unui punct fictiv mobil in care faza undei este constanta.
Astfel, pentru undele directe, din conditia

ot — PX+yd, = const. (7.52)
rezulta viteza de faza:
v _o 24 e (7.53)
d g p

Coeficientul de reflexie al undelor la sfarsitul liniei (x =1) este prin
definitie raportul dintre complexul tensiunii undei inverse si complexul
tensiunii undei directe la sfarsitul liniei (vezi relatia 7.35):

1 | é_z
in B'eﬂ E(QZ_ZCLZ) _2(12 _CJ ;2_;c
K= = 774:1 = = s (7.54)
T T I e a2
=2
unde:

Zc= Uy/Ib este impedanta complexa a receptorului conectat la
sfarsitul liniei;
Z — impedanta caracteristica complexa a liniei.
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Observatie

Daca receptorul conectat la sfarsitul liniei are o impedanta complexa
Z» egald cu impedanta caracteristica complexa a liniei, adica:

2> =7, (7.55)
coeficientul de reflexie este nul (K = 0) si ca urmare nu existd unde
reflectate, deoarece U ,, = K-U ,,, adica:

U(x)=U4(x); 1(x)=14(x). (7.56)
Liniile la care este conectat un receptor cu impedanta egala cu
impedanta caracteristica complexa a liniei se numesc linii adaptate.

7.6. Linia fara distorsiuni. Linia fara pierderi

Dependenta de frecventa a constantei de propagare (y), a co nstantei
de faza (PB) si deci a vitezei de faza (v = ®/fB) face ca d ezavantajele dintre
componentele (armonicele) de frecvente diferite ale unui semnal (de
exemplu, un curent purtator de informatii) transmis printr-o linie lunga sa nu
fie aceleasi la inceputul si la sfarsitul liniei. Pentru eliminarea acestei
distorsiuni a semnalelor cauzatd de viteza de faza diferitd a armonicelor
componente de frecvente diferite, se folosesc liniile fara distorsiune ai caror
parametri satisfac conditia lui Heaviside:

R = G . (7.57)

LO CO

In acest caz, constanta de propagare a liniei fara distorsiuni are
expresia:

¥ =yR, + jolL, (G, + jaC,) =[R,G, + joy[L,C, - (7.58)
Asadar:
a=R,[r]=R,G, (7.59)
B =3m[y]=w,/L,C, . (7.60)
Ca urmare, conform relatiei (7.53), rezultd o viteza de faza:
_o 1 (7.61)

B JL,C,

independenta de frecventa.

Pentru o linie bifilard aeriand cu conductoare paralele de diametru 2a
foarte mic fata de distanta d dintre axele conductoarelor si fata de lungimea |
a acestora, inductivitatea si capacitatea lineica au valorile:
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L, = Ho a9 (7.62)
T a
c, = (7.63)
d
In—
a
si deci viteza de faza este
! ! =3-10°m/s, (7.64)

V= =
\/LOCO \/goﬂo

egala cu viteza de propagare a luminii in vid.
Impedanta caracteristicd complexa a unei linii fara distorsiuni este:

Z, = &+—%: &: i (7.65)
G0 + Ja)CO GO C0

Pentru realizareal ui Heaviside (7.57) se maireste inductivitatea
cablurilor t elefonice, intercaldnd in ser ie cu acest eab obine d e mare
inductivitate (procedeul Pupin).

Liniile fara pierderi sunt linii idealizate cu

Ro=0; Go=0. (7.66)

Ele satisfac conditia Iui Heaviside (7.57) si sunt linii fara distorsiuni
cu o constanta de atenuare (vezi relatia 7.59) nula:

a=4R,G, =0 (7.67)
Liniile fara pierderi au impedanta caracteristica (vezi relatia 7.65):
L
Z. = |—" (7.68)
Cy

si o repartitie spatiald periodica sinusoidald (ne-amortizatd) a tensiunii si
curentului, dea-lungul liniei (vezi relatia 7.46).
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CAPITOLUL 8. CIRCUITE LINIARE IN
REGIM PERIODIC NESINUSOIDAL

8.1 Introducere. Analiza armonica a semnalelor

Pand 1n prezent am studiat comportarea circuitelor liniare daca
excitatia este sinusoidald. In realitate tensiunile si curentii printr-o retea
electrica sunt diferiti de forma sinusoidala. Abaterea acestora de la forma
sinusoidala se numeste distorsiune sau deformare.

Un astfel de exemplu 1l constituie bobina neliniara (cu miez de fier)
careia daca 1 se aplica o tensiune sinusoidald (excitatie) raspunsul acesteia
(curentul) este nesinusoidal.

#n

it {
{ TI\N \‘
\
)

ult (]

N

-~

Fig. 8.1

Presupunand o bobi na cu miez de fier (fig.8.1) alimentata de la o

sursd de tensiune sinusoidald u=+2Usinet rezultd ecuatia in tensiune a
bobinei cu miez de fier prin aplicarea teoremei a doua a lui Kirchhoff:

Rbi—u=—dq)t =—i(q>a+q>u)=—Laﬂ—d(D”, (8.1)

dt dt dt dt

unde: — La% este fluxul de dispersie cu o dependenta liniara fatd de

curentul d in circuit (L s~p0). Dependenta flux-curent ®y(i) este neliniara
datorata prezentei circuitului feromagnetic al bobinei iar ecuatiei in tensiune
a bobinei cu miez de fier ii corespunde urmatoarea schema echivalenta:

/é P bobina ideala ce
prezinta numai
| flux util (¥;=0)

i Rb L
o>

UJ/ Y1 (t)\L

Fig. 8.2
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u=Rri+L 3N 92
dt ' dt

do,
u(t)=N-_
Considerand cd bobina are Ry §i Lo neglijabile (f apt a propiat d e
do,
dt
Din relatia de mai sus se poate determina forma de variatie a fluxului
magnetic

EC sin| ot -2 | = @ .. sin| ot _z
N 2 2

(8.3)
Fluxul magnetic util (in miezul feromagnetic) este sinusoidal si se

: (8.2)

realitate) atunci tensiunea de alimentare U =u,(t) =N

?, :ﬁju(t)dt :ﬁjﬁu sin wt =

afla in urma tensiunii cu g Forma de variatie a curentului ce parcurge

bobina este functie de dependenta ®u=f(i) a materialului feromagnetic care
la alta scard, (vezi legile campului electromagnetic), reprezinta dependenta

B=f(H) cpsr=jj§dﬂ, Wdi:Nij (8.4)

Pentru materialele feromagnetice moi cu dependenta flux — curent
(fig.8.3) atat timp cat se lucreazd cu tensiuni mici fluxul magnetic are
punctul maxim de functionare numai in zona liniara (OM) iar curentul este

sinusoidal.
¥

N N VNS
im— /At - - /—

Fig. 8.3
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Daca punctul de functionare ajunge in zona de saturagie fluxul
magnetic ramane sinusoidal, iar curentul are forma nesinusoidala prezentata

in fig.8.4
2

Fig. 8.4. Constructia grafica a formei de variatie a curentului.

La un moment t dat (fig.8.5.) bobinei ii corespunde un flux ¢ caruia
in caracteristica @=¢(i) 1i corespunde curentul i. Valoarea acestui curent se
rabate pe verticala, iar in dependenta acestuia functie de timp, c orespunde
valorii curentului la momentul de timp t dat.

Pentru materialele feromagnetice ce prezinta ciclu de histerezis
(dure) curentul este deformat si nu mai este in faza cu fluxul (fig.8.5).

Z

i — i\

unghi
avans de
histerezis

Fig. 8.5.
La ¢u=0 c urentul este impus d e H ¢ iar pe ntru a nularea f luxului
remanent ®rem curentul are o valoare diferita de zero .
Constructia grafica a formei de variatie a curentului
- lamoment t: oarecare pe curba de crestere a fluxului i1 corespunde un
curent
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- lam omentult » la acelasi flux magnetic pe curba descendenta a
caracteristicii flux curent curentul este nul iar fluxul pozitiv egal cu valoarea
remanenta

Pentru acest ultim caz ecuatia in tensiune a bobinei cu miez de fier
este

u=Ryi+ LU%+Ul cu u(t)=N di“ - t.e.m. de autoinductie.

Reprezentand ecuatia de mai sus in complex simplificat, prin
alegerea fluxului magnetic 1n axa reald, rezultd diagrama de fazori (fig.8.6)
si schema echivalenta (fig.8.7):

: . O
U=RI+jX_1+U undeU, = jo—= (8.5)
=~ b~ - =1 =1 \/5
Bilantul de puteri al bobinei se obtine prin amplificarea ecuatiei de
mai sus cu valoarea complex conjugata a curentului rezultand:

* - * . o e .
Ul =R1?+ jX_I?+U,I iar prin separarea partii reale si

imaginare
P=Ulcos@=RuI*+Re {U11*}=P;+Py (8.6)
Q=Ulsinp=Qs+Qu (8.7)
Im \ R Xe
X, o>} -
! A
U
%b - Rh jXh
u1
4 la
Dy P Re o
o
Fig. 8 .6 Fig. 8.7

Excitand o bobina cu miez de fier de la o sursa de curent sinusoidala,
tensiunea la bornele bobinei este nesinusoidala.

8.2. Analiza armonica a functiilor periodice

Orice functie periodica y(t)=y(t+nT) ce indeplineste conditiile
Dirichlet (marginita, neteda pe porfiuni, numar finit de discontinuitati
J' ldt<0) poate fi reprezentatdi (admite o dezvoltare) printr-o serie

trigonometrica denumita serie Fourier de forma:
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y(t) = A + > V2A sin(kat +,) (8.8)
k=1
unde Ao — componenta continud a functiei

Ax — valoarea efectiva a armonicii de ordinul k
vk — faza initiala a armonicii de ordin k.
Altfel spus orice functie periodicd nesinusoidald este o suma de
functii sinusoidale de pulsatii diferite (k=1... ).
Alte forme al e seriei Fourier se obtin din dezvoltarea functiei
sin(kott+yk) si anume

yt)y=A + zn:\/E(AK sinkatcosy, + A siny, cos ka)t) (8.9)

k=1

Notand B k=AkCOSYk, iar C k=Aksinyk, rezultd
C C .
tgy, = —B—k =y, =arctg B—k, r  espectiv A =4B;+C; sau
k k

B
@, = arctg —%
Ck
Determinarea coeficientilor seriei Fourier se face din dezvoltarea

y(t) = A + > 2B, sinkat + > +/2C, coskat (8.10)
k=1 k=1

Integrand seria Fourier pe durata unei perioade y(t) se determina
componenta continua:

J.oT y(®dt =J.0T Aodt+2\/§BkLTsin koot dt+Z\/5CkJ:coskwt dt (8-1 1)
k=l — Kl <

A L : :
rezultand A, =T L y(t)dt

Valorile efective ale fundamentalei si armonicilor seriei Fourier se
pot determina prin inmultirea cu sinkmt sau coskwt a functiei nesinusoidale
si integrarea pe durata unei perioade

T T 4 T . T

. _ . . 2 .

JO y(r)sinkor d7 = /—\OL s1n:l(§0)t dt+ Z}ﬁjo B, sin” ket dt + Z\/Ejo C, sinkat cos Kkt dt

1—cos 2kat k=1 sin 2kt

B =0

= \/EBk % = J.OT y(t)sinkwt dt respectiv \/ECk = %J‘OT y(t)coskat dt (8.12)
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Forma complexa a seriei trigonometrice se obtine din forma

. : . : 1 (; i :
complexa a functiilor trigonometrice sin kot =?(ejka’t —e ’k”t) respectiv
J
1/ . »
coskat = 5 (e"‘”t +e ‘k“’t)

y(t) = A0+z\/_|3 (elkwt e Jk(ot) z\/‘c (ejka)t+e kat)

=A+ Z\/_( J ety Z\/_( Jj g ket (8.13)
—mz(( ~ 8, j elkmzf(c “Bj

Daca insumarea se face dupa —k in ultimul termen al expresiei de
mai sus atunci:

y(t) =A + Z\/_( ] ekt 4 Z\/_(C + 1B, j g ket (8.14)

y(t) = Z@k ekt (8.15)

. i.arcta 2K
_k_Ck_JB _ A JactgC 1 Aefj‘pk
unde:  A0=D0 ; 2 2 2-
Aceeasi forrna complexa a seriei Fourier rezulta si d1n inlocuirea

coeficientilor:

1 ¢7
A, :?L y(t)dt (8.16)
V2B, =$ jOT y(t)sin ket dt (8.17)
J2c, :%LT y(t)cos ket dt (8.18)

In expresia functiei f(t):

y(t) = %LTy(t) dt+ ;%fy(r) sinkotsinkot dt+ ;%ij(r) coskotcoskwt dt (8. 1 9)

y(t) = %LT y(r){l + 2;:: (sin kotsinkwt +coskmtcos kmt)} dt (8.20)
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y(t)=lﬂy<r)[l+zi coska(t—7) |dr (8.21)
T . ejk‘m—ﬂ]
2

y(t) = %J;T y(r)i ejkm(tft) dc= i(-ll: J'(;r y(T)e—jjkmr drj . ejkcut (8.23)

Dy (jko)

S jkot : - _ LT —jkot
y® =20, ¢, unde @, =0, (jko)-e 7¥j0 y(e ™ dr  (8.24)

Functia o, este o functie de variabila complexd cu modulul
dependent de frecventd denumit amplitudine spectrald dar functia @k are si
argumentul dependent de frecventa.

Reprezentarea functie de frecventa ®x=®«(kw) a modulului conduce
la definirea spectrului de frecventd al amplitudinilor (spectrul discret) iar
reprezentarea ar gumentului ek=@x(ko) conduce la spectrul de frecventd al
fazelor initiale

@0 @

w=0 W éw Kw

Fig. 8.8

Concluzie:
Orice semnal periodic este o suma de semnale complexe

(combinatie liniard). Astfel functia x(t)=Xmcoswt provine din X(t):%(ﬁ+ 5)
cu:
x=x_e" =x_(coswt+ jsinot) (8.25)

*

X =x e =x_(coswt— jsinat) (8.26)
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8.3. Exemple de semnale periodice particulare

a) Semnale pare satisfac ecuatia y(t)=y(-t)=y(T-t)

y : ‘
AN N
| | 1 1 £
—t t\-/ ot
Fig. 8.9
Seria Fourier devine:
y(t)=A,+ iﬁBk sinkot +i\/5ck coskot (8.27)

y(~0)= A, + Y V2B, sinka(—t) + > W/2C, cosk(~t) iar prin impunerea conditiei

k=1 k=1

de functie para:
A, + iﬁBk sinkot + iﬁck coskot=A, —Zw:\EBk sinkot +2J5Ck coskot (8.28)
k=1 k=1 k=1 k=1
rezultd: Bx=0

Dezvoltarea in serie a functiei pare este: y(t)=A, + > +2C, cosket
k=1

unde: A = TLJ‘OT y(r)dz; \/ECk = %'[OT y(r)coskwr dr, s au:

y(t) = ZQk el cu:
0

D, = %J‘UT y(t)e ™ dr = %J‘[)Ty(t)(cos kot — jsin kot) dr avand numai parte reala
=0

(vezi reprezentarea complexa a marimilor sinusoidale trecute din cosinus).

V()= Ao + X V2A, S04+ 1,) fiind pard n=2k.

y(t)=A, +Zx:\/EA2k sin(2kot +v,,) (829)

b) Semnalele impare satisfac relatia y(t) = -y(-t) = -y(T-t)
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y(t)

Fig. 8.10
Impunénd conditia de semnal impar y(t)= -y(-t) = rezulta:

A + Z\/EBk sin kot + Z\/ECK coskat =
! ! (8.30)

= —{AO + Z\EBK sin kKo (—t) + Z\/ECk cos ka)(—t)}
k=1 k=1
y(t) = i\EBk coskat
cu: V2 B, = %J-OT y(r)sinkwz dz  sau seria complexa: y(t)zi@k Lo
de: @, =2 [ ywe o de=21] k- jsinkor) dz, dar:
unde: @, —?J.O y(7) r—?J‘O y(r)(coszoa)z'— Jjsinkot) d7, dar:

y(t) = A0+i\/5A1 sin(nat+7,) , n=2k+1 (8.31)
=yt =A+ iﬁ/&kﬂ sin((2K + Dot + 7, (8.32)

8.4. Valori caracteristice ale ssmnalelor periodice nesinusoidale

a) Valoarea efectiva.Fi e yl(t)zAO+Z\/5Aksin(ku)t+yk).C onform
k=1

definitiei valoarea efectiva Y a unui semnal y(t) este:

Y- /% [[yoa (8.33)
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y? :(A0 +i\/5Ak sin(ka)t+7/k)j =
! | (8.34)

Al + 25:\/5A0Ak sin(kat + , ) + {iﬁAk sin(kat + y, )}

y =A +2;Afsinz(kwt+yk)+2ZZApAq sin(pot+y,)sin(qot +y,)+

p=1 g=1
pq
+2) V2A A sin(kat +,)
k=1
(8.35)
lJ.T y? dt :lez.[Tdt+£iAf.|.Tsin2(ka)t+7/ )dt +
T T % T& ﬁ,ﬁk
ET
2 T .
+?Zp:qz ApAqJ.0 sin(pat +y,)sin(qat +y,) + (8.36)
P~q =0
22A &, (T
+ T kzz; Akjo sm(kaz)(t) +y, )t
Introducénd simbolul 5, ={1’ P=9 si deoarece:
0, p#q
T . 1
jo sin(pat +y,)sin(qat + y,) dt = Eé'pq cos(y, —74) (8.37)
rezulta:
Y:,/leoTy2 dt:\/A§+ZAk2=\/ZAk2 (8.38)
k=1 k=0
Y:\/A§+A,2+A22+A§+ ....... Af:\/A02+Af+A§ (8.39)
unde:

310



Capitolul 8. Circuite liniare in regim periodic nesinusoidal

Definim 1n regim sinusoidal si nesinusoidal urmatorii factori:

Regim sinusoidal Regim nesinusoidal
- de amplitudine (v arf) K, - Yo
K _ Y, __max _ VY =Y
Y'Y  efectiva
- de forma K, =——— - 5_ f:%
medT/! 242 =
a1/2 = L y(t) dt
Pentru regimul nesinusoidal se defineste

€ (0,1) si se numeste factor de distorsiune.

G
< Y- =Y,
5 0

8.5. Puteri ale circuitelor liniare n regim

permanent nesinusoidal
Daca unui dipol i se aplicd o tensiune nesinusoidald si un curent

nesinusoidal rezultd cd absoarbe o putere instantanee egald cu produsul
u-i=p.
Daca u(t)=U, +v2> U, sin(kot+y,) iar it)=1, ++2> 1, sin(ket +v,)
k=1 k=1

expresia puterii instantanee va fi:
p=u-i=U,l,+v2U, > 1, sin(kat +p; ) ++21,> U, sin(kat +p,, )+

k=1 k=1

+2> U 1 sin( pot +y,, )sin(qat + ;)
p=1 g=1

(8.40)

a) Puterea activa reprezinta valoarea medie a puterii conform

relatiei
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JU, V21,

p=1{ pltyet= %gjm

: ZI j sin ka)t+y,k )dt+-—2

Zujsmkm+num+

+= ZZUplqj sin( pat+7,, )sin(qat + 7, ) dt

q p 1
Edpq cos( Yo~V )

p=q exista integrala

(8.41)

Rezulta astfel : P =U 1, +2Uk|k COS @, sau
k=1

P=U,,+U,l cosp +U,l,cosp, +...+U |, cosg, +..+U I, cose, (8.42)

in care @ k este defazajul dintre armonicile de tensiune si curent.

b) Puterea reactiva (prin simetrie) Q este egald cu suma puterilor
reactive ale armonicilor.

Q= Z:Uklk sing, - suma puterilor reactive corespunzatoare

tuturor armonicilor
c) Puterea aparenta S se defineste prin produsul valorilor efective
ale tensiunii U si curentului I

s=U-1 - produsva lorie fectivec u U =,U;+U+U;,
2 2 2
=415 +1] +1;

S= }gUﬁ fglﬁ In regim nesinusoidal patratul puterii

aparente nu este egal cu suma patratelor puterilor activa si reactiva ci
S*=U2-17=UgI; +U1T +UZI; +U; + U2 +UC S+ (8.43)
=S’=P>+Q’+D’ unde
1 0 o0
D:\/Ezz(uglj+u§|;—2Upuq|p|qcos(¢p—(pq)) (8.44)

p=0 g=0

cu §0p=7up ylp’ ¢q j/uq yiq'
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E=Z(S151S); ¢=4(S151P) (8.45)
P S,
cosp=—, cosé=— 8.46
@ s ¢ 5 (8.40)
Factorul de putere in regim nesinusoidal se defineste la fel ca in

P P _P S PS5

regim sinusoidal K=== — L= .l-cospcost ; K =cosqpcosg
P’+Q*+D> S S § S

< cosp =Kp.

ii(UiIi +UI> -2U U L1, cos(p, —(pq))

p=0 q=0

Deoarece D= \/

N | —

s1 in cazul rezonantei pe toate armonicile = D= \/%ZZ(UPIq ~u,Lf
P q

nu se anuleazd puterea deformantd. Pentru ca puterea deformanta D sa fie
< . U, U . . ..
nula, trebuie ca I_p:I_q:Ct" Deci U plqg =Uqlp si @p = @q, conditie ce
p q

implica rezonanta pe toate armonicile cu amplitudini proportionale.

8.6.Elemente liniare de circuit in regim nesinusoidal
1. Rezistorul. Se considera un rezistor R la bornele caruia se aplica
tensiunea

u(t)=U0+\/EZUksin(kcot+yuk) avand componenta continud nenula
k=1

l -

Fig. 8.12
Aplicind r elatia Ohm se determind curentul si coeficientul de
distorsiune al acestuia ki:

i:%:%-rﬁi%sin(kwt-ryuk) =1, +\Eilk sin(kot+7v, ) (8.47)
k= k=1

si coeficientul de distorsiune ku
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U U
:?07 Ik :?k, O =V — Vi =0 (848)

Concluzie: Rezistorul nu modifica forma curentului fatd de a
tensiunii.

=1,

u

Fig. 8.13

2 U
k=2
U
k=1

- puterea absorbitd P=U1,+Y U,I, cosp, =RD I} =RI’.

k=1 k=0

(8.49)

2 Bobina ideala (fatd de componenta continud Uo bobina ideala se
comportd ca un scurtcircuit)
l ]

Fig. 8.14

Din ecuatia u, = L% , deci i:% j u, se deduce intensitatea curentului

o1 ST S
i =f~[\5§Uk sin(kot+y, ) dt= ;\E kka sin(kot +7v, —m/2) (8.50)
i:iﬁlk sin(kot +7y,) (851)
k=1
>1, = kUkL’ ¢, =Yy —vy =7/2, liml, =0 (reduce gradul de deformare)
® =

.U

k=2

1ar al curentului

- coeficientul de distorsiune al tensiunii K, =

k
k=1

(8.52)
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Bobina ideala reduce gradul de deformare al curentului fata de cel al
tensiunii.

u

aat

Fig. 8.15
- puteri ale bobinei ideale
P=0
S=4Q*+D’ (8.53)
Q=Y U, sing, =Y (koL)I; >0 (8.54)

3. Condensatorul ideal

Fig. 8.16

Din ecuatia i= C((ii—ltl = \/Ez koCU, sin(kot +7y,, +7/2) = \/EZIk sin(kot+v,,)

k=1 k=1

rezultd: 1,=0, I, =koCU,, ¢, =y, —V4 =—7/2.

DL DlkeCU) (KU,
K, = |2 = | = |2 K (8.55)

L > (koCU, )’ Z(kUk)2> o

k=1
liml, > o= Armonicile de curent contribuie la m odificarea

k—o0

pronuntata a formei curentului fatd de a tensiunii.
u

S=4Q*+D? (8.56)
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8.7. Analiza circuitelor in regim nesinusoidal

In regim nesinusoidal curentii Ix(t) si tensiunile uk(t) fiind functii
periodice de timp, admit dezvoltari in serie Fourier si notand Ika respectiv
ukn armonicile de ordinul n ecuatiile Kirchhoff se scriu astfel utilizand
teorema superpozitiei.

=
7~

1

> 1,=0-TIK pentru valori continui

ne(s)

i=>i,=>1, +§:ink (t)=0=+< >"i,, =0— pentru fundamentala
=1

ne(s) ne(s) n ne(s)

Zik2 =0 — pentru armonica de ordin 2

ne(s)

(8.57)

ZUOj =0 - suma tensiunilor laborne pentru je(m)=0
ie(m)

DU =0= Y (Uy + .U, ) =0=1 > U, =0-pentru fundamentala

je(m) je(m) je(m)
ZUzj =0 - pentru armonica de ordin 2

je(m)

—
®
~

(8.58)
Se considera, spre exemplificare, urmatorul circuit a limentat ¢ u

u=80sinwtt+60sin3mwt, f=50Hz. Daca r=2Q, L:QmH, c=2mF si se
Y Y

determine valorile instantanee ale curentilor, P, S, Q, si D.
|

i ic
L c
Fig. 8.18

Rezolvare:
Aplicam teorema superpozitiei si cele doud teoreme Kirchhoff
pentru rezolvare.
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i ic i, ic,
u r r _ U, r r 4
L C L C
a)
Fig. 8.19

u=u1+u3=80sinmt+60sin3 wt

a) Pentru fundamentala ui=80sinot,
20

Z, =r+joL=2+j-21-50-2=-10" =2+2j=28¢""
T
1 . 1 . _inia
Zo=r-j—==2-j—————=2-2j=2%8¢
oC 21-50->.10°
T

Curenti prin bobina si condensator sunt:

&
Uz 2,881”/4 \/E 2.8
870
I _Ql \/E 80 plr/4

—c1 "7 287 228
Curentul total este dat de expresia:
. Lp-in/4 ain/4 2
-Y oz, = Z,,Z, _ 2,8-2.8 .e e. _ 2,8
- Z, Z,+2Z 2+2j+2-2j 4
80 ., 40 .
| =——e"=—=¢°
— 22 V2
i, =283sin(wt — 7/4)
rezultand < i., = 28,3sin(wt + 7/4)

i =40sin wt

12
\®)

b) Pentru armonica a treia:
Z,=r+j-30L=2+6]j

1 .2
2ot e TS
ZL3ZC3 2

Z.,+Z
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U, __ 6

[, === =95¢"" 8.70

BN TR (8.70)

I, = 2113 -0 g (8.71)

Lc; \/5(2_ Jj
3
l:£=ieiﬂ (8.72)
;e3 '\/52

i, =Im{1,,-e"*2} (8.73)

ig, = Im{ I, -e72} (8.74)

i, =Imi{ 1 -e1y2| (8.75)
Puterile sunt exprimate prin relatiile:
S:U-l:%\/802+602 -%\/402 +30° =2500VA (8.76)
P=UI coso, +U,I, coso, :%'804OCOSO+1—2160~3OCOSO =2500W (877)
Q=0; D=0

8.8. Circuite liniare trifazate sub tensiuni simetrice nesinusoidale

Un sistem de trei marimi periodice yi,y2,ys alcdtuiesc un sistem
trifazat simetric de succesiune directa, daca marimea y2 rezulta din marimea
y1 cu o intarziere de o treime de perioada si marimea y3 rezultd din marimea
y1 cu o intarziere de doud treimi de perioada.

y1 y2 y3
t
Fig. 8.20

Presupunand sistemul trifazat simetric de tensiuni nesinusoidale:
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Y, (0 = y(®

T
Y, (t) - y[t _Ej

Y P I I DRV .4
y3(t)—y(t 3 J Y(t 3j

Dezvoltarile in serie Fourier ale marimilor y1, y2 si y3 sunt:

Y0 = V2, sin(nat +7,)

(8.78)

(8.79)

y,(t) = iﬁvn sin(na)(t —%)+ 7nj = i\/ivn sin(na)t +y7,—N 2?”) (8.80)
ys(t) = f:\/ivn sin[na{t _%j”"j - i\/ivn sin(na)t +y.-n %”j (8.81)

si pun in evidenta proprietatile:
1. pentru armonicile de ordin n=3k

Yis = \/§Y3k Sin(3ka)t + 7/3k)
Yoz = \/§Y3k sin(3ka)t + 75 — 3K 277[] = \/§Y3k sin(3kat + 75,)

Yia = \/EY3k sin(3ka)t + 75 —3K 4%) = \/§Y3k sin(3kat + 75, )

marimile sunt in faza si alcatuiesc sisteme omopolare

2. armonicile de ordin n=(3k+1)
Yiska = \/5Y3k+1 Sin((3k + Dot + 7/3k+1)

Yoskn = \/5Y3k+] sin((3k +Daot + 5., — Bk +1) 2%)

Yism = \/EY3k+1 Sin(Bk +Dawt+ 5, —Gk+1) 4{}

alcatuiesc sistem de succesiune directa.
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Y3, 3k+1
N,3k+1
Y2, 3k +1
Fig. 8.21

3. armonicile de ordin n=3k+2 printr-un calcul similar alcatuiesc un sistem
de succesiune inversa.
a) Conexiunea stea fara nul

i

o—=-
ul2 < i
o—=—
o—
Fig. 8.22
Din relatia 11+12+13=0, 1n care:
L= Z(Il,3k Flhaka t |1,3k+2); L, = Z(|2,3k Thaka T |2,3k+2)
1 1
13 = Z (13,3k T 150 T a5k ) (8.88)
1
rezulta:

(8.89)

0= Z(imk Fly g Fy ) + Z(imm iy e i) + Z(il,zm Fihy a0 Tz 3.0)

=0 z sistem simetric direct=0 Z sistem simetric invers=0

Prin urmare, curentii de linie nu contin armonicile multiplu de 3. In
retelele de frecventd industriald curentii §i tensiunile confin numai
armonicile impare, valoarea efectivd a curentului de linie are expresia

I =P+ +1+ iar tensiunea de linie:

U,=U,-Uy= ZUHO,}k +Upgan + Ut‘]0\3k+2 _szzo,zk + Uf20,3k+1 + Uf20,3k+z

(8.90)
U12 = 2 (Uflo,sk _Uf20,3k) + § ( Uf20,3k+l _Uf30,3k+1 )"‘ § (Uf10,3k+2 _Uf20,3k+2)
-— -

=0
z (U12,3k+1 + U12,3k+2

Tensiunile de linie nu contin _armonici _multiplu de 3. Valorile
efective ale tensiunilor de faza respectiv de linie sunt: U, =,/U?+ U2+ U2 +...;

U, =4Ul+ U} +...
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b) Conexiunea stea cu nul
Din relatia 11+i2+i3=in, rezulta curentul prin conductorul de nul:
D gy i +is ) =3D iy, (8.91)
Prin u rmare, conductorul de nul este pa rcurs de unc urent c are
contine numai armonici multiplu de 3.

¢) Conexiunea triunghi
Tensiunea in lungul laturilor triunghiului este egald cu suma
tensiunilor la bornele laturilor triunghiului rezultdnd U, =3) U,, - tensiunea

interiorul triunghiului contine numai armonici de ordin 3k. Aceasta
tensiune stabileste un curent de circulatie care va contine numai armonici
multiplu de 3. Caderile de tensiune in fiecare din laturile triunghiului fiind
egale cu suma armonicilor multiplu de 3, tensiunile la bornele laturilor nu
vor contine armonicile multiplu de 3. Infisurarile alternatoarelor trifazate se
conecteaza in stea, evitandu-se conexiunea triunghi din cauza curentului de
circulatie ce poate incdlzi infasurarile chiar la o functionare in gol a
alternatorului. Curentul de linie egal cu diferenta a doi curenti din laturile
triunghiului nu congine armonici multiplu de 3.
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CAPITOLUL 9. REGIMUL TRANZITORIU
AL CIRCUITELOR ELECTRICE LINIARE

Numim regim tranzitoriu trecerea unui sistem de la o stare stabila la
o altd stare stabila. Cele doua stari stabile se mai numesc si regimuri
permanente.

Analiza circuitelor electrice in regim tranzitoriu este posibila:
- In_domeniul timp (reprezentare directd a marimii functie de timp) prin
urmatoarele metode:

a) metoda directa

b) a variabilelor de stare

c¢) metoda raspunsului tranzitoriu la excitatie treapta
- in domeniul frecventa (utilizeaza reprezentari simbolice ale functiilor) prin
urmatoarele metodele:

a) aplicarea transformatei Fourier(metoda spectrala)

b) aplicarea transformatei Laplace (metoda operationala)

9.1 Teoremele comutatiei

In circuitele ce contin bobine si condensatoare trecereadelaun
regim p ermanent launaltregim n uar el oc i nstantaneu d eoarece, 1 n
regimuri diferite energia Inmagazinatd in campul electromagnetic al
circuitului are valori diferite. Orice variatie a energiei intr-un i nterval

- . . .. . AW, <
presupune o Varlatle a puterll sursel conform relatlel pS = lim At . Daca
At—0

trecerea de la o stare la alta stare are loc instantaneu (At =0) puterea sursei
ar fi infinitad ceea ce nu este posibil practic si fizic.

9.1.1 Teorema I a comutatiei

Sa consideram o bobina careia i se aplicd o tensiune. Din legea
inductiei electromagnetice se deduce tensiunea la bornele bobinei ideale in
baza careia se calculeaza fluxul magnetic
u, =‘3—f:>¢=fwu dt =" uc) dt+[u® dt=0()+ [uydt,  ©.1)

Deoarece tensiunea u(t) este integrabila rezultd ca fluxul este o
functie continud si Tn momentul initial t=0-=0+ fluxul este ®(0-)=D(0+)

Analizand invers daca fluxul ® ar fi discontinuu atunci tensiunea la
bornele bobinei tinde la infinit (nu este posibil fizic).

Concluzii:
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1° Fluxul magnetic nu poate trece brusc de la o valoare finita la alta
valoare finita

2° In circuitele liniare relatia de dependenta flux —curent este ®=Li
si-n consecinta curentul intr-o bobina liniara nu variaza in salt.

9.1.2 A ll-a teorema a comutatiei
Energia electrica inmagazinatd intr-un co ndensator est ed atad e
relatia
2
w, =ty =19 9.2)
2 2C
Variatia acestei energii reprezintd puterea instantanee la bornele

condensatorului. Curentul prin condensator este d efinit de relatia i:j—? .
Daca sarcina q ar varia in salt curentul prin condensator ar avea v aloare

infinita, ceea ce nu este posibil fizic.
Concluzii:

£, : o NUIN
1° Sarcina q=q(0)+ jol dt este o functie continud si nu variaza in

salt.

2° Pentru circuitele liniare, dependenta sarcind - tensiune este data
de relatia g=Cu si, in consecinta, tensiunea pe un condensator nu variaza in
salt (tensiunea este functie continua).

9.2. Metode de analiza in domeniul timp a circuitelor electrice
Pentru an aliza i n d omeniul timp a le c ircuitelor e lectrice In re gim
tranzitoriu se aplica:
1- metoda directa pentru circuitele de ordinul I si 1T
2- metoda variabilelor de stare pentru circuite de ordin mai mare sau
egal cu II

9.2.1 Metoda directi de analiza a circuitelor de ordinul |

Daca circuitul electric supus analizei contine un singur element
conservativ (reactiv) ecuatia caracteristica ce descrie din punct de vedere
matematic comportarea circuitului este o ecuatie diferentiald de ordinul I.

Circuitele de ordinul I p ot fi R -C, R -L ser ie sau p aralel. A ceste
circuite pot fi sub excitatie proprie sau improprie. Raspunsul sistemului sub
excitatie proprie poartd numele de raspuns natural.

Circuitul este sub excitatie proprie dacd din ecuatia diferentiald de
ordinul I pe c are o satisface raspunsul, impunand conditiile de regim
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permanent, acesta (raspunsul) se poate determina direct din excitatie. In
continuare sunt p rezentate ta belat ¢ ircuiteled e o rdinul [Tn re gimd e
excitatie proprie:

Tabel 9.1. Circuite R—C

Aplicand teorema
C C
: de t ransformare a
surselor d e R
tensiune 1n surse de =
e(t curent fatd de =
bornele
condensatorului
e(t)ZUR+uc ig:ik+ic; .g:i
_C du, R
= dt o _Ue .. _Yc du,
fp=-C; i, =—S+C—C
du. R R dt
e(t)=RC—=+u, ) du.
dt i,R=u,+RC dtc

Tabel 9.2. Circuite R— L

= Aplicindt  eoremad e 8 :
transformare a surselor d e
tensiune 1n surse d e curent '
Cf? fatd de bornele bobinei SR
Iy =g+
; e=i_-R
uL:uR:RiR:Ldl ’ di
o i,R = Ri_+L—t
" R dt e L di,
- — =i +——=
. L di, R R dt
by =0 +——>~
R dt
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Ecuatiile de tipul z'(;—)t/+ y(t)=x(t) sunt ecuatii de ordinul I in

. L : 9 9 e d
regim de excitatie proprie. Dacd se anuleazad variatia in timp E:O se

obtine regimul pe rmanent iar raspunsul are aceeasi formad de variatie cu
excitagia y(t)=x(t). Raspunsul y(t), egal cu excitatia x(t), este raspunsul
natural pentru circuitele in regim de excitatie proprie.

Sa analizdm raspunsul natural pentru circuitul R C ¢ unoscand
incdrcarea continud a condensatorul cu tensiunea uc de la zero la tensiunea
E (fig.9.1). Presupundnd condensatorul incarcat cu tensiunea E in caz de
scurcircuitare a circuitului RC se obtine ecuatia ce descrie descarcarea unui
condensator in conditii initiale nenule (Uc(0)=E) U r+Uc=0, r elatie
echivalenta cu Rit+uc=0. Curentul de descarcare 1Inlocuit in ecuatia
prezentatd conduce la ecuatia diferentiala de ordinul I:

du,

RC—C+U, =0 (9.3)

Uc R

|
raspuns E @ —_— C

____— natural
t

T=RC

Fig.9.1 Fig.9.2

Ecuatia caracteristica a diferentialei de ordin I este RCp+1=0 iar
solutia are forma: U, = Ae™ = Ae™/" - cu A constanti ce se determini din

conditiile initiale si anume la t=0, tensiunea ce incarca condensatorul este
Uc=Uco=E=A. A ceastd constantd inlocuitd in ecuatia tensiunii ce descrie
descarcarea condensatorului conduce la U.=Ee™, relatie ce descrie evolutia

tensiunii pe condensator la descarcare.
La incarcarea condensatorului in conditii initiale nule Uc(0)=0

o ) C - d )
ecuatia in tensiune a circuitului este neomogena: RCd—tC+UC =E si

admite solutii de forma: U, =U_.,+U.; unde U — reprezinta solutia

ecuatiei omogene iar Uer - solutia impusa de excitatie. In regim permanent
pentru circuitul analizat (excitatiein ¢ .c.) U c¢—=E iar solutia ecuatiei
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omogene arte forma U, = Ae™ = Ae™/. Astfel se obtine U, = Ae™/" +E.
Constanta de integrare din relatia prezentatd se determind din impunerea
conditiilor initiale si anume:

- la t=0, tensiunea ce incarca condensatorul este nula Uc=0
rezultand astfel constanta de integrare A=-E. Se determina astfel evolutia in
timp a tensiunii de incdrcare a condensatorului U = El-e") cu

reprezentarea grafica din fig.9.3:

Fig. 9.3
Metoda clasica de rezolvare a acestor ecuatii constd in rezolvarea
ecuatia omogene. Solutia gasitd da un proces liber de anulare (stingere)
denumitd solutie de regim liber ywo(t). La solutia generald a ecuatiei
omogene se adaugd o solutie particulard a ecuatiei neomogene. Asa se
obtine solutia generald a ecuatiei neomogene, din care, cu o alegere
adecvata a constantei se obtine solutia corespunzatoare conditiilor initiale
date. Daca este vorba de circuite cu excitatie constantd sau excitatie
sinusoidald, se obtine imediat solutia particulara. Solutia generald se
exprima deci:
y(O)=yw(t) +yn(t) (94)
Observatie:
1° Solutia ecuatiei omogene este datoratd energiei Inmagazinate in
elementul reactiv. Intotdeauna 11:2 Yio(t) =0, cu yio — solutie de regim liber

(a ecuatiei omogene)

9.2.1.1 Solutia generala a ecuatiilor diferentiale de ordinul I

1. Ecuatiile de ordinul I omogene r%+ Y, =0 admit solutii de

forma: y = Ae™. Solutia este denumitd componenti de regim liber. Aceasti
solutie 1nlocuitd in ecuatia diferentiala conduce la urmatoarea forma:
tpAe™ +Ae” =0 sau (rp + l)Ae =0,

Deoarece Ae™ =0 (fiind solutie), atunci relatia tp+1=0, se numeste
ecuatia caracteristica a ecuatiei diferentiale de ordinul 1.
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Impunand conditiile initiale la t=0, y(t) = y(0), rezulta evolutia in
timp a c omponentei de regim liber Yy, = y(0)-e¥" redata in graficul din
fig.9.4.

Y

y(0)

0,37y(0)

LN >~

_ L
T=RC Souc

Fig. 9.4
2. Constanta de timp 1 reprezinta timpul dupa care raspunsul isi
atinge valoarea de regim permanent daca ar avea aceeasi viteza de variatie
cu cea din momentul initial. Ea reprezintd timpul ideal de atingere a
raspunsului permanent daca raspunsul ar avea aceeasi viteza de variatie cu
cea din momentul initial.(rdspuns ideal)
Raspunsul circuitului in momentul t=t este:

y©)=y(0)-e" = YO YO _ 37y 9.5)
e 2.7

)
ceea ce conduce la urmatoarea observatie cd dupa t=t semnalul raspuns are
amplitudinea redusa de e ori.

De foarte multe ori dorim sa estimadm care este timpul t; dupa care
raspunsul y(t) are valoarea € din valoarea initiala y(0). In aceasti situatiei:

y(t)=ey(0),da r y(t)=y(©0)-e*" rezultind = ygt)) e =t =—tinL 2 yg(t))) sau
y

y((t)) ce are valoarea cuprinsa Intre 0 si 1 ( 0<e<1).

y(0

3. Daca in domeniul timp solutia este y(t)=y(0)-e™*, In planul ecuatiei

=—tlne CU ¢=

caracteristice p:—l ( planul p) solutiei 11  corespunde un punct pe axa
T

reald cu valoarea p=c. Intrucat in  planul ecuatiei caracteristice

. 1
p=c+jo=-— deducem atenuarea:
T

(t) -t/t ot _ ﬂ

e =e" =e”.e!" rezultind: e respectiv
y(0) y(0)
_1, O
t y)

4. Solutia ecuatiei diferentiale neomogene de ordin I se obtine
astfel: multiplicim ecuatia diferentiala cu (1/1) e'"
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N y = X(t) Lgve (9.6)
dt T
rezultand:
Y e 1 ye' = 1 x(t)e'” sau (9.7)
dt T T
d t/z dy t/z 1 t/z
e |=—-€e +—-y-e 9.8
e =g ey ©-8)
atunci:
d t/z 1 t/t
—|ye’ |=—-x(t)-e 9.9
Integrand in raport cu § de la zero la t rezulta:
! d é/r _ tl élr
Jiaz e Jag = [~ xoe ag (9.10)
9.11
=y = YO + e (e de -1
o

Solutia ecuatiei neomogene este y=yityr, unde:

yi — componenta liberd impusa de conditiile initiale denumita si
raspuns natural impus numai de starile initiale

yf— componenta fortatd impusa de excitatie

9.2.1.2 Particularizarea solutiei generale pentru_circuitele electrice
excitate in cc §i ca
1. Circuitul de ordinul I excitat Tn curent continuu x(t)=X(t)=Xs=ct
admite urmatoarea solutie:

y(t) = y(0)e V" +%et/f(x - toj (9.12)
. -t/r

y(t) = y(0)e" +% Xz .el" —X% (9.13)

(9.14)

Y =y + X(1-e )= ye+ X - xe
stare initiala raspuns excitatie initiala
permanem
Impunerea conditiei de regim permanent conduce la t=w y(x)=X
y

9.15
y(t) = (y(0) -y, (0))e ™" + yi(») (©.15)

solutie regim tranzitoriu solutie regim permanent
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2 Circuitul de ordinul | excitat Tn c.a x(t)=Xmcoswt a dmite
urmatoarea solutie:

(9.16)
Yy, = e“/‘_[ X, cosot e dg = .[e‘/‘ cos & d&
I1
Rezolvand prin parti integrala I Tn baza notatiilor urmatoare :
1
du=—e" dé&
u=e’" 1T (9.17)
dv=coswé d& Vzgsina)(f
" L B I W
rezulta: |, =—sinwé e I —efsinwé d& . (9.18)
W 07w
Notand:
t
_[e‘f/f sinwé d& = eé/’ cos wé +—Ie§/f coswé d&, si in baza
0

1
acelorasi notatii aplicand integrarea prin parti rezulta:

du="e" d¢
u=e" Tl (9.20)
dv =sinw& d& Vz—gcosa)g‘

t

L e
I, = A+——e" coswé 1, (9.21)
T

T T2
oy OT

t t
1 1 . 1
L|1+—— |=—sinwé es” +—Ze§/’ coswé (9.22)
T 0] , O°T 0
1+ 0’7’ 1 .
I| —5=— |=—¢" sinwt + ——e"" cos ot —— (9.23)
T @ O°T O°T
Atunci solutia fortaté de excitatie a ecuatiei este:
X eV wr ve e’ 1
y; =—" | —5—cosat +——sinwt ——; (9.24)
1 l+e’c | o't 0] T
X
Yi = —[cosa)t+a)rsma)t eV” ] (9.25)

1+ @’
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Utilizand identitatea trigonometrica

cos wt + wr sinat = 1+ (wr)’ [cos(wt —arctgwr)]  inlocuiti in solutia
fortata de excitatie conduce la:

X Xn gt
=Y =Ta”;zfzcos(wt—arctgm)— ﬁe v
y, () yf(o):%cos(arctgm)

N+ 70?
(9.26)

In baza notatiilor de mai sus se poate defini solutia completd de
regim tranzitoriu sub forma:

Y =(Y(0) =y, (0))e " +  y,(0) (9.27)
—
solutia de regim tranzitoriu solutia impusa de

regimul permanent

9.2.1.3 Determinarea solutiei generale a regimului tranzitoriu
in circuitele de ordinul I ce contin surse independente

Exemplul 1

Sa consideram spre exemplificare un circuit RC ce prezintd conditii
initiale Uc(0)=5V, circuit cuplat la t=0 la o sursd de curent continuu de
valoare E=10V. Urmarim sa determindm tensiunea la bornele
condensatorului.
Rezolvare: Ecuatia circuitului rezultd din aplicarea teoremei II Kirchhoff
astfel:

. du
e(t)=E = Ur+Uc=E, dar i =C dtc (9.28)
du,

RC +U. =E. Solutia conform celor prezentate anterior

este:

Uc=UctUcp cu U, =Ae" (9.29)
Ucp — impusa de excitatie avand valoarea Ucp=E. Rezultd astfel:
U.(t)=Ae " +E (9.30)
Impunand conditiile initiale si anume la t=0, Uc(t)=Uc(0)=A+E =
A=Uc(0)-E se obtine evolutia in timp a tensiunii la bornele

condensatorului.
Us(t)=[U.(0)-E] e +E (9.31)
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Uc(0) 5V

N

—E=-10V

Fig. 9.5

Exemplul 2
Circuitul RC excitat in ca cu e(t)=10-cos2n10%t, ®=10°> conduce la

- . . 1o dU . . ..
urmatoarea ecuatie diferentiala < dtc +U.=E, cosot. Solutia acestei ecuatii

este de forma Uc=Uc+Ucp cu U, = Ae™" iar Ucp — solutie a ecuatiei in

regim permanent sinusoidal. Deducem solutia ecuatiei diferentiale in regim
permanent sinusoidal prin reprezentarea in complex a aceleiasi ecuatii

obtinand joRCU . +U . N

V2

Rezolvarea in complex conduce la:

U =Bn 1 Sy B 11
= 2 1+jeRC T 2 R Il?+jwc

, (9.32)

E 1

m

ﬁ\/l‘i‘a)z(RC)z .ej-arctga)RC

relatie echivalentd cu U = sau restransa sub

forma:

=" S g J-arcigeRC (9.33)

U. =
< 2 Jl+ o'’

Trecand din planul complex in domeniul timp solutia este:

U, () =RefV2e .U . |= %cos(a)t _arctgor)  (9.34)
+w'T

Solutia generala a ecuatiei neomogene este:

U.(t)= Ae V" 4+ ﬁcos(a)t — arctga)z') (9.35)
Vi+ o'’

Impunand conditiile initiale si anume la t=0, Uc(t)=Uc(0)=5V
rezultd valoarea constantei de integrare A:
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Us(0)= A+ Lcos(amtga)r),

1+ w*7? A=U,(0)— 2 cos(arctgor
Ue(0) - = coslarctger)
y(0)
y:(0)

(9.36)

U.(t) = (U c(0)— __En cos(arctg a)z')] ey __En cos(a)t —arctg a)z')‘

V1+o’c? V1+o’c?

Aplicatii tipice ale circuitelor de ordinul 1
1. Circuit integrator RC

(D) : Tlc
|

Fig. 9.6
Considerand tensiunea pe condensator U c=U, — tensiune de iesire,
forma de variatie 1n timp a acesteia este redata in figura 9.7.

Uc incarcare
| des‘corcor‘e

(9.37)

|
‘ | t
f I

NI
4

Fig. 9.7
2. Circuit derivator RC
a C
NESAE
E(P ( Rl Ug
Fig. 9.8

Considerand t ensiunea p e r ezistor U, =Ri=RC dd—LtJ tensiune de

iesire, forma de variatie in timp a acesteia este redata in figura 9.8.
Generalizarea constantei de timp pentru orice retea de ordinul 1
Constanta de timp pentru retele RC este =RC respectiv =L/R
pentru orice refea RL
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9.2.1.4 Determinarea solutiei generale a regimului tranzitoriu in
circuitele de ordinul I ce contin surse dependente

Exemplul 1

Circuitul din figura 9.9 functioneaza cu intrerupétorul k inchis. La
momentul t=0 se deschide. Sa& se traseze variatia tensiunii v(t) de pe
rezistenta de 1KQ.

a) In regim permanent (inainte de descircare) stabilim tensiunea
Uc(0) ce incarca condensatorul.

Rezolvare:

Potentialul Vi este impus de sursa rezultand i, =I’—(1) =% =0,5mA .

Aplicand T2K pe ochiul 2 obfinem:
v,+1-4:i =0, v,+1:4.05=0 =v,=-2V (9.38)
uc(0)=vi-v2=5-(-2V)=7V (9.39)
b) In regim tranzitoriu, la deschiderea intrerupatorului k, circuitul
echivalent este:
0,2uF,Uc(0) 0,2uF YO

5V \Xi 4lx ) = Xi[{ <%>

Fig.9.9.
Tensiunea la bornele condensatorului este:

*J. ldt—fji ldt+fJ' idt (9.40)

- . 1 pt.
careia 1i corespunde ecuatia Joubert —u_(0)+u, = —J.; idt .
C

Urmarim in continuare sa asociem fatd de bornele condensatorului

incarcat cu tensiunea Uco 0 rezistentd echivalenta a circuitului (fig. 9.10).
Uc=0 ¢ Uc(0)

Reg

Ix
Fig. 9.10
In aceasta situatie putem exprima comod curentul de descarcare al

condensatorului conform relatiilor: uc(0)=uctureg, u,,,
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du,

= R - 9.41
v O =u, +R, - C— (9.41)
Solutia acestei ecuatii este uc(t)=uco+ucp cu
-t
u.,, = Ae % >
c0 u.(t)=u,e % (9.42)
ucp = uc(O)

Impunerea conditiilor la limitd (regim permanent) t=co, ¢ onduc la
uc=0,u ¢=0. Curentul de descarcare este dat de relatia

. _du -\ . . L o
1=C d_tc =C-uU, | ——e 7 | . Inlocuirea constantei de timp a circuitului in
T
solutia de mai sus conduce la urmatoarea relatie a curentului de descarcare
j = Yo o7
R

ey

In prezentarea anterioari avem de rezolvat problema determinarii
rezistentei echivalente asociate circuitului. P entru d eterminarea acest eia
avem posibilitatea alimentarii circuitului de la o sursd independentd
exterioara, in absenta laturii condensatorului incarcat, caz in care rezistenta
echivalenta este:

u _{1()ix+il =u

=, . =10, +5I, =u=15I, =u (9.43)
i

0=i,+4i, —i =i, =5i,

eg

. u u
I, =—=>R,=—=—=15kQ 9.44
15 I Y ©-44)
15
In baza acestei rezolvarii curentul de descércare al condensatorului
respectivt ensiuneal ab orneler ezistoruluid el kQ devin
— -t . -t ~-t
15 15 3
Valoarea inainte de comutare a tensiunii pe rezistorul de 1kQ rezulta
din aplicarea teoremei II Kirchhoff v+4ix-1=0 = v=—4 ~%~1 = —% =-2V.

9.2.2 Metoda variabilelor de stare

9.2.2.1 Ecuatiile de stare

Metoda variabilelor de stare este o metoda de calcul avantajoasa atat
pentru circuitele liniare, cat si pentru cele neliniare. Metoda constd in
introducerea v ariabilelor d e s tare - tensiunile condensatoarelor si curentii
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bobinelor (marimile ce nu variaza in salt) - pe baza unui sistem de ecuaftii
diferentiale de ordinul I pentru care se exprima solutia cu ajutorul functiilor
de matrice. Avantajele principale ale metodei consista in faptul cd metoda ia
in considerare simplu conditiile initiale, se programeazd usor pe
calculatoarele numerice si poate fi generalizata pentru orice circuite.

Ca exemplu se considera un circuit oscilant serie fara pierderi,

e .. du, _. di .
circuit caruia 1i corespund ecuatiile: C dtc ST Ld—t'=-R11-uc+e.

In notatie matriceala ecuatiile se scriu:

0 1 0
u c |lu
_d Yo CllTel+| 1 ]e (9.45)
dt |i, LRI T
L L
Aceastd expresie este un caz particular al ecuatiei diferentiale
dy

matriceale it = Ay +bx, in care y este vectorul de stare care descrie starea

electricd a circuitului in spatiul starilor.

Matricele coeficientilor A,b se numesc matricea de tranzitie a
sistemului si respectiv matricea asociatd vectorului de intrare X. Solutia
acestei ecuaftii este similara celei discutate in subcapitolul anterior (7.2.1.2).

9.2.2.2 Schema structurala de calcul a regimului tranzitoriu
pentru ecuatiile ordinul I
Ecuatia diferentiald pe care o satisface circuitul RL sau RC este de
ordinul 1 ¢ u forma: r%+y=x(t) , avand solutia y:y(O)e% +le%jx(t')~e%dt',
T 0
solutie ce evidentiazd componentele raspunsului dacad este exprimatd sub
urmatoarea forma:

-t
y=| y(0)~y,(0) |-e " +y(e0). (9.46)
[ S
ytranz yperm

Ecuatia diferentiald de ordinul I poate fi scrisd sub forma ecuatiei de
stare astfel:

I Lyrho= Sl e o] o
T T dt T T
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Implementarea acestei ecuatii pe un calculator necesitd urmatoarea
schema structurala:

Fig.9.11
schema ce se initializeaza prin y(0) adica pentru t=0, y=y(0).
Rezolvarea acestei ecuatii implica cunoasterea valorii initiale y(0).
Raspunsul y este variabila de stare (uc sau ir) ceea ce confirma inca odata ca

bobina sau condensatorul este complet definit de valorile L si iL(0) respectiv
C 51 uc(0).

9.2.2.3 Raspunsul circuitelor liniare de ordinul II

Presupunem ca in circuit exista elemente reactive de ambele tipuri,
atat L cat si C. Studiul acestor circuite poate fi redus la studiul ecuatiei
satisfacute de circuitul RLC serie, respectiv RLC paralel.

A. Marimi de stare ale circuitelor de ordin 11

a) RLC serie excitat in tensiune
R LIL(0) ¢ uc(0)

}7

%7
e(t)
Fig.9.12.

Aplicand in circuitul din figura 9.12 teorema II Kirchhoff se obtine

ecuatia in tensiune e(t)=R-i+ L%+ U, . Al egand v ariabilad e stare

tensiunea pe ¢ ondensator u ¢ prin impunerea conditiei de conexiune

i =C d;tc =i, =i, rezult:
2
e(t) = RC 4 Li(c d”°)+uc Scdt re B Loy (0n)
dt - dil dt dt dt
2
d-u, +Bduc N 1 U - e(t) (9.49)

dt> L dt LC ° LC
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uC
th=o
a condensatorului uc(0) este cunoscutd dar derivata acesteia nu este explicit

Rezolvarea implica cunoasterea uc(0) si . Tensiunea initiala

uC

=0

cunoscuta . Aceasta este determinatd din curentul initial prin

dug _i.(0)
dt t—o C

Daca se alege wvariabila de stare curentul din bobina iL

bobini astfel: i, =i, =C duc

t=0 dt

o du : . : -
(i, =i, = Cd—tc) ecuatia pe care o satisface acest curent se obtine derivand

ecuatia tensiunilor

. 2
de_Rdl dii du, de

. d?i di i de
—~ —R—+ 5 =—=L—+R—+—-=—. (9.50)
dt dt dt dt dt dt dt C dt
5. )
d IJrEﬂJrLi :l%.R ezolvarea
L

dt’ Ldt LC Lt

implica cunoasterea iL(0) si i, = E(C ducj
dtj_o dt dt )i _

b) Circuit R LC p aralel co nsiderand g ruparea p aralel RLC in care

elementele reactive prezintd conditii initiale, din aplicarea teoremei I

Kirchhoff rezulta:

Impartind prin L rezulta:

L,I_(0)
C,Uc(0)
R
ig
Fig.9.13
1g=IRHiLHc (9.51)
) u . du
i =—+1 +C— 9.52
¢ Rt dt ©:52)

e . di
Impunerea conditiei de conexiune U, =U; =U, = Ld_tL conduce la:

: 2 2 o
iy =£ﬂ+iL+CLd IzL = d |2L+ = lerl—L
R dt dt dt RLC dt LC

_ (9.53)
Lc
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di, 1 .di, 1, Iy o _y
- +———~=+——I_ =——ecuafie in care variabila de stare este curentul

dt= RC dt LC LC

prin bobind. Utilizarea tensiunii condensatorului drept variabild de stare uc

necesitd definirea urmatoarei ecuatii (derivarea relatiei curentilor din

di i i i
teorema I Kirchhoff): —% = dig. + di, + di,
dt dt dt dt
P du,
1y —E, 1, :CT (9.54)
di, 1du, d.,. d’u
—=——t4 (i ]+ C—¢ 9.55
dt R dt dt(L) dt’ 53
uL:Ldljﬂ:u_L_u_c (9.56)
dt dt L L
. di;  1du, u, = .du, d’u, 1 du, 1 1 di
atunci: —=——¢+-—--+C——F% sau E+ +—U, =——-.
ddt R dt L dt dt RC dt LC C dt
B. Solutia ecuatiei diferentiale omogene a ecuatiilor de ordinul I1
Ecuatia generala a circuitelor de ordinul II
2
ested—zy +2-Sw, 3—{ +a@,y =X, ecuatic obtinutdi pe baza urmitoarelor
notatii:
2o = (2o, ==
1L sau ch . (9.57)
op =— 0, =—
LC LC
Daca presupunem variabila de stare de forma y=Ae™, solutie nenula
a ecuatiei diferentiale, ecuatia caracteristica este:
y|p? + 28w, + @} |= 0= p* +2Em,p+ )} =0 cu radacinile:

Py :(—@iwléz —1)(»0 .
Matematic, daca:

1. &€>1 atunci, p, =—m0(—g+\/ﬁj:—%; P, :—mo[—g—\/z_q):_%

1

pi,p2€R. (9.58)
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In acest caz ( p1, p2 € R) solufia ecuatiei omogene este aperiodica,
(fig.9.14). In exprimare matematicad avem solufia y_ (t)=Ae" +A,e™, 1n care

constantele se determina din conditiile initiale si anume:

t=0, y(0)=A, +A, A= TT [y(0)+r2—d}:1(t0)j
dy 1 1 =3 b (9.59)
| TTTAT A, T dy(0)
dt] T T, A, = y(0)+7,
T, -1, dt
. 1
Planul ecuatiei u
caracteristice /
p1 p2 72 t
Fig. 9.14
Parametrul e-1R. L _R JLC_ lR\/E _1R IR eprezinta rata
2L o, 2L VY1 2 YL 2 \/f 27,
C

U RI
Zo=RQ face ca rata atenudrii exprimata functie de acesta sa fie a:%-l.

L
o .. . . . . U, oLl C
atenuarii. Factorul de calitate al circuitului este Q:—:——T, cu

2. Daca &=1 atunci &’-1=0 se obtine regimul aperiodic critic in

1 . . . . . . Iy
care t,=1,,p,=p, T, gty =-m,&. Solutia ecuatiei circuitului este in acest
@,

caz reprezentata in fig.9.15.
y.=(C + Czt)eié%l =(C,+C,t)e ™

Planul ecuatiei

caracteristice ye(0)
p2 t
pl
Fig. 9.15
3. Daca &<1, atunci o, = @, (\/1 — 52) iar radicinile sunt:
p,=—w, t jo, =—at jo, (9.60)

unde: a - coeficient de amortizare si wd — pseudopulsatie
Solutia ecuatiei este (fig.9.16): y = Ae™ cos(aw,t + B)
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_2n
=%
Q=0 |
Planul ecuatiei ~_ — —]Jw0
o -
caracteristice ,_ _ _ |
S Jwd o
/1 Yy
-1
2 /
5:1\ | t
\
\#777—*&0(1
AN
~ .
—~ —-Jjw0
Fig. 9.16

C. Ecuatii de stare pentru circuitele de ordinul I1

Metoda variabilelor de stare consta in transformarea ecuatiilor
diferentiale de ordinul II si superior in sisteme de ecuatii de ordinul I.
Variabilele de stare utilizate sunt curentii prin bobine iL §i tensiunile de la
bornele condensatoarelor uc .

In continuare exemplificim transformarea ecuatiei diferentiale de
ordinul II intr-un sistem de doua ecuatii de ordinul I.

d*u du
LC—<+R —<+u, =e(t 9.61
o PR =) (9.61)

Variabilele de stare uc si i, =i, =Cd;t° inlocuite in ecuatia de mai sus

conduc la definirea sistemului.

. du, du, 1.
i, =C =—i,

oo rearanjate sub forma: | 9 € (9.62)

di, . d, R. 1 R
L—+R1L+uC:e(t) —=——1, ——u,+—

dt a4 L L° L

0o 10
ra 0
dpue] C Ul 1 (9.63)
defi, | |1 Ry | |1 T lLe®

L L
%[y]:[A][y]-i-[B][x(t)] ecuatie similara cu a circuitului de ordinul I

ce are forma %[y]:{—l}[y]-{l}[x(t)]; T - constanta de timp (de tranzitie).
T T
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D. Schema structurala de calcul atasata ecuatiilor de ordinul 11

e Ji] o }s I

Uc

E. Aplicarea metodei variabilelor de stare in circuitele ce contin

surse dependente
Exemplificim metoda variabilelor de stare pe circuitul din fig.9.18.

0.33H
P

—h—l 51V
2

[Space] 25 St

O —"ih, : ::I

Marimile de stare sunt curentii prin bobine si tensiunile de la bornele
condensatoarelor. In circuitele ce contin surse dependente,si stemul
ecuatiilor de stare trebuie completat cu relatia de dependenta introdusa de
sursa comandati. In scrierea sistemului de ecuatii sursa dependentd se
trateazd ca una independentd. Sistemul de ecuatii atasat circuitului din
fig.9.18 este:

|
=
N
|\1|-J>

10
N (9.64)
4
7

<2 AW
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rezultat al aplicarii teoremei I Kirchhoff —i2+c-d;tc ~i+i, =0, si al definitiei
tensiunii pe bobi ne: . %2 N do  ioYemSi-ve
ensiunii pebobi ne: L,—*=vi-ve §i L_b=Si+ve,unde i-—=——=,

v, =10V.

9.3. Metode de analiza in domeniul frecventa
9.3.1 Metoda operationala (a transformatei Laplace)

Fiind datd o functie variabila f(t), neteda pe portiuni pentru t>0, ce
satisface inegalitatea |f(t)| < Ae™ cu oco>0 pentru t>to (creste mai lent
decat o exponentiald), se defineste transformata Laplace (sau i maginea
Laplace) prin relatia:

t
F(p)=L[f@®)]= j f(t)e ™dt, (9.65)
J
unde: - F(p) — functie de variabild complexa, p=c+j® (G>Go pentru a creste
mai lent ca exponentiald).

Functia f(t) se numeste functie original iar F(p) functie imagine.

A. Proprietdtile transformatei Laplace

1. Liniaritate
Lot +pe®]=a Lirw]+p Ligw]= afm)+p6p) (9.66)
2. Teorema valorilor limita

}JLH; F(p)= Lgr?j f (e "dt (9.67)
0

p:a+ja):a+j2T”; p—o>o=t—>0 (9.68)

lim pF(p) = lim f(t)="1(0,) (9.69)

lim pF(p)=lim f(t)=f () (9.70)

3. Transformata Laplace a derivatei

L[%}:T%e’”dt; integrand prin parti:(uv)’=u’v+uv’. Rezultd
t a t

u’'v=(uv)’-uv’

cu notatiile (fe™ )= %e"" +f-(—pe™ =
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dt

= f()e || + pF(p)= pF(p)+lim f ()~ £ (0.)
t—ow

=0

L m} — pF(p)~£(0.)

| dt

[ qn n-1
LIt - ey ! 0)—p™> dy(0)  d"y(0)

ar p'F(p)-p" y(0)-p m e

4. Transformata Laplace a integralei

o

L_!f(t)dt}j[!m )dt}e a==]

0

e™

-p

intrucat (uv)’=uv’+u’v si consideram u= jf(t')dt' , V= f ePdt="—=
0

L (ot |=—= |
L[f(t)dt:i - .O[f(t)dt

5. Teorema intarzierii

¢ o
+[r0=—dt _fp)
0 —-p p

0

Liet-v)= jf(t —t)eMdt= Tf(t')e-v“'*”dt' = Te"”f(t')e""’dt'

s-a substituitt - Tt =t decit=t’ + t iar dt=dt’
Lift-v]=c"Fp)
6. Teorema atenuarii

Ll tw)- ]Ee’“f(t)e""dt = Tf (e "M dt=F(p+2)

7. Teorema asemanarii

f ek pRkt) e o 1 (p
Litxo)-= l f(kt)e dt;_ !Te d(kt)—iF(Ej

(9.71)

(9.72)

(9.73)

(9.74)

(9.75)

(9.76)

(9.77)

(9.78)

(9.79)

B. Calculul transformatei Laplace a principalelor semnale utilizate

n electrotehnica

Sursele de curent continuu sunt, in general, multiplu al functiei

treaptd unitard, functie prezentata in fig.9.19.
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h(t)
1
O
Fig.9.19
Aceasta functie, matematic, are urmatoarea definitie: h(t)= {?a: <(()) "Fa
>

poate fi consideratd conform relatiei h(t) = limf (1) , limita unei functii rampa

f(t) (fig.9.20). Modeland functia rampa prin relatia urmatoare:

0t<—¢ |
f(t)=<t+¢ pentru t=0, f(t)=—. (9.80)
—75——';—8 <t<eg 2
£

In intervalul (- ,&) functia f(t) poate fi aproximati printr-o dreapti
de ecuatie f(t)=at+b. Constantele a si b se pot determina din conditiile la
limita, astfel:

t=0, f(t)=%:b (9.81)
t=+¢, f(t)=l=ac+b=>a=— (9.82)
&
t:—s,f(t):0=—as+b:0:>a=E (9.83)

€
f(t)
1/2
0
—& +e
df /di
arie=1
4
Fig.9.20
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. b t t+ 1
atunci: f(t)=—t+b=b(—+l —p[ & =—(t+¢); =15,
£ £ £ 2e 2¢
Derivata acestei functii se numeste impuls unitar 3—1: :Zl; pe ntru
€
0 t<-¢
1
e-09 0. Notim 51=lm3 unde: o(t)y=— —-e<t<e
dt =0 dt 7.
0 t>¢

Suprafata determinatd de impulsul unitar, de 1atime 2¢ si indltime 1/2¢, are
aria unitate. La limitd impulsul unitar are reprezentarea din fig.9.21, insa,

fizic, aria trebuie sa se conserve, motiv pentru care J'S(t) dt=1. Transformata

-0

Laplace a impulsului unitar L[a(t)]:Té(t)e’P‘dt =1.

5(t)=d

Fig.9.21
1. Transformata Laplace a impulsului treapta L[ch(t)]zTch(t)e""dt se

0

obtine din formula de integrare prin parti, (uv)’=uv’+u’v, unde se noteaza

u=ch(t) si v - inlocuind rezulti:
-p

e (9.84)
0 0 p

L [eh(t)]= T%[ch(t)%]dt - Tc%dt - ch(t)%

=0

2. Transformata Laplace a functiei exponentiale f(t)=e¢™

I At —pt I —(p+M)t 1
L[f(t)]:.([re’ e dt:?|:1~e‘ )dt:m (9.85)

3. Transformata Laplace a functiei sinusoidale f(t)=ymsinwt.
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L. jot _—jot .
Substituind: sinmtz% se obtine transformata Laplace a
j

functiei:

t

Jﬂ)l_ o —t wy_ ot | ,-pt 7my_m —jot | ,-pt
L[y smcot] Jym - "d !2 ot ePdt '([ZjeJ e™dt  (9.86)

-[y_ et = .[ m_ o =(p-jo)t q¢ :y_m;: (987)
o 2] 0 2] p-jo
Y p+_](l)—(p—_](1)) Y 2-]('0
Ym [ j o 2 2 =5 2 2 (988)
p—jo ptjo) 2j p +o 2j-(p" + )

L[ym sin cot] Y (989)

p+(0

Similar se obtine transforrnata Laplace a functiei cosinusoidale:

Ly, cosot]= L{y“ e }:y_[ L, j:y — P (9.90)

2 {p-jo p+jo " pta’

C. Determinarea functiei original cunoscand transformata Laplace

(Teoreme)

1) Teorema derivarii

o

4 Fpy = iﬁf(t)e""dt} = [k mde =L (o) (9.91)
dp dp|s

0

2) Teorema integrarii

TF(p)dp = L[@} (operatia inversa derivarii) (9.92)
3) Teorema Mellin - Fourier
f(t)y=— F(p)ep‘dp o> 00 (9.93)
2TEJ

4) Teorema Heaviside

Daca F(p) :% unde pk radacinile numitorului sunt reale si distincte
P

atunci functia imagine poate fi descompusa astfel:
Fpp=t®_ & e s oy s o PO (9 94)

QP p-p. P-P, pP—pP. PPy Q(p)
. P(p) 1 P(p,) P(p,) dQ
1 —p)—= k =tk d = 9.95
pg;I)lk(p pk)Q( ) P(pk)pAp Q(p) lim Q(p_pk) Q'(pk) > unde: Q(pk) p P=px ( )
P—DPs pP—D:
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Rezulta functia imagine de forma F(p)=) % =y P'(pk) 1
P—Py Q'(py) P-P:

original corespunzatoare este: f(t) =Z%epk‘ .
X Px

Dacd numitorul are radacini nule p=0 functia imagine poate fi

, iar functia

C C
So, &

descompusa in fractii simple astfel: ?: 4o

® p p-p
Coeficientii fractiilor simple pentru radacinile nenule se
calculeaza similar iar coeficientul radacinii nule se determind cu relatia

¢y =limpr® _jimp P®__ PO piinem in acest mod functia imagine de
200 Q(p) 0 pQi(p)  Q,(0)

forma Fp)=—Q L, POI 1 avand functia original dati de expresia
®) Q,(0) p+ZpQI'(pk) pP—Dy ! 8 P

P(0) PO e
f(t)= L
D=0 260"

9.3.2 Aplicarea transformatei Laplace in analiza regimurilor
tranzitorii ale circuitelor electrice

Analizdm in continuare comportarea elementelor simple de circuit in
regim tra nzitoriu d eterminand p entru fiecare e lement ecuatia in domeniul
imagine si schema operationald asociata.

9.3.2.1 Transformata Laplace a elementelor simple de circuit
a. Rezistorul

i) R

S

o Uis) ZR(s)

Fig.9.22
Ecuatia din domeniul timp u(t)=Ri(t) admite urmatoarea imaginea
operationala:
Liuw]=Liriv]=r Liiw] = v =rip)
Definim 1n dom eniul i magine %:Z(p) impedanta operationald a
p

elementului dipolar. Impedanta operationala a rezistorului este: z,(p)=R.
Inversa acesteia Y(p) L N () RS numeste admitanta operationala.
Z(p) U(p)
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b. Bobina ideala
i(t)

. eLO:L\.L(O)
u(t) > u L —>Uu
iL(O) [(O) L

Fig.9.23

Aplicand t ransformata Laplace relatiei i(t)=iL(O)h(t)+%j u, (t)dt

rezultd ecuatia in domeniul imagine pentru o bobinda ideala
I I

i(py="tto LEUR) Lo (BUR) oy 7 (py=pLsv(p)=L
p L p Y pL

pL
Schema operationald atasata ecuatiei operagionale este:
I(p)

u% 2L() L P)=s2

Fig. 9.24

Din ecuatia 1n tensiune a bobinei Li(t)=LiL(0)h(t)+J'uL(t)dt,pr n
0

derivare, rezulta L% =Li (0)o(t)+u (t). Trecand in dom eniul i magine

se obtine ecuatia operationala si schema atasata (fig.9.25).
I(p)

L =E_
U(p) °0
Z, (p)=pL
Fig.9.25
pLI(p)=LI,+U . (p) (9.96)
ELO :LiLO (997)
Y, (p) = — (9.98)
pL
U, (p) =pLI(p) - LI,, (9.99)
Observatie:.

Ecuatiei Joubert etuv=zi, p rin ap licarea t ransformatei Laplace
conduce la  urmdtoarea  imagine  operationald a  ecuatiei:

E(p)xU(p)=Z(p)-I(p)-
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C. Bobina cuplata magnetic
Tensiunea la bornele bobinei j, in domeniul timp, este:

1] . L]
*
ik Lk
Fig.9.26a

di; di . di
u =L —+L, —k=)»L —K 9.100
o de M dt ;‘kdt ©.100)

Aplicand transformata Laplace rezulta:
L{“i :Z":ij %}3Uj(P)=Zij(PIk(p)+ik(0)) (9.101)
Uj(p):kZ—;pijlk(p)_kZ_;ijlk(O) (9.102)

E, = L,I,(0) - suma tensiunilor conditiilor inifiale.
k=1

Schema operationala echivalenta a bobinelor cuplate magnetic este:
2Lk k(o) 28) 21k g
< ZLJ:M@) :> < Zn(p) 2L ]

*

Fig.9.26b

d. Condensatorul
Ecuatiilor din domeniul timp

UcO, C
||
N
Fig.9.27a

c

: du 1 N :

i,=C dtc sau u, = E-[ I.(t)dt+u,,, prin aplicarea transformatei
0

Laplace, le corespund urmatoarele ecuatii operationale:

l.(p)=C[pU.(p)-u,] (9.103)

1.(p) = PCU,(p)~CU,(0) = U,( p)—M=;—CIC< p)(9.104)
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U (p)—ll—c Yo © (9.105)
Cp p
Uc(p)=—°+uﬂ; (9.106)
pC p
u |
——+U (p)=—2=2Z(p) 1(p) (9.107)
p pC
1
—Eco+Uc(p)=Zc(p)-lc(p):zc(p)zﬁ (9.108)
Concluzii:

1° In aplicarea transformatei Laplace pentru elementele reactive
trebuie determinate conditiile initiale inainte de comutare.

tensi tional . 3
2° Raporty] ~SEMICOPCIIUONA e numeste  impedantd
curent operational

operationald Z(p). Inversa impedantei operationale este
admitanta operationala.

e. Aplicarea transformatei Laplace unui dipol ce admite schema
echivalenta:

el. Serie ‘
o——1
R
Lilo
TC c(0)
C,Uc(0
Fig.9.27b
Ecuatia tensiune-curent la bornele dipolului este'
Cood o1 o g1
U=ugz+Uc. +u  =Ri+ LEJFE-LIdt =Ri+ —+— IIdH— J.Idt (9.109)

ug(0)
Aplicand transformata Laplace rezulta:

U(p)=1(p)R+pL(pI(p)-i (0))+

2 +élpl(p) sau
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U(p):l(p)(R+ pL+%j+——L|L(O) (9.110)
p p
_Eco
Ecuatia Joubert atasata dipolului este:
E,+Up)=Zplp) cu Z(p)=R+pL+%. (9.111)
p
e2. Paralel
u R L,\LO p— C,UC(O)
Fig. 9.28a
Ecuatiei curent-tensiune a dipolului serie:
i:iR+iL+iC:% ij.u dt+Cdd° sau (9.112)
9.113
. (9.113)
i?0)

aplicandu-i transformata Laplace, conduce la urmatoarea relatie operationala:

I:%+lﬂ+%U +C[pU-u,], relatie ce poate fi restransa in forma :
P P
:U{Liﬂ)c}__cu 9.114)
R pL p

Ecuatia Joubert in curent a unei laturi are forma: i==+2==i +yu, ce
z z

admite urmitoarea imagine operationala: Lfi=i +yu ]; 1=1 +vU.
Identificand forma operationald a ecuatiei Joubert cu ecuatia

operationald a circuitului rezulta: I=UY+Ig cu 1, -CU,,
"

9.3.2.2 Aplicarea transformateilLaplace in analiza circuitelor ce contin
surse independente

Se considera circuitul din figura 9.28b ce functioneaza cu sursa de
curent, sursa de tensiune fiind scurcircuitata. La momentul t > 0 se cupleaza
sursa de tensiune e (e =5V). Sa se determine variatia in timp a tensiunii v
de pe rezistenta 1KQ.
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4k 0,2H

| S

+
5V W/4F:D 2,5A Tk v(t)

Fig.9.2%a
Rezolvarea circuitului implicd determinarea conditiilor initiale
pentru elementele reactive. Valorile marimilor de stare iL(0) si uc(0) rezulta
din functionarea initiala t <0 a circuitului.
In regimul stationar. (t < 0) elementele reactive sunt inlocuite prin
comportamentul lor in c.c. iar circuitul are urmatoarea configuratie

4k 0,2H
W/”% éPz,E)A @w
0
A4
4K L)
k2
Uco 2,5A Tk
[
Fig.9.29b.

Determinarea conditiilor initiale necesita rezolvarea circuitului din
figura 9.29b. I n acest sens ap licam m etoda r educerii ci rcuitului 1a d ipol
echivalent. A plicand divizorul de curent obtinem curentul initial ce

. _ .4 4 25 4
arcurge bobina : i (0)=i, ——=25-—=""."=
p & LO=k 5 10 5
Tensiunea ce incarcd condensatorul poate fi consideratd fie

tensiunea de pe rezistenta de 1kQ), fie tensiunea de pe rezistenta de 4kQ

2A

obtinand u (0)=i, R, :2,5-%:2\/, u, (0)=ip, R, =i, %-4:2,5%-4:2\/ .

Cunoscand conditiile initiale si reprezentandu-le prin surse se
obtine circuitul de analizat, (fig.9.29c¢), circuit analizat in regim tranzitoriu
prin asocierea imaginii operationale.

'"L(0)/p
>>
4 4 v i 0.2 v2
1
i ico pL i
5/p 1/pC N)2.5/p u
T CUc(0)

Fig.9.29c.
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In r ezolvarea ci rcuitului se ap licda metoda potentialelor nodale
rezultat al aplicarii
teoremei Kirchhoff I in nodul vi si va:

i, i, —iy —i, +i, +i, =0, (9.115)
—i =i, +i; =0 (9.116)
5
) : p . \% vV, -V . \%
relatii completate cu I, = Y i :R—zl, 1;#, 1C=I‘=pCvl
pC
Forma operationald a ecuatiilor nodale este:
Sy,
P v 1, 25 vy, 2 (9.117)
4 4 47 p po02 p '
p
V(l);_vz ,2+%:0 (9.118)
2p P

Rezolvand sistemul de ecuatii rezulta:

_2p7 +12p+75
\'% —m (9.119)

Pentru determinarea functiei original se deduc radacinile
3+4j=
p12:—3i\/9—25:—3ij4< =P (9.120)
-3-4j=p,
Descompunerea 1n fractii simple a expresiei potentialului
operational, necesitd determinarea a trei coeficienti
2
v = HI2pTS e, € & (9.121)
p(p-p)(P-p,) P PP PP,
Rezultat al calculelor matematice deducem urmaétoarele valori ale
coeficientilor

] el
oot =By, T B g2 o =26 (9.122)
Q) 25 p(p-p,) 167+12 4 4
Inlocuind in expresia potentialului operational
-2 *‘2 . . . ™ . .
Va =3+ie g ';,+§‘e E ; se obtine variatia Tn domeniul timp a
p 4 p+3-4; 4 p+3+4j

potentialului vz rezultat al aplicarii transformatei Laplace inverse
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3 3
V() =3+2e T DT o relatie echivalenta cu
? 4 4

v,(t)=3+1,25¢7" cos(4t + arctg%}

9.3.2.3. Aplicarea transformatei Laplace in circuitele ce contin surse
dependente

Se considera pentru exemplificare circuitul din figura 9.30c e
functioneazi cu intrerupatorul k (space) deschis. In momentul t > 0 este
suntata rezistenta de 2Q2. Sa se determine variatia in timp a curentului sursei
de 8V.

[Space]

= av e 12 [H<> ggmpha T M35F

Fig. 9. 30
Pentru rezolvare trebuie sd determindm conditiile initiale ale
circuitului , circuit considerat la t< 0 (fig.9.31)

[Epace]
A
-~ R0
" . .
+
J ;
= Wy £ 10 " 0. Bk W (07
nooe - ,
L,
© Fig.9.31
Aplicarea teoremei I Kirchhoff in circuitul din figura 9.31 conduce
la 8_2V‘ =VT*+V7* din care rezultd: v_=2v .
Conditiile initiale sunt:
- v (0)=v, =2V; (9.123)
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8—v,
2
Schema operationald a circuitului

B i1_(0_) =

_3A; (9.124)

Jginand cont de relatiile
C-VC(O’):%XZ:O,S ; 1O _3 devine (f1g9.32):
p P

A
0
252 0.5mH
i aas
+

= o ', =TT .. 0 T 0.25F (T 0,5

Fig. 9.32
Deoarece intrerupatorul este inchis, v (p)=8/p iar re zolvare p rin metoda
8_ v,(s)
potentialelor nodale conduce la :2+5— o5-Y0) 8/s ()
S 0,5-s 1 2 4/s
§ -V (S) 3
I(s) == +2 (9.125)
0,5s S

Elimindnd v,(s) se obtine imaginea operationald a curentului:
g2 4+24. . C e . . . .
I(s) =% din care deducem variatia in domeniul timp a acestuia:
s-(s’+4-s+

i(t>0)=3-[4++/10-e2 -cos(2t+16157°)] A  (9.126)
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CAPITOLUL 10. ANALIZA CIRCUITELOR
ELECTRICE CE CONTIN
AMPLIFICATOARE OPERATIONALE

10.1 Analiza in curent continuu a configuratiilor de baza ale
amplificatoarelor operationale

10.1.1 Configuratia neinversoare

Configuratia neinversoare a amplificatorului operational este

prezentatd 1n fig.10.1a. Aceasta contine un amplificator operational si doua

rezistente externe Ri si Rao.Rezistenta conectata intre iesire si o intrare se

numeste “rezistenta de reactie”.
R1 Rz

a) Schema configuratiei b) Modelul configuratiei
neinversoare a A.O. neinversoare
Fig. 10.1

Pentru ugurarea analizei se utilizeaza modelul prezentat in figura
10.1.b. Utilizand ecuatia vy =a- (v, —V,)=a-V, si formula divizorului de
tensiune se obtine:

1

Vo=a-(Vp—Vy)=a:|V,————"V 10.1

0 (P N) (I 1+(R2/RI) Oj ( )

Prin intermediul divizorului de tensiune se introduce o reactie
negativa, astfel incat la intrarea inversoare vom avea semnalul de intrare
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Vo /1+(R, / R, ) .Din ecuatia prezentata

obtinem: V, -(1 + L] =a-v,

1+(R,/R))
Prin definitie, amplificarea operationalelor este data de relatia:
D
A:VAZL&:(H&)% (102)
Vi 14 R AW TR PN
1+-2 !
Rl

Atunci putem spune ca: IlimA=1+ R . Relatia amplificarii

a—o0 |

configuratiei neinversoare ne permite sa facem o serie de observatii
importante $i anume:

- circuitul din f igura 10.1.be steun “‘amplificator neinversor”
deoarece amplificarea A este pozitiva si, ca urmare, vo are aceeasi polaritate
Cu Vi;

- amplificarea “A” este independentd de amplificarea “a”. “A” se
numeste amplificarea in bucla inchisa, deoarece este obtinuta prin crearea
unei bucle de reactie externd a amplificatorului operational, iar ~a” este
numita amplificarea in bucla deschisa.

- amplificarea “A” este realizatd exclusiv prin intermediul
componentelor externe. De fapt, amplificatorul operational asigura functia
inversa a retelei externe.

in timp ce divizorul reduce tensiunea vo cu 1+(R,/R,), amplificatorul
operational multiplicd tensiunea ve cu 1+ (R,/R)).

(1P

Amplificarea in bucla deschisa “a” este un parametru ce variaza cu
temperatura si timpul, si chiar de la un amplificator operational la altul. Insa,

o . a . .
daca “a” este suficient de mare pentru ca: ——=—— — 1, atunci se obtine

l+—2*+a
1

. Ca R
amplificarea in bucla inchisa: A — (1 + —zj .
1
Unul din avantajele utilizarii amplificatoarelor operationale este acela
ca, de exemplu, in cazul unui amplificator operational defect, acesta poate fi
inlocuit cu unul compatibil din punct de vedere al caracteristicilor fard ca

amplificarea “A” sa fie afectata semnificativ.
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Amplificareain b ucla inchisd este determinatd de un raport de
rezistente externe, ceea ce face ca aceasta sa fie usor de obtinut la o aplicatie
particulard, utilizand rezistente de calitate corespunzatoare. Pentru a asigura
un raport constant (R2/R1) se pot utiliza rezistente ce depind de temperaturd
si de timp.

Pentru caracterizarea completa a amplificatorului neinversor trebuiesc
cunoscute pe langd amplificarea in bucla inchisd “A” si rezistentele de

€C .Y

intrare “ri” i de iesire “ro”’. Aceste rezistente sunt indicate in figura 10.2a.

te— = +
' 1+& T
L ' R, )0
v, VeV
RO be
o)
Moy L, 1
be ’ R0 be
de unde,
R
voz(nijv2
RO
a) b)

Fig. 10.2 Configurayia neinversoare

In cazul amplificatorului operational ideal, deoarece fluxul de curent

prin pinul de intrare este nul, rezistenta de intrare este infinitd I, =co iar

semnalul de iesire este dat de o sursa dependentd ideald avand rezistenta de
iesire r, =0.1nfigura 10.2b este prezentatd schema echivalenti a unui

amplificator operational neinversor ideal.

Acelasi rezultat al analizei configuratiei se obtine daca se utilizeaza
,pentru operational , modelul atasat prin sursd dependentd cu control in
tensiune (fig.10.3). Analiza circuitului este mult mai simpla si este posibila
in doud variante. Prima varianta constd in declararea circuitului neinversor
caz 1n care amplificatorul operational este declarat la nivel de “cip” prin
modelul de sursa atasat acestuia (VCVS), iar a doua varianta constd in
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declararea directd a configuratiei, configuratie ce contine sursa de
alimentare si sursa dependentd asociatd. Cele doud variante sunt
exemplificate in figura 10.3 a i b.

ALL 1e+OPi l [—] T 188
[V T

L = i

a) Circuit modelat la nivel de b) Circuit modelat la nivel de
AO configuratie

Fig. 10.3 Rezultatul modelarii amplificatorului neinversor
Un caz particular al configuratiei neinversoare este amplificatorul
repetor. Daca din circuitul din figura 10.3a scoatem rezistenta Ri, iar pe Rz
o scurtcircuitam, obtinem circuitul din figura 10.4a.

t—

r oj_' v,
) ) i b) Modelarea prin sursa

dependenta
Fig. 10.4 Amplificator repetor

a

In acest caz obtinem un amplificator operational neinversor cu
amplificare unitard, numit “repetor . Mo delarea prin sursa d ependenta a
acestei configuratii este prezentata in figural0.4.b .Inc oncluzie, un
amplificator repetor are rezistenta de intrare infinita , rezistenta de iesire
nula si amplificarea unitate: R, =0, R; =0 s1t A=1V/V.

10.1.2 Configuratia inversoare

Daca semnalul de intrare este aplicat operationalului la borna negativa
in conditiile menginerii reactiei negative (fig.10.5) se obtine configuratia
inversoare a amplificatoarelor operationale.

Rl Wi lz Rz
i ’ i

o
——»

o

A
|

Fig. 10.5 Conﬁgurc_l}ia inversoare a AO
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In acest ca z, t ensiunea d e al imentare v i este aplicatd la intrarea
inversoare a amplificatorului operational prin intermediul rezistentelor Ri si
Rz ce joaca rolul reactiei rezistive. Deoarece nu exista nici un flux de curent
. . . . . V,—Vy  Vy =V,
inspre sau dinspre intrarea i nversoare, avem i1=iz, s au: =

le F22
Din ecuatia de mai sus, tinand cont de faptul ca v, =0, obtinem: v, =-a-v,.
Eliminand v se obtine pentru amplificarea “A” urmatoarea relatie:
Dy R a
A=—C = -2 |.—— (10.3)
v, R,

1+&+a
1

. . U R . .
Din aceasta relatie rezultd: lim A=——%. D eoarece amplificarea in

a—o0
1

bucld inchisd este negativa, circuitul este numit “amplificator inversor”.
Datorita faptului ca vi este aplicat l1a intrarea in versoare, p olaritatea lui vo
este contrard polarittii lui vi.

Dupa cum am aratat anterior, amplificarea “A” se obtine prin
intermediul u nui ra port re zistiv extern. Prin alegerea potrivita a acestui
raport, se poate obtine orice valoare pentru amplificarea “A”, inclusiv zero,
spre deosebire de cazul configuratiei neinversoare, unde amplificarea in
bucla inchisa nu poate fi mai mica de 1. Pentru a determina rezistenta de

intrare si de iesire, consideram circuitul din fig.10.6a.
Mazd
virtuald +
1

{

Fig. 10.6 Relativ la modelarea configuratiei inversoare a AO.

Deoarece semnalul de iesire este luat de la o sursa dependenta ideala,
rezistenta de iesire Ro= 0. Deoarece v, = -V, /a, pentru orice valoare finitd

aluivo,avem: limv, =0 Deci amplificatorul operational pastreaza nodul

a—0
de intrare inversor la masa fara a afecta tensiunile de intrare si de iesire,
ceea ce face ca acest nod sa fie numit “masa virtuala”.
Prin urmare, rezistenta “vazuti” de sursa vi este Ri=Ri. In figura 10.6
be stepr ezentatm odelule chivalentpr ins ursade pendenta a I
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amplificatorului operational inversor. In comparatie cu configuratia
neinversoare care are R, =« , In acest caz rezistenta de intrare are o valoare

finitd, ceea ce genereaza, in general, sarcina la intrare.

Cu ajutorul amplificatoarelor operationale se pot realiza patru tipuri de
amplificatoare: amplificatoare de tensiune, amplificatoare de transrezistenta
(convertor curent — tensiune), amplificatoare de transconductanta (convertor
tensiune — curent), amplificatoare de curent.

10.1.3 Amplificatoare de tensiune

Din cat egoria am plificatoarelor d e t ensiune f ac p arte ci rcuitul d e
control al polaritafii amplificarii, convertorul de rezistentd negativa,
amplificatoare sumatoare, amplificatoare diferentiale si amplificatoare de
Instrumentatie.

a. Circuitul de control a polaritatii amplificarii

A

1

I

Fig. 10.7 Circuit de control al polaritatii amplificarii

Circuitul de control a polaritdtii amplificarii, prezentat in figura 10.7,
este compus dintr-un amplificator operational, trei rezistente (in exemplul
prezentat valorile alese sunt de 10 KQ), un comutator (notat SW). In functie
de pozitia comutatorului (SW), existd doua situatii:

1) SW inchis, in care comutatorul SW pune la masa iesirea neinversoare,

conducand la un amplificator inversor cu amplificarea in bucld inchisa:

A=-Ra 10 Ao Y, (10.4)
R, 10 \Y%

2) SW este deschis. In acest caz, prin intrarea neinversoare nu circula curent.
Deci, ip, =0 si Vg =0.Prinurmareavem: V,=V,—Vp =V,, V,=V,.
Daca tinem cont de regula  amplificatorului  operational,
obtinem:v =V, =V;. Deoarece vr = VN, rezultd cd v, =0 si, deci i, =0.
Intrarea neinversoare nefiind parcursa de curent vom avea i, =i, =0, ceea

ce conduce la v, =0.Deci:v,=v,-v, =v,. Amplificarea in bucla inchisa va

VO

fi: A= :1%. In concluzie, rolul circuitului este ca, in functie de starea

V.
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comutatorului (inchis sau deschis) circuitul sa fie amplificator inversor sau
neinversor.

b. Convertor de rezistenti negativa

In circuitul din figura 10.8a, dorim si gisim o expresie pentru Req
intre intrarea neinversoare si masa. Pentru aceasta utilizam circuitul din
figura 10.8 b in care se aplici o tensiune de proba “v” la intrarea
neinversoare. D eoarecenua vemni ciunf lux de c urentpe 1 ntrarea

neinversoare, obtinem: i=-—° .

o nill
a) )

Fig.10.8 Convertor de rezistenta negativa

Utilizand  relatia amplificatorului neinversor, obtinem:

R . . . o . <
Vo =|1+—2|-v. iar prin eliminarea tensiunii de iesire vo, rezulta:
1

Ry
= R Y de unde Ry =-R & Din ecuatic dedusd observam
R Req R,

ca rezistenta echivalentd Req este negativa. In concluzie, aplicand tensiunea
de proba “v”, circuitul face sa apara curentul “i” la borna pozitiva a sursei
test, deci la aparitia unei rezistente echivalente negative.

c. Amplificatorul sumator

Circuitul din figura 10.9 are n intrari (vi, v2, ..., va). Aceste tensiuni
de intrare produc, prin rezistentele corespunzitoare Ri, Ro, ..., Rn, curentii
1,12, ...,1 n. C € CoOnverg s pre intrarea in versoare. P rin p inul d ¢ in trare,
neexistand nici un curent, acesta va trece prin rezistenta de reactie Rt. Putem
scrie: i, =i, +i,+..+i,ceea ce indica faptul cd nodul de intrare inversor

actioneaza ca o jonctiune sumatoare pentru curenti. Tinand cont de faptul ca

acest nod al amplificatorului operational pastreaza potentialul masei,

teorema I Kirchhoff poate fi rescrisa astfel: 0;’0 = V‘R 0, V;_O ot V;{_O
f 1 2

n

din care deducem:
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1 1 1
VO:—Rf-[R—I~VI+R—2'V2+...+R—“'VNJ (10.5)

Daca 1n circuitul din figura 10.9 consideram toate rezistentele egale cu Ri,
se obtine:

ViVa Ve
Rl RZ be

R R
i w(w RN
A 1 2

Va Daca R; = Rz = Ry atunci,
| Vo :_[\/1 "'Vz]
: Vo =—§—‘1'~(v1+v2+...+vh.)
I

Fig. 10.9 Amplificator sumator

Circuitul poartd numele de amplificator sumator deoarece tensiunea
de iesire este direct proportionald cu suma tensiunilor de intrare.

Dacd pe reactie este conectat un potentfiometru cu o rezistentd
variabild de la 0 la Rf a tunci voma vea: v,=A-(v,+v,+..+v,), unde

. A o A .o - .. R.
amplificarea in bucla inchisa “A” respecta conditia: —R—‘ <A<0.

1

d. Amplificatorul diferential

T il
Fig. 10.10 Amplificatorul diferential
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Amplificatorul operational din figura 10.10 este alimentat cu tensiunea vi la
intrarea inversoare si cu tensiunea v2 la intrarea neinversoare. Stiind ca
circuitul este liniar, putem anticipa tensiunea de iesire de tipul:
vo=A,-v,-A, -v,. P entrua de termina a mplificarea in bucld inchisa Ai,

aplicdim principiul superpozitie Daca v,=0, obtinem v,=0,ceea cene

. . R . ..
conduce laun amplificator i nversor. v, =—R—2.v1. Din relatiile prezentate

1

tinand cont de conditia v,=0, obtinem: A, :% Pentru a de termina

1
amplificarea n bucla inchisd “A2” scurtcircuitdim sursa de tensiune vi. Se
obtine astfel un amplificator de tensiune neinversor, iar tensiunea de iesire
voz este data de relatia:

Vo, = 1+—=2 |-V, = L.v,, (10.6)
R 1+&

4
pentru obtinerea careia s-au tilizat f ormula d ivizoruluid e tensiune.

R
1+—2
Amplificarea in bucld inchisd “A2”,este A, =%. Se obtine astfel
HR—4
expresia semnalului de iesire:
R
R 'R
vozﬁz- Rl Vv, =V, (10.7)
1 1+ -3
R4

In continuare, ne propunem sa determinam rezistentele de intrare R,

s1 R, ale surselor de tensiune vi $i va.

N
b)

a)
Fig10.11 Scheme explicative pentru calculul rezistentelor
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Pentru determinarea rezistentei de intrare R, , utilizdm reprezentarea
partiald a circuitului (fig.10.11 a), obfindnd relatia: -R_ =R,+R,. in
determinarea rezistentei de intrare R, tinem cont cd reacfia negativda a
amplificatorului operational poate fi modelatd cu ajutorul unei surse
dependente de tensiune cu control in tensiune (VCVS) cu valoarea 1xv,, ceea
ceneindica faptul ca v, =v, (fig.10.11 b).

Daca privim intrarea inversoare, vedem ca r,.,, =0, deci, vom obtine
pentru rezistenta de intrare R, urmatoarea relafie: R, =R, +r,=R,. Mai
mult, rezistenta de iesire Ro =0

e. Amplificatorul de instrumentatie

O functie comund in masuratori §i comenzi este amplificarea
diferentei de tensiune intre doud noduri a unui circuit, fara sa modifice
tensiunea individuald a fiecirui nod. In cazul amplificatorului diferential,
datoritd rezistentelor de intrare R, si R,, tensiunilei ndividuale a le

nodurilor vor fi modificate. Ceea ce urmarim sa obtinem este un
amplificator diferential cu R, =R, =o.

O modalitate de obtinere a acestui amplificator diferential este aceea
de a precede un amplificator diferential de cate doua amplificatoare
neinversoare, pentru a face ca rezistenta de intrare sa fie “vazutd” ca o
rezistentd infinita.

Un astfel de amplificator este prezentat in figura 10.12 a.

> e
—_— - RH

O3

“1
T 4
a) b)
Fig. 10.12 Amplificator instrumentatie

In cele ce urmeazi ne propunem si obtinem o relatie pentru vo in
functie de vi1 si v2. Amplificatorul operational notat cu 0A, este detip
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. . . . . - . R
diferential si, deci, se poate scrie urmatoarea relatie: v, :R—2~(v02—v0,) unde

1

vo1 $i vo2 sunt tensiunile de iesire de la amplificatoarele 0A, si 0A,.
Deoarece prin intrdrile amplificatoarelor 0A, si 0A, nuc irculd
curent, aplicand relatia lui Ohm se poate scrie: v, -v,, =(R,+R,+R,)-i

3L
1

=V, —Ve, =(2-R, +R,)-i unde este curentul prin rezistentele serie R3 — R4
— R3 (fig.5.61 b). Scrierea curentilor functie de potentiale conduce in final
+%]~%-(vz -v,). Rezulta ca amplificarea

1

urmdtoarea relaie: v, = [1

circuitului este alcatuita din doi termeni:

- (H%] - reprezinta amplificarea circuitului format din amplificatoarele

4

OA, Si1 OA, (acest circuit este denumit “treaptaal - a”);

- % - reprezintd amplificarea amplificatorului diferential bazat pe

1

amplificatorul operational o, (acest circuit este d enumit
“treaptaall -a”).

10.1.4 Amplificatoare de transrezistenti (convertoare curent - tensiune)

Amplificatoarele operationale sunt amplificatoare de tensiune, dar cu
ajutorul unor componente exterioare pot fi configurate sd lucreze si in
urmatoarele trei tipuri de amplificatoare: amplificatoare de transrezistenta;
amplificatoare de transconductantd; amplificatoare de curent.

a) Amplificator transrezistentd b) Echivalentul C)
Thevenin a iesirii Caracteristica
de transfer
Fig. 10.13 Convertor curent — tensiune

Infigura 10.13.aeste prezentat a mplificatorul de transrezistent,
denumit si convertor I - V. In continuare incercdm sa determindm o relatie
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intre tensiunea de iesire si cea de intrare. Se observa ca, deoarece nu circula
curent pr in pi nul de intrare inversor, c urentul i 1 trebuie sd treaca prin
rezistenta R. Mai mult, deoarece pinul inversor este virtual legat la masa,

. Vo =—R-i
putem scrie:

Amplificarea transrezistenta este, dupa cum rezulta din relatia de mai
sus, -R si este masurata in (V/A).

Dupa cum este aratat in figura 10.13 b pinul de iesire se comporta ca
o sursi dependenti de tensiune comandata in curent. In figura 10.13 ¢ este
prezentatd caracteristica de transfer a circuitului. O astfel de relatie poate fi
obtinutd alimentand circuitul cu ii prin rezistenta R fara a trece curentul prin
amplificatorul operational. Astfel, amplificatorul operational va “vedea”
R-i=0deoarece sursa este conectatd la o masa virtuald, iar sarcina de iesire

este Ro=0 , deoarece tensiunea v0 vine de la o sursd interna ideald Vo .

oy vyl

Fig. 10.14 Convertor I - V curetea T 1n bucla de reactie

Rolul amplificatorului operational este de a preveni orice incarcare
la intrare sau iesire. In figura 10.14 e ste prezentat un ¢ onvertor I -V care
utilizeaza o retea in T pentru a realiza o amplificare de transrezistentd mare,
fara a folosi rezistente foarte mari.

Pentru a determina caracteristica de transfer, aplicdm teorema I
N 0-v, Vv,—-Vv,

L I -~
Kirchhoff in nodul V1, si vom obtine il =h g R, R,

Dar, cu toate cda, curentul de intrare i trece prin rezistenta R, avem
v, =—-R-i

vV, =—kK-R, -1,

Inlocuind in relatia anterioara  obtinem: i unde

k:1+i+i

1 2.
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10.1.5 Amplificatoare de transconductanti (convertoare tensiune -
curent)

I i
I T

Fig 10.15 Convertor tensiune-curent

Rolul amplificatorului de transconductantd, denumit si convertor
tensiune-curent, este de a converti un semnal de intrare in tensiune v;, intr-
un semnal de iesire In curent i,, independent de sarcina aparutd la iesire.
Astfel, sarcina trebuie vazuta ca o rezistentd R,=«. Unc onvertor U - I
popular, cunoscut sub numele de “circuit Howland” dupa inventatorul sau,
este prezentat in figura 10.15. In continuare, vom determina o relatie intre
curentul de iesire si tensiunea de intrare. Consideram ca nu exista circulatie
de curent pe pinul neinversor al amplificatorului operational si, aplicind
teorema I Kirchhoff, obtinem: i, =V'1;—VL+V°R;VL, unde v, este t ensiunea

3 4
aparutd pe sarcind. Subcircuitul format din rezistentele Ri, R 2 si
amplificatorul operational, formeazd un amplificator neinversor, si deci:
v0=(1+%J~vL Inlocuind e xpresia luiv o in relatia anterioard se obtine:

1

e Vo Ry R )V Ve ynder - Ry = Re
R, R, & &

Pentru a face curentul i, independent de tensiunea pe sarcina v, ,

. R. R . . .
vom i mpune: R—“zR—2 ceea ce este echivalentcu R,=«. Ecuatia devine

3 1

astfel:i, -
R

3

Amplificarea de transconductantd este 1/R3 si este

i

exprimat in V/A. Dupa cum se observa din figura 10.16 curentul i, este
comandat de vi, dar este independent de vL. Mai mult, cand v, >0, circuitul
este “sursa de curent”, iar cand v, <0 este “consumator de curent™.
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[

¥i/Rg

1/Rg

a) Caracteristica de transfer b) Caracteristica de iesire a
convertorului V-I
Fig. 10.16 Caracteristicile convertorului V-I

In cazul circuitului Howland este necesar un amplificator operational
si o punte cu rezistente echilibrata. Circuitul realizeaza o rezistentd R, = o0

printr-o reactie pozitiva cu rezistenta Ra.

10.1.6 Amplificatoare de curent

amplificator operational pentru ca acesta sd lucreze ca un amplificator de
curent. Consideram cazul prezentat in figura 10.17a. A plicand relatia lui
Ohm si teorema II Kirchhoff, obtinem urmatoarea relatie pentru curentul de
lesire:

:(VO_VP):(Vn_RZ'ii_VP). (10.8)

Astfel, cand amplificatorul operational forteaza potentialul din noul

“N” sa fie egal cu potentialul din noul “P”, se obtine:i, = —%-i. .

1

Load lig

a)
Fig. 10.17 Amplificatoare de curent

O amplificare negativd semnifica faptul ca, daca introducem (sau
consumam) curent prin circuit, se va modifica In consumator (sau sursa) de
curent de la sarcind. Céand rezistentele sunt egale circuitul este denumit
“inversor de curent” sau “oglinda de curent”, deoarece la iesire se obtine un
curent egal Tn modul dar de sens contrar celui de intrare.
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In circuitul din figura 10.17 b. intrarea amplificatorului operational
apare virtual scurcircuitatd, rezistentele realizeaza aceeasi cadere de
tensiune: R, -1, =R, -1, Aplicand teorema I Kirchhoff, se obtine

g oo Ry R, | .

urmdtoarea relatie: iy =1, +1, =1, + =[1+—= |-
RI I:Ql

Din relatie se observa ca, daca introducem (sau consumam) curent in

circuit, acesta va determina un curent pe sarcind de 1+(R,/R,) mai mare

decat curentul de intrare.

10.2 Raspunsul in regim tranzitoriu al circuitelor electrice ce contin
amplificatoare operationale
10.2.1 Raspunsul circuitelor de ordinul I ce contin amplificatoare
operationale

Circuitele RC creeaza impreund cu amplificatoarele operationale
combinatii foarte interesante. Datoritd proprietatii acestora de a prelua
energia de la sursa de alimentare si a o dirija spre circuitele an exe,
amplificatorul operational poate fi utilizat in moduri ingenioase pentru a
crea efecte care nu pot fi realizate cu componente pasive pure RLC, cu atat
mai putin numai cu rezistente si capacitati. Analiza circuitelor cu
amplificatoare o perationale, este bazatd pe conceptul de scurt virtual.
Prezentam in continuare cateva exemple de astfel de circuite si raspunsul
acestora in regim variabil 1n timp.
a) Circuitul de diferentiere

Infigura 10.18 a este prezentat un circuit de diferentiere, iar in
fig.10.18b, sunt prezentate formele de unda pentru semnalul de intrare,
respectiv semnalul de iesire.

im T T
7 7 t
u] T -
) -Vim
Ig ip
Yo (4
Yam _
t-.
0 T T T i
Nom| T T
a) Circuit de diferentiere b) Forma de unda pentru

intrare si iesire
10.18 Circuitul de diferentiere
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Inc ircuitul p rezentat ( fig.10.18), se stie ca, amplificatorul
operational, prin circuitul de reactie format de rezistenta, pastreaza intrarea
inversoare la un potential virtual de masa. Ecuatiile Kirchhoff ale circuitului
sunt:

d(v,-0) :C.dvi
dt dt

I, =C-
(10.9)
. 0-v
IR = 0 — _VO . R
R
Deoarece nu existda flux de curent spre sau dinspre intrarea inversoare,

curenti sunt egali i, =i, si in consecintd relatia intrare - iesire devine

Vo(t)=—-R-C % . Din relatia tensiunii de iesire observam ca semnalul

este proportional cu derivata in functie de timp a semnalului de intrare.
Constanta de proportionalitate RC este negativd si are ca dimensiunea
timpului (secunda). Circuitul este denumit “circuit de diferentiere”.

b) Circuitul de integrare

In ¢ ircuitul d in f igura 10.18a, schimband intre ele rezistenta si
condensatorul, se obtine circuitul din figura 10.19a, de numit c ircuit de
integrare. Forma de undd a semnalului de iesire pentru o forma datd a

semnalului de intrare de intrare este prezentata in figura 10.19b.
Vi(t)n

“im —
t
-VimD % T 3 %
i ic o (T4
RN Sy ;
) } -\»’ors T i
a) Circuit de integrare b) Forma de unda pentru

intrare $i iesire
Fig. 10.19 Circuitul integrator

Utilizand t eorema I  Kirchhoff si principiul de functionare al
(Vi _0) =C- d(O—VO) . Dln
R dt

relatia  dedusa se obtine expresia tensiunii de iesire

amplificatorului operational, putem scrie: i, =i, sau:
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vo(t):—RLdj[vi(g)dgwo(O) unde v,(0) reprezintd semnalul de iesire in

tensiune la t=0. A ceastd valoare este determinatd de energia acumulatd in
acest timp 1n cap acitate. D enumit ’integrator” circuitul are un semnal la
iesire proportional cu integrala in functie de timp a semnalului de intrare.
Constanta de proportionalitate —1/RC este negativa, iar dimensiunea sa este
[s']. Un caz particular se obtine cazul in care tensiunea de intrare este
constantd, sau v,(t)=v,, pentru care relatia intrare - iesire  devine:

vo(t)=—Rv—é-t+vo(O)

In fond, aplicand o tensiune constanta intrarii integratorului, la iesire
se obtine un semnal uniform sau un semnal rampa. Daca tensiunea de intrare
este pozitiva, se obtine o rampa descrescatoare, iar daca tensiunea de intrare
este negativa, se obtine o rampa crescatoare. Datoritd proprietdtii de a
produce semnale de iesire in rampa, integratorul are aplicatii in proiectarea
generatoarelor de semnal pentru forme de unda triunghiulare sau in dinte de
fierastrau.

¢) Circuitul integrator neinversor
Circuitul p rezentat 1n fig.10.20 este un ¢ onvertor t ensiune-curent
avand sarcind o capacitate. Curentul prin capacitate este dat de relatia:

i :%. Deoarece amplificatorul operational este configurat amplificator

1

. . R, . . .. -
neinversor, putem scrie: v, = [1+ X }vc . Din combinarea relatiilor rezulta:

1

RZ
dv C dv 1+R7 .. ..
Jisj me Yoo LY sau dv,=——L.v,-dt. Integrind ambii termenii
R, dt | Ry | dt R,-C
Rl
1+—=

in intervalul [0, t], obtinem: v, (t)= = Ré 'le(é)déwo(O)-

1 0

1

Fig. 10.20 Eircuit_integrator neinversor
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Constanta de proportionalitate dintre tensiunea de iesire §i cea de intrare
(1+R,/R))/(R,-C) este pozitiva, iar circuitul este numit integrator neinversor.
Astfel, daca tensiunea de intrare are valoare constantd integratorul
neinversor va avea o rampa crescdtoare atit timp cat tensiunea de intrare
este pozitiva, si descrescatoare daca tensiunea de intrare este negativa.

d) Crearea raspunsurilor divergente

I

vy

o] 1

Fig.10.21Circuit cu raspuns divergent
Circuitului integrator ne inversor i ntroducandu-i u n r ezistor v ariabil
conform figurii 10.21 si modificand rezistenta de la 0 la 2R valoarea

rezistentei echivalente la iesirea amplificatorului este: R, :%, unde k

este o fractie controlatd de pozitia cursorului (0<k<1).

Intrucat coeficientul k este modificat de la 0 la 1 functie de pozitia
cursorului, rezistenta Ro variaza de la R prin « la —R. Astfel se obtine
rezistenta Ro negativa, ceea ce ne intereseaza. Pentru a putea aprecia aceasta
proprietate, cautam o relatie intre tensiunile vo si vs. A mplificatorul
operational avand configuratie neinversoare amplifica tensiunea pe
condensator vc cu un coeficient 142k, si deci: vy =(1+2-K)- v,

Aplicand teorema I Kirchhoff in nodul intrari neinversoare, obtinem

Vg — Ve dv. v,
Ys7Ve _ 0. 8%,

urmatoarea relatie: %VO . Eliminand tensiunea v, ecuatia

dt
diferentiala care guverneaza acest circuit
R.  dv, 1+2-k . .
este: ———- +Vy = ——— V. Pentru inceput, conectdm circuitul la
1-2-k dt 1-2-k

sursa vs pentrua “injecta” energie 1 n ¢ ondensatorul C , a poi vom t rece
comutatorul in pozitia de potential nul pentru a exclude sursa din circuit, si

analizim comportarea circuitului. Astfel, pentru t>0" ecuatia va fi:
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RC dv,(t C s s
Ve ® +V,(t) =0 cu radacina caracteristica s= 2k
[¢] RC

1-2k dt

urmatoarea solutie pentru tensiunea de iesire:
2k-1

Vg (t=0) = vy (07)-6% = v, (0%)-e ¢ . (10.10)
Se pot identifica trei cazuri importante:
® k<05 - ceeace conduce la s<0. Raspunsul natural al circuitului este cu
amortizare ex ponentiali. In concluzie, putem spune ci, circuitul va
raspunde ca un circuit RC obisnuit.
e k=05 - deci, s=0. In acest caz, raspunsul natural este constant,
vo(t>0)=v,(0"). P entru k=05,r ezistenta este reglatd astfel incat

care determina

circuitul se reduce la integratorul neinversor
e k>05 - implicd s>0. Raspunsul este exponential crescator intrucat

termenul exponential este pozitiv. Acest tip de rdspuns este prezentat in
figura 10.22

vglt)

T t

¥ » i

a) planul ecuatiei caracteristice b)domeniul timp
Fig. 10.22 Raspunsul circuitului

Din punct de vedere fizic, un raspuns divergent natural injecteaza in
circuitul RC mai multa energie decat poate rezistenta R sa disipe. A ceasta
este o energie aditionala care mareste tensiunea acumulata pe capacitatea C.
Prin contrast, in circuitele RC pasive, disiparea energiei pe rezistenta R
produce o descarcare graduala a capacitatii.

Prin introducerea unui amplificator operational, pozitia radacinii
poate fi facuta sa treacd in partea dreapta a axei planului s. Modificarea
pozitiei radacinii nu este posibild in circuite pasive pure, ceea ce face ca
amplificatoarele operationale sa fie utilizate la realizarea unor circuite
importante cum ar fi filtrele sau oscilatoarele.

ARE HRC N
X ¥ >

* ; *
Fig.10.23 Pozitia radacinii in planul s
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Efectul coeficientului k asupra radicinii (s) ecuatiei caracteristice
poate fi vizualizat grafic cu ajutorul pozitiei radacinii, care este traiectoria
descrisa de citre s cand k este modificat de la 0 la 1. In circuitul prezentat, s
se deplaseaza de la (-1/RC), p rin o rigine, s pre (1 /RC) (f ig.10.23). O
observatie interesanta este aceea ca in circuitul RC pasiv, pozitia radacinii se
extinde numai pana in origine.

Prin i ntroducerea unui amplificator operational, pozitia radacinii
poate fi facutd sa treaca in partea dreaptd a axei planului s. Modificarea
pozitiei radacinii nu este posibila in circuite pasive pure.

10.2.2 Raspunsul circuitelor de ordinul II ce contin amplificatoare

operationale

In ce le p rezentate m ai su s s -a demonstrat proprictatea unici a
circuitelor de ordinul I cu amplificatoare operationale de a crea raspunsuri in
partea dreaptd a planului complex, proprietate de care nu se bucurda
circuitele pasive pure.

Inc ontinuare vom  studiac ircuitede o rdinula 1 II-leacu
amplificatoare operationale si vom demonstra ca este posibil nu numai sa se
radacini complexe fara utilizarea oricarei inductante, folosind numai
rezistente §i capacitdfi, ca elemente pasive. Utilizarea amplificatoarelor
operationale, in astfel de circuite, are doud avantaje importante i anume:

e posibilitatea de a controla plasarea raddcinii in planul complex,
deschizdnd o gama larga de aplicatii pentru circuite RC cu
amplificatoare operationale cum ar fi filtrele sau oscilatoarele.

o un inalt grad de miniaturizare prin eliminarea inductantelor.

Pentru a aprecia in Intregime rolul amplificatoarelor operationale
mai intai vom examina circuitele de ordinul II pasive, ce contin rezistente si
capacitdti, dar nu contin inductante, si sd aratim cad radacinile ecuatiei
caracteristice sunt intotdeauna reale si negative. Apoi vom demonstra ca
introducerea unui amplificator operational pentru a prevede o crestere
controlatd a reactiei pozitive permite, pentru acelasi circuit, sd creeze
radacini complexe, si ca aceste radacini pot fi plasate oriunde in planul
complex.

a)Circuite de ordinul II pasive fara inductante
Circuitul pasiv din figura 10.11 consta din doud trepte RC. Analiza

circuitului o realizdm prin teorema I Kirchhoff, obtinand {l‘ - 1.2 T

i, =1,
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Inlocuind curentii din aceste ecuatii prin metoda potentialelor nodale
obtinem:

Vs -V, :Vl_V+C1-%
R, R, dt
(10.11)
v, —V dv
=C, —
R, dt
Rezolvarea sistemului prin eliminarea potentialului vi, c onduce la
d*v

ecuatia diferentiala de ordinul II: +2-E-0, -%+0)é v=0}-vs, 1N care s-au

tZ
folosit notatiile:
1
Wy =
\/Rl ’ Rz 'C1 'Cz

(10.12)

1 R-C+R,-C,+R,-C,
2 \/Rl'Rz'Cl'Cz
Dupa cum se stie, & determind caracteristica de atenuare (amortizare)
a circuitului iar wo defineste frecventa de rezonanta. Pentru a putea examina

g

n . . C . R -C. . .
in detaliu aceasta, se introduce variabila: x =‘—C1 iar § se exprima astfel:

2"V

1 R, ' L
525.[(1+R_J &+&] (10.13)

Se poate usor verifica faptul ca &>1, iar minimul se obtine atunci
cand raportul dintre R1 si Rz tinde citre zero si x tinde citre 1. In consecinta
acest circuit admite numai radacini reale negative, deci raspunsul natural nu
poate fi niciodata de tipul celor cu amortizare slaba.

é@m= 1

= Sa S Fe

el
-t |

a) b)
Fig. 10.24 Circuit de ordin II fara inductivitati

Im
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Figura 10.24 b aratd locul de plasare a radacinilor ecuatiei
circuitului. Este interesant de aratat ca circuitul prezintd radacini distincte de
fiecare data cand R, -C, =R, -C,.

Din punct de vedere fizic aceasta reprezintd de fapt o piedica
deoarece treapta __ reprezintd o sarcind pentru treapta R,C,. Sarcina poate

fi eliminatd prin interpunerea unui atenuator de tensiune intre cele doua
trepte RC. In acest caz, dacd R,-C, =R, -C, rddacinile vor coincide. O alta

solutie de minimizare a sarcinii este impunerea unei rezistente R, <<R, .

In concluzie, raspunsul natural al circuitelor pasive fira inductante
nu poate fi niciodata de tipul celor cu amortizare slaba. Circuitul poate sa fie
facut sa se apropie de amortizarea criticd atunci cand R (R, pentru
minimizarea sarcinii $i C, =%~c1 , pentru micsorarea lui &.

2

b) Circuite de ordinul II active fara inductante

Circuitul din figura 10.25 este similar celui prezentat, cu exceptia
faptului ca semnalul de iesire din a doua treapta RC este introdus intr-un
amplificator, iar semnalul de iesire din amplificator este folosit ca reactie
printr-o capacitate mare.

Deoarece amplificatorul este de tipul neinversor, aceasta modificare
va produce o reactie pozitiva. Circuitul este un circuit activ datoritd
prezentei amplificatorului cu proprietatea lui unica de a dirija energia de la
sursa lui de alimentare spre circuitele inconjurdtoare, in comparatie cu
circuitul din figura 10.25care este unul pur pasiv.

Pentru a simplifica lucrurile am impus in mod arbitrar capacitatile
egale si raportul rezistentelor de 4 1a 1.(Ri1=10kQ, R2=20kQ)

) .
[ -

Fig. 10.25 Circuit activ de ordinul Il fara inductante
Caracteristica de transfer este data de relatia: v=kv2 unde k:1+ﬁ,

2
v2 reprezinta potentialul intrarii neinversoare. Aplicand metoda potentialelor
nodale de rezolvare a circuitelor se obtine sistemul:
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Vs -V, _C,d(Vl—V)Jer—Vz

4R dt R
(10.14)
V=V .. dv,
R dt
Inlocuind v,=v/k si el iminand t ensiunea vi se obtine ecuatia
diferentiala
d?v dv 1 .
—+2-E 0y —+ @ V=K@V unde: Wy =———,1a T
IR TR ° ° 2.R.C

& =2,25-k. Din relatia de mai sus observam ca § depinde de factorul de

amplificare, aratand ca prin alegerea lui k, putem face ca & sa ia valori
diferite, inclusiv 0 sau orice valoare negativa.

Cuv alorilelu iR 1 si Rz indicatei n figura 10.25, f actorul de
amplificare este variabil in domeniul 1v/v<k<3v/v, astfel ca & poate varia

in domeniul -0,75<£<1,25.
Sa studiem circuitul din punct de vedere a factorului de amplificare

e Pentru 1v/v<k<12V/V se obtine 1<g<125. radacinile sunt reale si

negative.

e Pentru k>1,25V/V se obtine £<1 cauzand radacini complex conjugate.
Dupi cum se stie aceasta inseamnd un comportament oscilatoriu. Intr-un
circuit RLC, acest comportament este o piedica pentru proprietatea de
inmagazinare a energiei si de schimb intre capacitate i inductanta.

Intr-un circuit kRC, acesta nu are inductante dar este previzut cu un

amplificator care este folosit pentru transferul energiei intre propria lui
sursd de alimentare si cele doua trepte RC. Acest flux de energie are loc
prin capacitate.

e Pentru k=2,25V/v se obtine ¢=0, indicdnd radacini pur imaginare si
oscilatii neamortizate. Din punct de vedere fizic, atunci cand k are
aceastd valoare energia injectatd prin circuitul de reactie este egala cu
energia disipata pe cele doua trepte RC.

In circuitul RLC conditia de neamortizare este prezentatd prin R — 0
pentru cuplare in serie, §i R > pentru cuplarea in paralel. in practica,
datorita faptului ca elementele RLC nu sunt ideale, apar pierderi parazitare
mai ales pe inductanta. Rezulta ca in orice circuit RLC pasiv, oscilatiile vor
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fi amortizate. Spre deosebire de acestea, in circuitele kRC putem obtine
oscilatii intretinute prin setarea lui k=2,25V/V .
¢)Crearea raddcinilor pozitive

Printre proprietatile circuitelor kRC, este si aceea de a putea obtine
valori ne gative pe ntru &, cee ace 1in cazu | ¢ ircuitelor R LC p asive n u-i
posibil.

Pentru k>225v/v se obtine &<0 iar radacinile ecuatiei
caracteristice sunt: s, =-£-o,*j-0,-41-& unde pentru £<0 se ajunge ca
-¢-o, sd devind pozitiva, indicand faptul ca radacinile se vor extinde acum
in partea dreapta a planului complex. Mai mult, raspunsul poate fi scris
astfel: v, (t) = A gl -coS(@y */1-E* -t +6), unde A si O sunt constante
initiale uzuale.

Aceastd functie reprezintd o sinusoidd, avand frecventa @, -4/1- &7,

[t-w,

unghiul de faza 0 si amplitudinea exponentialda A- e

Din punct de vedere fizic, daca k>2,25vV/V, energia injectatd de catre
amplificator creste cu fiecare ciclu mai mult decat se poate disipa pe cele
doud trepte RC, astfel cd oscilatia va creste in amplitudine, intr-o progresie
geometrica.

In circuitele practice, oscilatiile vor creste pania la o neliniaritate
oarecare, care este totdeauna prezentd in forme oarecare, limiteaza
oscilatiile semnalului de iesire §i, prin urmare, cantitatea de energie pe care
amplificatorul o poate reinjecta in circuit. Odatd indeplinita aceasta conditie,
circuitul va realiza oscilatii intretinute.

Proprietatile principale se pot concluziona astfel:
® 1V/V<k<125V/V

- radacinile sunt plasate n partea negativa a axei;
® 125V/V<k<225V/V

- radacinile sunt plasate pe un arc de cerc in partea stdnga a planului
complex;
® 225V/V<k<3V/V

- locul de plasare a radacinilor se extinde in jumatatea dreaptd a
planului complex;
® k>125V/V

- distanta radiala a radacinilor fata de origine este o, , indicand faptul
ca traiectoria este un arc de cerc cu raza o, .
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10.3 Raspunsul in c.a. al circuitelor electrice ce contin amplificatoarelor
operationale

Analiza circuitelor se realizeaza pe baza conceptului de scurt virtual.
Regula p entru c ircuite d e c urent a lternativ cu amplificatoare operationale
este:

“ Un amplificator operational va modifica fazorul semnalului de
iesire la orice valoare se doreste, pentru ca fazorul diferenta de intrare Vd
sa fie nul.” unde v,=V,-V ,iar VN si V p sunt fazorii pentru intrarile
inversoare $i neinversoare.

In continuare vom ilustra utilizarea acestei reguli, cu ajutorul catorva
exemple.

a) Circuitul integrator
Circuitul din figura 10.26 a fost analizat in d omeniu t imp a vand
dependenta intrare iesire sub formad integrald exprimata prin relatia
vo=f$~ovi(&>da+vo(0) (10.15)
In continuare vom reexamina acest circuit in domeniul complex. In
acest sens, imaginea circuitului este descrisa de figura 10.26b. Observam ca

fazorii c urentilor ce parcurg rezistenta si capacitatea trebuie sa satisfaca

urmatoarea conditie Ir= I ¢ iar relatia dintre semnale devine % = —% .
i =R
F__ [ oy o
a) Circuit integrator inversor b)

Reprezentarea in complex
Figura 10.26 Circuitul integrator in c.a.

Aceasta este formula familiard pentru amplificarea amplificatorului

neinversor. Scriind 7z, =R §i Z.=1/joC, se obtine VvV, =-

joRC

. ) SRR : : V.
intelege functionarea circuitului rescriem ecuatia astfel: v = —RLC-.——‘ .
]
Dupa cum se stie, divizarea unui fazor cu jo este echivalenta cu
integrarea semnalului respectiv intrucat operatiei de integrare 1i corespunde

in planul complex impartirea la jo. In consecinta, rolul circuitului in curent
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alternativ este de integrare. Constanta de proportionalitate este -1/RC,iar
unitatea de misuri a acesteia este [s™'].

b) Circuitul derivator
Schimband R si C 1n circuitul din figura 10.26 se obtine circuitul din
figura 10.27a. Reprezentdrii circuitului din domeniul complex (fig. 10.27b)

o .. e e e \V4 R
putem sia aplicim formula amplificarii inversoare = de unde ,

joC
tensiunea de iesire poate fi scrisa sub forma:

- a) Circuit derivator
de frecventa

b)_ Reprezentarea domeniului
Figura 10.27 Circuit derivator

Multiplicarea 1n ¢ omplex a unui fazorcuj o este echivalentd cu
diferentierea semnalului corespunzator de curent alternativ, deci rolul
circuitului este de diferentiere. Constanta de proportionalitate —RC are ca
unitate de masura [s].

c)Filtru trece jos( “Low pass™) cu amplificare

i

-

Fig. 10.28 Ci_rcuit “Eow pass” cu amplificare

Aplicand formula amplificarii amplificatorului inversor in circuitul

. Y% Z .
din figura 10.28 deducem, = =-=t relatie in care z,=2z.12, - R .
Vi Zy T T T +joR,C
Z, =R,. Inlocuind in relatia de dependenta intrare iesire se obtine expresia
R . . - . o
V, = ——P;-yi . Primul termen din partea dreaptd a ecuatiei tensiunilor
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reprezinta amplificarea, iar al doilea termen are rolul unui filtru trece-jos.

Amplitudinea amplificarii este datd de relatia R2 / R, iar caracteristica de
1

frecventd a functiei trece-jos este data de relatia o, = " A mplitudinea
intrare-iesire si faza sunt date de relatiile:
v, =R 1y respectiv ¢ =180°—tan™'(@R,C) (10.16)

"Ry I+ (0R,0)

d) Filtru trece sus cu amplificare (“high pass™)

Fig. 10.29 Circuit “hiTgh pass” cu amplificare

In figura 10.29 este p rezentat un circuit trece sus cu a mplificare.

o e . e e % z
Amplificérii circuitului inversor particularizata circuitului este ;—(’:———“2

v Z
unde z, =R, si z, =z, +z, -JoHIORO)
- - = joR,C
in consecintd, tensiunea de iesire este: v, = -~z JORC_y
- R, 1+joR,C —

Primul termen din partea dreaptd a ecuatiei reprezinta amplificarea,
iar al doilea termen ne indica faptul ca acest circuit are rolul unui filtru
trece-sus. Amplificarea este datd de raportul Rr,/R,,1iar c aracteristicad e

frecventd este o, =1/R,-C. Amplitudinea intrarea-iesire si faza sunt date de

relatiile v Ry oRE ¢=90°—tan"' (0R,C) .

om im

R, 1+ (0R C)

e) Multiplicator de capacitate

S

a) Multiplica:[OI’ de capacitate b) Circuit test pentru gasirea Zeq
Figura 10.30 Multiplicator de capacitate
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Consideram ca o intrare a amplificatorului operational (fig.10.30) se
comporta ca o capacitate echivalentd Ceq. Pentru a obtine o expresie pentru
aceasta capacitate aplicam o tensiune test “V” (fig.10.30b), ce va determina
\Y

T Presupunand ca

un curent “I”’. Evaluand impedanta intrarii obtinem z_ =

1
joC,

impedanta  echivalentd este capacitivd, putem scrie Z =

Zeq T

Amplificatorul O A1 functioneaza ca un repetor de tensiune, deci

V1=V, iar amplificatorul O A2 functioneaza ca un amplificator inversor si
. . R R
tensiunea de iesire este V, = —R—z-yl = —?Py .
1

1

Impedanta echivalenta se determind ca raport al tensiunii aplicate pe

R, R,
. 1+—= |-V

R,
2 Z

3 5 V-V
curentul ce incarcd condensatorul 1= —Z—z -

={¢

Astfel, putem determina relatia impedantei echivalente z_ =- ! si,

joC,

implicit, relafia capacitatii echivalentec, :[1+%]~C. Din aceste ecuatii
1

putem concluziona ca acest circuit are rolul unui multiplicator de capacitate.

Acesta 1si gaseste aplicatie Tn special in tehnologia circuitelor in tegrate,

intrucat din cauza miniaturizarii pot fi realizate numai capacitati foarte mici.
Cand sunt cerute capacitati mari, se poate utiliza acest tip de

multiplicator. Acest efect de multiplicare a capacitatii este denumit ““efect

Miller pentru capacitati” .

f)Simulator de inductivitate

jlw{ " i " _L_Zeq

a) Simulator de inductivitate

r #&J{m—v i - .@

b) Circuit test pentru determinarea Zeq
Figura 10.31 Simulator de inductivitate
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In a naliza circuitului ( figura 10.31) considerim ci o intrare a
amplificatorului operational se comportd ca o inductantd. Pentru a
demonstra acest lucru aplicam o tensiune test alternativa “V” (fig.10.31 b),

ceea ce va conduce la aparitia unui curent “I”. Impedanta echivalentd a

circuitului se determind ca raport tensiune aplicatd pe curent injectat z,, =%

iar ipoteza admisd ca impedanta este inductivd permite exprimarea acesteia
in forma z, =j-o-L,
Aplicand relatia lui Ohm putem determina c urentul d e i ntrare in

amplificatorul operational: 1:% . A mplificatorul O Az pastreazd pinul

4

inversor l a tensiunea V, deciinacestnodteoremal Kirchhoff permite

. o . .. V.-V V-V .
definirea urmatoarei relatii === —R——' . Operationalul OA:
- 3
joC
. - . . R, . .
functioneaza ca un amplificator neinversor v, :[1+ 2 ] v iardi n
1
combinarea relatiilor urmarim sa deducem dependenta tensiune test aplicata
de curentul injectat obtindnd 1:ﬁ din care exprimam impedanta
©R, R, R,
RZ
echivalenta ~a  circuitului  Z_ =j oL, respectiv  inductivitatea
R,-R,-R
L =—L -3 4. C,.
eq R2

In concluzie, chiar daca acest circuit nu foloseste inductante, poate
simula o gama foarte larga de inductante folosind componente miniaturale.
Proprietatea circuitului cu amplificator operational de a simula inductante,
gaseste aplicatie intr-o importanta clasa de circuite, numite filtre active.
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