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Lucrarea exprimă experienţa didactică precum și a rezultatelor 
activităţii de cercetarc a autorului într-un domeniu de pregătire 
fundamentală a viitorilor ingineri - teoria circuitelor electrice. Manualul 
a fost conceput astfel încât să pregătească cititorul pentru calculul și 
analiza circuitelor electrice și a structurilor neelectrice echivalente din 
punct de vedere matematic (circuite magnetice, hidraulice,termice, 
etc.), în vederea optimizării soluţiei de proiectare a acestora.
Lucrarea se adresează studenţilor de la Programele de Inginerie 
Electică, Energetică, Informatică Aplicată, dar poate fi utilă și tuturor 
celor care doresc să aprofundeze metodeled de analiză a circuitelor 
electrice și neelectice. În lucrare sunt incluse suficiente noţiuni pentru 
a obţine cunoștinţelete toretice și aptitudinile practic prescrise de 
Programele respective de studii pentru această disciplină.

Prof. dr. ing. Petru Todos
Universitatea Tehnică a Moldovei, Chișinău,
Facultatea de Energetică și Inginerie Electrică

Lucrarea este un veritabil suport didactic pentru noţiuni fundamentale 
de teoria circuitelor electrice. Prin conţinut și prin abundenţa de 
exemple menite să clarifice cititorului semnificaţia noţiunilor 
teoretice, lucrarea va fi utilă atât studenţilor, cât și specialiștilor deja 
formaţi care desfășoară activităţi de cercetare aplicativă și proiectare, 
precum și inginerilor de producţie care se confruntă cu probleme 
specifice de electrotehnica curenţilor tari, precum și de electronică și 
telecomunicaţii.Rezultat al experienţei autorului în activitatea 
didactică și de cercetare știinţifică desfășurate într-un mediu academic 
de înaltă ţinută, lucrarea se remarcă printr-o expunerea clară, 
sistematică și coerentă, cu noţiunile prezentate într-o succesiune bine 
studiată și exemple aplicative alese cu multă grijă.

Prof. dr. ing. Lucian Mandache
Universitatea din Craiova,
Facultatea de Inginerie Electrică
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CUPRINSUL 
 

1. CONCEPTE DE BAZĂ ALE TEORIEI CIRCUITELOR  
     

1.1 Starea de electrizare. Tensiunea electrică. Tensiunea 
electromotoare.        
1.2  Starea electrocinetică. Conducţie. Intensitatea curentului 
electric.  
1.3 Teoremele Kirchhoff (formulare topologică)  

1.3.1  Teorema I Kirchhoff  (KCL) 
1.3.2  Teorema II Kirchhoff  (KVL) 

1.4 Circuit electric. Elemente dipolare  
1.4.1. Elemente pasive de circuit. Rezistorul 

a. Clasificarea rezistoarelor  
b. Conexiuni ale rezistoarelor 

b1. Conexiunea serie 
b2. Conexiunea paralel 
b3. Divizorul de tensiune 
b4. Divizorul de curent 

1.4.2 Elemente de circuit active (surse) 
1.4.2.1 Surse independente de tensiune 

a. Generatorul ideal de tensiune 
b. Generatorul real de tensiune 
c. Conexiuni ale surselor de tensiune 

1.4.2.2.Surse independente de curent 
a. Generatorul ideal de curent 
b. Generatorul real de curent 
c. Conexiunile generatoarelor de curent 

1.4.2.3 Echivalenţa dintre sursele reale de 
tensiune şi sursele reale de curent 
1.4.2.4 Surse dependente (controlate) 

1.4.3 Elemente de stocare a energiei (elemente reactive)  
1.4.3.1 Condensatorul 
1.4.3.2 Bobina (inductorul) 

a. Clasificarea bobinelor 
b. Relaţii de echivalenţă a bobinelor ce 
conţin condiţii iniţiale 
c. Bobine liniare cuplate magnetic 

1.5 Elemente de teoria grafurilor.  
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2. TEHNICA ANALIZEI CIRCUITELOR 
2.1 Tehnica transformării surselor şi circuitului 
2.2 Analiza circuitelor electrice cu ajutorul teoremelor 
Kirchhoff  

2.2.1 Scrierea matriceală a teoremelor lui Kirchhoff 
a. Teorema I Kirchhoff 
b. Teorema II Kirchhoff 
c. Ecuaţia Joubert sub formă matriceală 

2.2.2 Consecinţe ale teoremelor Kirchhoff şi a relaţiei 
fundamentale a teoriei  grafurilor  

a. Curenţii independenţi ai unui circuit electric 
b. Ecuaţii nodale ale unui circuit electric 
(potenţiale nodale) 

2.3 Tehnica analizei în curent. Metoda curenţilor de contur. 
a. Analiza în curent utilizând teoremele Kirchhoff. 
b. Metoda curenţilor de contur  

b1 Circuite ce conţin surse reale 
b2 Circuite ce conţin surse ideale de curent. 
b3 Circuite ce conţin surse dependente 

2.4 Tehnica analizei în tensiune a circuitelor electrice  
 a. Analiza în tensiune utilizând teoremele Kirchhoff 
 b. Metoda potenţialelor nodale de analiză a circuitelor. 

b1 Circuite cu surse reale independente 
b2 Circuite ce conţin surse ideale 
b3 Analiza nodală în circuitele ce conţin surse 
dependente 

2.5 Analiza circuitelor electrice utilizând principiul 
superpoziţiei  
 

3. TEOREMELE CIRCUITELOR ELECTRICE  
 3.1 Teorema substituţiei  

3.2 Operatorul de impedanţă internă al reţelei dipolare. 
Rezistenţa internă a unui dipol  

3.2.1 Operatorul de impedanţă internă al reţelei dipolare. 
3.2.2 Determinarea rezistenţei echivalente a dipolului activ 

A) Determinarea rezistenţei echivalente în 
circuitele ce conţin surse independente 
B) Determinarea rezistenţei echivalente în 
circuitele ce conţin surse dependente 

67 
67 
69 
 

70 
70 
71 
72 
74 
 

74 
78 
 

82 
82 
86 
86 
89 
90 
92 
93 
93 
93 
95 
97 
 

100 
 
 

103 
103 
104 

 
104 
107 
108 

 
111 

 



Cuprinsul 
 

3.3 Teorema generatoarelor echivalente (Thévenin, Norton)  
3.3.1 T eorema ge neratorului echivalent d e t ensiune 
(Thévenin) 
3.3.2 T eorema ge neratorul e chivalent de  c urent 
(Norton) 
3.3.3 E xemple de  t ransformare a  c ircuitelor î n di pol 
echivalent 

a) Circuite ce conţin surse independente 
b) Circuite ce conţin surse dependente 

3.4 T eorema de  c onservare a p uterii i nstantanee î n ci rcuitele 
electrice  

3.4.1 T eorema de  c onservare a  put erii i nstantanee î n 
reţelele închise (izolate) conexe şi fără cuplaje 
magnetice cu alte reţele. 
3.4.2. T eorema de  c onservare a  put erii i nstantanee î n 
reţele deschise  cu n borne de acces 
3.4.3. Puterea maximă transferată dipolului echivalent 
în curent continuu 

a. C ircuitul e chivalent r eprezentat pr in di pol 
echivalent de tensiune (Thévenin) 
b. Circuite de alimentare reprezentate prin dipol 
echivalent de curent (Norton) 

3.5. Teoremele de transfigurare şi reducere a reţelelor electrice  
3.5.1. Teorema Millman 
3.5.2. Teorema de transfigurare a reţelei stea în reţea 
triunghi sau Y-Δ 
3.5.3 Teoremele de reducere a reţelelor la dipol 
echivalent 

a. Reducerea reţelei serie la dipol echivalent 
a.1 Fie o reţea cu s elemente cuplate 
magnetic conectată în serie 
a.2 Circuit serie cu surse şi cuplaje 

b. Reducerea reţelei paralel la dipol echivalent 
b.1 Reţea paralel cu cuplaje 
b.2. Reţea paralel cu cuplaje şi 
generatoare de tensiune 
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4. CIRCUITE ELECTRICE LINIARE ÎN REGIM ARMONIC 
PERMANENT  

4.1. Semnale periodice, alternative şi sinusoidale. Definiţii. 
4.1.1. Producerea t.e.m sinusoidale. Valori 

caracteristice. 
4.2  Reprezentări simbolice ale semnalelor sinusoidale  

4.2.1. Reprezentarea geometrică (prin fazori) 
I) Reprezentarea cinematică (nesimplificată) 
II) Reprezentarea polară 

4.2.2  Reprezentarea analitică (în complex) 
4.3. Parametrii circuitelor liniare de curent alternativ  

4.3.1 Răspunsul circuitelor liniare în curent alternativ 
(analiza comparativă) 

4.3.1.1 Răspunsul în c.a. al elementelor simple 
de circuit 

a. Răspunsul în c.a. al rezistenţei 
b. Răspunsul condensatorului în c.a. 
c. Răspunsul bobinei în c.a. 

4.3.1.2 Răspunsul în c.a. al unui dipol de ordinul 
I. Analiza în domeniul timp: Dipol R-C, Dipolul 
R-L 
4.3.1.3 Răspunsul în c.a. al circuitelor de 
ordinul II. 

A.1 Analiza dipolului echivalent RLC 
serie 

A.2 Răspunsul dipolului echivalent RLC 
paralel. 
B. Analiza în complex a dipolului de 
ordinul II: Impedanţa complexă a 
dipolului echivalent RLC serie; Dipol 
echivalent RLC paralel 

4.4. Puteri în circuite liniare de c.a. monofazat  
4.4.1 Puterea instantanee a dipolului echivalent 
4.4.2 Puterea activă 
4.4.3 Puterea aparentă 
4.4.4 Puterea reactivă 
4.4.5 Expresiile puterilor pentru circuitele  dipolare 
simple 
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4.4.6 Reprezentarea în complex a puterii (puterea 
complexă) 

4.5. Teoremele circuitelor liniare în formă complexă  
4.5.1. Forma complexă a ecuaţiilor Joubert 
4.5.2. Teoremele Kirchhoff în formă complexă 
4.5.3. Impedanţe echivalente 
4.5.4. Teorema transferului maxim al puterii active în 
regim permanent sinusoidal 
4.5.5. Analiza în complex a circuitelor de curent 
alternativ monofazat 

A. Analiza în complex a circuitelor ce conţin 
surse independente 
B. Analiza circuitelor în c.a. ce conţin surse 
dependente 
C. Reducerea circuitelor electrice de curent 
alternativ prin generatoarele echivalente 
Thévenin şi Norton 

4.6 Circuite cu elemente reale în regim sinusoidal  
4.6.1. Bobina reală: Bobina liniară reală fără miez; 

Bobina liniară cu miez conductor.  
4.6.2. Condensatorul real în regim permanent sinusoidal 

4.7. Circuite cuplate în regim permanent sinusoidal  
4.7.1. Tipuri de cuplaje 
4.7.2. Reducerea cuplajului mutual la cel galvanic 

4.8 Rezonanţa circuitelor liniare în regim permanent sinusoidal  
4.8.1 Rezonanţa serie (rezonanţa tensiunilor) 
4.8.2 Rezonanţa de curent (paralel)    
4.8.3 Rezonanţa de curenţi în circuitele cu elemente 

reale 
4.8.4 Rezonanţa în circuite cuplate magnetic   
 

5. CUADRIPOLI. FILTRE.       
5.1. Generalităţi        
5.2. Multipoli. Cuadripoli generali şi cuadripoli diporţi  
5.3. Cuadripoli rezistivi neliniari     
5.4. Elemente de circuit cuadripolare     

5.4.1. Surse comandate      
5.4.2. Scheme echivalente ale tranzistoarelor bipolare  
5.4.3. Transformatorul ideal     
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5.5. Cuadripoli în regim permanent sinusoidal    
5.5.1. Ecuaţiile cuadripolului     
5.5.2. Semnificaţia fizică şi determinarea experimentală 

 a parametrilor cuadripolului    
5.5.3. Sisteme de parametri ai cuadripolului   

5.5.3.1. Parametri iterative     
5.5.3.2. Parametri caracteristici    
5.5.3.3 Constanta de transfer. Constanta de atenuare. 

 Constanta de fază     
5.6. Scheme echivalente ale cuadripolilor    

5.6.1. Schema echivalentă în T     
5.6.2. Schema echivalentă în Π     

5.7. Interconectarea cuadripolilor     
5.7.1. Gruparea serie-serie     
5.7.2. Gruparea paralel-paralel     
5.7.3. Conectarea în lanţ (cascadă)    

 5.8. Filtre electrice de frecvenţă  
    
6. CIRCUITE TRIFAZATE ÎN REGIM PERMANENT 
SINUSOIDAL 

6.1 Transmisia energiei. Caracterizarea sistemului trifazat de 
transmitere a energiei. Proprietăţile sistemelor trifazate.  
6.2 Reprezentarea în complex a sistemelor trifazate. Proprietăţi.  
6.3 Conexiunile sistemelor trifazate  
6.4. Analiza circuitelor trifazate alimentate cu tensiuni 
simetrice  

6.4.1. Consumator trifazat conectat în stea 
a) Consumator echilibrat 
b) Consumator dezechilibrat 
b1. Stea cu nul de impedanţă 
b2. Stea fără nul 

6.4.2 Consumator trifazat conectat în triunghi 
a) Consumator echilibrat 
b) Consumator dezechilibrat 

6.4.3 Puteri în reţele trifazate echilibrate sub tensiuni 
simetrice 

6.5. Metoda componentelor simetrice  
6.5.1. Descompunerea unui sistem trifazat nesimetric de 
mărimi sinusoidale în sisteme simetrice. Teorema 
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Stokvis-Fortescue 
6.5.2 Circuite trifazate echilibrate sub tensiuni 
nesimetrice 

a. Elementele statice şi dinamice 
b. Receptor trifazat echilibrat cu elementele 
statice, fără cuplaje magnetice, conectat în stea, 
cu fir neutru 
c. Receptor trifazat echilibrat cu elemente 
statice fără cuplaje magnetice conectate în stea 
fără fir neutru 
d. Circuit trifazat echilibrat cu elemente statice 
cuplate magnetic sub tensiuni nesimetrice. 

6.5.3 Circuite trifazate dezechilibrate 
6.5.4 Puteri în reţele trifazate dezechilibrate sub 
tensiuni nesimetrice 

a. Metoda directă de calcul a puterilor 
b. Calculul puterilor în reţele trifazate 
dezechilibrate cu ajutorul componentelor 
simetrice 
 

7. LINII ELECTRICE LUNGI 
7.1. Circuite cu parametri repartizaţi 
7.2. Parametri lineici 
7.3. Ecuaţiile liniilor electrice lungi 
7.4. Linii lungi omogene bifilare în regim permanent sinusoidal 
7.5. Undele de tensiune şi de curent în cazul liniilor lungi în 
regim sinusoidal 
7.6. Linia fără distorsiuni. Linia fără pierderi 
 

8. CIRCUITE LINIARE ÎN REGIM PERIODIC 
NESINUSOIDAL  

8.1 Introducere. Analiza armonică a semnalelor  
8.2. Analiza armonică a funcţiilor periodice  
8.3. Exemple de semnale periodice particulare  
8.4. Valori caracteristice ale semnalelor periodice 
nesinusoidale  
8.5. Puteri ale circuitelor  liniare în regim permanent 
nesinusoidal  
8.6.Elemente liniare de circuit în regim nesinusoidal  
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1. Rezistorul. 
2. Bobina ideală 
3. Condensatorul ideal 

8.7. Analiza circuitelor în regim nesinusoidal  
8.8. Circuite liniare trifazate sub tensiuni simetrice 
nesinusoidale  
 

9. REGIMUL TRANZITORIU AL CIRCUITELOR 
ELECTRICE LINIARE 

9.1 Teoremele comutaţiei  
9.1.1 Teorema I a comutaţiei 
9.1.2 A II-a teoremă a comutaţiei 

9.2. Metode de analiză în domeniul timp a circuitelor electrice  
9.2.1 Metoda directă de analiză a circuitelor de ordinul 

I 
9.2.1.1 Soluţia generală a  ecuaţiilor diferenţiale 
de ordinul I 
9.2.1.2 Particularizarea soluţiei generale pentru 
circuitele electrice excitate în cc şi ca 
9.2.1.3  Determinarea soluţiei generale a 
regimului tranzitoriu în circuitele de ordinul I ce 
conţin surse independente. Aplicaţii tipice al e 
circuitelor d e o rdinul 1 : Circuit in tegrator RC; 
Circuit derivator RC.  
9.2.1.4  Determinarea soluţiei generale a 
regimului tranzitoriu în circuitele de ordinul I ce 
conţin surse dependente 

9.2.2 Metoda variabilelor de stare 
9.2.2.1 Ecuaţiile de stare 
9.2.2.2 Schema structurală de calcul a regimului 
tranzitoriu pentru ecuaţiile ordinul I 
9.2.2.3 Răspunsul circuitelor liniare de ordinul 
II 

A. Mărimi de stare ale circuitelor de 
ordin II 
B. Soluţia ecuaţiei diferenţiale omogene 
a ecuaţiilor de ordinul II 
C. Ecuaţii de stare pentru circuitele de 
ordinul II 
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D. Schema structurală de calcul ataşată 
ecuaţiilor de ordinul II 
E. A plicarea m etodei v ariabilelor d e 
stare în circuitele ce conţin surse 
dependente 

9.3. Metode de analiză în domeniul frecvenţă  
9.3.1 Metoda operaţională (a transformatei Laplace) 

A. Proprietăţile transformatei Laplace 
B. C alculul tra nsformatei Laplace a 
principalelor semnale utilizate în electrotehnică 
C. Determinarea funcţiei original cunoscând 
transformata Laplace (Teoreme) 

9.3.2 A plicarea t ransformatei Laplace în an aliza 
regimurilor tranzitorii ale circuitelor electrice 

9.3.2.1 T ransformata Laplace a el ementelor 
simple de circuit 

a. Rezistorul 
b. Bobina ideală 
c. Bobina cuplată magnetic 
d. Condensatorul 
e. A plicarea tra nsformatei Laplace unui 
dipol ce admite schemă echivalentă: 

9.3.2.2 A plicarea t ransformatei Laplace în 
analiza circuitelor ce conţin surse independente 
9.3.2.3. Aplicarea t ransformatei Laplace în 
circuitele ce conţin surse dependente 
 

10. ANALIZA CIRCUITELOR ELECTRICE CE CONŢIN 
AMPLIFICATOARE OPERAŢIONALE 

10.1 Analiza în curent continuu a configuraţiilor de bază ale 
amplificatoarelor operaţionale 

10.1.1 Configuraţia neinversoare 
10.1.2 Configuraţia inversoare 
10.1.3 Amplificatoare de tensiune 

a. Circuitul de control a polarităţii amplificării 
b. Convertor de rezistenţă negativă 
c Amplificatorul sumator 
d. Amplificatorul diferenţial 
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PREFAŢĂ 
 

Acest manual de curs se adresează studenţilor Facultăţii de Inginerie 
Electrică, Energetică şi Informatică Aplicată, Universitatea Tehnică „Gh. 
Asachi” din Iaşi, şi tuturor celor care doresc să aprofundeze metodele de 
analiză a circuitelor electrice.  

Teoria circuitelor este o disciplină fundamentală în pregătirea 
studenţilor în ingineria electrică. Bazată pe legile fizicii, această disciplină 
operează cu abstractizări necesare viitorului inginer de profil electric pentru 
a rezolva circuitele şi sistemele reale, la un nivel conceptual înalt, folosind 
atât fizica şi matematica.  

Teoria circuitelor liniare asigură abordarea corectă a disciplinelor de 
specialitate o ferind u n m odel u nitar d e in terpretare a  f enomenelor d in 
circuitele electrice. 

Cursul de „Teoria ci rcuitelor el ectrice” ar e ca o biect st udiul 
fenomenelor electrice din punctul de vedere al aplicaţiilor tehnice, 
constituind pregătirea teoretică de bază a viitorilor ingineri electricieni. 

Disciplina pune la dispoziţia studenţilor cunoştinţe teoretice şi 
practice referitoare la aplicarea fenomenelor electromagnetice în tehnică, 
având ca obiectiv însuşirea unor cunoştinţe elementare de electrotehnică. 

Urmărind aprofundarea cunoştinţelor asimilate la curs, în cadrul orelor 
de sem inar se v a f orma şi dezvolta deprinderea de a pune în ecuaţie şi 
rezolva o problemă, iar şedinţele de laborator au scopul verificării 
experimentale a acestora. 

Considerând rolul de fundamentare teoretică a ingineriei electrice şi 
de învăţare a unor tehnici practice de analiză şi proiectare a circuitelor, 
Teoria circuitelor electrice are un loc determinant în pregătirea studenţilor 
pentru studiul atât al circuitelor electronice (curenţi slabi) cât şi al 
circuitelor de putere (curenţi tari). Lucrarea de faţă este o împletire între 
teorie şi aplicaţii, specifici diferitelor etape ale activităţii de analiză 
proiectare a circuitelor electronice şi a circuitelor de putere.  

În scopul asigurării unei înţelegeri sistematice şi de profunzime a 
obiectivelor te oriei c ircuitelor, a m în cercat să realizăm un echilibru între 
conceptualizarea matematică, susţinerea principiilor fizice şi abordarea 
inginerească a aplicaţiilor. 
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Această lucrare cuprinde 10 capitole, structurate după cum urmează:  
În capitolul 1, intitulat ''Concepte de bază ale teoriei circuitelor'', sunt 

introduse noţiuni privind: starea de electrizare, tensiunea electrică, tensiunea 
electromotoare; starea electrocinetică, conducţie, intensitatea curentului 
electric; te oremele K irchhoff; e lemente d ipolare d e c ircuit; e lemente de 
teoria grafurilor.  

Capitolul 2, ' 'Tehnica analizei circuitelor", est e co nsacrat: 
transformării surselor şi circuitului; analizei circuitelor electrice cu ajutorul 
teoremelor K irchhoff; a nalizei în  c urent - metoda curenţilor de contur; 
analizei în tensiune a ci rcuitelor electrice - metoda potenţialelor nodale de 
analiză a circuitelor; analizei circuitelor electrice utilizând principiul 
superpoziţiei.  

În c apitolul 3 , in titulat ' 'Teoremele circuitelor electrice'', s unt 
introduse noţiuni privind: teorema s ubstituţiei; operatorul de impedanţă 
internă al reţelei dipolare; teorema generatoarelor echivalente de tensiune 
(Thévenin), de curent (Norton); teorema de conservare a puterii instantanee 
în circuitele electrice; teoremele de transfigurare şi reducere a reţelelor 
electrice.  

În c apitolul 4, ' 'Circuite electrice liniare în regim armonic 
permanent'', se d efinesc: semnale periodice, alternative şi sinusoidale; 
reprezentări simbolice ale semnalelor sinusoidale; parametrii circuitelor 
liniare de c urent a lternativ; p uteri în  c ircuite lin iare d e c .a. m onofazat; 
teoremele circuitelor liniare în formă complexă; circuite cu elemente reale 
în re gim s inusoidal; c ircuite c uplate în  re gim p ermanent s inusoidal; 
rezonanţa circuitelor liniare în regim permanent sinusoidal.  

Capitolul 5, ' 'Cuadripoli. Filtre.", prezintă noţiunile de: multipoli; 
cuadripoli generali şi cuadripoli diporţi; cuadripoli rezistivi neliniari; 
elemente cuadripolare de circuit; cuadripoli în regim permanent sinusoidal; 
scheme ech ivalente al e cu adripolilor; interconectarea c uadripolilor; f iltre 
electrice de frecvenţă.  

Capitolul 6, ' 'Circuite trifazate în regim permanent sinusoidal", est e 
consacrat: proprietăţilor sistemelor trifazate de transmitere a energiei; 
reprezentării în complex a sistemelor trifazate; c onexiunilor s istemelor 
trifazate; analizei c ircuitelor trif azate a limentate c u te nsiuni s imetrice; 
metodei componentelor simetrice.  

În c apitolul 7, “Linii electrice lungi” ,  su nt d iscutate: ci rcuitele cu  
parametri repartizaţi; parametri lineici; ecuaţiile liniilor electrice lungi; 
liniile lungi omogene bi filare î n r egim pe rmanent s inusoidal; unde le de  
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tensiune şi de curent în cazul liniilor lungi în regim sinusoidal; linia fără 
distorsiuni; linia fără pierderi. 

Capitolul 8, “ Circuite liniare în regim periodic nesinusoidal”, est e 
consacrat: analizei armonice a semnalelor şi a funcţiilor periodice; 
dezvoltării în serie Fourier; prezentării unor exemple de semnale periodice 
particulare; v alorilor c aracteristice a le s emnalelor p eriodice n esinusoidale; 
puterilor circuitelor liniare în regim permanent nesinusoidal; comportării 
elementelor lin iare d e c ircuit în  re gim nesinusoidal; analizei circuitelor în 
regim n esinusoidal; c ircuitelor lin iare trif azate sub tensiuni simetrice 
nesinusoidale. 

În c apitolul 9, “ Regimul tranzitoriu al circuitelor electrice liniare”, 
sunt prezentate: teoremele comutaţiei; metodele de analiză în domeniul timp 
a circuitelor electrice; metodele de analiză în domeniul frecvenţă 
(Transformata Laplace). 

Capitolul 10, “ Analiza circuitelor electrice ce conţin amplificatoare 
operaţionale”, este consacrat: analizei în curent continuu a configuraţiilor 
de bază ale amplificatoarelor operaţionale; răspunsului în regim tranzitoriu 
al circuitelor electrice ce conţin amplificatoare operaţionale; răspunsului în 
c.a. al circuitelor electrice ce conţin amplificatoarelor operaţionale. 

 
Pentru ilustrarea tehnicilor şi metodelor de analiză prezentate în 

lucrare toate capitolele cuprind numeroase şi variate exemple. Toate 
exemplele au rezolvări complete, unele în mai multe variante, cu comentarii 
şi comparaţii între metode.  

 
Rod al experienţei didactice precum şi al activităţii de cercetare a 

autorului în  d omeniul te oriei c ircuitelor e lectrice, lu crarea e ste a stfel 
concepută încât să pregătească cititorul pentru u tilizarea c alculatorului în  
analiza circuitelor electrice şi structurilor neelectrice echivalente din punct 
de vedere matematic, în vederea optimizării soluţiei de proiectare a acestora.  

 
Au fost introduse mai multe referințe bibliografice existente în spațiul 

virtual a l in ternetului: c ursuri w eb re alizate p e m edii v irtuale de instruire 
(moodle), manuale cu situri web pentru studenți, resurse educaționale 
gratuite. 

 
Autorul mulţumeşte tuturor colegilor şi studenţilor Facultăţii de 

Inginerie E lectrică, Energetică şi Informatică Aplicată (Universitatea 
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Tehnică “Gh. Asachi” din Iaşi) care au citit lucrarea si care au făcut 
numeroase observaţii despre conţinutul şi prezentarea manualului.  

 
Autorul mulțumește în mod deosebit companiei National Instruments 

Romania pe ntru a cordarea dr eptului de  utilizare a brandurilor National 
Instruments: Electronic Workbench, Multisim, Ultiboard și LabVIEW in 
cadrul publicaţiei Teoria Circuitelor Electrice - Îndrumar de Laborator 
(care completează prezentul manual de curs), menționând că materialele au 
fost revizuite si că aceste materiale sunt in concordanta cu drepturile de 
copyright ale National Instruments. 

 
Autorul mulţumeşte în mod deosebit domnilor Prof. dr. ing. Petru 

Todos (Universitatea Tehnică a Moldovei, Chişinău), Prof. dr. ing. Lucian 
Mandache (Universitatea din Craiova) şi Prof. dr. ing. Corneliu Lazăr 
(Universitatea Tehnică „Gh. Asachi” din Iaşi) care au citit cu atenţie 
conţinutul ştiinţific al lucrării şi au contribuit cu sugestii utile la 
îmbunătățirea conținutului științific și didactic lucrării.  

 
Autorul Iaşi, August 2015 
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CAPITOLUL 1. CONCEPTE DE BAZĂ ALE 
TEORIEI CIRCUITELOR  
 
 
1.1 Starea de electrizare. Tensiunea electrică. Tensiunea 
electromotoare. 
 De la fizică se știe că două corpuri se electrizează prin f recare. 
Starea de electrizare presupune un schimb de sarcini între cele două corpuri. 
Caracterizarea acestei stări se face prin “sarcina electrică” care reprezintă 
excesul de purtători de sarcină de un semn faţă de purtătorii de sarcină de 
semn opus. Sarcina elementară este considerată sarcina electronului având 
valoarea e=-1,6 ⋅10-19C. Sarcina unui corp electrizat va fi: q=n⋅e (n−număr 
întreg).  

Pentru a caracteriza acţiunile ponderomotoare ce se exercită între 
corpurile e lectrizate, se defineşte intensitatea forţei ce acţionează asupra 
micului corp electrizat ca f iind intensitatea câmpului electric. Presupunând 
în câmpul produs de sursa q că exista un corp de sarcină q1, între q şi q1 se 

exercită o forţă electrică  
r
r

r
qq

πε4
1F 2

1

⋅

⋅
⋅= , de ci s arcina q pr oduce un 

câmp electric de intensitate 
r
r

r
q

πε4
1

q
FlimE 2

1
0q1




⋅⋅==
→

.                            (1.1) 

Lucrul mecanic efectuat pentru deplasarea  corpului de probă q1 pe 
linia de câmp E


 este:  

,WWdlqdlqdlqdlL pp
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

       (1.2) 

unde: EF


1e q=  - forţa care se opune  de plasării pe linia de câmp electric. 
Lucrul mecanic este integrala unui produs scalar şi nu depinde de drum ci 
numai de valorile iniţiale şi finale. Integrala: 
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nu depinde de drum ci numai de diferenţa valorilor finale şi iniţiale ale unei 
funcţii scalare numită “potenţial”. 

Definim diferenţa de potenţial dintre două puncte prin relaţia: 

0

0

pp

p

p

VVldE −=⋅∫


‚                                                                                (1.5) 

Alegând un potenţial de referinţă 0
0
=PV  rezultă valoarea mărimii 

scalare asociată punctului P ca fiind ∫ ⋅=
p

p ldEV
0


. Diferenţa de potenţial 

dintre două puncte se numeşte “tensiune electrică” şi este exprimată prin 
relaţia 

∫ ⋅=−=
2

1
2112 ldEVVU


.   ‚                                                                 (1.6) 

Se defineşte tensiunea electromotoare prin relaţia ∫
Γ

⋅= ldEe


 şi 

exprimă circulaţia intensităţii câmpului electric p e o rice c ontur închis. 
Generalizând, pentru orice forţă F


, noţiunea de câmp electric prin relaţia 

q
FE

q




0
lim
→

=  distingem următoarele tipuri de câmpuri: 

 - câmp Coulombian   
q
FE e

qc




0
lim
→

=  ;                                        (1.7) 

 - câmp solenoidal   
q

FE m

qs




0
lim
→

=  ;                                           (1.8) 

 - câmp imprimat   
q

FE ne

qi




0
lim
→

=  ,                                            (1.9) 

unde: - q    - sarcina electrică; 
 - Fe   - forţa electrică; 
 - Fm  - forţa magnetică; 
 - Fne - forţa neelectrică; 
 Atunci tensiunea electromotoare este: 

∫
Γ

⋅= dlEe


    cu    isc EEEE


++= .                      (1.10) 

Precizare:  
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Într-o baterie electrică, sub acţiunea forţelor ch imice, ar e l oc 
separarea sarcinilor, iar dacă bornele bateriei sunt în gol constatăm: 

0=⋅+⋅=⋅ ∫∫∫
Γ

ldEldEldE iC


, relaţie echivalentă cu eub = .             (1.11) 

Deoarece i ntensitatea câm pului el ectric cE


 depinde de m ediu pr in 

permitivitatea ε , se introduce mărimea numită inducţie electrică ED

⋅= ε , 

mărime ce nu depinde de proprietăţile mediului. Fluxul acestei inducţii pe 
orice suprafaţă închisă este egal cu sarcina din interiorul suprafeţei Σ (fig 
1.1). 

 
Fig. 1.1 

 

ε
ε

π
π

ϕ q
r
rr

r
r

r
qAdD =⋅⋅⋅=⋅= ⋅∫∫


2

2 4
4
1

                              (1.12) 

 Definiţie: 
Se defineşte capacitatea electrică sau condensatorul ca fiind 
sistemul format din două corpuri conductoare separate de un 
dielectric. 

Raportul pozitiv dintre sarcina cu care se încarcă una din armături şi 
diferenţa de potenţial dintre cele două armături, se numeşte “capacitate” şi 
este independentă de sarcină şi diferenţa de potenţial dintre armături: 

0
21

1 >
−

=
VV

qC .                                                                                        (1.13) 

 Capacitatea este dependentă de permitivitatea mediului dintre 
armături, de geometria armăturilor şi distanţa dintre acestea.  
 
1.2  Starea electrocinetică. Conducţie. Intensitatea curentului electric. 
 Corpurile conductoare se pot afla, în afară de starea de electrizare, şi 
în starea electrocinetică (de conducţie). 
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Fig. 1.2 

 Aplicând unui conductor o tensiune electrică lEU ⋅= , ceea ce 
presupune existenţa unui câmp electric de intensitate E


, purtătorii de 

sarcină q sunt deplasaţi faţă de reţeaua cristalină a conductorului cu viteza 
v . Constanta de proporţionalitate (dată de raportul dintre viteză şi 

intensitatea câmpului aplicat) se numeşte “mobilitate” 
E
v

p 


=µ .  

Presupunând că la momentul t electronii se află în suprafaţa S, la 
momentul t + ∆t electronii ajung în S' parcurgând distanţa dtvld ⋅=


.  

 Numărul de electroni conţinuţi în volumul delimitat de S şi S' este  
dlSndn ⋅⋅= , unde: n – reprezintă densitatea de electroni liberi. 

Sarcina din volumul elementar se obţine prin multiplicarea cu q a 
relaţiei de mai sus, obţinând: dtvSqndlSqndnqdq ⋅⋅⋅⋅=⋅⋅⋅=⋅= . 

“Curentul electric” este mărimea fizică ce caracterizează starea 
electrocinetică şi reprezintă variaţia sarcinii prin suprafaţa S a 

conductorului: 
dt
dqi = . După simple înlocuiri rezultă expresia acestui curent 

prin secţiunea transversală a conductorului: 
 
SEσSJμESqnvSqni p ⋅⋅=⋅=⋅⋅⋅⋅=⋅⋅⋅=                                (1.14) 

 
 

unde: vqn ⋅⋅ - fluxul purtătorilor de sarcină. 

Raportul dintre curent şi tensiunea aplicată, G
U
i
= , poartă numele 

de “conductanţă” iar inversa acestui raport se numeşte “rezistenţă”. Î n 
baza relaţiilor de mai sus expresia conductanţei este: 

Rl
S

l
SqnG p

1
=⋅=⋅⋅= ⋅ σµ .                                                     (1.15) 

 

20



Capitolul 1. Concepte de bază ale teoriei circuitelor  
  

Deoarece curentul reprezintă fluxul purtătorilor de sarcină prin 
suprafaţa transversală a conductorului S, ( =⋅⋅⋅= ∫

S

Advqni
  ∫ ⋅

S

Adj


), atunci 

conductanţa reprezintă raportul efect - cauză pentru conductorul considerat, 
raport independent de valoarea curentului şi a tensiunii aplicate, dar 
dependent de geometria şi conductanţa conductorului. 

∫

∫
⋅

⋅
=

1

SdE

Adj
G S 



                                                   (1.16) 

 
1.3 Teoremele Kirchhoff (formulare topologică) 
 
1.3.1  Teorema  I  Kirchhoff   

“Teorema I Kirchhoff” este denumită şi “ecuaţia lui Kirchhoff 
pentru noduri”. N umim “nod“  punctul de conexiune a cel puţin trei 
elemente de circuit (surse şi consumatori). Dacă numărul elementelor de 
circuit este mai mic de trei atunci avem un nod fictiv (punct de conexiune). 

Aşa cum în mecanică există o lege de conservare (a energiei), se 
defineşte în electrotehnică, legea conservării sarcinii ce indică faptul că în 
orice suprafaţă închisă Σ  sarcina se conservă: ∫∫∫ ⋅=

Σv
ΣvΣ dVρq  = constant.  

Întrucât c urentul e lectric (
dt

dqi Σ
Σ −= ) redă viteza de scădere a 

sarcinii din suprafaţa Σ , rezultă că în orice suprafaţă închisă curentul este 
nul 0=Σi .  

 
Fig. 1.3 

  
Teorema I Kirchhoff  (T1K) are următoarea formulare generală: 

“Curentul prin orice suprafaţă închisă este nul.”   

21



Adrian A. Adăscăliţei: Teoria Circuitelor Electrice 
  

  Exemplificăm formularea teoremei I  pe suprafeţele închise  Σ şi 
1Σ .(fig.1.3) 

 a) - pe Σ1 definită de suprafeţele reunite  1A'SS   (AI - aria laterală a 
conductorului)   00 '1

=++⇒=Σ AlSs iiii . 
În relaţia de mai sus suma curenţilor este algebrică, deoarece 

curentul este un flux a densităţii de curent prin orice suprafaţă S ( ∫=
S

11 Adji


). 

Asociind u n sen s d e t recere ac estor curenţi şi ţinând cont de orientarea 
suprafeţei închise (fig.1.3), elementul de suprafaţă orientat spre exterior 

dAnAd ⋅=


 ( Σ∈S ), rezultă semnul curenţilor pe fiecare suprafaţă deschisă 
astfel: 
 - prin S unghiul dintre densitatea de curent şi versorul suprafeţei este 

Si=n)(j, ⇒π  curentul este negativ; 
 - prin S' unghiul dintre densitatea de curent şi versorul suprafeţei este 

'Si0=n)(j, ⇒  este pozitiv; 
 - prin A 1 unghiul di ntre de nsitatea de  c urent şi versorul suprafeţei 
este 0i

2
=n)(j, Al =⇒
π . 

 În concluzie, forma matematică a teoremei I  pe suprafaţa Σ1 este:   
0'SiSi =+−  

 b) - pe suprafaţa Σ există curent numai la intersecţia suprafeţei Σ cu 
planul conductoarelor. Conform regulii stabilite forma matematică a 
teoremei I Kirchhoff pe această suprafaţă este: 

021 =+−+−− nkj iiiii                                      (1.17) 
 Concluzie:   
 “ Suma algebrică a intensităţilor curenţilor electrici din laturile 

concurente unui nod este nulă.” 
 Convenţie: 
 “ Curenţii ce intră în nod sunt negativi, iar cei ce ies din nod sunt 
pozitivi.” 
 Asocierea sensurilor de referinţă pentru curenţi. 
 “Sensul de referinţă al unei mărimi scalare definite printr-o 
integrală de suprafaţă SP ce se sprijină pe o curbă închisă  este sensul 
normalei exterioare n

  la acea suprafaţă”. 
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1.3.2  Teorema  II  Kirchhoff  (T2K)  

 Tensiunea, conform enunţului, este 21

2

1

vvsdEub −=⋅= ∫


 şi 

reprezintă tensiunea la bornele unei laturi. Să considerăm un contur închis 
(o buclă) format din n laturi (fig.1.4). 
 Notând c u v K - potenţialele ataşate nodurilor (k), tensiunea la 
bornele laturii j este:  

1

1

+

+

−=⋅= ∫ kk

k

k
bj vvdlEu


                           (1.18) 

 Întrucât circulaţia intensităţii câmpului electric coulombian este nulă 
pe orice c ontur: ∫ ∫∫∫

Γ
−

=+⋅++⋅+⋅=⋅ 0......
1

3

2

2

1

k

k cccc ldEldEldEldE


, 

rezultă, prin înlocuire, funcţie de potenţialul bornelor laturilor, următoarea 
relaţie: 

0............ 2113221 =+++=+−++−+− − bkbbkk uuuvvvvvv                (1.19) 
deci:   0

][
=∑

∈ mj
bju .                                                                                    (1.20) 

 
Fig. 1.4 

 Concluzie:   
 

“ Suma tensiunilor la bornele elementelor de circuit (bornele 
laturilor) ce aparţin unei bucle este nulă.” 

 
 Aceasta este prima formulare a  teoremei II  Kirchhoff. 
 A doua formulare a teoremei II Kirchhoff rezultă din înlocuirea 
tensiunii la bornele laturilor cu dependenţa acesteia de sursele şi 
consumatorii existenţi în latură.  
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 Să considerăm latura j în care există o sursă ej şi prezintă rezistenţa 
Rj. Se asociază sensul curentului prin latură identic cu sensul sursei (fig.1.5) 
şi se construieşte un contur închis format din latura j şi tensiunea la borne 

jbu . 

 
Fig. 1.5 

 
 Ţinând cont de legea conducţiei: jEE ic


⋅=+ ρ  rezultă că în 

conductoare p artea Coulombiană a câmpului este descrisă de relaţia 
ic EjE −⋅= ρ . Circulaţia părţii columbiene a câmpului pe orice contur este 

nulă: 0=∫
Γ

⋅ ldEc


 şi, în consecinţă pe curba Γ rezultă: 

0
1

=+ ∫∫
+

⋅⋅

k

k
c

jlatura
c ldEldE


                            (1.21) 

j

kkjjj

bjjjkk

VV

k

k
c

e

jlatura
i

iR

jlatura
c ueiRvvSdESdESdjSdE =−=−=+−⋅⋅= ⋅+

−

+

⋅⋅⋅∫ ∫∫∫
+⋅

1
1

0

1












ρ

(1.22) 

relaţie echivalentă cu: 
jjj1kk iRevv ⋅=+− +                                (1.23) 

denumită “ecuaţia Joubert” a laturii j. Această ecuaţie exprimă dependenţa 
dintre tensiunea la borne, tensiunea electromotoare şi căderea de tensiune pe 
o latura j. 
 Înlocuind ecuaţia Joubert în teorema II  Kirchhoff 0u

)m(j
b j
=∑

∈

, rezultă: 

∑
∈

=−⋅
)(

0)(
mj

jjj eiR                            (1.24) 

sau:  
∑ ∑
∈ ∈

= ⋅
(m)j (m)j

jjj iRe                                  (1.25) 

 A doua formulare a teoremei II Kirchhoff este : 
 “Pe orice buclă suma t.e.m este egală cu suma căderilor de tensiune 
pe elemente pasive.” 
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 Asocierea sensului de referinţă pentru tensiuni. 
♦ Sensul de referinţă al unei mărimi scalare definite printr-o integrală 

de linie este sensul de parcurgere al curbei. 
 
1.4  Circuit electric. Elemente dipolare  
 Definiţie: 
 “Numim circuit electric ansamblul format din surse şi consumatori 
prevăzut cu legături conductoare între ele.” 
 Sursele au rolul de a produce energie electromagnetică, iar 
consumatorii, de a o  transforma în alte forme de energie. Exemplul cel mai 
simplu este oferit de fig.1.6: 

 
Fig. 1.6 

  
 Legătura conductoare este necesară deoarece, cunoaştem că orice 
circuit electric este parcurs de curent el ectric i ar î nchiderea acest uia î ntre 
sursă şi consumator se face prin calea de minimă rezistenţă (ρmetal << ρaer).  
 Nu putem discuta despre un circuit electric dacă între sursă şi 
consumator nu realizăm un contur închis (Γ) din material conductor (cu rol 
de cale de închidere a curentului).  
 În conformitate cu relaţia Ohm, în lungul căii conductoare avem o 

cădere de tensiune i
S
liRU f ⋅⋅=⋅= ρ , cădere de tensiune ce pentru lungimi 

mici ale conductoarelor se neglijează. Această aproximaţie în asociere cu 
definiţia tensiunii electrice 21 vvu −=  conduce la următoarea concluzie:  
 
 “Toate punctele unui conductor au acelaşi potenţial.”                      (1) 
 A doua concluzie ce rezultă din noţiunea de circuit electric şi 
concluzia (1) este: 

Legătură  
conductoare 
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“Valoarea curentul ce intră printr-un capăt al unui conductor este egală 
instantaneu cu valoarea  curentului ce iese pe la celălalt capăt al 
conductorului“.                                                                                       (2) 
 Altfel spus, neglijăm fenomenul de propagare al curentului în 
conductoare din cauza dimensiunilor mici ale acestora faţă de lungimea de 
undă a curentului (circuite cu parametrii concentraţi). 
 Orice circuit electric poate fi descompus în elemente de circuit.  
  
Definiţie: 
      “Numim element de circuit sistemul caracterizat de mărimi de intrare şi 
mărimi de ieşire.” 
 Izolarea d intr-un circuit a unui el ement d e ci rcuit se f ace p rintr-o 
suprafaţă închisă Σ (imaginară) ce intersectează legăturile conductoare în n 
puncte numite borne. 
  Elementul de circuit cu două borne de acces se numeşte dipol şi 
reprezintă numărul minim de borne de acces pe care îl poate avea un 
element de circuit. Întrucât curentul există numai într-un c ircuit î nchis, 
rezultă că prin una din borne curentul intră iar pe cealaltă iese, iar suma 
curenţilor la bornele de acces este nulă (fig.1.7). 

 
Fig. 1.7 

 Observaţie:     “Suma curenţilor la bornele de acces este nulă pentru 
un dipol.” 

00 21 =+⇒=∑ iii                              (1.26) 
 “Bornele de acces la care suma curenţilor este nulă formează o 
poartă.” 
 Dacă numărul bornelor de acces este mai mare de 2 atunci definim 
“elemente multipolare” (exemplu: tranzistorul). 

 
Fig. 1.8 
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 Tranzistorul, av ând t rei b orne d e acces,  est e “element tripolar”. 
Bornele tranzistorului sunt grupate în două porţi (conform principiului de 
funcţionare al tranzistorului). 
 După numărul de porţi, elementele de circuit se clasifică în: 
 - uniporţi (elemente dipolare); 
 - diporţi (elemente tripolare sau cuadripoli, sau diporţi). 
 Mărimile de intrare şi de ieşire ce caracterizează un circuit se 
numesc generic “semnale”. Semnalul de intrare se numeşte “excitaţie” (x), 
iar semnalul de ieşire se numeşte “răspuns” (y). Relaţia de dependenţă 
dintre semnalele de ieşire şi cele de intrare se numeşte “ecuaţie 
caracteristică”: 

y= y [x(t), t]                                         (1.27) 
 Numărul de ecuaţii caracteristice este egal cu numărul de porţi ale 
elementului de circuit. Curbele y= y(x) ( fig.1.9) pentru valori d iferite a le 
timpului t  s e num esc caracteristici de funcţionare. U n punc t M (x,y) c e 
aparţine caracteristicii de funcţionare se numeşte punct de funcţionare. 

 
Fig. 1.9 

  Forma caracteristicii de funcţionare poate fi: - liniară sau neliniară;- 
variabilă sau invariabilă în timp. Distingem astfel următoarea clasificare a 
elementelor de circuit: 
 - elemente liniare invariabile în timp, cu  ecuaţia caracteristică 

xC=y ⋅ ; 
- elemente liniare variabile în timp (parametrice) cu ecuaţia 
caracteristică: x(t)C(t)=y(t) ⋅ ; 

 - elemente neliniare invariabile în timp cu ecuaţia caracteristică 
y(x)=y ; 

 - elemente neliniare variabile în timp având ecuaţia caracteristică  
t]y[x(t),=y . 

 Independent de natura perechii de mărimi (x,y) elementul de circuit 
este uni voc de terminat de  pr odusul s emnalelor num it putere instantanee. 
Întrucât în teoria circuitelor lucrăm cu mărimi electrice, semnalele su nt 
mărimile electrice tensiune şi curent. 
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 “Produsul tensiune-curent se numeşte putere electrică instantanee 
i(t)u(t)=p(t) ⋅  şi reprezintă variaţia energiei electrice în raport cu timpul 

dt
dWtp =)( “.                                                                                         (1.28) 

 Din punct de vedere al puterii instantanee, ce poate fi pozitivă dacă 
energia creşte sau negativă dacă energia scade, elementele de circuit se 
clasifică în: 
 - elemente de circuit pasive, dacă în orice punct în planul 
caracteristicii de funcţionare produsul 0piu >=⋅  este pozitiv ( corespunde 
unei puteri primite de elementul de circuit); 
 - elemente de circuit active, dacă în cel puţin un punct în planul 
caracteristicii  de funcţionare puterea instantanee este negativă. 
 Elementele pasive capabile să acumuleze energie în câmp electric 
sau magnetic se numesc reactive. 
  
 Asocierea sensurilor de referinţă pentru elementele dipolare 
 Considerând circuitul e lementar di n f ig.1.10, să exemplificăm 
asocierea sensurilor de referinţă pentru - dipolul generator, respectiv pentru 
dipolul receptor. In acest sens consideram circuitul din   f ig.1.10 pe care îl 
descompunem în dipol generator şi receptor. 

 
Fig. 1.10 

 Aplicând legea conducţiei pe conturul Γ al circuitului, obţinem: 

)(,)( sii RRiesauds
A
isdJsdEE +=⋅==+∫ ∫∫

Γ ΓΓ

ρρ 
                (1.29) 

Separând dipolul generator cu suprafaţa Cg imaginară avem: 

∫ ∫ ∫ ∫ ⋅⋅ =⋅⋅=+⋅=⋅+
a

Cb

a

b

a

b

a

b
iii

g

iRSdjSdESdESdEE
,

)(


ρ            (1.30) 

relaţie echivalentă cu : iRevv iab ⋅=+−                                                 (1.31) 

 Pentru dipolul receptor câmpul electric imprimat ( ∫ = 0iE ) este nul 
iar prin aplicarea legii conducţiei rezultă: 
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iRSdEiRSdjSdE S

b

a
S

b

abra

⋅=⋅=⋅=⋅⋅=⋅ ∫∫∫


ρ
,,

,                      (1.32) 

relaţie echivalentă cu: iRvv Sab ⋅=− . 
 Notând tensiunea la borne bab vvu −=  în baza relaţiilor de mai sus 
se pot defini următoarele reguli de asociere între curenţi şi tensiuni, la 
bornele dipolului generator respectiv receptor. 
♦ regula de la generatoare:  

 
Fig.  1.11  

 sensurile de referinţă ale tensiunii la borne bU  şi curentului i faţă de 
oricare din bornele dipolului  sunt opuse (o mărime intră, cealaltă iese). 

Relaţiile între mărimile electrice la bornele dipolului sunt: 

- 
2iRieiu

iiReusauiRue

ib

ibib

⋅−⋅=

⋅−==−

⋅

⋅⋅
                                                     (1.33) 

          0>= ⋅ iup b   dacă  2iRie i ⋅>⋅   debitată; 
                     dacă  2iRie i ⋅<⋅   primită; 

regula de la receptoare: 

 
Fig. 1.12 

 - sensurile de referinţă ale tensiunii la borne bU  şi curentului I ,prin 
laturile receptoare, coincid (ambele intră sau ies faţă de aceeaşi bornă). 
Relaţiile între mărimile electrice la bornele dipolului sunt: 

 2
Sb

Sb

iRiu
iRu
⋅=

=

⋅

⋅

                                             (1.34) 

              0p >  deoarece 0iR 2
S >⋅   - putere primită.  
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  Sintetic, pentru orice dipol a cărui structură internă este cunoscută, 
definim următorul flux de putere între dipoli: 
 

 
Fig. 1.13 

 Generalizând ecuaţia dipolului generator pentru orice dipol 
(generator sau receptor) ecuaţia Joubert a unei laturi j:  este:    izue jb =   
unde: jz  - operator ataşat curentului, impus de natura dipolului. 
 
 1.4.1. Elemente pasive de circuit. Rezistorul  
 Rezistorul este un element pasiv de circuit ce primeşte energie 
electrică şi o transformă ireversibil în căldură. Ecuaţia caracteristică a 
rezistorului este:  

)),(( ttiuu =  sau  )),(( ttuii =                         (1.35) 
iar curba caracteristică în planul (U,I) se numeşte “caracteristica tensiune-
curent” sau “curent-tensiune”.  
 Caracteristica curent tensiune (efect dependent de cauză i=i(u)) 
asociază tensiunii variabila independentă iar curentului variabila 
dependentă.  
 Fizic, tensiunea este cauza iar curentul este efectul deoarece 
tensiunea produce câmp electric E sub acţiunea căruia purtătorii de sarcină 
se deplasează. În planul caracteristicii i-u curba caracteristică poate avea 
orice formă. 
 Raportul ef ect - cauză este independent de efect şi de cauză, 
depinzând numai de pr oprietatea m ediului ( ρ ) şi de dimensiunile 
geometrice ale corpului lungime şi secţiune şi este întotdeauna un raport 
pozitiv.  
 Enunţ: 

“Numim conductanţă statică (G) raportul dintre curent şi tensiunea 
aplicată.” 

 Conductanţa este definită prin relaţia:  

u
iG

d
==

R
1   [S] (siemens)                         (1.36) 
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 În planul caracteristicii, conductanţa reprezintă tangenta unghiului 
format de dreapta ce uneşte punctul de funcţionare cu originea axelor: 

u
iGtgk ==⋅ α . 

 
 

Fig. 1.14 
 

 Enunţ: 
 “Numim conductanţă dinamică raportul dintre variaţia curentului 
pe variaţia de tensiune în jurul punctului de funcţionare: 

βtgk
trdv

ditg
d

⋅===
)(

1)( ”                           (1.37) 

 Inversa conductanţei dinamice se numeşte rezistenţa dinamică :  

β
β

ctg
ktgk

tr 11)( =
⋅

= .                               (1.38) 

 Altfel s pus, rezistenţa dinamică reprezintă variaţia de tensiune ce 
produce o variaţie unitară a curentului. 
  
 A. Clasificarea rezistoarelor 
 1.  Rezistorul liniar invariabil în timp are simbolul redat în fig.1.15, 
iar curba caracteristică în planul (i;u) este o dreaptă în cadranele I şi III ce 
trece prin origine. Rezistenţa statică este identică cu rezistenţa dinamică şi 
nu depinde de valoarea curentului ce trece prin circuit. 

 

i(t)

+

_
v(t) R

i(t)

+

_
v(t)
+

_
v(t) R

 

Fig. 1.15 

31



Adrian A. Adăscăliţei: Teoria Circuitelor Electrice 
  

 Ecuaţia caracteristică )t(uG)t(i ⋅= sau )t(iR)t(u ⋅=  indică o dependenţă 
liniară între semnale. P uterea i nstantanee 022 >⋅=⋅=⋅= uGiRiup  este 
întotdeauna pozitivă indiferent de sensul asociat tensiunii şi curentului. 

 Integrala  puterii instantanee pe un interval se numeşte energie, şi 

este dată de relaţia: ∫=
2

1

t

t

dt)t(pW . U nitatea de măsură a energiei electrice 

este  kilowattul - oră. Joule]103.6 = 3600s J/s10=[KWh 63 ⋅⋅ . 
  
 2. Rezistorul liniar variabil în timp (parametric) este în tâlnit s ub 
denumirea de potenţiometru având rezistenţa variabilă în raport cu poziţia 
cursorului. Simbolul ataşat este redat în fig.1.16, i ar car acteristica est e o  
dreaptă dependentă de poziţia cursorului. Ecuaţia caracteristică este: 

)()( tutGi ⋅=  sau  )()()( titRtu ⋅= . 
 

 
 

Fig. 1.16 
  3. Rezistoarele neliniare sunt elementele de circuit ce au rezistenţa 
electrică dependentă  de curentul ce trece prin circuit. Rezistorul este 
complet determinat dacă se cunoaşte dependenţa )u(ii =  tabelat, a nalitic 
sau grafic. Din punct de vedere al formei curbei caracteristice )u(ii = ,  aceste 
rezistoare se clasifica în: neliniare cu caracteristică simetrică sau reciproce.  
 Caracteristica acestor rezistoare este simetrică faţă de origine, ele 
nefiind  dependente de modul conectare al bornelor la sursă, altfel spus nu 
au borne polarizate. Un exemplu d e re zistor n eliniar s imetric îl c onstituie 
termistorul, care are rezistenţă variabilă cu temperatura. Simbolul şi 
caracteristica unui astfel de rezistor sunt redate în fig.1.17: 

 
Fig. 1.17 Termistorul 
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- neliniare cu caracteristică nesimetrică prezentând borne polarizate. Î n 

categoria acestor rezistoare intră majoritatea componentelor electronice 
precum: 

 - diodele redresoare cu simbolul şi caracteristica prezentate în 
fig.1.18; 

 - diodele Zenner cu simbolul şi caracteristica prezentate în fig.1.19; 
 - tranzistoarele cu simbolul şi caracteristica prezentate în fig.1.20 
(un exemplu) 
 

           
 

Fig.1.18 Diodă redresoare                                      Fig.1.19 Dioda Zenner. 
 

 
 

Fig.1.20 Tranzistorul  MOSFET (G - grilă, D - drenă, S - sursă). 
 

 Observaţii:  
1.  Pentru rezistoarele ce nu prezintă borne polarizate dependenţa 

curent-tensiune i i u= ( )  poate fi redată şi în forma u u i)= (  în car e 
curentul i este variabilă independentă, iar tensiunea u este variabilă 
dependentă. Exemplu: varistorul ce prezintă rezistenţă variabilă cu 
tensiunea aplicată şi are curba caracteristică u=u(I) (fig 1.21). 

 
Fig. 1.21 
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2. Rezistorul este complet definit dacă se cunoaşte valoarea rezistenţei nR , 

puterea disipată 
R
UP

2

= ,  tensiunea maximă de lucru pentru a dezvolta 

nPP = . 
 B. Conexiuni ale rezistoarelor 
 1. Conexiunea serie 
 O latură ce conţine “n” rezistenţe înseriate poate fi redusă la o latură 
cu o rezistenţă echivalentă. Valoarea rezistenţei echivalente se obţine din 
definiţia tensiunii la bornele laturii şi din impunerea condiţiei de conexiune 

n21 i...iii ====  

∑∫∫∫
=

⋅=+⋅+⋅=⋅=
n

i
i

n

iRSdESdESdEu
1

3

2

2

11

...


                   (1.39) 

 
Fig. 1.22a 

 
 Rezultă astfel valoarea rezistentei echivalente asociate laturii:  

∑
=

=
n

1i
ieq RR                                          (1.40) 

 
 2. Conexiunea paralel 
 Rezistenţa echivalentă rezultă din impunerea condiţiei de conexiune 

nUUU === ...1  şi aplicarea teoremei I Kirchhoff obţinând după efectuarea 
unor calcule simple: 

R1 R2 R3 R4 Rn

iAB A

B

uAB

i1 i2 i3 i4 in

 
Fig. 1.22b 

 

 ∑
=

=
n

k keq RR 1

11 .                                      (1.41) 
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 3. Divizorul de tensiune 
 În conexiunea serie o utilitate foarte mare o are divizorul de tensiune 
prezentat în fig.1.23. 

 

 
 

21

2
0 RR

RUU S +
⋅=  

R1

R2

i

u

u2

  
 
 
 
 

iRRu
iRu

)( 21

22

+=
=

rezult
ă u

RR
Ru

21

2
2 +
=

 
Fig. 1.23 

 
 Definim atenuarea t ensiunii ( )AU  ca f iind raportul d intre tensiunea 
de ieşire şi tensiunea de intrare. Această atenuare pentru divizorul de 

tensiune este: 

2

121

20

1

1

R
RRR

R
U
UA

S
U

+
=

+
== .                                           (1.42) 

 4. Divizorul de curent 
 Conexiunii pa ralel i  s e poate defini di vizorul de  c urent ( fig.1.24) 
denumit şi atenuatorul de curent conform următoarei relaţii: 

2

121

1
2

1

1

R
RI

RR
RII

+
⋅=

+
⋅=                                                                      (1.43) 

i

i1

i2

R1

R2

u

  
 
 
 
 

uGGi
uGi

)( 21

22

+=
=

rezult
ă i

GG
Gi

21

2
2 +
=

 
Fig. 1.24 

 Generalizând relaţia divizorului pentru n laturi în paralel se poate 
determina curentul prin latura "k" cu următoarea expresie:  

klaturi

eq
k R

R
II ⋅= .
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 Atenuarea divizorului de curent (Ai) este definită prin relaţia:  

2

1

2
i

R
R1

1
I
IA

+
== .                                                                                        (1.44) 

 
 5. Punţi rezistive  

 
Fig. 1.25 

 Aplicând divizorul de tensiune pentru determinarea potenţialului 
punctului "P" respectiv "N", obţinem: 
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

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
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R
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
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 Condiţia de echilibru a punţii (punte Wheatstone) este de egalitate a 

potenţialelor NP VV =  având următoarea formulare matematică:   
2

1

4

3

R
R

R
R

= . 

 6. Lanţuri de rezistenţe 

  
Fig. 1.26 
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 Rezistenţa echivalentă a circuitului de mai sus se obţine utilizând 
divizorul de curent: 

...
R

RR

RR

RReq

+
+

+
+

+
+=

6

5
4

3
2

1

1
1

11
1

11
1                       (1.47) 

 1.4.2 Elemente de circuit active (surse) 
 Rolul unei surse este de a iniţia tensiunea şi curentul într-un circuit, 
fiind în general un e lement a ctiv d e c ircuit. P ot e xista c ircuite în  c are n u 
toate sursele din laturile circuitului sunt elemente active. 
 În schemele electrice sursele le regăsim în două variante surse de 
curent şi de tensiune. 
 
 1.4.2.1 Surse independente de tensiune 
 Sursele i ndependente de  t ensiune s unt numite şi g eneratoare d e 
tensiune şi pot fi: 
 - generatoare de tensiune ideale; 
 - generatoare de tensiune reale. 
 
 a. Generatorul ideal de tensiune 

- este un el ement act iv de circuit cu p roprietatea c ă tensiunea la borne 
este riguros constantă şi nu de pinde de  va loarea c urentului de bitat. 
Simbolul generatorului ideal de tensiune şi caracteristica tensiunii la 
borne de curentul debitat  )i(fU b =  sunt redate în fig.1.27. 

 
Fig.1.27 

 Regimurile de funcţionare ale acestui generator pot fi (regimuri 
impuse de sarcină): 

- regim de mers în gol:  0iup0i,R bS =⋅==∞→ ;               (1.48) 

- regim de mers în sarcină: 0iep,
R
li,R
S

S ≠⋅==≠ 0  ;        (1.49) 
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- regim de scurtcircuit: ∞→∞→= p,i,RS 0 , motiv pentru care nu 
poate funcţiona în re gim d e s curtcircuit (p uterea 
infinită nu-i posibil fizic] 

 Observaţie: 
 “O sursă ideală de tensiune niciodată nu trebuie să funcţioneze în 

scurtcircuit.” 
  
 b. Generatorul real de tensiune 

- conţine în serie cu generatorul o rezistenţă iR  (rezistenţa internă) ce 
limitează curentul de scurtcircuit la o valoare finită. Simbolul ataşat 
generatorului real şi caracteristica acestuia sunt prezentate în fig.1.28. 

 
Fig. 1.28 

 
 Regimul de  f uncţionare a acestui generator funcţie de valoarea 
sarcinii poate fi: 
 - regim de mers în gol: 0p,0i,RS ==∞→ ;                             (1.50) 

 - regim de mers în sarcină:  00 ≠
+

=≠ p,
RR

ei,R
iS

S ;             (1.51) 

            - regim de scurtcircuit: 0,p
R
ei,0R

S
S ∞≠== . Rezistenţa internă este 

rezistenţa echivalentă a dipolului generator. 
 
 c. Conexiuni ale surselor de tensiune 
 Două sau mai multe surse de tensiune pot fi conectate în serie sau în 
paralel. 
 Conexiunea serie 
 “Tensiunea electromotoare rezultantă este egală cu suma 
tensiunilor electromotoare ale surselor.” 

∑
=

=
n

k
kee

1
          și           ∑

=

=
n

k
ii k

RR
1

                         (1.52) 
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Fig. 1.29 

 
 Conexiunea paralel (derivaţie) 
 Sursele i deale d e t ensiune se pot conecta în paralel numai dacă au 
aceleaşi tensiuni electromotoare. T.e.m. echivalentă a “n” surse reale de 
tensiune conectate în paralel şi rezistenţa internă echivalentă sunt exprimate 
prin relaţiile: 

∑

∑

=

=
= n

1k i

n

1k i

k

k

k

R
1

R
e

e             şi             ∑
=

=
n

1k ik
R
1

R
1

                      (1.53) 

 Observaţie: 
 “Două surse ideale cu t.e.m diferite nu se conectează în paralel 

deoarece apar curenţi de circulaţie între surse.” 
 

 1.4.2.2.Surse independente de curent 
 Sursele de curent m ai su nt d enumite şi generatoare de curent. Î n 
schemele el ectrice su nt î ntâlnite ca g eneratoare i deale, r espectiv r eale de 
curent.  
 
 a. Generatorul ideal de curent  
 Generatorul i deal d e cu rent est e u n el ement act iv d e ci rcuit cu 
proprietatea că intensitatea curentului debitat este riguros constantă şi 
independentă de valoarea tensiunii la bornele sale.  
 Simbolul generatorului ideal şi caracteristica )i(fu gb =  (sau )u(fi bg = ), 
sunt redate în figura de mai jos: 

 
Fig. 1.30 

 Regimurile de funcţionare ale generatorului ideal de curent (regimuri 
impuse de încărcare) sunt: 
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 - regim de mers în gol             : Rs→ ∞; ub→ ∞; p → ∞ ; 
 - regim de mers în sarcină       : Rs ≠ 0; ub  ≠ 0; p = finită ; 
 - regim de scurtcircuit       :  Rs = 0; ub = 0; p = 0. 
 Observaţie: 
  “Un generator de curent nu poate funcţiona în gol.” 
 
 b. Generatorul real de curent 

- conţine în paralel cu generatorul ideal o rezistenţă Ri ce limitează 
tensiunea la borne la o valoare finită în cazul funcţionării în gol . 
Simbolul electric ataşat şi car acteristica )i(fu gb =  este redată în 
fig.1.31. 

 

 
Fig. 1.31 

 Regimurile de funcţionare impuse de încărcare sunt: 
 - în gol              : Rs→ ∞;  ub=Riig;  p=ubig 

  - în sarcină  : 
si

i
g RR

Rii
+

⋅=  ; 
si

is
gsb RR

RRiRiu
+
⋅

⋅=⋅= ; iup b ⋅= , 

  - în scurtcircuit :  Rs=0;  ub=0;  p=0. 
 
 c. Conexiunile generatoarelor de curent  
 Generatoarele de curent pot fi conectate în serie sau derivaţie 
(paralel): 
 - derivaţie - curentul to tal d ebitat d e g eneratorul echivalent est e 

g2g1g i + i =i  

 
Fig.1.32 

 
 - serie  - niciodată nu se conectează în serie generatoare ideale de 

curent cu intensităţi diferite. 
 

40



Capitolul 1. Concepte de bază ale teoriei circuitelor  
  

          1.4.2.3 Echivalenţa dintre sursele reale de tensiune şi sursele reale 
de curent 
 “Pentru ca o sursa reală de tensiune electromotoare "e" şi 
rezistenţă "Ri" să fie echivalentă cu sursă reală de curent sunt necesare 
valori identice ale curenţilor debitaţi pe aceeaşi rezistenţă de sarcină RS”. 

- sursa de tensiune reală debitează pe RS curentul:  
svi

u RR
ei
+

=  

 
Fig. 1.33 

 
 - sursa de curent real debitează pe aceeaşi Rs curentul:  

si

i
gi RR

R
ii

i

i

+
⋅=  

 Impunând condiţia de egalitate a curenţilor ce străbat sarcina 
 i=i  vi se obţin relaţiile de echivalenţă a surselor: 

vii iiig RR    ;  Ri=e ≡⋅  
 Observaţie:  
 Relaţiile de echivalenţă ale surselor reale de tensiune cu surse reale 
de curent permit asocierea alimentării unei sarcinii oarecare Rs fie de la un 
dipol echivalent de tensiune fie de la un dipol echivalent de curent. 
 

 1.4.2.4 Surse dependente (controlate) 
 O sursă este dependentă dacă valoarea ei este controlată fie de un 
curent, fie de o tensiune din circuit. Din acest punct de vedere avem control 
al surselor fie în curent, fie în tensiune. Sursele controlate pot fi: 
 - surse de tensiune cu control în tensiune (VCVS); 
 - surse de tensiune cu control în curent (CCVS); 
 - surse de curent cu control în tensiune (VCCS); 

- surse de curent cu control în curent (CCCS);  
 

♦ Surse de tensiune cu control în tensiune (Voltage Controlled Voltage 
Source - VCVS) 

Sursele de  t ensiune c u c ontrol în t ensiune a u s imbolul r edat în 
fig.1.34 şi ecuaţia caracteristică: 

xv vKv ⋅=  
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unde: -  v  = t.e.m. a sursei; 
 - vx = tensiunea de comandă (control); sau vb 

- Kv = constantă adimensională.(V/V) , sau A, sau u 
 

  

+
vx
−

+
− Avx

+
vx
−

+
vx
−

+
− Avx
+
− Avx

 

+_ v = u vb

valoarea sursei de tensiune

constantă de proporționalitate

tensiunea de care depinde sursa

vb
+
_

+_+_ v = u vb

valoarea sursei de tensiunevaloarea sursei de tensiune

constantă de proporționalitateconstantă de proporționalitate

tensiunea de care depinde sursatensiunea de care depinde sursa

vb
+
_vb
+
_

 
Fig.1.34 

♦ Surse de tensiune cu control în curent (Current Controlled Voltage 
Source - CCVS)  

 Sursele de tensiune cu control în curent au simbolul redat în fig.1.35 
și ecuaţia caracteristică: 

xirKv ⋅=                                        (1.54) 
unde: - v  =  t.e.m. a sursei; 
 - ix  = curentul  de comandă (control); 
 - Kr = constantă cu dimensiunile unei rezistenţe 
          ce exprimă dependenţa t.e.m. a sursei controlate,  

          de curentul de comandă). 
 

  

+
− Rix

ix
+
− Rix

ix

 
 

+_ v = r ia

valoarea sursei de tensiune

constantă de proporționalitate

curentul de care depinde sursa

ia

+_+_ v = r ia

valoarea sursei de tensiunevaloarea sursei de tensiune

constantă de proporționalitateconstantă de proporționalitate

curentul de care depinde sursacurentul de care depinde sursa

iaia

 
Fig.1.35 
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♦ Surse de curent cu control în tensiune (Voltage Controlled Current 

Source - VCCS) 
 Sursele de curent cu control în tensiune au simbolul redat în fig.1.36 
şi ecuaţia caracteristică: 

xg vKi ⋅=                                              (1.55) 
unde: - gK - constantă de proporţionalitate cu dimensiunile unei 
conductanţe; 
 - i  - curentul sursei; 
 - xv  - tensiunea de comandă (control). 

  

+
vx
−

Gvx

+
vx
−

Gvx

 

↑ i = g vb

valoarea sursei de curent

constantă de proporționalitate

tensiunea de care depinde sursa

vb
+
_

↑↑ i = g vb

valoarea sursei de curentvaloarea sursei de curent

constantă de proporționalitateconstantă de proporționalitate

tensiunea de care depinde sursatensiunea de care depinde sursa

vb
+
_vb
+
_

 
MOSFET

Model echivalent

+
vg

–
gmvg

MOSFETMOSFET
Model echivalent

+
vg

–
gmvg

Model echivalent

+
vg

–
gmvg

 
Fig.1.36 

♦ Surse de curent cu control în curent (Current Controlled Current Source 
CCCS) 

Sursele de  c urent c u c ontrol î n c urent a u s imbolul di n f ig.1.37 şi ecuaţia 
caracteristică: 

xi iKi ⋅=                                               (1.56) 
unde: - iK  - constantă adimensională(A/A); 
 -  xi  - curentul de comandă (control); 

 -  i  - curentul sursei.  

  

Aix

ix
Aix

ix

 
Fig.1.37a Fig.1.37b 
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↑ i = β ib

valoarea sursei de curent

constantă de proporționalitate

current de care depinde sursa

ib

↑↑ i = β ib

valoarea sursei de curentvaloarea sursei de curent

constantă de proporționalitateconstantă de proporționalitate

current de care depinde sursacurrent de care depinde sursa

ibib
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Transistor cu Joncțiune Bipolară 

Fig.1.37 
 Exemple de surse dependente: 
 1. Transformarea rezistenţelor în surse dependente. 
 Să considerăm o sursă ideală de tensiune ce alimentează două 
rezistenţe - practic un divizor de tensiune (fig.1.38). 

 
Fig. 1.38 

 
 Tensiunea la bornele rezistenţei 2R  este: 

22 Riu ⋅=   cu  eu,
RR

ui b
21

b =
+

= ,   
21

2
b2 RR

Ruu
+

⋅= .                      (1.57) 

 Notând: 
  - 

21

2
v RR

RK
+

=     şi    xb uu = ,                                                          (1.58) 

se obţine ecuaţia sursei de tensiune cu control în tensiune vb Kuu ⋅= . 
 Transformarea rezistenţei în sursă dependentă trebuie să nu modifice 
puterea în c ircuit. În primul caz rezistenţa 2R  o p utem co nsidera ca 
aparţinând unui dipol receptor ce are puterea instantanee pozitivă deci 
primită. Transformarea rezistenţei în sursă dependentă trebuie să conserve 
puterea în sensul de putere primită. Dipolul trece astfel în dipol generator. 
Pentru un dipol generator puterea primită este  0iup b <= ⋅ . 
 Schema electrică asociată circuitului în condiţiile conservării puterii 
(putere primită) şi sensului curentului devine:  
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Fig. 1.39 

 
 Să încercăm să generalizăm rezultatul obţinut pentru o sursă 
dependentă de tensiune. Considerăm un potenţiometru conectat la o sursă 
test de tensiune cu valoarea de 1V conform fig.1.40 

 
Fig. 1.40 

 Definim k
e

uA 0 ==  - atenuarea. 

 Concluzie:  
 
 Dacă constanta de proporţionalitate a sursei dependente  1k0 ≤≤  se 
obţine un atenuator de semnal (un potenţiometru este un atenuator de 
semnal). 
 2. Transformarea sursei dependente în rezistenţă echivalentă. 

Să considerăm un circuit format dintr-o rezistenţă R şi două surse, 
una independenta cealaltă dependentă conectate conform fig.1.41. 

 
Fig. 1.41 

 
 Rolul sursei independente este de a crea un semnal de control, iar al 
sursei dependente este de a răspunde la acest semnal. 
 Ne interesează răspunsul sursei dependente, răspuns ce căutăm să-l 
obţinem apoi sub forma unei rezistenţe ataşate sursei independente. 
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 Presupunând s emnalul de  c ontrol 1Ve =  iar p rin  a plicarea  
teoremelor Kirchhoff obţinem: 

( )
ech

v
v

R
ek1

R
e

R
ekei =−⋅=
⋅−

=                                  (1.59) 

 Valoarea rezistenţei echivalente asociate faţă de bornele sursei 
independente este: 

v
ech k1

R
i
eR

−
==                                              (1.60) 

 Cazuri particulare: 
 a)  Dacă: 

       
i
eRA1

1
1i

 1R
V 1e

0k

ech ===⇒








Ω=
=
=

   RR ech =                  (1.61) 

 Concluzie: 
  Sursa dependentă are polaritatea din figură şi este 
scurtcircuitată. 
  b)   1k0 ≤≤  
                 Exemplu:  ( ) Ω===−⋅== 10

i
eR;A1.09.01

1
1i9.0k ech  

                 Ω=== 1000R,001.0i999,0k ech  
 Concluzie: 
 Sursa are aceeaşi polaritate, curentul păstrează semnul prin circuit 
dar cu valoare mult redusă. Sursa dependentă se comportă ca un atenuator. 
 c) Ce se întâmplă dacă ]1,0[K∉ . 
 Exemplu: 
        - conectăm sursa dependentă cu aceeaşi polaritate faţă de sursa 
independentă (fig.1.42). 

 
Fig. 1.42 

 c1.  0K <  (coeficient de proporţionalitate negativ) 

                        (1.62) 
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 Sursa cu polaritate inversă, curentul nu schimbă sensul prin rezistenţa 
R. 

A1010
1
V1

R
V1i
ech

=⋅
Ω

==                               (1.63) 

 Circuitele cu K<0 sunt denumite amplificatoare cu reacţie negativă. 
Valoarea negativă a amplificării (K) este echivalentă cu schimbarea 
polarităţii sursei dependente. 
   c2.  1K >   

 
Fig. 1.43 

( )K1
R
ei −⋅=   cu  1K >  rezultă  0i <   schimbă de sens. 

0
i
eR ech <=       ⇒     0R ech =   ceea ce fizic nu era posibil. 

 
 Concluzii: 
 1. Rolul unei surse dependente este de a crea unui dipol o rezistenţă 

echivalentă cu orice valoare aparentă.  
 2.  Circuitele ce au K>1 sunt denumite amplificatoare cu reacţie 
pozitivă sau negativă funcţie de semnul acestui coeficient. Semnul lui K din 
ecuaţia Rech impune tipul reacţiei. Valorile subunitare ale  coeficientului de 
proporţionalitate definesc atenuatoarele. 

3. Modelarea componentelor electronice prin surse dependente 
 a. Modelarea funcţionării tranzistorului bipolar în RAN prin surse 
dependente 
 O importantă aplicaţie a surselor dependente o constituie tranzistorul 
bipolar npn din amplificatoarele e lectronice. Tranzistorul npn, c u s imbolul 
redat în figura 1.44, conform principiului de funcţionare, amplifică de β ori 
curentul de bază iB dacă valoarea tensiunii de intrare depăşeşte căderea de 
tensiune a joncţiunii bază - emitor.  

Caracteristica externă a tranzistorului redă dependenţa curentului din 
colector funcţie de tensiunea colector - emitor având ca p arametru curentul 
de bază. 
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Fig. 1.44 

 Modelul de tranzistor reprezentat în figura 1.44 conform principiului 
de funcţionare al acestuia asociază între colector şi emitor o sursă de curent 
comandată de curentul de bază. 
 Exemplu 1. Pentru circuitul de mai jos să se determine valoarea 
tensiunii de intrare astfel încât la ieşire să avem o tensiune de 10V. 

 

 
Fig. 1.45 

 Utilizând modelarea tranzistorului n pn c u v alorile tip ice 
150,V7,0UBE =β=  rezultă pentru circuitul din figura de mai sus circuitul 

echivalent. 

 
Fig. 1.46 

 Aplicând pe ochiul de intrare şi pe ochiul de ieşire teorema II 
Kirchhoff se obţine: 

Bc0

bbBEI

iREU
iRUU

β⋅−=
⋅+=                                        (1.64) 

 Astfel din a doua ecuaţie se obţine curentul de bază: 
mA025,0

1502
1015

R
UEi

c

0
B =

⋅
−

=
β⋅

−
=                              (1.65) 

iar tensiunea necesară aplicată la intrare: 
V2,3025,01807,0UI =⋅+=  

 b. Modelarea amplificatorului operaţional prin surse dependente 
 Funcţionarea unui amplificator presupune aplicarea unui semnal de 
la o sursă  pe poarta de intrare şi obţinerea unei replici mărite a acestuia ce 
se aplică pe o sarcină. Ideal această funcţionare a amplificatorului 
operaţional presupune o sursă la intrare şi o sarcină la ieşire. 
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 În funcţie de tipul sursei conectate la intrare (de tensiune sau de 
curent) şi de tipul semnalului oferit la ieşire (tensiune sau curent) putem 
defini: 
 - amplificatoare de tensiune 
 - amplificatoare de curent  
 - amplificatoare de transrezistenţă  
 - amplificatoare de transconductanţă 
 b.1. Amplificatorul de tensiune 
 Un a mplificator cu caracteristică de transfer liniară admite pentru 
fiecare poartă un dipol echivalent de tensiune sau de curent. Poarta de 
intrare este pur rezistivă şi pasivă modelată printr-o rezistenţă de intrare Ri. 
Poarta de ieşire este una activă modelată printr-o rezistenţă de ieşire R0 şi o 
sursă dependentă. 
 Amplificatorul de tensiune are poarta de intrare alimentată de la o 
sursă de tensiune reală şi aplică sarcinii RL o tensiune de lucru mărită de 
AOC (amplificarea). Schema echivalentă adoptată pentru a mplificatorul d e 
tensiune este: 

 
Fig. 1.47 

  
Din formula divizorului de tensiune s e poa te de termina t ensiunea 

aplicata porţii de intrare: 
iS

i
Si RR

Rvv
+

=  iar la ieşire se obţine 

tensiunea: iOC
OL

L
OL vA

RR
Rvv ⋅⋅
+

= .                                                             (1.66) 

 În absenţa încărcării iOC0L vAv,R =∞→  motiv pentru care  A OC se 
numeşte amplificare în curent deschis. Raportul ieşire pe intrare se numeşte 
amplificare. 

iS

i
OC

0L

L

S

L

RR
RA

RR
R

v
v

+
⋅⋅

+
=                                (1.67) 

şi conţine termenii a două divizoare de tensiune unul reflectând ieşirea RL 
iar al doilea intrarea şi un termen al amplificării sursei AOC comandate.  

Sarcina este în general indezirabilă şi (vL/vS)<AOC. Pentru a obţine 
amplificarea î n t ensiune v L/vS=AOC se i mpune Si RR >>  şi L0 RR << . Dacă 

∞→iR , R0=0 amplificatorul de tensiune este ideal.  
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 b.2. Amplificatorul de curent 
 Amplificatorul de curent presupune alimentarea  porţii de intrare de 
la o sursă de curent conform figurii: 

 
Fig. 1.48 

  
Aplicând divizorul de curent pe circuitul de intrare şi de ieşire obţinem: 

L0

0
iSCL

iS

S
Si RR

RiAi,
RR

Rii
+

⋅⋅=
+

=                              (1.68) 

 În caz de scurtcircuitare a sarcinii RL=0, iSC0 iA=i ⋅  motiv pentru care 
ASC se numeşte amplificarea de scurtcircuit. Raportul sarcină pe sursă 
poartă numele de amplificare în curent. 

L0

0
SC

iS

S

S

L

RR
RA

RR
R

i
i

++
=                                    (1.69) 

ce este dependentă de sursă şi sarcină. Optimizarea transferului semnalului 
implică Ri<<RS şi R0>>RL iar la limită Ri=0, ∞→0R  se obţine un 
amplificator ideal de curent cu amplificarea iL/iS=ASC. 

b.3. Amplificatoare de transrezistenţă şi transconductanţă 
 La am plificatorul d e t ensiune sau  d e cu rent r aportul semnalelor 
intrare, ieşire sunt adimensionale şi se notează V/V sau A/A. Dacă intrarea 
este un curent iar ieşirea este o tensiune amplificatorul se numeşte de 
transrezistenţă având schema conform figurii:  

 
Fig. 1.49 

iar funcţia de transfer: 

iS

S
OC

L0

L

S

L

RR
RA

RR
R

i
v

++
=                                (1.70) 

unde AOC - amplificare fără sarcină în V/A. 
Acest t ip de amplificator este convertor curent-tensiune. Transferul 

optim se realizează pentru Ri<<RS şi R0<<RL. Dacă intrarea este o tensiune 
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şi ieşirea este un curent atunci amplificatorul este de transconductanţă 
conform modelului: 

 
Fig. 1.50 

 Amplificarea sarcină-sursă este: 

Si

i
SC

L0

0

S

L

RR
RA

RR
R

v
i

++
=                               (1.71) 

Acest model d e am plificator est e aso ciat t ranzistoarelor F ET cu  
valorile tip ice  a le parametrilor A sc=5mS,Ri=1MΩ ,Ro=10KΩ . Oricărui 
amplificator i se defineşte amplificarea în putere 

surseiputerea
sarciniiputerea

P
PA

S

L
P == , ce se 

exprimă în decibeli, prin relaţia: P10P Alog10)dB(A = .  
 

1.4.3  Elemente de stocare a energiei (elemente reactive) 
  1.4.3.1 Condensatorul 
 Energia electromagnetică are două componente: una electrică şi una 
magnetică. Elementele de circuit ce au proprietatea de a acumula energie se 
numesc elemente reactive.  
 Raportul dintre efect şi cauză în câmp electrostatic defineşte 
capacitatea: 

 
d
A

SdE

AdD

VV
qC 2

1

21

⋅ε=
⋅

⋅
=

−
=

∫

∫∫
Σ





                                  (1.72) 

 cu simbolul în fig.1.51. 

 
Fig. 1.51 

 Condensatorul este un element de circuit de ecuaţie caracteristică: 
]t),t(u[qq =              sau          ]t),t(q[uu =                       (1.73) 

 dacă se considera variabila independentă tensiunea u respectiv sarcina q . 
 Curba caracteristică în planul q-u se numeşte caracteristica sarcină-
tensiune.  
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 În t eoria circuitelor interesează dependenţa tensiune-curent sau  
curent-tensiune. Ecuaţia de legătură pentru obţinerea acestei dependenţe 
este dată de curentul de deplasare: 

i
dt
dq

=                                              (1.74) 

 În acest e co ndiţii, considerând tensiunea variabilă independentă, 
obţinem caracteristica  curent-tensiune i-u a condensatorului.  
 
 Exemplul 1:  
 Un condensator alimentat cu o tensiune trapezoidală conform 
fig.1.52.determina următoarea formă a curentului prin condensator în baza 

ecuaţiei ( )
dt
duCuC

dt
di ⋅=⋅⋅=  

 
Fig. 1.52 

 
a. Clasificarea condensatoarelor 
 Conform clasificării elementelor de circuit distingem: 
• Condensatorul liniar invariabil în timp  
 Condensatorul liniar invariabil în timp are următoarea ecuaţie 
caracteristică: 

)t(uC)t(q ⋅=   cu   0>C                            (1.75) 
 În planul (q,u) curba caracteristică este o dreaptă ce trece prin 
origine cu panta proporţională cu C. 

 
Fig. 1.53 

 Ecuaţia curent-tensiune  )t(i
dt
duC

dt
dqi =⋅==  poate fi exprimată şi în 

forma tensiune-curent indicând memoria în tensiune a condensatorului: 
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 ∫∫∫∫ ⋅+=⋅+⋅=⋅=
∞−∞−

t

C

tt

'dt)'t(i
C

u'dt)'t(i
C

'dt)'t(i
C

dt)t(i
C

u
0

0
0

0 1111 .  (1.76) 

 Alimentând de la o sursă de curent un condensator, forma de variaţie 
a tensiunii la bornele acestuia este redată în fig.1.53 
 Tensiunea l a bor nele c ondensatorului u( t) de pinde de  t ensiunea 
iniţială COu  şi de valorile anterioare ale curentului (0< t'< t). 
 În consecinţă condensatorul este complet determinat dacă se 
cunoaşte valoarea capacităţii C şi a tensiunii  iniţiale de încărcare COu . 

 
Fig. 1.54 

 
 Dependenţa tensiunii de la bornele condensatorului de tensiunea 
iniţială COu  indică o acumulare de energie în câm pul el ectric al  
condensatorului: 

22

0 0 0

2
2

2
1

2
1

22
1

q
C

uCW

udCdt
dt
duCudtiuuCW

e

t t u

e

⋅
⋅

=⋅⋅=









⋅=⋅⋅=⋅=⋅⋅= ∫ ∫ ∫

           (1.77) 

 Comparativ cu rezistorul ce absoarbe energia electrică dtpW ⋅=  cu 
2IRp ⋅=  şi o transformă ireversibil în căldură, condensatorul absoarbe 

energia electrică din circuit, o stochează şi o returnează circuitului.  

  
Fig. 1.55 
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 Spre exemplificare aplicând o tensiune cu forma redată în fig.1.55 pe 

o capacitate de F1µ  se obţine puterea instantanee 
dt

dWiup e=⋅= , pozitivă şi 

negativă, cu valoarea constantă a energiei (W=100µJ). 
 
 Condensatorul liniar variabil în timp (parametric) 
 Condensatorul lin iar v ariabil în tim p (p arametric) a re simbolul 
prezentat în figura 1.56:  

Ecuaţia caracteristică a condensatorului variabil: 
)t(u)t(Cq ⋅=                                          (1.78) 

 permite definirea  ecuaţiei  curent-tensiune: 

 
dt
dCu

dt
duC

dt
dqi ⋅+⋅==                                  (1.79) 

 unde: - 
dt
duC ⋅   - componenta de pulsaţie a curentului; 

 - 
dt
dCu ⋅   - componenta parametrică.  

 
Fig. 1.56 

  
b. Conexiuni ale condensatoarelor 

 Două sau mai multe condensatoare pot fi conectate în paralel sau în 
serie. 

Conexiunea paralel  

 
Fig. 1.57 

 Condiţia de conexiune este:  ;u...uu k21 ===  

 Aplicând teorema I Kirchhoff  ∑
=

=
n

1k
kii ,  cu 

dt
duCi kk ⋅=   rezultă: 

dt
duC

dt
duCi eq

n

1k
k ⋅

=

=⋅=∑                                 (1.80) 
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 Din ecuaţia de mai sus putem identifica valoarea capacităţii 
echivalente: 

∑
=

=
n

1k
keq CC                                            (1.81) 

 Conexiunea serie  

 
Fig. 1.58 

 Condiţia de conexiune 
dt

duCi...ii k
kk21 ⋅====   

 Tensiunea de la bornele capacităţii echivalente conform teoremei II 
Kirchhoff este suma căderilor de tensiune pe condensatoarele conectate în 
serie ∑

=

=
n

1k
kuu . Derivând în raport cu timpul obţinem relaţia: 

∑
=

=
n

1k

k

dt
du

dt
du .                                       (1.82) 

 Dar  
k

kk

C
i

dt
du

=  , iar  
eqC
i

dt
du

= . deci: 

∑
=

=
n

1i kq C
1

C
1                                             (1.83) 

  Capacitatea echivalentă a unui sistem de două condensatoare serie 
este: 

21

21
eq CC

CCC
+

=
⋅ .                                         (1.84) 

 Observaţie: 
•   Pentru conexiunea paralel capacităţile de valori foarte mici pot fi 
neglijate, iar pentru conexiunea serie capacităţile mari pot fi neglijate.  

  
 c. Teoremele de echivalenţă ale condensatoarelor 
 După cum am arătat orice condensator este complet determinat de 
valoarea capacităţii C şi de tensiunea iniţială 0Cu . 

 Ecuaţia tensiune-curent ∫⋅+=
t

C dtti
C

utu
0

0 ')'(1)(  poate fi pusă în 

forma: 

∫⋅=+−
t

C dtti
C

tUu
0

0 )'(1)(                           (1.85) 
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 Considerând condensatorul cu dipol receptor (fig.1.54), ecuaţia 
Joubert ataşată este: 

 iue Cb ⋅=+ z                                          (1.86) 

unde: - ∫⋅=
t

0
C 'dt

C
1z   - operator integral ataşat curentului. 

 
Fig. 1.59 

 
 Identificând termenii rezultă: )t(uu,ue b0C =−= .  
 Pentru a încărca un condensator de capacitate C şi tensiune iniţială 

0Cu , tensiunea aplicată la borne trebuie să depăşească valoarea t.e.m. 
echivalente.  
 Prima teoremă de echivalenţă indică transformarea unui condensator 
cu condiţii iniţiale nenule într-o capacitate cu condiţii iniţiale nule conectată 
în serie cu o sursă internă )( 0Cue −=  de t.e.m. cu valoarea constantă 0CU . 
 A doua teoremă de echivalenţă transformă un condensator cu 
condiţii iniţiale nenule într-o  sursă de curent ideală conectată în paralel cu 
un condensator fără condiţii iniţiale. 
 Demonstraţia este simplă prin aplicarea teoremelor de echivalenţă 
ale surselor sau : 

( ) )()('')( 0
0

0 titCU
dt
duCdttiCUtCu C

t

C =−⇒+= ∫ δ                 (1.87) 

 
Fig. 1.60 

 În consecinţă orice condensator poate fi reprezentat printr-un dipol 
receptor fie de tensiune fie de curent. 
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1.4.3.2 Bobina  (inductorul) 
 Bobina est e un el ement de ci rcuit ce ar e p roprietatea de a p roduce 
flux magnetic când este parcursă de curent. Raportul efect / cauză poartă 
numele de inductanţă (inductivitate). 

l
AN

sdH
N
1

AdBN

i
L

2

S

S
d ⋅

⋅µ=
⋅

⋅
=

ϕ
=

∫
∫∫

Γ

Γ

Γ





,    



=

A
Wb]Henry[                   (1.88) 

 Ecuaţia caracteristică a bobinei este dată de dependenţa efect-cauză 
[ ]ti(t),ϕ=ϕ  iar simbolul bobinei este: 

 

i(t)

+

_
v(t) L

i(t)

+

_
v(t)

i(t)

+

_
v(t) L

 
Fig. 1.61 

 
 Curba caracteristică în pl anul f lux-curent s e numeşte car acteristica 
flux-curent. Ecuaţia de legătură între flux şi tensiune este dată de legea 
inducţiei electromagnetice: 

dt
dsdEe SΓ

Γ
Γ −== ∫

ϕ                                 (1.89) 

şi reprezintă ecuaţia tensiune-curent. 
 Considerând o bobină, c onform f igurii 1.5 4, şi ap licând l egea 
inducţiei rezultă: 

td
duiRsau

td
dsdEsdE S

b
S

c

b

b

a

ΓΓ −=−⋅−=+ ∫∫
ϕϕ            (1.90) 

 Pentru o bobină ideală (rezistenţă nulă) ecuaţia tensiune - flux este:  

td
du S

L
Γϕ

= .                                                                                                 (1.91) 

 Ecuaţia flux-tensiune indică dependenţa fluxul magnetic de valoarea 
iniţială a fluxului din bobină şi de valorile anterioare ale tensiunii la bornele 
bobinei: t't0 << : 

∫∫∫∫ +=+==
∞−∞−

Γ

t

L

t

LL

t

LS dttudttudttudttu
0

0
0

0

')'(')'()()( ϕϕ              (1.92) 
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 a. Clasificarea bobinelor 
 Conform clasificării elementelor de circuit bobinele necuplate 
magnetic se clasifică în: 

 
 Bobine liniare invariabile în timp 
 Ecuaţia caracteristică este iL ⋅=ϕ  cu  L>0. În planul )(iϕϕ =  este 
o dreaptă ce trece prin origine (fig.1.56). Dependenţa tensiune-curent 

numită şi caracteristica )(ifu =  este dată de relaţia 
dt
diLuL ⋅= . 

 Ecuaţia tensiune - curent a bobinei ideale poate fi scrisă în formă 
compactă   

uL=zLi                                           (1.93) 
unde: - zL - operator diferenţial ataşat curentului.  
 Ecuaţia u=u(i) indică faptul că pentru a avea tensiune la bornele unei 
bobine trebuie să existe variaţie de curent.  
 Alimentând o bobi na de la o sursă ideală de curent cu forma 
curentului dată de fig.1.56, tensiunea la bornele bobinei (ptr. L=4mH), va fi: 

  
Fig. 1.62 

 Caracteristica I=I(uL) presupune alimentarea bobinei de la o sursă de 
tensiune şi considerarea curentului variabila dependente conform ecuaţiilor: 

∫∫∫∫ ⋅+=⋅+⋅=⋅=
∞−∞−

t

LL

t

LL

t

L dttu
L

idttu
L

dttu
L

dtu
L

i
00

0

')'(1')'(1)(11
0

         (1.94) 

 În baza relaţiilor de dependenţă, curentul printr-o bobină depinde de 
valoarea iniţială a curentului din bobină şi d e v alorile a nterioare ale 
tensiunii la bornele bobinei.  
 În consecinţă bobina este complet determinată de valoarea 
inductanţei L  şi de valoarea iniţială a curentului prin bobină 

0Li . 
Alimentând o bobină de la o sursă de tensiune cu  forma redată în fig.1.63, 
curentul prin bobină este: 
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Fig. 1.63 

 t
L
uii L

L ⋅+=
0

, pentru L=2,4µH. 

 Bobina liniară variabilă în timp şi necuplată magnetic 
(parametrică) 

 
 Ecuaţia caracteristică a acestei bobine  este: 

)t(i)t(L)t( ⋅=ϕ                                       (1.95) 
 

unde:  - )t(L  inductanţa proprie. 
 Ecuaţia în tensiune a bobinei se obţine din legea inducţiei fiind: 

dt
dLi

dt
diL

dt
du L ⋅+⋅=
ϕ

= .                                 (1.96) 

 
 b. Relaţii de echivalenţă a bobinelor ce conţin condiţii iniţiale 
 O  bobină liniară de inductivitate L şi curent iniţial ilo poate f i 
echivalată cu un  dipol echivalent pe baza ecuaţiei Joubert. 

 
Fig. 1.64 

 Ecuaţia Joubert în tensiune permite definirea, în baza echivalenţei 
surselor de tensiune în surse de curent,  ecuaţiei Joubert în curent 

laturiLb izUe
ech
⋅= . Atunci: 

gLLlaturaULlatura
b ieyiyeyi

z
u

z
e

b
=⋅⇒=⋅⇒=    ⇒    laturabLgL iuyi =⋅        (1.97) 
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 Ultima relaţie reprezintă ecuaţia Joubert în curent. S chemele 
echivalente asociate bobinei liniare sunt redate în fig.1.65. 

 
Fig. 1.65 

∫⋅+⋅= dtu
L
1)t(hii L)0(L)t(L                               (1.98) 

  
 c. Bobine liniare cuplate magnetic 

 
 O bobină “s” parcursă de curentul “is” se numeşte cuplată magnetic 
cu al te n -1 bobine dacă fluxul magnetic este funcţie şi de intensităţile 
curenţilor din celelalte bobine. 

( ))t(i),...,t(i),t(i n21S ⋅φ=φ                             (1.99) 
Bobinele f iind lin iare f luxul to tal a l b obinei s   e ste o  suma a fluxurilor 
elementare (mutuale)   

k

n

1k
SkS iL ⋅=φ ∑

=

                                 (1.100) 

unde: - 
Si
SL

Sk
oi

SS

k

φ
=

≠
=

 - inductivitatea proprie ce reprezintă raportul dintre fluxul 

propriu al  
             bobinei s şi curentul ce la produs când cele n-1 bobi ne nu s unt 
parcurse de curent; 
 - 

KS
0iK

S
SK

Si
L

≠
=

φ
=  - inductivitatea mutuală; 

♦ 








=
>
<

>
0
0
0

L,0L kSSS   - inductivitatea mutuală este funcţie de fluxul mutual 

produs de bobina k  faţă de fluxul propriu al bobinei s 
♦   Pentru a r eprezenta în scheme, fără ambiguitate, modul în c are se 

introduce în calcule inductivitatea mutuală se indică prin steluţe 
(asterisc) bornele polarizate ale bobinelor. 
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Fig. 1.66 

 Regula  de asociere a fluxurilor mutuale în analiza circuitelor 
electrice: 
 - fluxul mutual se consideră pozitiv dacă curenţii ce parcurg 
bobinele  cuplate magnetic au acelaşi sens faţă de bornele polarizate, altfel 
este negativ. 
 Ecuaţia tensiune-curent a bobinei cuplate magnetic este: 

∑∑
≠
==

+⋅=⋅==
n

Sk
k

k
Sk

S
SS

n

k
kSk

S
L dt

diL
dt
diLiL

dt
du

11

ϕ .                (1.101) 

 Ecuaţia în t ensiune a  bobinei liniare cuplată magnetic poate fi 
exprimată în funcţie de operatorul de impedanţă zL astfel: 

∑
=

⋅+⋅=
n

k
kSkSLS izizu

SS
1

                                  (1.102) 

unde: 
dt
dLz,

dt
dLz SkLSSL SkSS

⋅=⋅=  - operatori diferenţiali ataşaţi curentului. 

 Din ecuaţiile tensiune-curent ale bobinei cuplate m agnetic se p ot 
obţine ecuaţiile curent-tensiune, ecuaţii de forma:  

∫ ∑ ∫ ⇒+⋅Γ+⋅Γ=
t

k

t

SkSkSSS idtudtui
0 0

)0(  ∑ ∫
=

+⋅Γ=
n

k

t

SkSkS idtui
1 0

)0(   (1.103) 

 
 Exemplul nr.1  
 Exprimarea dependentei curent-tensiune pentru trei bobine cuplate 
magnetic. 
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Fig. 1.67 

 Ecuaţia în tensiune a fiecărei bobine conduce la sistemul de ecuaţii: 

)(

)()(

)()(

33323133

23222122

13121111

ϕϕϕϕ

ϕϕϕϕ

ϕϕϕϕ

−−−==

−−−==

−−==

dt
d

dt
du

dt
d

dt
du

dt
d

dt
du

                       (1.104) 

 Exprimând fluxurile  funcţie de curenţi rezultă: 

td
idL

td
idL

td
idLu

td
idL

td
idL

td
idLu

td
idL

td
idL

td
idLu

3
33

2
23

1
133

3
23

2
22

1
122

3
13

2
12

1
11

⋅+⋅+⋅−=

⋅+⋅+⋅−=

⋅−⋅−⋅=

                   (1.105) 

 Utilizând forma matriceală a dependenţei flux-curent [ ] [ ] [ ]iL ⋅=ϕ  
ecuaţiile de mai sus pot fi scrise şi în forma curent-tensiune astfel: 

[ ] [ ] [ ]iL
dt
du ⋅⋅= ,     [ ] [ ] [ ]iLdtu

t

⋅=∫
∞−

                   (1.106) 

 Înmulţind la stânga cu [ ] ⇒−1L  [ ] [ ] [ ]idtuL
t

1 =⋅ ∫
∞−

−  sau: [ ] [ ] [ ] [ ]idtuL)0(i
t

0

1
S =⋅+ ∫−  

unde: 

 -  [ ]
32313

23212

13121

LLL
LLL
LLL

L
−

−−−

−−

=  - matricea inductivităţilor; 
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1.5  Elemente de teoria grafurilor. 
 Circuitele electrice se caracterizează din punct de vedere topologic 
prin graful   lor.  
 Graful unui circuit se obţine înlocuind, în schema electrică, 
elementele pasive prin simple linii, generatoarele ideale de tensiune prin 
scurtcircuite, iar generatoarele ideale de curent printr-o latură întreruptă 
(bornă  în gol). 
 Un graf este alcătuit din noduri şi laturi. Dacă unui circuit electric i 
se asociază fiecărei laturi un sens de trecere al curentului, graful asociat 
circuitului se numeşte graf orientat.  
 Nodul este punctul de conexiune a cel puţin trei elemente de circuit. 
Dacă numărul de elemente de circuit este mai mic de trei nodul este fictiv 
(supernod sau legătură echipotenţială).  
 Latura reprezintă legătura dintre noduri pe care există cel puţin un 
element de circuit. Laturile ce nu conţin elemente de circuit s unt la turi 
scurtcircuitare. Nodurile conectate de laturile fictive au acelaşi potenţial. 
 Un graf se numeşte conex dacă de la un nod oarecare al circuitului 
se poate trece, parcurgând exclusiv laturi ale grafului, la orice alt nod al 
acestuia. 

 
Fig. 1.68 

 
 Un graf neconex poate fi transformat într-un graf conex prin legarea 
la pământ a unui nod (prin alegerea unui potenţial de referinţă). 
 Un rol important în studiul proprietăţilor topologice ale grafurilor îl 
au bucla şi arborele. 
 Bucla reprezintă totalitatea laturilor ce formează o curbă închisă.  
 Arborele reprezintă legătura între toate nodurile unui circuit (graf) 
fără a forma bucle. 
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 Laturile ce aparţin arborelui se numesc ramuri: ra. N otând c u n - 
numărul de noduri ale unui graf şi cu l - numărul de laturi atunci, conform 
Enunţi arborelui, ramurile satisfac relaţia ra=n-1. 

 
 Observaţie: 

 
 Într-un graf, indiferent de arborele ales, numărul de ramuri este 
acelaşi (ra=n-1). Laturile unui graf ce nu aparţin arborelui se numesc coarde 
sau joncţiuni.  
 Numim buclă independentă, buclele ce conţin cel puţin o latură care 
nu aparţine celorlalte bucle. Modul cel mai simplu de a determina buclele 
independente este de ataşare a unei coarde arborelui.  
 Exemplu: Graful ataşat punţii Wheatstone admite arborii: 

 
Fig. 1.69 

 Pentru graful din stânga: 
 - laturile 1,5 ale arborelui + latura 2 (coarda) formează bucla I ; 
 - laturile 4,5 (arbore) + latura 3 formează bucla II ; 
 - laturile 1,4 + latura 6 formează bucla III . 
 Concluzii: 
 1. Numărul buclelor independente este egal cu numărul de coarde 
(b=l-ra). 
 2. Numărul de laturi ale unui circuit satisface relaţia l=ra+b. 
 Matricile topologice ale unui circuit electric 
 Grafurile servesc l a i lustrarea p roprietăţilor topologice ale 
circuitelor iar matricile servesc la descrierea cantitativă a acestor proprietăţi. 
În analiza circuitelor se procedează astfel: 
 - se desenează graful orientat ( graful cu sensurile curenţilor în 
laturi); 
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 - se alege un arbore principal construindu-se buclele independente şi 
alegându-se un sens de parcurgere a fiecărei bucle, considerat sens de 
referinţă. 
 - se definesc matricile topologice ale circuitului 
 Matricea de incidenţă a laturilor la noduri 
 [Ao]n× l matrice cu dimensiunea  noduri x laturi, de coeficienţi αkj, 
definiţi astfel: 








−
+

=
knodullaconectatăestenujlaturadacă

knoduldinrăjlaturadacă
knoduldiniesejlaturadacă

kj

,0
int,1

,1
α  

 Dacă se înlătură o linie oarecare în m atricea [ ]0A
nxl

 se obţine 

matricea redusă [ ]0A
nxl

. S uprimarea l iniei c orespunde a legerii nodul ui 
respectiv ca nod de referinţă.  
 Matricea de apartenenţă a laturilor la bucle (ochiuri)  
 - ]B[ bxl  este o matrice cu dimensiunea  bucle independente x laturi, 
cu coeficienţi βbj definiţi astfel: 











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−=
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),(,1
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obbucleiapartinenujlaturadaca
bucleialparcurgeredesensului

opussenscudarobbucleiapartinejlaturadaca
alesareferdesensulcuidentic

laturiialparcurgeredesensulcuobbucleiapartinejlaturadaca

kjβ
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CAPITOLUL 2.  
TEHNICA ANALIZEI CIRCUITELOR 
 

2.1 Tehnica transformării surselor şi circuitului  
 Analiza ci rcuitelor est e u n p roces sp ecific d e d eterminare, prin 
calcul, a tensiunilor şi curenţilor cunoscând “sursele” şi “parametrii 
circuitului”. O rice c ircuit, excitat de surse, pr oduce un “răspuns” î n 
tensiune sau curent. S copul an alizei ci rcuitelor est e d e a d etermina 
răspunsul unui circuit la excitaţii date. Problema inversă, de determinare a 
circuitului cunoscând excitaţiile şi răspunsurile, este o problemă de sinteză a 
circuitelor. 
 
 Revenind la analiza circuitelor, aceasta urmăreşte determinarea 
“simţului fizic” pentru circuite, prin învăţarea unor tehnici de analiză. Orice 
analiză presupune un suport matematic, însă, acest suport nu umbreşte 
sensul fizic al răspunsului circuitului. 
 Răspunsul circuitului poate fi în curent sau în tensiune. Analiza 
circuitului, în funcţie de răspuns, poate fi: 
 - analiză în curent; 
 - analiză în tensiune. 
 Analiza în curent presupune necunoscute ale circuitului curenţii din 
laturi. 
 
 Analiza în tensiune consideră că necunoscutele sunt tensiunile de la 
bornele laturilor. În baza relaţiilor de dependenţă tensiune-curent de  pe  
laturi, se determină tensiunea (pentru analiza în curent) sau curentul (pentru 
analiza în tensiune). 
 
 
 Tehnicile de analiză a circuitelor se bazează pe aplicarea teoremelor 
Kirchhoff, indiferent de tipul răspunsului (curent sau tensiune). Pentru 
circuitele complicate, aplicarea teoremelor Kirchhoff conduce la sisteme de 
ecuaţii de mari dimensiuni, di ficil d e r ezolvat. O  r educere a t impului d e 
calcul este posibilă prin cunoaşterea tehnicilor de analiză. 
 
 O primă metodă de analiză, utilizată în special pentru circuitele 
simple, est e tehnica transformării surselor şi a circuitului, ut ilizând 
teoremele d e echivalenţă ale surselor şi de reducere a circuitului, teoreme 
prezentate în capitolul anterior. 
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 Exemplificăm această tehnică pe circuitul din figura 2.1: 
 

10 V

 
Fig. 2.1 

 În circuitul din fig.2.1, cunoscând sursele şi elementele de circuit 
pasive (rezistenţele) urmărim să  determinăm valoarea tensiunii de la 
bornele rezistorului de 10Ω. 
 Soluţie: 
 Un prim pas în rezolvarea acestui circuit îl constituie transformarea 
acestuia într-un c ircuit e lementar prin transfigurarea surselor. Astfel, sursa 
de tensiune de 10V şi rezistenţa de 20Ω este transformată într-o sursă reală 
de curent, iar sursa de curent de 1A şi rezistenţa de 8Ω într-o sursă reală de 
tensiune, obţinând circuitul echivalent următor: 

 

 
Fig. 2.2 

 
 Rezistenţele de 20Ω şi 30Ω se combină într-o singură rezistenţă 
paralel de 12Ω, iar rezistenţele de 5Ω şi 8Ω într-o rezistenţă serie de 13Ω. 
 Pentru obţinerea unui circuit mult mai simplu se transformă sursa 
reală de curent (0,5A) într-o sursă reală de tensiune, obţinând: 

 
Fig. 2.3 

 Cele două surse serie formează o singură sursă de 14V de rezistenţă 
internă 12+13=25Ω, ce debitează pe rezistenţa de 10Ω. S e d educe astfel 
tensiunea la bornele rezistorului de 10Ω. 

U=14(10/(10+25))=4V                                  (2.1) 
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 Problemă: 
 Exersaţi această tehnică pe circuitul din fig.2.4, determinând 
valoarea tensiunii de pe rezistorul de 4KΩ. 

 
Fig. 2.4 

 Pentru rezolvarea c ircuitelor c omplicate, a plicarea te hnicii 
transformării surselor şi circuitelor nu reduce semnificativ timpul de calcul. 
În această situaţie trebuie, pentru rezolvare, să apelăm la teoremele 
Kirchhoff. 
 

2.2 Analiza circuitelor electrice cu ajutorul teoremelor Kirchhoff 
Circuitul e lectric este alcătuit din surse (generatoare electrice) și 

receptoare (consumatoare electrice), conectate într-un anumit mod. 
Sursele produc energia electrică. Receptoarele consumă energia 

electrică, în sensul că energia electrică este transformată în altă formă: 
energie termică, mecanică, luminoasă, acustică etc. 

 Un circuit electric are următoarea structură: 
- laturi: porțiuni neramificate de circuit pe care se află cel puțin o 

sursă sau un consumator; numărul de laturi se notează cu l; 
- noduri: punctele de întâlnire (legătură sau conexiune electrică) a cel 

puțin trei laturi; numărul de noduri se notează cu n; 
- bucle (ochiuri de circuit): porțiuni închise de circuit electric, 

formate din laturi și noduri; numărul de bucle se notează cu b sau o. 
În analiza c ircuitelor e lectrice c u a jutorul te oremelor K irchhoff, 

prezentăm câteva consideraţii privind aplicarea practică a teoremelor 
Kirchhoff. Problema analizei circuitelor se enunţă astfel: 

“Cunoscând structura topologică a circuitului (laturi, 
noduri, ochiuri) şi elementele de circuit de pe fiecare latură 
(rezistenţe, bobine, condensatoare, surse), trebuie să se 
determine curenţii tuturor laturilor şi tensiunile la bornele 
elementelor de circuit.” 

 Toate acestea pot fi calculate cu ajutorul teoremelor Kirchhoff ? 
 Răspunsul este afirmativ, deoarece numărul necunoscutelor este dat 
de numărul laturilor din circuit. Deoarece numărul laturilor este egal cu 
numărul ramurilor şi joncţiunilor (coardelor), iar teorema I Kirchhoff (T1K) 
se aplică pe numărul de ramuri, iar teorema II Kirchhoff (T2K) pe numărul 
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de ochiuri (bucle, coarde), rezultă un sisteme de “l” ecuaţii cu “l” 
necunoscute. 


K

K
TT

a bnbrl
2

1

)1( +−=+=


,                                           (2.2) 

 Sistemul celor “l” ecuaţii se compune din: 
 - (n-1) - ecuaţii nodale (T1K); 
 -    b   - ecuaţii de ochiuri (bucle) (T2K). 
 Pentru rezolvare trebuie ales sensul curenţilor şi tensiunilor prin 
elementele de circuit. 
 Se ia un sens de referinţă arbitrar ales pentru fiecare latură ca fiind 
sensul curentului.  
 
Indicaţii: 
 1 - pentru laturile ce conţin surse sensul curentului se consideră în 
sensul sursei; 
 2 - în celelalte laturi se ia sensul curentului cât  mai apropiat de cel  
fizic. 
 3 - se asociază fiecărei laturi regula de la receptoare (ambele mărimi 
intră sau ies din nod fig.2.5). 
 

 
Fig. 2.5 

Dacă, în urma calculului, curentul în laturi a rezultat pozitiv, atunci 
sensul, arbitrar ales, este sensul real. Dacă a rezultat negativ, atunci în latura 
sau laturile respective, sensul real este opus celui arbitrar ales. 

Se alege p e f iecare ochi ( buclă) un sen s ar bitrar d e p arcurgere. 
Semnul tensiunii de la bornele elementelor de circuit este pozitiv dacă, 
sensul tensiunii coincide (cu regula asociată de la receptoare) cu sensul de 
parcurgere. În caz contrar, semnul tensiunii este negativ. 

 
2.2.1 Scrierea matriceală a teoremelor lui Kirchhoff  
 A. Teorema I Kirchhoff: 
 Teorema ne arată că suma algebrică a intensităţilor curenţilor din 
laturile concurente unui nod este nulă. 
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laturaji
kj

j −=∑
∈

,                                  (2.3) 

 
 Această teoremă poate fi formulată în aşa fel încât să intervină 
numai valorile absolute ale tuturor curenţilor laturilor din circuit şi anume: 

0
1

, =⋅∑
=

l

j
jjK iα ,                                         (2.4) 

unde: 




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 Relaţia de mai sus (T1K) este valabilă în orice nod şi întrucât T1K se 
aplică pe cele (n-1) noduri, rezultă (orice combinaţie liniară de sume nule = 
sumă nulă): 
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relaţie ce se poate exprima desfăşurat astfel: 

0....

0....

,133,122,111,1

.

.

.

.

,133,122,111,1

=⋅++⋅+⋅+⋅

=⋅++⋅+⋅+⋅

−−−− ll

ll

iiii

iiii

nnnn αααα

αααα

                (2.6) 

sau matriceal: 
0][][ 1ll)1(, =⋅− xjxnjk iα                                    (2.7) 

 Forma matriceală a teoremei I Kirchhoff se poate scrie: 
0][][ l)1( =⋅− iA xn                                       (2.8) 

unde: - [A] - matricea redusă de incidenţă a laturilor la noduri, matrice cu 
dimensiunea ]l)1n[( ×− ; 
- [ i  ] - matricea coloană a curenţilor din laturile circuitului, dimensiunea 
matricii fiind 1l× . 
 

B. Teorema II Kirchhoff 
 Enunţ: “Suma tensiunilor la bornele laturilor j ce formează un ochi 
este nulă.” 

∑
∈

=
)(

0
mj

ju                                           (2.9) 
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 (numai laturile )m(j∈ , m-ochi) 
 Şi această teoremă poate fi  formulată în funcţie de valorile absolute 
ale tensiunilor tuturor laturilor astfel: 

∑
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0β                                          (2.10) 

unde:   
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 Întrucât T2K se aplică tuturor celor “o” ochiuri independente, rezultă 
următorul sistem de ecuaţii de ochiuri. 

0
1 1

=∑∑
= =

o

m

l

j
jmjuβ   sau matriceal  [ ] [ ] 0

1
=

×× ljlo uB      (2.11) 

unde [ ] loB ×  este matricea de incidenţă a laturilor la ochiuri. 
 
 C. Ecuaţia Joubert sub formă matriceală 
 Considerând latura j a unui circuit ce conţine t.e.m. je  şi operator de 
impedanţă jz , c urentul p rin la tura ji  asociat co nform r egulii d e l a 
receptoare, prin aplicarea teoremei II Kirchhoff, şi  considerând tensiunea 

jU  la bornele laturii rezultă: 

jjjj uize −=  

 
Fig. 2.6 

 
 Ecuaţia de mai sus poate fi scrisă şi în forma: 

jjjj izUe =+                                           (2.12) 
denumită “ecuaţia Joubert a laturii j”. 
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Discuţie:  
 

Ecuaţia exprimă dependenţa curentului prin latură de t.e.m. a laturii 
şi tensiunea la bornele acesteia. Practic printr-o latură j a unui circuit închis 
circulă curent dacă în latură există surse sau / şi tensiune la bornele laturii j. 
Afirmaţia este valabilă numai dacă operatorul laturii este definit ( ∞≠ ,0z j ). 
 Ecuaţia Joubert aplicată celor l laturi ale unui circuit conduce la 
sistemul de ecuaţii: 
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sau în formă matriceală: 
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         (2.14) 

unde:     [ ]
1×lje  - reprezintă matricea t.e.m. ale laturilor; 

 [ ]
1×lju  - reprezintă matricea coloană a tensiunilor la bornele laturilor; 

 [ ]
lljz
×

 - matricea operatorilor de impedanţă proprii ai laturilor; 

 [ ]
llji
×

  - matricea curenţilor laturilor. 
Obs: Matricea operatorilor de impedanţă conţine elemente 

supradiagonale s au s ubdiagonale nenule dacă laturile circuitului sunt 
cuplate magnetic. 
  D. A doua formulare matriceală a teoremei II Kirchhoff  
 
 Înlocuind ecuaţia matriceală Joubert în prima formulare a teoremei II 
Kirchhoff, rezultă: 

( ) 0
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β                     (2.16) 

sau în forma matriceală: 
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[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
11 ××××× =

ljlljjloljlo izBeB                          (2.17) 
 Notând: 

- 11 ][][][ ××× = o
s

ljlo eeB  - matricea surselor pe ochiurile independente. 
- 11 ][][][ ××× = omjljjlo zzB - matricea operatorilor de impedanţă ai 

laturilor 
- se obţine a  doua formă a teoremei II Kirchhoff î n e xprimare 

matriceală scrisă matematic astfel: 
    [ ] [ ] [ ]

11 ××× =
ljlomjo

s ize                              (2.18) 
 

2.2.2 Consecinţe ale teoremelor Kirchhoff şi a relaţiei 
fundamentale a teoriei  grafurilor  
 Numărul laturilor unui circuit notat “l” este compus din ramuri “ ar ” 
şi joncţiuni “b”. Pentru rezolvarea acestui circuit numărul ecuaţiilor trebuie 
să fie egal cu numărul necunoscutelor. Sistemul de ecuaţii ce redă soluţiile 
circuitului se obţine din aplicarea teoremelor Kirchhoff. Î ntrucât 

bnbrl a +−=+= )1( , iar T1K se aplică nodurilor şi T2K se aplică pe 
ochiuri (bucle), rezultă aplicarea de (n-1) ori a teoremei I Kirchhoff şi de b 
ori a T2K: 


KTKT

bnl
21

)1( +−=


                                   (2.19) 

 A. Curenţii independenţi ai unui circuit electric 
 Aplicarea T1K furnizează (n-1) ecuaţii nodale ce reprezintă relaţii de 
dependenţă între curenţii celor “l” laturi ale unui circuit. Întrucât numărul 
ecuaţiilor din circuit este l iar (n-1) curenţii sunt dependenţi, rezultă b 
curenţi liniar independenţi. 
 Orice circuit electric este caracterizat prin graful său. Alegând un 
arbore rezultă 1−= nra  ramuri. C onstruind ochiurile ( buclele) “i” 
independente obţinem din graful circuitului b subgrafuri de ochiuri parcurse 
de curenţi independenţi mi  (curenţi de ochiuri). Aceşti curenţi de ochiuri pot 
fi determinaţi din b ecuaţii de ochiuri  din aplicarea T2K întrucât aceasta se 
aplică pe ochiuri. Curenţii reali din laturile circuitului  sunt combinaţii 
liniare ale curenţilor independenţi (ochiuri). 
 Cu alte cuvinte se poate considera că circuitul electric analizat se 
compune din superpoziţia topologică a b circuite elementare. Exemplificăm 
circuitele elementare pe circuitul din fig.2.7a 
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a) b) c) 

Fig. 2.7  
 În fig. 2.7.b a fost trasat arborele circuitului iar în fig. 2.7.c subgraful 
ochiurilor independente. Curenţii independenţi din subgraful ochiurilor au 
sensul asociat de parcurgere al ochiului conform figurii. 
 Întrucât din superpoziţia subgrafurilor o chiurilor s e reconstituie 
circuitul e lectric, rezultă faptul că intensitățile curenţilor reali d in la turile 
circuitului sunt superpoziţia curenţilor din ochiurile (buclele) independente: 
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Obs:  1. C urentul real din latura j este suma algebrică a curenţilor din 
ochiurile cărora latura j le aparţine. 

2.  Dacă curentul de ochi ( buclă) are sen sul cu rentului r eal el  se 
consideră pozitiv altfel negativ. 

3. Întrucât graful se obţine din superpoziţia ochiurilor ( buclelor) 
elementare, rezultă relaţia de  dependenţă dintre curenţii reali din 
latură şi curenţii independenţi: 

∑
=

=
o

m
mj ii

1
                                          (2.21) 

care generalizată pentru toate laturile “j” ale circuitului conduce la 
forma matriceală : 

∑∑∑
= ==

=
l

j

o

m
mj

l

i
jj ii

1 11
ββ   sau în forma matriceală   11 ][][][ ××× ⋅= om

t
vllj iBi  
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Consecinţe:  
1) Aplicarea în tr-un c ircuit a  te oremei I K irchhoff în  e xprimarea 

curenţilor din laturi funcţie de curenţii independenţi, conduce la: 
0][][][][][ 1111 == ×××−××− om

t
vllnljln iBAiA                  (2.22) 

 Întrucât curenţii independenţi sunt diferiţi de zero 0]i[ m ≠  rezultă: 
0]][[ =tBA                                       (2.23) 

adică matricele topologice ale unui circuit sunt ortogonale. 
 2) Î nlocuind curenţii de contur în forma matriceală a teoremei II 
Kirchhoff, rezultă un sistem de b ecuaţii cu b necunoscute. Soluţionarea 
acestui sistem permite  determinarea curenţilor independenţi respectiv a 
curenţilor din laturile circuitului: 







=

=

×××

××××

11

11

][][][

][][][][

om
t

ollj

o
s

ljlljjlo

iBi

eizB
                           (2.24) 

 Ecuaţia matriceală a curenţilor de contur este: 
11 ][][][][][ ××××× = o

s
om

t
ollljjlo eiBzB , unde matricea:  t

vllljjlooobm BzBz ×××× = ][][][][ ,  
reprezintă matricea operatorilor de impedanţă ale ochiurilor independente. 
Scrierea dezvoltată a sistemelor ecuaţiilor de ochiuri conduce la un sistem 
de b ecuaţii cu b necunoscute 

vmi . 













=+++

=+++

=+++

s
omoomomo

s
momm

s
momm

eiziziz

eiziziz

eiziziz

o

o

o

...

...

...

21

21

21

21

222221

111211


                      (2.25) 

Observaţii:  
1) T ermenii d in m embrul d rept d e tip  s

oe  reprezintă suma t.e.m. 
întâlnite la parcurgerea ochiului “o”. 
 2) Matricea operatorilor de impedanţă ai ochiurilor este o matrice 
pătratică cu dimensiunea “ oo× ” şi  conţine termeni de forma mbz  şi mmz . 
 3) T ermenii de  f orma mbz  din matricea operatorilor de impedanţă 
obţinuţi la intersecţia liniei “m” cu coloana “b” reprezintă operatorii de 
impedanţă comuni celor două ochiuri şi are forma: ∑ ββ=

j
j,bjmjb,m zz  

- unde:    - mjβ  este coeficient al laturilor j ce aparţin ochiului m. 
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 - jz  este operatorul de impedanţă al laturii j, latură ce aparţine atât 
ochiului “m” cât şi ochiului “b”. 

 - j,bβ  este coeficient al laturii j, ce aparţine ochiului b. 
Întrucât coeficienţii j,mβ  şi j,bβ  sunt ai matricii topologice [B] şi 

indică apartenenţa laturii j la ochiul m şi b, ei pot fi +1,0,-1 după cum latura 
orientată j aparţine ochiului în acelaşi sens de parcurgere, nu aparţine, sau 
aparţine ochiului dar are sens opus parcurgerii acestuia. 

În concluzie, operatorul de impedanţă comun ochiurilor m şi b poate 
fi: 

∑
















=

><><
<

>><<
>

=
j bjmjbjmj

bjmjbjmj

bjjmjbm

comunalaturao
niciexistanuochiuridouaceleredaca

sau
opusesensuriinjlaturaparcurgciclicicurentiidaca

sau
sensacelasiinjlaturaparcurgciclicicurentiidaca

zz

.
int,0

);0,0()0,0(
,0

);0,0()0,0(
,0

, ββββ

ββββ

ββ

(2.26) 
 3) Dacă între laturile ce aparţin ochiului m şi laturile ce aparţin 
ochiului b s unt cuplaje magnetice, atunci operatorul de impedanţă comun 
celor două ochiuri conţine şi eventualele cuplaje magnetice cu semnul 
operatorului de impedanţă stabilit la cuplaje magnetice (funcţie de bornele 
polarizate şi sensul curenţilor ciclici). 
 4) T ermenii de f orma z m,m din matricea operatorilor de impedanţă 
reprezintă suma operatorilor de impedanţă întâlniţi la parcurgerea ochiului 
propriu m. Semnul acestuia este  
întotdeauna pozitiv întrucât ∑ ∑ >β=ββ=

j j
j

2
mjj.mjmjm,m 0zzz .                          (2.27) 

 4’) Dacă între laturile ce aparţin aceluiași ochi (aceleiaşi bucle) sunt 
cuplaje magnetice, operatorul de impedanţă al ochiului conţine şi cuplajele 
dintre laturile ce aparţin aceluiaşi ochi. Semnul operatorului datorat 
cuplajului dintre laturile ce aparţin aceluiaşi ochi se stabileşte în funcţie de 
sensul de trecere al curentului de contur faţă de bornele polarizate ale 
elementelor de circuit. 
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 B. Ecuaţii nodale ale unui circuit electric (potenţiale nodale) 
  Efectuând o analiză similară cu a curenţilor de contur privind 
aplicarea te oremelor K irchhoff p entru re zolvarea u nui circuit electric 
constatăm: 
 - aplicarea teoremei II Kirchhoff pe un circuit cu l la turi conduce la 
un sistem de b ecuaţii de dependenţă între tensiunile de la bornele laturilor. 
Întrucât numărul de tensiuni la bornele laturilor este l, rezultă (n-1) tensiuni 
independente. 
 Determinarea celor (n-1) tensiuni independente se face pornind de la 
definiţia tensiunii la bornele unei laturi. Orice latură j este conectată între 
două noduri k şi k+1 şi-n consecinţă tensiunea la bornele laturii poate fi 
scrisă ca diferenţă de potenţiale ale nodurilor: 
 Fiecărui nod k (k=1,...,n) al circuitului electric i se asociază un 
potenţial kv  conform definiţiei potenţialului. Alegerea nodului “n” d e 
potenţial nv  ca nod de referinţă nu modifica tensiunile la bornele laturilor: 

nkk vvv −='  , nkk vvv −= ++ 1
'

1  ,  etc. 
 Tensiunea unei laturi j, definită ca diferenţă de potenţial  a nodurilor 
de co nectare, es te independentă de alegerea potenţialului de referinţă ( nv  
sau punctul de la ∞ ): 

'
1

''
1

'
1 )()( +++ +=+−+=−= kknknkkkj vvvvvvvvv              (2.28) 

 În consecinţă, (n-1) potenţiale ataşate nodurilor circuitului sunt 
independente i ar c u a jutorul lo r s e p ot d etermina te nsiunile la bornele 
tuturor laturilor. 
 Exemplificăm această constatare pe circuitul din figura 2.8  Definind 
fiecărui nod A, B, C, D potenţialele DCBA vvvv ,,, , t ensiunile l a bor nele 
laturilor sunt redate în fig.2.8: 

 
Fig. 2.8 
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         (2.29) 

În final rezultând:  
[ ] [ ] [ ] 101 ×××

⋅= nk
t

nllj vAu                                    (2.30) 
 Alegerea unui nod de potenţial dat ca nod de referinţă implică 
suprimarea unei coloane din matricea de incidenţă a laturilor la  n oduri. 
Rezultă astfel relaţia de dependenţă dintre tensiunile la bornele laturilor j şi 
potenţialele celor (n-1) noduri: 

[ ] [ ] [ ] 1)1()1(1 ×−−××
⋅= nk

t
nllj vAu                            (2.31) 

 Rezolvarea unui circuit electric ce conţine l laturi implică aplicarea 
T1K de (n-1) ori şi a teoremei II Kirchhoff de b ori rezolvare posibilă dacă 
între tensiunile la bornele laturilor şi curenţii din laturi este stabilită 
dependenţa prin ecuaţia Joubert: 

[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]








⋅=+

=⋅

=⋅

jjjj

j

j

izue
uB
iA

0

0
                                (2.32) 

 Utilizarea v ariabilelor a uxiliare kv  în r ezolvarea si stemului d e 
ecuaţii reduce numărul de ecuaţii al sistemului la (n-1) ecuaţii nodale 
întrucât: 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] 0=⋅⋅⋅=⋅ k
t

j vABuB   cu  [ ] 0≠kv   implică [ ] [ ] 0=⋅ tAB    (2.33) 

Înmulţind la stânga ecuaţia Joubert matriceală cu matricea [ ] 1−
jz  

rezultă: 
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]jk

t
jjj ivAzez =⋅⋅+⋅ −− 11                       (2.34) 

 Notând: [ ] [ ]yz j =−1 - matricea operatorilor de admitanţă; 
 [ ] [ ] [ ]

11 ×××
=⋅

lgljllj j
iey - matricea injecţiilor  de curent ale laturilor 

circuitului; 
ecuaţia matriceală a nodurilor devine: 
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[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] 0vAyAiA 1)1n(k
t

)1n(llljl)1n(1lgl)1n( j
=⋅⋅⋅+⋅ ×−−×××−××−  sau  

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
jgk

t
j iAvAyA ⋅−=⋅⋅⋅                                  (2.35) 

Notând: -  [ ] [ ] [ ] [ ]
)1()1(,)1(1)1( −×−−×××− =⋅⋅

nnsk
t

nlljln yAyA  - matricea admitanţelor 

nodurilor; 
- [ ] [ ] [ ]

1)1n(
s
g1lgl)1n( kj

iiA
×−××− =⋅ - matricea injecţiilor de curent sau matricea 

curenţilor injectaţi de surse în noduri, rezultă ecuaţia matriceală a 
nodurilor: 

[ ] [ ] [ ]
1)1(1)1()1()1(. ×−×−−×− −=

n
s
gnknnsk k

ivy                         (2.36) 

Consecinţe: 
 1) Ecuaţia Joubert a unei laturi exprimă dependenţa tensiunii de la 
bornele laturii de t.e.m. din latură şi căderea de tensiune de pe latură: 

jjjj izue =+  
 Aplicând teorema de echivalenţă a surselor reale de tensiune  în 
surse reale  de curent se poate defini ecuaţia Joubert în curent. 
  

 
Fig. 2.9 

 

jjjj izue =+  ⇒=+ j
j

j

j

j i
z
u

z
e

ij=yjuj+igj                     (2.37) 

 ecuaţia Joubert în tensiune  ecuaţia Joubert în curent 
Formele matriceale ale celor două ecuaţii pentru un circuit cu l laturi  

sunt: 
- [ ] [ ] [ ] [ ]

111 ××××
⋅=+

ljlljljlj izue  - ecuaţia matriceală Joubert în tensiune; 

- [ ] [ ] [ ] [ ]
111 ××××

+⋅=
lgljlljlj j

iuyi  - ecuaţia matriceală Joubert în curent. 

2) Între matricea operatorilor de impedanţă ai laturilor şi matricea 
operatorilor de admitanţă ai laturilor există relaţia: 

[ ] [ ] 1=⋅
×× lljllj yz                             (2.38) 
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3) Matricele topologice ale circuitului sunt ortogonale: [ ] [ ] 0=⋅ tAB  

[ ] [ ]( ) [ ] [ ] 0=⋅=⋅ ABAB ttt                             (2.39) 
4) Scrierea dezvoltată a sistemului de ecuaţii nodale conduce la: 
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112222121
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
           (2.40) 

ceea ce evidenţiază: 
- termenii din membrul drept reprezintă suma curenţilor de 

scurtcircuit ce alimentează nodul k. Curentul de scurtcircuit al unei laturi 
reprezintă curentul ce trece prin latură, ca rezultat al decuplării acesteia din 
circuit şi scurtcircuitării capetelor laturii (aducerii în contact al nodurilor). 

- termenii d e f orma s,ky  din matricea operatorilor de admitanţă 
reprezintă operatorii de admitanţă ai laturilor comune nodurilor k şi s şi are 
forma: 

∑=
j

sjjkjs,k yy αα                                    (2.41) 

unde:     - kjα  - coeficient de incidenţă al laturii j la nodul k; 
- jy  - operator de admitanţă al laturii j; 
- sjα  - coeficient de incidenţă al laturii j la nodul s. 
Întrucât s,ky  este operatorul laturii ce conectează nodurile k şi s, iar 

curentul printr-o latură nu schimbă de sens, rezultă 0<=∑
j

sjjkjs,k yy αα . 

- termenii de forma k,ky  reprezintă suma operatorilor de admitanţă ai 
laturilor ce converg în nodul k. Conform relaţiei 

∑∑ >==
j

jkj
j

kjjkjk,k yyy 02ααα  aceşti termeni sunt întotdeauna pozitivi. 

Observaţii: 
În cazul existenţei cuplajelor magnetice între laturile unui circuit 

aplicarea metodei potenţialelor nodale este dificilă din cauza semnului 
cuplajului în expresia termenilor s,ky  de admitanţă dintre noduri. 

  
 Observaţii generale referitoare la aria de aplicabilitate a ecuaţiilor de 
ochiuri şi ecuaţiilor nodale: 
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 1) Sistemul ecuaţiilor de ochiuri rezultă din aplicarea teoremei II 
Kirchhoff pe ochiurile independente ale unui circuit: Întrucât în formularea 
T2K intervin numai tensiuni (la borne, t.e.m., căderi de tensiuni) aplicarea 
metodei curenţilor de contur în circuite ce conţin surse de curent se f ace 
numai după echivalenţa acestora cu surse de tensiune. Dacă sursele de 
curent sunt ideale graful circuitului degenerează. 
 2) Sistemul ecuaţiilor nodale rezultă din aplicarea T1K în cele (n-1) 
noduri ale circuitului. În formularea T1K intervin numai curenţii din laturile 
circuitului, motiv pentru care sursele de tensiune se vor echivala cu surse ce 
curent. În circuitele ce prezintă surse ideale de tensiune sistemul ecuaţiilor 
nodale îşi reduce numărul de ecuaţii. 
 3) În circuitele ce conţin surse comandate pentru rezolvarea 
circuitului, indiferent de metoda abordată, sistemul de ecuaţii trebuie 
completat cu relaţiile de dependenţă introduse de sursele comandate. 
 

2.3 Tehnica analizei în curent. Metoda curenţilor de contur. 
A. Analiza în curent utilizând teoremele Kirchhoff.  
Această analiză presupune asocierea variabilelor în întreg circuitul a 

curenţilor din laturi. Pentru rezolvare avem două posibilităţi: 
- utilizarea sistemelor de ecuaţii rezultat din aplicarea teoremelor 

Kirchhoff I şi II; 
- rezolvarea sistemului de ecuaţii al curenţilor independenţi. 
În primul caz, sistemul matricial al ecuaţiilor este: 

01l1 =⋅ ××− ]i[]A[ jl)n(                             (2.42) 
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

11 ×××× =⋅⋅
ljloljjjlo eBizB                    (2.43) 

Exemplificăm metoda pe circuitul următor: 

  
Fig. 2.10  

 Pentru rezolvarea circuitului se alege un sens arbitrar pentru curenţii 
din laturi respectând indicaţiile din § 2.2. 
 - se asociază fiecărei laturi regula de la receptoare; 
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 - se identifică şi numerotează fiecare latură a circuitului; 
 - se identifică numărul de noduri ale circuitului, alegând un nod de 
referinţă. 
 După parcurgerea acestor etape circuitul devine: 

 

 
Fig. 2.11  

 
 Se trasează în continuare graful orientat al c ircuitului a legând 
arborele (4,5,6) şi construind ochiurile (buclele) independente. 
 

 
Fig. 2.12  

 
 Se alege un sens de parcurgere al  ochiurilor independente. Pe baza 
grafului se determină matricile de incidenţă a laturilor la noduri şi de 
apartenenţă a laturilor la ochiuri. 
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                                                   (2.44) 
 Matricea impedanţelor ochiurilor este: 

                     (2.45) 
iar matricea surselor este: 

                                (2.46) 
Notă: Indicele inferior al matricii indică dimensiunea acesteia (linii 

x coloane). Spre exemplificare, matricea  63mj ]Z[ ×  are 3 linii şi 6 coloane. 
 Înlocuind în ecuaţia matriceală a teoremelor Kirchhoff şi rezolvând, 
se obţin curenţii din laturi: mA5,1i1 = ;  mA1i2 −= ;  mA2i3 = ;  mA5,0i4 = ; 

mA5,0i5 −= ; mA1i6 = .  Semnul  minus  al curenţilor i2 şi i5 ne arată faptul că 
aceştia au  sens opus faţă de cel  adoptat. 

 
Consecinţele analizei în curent la  rezolvarea circuitelor  prin utilizarea 

teoremelor Kirchhoff  
 Ecuaţia matriceală : 

                                                     (2.47) 

conţine: 
 -           - matricea parametrilor circuitului; 
 -           - matricea necunoscutelor; 
 -           - matricea surselor. 
 Soluţia ecuaţiei matriceale este: 

 
mA2i3 =  
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                                 (2.48) 
 Dacă circuitul conţine surse de tensiune şi de curent, din cele “l” 
necunoscute al e ci rcuitului, num ai “ l-li “ reprezintă curenţi prin laturile 
circuitului întrucât “li “ curenţi ai surselor de curent sunt cunoscuţi. 
 Necunoscutele sistemului de ecuaţii sunt, în acest caz “l-li “ curenţi 
şi “li “ t ensiuni l a b ornele g eneratoarelor de curent. Sistemul m atriceal a l 
ecuaţiilor circuitului se obţin prin evidenţierea în teoremele Kirchhoff a 
laturilor ce conţin surse de curent. 
 Astfel, presupunând “li “ laturile ce conţin surse de curent în graful 
asociat c ircuitului, a ceste la turi n u in tervin în trucât impedanţa internă a 
surselor  de curent este infinită. Notând [A1] matricea de incidenţă a celor 
“l-li “ laturi la nodurile circuitului, respectiv [B1] matricea de apartenenţă a 
laturilor la  ochiurile ( buclele) independente d imensiunile acest or m atrici 
fiind: 
   

 
Aceste matrici sunt denumite matrici reduse de incidenţă a laturilor 

la noduri respectiv de apartenenţă a laturilor la ochiuri. 
 Evidenţiem în matricea circuitului de incidenţă a laturilor la noduri, 
matricea redusă presupunând că laturile ce conţin surse de curent au fost 
ultimele numerotate. 

                             (2.49) 

                                           (2.50) 

                 (2.51) 
 
 Cu aceste notaţii teorema I Kirchhoff în forma matriceală devine: 

     (2.52) 
unde am evidenţiat curenţii necunoscuţi ij prin laturile cu impedanţe şi 
curenţi injectaţi din laturile li. 
 Grupând termenii necunoscuţi şi cunoscuţi în ecuaţia matriceală de 
mai sus, obţinem pentru teorema I Kirchhoff expresia: 

 
 

unde: 

respectiv 
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]i[]A[]i[]A[ ig2j1 ⋅−=⋅                                            (2.53) 
 Procedând similar în construcţia matricii de apartenenţă a laturilor la 
ochiuri pentru întreg circuitul, obţinem: 

             (2.54) 
Teorema II Kirchhoff are, în acest caz, forma: 

            (2.55) 
 

 Rezolvarea circuitului implică cuplarea ecuaţiilor matriceale 
rezultate din: 
 - teorema I Kirchhoff :           ][][][][ 21 igj iAiA ⋅−=⋅ ;      (2.56) 
 - teorema II Kirchhoff :                0][][][][ 21 =⋅+⋅ ij uBuB ;       (2.57) 
 - ecuaţia Joubert :           

 
(2.58) 

 Grupând ecuaţiile matriceale şi separând termenii necunoscuţi după 
înlocuirea ecuaţiei Joubert în teorema II Kirchhoff, va  r ezulta si stemul 
matriceal: 
 

   
 (2.59) 

B. Metoda curenţilor de contur  
  

B1. Circuite ce conţin surse reale 
 Analiza în curent, din prezentarea făcută la punctul a, se bazează pe 
aplicarea teoremelor Kirchhoff. Această tehnică conduce la rezolvarea unui 
sistem de ecuaţii egal cu numărul laturilor unui circuit electric. 
 O reducere semnificativă a sistemului de ecuaţii, respectiv a timpului 
de calcul se obţine prin utilizarea ecuaţiilor curenţilor de contur. 
 Metoda de rezolvare implică înlocuirea variabilelor reale (curenţii 
din la turi) c u v ariabilele in dependente [curenţii de ochi ( buclă), 
independenţi sau de contur]. 
 Analiza circuitelor prin curenţii de contur indică o descompunere 
topologică a circuitelor complicate în circuite simple numite ochiuri (bucle) 
din a căror reunire se reconstituie circuitul iniţial. 

respectiv 

 sau 
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 Sistemul matriceal al ecuaţiilor curenţilor de contur conduce la 
rezolvarea a “b” ecuaţii de ochiuri (bucle) de forma: 
















=⋅++⋅+⋅

=⋅++⋅+⋅

=⋅++⋅+⋅

∑

∑

∑

∈

∈

∈

)(
,,2,2,1,1,

.

.

)2(
,,22,2,21,1,2

)1(
,,12,2,11,1,1

...

...

...

oj
jomoomomo

j
jomomm

j
jomomm

eiziziz

eiziziz

eiziziz

                 (2.60) 

unde: - 1,1z     - suma operatorilor de impedanţă întâlniţi la parcurgerea 
ochiului (1); 
 - ∑

∈ )1(j
je - suma algebrică a t.e.m. a surselor întâlnite la parcurgerea 

ochiului (1); 
- 2,1z     - suma operatorilor de impedanţă ai laturilor ce aparţin atât 

ochiului (1) cât şi ochiului (2). Semnul operatorului poate fi 
pozitiv sau negativ, după cum curenţii de contur parcurg 
latura comună ochiurilor, în acelaşi sens sau în sensuri 
opuse. 

 Întrucât în scrierea directă a ecuaţiilor de ochiuri intervin căderile de 
tensiune pe elementele de circuit şi t.e.m. ale surselor, sursele de curent 
trebuiesc transformate în surse de tensiune. 
 Exemplul 1: 

 
Fig. 2.13  

 Pentru aplicarea metodei curenţilor de contur, se echivalează sursa 
reală de curent cu sursa reală de tensiune. După aplicarea teoremei de 
echivalenţă a surselor, circuitul devine: 

 
Fig. 2.14 

87



Adrian A. Adăscăliţei: Teoria Circuitelor Electrice 
 

 Circuitul obţinut conţine 3 laturi şi două noduri. Asociind sensuri de 
trecere a cu renţilor prin laturile circuitului, se poate trasa graful orientat al 
circuitului, respectiv buclele (ochiurile) independente: 
 

 
 

Fig. 2.15 
 
 Identificând operatorii de impedanţă ai sistemului ecuaţiilor de 
contur obţinem Ω= K3z 1,1 , Ω= K1z 2,1 , 2,11,2 zz = , Ω= K4z 2,2 , 1,m1 ii = , 2,m2 ii = , 

2,m1,m3 iii += . Rezultă astfel următorul sistem de ecuaţii de soluţionat: 





=⋅+⋅

=⋅+⋅

1041
813

21

21

,m,m

,m,m

ii
ii

                             (2.61) 

 
Metoda a II-a 
Această metodă de rezolvare a circuitului presupune determinarea 

grafului orientat al circuitului şi având în vedere că în graful asociat sursele 
de tensiune se înlocuiesc prin scurtcircuite( dacă sunt surse ideale), ia r 
sursele de curent prin rezistenţă infinită (borne în gol). Prin această metodă 
se obţin buclele (ochiurile) independente ale circuitului. 
 

 
 

Fig. 2.16  
 

Observaţie: 
Graful unui circuit electric ce conţine sursă de curent se reduce. 

Graful p ermite d eterminarea b uclelor (ochiurilor) independente 
necunoscute. Reducerea numărului laturilor circuitului este evidentă prin 
echivalenţa sursei de curent în sursă de tensiune. 
 Întrucât circuitul real nu poate fi reconstituit din curenţii de buclă 
(ochi) ai grafului rezultă că circuitul real mai conţine un curent de buclă 
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(ochi) cunoscut, curent  impus de sursa de curent dacă ea ar acţiona singură 
pe acel contur. 

 
Fig. 2.17 

 Circuitul re al e ste f ormat d in tre i bucle (ochiuri) parcurse d e 
curenţii: 

- 1mi  şi 2mi - necunoscuţi; 
 
- mA3ii g3m ==  cunoscut (impus de sursa de curent). 

Sistemul ecuaţiilor de ochiuri este, în acest caz, următorul: 
 

                 (2.62) 
echivalent, după înlocuiri, cu: 

                                (2.63) 
Concluzii: 
1. Ori de câte ori într-un circuit electric debitează o sursă de curent, se 

construieşte o buclă (un ochi) ce va conţine numai această sursă. Curentul din 

această buclă (acest ochi), este cunoscut fiind impus de sursa de curent. 
2.  Graful asociat circuitului permite determinarea celorlalţi curenţi 

independenţi (necunoscuţi) ai circuitului. 
 
B.2 Circuite ce conţin surse ideale de curent. 
 
Se consideră circuitul din figura următoare ce conţine pe  una  din 

laturi o sursă ideală de curent. Rezolvarea acestui circuit prin metoda 
curenţilor de contur presupune determinarea buclelor (ochiurilor) 
independente pentru care să se scrie ecuaţiile de ochiuri (bucle). 

Analiza topologică a circuitului indică:  
- l = 6; 
- n = 4; 
- o = l - (n –1) = 3. 
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Întrucât graful asociat circuitului nu conţine latura sursei de curent, 
rezultă că pentru reconstituirea circuitului real, sursa de curent debitează pe 
o buclă independentă (un ochi independent). 

 
Fig. 2.18 

Obs: Graful orientat admite două bucle (ochiuri) independente. 

 
 
 

Fig. 2. 19 
Sistemul ecuaţiilor de ochiuri (bucle) conţine doi curenţi 

independenţi necunoscuţi im1 şi im2 şi un curent independent impus de sursa 
de curent im3=0,5 mA. Sistemul de ecuaţii al circuitului este:  









=

++=

−++=

5,0

)10()12()0(8

)3()0()5,4(8

:
:
:

3

321

321

m

mmm

mmm

i

iii

iii

III
II
I

                    (2.64) 

iar relaţiile între curenţii independenţi şi curenţii reali sunt: 
 

32311221 54321 ;;;; mmmmmmmm iiiiiiiiiiiii +=−==−=+=     (2.65) 
 Concluzie: 
 Ori de câte ori avem o sursă independentă de curent sistemul 

ecuaţiilor de ochiuri se reduce. 
 
 B.3 Circuite ce conţin surse dependente 
 
 Sursele de pendente pot  f i de  t ensiune s au de  c urent c u c ontrol în 
tensiune sau curent. Analiza circuitelor prin metoda curenţilor de contur 
aplicându-se pe ochiuri, prezenţa surselor dependente de tensiune cu control 
în curent sau tensiune nu ridică probleme în scrierea ecuaţiilor de ochiuri. 

Circuit electric Buclele independente ce reconstituie  
circuitul electric 
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 Întrucât sistemul ecuaţiilor de ochiuri are dimensiunea b, egală cu 
numărul de ochiuri independente, iar sursa dependentă introduce o 
necunoscută (mărimea prin care este controlată sursa) pentru rezolvare 
sistemul trebuie completat cu relaţia de dependenţă a sursei controlate. 
 
 Exemplul 1: 
 Evidenţiem prin circuitul următor modul de tratare al sursei 
dependente in scrierea sistemului de ecuaţii al curenţilor de contur: 
  

          
În ecuaţiile  ochiurilor sursa dependentă o tratăm ca pe o sursă 

independentă iar apoi scriem ecuaţia de dependenţă. Pentru circuitul analizat 
putem defini: 

I : )8(i)4816(iv22 2m1mx +++⋅=⋅−  
II: )183(i8iv28 2m1mx +++⋅=⋅−  

 Relaţia de dependenţă introdusă de sursa controlată este : 
  1m1x i16i16v ⋅=⋅=  
 Concluzii: 
 1. O sursă dependentă conduce la creşterea numărului de 
necunoscute şi implicit a numărului de ecuaţii pentru soluţionarea 
circuitului. 
 2. În scrierea sistemului ecuaţiilor de ochiuri sursa dependentă este 
tratată ca o sursă de t.e.m. cu valoare cunoscută (ex: 2vx), urmând ca apoi 
să-i fie redată dependenţa printr-o ecuaţie suplimentară. 
 
 Exemplul 2 

În c ircuitele c e conţin surse de curent controlate în curent sau 
tensiune, tehnica rezolvării este similara celei prezentate la surse 
independente de curent. Î n pr incipiu, a ceasta t ehnica pr esupune e vitarea 
laturii sursei de curent. În acest  caz g raful asociat ci rcuitului degenerează, 
iar sistemul ecuaţiilor de ochiuri îşi reduce ordinul. 

Analiza topologică: 

- l=3; 

- n=2; 

- o=l-n+1=2. 
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 Sistemul ecuaţiilor ochiurilor este  : 
 I) )3(i)0(i)32(i6 3m2m1m ⋅+⋅++=  
 II) )5(i)45(i)0(i6 3m2m1m ⋅++⋅+⋅=  
         3m2m2xx3m iiiicui5,1i +==⋅=  
 Obţinem astfel sistemul de ecuaţii de 3 ecuaţii cu trei necunoscute: 
           3)i5,1(5i6 x1m ⋅+⋅=  
       5)i5,1(9i6 x2m ⋅+⋅=  
            3m2mx iii5,1 +=  
 Observaţii 
 10 - Prezenţa sursei de curent reduce numărul ecuaţiilor de ochiuri, 
dar dependenţa sursei introduce o ecuaţie suplimentară. 
 20 - Sursa dependentă a fost tratată în rezolvarea problemei ca o 
sursă independentă, după care sistemul ecuaţiilor a fost completat cu relaţia 
de dependenţă  
introdusă de sursă. 
 Temă:  - Să se rezolve prin metoda curenţilor de contur circuitele: 

 

 
a) b) 

Fig. 2.20 
 
2.4 Tehnica analizei în tensiune a circuitelor electrice 

 
 Acest tip de analiză presupune asocierea variabilelor independente 
pe întreg circuitul, a tensiunilor de la bornele laturilor. Cunoaşterea acestor 
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tensiuni c onduce la determinarea curenţilor din laturile circuitului , din 
ecuaţia Joubert în curent. Analiza în tensiune a circuitelor se poate face din 
sistemul ecuaţiilor Kirchhoff sau cu ecuaţiile nodale. 
 
 A. Analiza în tensiune utilizând teoremele Kirchhoff 
 
 Sistemul matriceal a l te oremelor lu i K irchhoff p entru un circuit cu 
“l” laturi conduce la un sistem de “l” ecuaţii cu (n-1) necunoscute furnizate 
de T1k si  “b” necunoscute furnizate de T2k. 
 Utilizarea ecuaţiei Joubert matriceală în curent :   
 [ ] [ ] [ ] [ ]lxlgj

S
lxjlxljjlxj iuyi +⋅=

11
 în T1k conduce la un sistem de ecuaţii 

cu “l” t ensiuni necunoscute  l a bornele l aturilor “j ” necunoscute. Sistemul 
matriceal al analizei in tensiune este: 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ]





=⋅

−==⋅⋅ −−−

0

1 1)1()1(1)1(

joxl

xngk
S

gk
S

xlnjlxjjxln

uB

ilxiAuyA
         (2.66) 

  Notând [ ] [ ] [ ]
lxljjxl)1n(xl)1n(j,k yAy ⋅= −−

 - matricea operatorilor de admitanţă ai 
laturilor “j” conectate în nodurile “k, rezultă ecuaţia matriceală: 
   [ ] [ ] [ ] 1lx

'
lxljlxlu SuK =⋅  

                                                                                           matricea surselor 
                matricea necunoscutelor
      
                                                                   matricea parametrilor  
 
 Deoarece an aliza î n t ensiune cu  aj utorul t eoremelor K irchhoff n u 
reduce numărul ecuaţiilor şi implicit al necunoscutelor, nu insistăm în 
prezentarea rezolvării acestei metode. Ea se pretează numai în rezolvarea 
numerică. 
 
 B. Metoda potenţialelor nodale de analiză a circuitelor. 

 
 B.1 Circuite cu surse reale independente 

 Metoda potenţialelor nodale de analiză a circuitelor electrice 
presupune î nlocuirea v ariabilelor reale cu variabilele a uxiliare 
(independente), care sunt potenţialele ataşate nodurilor. Sistemul ecuaţiilor 
nodale conduce la rezolvarea a (n-1) ecuaţii obţinute prin aplicarea teoremei 
“I” a lui Kirchhoff. 
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 Întrucât ecuaţiile nodale sunt obţinute din T1k rezultă că forma 
directă de scriere a sistemului ecuaţiilor nodale este folosită numai în 
circuitele ce conţin surse de curent. Dacă circuitul conţine surse de tensiune, 
acestea vor fi transformate prin teoremele de echivalenţă în surse de curent. 
 Sistemul ecuaţiilor de ochiuri în formă directă este: 









−=⋅−−⋅+⋅−

−=⋅−−⋅−⋅−⋅

∑

∑

∈
−−

∈
−−

)1(
211,222,211,2

)1(
111,133,122,111,1

...

...

j

S
gnn

j

S
gnn

ivyvyvy

ivyvyvyvy
                (2.67) 

unde: - yk,k - suma operatorilor de admitanţă ai laturilor conectate în nodul 
k; 
 - yk,s - suma operatorilor de admitanţă ai laturilor ce leagă nodurile k 
şi s; 
 - ∑

∈ )k(j

s

kgi - suma curenţilor de scurtcircuit ce alimentează nodul k sau 

suma surselor de curent ce alimentează nodul k. 
 Exemple: 

1. În circuitul din figura de mai jos sunt cunoscute sursele şi 
parametrii circuitului. Să se determine potenţialele nodurilor, 
respectiv tensiunile la bornele laturilor. 

2.  

 
 

Fig. 2.21 
 Analiza topologică: 
 - l=5; - n=3; - o=l-n+1=3. 
 Metoda de rezolvare. 

1. Identificăm dacă sursele de tensiune pot fi transformate în surse 
de curent. Circuitul obţinut este redat în figura 2.22 

 

 
Fig. 2.22 
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 2. Ataşăm fiecărui nod k un potenţial vk şi alegem un nod de 
referinţă cu potenţial identic nul (v3=0). 
 3. Dacă sursele de tensiune pot fi transformate în surse d e cu rent, 
aplicăm în formă directă ecuaţiile nodale ataşate nodurilor v1 şi v2. 
 ∑

∈

−=⋅−⋅
)1(

121111
j

S
givyvy       ; ∑−=⋅+⋅− )( 2222121 g

sivyvy ;   (2.68) 

unde: - y11 - suma conductanţelor laturilor conectate în nodul 1; 
 - y21 - suma conductanţelor laturilor dintre nodurile 1 şi 2. 
 Identificând operatorii de admitanţă obţinem: 

5,
3
9

4
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2
1

4
1,

4
1

6
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)2()1(

2,2

2,21,1

−==
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+=++=
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jg ii
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                     (2.69) 

 Observaţie:  
 Tensiunile sunt exprimate în V, rezistenţele în KΩ, iar curenţii în 
mA. Sistemul ecuaţiilor nodale ataşat circuitului este: 


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
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4
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3
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vv

vv
                         (2.70) 

 Rezolvat prin eliminare gaussiană admite soluţiile: V6v,V2v 21 −== . 
 B.2 Circuite ce conţin surse ideale 
 Deoarece sistemul ecuaţiilor nodale se obţine din aplicarea T1K, 
existenţa sursei ideale de curent în circuitul analizat nu creează probleme de 
aplicare a metodei potenţialelor nodale. Sursa de tensiune ideală într-un 
astfel de circuit, pentru neiniţiaţi, poate constitui un obstacol. 
 O aprofundare a rolului şi funcţionării acestei surse c onstituie un 
prim pas în depăşirea acestui obstacol. Al doilea pas în rezolvarea problemei 
de analiză îl constituie aprofundarea metodei potenţialelor nodale, şi anume 
trebuie reţinută idea că metoda provine din aplicarea T1K în cele n-1 noduri 
ale circuitului. Să detaliem aceste afirmaţii. 
 Sursa ideală de tensiune, conform celor expuse în capitolul 1, are 
proprietatea că debitează t.e.m. indiferent de încărcare (curent). În 
consecinţă, t.e.m. a acestei surse este impusă. Întrucât sursa este conectată la 
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două noduri, potenţialele ataşate acestor noduri sunt dependente, relaţia de 
dependenţă dintre ele este dată de t.e.m. a sursei ideale. Exemplificăm 
această afirmaţie pe circuitul următor: 

  
Fig. 2.23 

 Ecuaţia Joubert în tensiune a laturii 6  este: 
6666 izue ⋅=+ ,  cu 0z6 =  (rezistenţă nulă). 

rezultând:  0vve 326 =−+    sau   2326 v8vve +==+ . 
 Dacă acest circuit este pasivizat, nodurile 2 şi 3 constituie un singur 
nod fictiv. A plicarea metodei de scriere directă a sistemului de ecuaţii 
nodale nu este posibilă, deoarece admitanţa laturii 6 este infinită. În acest 
caz trebuie să depăşim al doilea obstacol în rezolvarea circuitului şi anume 
să pornim de la bazele metodei (teoremele Kirchhoff). 
 Alegând 0v4 =  rezultă, din analiza topologică a circuitului  numărul 
de noduri în care se aplică teorema I Kirchhoff ( 31n =−  ). Întrucât p rin 
pasivizare avem un nod fictiv (între nodurile 2 şi 3 (o latură cu impedanţă 
nulă), aplicăm T1K în nodurile: 

(1) : 0421 =−+ iii ; (2 şi 3) : 




+=
=−

456

632

iii
iii

   4532 iiii +=−⇒ . (2.71) 

 Cu alte cuvinte considerăm nodul 2 suprapus nodului 3 şi scriem 
T1K. Explicităm în sistemul de ecuaţii al circuitului, curenţii din laturi prin 
ecuaţia Joubert (numai pentru laturile ce conţin operatori de impedanţă 
(laturile 2, 3, 4, 5)) : 

 

53

413

32

221

100
2
30

5,1

iv
ivv

iv
ivv

⋅=−
⋅=−
⋅=−
⋅=−

                                          (2.72) 

 În plus ţinem cont de relaţia de dependenţă introdusă între potenţiale 
de sursa ideală de t.e.m. 8vv 23 += . Înlocuind în T1K obţinem un sistem de 2 
ecuaţii cu necunoscutele ( v1 şi v2). 
 Concluzii: 
 1. Prezenţa unei surse ideale de tensiune într-un c ircuit e lectric 
reduce numărul potenţialelor necunoscute şi implicit a ecuaţiilor nodale. 
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 2. Potenţialele  nodurilor la care se conectează sursa ideală de 
tensiune pot fi cunoscute dacă unul din noduri este ales de referinţă. 
 
 B.3 Analiza nodală în circuitele ce conţin surse dependente 
 Sursele d e cu rent controlate în curent sau tensiune nu ridică 
probleme în rezolvarea nodală a circuitelor. Ele sunt tratate în scrierea T1K 
ca surse de curent  
independente, urmând a completa sistemul ecuaţiilor nodale cu relaţiile de 
dependenţă introduse de surse. 
 Exemplul 1 
 Circuite ce conţin surse de curent comandate în tensiune(VCCS). 
 Să se determine potenţialele nodurilor pentru circuitul din figura 
următoare: 

 
Fig. 2.24 

 Analiza topologică: 
 - l=6; - n=4; - b=l-n+1=3; 
 Impunem potenţial de referinţă v4=0. Ecuaţia Joubert a  la turii 6  c e 
conţine sursa ideală de tensiune conduce la: V5v0v05 33 =⇒=−+ , potenţial 
impus de sursa independentă de tensiune. Pentru rezolvarea circuitului prin 
potenţiale nodale se aplică T1K în nodurile necunoscute (v1 şi v2). 
 (v1) :  0iii 543 =−+−  
 (v2) :  0iii 321 =++−  
 Sistemul este completat cu relaţia de dependenţă a sursei comandate: 
 )0v(5,1)1i(5,1v5,1i 14x1 −⋅=⋅⋅=⋅=  întrucât )0v(v 1x −= . 
 Din ecuaţiile Joubert ale laturilor ce conţin operatori de admitanţă 
(conductanţă)  
se determină curenţii funcţie de potenţiale astfel: 

4
vvi 32

2
−

=  ;   
3

vvi 12
3

−
=  ;   

1
0vi 1

4
−

=  ;   
2

vvi 13
5

−
= .             (2.73) 
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 Se obţine sistemul de 3 ecuaţii ce admite soluţiile v1=3V,  v2=9V: 
 
 Exemplul 2 
 Circuite ce conţin surse de tensiune comandate în curent (CCVS)  
 Urmărim să aplicăm metoda potenţialelor nodale pe circuitul de mai 
jos. 

 
Fig. 2.25 

 Aplicând T1K în nodul 1 rezultă: 
0iii 321 =+−− ,   cu:     

3
v12i 1

1
−

= ,    
2

vi4i 1x
2

−⋅
= ,   3i3 = .        (2.75) 

 Înlocuind obţinem ecuaţia: 
03

2
i4v

3
12v x11 =+

⋅−
+

−                                  (2.76) 

completată cu relaţia de dependenţă: 
3

v12ii 1
1x

−
== . 

 Sistemul de ecuaţii este echivalent cu cel obţinut prin aplicarea 
directă a metodei potenţialelor nodale tratând sursa de tensiune dependentă 
ca o sursă reală de tensiune. 
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 Soluţia sistemului de ecuaţii este: v1=6V,  i=2mA. 
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 Exemplul nr.3  
 Circuit ce conţin surse de tensiune comandate în tensiune (VCVS) 
 Prin acest exemplu evidenţiem analiza prin metoda potenţialelor 
nodale a circuitelor ce conţin surse ideale de tensiune comandate în 
tensiune. 

 
Fig. 2.26 

 Întrucât circuitul conţine o sursă ideală de tensiune potenţialul v3 
este i mpus d e aceast a v 3 =2vx. P entru r ezolvarea c ircuitului presupunem 
cunoscut acest potenţial în scrierea ecuaţiilor nodale. Aplicarea T!K în 
nodul 1 şi 2.determină: 
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echivalent cu 
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 Concluzii:   
1. Tratarea sursei dependente ca o sursă independentă conduce la 

reducerea sistemului de ecuaţii noda le. T eorema I  Kirchhoff se 
aplică numai în nodurile la care nu se conectează sursele  ideale 
de tensiune. 

2. Ecuaţiile nodale pentru a fi rezolvate trebuiesc completate cu 
relaţiile de dependenţă impuse de sursele comandate 
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2.5 Analiza circuitelor electrice utilizând principiul superpoziţiei 
 Principiul superpoziţiei este larg folosit în explicarea fenomenelor 
fizice complicate. El presupune descompunerea fenomenului într-o sumă de 
fenomene simple. Acest principiu a fost utilizat  şi în analiza circuitelor prin 
metoda curenţilor de contur. Superpoziţia folosită a fost una topologică 
unde circuitul este o superpoziţie a  buclelor (ochiurilor) independente, 
elementele de circuit aparţinând mai multor bucle (ochiuri). Superpoziţia 
buclelor (ochiurilor) independente reconstituie circuitul analizat. 
 În electrotehnică, principiul superpoziţiei se aplică şi în cazul 
excitaţiilor (surselor) păstrând topologia circuitului. El are următoarea 
formulare “ răspunsul stabilit de generatoare într-o reţea liniară este egal 
cu suma răspunsurilor stabilite de fiecare generator dacă ar acţiona singur 
în reţea”. 
 Practic pentru o reţea ce conţine mai multe surse, răspunsul pe o 
latură pasivă este egal cu suma răspunsurilor fiecărei surse dacă celelalte 
surse su nt p asivizate. P asivizarea su rselor u nui ci rcuit el ectric p resupune 
înlocuirea surselor cu rezistenţele (sau impedanţele) interne. Astfel: 
 - sursele ideale de tensiune sunt înlocuite printr-o latură cu rezistenţă 
nulă (scurtcircuit) 
 - sursele reale de t ensiune sunt înlocuite prin impedanţă(rezistenţă) 
internă 
 - sursele de curent prin borne în gol (circuit deschis) 
 Această pasivizare este posibilă numai pentru sursele independente 
fie de tensiune f ie d e cu rent ( Observaţie: Sursele dependente nu pot fi 
pasivizate). 
 Exemple de aplicare a principiului superpoziţiei. În circuitul următor 
acţionează două surse. Conform principiului expus avem:  

 
 Fig. 2.27  

 Rezolvarea circuitului iniţial (ce conţine mai multe surse) presupune 
rezolvarea circuitelor elementare ce conţin o singură sursă.  
 Curentul sau tensiunea la bornele unei laturi este suma algebrică a 
curenţilor din aceeaşi  latură, latură ce aparţine tuturor circuitelor 
elementare. Astfel: 
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 Circuitul ce conţine sursa de t.e.m. conţine două bucle (ochiuri). 
Pentru a rezolva se aplică metodele prezentate (Kirchhoff, curenţi contur, 
potenţiale nodale). Aplicăm curenţi contur: 
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 Circuitul ce conţine sursa de curent poate f i r ezolvat a plicând 
tehnica transfigurării şi reducerii, astfel: 

)(
21
1

21
1514

7
5

3
2
7
5
7
2

3
1

9
31"

3
2

9
61

36
6""

6
"

5
"

4
"

3

12

opussensmAi

mAi

mAi

mAi

mAii

=
−

=−=

=

=

=⋅=

=⋅=
+

=

                  (2.82) 

 Curenţii reali ai circuitului sunt: 
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 Principiul superpoziţiei se aplică când în circuit acţionează surse de 
frecvenţe diferite. În acest caz fiecare circuit  elementar conţine  surse de 
aceeaşi frecvenţă.  
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3.1 Teorema substituţiei 

Circuitele electrice sunt formate din elemente de circuit prevăzute cu 
legături conductoare între ele. O latură “j” a unui circuit electric este un 
dipol şi este complet definită de caracteristica i j - uj . Acest dipol poa te f i 
pasiv (conţine numai elemente R,L,C) sau activ . Faţă de bornele unei laturi 
reţeaua electrică la rândul ei poate fi privită ca un dipol activ sau pasiv. 
 Să considerăm o latură oarecare “j” dintr-o reţea, căreia i se aplică 
tensiunea “uj” la borne şi este parcursă de curentul “ij”.  
 

 
Fig. 3.1 

Enunţ:  
“Într-un circuit electric o latură pasivă parcursă de curentul “ij” şi 

având la borne tensiunea “uj”, poate fi substituită (înlocuită) fie cu un 
generator de tensiune fie cu un generator de curent.” 

 

 
Fig. 3.2 

Demonstraţie:  
 Întrucât latura “j” selectată este un dipol receptor ecuaţia Joubert în 

tensiune cu  r egula d e l a r eceptoare est e: jjj izu ⋅= , s au f orma 
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echivalentă 0uiz- jjj =+⋅ . Comparând cu ecuaţia generală Joubert 
pentru laturi active rezultă: 

jjj ize- ⋅=  sau 0ue- jj =+ ,                                   (3.1) 
 

Aceasta reprezintă ecuaţia Joubert a laturii “j” ce conţine numai 
sursa ideală de tensiune electromotoare “ej”. 
 Ecuaţia Joubert în curent a unei laturi “j” de operator yj este: 

ij=yjuj+igi ,                                                     (3.2) 
 Această ecuaţie presupune existenţa în paralel la aceeaşi tensiune 
“uj” a două laturi parcurse de curenţii igi şi yjuj. O sursă ideală de curent are 
admitanţa yj=0, iar curentul injectat sub tensiunea uj are valoarea ij= igi. 

În concluzie, o latură pasiva poate fi înlocuită : 
     - cu o sursă ideală de tensiune (ej=-zjij)  sursa ce are  sens opus curentului 
din latură; 
     - cu o sursă ideală de curent  (igi=ij)  având orientarea în sensul curentului 
din latură. 
 
3.2 Operatorul de impedanţă internă al reţelei dipolare. Rezistenţa 
internă a unui dipol 
 3.2.1 Operatorul de impedanţă internă al reţelei dipolare. 

Într-o reţea electrică orice element de circuit poate fi considerat 
conectat împreună cu alte elemente de circuit şi în ansamblu formând 
reţeaua complexă. Putem să punem problema şi invers şi anume că orice 
element de circuit poate fi selectat dintr-o reţea complicată.  

În consecinţă reţeaua este formată din module de circuit, module ce 
pot fi desenate, construite, analizate, testate şi reparate separat. Un sistem 
familiar este oferit d e el ectronica si stemelor au dio u nde su nt co nectate 
împreună, prin cablu, casetofonul, aparatul de radio, pick-up-ul şi staţia de 
amplificare.  
 Oricare d intre a ceste m odule (a parate p rivite in dividual) s unt 
alcătuite din subansamble numite circuite. Unele dintre aceste module sunt 
foarte m ici şi constituie circuitele integrate. Aceste circuite integrate sunt 
alcătuite din zeci sau chiar sute de elemente de circuit precum rezistoare, 
capacitoare, bobine, diode, tranzistoare fabricate în cip-ul de siliciu.  
 Indiferent de structură şi complexitate, circuitului la ieşire i se 
cuplează o sarcină. Faţă de bornele sarcinii, circuitul poate fi privit ca un 
dipol activ. Acestui dipol asociat reţelei sau circuitului trebuie să-i 
determinăm parametrii. Conform clasificării prezentate în capitolul 1 
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elementele dipolare active conţin o tensiune electromotoare echivalentă şi 
un operator de impedanţă internă zech 
 Să presupunem că circuitul arbitrar ales conţine surse de tensiune şi 
surse de curent. Interesează în continuare să determinăm valorile limită ale 
curentului, respectiv ale tensiunii ce pot fi aplicate unei sarcini conectate la 
bornele dipolului. Cu alte cuvinte căutăm să determinăm caracteristica “i-u” 
a dipolului activ.  
 Pentru a rezolva problema să considerăm conform figurii următoare 
drept sarcină latura “j” cu operatorul de impedanţă zj. 
 

 

 

 

 

Fig.3.3 
 

 

 Aşa cum am menţionat, urmărim să echivalăm, faţă, de bornele 
sarcinii, circuitul cu un dipol activ. Pentru aceasta aplicăm pentru  latura “j” 
teorema substituţiei ,latura ce o putem înlocui printr-o sursă de curent igi=ij, 
ce are la b orne t ensiunea u j. Circuitului astfel obţinut îi aplicăm pentru 
determinarea curentului debitat principiul superpoziţiei: 

 
Fig. 3.4 

 Conform principiului superpoziţiei tensiunea uj este eg ală cu suma 
contribuţiilor fiecărei surse la bornele laturii “j” dacă fiecare ar acţiona 
singură în reţea celelalte fiind pasivizate:  uj=ujo+uig , unde: 
             - uig se determină prin aplicarea teoremei II Kirchhoff pe oc hiul 
circuitului pasivizat,  

0= uig+zechi; ,                                                  (3.3) 
Înlocuind rezultă; 

uj=ujo-zjij,                                                       (3.4) 
Caracteristica ij-u a dipolului are forma prezentată în figura 3.5: 
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Fig. 3.5 

 
Analiza curbei i-u la bornele dipolului activ evidenţiază: 

            - tensiunea la bornele dipolului este cuprinsă între 0 şi tensiunea de 
mers în gol uj0; u∈(0,uj0). 
            - funcţionarea în gol a dipolului implică ∞→jz , i ar t ensiunea l a 
borne este t.e.m. furnizată de dipolul activ. 
 - în funcţionarea în scurtcircuit a dipolului, curentul este limitat de 
operatorul de impedanţă internă al dipolului zech. Î n c. c. acest  o perator 
reprezintă rezistenţa internă a dipolului. 
 Concluzii:  

1. - Orice ci rcuit electric faţă de două borne poate fi reprezentat 
printr-un dipol echivalent. T .e.m. a  di polului e ste t ensiunea de  
mers în gol a dipolului, iar rezistenţa internă (operatorul de 
impedanţă intern) este rezistenţa faţă de cele două borne a 
circuitului pasivizat. 

2.  - Regimul de funcţionare al oricărui dipol electric este cuprins 
între mersul în gol şi scurtcircuit. 

 Latura pasivă “j” cu operatorul de impedanţă zj poate fi înlocuită în 
circuit şi printr-o sursă de t.e.m. având sens opus curentului din circuit. 
Aplicând acestui circuit principiul superpoziţiei, curentul debitat de dipolul 
activ este superpoziţia curenţilor din latura “j” dacă în circuit ar acţiona câte 
o singură sursă, conform schemei următoare: 
 

 
Fig. 3.6 
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 Se obţine astfel relaţia curentului debitat de un dipol activ: 

ech

j
scj z

u
-ii = ,                                                  (3.5) 

 Identificând cu relaţia curentului debitat din primul caz, rezultă: 

ech

j0
sc z

u
i =  - valoarea curentului de scurtcircuit între  bornele unui dipol. 

 Concluzie: 
1. Curentul debitat de un dipol activ poate lua valori (la sarcină 

variabilă) între 0 (mersul în gol) şi valoarea de scurtcircuit (borne 
scurtcircuitate) 

2. Rezistenţa internă a unui dipol activ poate fi determinată ca raport 
între tensiunea de mers în gol şi curentul de scurtcircuit faţă de 
bornele analizate 

3. În reţelele pasive (ce nu conţin surse în interior) tensiunea la 
mersul în gol este nulă, dar şi curentul de scurtcircuit este nul. În 
această situaţie, rezistenţa (impedanţa) internă a dipolului se 
poate determina alimentând bornele dipolului  de la o sursă uj ce 
debitează curentul ij. Rezistenţa echivalentă (operatorul de 
impedanţă echivalent)a reţelei este raportul dintre tensiunea 
aplicată şi curentul absorbit de circuit. 

j

j
ech i

u
z =                                                                          (3.6) 

Concluzie generală: 
O reţea oarecare (cu sau fără surse în interior) faţă de două borne de 

acces poate fi considerată un dipol echivalent care are ecuaţia: 

ech

j

ech

j0

ech

j
scj z

u
-

z
u

z
u

-ii ==                 (3.7) 

3.2.2 Determinarea rezistenţei echivalente a dipolului activ 
 Pentru un circuit (reţea) oarecare faţă de două borne de acces poate 
fi determinată rezistenţa internă (operatorul de impedanţă internă) a reţelei 
prin două relaţii şi anume: 

jsc

j
ech i

u
R 0=    sau   

j

j
ech i

u
R =  pentru dipol pasiv           (3.8) 

 Cele două relaţii ale rezistenţei interne a unui dipol implică două 
metode de determinare a acesteia şi anume: 
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1. rezistenţa internă a unui dipol este raportul dintre tensiunea de 
mers în gol între cele două borne şi curentul de scurtcircuit, 

2. rezistenţa internă a unui dipol se obţine prin pasivizarea tuturor 
surselor independente din circuit şi aplicarea la bornele de acces a 
unei surse de t.e.m. cunoscută şi măsurarea(determinarea) 
curentului absorbit de circuit. 

j

j
ech i

u
R =                                                    (3.9) 

 A) Determinarea rezistenţei echivalente în circuitele ce conţin surse 
independente 
 Exemplul 1  

- Metoda I 
Să considerăm divizorul de tensiune din figura următoare, alimentat 

de la o sursă de 24V c.c. Tensiunea de ieşire a acestui circuit este tensiunea 
de pe  rezistorul R2 = 10kΩ 

 
Fig. 3.7 

 Tensiunea de mers în gol pe rezistorul de 10 kΩ este: 

( ) V
k

kVuab 6
3010

10240 =
Ω+

Ω
=                           (3.10) 

 Curentul de scurtcircuit între bornele a,b, are valoarea: 

mA,
k
Vi abs 80

30
24

=
Ω

= ;      Ω=== k,
mA,
V

i
uR

abs

abo
ech 57

80
6           (3.11) 

- Metoda a II-a 
 Pasivizând circuitul faţă de bornele a,b, rezistenţă echivalentă este 
egală cu rezistenţa circuitului: 

Rech 
Fig. 3.8 
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Ω==
+
⋅

== k,IIRech 57
40

300
3010
30103010                                           (3.12) 

ceea ce este echivalent cu alimentarea circuitului pasivizat de la o sursă 
exterioară de tensiune Raportul dintre tensiunea aplicată şi curentul debitat 
reprezintă rezistenţa circuitului.  

 

21 RR
i
uRech II==    (3.13) 

 

                Fig.3.9 
 Exemplul 2 
 - Metoda I  
 Se consideră circuitul din figura următoare şi se urmăreşte 
determinarea rezistenţei echivalente a circuitului faţă de bornele  A - B. 

 
Fig. 3.10 

 Metoda I de determinare a rezistenţei echivalente presupune 
determinarea tensiunii de mers în gol şi a curentului de scurtcircuit între A 
şi B.  
 Determinarea tensiunii de mers în gol între bornele A şi B presupune 
aflarea potenţialelor punctelor A şi B din circuitul obţinut prin scoaterea din 
circuitul iniţial a rezistenţei R. 

 
Fig. 3.11 

 Prin înlăturarea rezistenţei R, circuitul  se  simplifică  degenerând  în  

două  bucle independente parcurse de curenţii mAiI 1
36

9
=

+
=  şi mAiII 5=  

impus de sursa independentă de curent. 
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 Tensiunea între bornele A şi B se determină ca diferenţă a 
potenţialelor punctelor A şi B, potenţiale obţinute din căderea de tensiune 
pe rezistenţele de 6 kΩ respectiv 2kΩ. Asociind regula de la receptoare între 
tensiune şi curent pe o rezistenţă obţinem:  

⇒
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⋅=−=

2
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0

0

IICBCB

ICACA

IVVU

IVVU

VIIVVUU IBACBCA 16521626 20000
=⋅+⋅=⋅+⋅=−=−⇒   (3.14) 

 
 Curentul d e s curtcircuit în tre b ornele A şi B se determină prin 
scurtcircuitarea bornelor A şi B în circuitul iniţial şi rezolvarea circuitului 
obţinut  

 
Fig. 3.12 

 Curentul de scurtcircuit se determină din T1K  aplicata în nodul A 
(sau î n nodul  B ) 61 III scAB −=  , unde  I 1 şi I6 se determină rezolvând 
circuitul. Aplicând metoda potenţialelor nodale se deduce: 
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3
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
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
 ++AV  sau VVA 2−=                         (3.15) 

 
valoarea potenţialului după scurtcircuitare. Curenţii au următoarele valori: 
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 Rezistenţa echivalentă va fi: 

Ω=== k
mA
V

I
U

R
scAB

AB
ech 4

4
160                                (3.16) 

- Metoda I I-a presupune pasivizarea surselor ideale obţinând 
circuitul de mai jos: 

Ω=+
⋅

=+= 4k22(3II6)Rech 9
63                     (3.17) 
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Fig. 3.13 

 Aceeaşi valoare a rezistenţei se obţine dacă în circuitul de mai sus se 
aplică o tensiune u de la o sursă  care debitează curentul “i”. 

 
Fig. 3.14 

Rezolvarea acestui ci rcuit co nduce l a ex presia rezistenţei 
echivalente: 

.k
I

URech Ω=+
+
⋅

== 42
63
63                              (3.18) 

B) Determinarea rezistenţei echivalente în circuitele care conţin 
surse dependente  
 Rezistenţa echivalentă a unui circuit faţă de două borne ale unei 
laturi p asive se d etermină cu relaţiile prezentate mai sus. În determinarea 
rezistenţei echivalente trebuie să se ţină seama că sursa dependentă nu se 
pasivizează deoarece aceasta debitează numai în prezenţa mărimii de 
control. Să considerăm circuitul din figura următoare şi să exemplificăm 
determinarea rezistenţei echivalente faţă de bornele A şi B, prin cele două 
metode : 

 
Fig. 3.15 

111



Adrian A. Adăscăliţei: Teoria Circuitelor Electrice 
 

 - Metoda I de d eterminare p resupune cal culul t ensiunii d e m ers î n 
gol (în absenţa rezistorului de 10kΩ) faţă de bornele A şi B şi a curentului 
de scurtcircuit rezultat al scurtcircuitării bornelor  A,B. Cele două mărimi se 
determină din circuitele de mai jos. 
 

 
Fig. 3.16 

♦ Determinarea tensiunii de mers în gol 
 În primul circuit tensiunea de mers în gol reprezintă tensiunea de pe 
rezistorul de 4kΩ, conform relaţiei lui Ohm, iU AB ⋅= 4

0
. 

 Curentul i se determină din aplicarea T2K pe ochiul format din 
sursele de t.e.m. 6V şi 5Vx şi rezistenţele de 2kΩ şi 4kΩ. Întrucât t .e.m. a 
sursei dependente este necunoscută (controlată de Vx) ecuaţia obţinută din 
T2K trebuie completată cu relaţia de dependenţă  I)(Vx ⋅+=− 4256  sau 

I26Vx ⋅+= . 
 Rezultă astfel sistemul : 





⋅=
⋅+=+

IV
IV

x

x

26
)42(56

    cu soluţiile:    










=

==

mAI

VVx

4
9

5,1
8

12

             (3.19) 

Se obţine astfel tensiunea de mers în gol:  VU AB 9
4
94

0
=⋅= .   (3.20) 

♦ Determinarea curentului de scurtcircuit 
Curentul de scurtcircuit între bornele A,B se determină din circuitul 

din figura “b”. Întrucât rezistenţa de 4kΩ este scurtcircuitată, curentul prin 
circuit e ste curentul de scurtcircuit dintre bornele A şi B. Aplicând T2K 
rezultă: xscAB VI 562 +=⋅ , relaţie ce trebuie completată cu ecuaţia de 
dependenţă a sursei comandate: 

0055 ==+⇒−= xxxxx VsolutiacuVVVV  cu soluţia: 0=xV  (3.21) 
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Fig. 3.17 

 În consecinţă: mAVI x
scAB 3

2
6

2
056

2
56

==
⋅−

=
−

= .                  (3.22) 

Rezistenţa echivalentă a circuitului este:   Ω=== K
I
U

R
scAB

AB
ech 3

3
90 .(3.23) 

- Metoda a II-a presupune pasivizarea surselor independente şi 
alimentarea circuitului de la o sursă pe la bornele A,B. 

 

 
Fig. 3.18 

 Presupunând sursa de alimentare o sursă test cu t.e.m. egală cu 

unitatea, rezistenţa echivalentă este dată de relaţia: 
I

URech = .              (3.24) 

 Determinarea rezistenţei echivalente presupune rezolvarea 
circuitului de mai sus determinând dependenţa dintre tensiunea “U” aplicată 
şi curentul absorbit de circuit.  

 
Fig. 3.19 

 În acest sens, aplicând metoda curenţilor independenţi, rezultă: 
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2
5

4 2121
xVUIiarUIcuIII −

==+=                         (3.25) 

completată cu relaţia de dependenţă a sursei comandate:  xx VVU =− 5 . 
Utilizând metoda eliminării, rezultă: 

IUsauUUUI

U

U
UI

⋅=





⋅=






⋅=






 +⋅=















 −
+⋅=

⋅−
+=

3
3
1

12
4

12
1

4
1

2
6
51

4
1

2
6

54

4
                    (3.26) 

 Înlocuind în relaţia rezistenţei echivalente, se obţine: 

Ω=
⋅

== k
I
I

I
URech 33                                             (3.27) 

Observaţie: 
În circuitele dipolare ce nu conţin surse independente, tensiunea la 

mers în gol şi curentul de scurtcircuit sunt nule. În acest caz, pentru 
determinarea rezistenţei echivalente se aplică a doua metoda (a alimentării 
de la o sursă test). 

 
3.3 Teorema generatoarelor echivalente (Thévenin, Norton) 

 Aşa cum am arătat, o reţea electrică faţă de bornele unei laturi pasive 
oarecare poate fi considerată un dipol activ. Curentul prin latura pasivă este 
dat de relaţiile:  

j

j

ech

j

ech

j0
j z

u
z
u

-
z
u

i ==                                               (3.28) 

În baza relaţiilor de mai sus, unei reţele liniare oarecare, i se pot 
ataşa două reprezentări echivalente. 

 
 3.3.1 Teorema generatorului echivalent de tensiune (Thévenin) 

Enunţ: 
Într-o reţea liniară activă răspunsul în curent printr-o latură pasivă 

”j” de operator Zj este dat de relaţia:  
jeh

0j
j zz

u
i

+
= . 
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Demonstraţie: 
Considerând l atura “ j” de  ope rator z j aparţinând unei reţele liniare 

active căreia i se aplică teorema substituţiei tensiunea la borne satisface 
relaţia: 

jjoj izuu
eh
⋅−=   sau  

eh

j

eh

j
j z

u
z
u

i −= 0                    (3.29) 

 

 

Circuit
liniar

Circuit
liniar

 
Fig. 3.20 

  

Întrucât Uj=Zjij , rezultă:  
ieh

j
j zz

u
i

+
= 0 .                                      (3.30) 

În consecinţă, unei reţele liniare active faţă de două borne i se poate 
ataşa un dipol echivalent de tensiune electromotoare Uj0 şi operator de 
impedanţă interna Zech. Ecuaţia tensiunii la bornele sarcinii este:  

izuu eh0jj ⋅−= . 
Observaţii:  
1. Generatorul ech ivalent d e t ensiune permite determinarea 

curentului di ntr-o latură pasivă Zj fără a necesita rezolvarea 
completă a circuitului. 

2. Orice reţea faţă de două borne poate fi echivalată printr-un 
generator echivalent. 

 
3.3.2 Teorema generatorul echivalent de curent (Norton) 

  Enunţ: 
" Într-o reţea liniară activă răspunsul în tensiune printr-o latură 

pasivă “j” de operator Yj este dat de relaţia:   
echj

scj
j yy

i
u

+
= ." 
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  Demonstraţie: 
  Considerând o reţea liniară activă din care a fost selectată o latură 
“j” d e o perator Z j curentul prin latura “j”, după aplicarea teoremei 

substituţiei şi a principiului superpoziţiei este dat de relaţia: 
ech

j
scj Z

U
ii −= . 

  Conform acestei relaţii rezultă curentul din latura “j”, care este 
diferenţa dintre curentul de scurtcircuit în absenţa încărcării şi curentul ce se 
scurge prin operatorul impedanţei echivalente a dipolului. În consecinţă, 
dipolul e ste re prezentat p rintr-o sursă reală de curent, conform figurii 
următoare: 

 

Circuit 
Liniar

Circuit 
Liniar

Circuit 
Liniar

 
Fig. 3.21 

 
ech

j
scj z

u
ii −= ,   dar    

j

j
j z

u
i = .  Înlocuind rezultă: 

echj

sc

echj

sc
j yy

i

zz

iu
+

=
+

= 11  

(3.31) 
  Observaţii: 

1. Trecerea din di pol e chivalent de  t ensiune î n di pol e chivalent de  
curent se poate face utilizând teorema de echivalenţă a surselor 
reale de tensiune în surse reale de curent în baza relaţiilor:  

eh

0j
sc z

u
i = ;     

echeh zz = . 

 
Fig. 3. 22 

 2. Aplicarea practică a generatorului de tensiune şi curent se face ori 
de câte ori dorim să simplificăm rezolvarea unui circuit prin descompunerea 
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acestuia în circuite elementare echivalente, sau când se urmăreşte răspunsul 
fie în curent fie în tensiune pe o singură latură. 
 3. Din cele prezentate rezultă că orice reţea poate fi reprezentată 
printr-un dipol echivalent de tensiune sau de curent. Se pune problema când 
este util a reprezenta o reţea printr-un dipol echivalent de tensiune şi când 
printr-un dipol echivalent de curent? Răspunsul îl găsim dacă analizăm 
eficienţa transferului de putere către sarcină (sau r andament). Dacă 
operatorul de impedanţă al sarcinii este mult mai mic decât operatorul 
echivalent al dipolului, atunci redăm dipolul prin generator echivalent de 
curent. 

echj  Z Z << ,   iar   scj ii ≅   (curenţi mari).                      (3.32) 
 Dacă echj  Z Z <<   atunci schema echivalentă asociată dipolului este 
de tip generator echivalent de tensiune, întrucât căderea de tensiune internă 
pe dipol este mică şi 0jj uu = . 
 
 3.3.3 Exemple de transformare a circuitelor în dipol echivalent 

A) Circuite ce conţin surse independente 
 Circuitul din figura următoare să se reducă la dipol echivalent faţă 
de rezistenţa de 1kΩ conectată între bornele A şi B. 

 
Fig. 3.23 

 Faţă de rezistenţa de 1kΩ conectată între bornele A şi B circuitul se 
descompune în doi dipoli echivalenţi . În consecinţă, zona din stânga 
rezistenţei respectiv din dreapta poate fi echivalată prin dipol echivalent de 
tensiune sau de curent. Reprezentarea d ipolilor î n ci rcuit ech ivalent d e 
tensiune sau  d e cu rent este funcţie de rezistenţa internă echivalentă a 
dipolului. Presupunem că reprezentăm circuitul în dipoli echivalenţi de 
tensiune ( Thévenin). În această situaţie avem pentru circuitul din stânga, 
respectiv din dreapta bornelor A,B de determinat tensiunile de mers în gol şi 
rezistenţele echivalente ale dipolilor. Reducerea la dipol echivalent a 
circuitului d in s tânga s arcinii p resupune re zolvarea c ircuitului din figura 
3.24. 
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Fig. 3.24 

 Tensiunea UAB0 este tensiunea de pe sursa de curent întrucât căderile 
de tensiune pe rezistenţele de 2 kΩ, respectiv 3kΩ sunt nule. Aplicând T2K  
rezultă: 5,2i30iU 320AB ⋅+⋅=  cu i2 şi i3 necunoscute ce urmează a fi determinate 
din rezolvarea  circuitului următor: 

 
Fig. 3.25 

 Trecând în variabile reale, rezultă: 
mA3,0i;mA275,0

40
13,0iii;mA

40
1i 31m2m21 ==−=+=−=              (3.33) 

respectiv: V,,,,,U AB 9750258523027503001 =+=⋅+⋅= .          (3.34) 
 Rezistenţa echivalentă a dipolului din stânga se poate determina 
alegând metoda pasivizării circuitului, rezultând: 

 
                   Fig. 3.26 
 Reducerea la  d ipol e chivalent a  c ircuitului d in d reapta sarcinii 
presupune determinarea tensiunii de mers în gol şi a rezistenţei echivalente 
ataşate circuitului din figura 3.27 
 Dipolul echivalent din dreapta bornelor A,B conţine necunoscutele 
UAB02 şi Rech2. Tensiunea electromotoare a dipolului se determină din 
rezolvarea următorului circuit: 

 
Fig. 3.27 

Ω=+++= K15)30ll10(35,22R 1ech  

mA
40
1i

8303,0)3010(i

1m

1m

−=

=⋅++⋅
  

30K 
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 Asociind curenţii i1, i2 şi i3 prin laturile circuitului de mai sus rezultă 
prin aplicarea relaţiei lui Ohm: UAB02=-20i1, unde  ne cunoscuta i1se 
determina din aplicarea metodei curenţilor independenţi:    

 
mAi

i)(i

m

mm

1
51515205

2

21

=
=⋅+++⋅

                                  (3.35) 

          În urma rezolvării obţinem: mA,ii;mAi mm 250
40
10

111 −==−= ; 

V5)25,0(U 02AB =−−= . 
          Pentru d eterminarea r ezistenţei interne Rech2 se aplică metoda 
pasivizării surselor faţă de bornele A,B, obţinând: 

 

Ω=+= K)(llRech 10155202  

Fig. 3.28 
           În consecinţă, dipolii echivalenţi ai circuitului analizat sunt: 

 
Fig. 3.29 

 Curentul total prin rezistenţa de 1 kΩ este suma algebrică a 
curenţilor debitaţi de dipolii echivalenţi conform relaţiei: 

mA,iAB 0171
110

5
115

9
≈

+
+

+
=                                    (3.36) 

 
 B) Circuite ce conţin surse dependente 
 În circuitul din figura următoare să se determine dipolul echivalent 
faţă de bornele (A,B) laturii ce conţine rezistenţa de 5kΩ. 
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Fig. 3.30 

 Dipolul echivalent asociat circuitului faţă de bornele A,B este redat 
în figura următoare: 

 
Fig. 3.31 

 Acest dipol conţine necunoscutele UAB0 şi Rech. D eterminarea 
acestora se face din circuitul iniţial în absenţa rezistenţei de 5kΩ. 
 Determinarea tensiunii de mers în gol UAB0 
 -  se face din rezolvarea următorului circuit: 

 
Fig. 3.32 

 Tensiunea U AB0 reprezintă tensiunea de pe rezistorul de 20kΩ sau 
tensiunea de la bornele sursei de curent controlată în tensiune. 
 2030 ⋅= IU AB   cu I 3 necunoscută ce se determină prin rezolvarea 
circuitului de mai sus. Analiza topologică a circuitului indică l=6, n=4, b=l-
n+1=3. Metoda de rezolvare cea mai simplă este a curenţilor de contur 
întrucât din cele trei ecuaţii de ochiuri, un curent este impus de sursa 
independentă de curent. Curenţii independenţi asociaţi circuitului sunt redaţi 
în figura următoare, iar sistemul ecuaţiilor de bucle este: 
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Fig. 3.33 


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(3.37) 

 Utilizând metoda eliminării necunoscutelor, obţinem:  
im1=-0.7 mA, im2=0.7 mA , Vx=7V, i3=-0.4 mA                 (3.38) 

 Tensiunea de mers în gol  va  f i: V,U AB 820400 −=⋅−= , car e ar e 
polaritate opusă faţă de bornele A,B. 
 Determinarea rezistenţei echivalente a dipolului generator - se poate 
face prin metoda pasivizării circuitului şi alimentării pe la bornele A,B de la 
o sursă independentă de curent “ig” ce ar e l a borne t ensiunea ug, conform 
figurii următoare: 

 
Fig. 3.34 

 Circuitul poate fi reprezentat şi în forma următoare: 

 
Fig. 3.35 

 Alegând potenţialul bornei B de referinţă (VB=0) atunci potenţialul 
bornei A este egal cu tensiunea sub care sursa ideală de curent ig debitează  
VA=U 
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 Rezolvarea circuitului prin metoda potenţialelor n odale p ermite 
determinarea dependenţei dintre tensiunea U şi curentul ig de pe generatorul 
ideal de curent. Se obţin: 

g
x i

10
V

20
1

60
1U +−=






 +⋅                                         (3.39) 

cu tensiunea Vx exprimată prin divizorul de tensiune: 

60
10U

5010
10UVx ⋅=
+

⋅=                                          (3.40) 

 Înlocuind, rezultă: 

gg i
600
50Usaui

60
U

20
1

60
1U =⋅+−=






 +⋅                        (3.41) 

 Rezistenţa echivalentă a circuitului dipolar este: 
 

Rech=U/I=12 kΩ                                          (3.42) 
 

 Circuitul analizat se comportă faţă de bornele A,B ale rezistenţei de 
5kΩ ca un dipol echivalent  cu t.e.m. =8V şi rezistenţă internă de 12kΩ, 
reprezentat conform figurii următoare: 

 
Fig. 3.36 

  
3.4 Teorema de conservare a puterii instantanee în circuitele electrice 
 Puterea instantanee a unui dipol reprezintă variaţia energiei în timp 
şi este egală în orice moment cu produsul tensiune-curent  l a bor nele 
dipolului. 

)t(i)t(v
dt

dW)t(p ⋅==                                   (3.43) 

sau  )t(i)t(u
dt

dW)t(p ⋅==                                      (3.44) 

 Puterea instantanee la bornele unui dipol este pozitivă sau negativă, 
funcţie de tipul dipolului (generator sau receptor). Astfel ea este pozitivă 
dacă este cedată de dipolul generator şi primită de dipolul receptor sau 
negativă, dacă este cedată de dipolul receptor şi primită de dipolul 
generator. În reţelele electrice cu l laturi şi n noduri, puterea instantanee a 
reţelei este suma puterilor instantanee din toate laturile circuitului. 
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3.4.1 Teorema de conservare a puterii instantanee în reţelele închise 
(izolate) conexe şi fără cuplaje magnetice cu alte reţele. 
 Enunţ:  
  “Puterea instantanee a unei reţele izolate egală cu suma puterilor 

instantanee din laturile circuitului este nulă.” 

∑
=

≡⋅=
l

1j
jjr 0iu)t(p                                         (3.45) 

 Demonstraţie: 
 Relaţia puterii instantanee a unei reţele poate fi exprimată matriceal 
sub forma: 

1lxj
t
xl1j

t
xl1j1jxjr ]i[]u[]i[]u[)t(p ⋅=⋅=                                (3.46) 

unde:  

 





















=





















=

l

2

1

j

j

2

1

1lxj

i
...
i
i

]i[;

u
...
u
u

]u[                                           (3.47) 

 Întrucât curenţii reali din laturile circuitului pot fi exprimaţi prin 
curenţi de bucle iar tensiunile de la bornele laturilor prin potenţiale 
independente: 

1x)1n(k
t

)1n(lx1lxj1oxm
t
lxv1lxj ]v[]A[]u[;]i[]B[]i[ −− ⋅=⋅=                      (3.48) 

rezultă:  
 [ ] 0]i[]v[]B[]A[]i[]B[]v[]A[)t(p m

t
k

t
m

tt
k

t
r =⋅⋅⋅=⋅⋅⋅=                   (3.49) 

 Matricile topologice ale circuitului sunt ortogonale şi-n consecinţă 
produsul lor este nul. 

 Consecinţă:  
 Teorema de conservare a puterii instantanee a unei reţele permite 

formularea ecuaţiei de bilanţ a puterilor (bilanţ energetic). Această 
formulare se obţine prin înlocuirea ecuaţiei Joubert în teorema de 
conservare a puterii instantanee a reţelei. 

0=⋅= t
j

t
j ]i[]u[)t(p   dar  ]i[]z[]u[]e[ jjjj ⋅=+        (3.50) 

 Înlocuind rezultă: 
( ) 0=⋅−⋅ t

jjji ]i[]e[]i[]z[                             (3.51) 

echivalentă cu: t
xljlxj

t
xljlxjlxlj ]i[]e[]i[]i[]z[ 1111 ⋅=⋅⋅ .                    (3.52) 

 Produsul din membrul drept, ţinând cont de matricea operatorilor de 
impedanţă ai laturilor poate fi exprimată în forma: 
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(3.53) 

respectiv membrul drept: 

[ ] ∑
=

=⋅++⋅+⋅=⋅
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                   (3.54) 

 Întrucât operatorul de impedanţă al unei laturi este: 

∫++= dt
Cdt

dLRz
j

jji
1                                       (3.55) 

rezultă ecuaţia de bilanţ energetic a puterilor: 

 ∑∑ ∫∑∑
====

⋅=⋅









+
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

 ⋅
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C
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       (3.56) 

ce sintetic poate fi scrisă sub forma: 

∑ ∑
= =

⋅=







++

l

1j

l

1j
jj

eimj
j ie

dt
dW

dt
dW

p                                     (3.57) 

 Particularizând pentru reţele de curent continuu ecuaţia de bilanţ a 
puterilor devine: 

∑∑
==

⋅=⋅
l

1j
jj

l

1j

2
jj IEIR                                                    (3.58) 

 
3.4.2. Teorema de conservare a puterii instantanee în reţele deschise  cu n 
borne de acces 
 Fie o reţea deschisă cu ne borne de acces prin care se injectează 
curenţii ik, iar bornele au potenţialele vk. 

 
Fig. 3.37  
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 Alegând potenţialul bornei ne ca potenţial de referinţă rezultă 
tensiunile dintre bornele exterioare: knnk vvu −= . 
 Conform teoremei substituţiei orice latură prin care trece curent şi 
are la borne tensiune poate fi înlocuită fie printr-o sursă de curent, fie printr-
o sursă de tensiune rezultă că cele ne-1 laturi exterioare corespunzătoare 
bornelor de acces pot fi înlocuite prin generatoare de curent.  
 Aceste generatoare injectează în noduri curenţii ik şi au la borne 
tensiunile Unk. În acest mod reţeaua deschisă cu li laturi şi ne borne de acces 
a fost transformată într-o reţea închisă cu li+(ne-1) laturi. Aplicând teorema 
de conservare a puterii instantanee în reţeaua închisă rezultă: 
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 Primul termen din relaţia de mai sus exprimă puterea instantanee din 
laturile interioare ale reţelei iar al doilea termen puterea instantanee 
injectată pe la bornele de acces. Relaţia de mai sus este echivalentă cu: 

0

0

1

1

1

11

1

11

=⋅−+⋅

=⋅−+⋅

∑∑∑

∑∑
−

=

−

==

−

==

eei

ei

n

k
kk

n

k
kn

l

j
jj

n

k
kkn

l

j
jj

iviviu

i)vv(iu
                            (3.60) 

 Reţeaua cu ne borne d e acces co nstituie un m ultiport iar su ma 
curenţilor incidenți în bornele de acces este nulă și rezultă: 

n

n

k
k ii

e

−=∑
−

=

1

1
                                                   (3.61) 

 Alegerea potenţialului bornei ne potenţial de referinţă pentru întreaga 
reţea rezulta că puterea instantanee a unei reţele interioare este egală în 
orice moment cu puterea instantanee injectată pe la bornele de acces. 

 ∑ ∑
=

−

=

⋅=⋅
l

j

n

k
kkjj

e

iviu
1

1

1
                                     (3.62) 

 Observaţie: 
 Întrucât reţeaua deschisă analizată este arbitrară rezultă conform 
relaţiei de mai sus că izolând o porţiune de circuit dintr-o reţea în orice 
moment puterea instantanee a porţiunii izolate este egală cu puterea 
injectată prin  cele ne-1 borne de acces. 
 Consecinţă: 
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  Înlocuirea ecuaţiei Joubert, definită între tensiunile şi curenţii de pe 
laturile interioare ale reţelei, în relaţia de conservare a puterii instantanee 
conduce la definirea ecuaţiei de bilanţ a puterilor: 

∑
−

=

⋅=−
1

1

en

k
kk

t
jj

t
jji iv]i][e[]i][i][z[                            (3.63) 

Notând: 

 ∑
−

=

⋅=
1

1

en

k
kkb ivp  - suma puterilor instantanee injectate pe la bornele de 

acces. 
 t

jj

1n

1j
jjs ]i][e[iep

e

=⋅=∑
−

=

 - puterea surselor din reţeaua închisă. 

 ∑
−

=

⋅=
1n

1k

2
jjj

e

iRp       - pierderile Joule-Lentz din reţeaua închisă 

obţinem:   sb
em

j pp
dt

dWp +=+  

 
3.4.3. Puterea maximă transferată dipolului echivalent în curent continuu 
 În acest capitol se tratează numai transferul maxim de putere în 
reţele de c.c. Nu tratăm pentru cazul g eneral în trucât o peratorul d e 
impedanţă al unei laturi poate fi  ∫++= dt

C
1

dt
dLRz

j
jji , i ar  i nversul acest ui 

operator în prezenţa unei excitaţii variabile în timp presupune definirea 
relaţiei de inversiune: yj=1/zj. 
 Revenind l a p uterea transferată în c.c. apare necesitatea definirii 
condiţiilor pe care trebuie să le îndeplinească sarcina RL pentru ca p uterea 
debitată de reţea  pe această sarcină să se maximizeze. Orice reţea, faţă de 
bornele unei laturi pasive, poate fi considerată un dipol echivalent f ie d e 
tensiune (Thévenin) fie de curent (Norton). 

 
Fig. 3.38 

 Puterea instantanee transferată sarcinii este egală cu produsul dintre 
tensiunea la bornele sarcinii şi curentul absorbit de sarcină, având expresia: 
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L

L
LLLLL R

UIRIUp
2

2 =⋅=⋅=                                            (3.64) 

 Exprimând curentul din circuit cu ajutorul teoremei II Kirchhoff şi 
înlocuind rezultă pentru dipolul echivalent de tensiune: 

 2
2

0

0

)RR(
RUp;

RR
U

I
echL

L
ABL

Lech

AB
L +

⋅=
+

=                          (3.65) 

 Puterea exprimată prin relaţia de mai sus admite un maxim pentru: 

echL
L

L RR;0
R
p

==
∂
∂                                           (3.66) 

 Înlocuind în expresia puterii condiţia echL RR =  rezultă puterea 
maximă transferată unui dipol în c.c. 

ech

2
AB

L

2
AB

max R4
U

R4
U

p 00 ==                                              (3.67) 

 Concluzie: 
 Condiţia de maximizare a puterii transferate unui dipol de c.c. este 
ca rezistenţa dipolului echivalent să fie egală cu rezistenţa laturii (sarcinii). 
 Numim eficienţă a transferului de putere (sau randament) raportul 
dintre puterea debitată pe consumator şi puterea sursei: 

S

L

P
P

=η                                                       (3.68) 

 În continuare analizăm eficienţa transferului de putere (sau 
randamentul) pe o rezistenţă de sarcină când circuitul de alimentare este 
reprezentat prin dipol echivalent de tensiune sau de curent: 
 a. Circuitul echivalent reprezentat prin dipol echivalent de tensiune 
(Thévenin) 

 
Fig. 3.39 

 
)RR(IP
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U

IdarIUP

IRP

echLS
echL

AB
ABS

LLL

+=⇒
+

==

=

2

2

0

0

         (3.69) 

 Eficienţa transferului de putere (sau r andamentul) este exprimată 
prin raportul rezistenţă de sarcină pe rezistenţă totală a circuitului: 
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echL

L

S

L
T RR

R
P
P

+
==η                                           (3.70) 

 Pentru putere maximă transferată sarcinii, echL RR =  iar eficienţa 
transferului (randamentul) este de  50% . P entru c a randamentul puterii 
transferate să fie între 50 şi 100% trebuie ca echL RR > . 
 În consecinţă, ori de câte ori rezistenţa echivalentă este mai mică 
decât rezistenţa de sarcină dipolul echivalent este de tensiune. În acest caz 
eficienţa transferului este cuprinsă între ),(T 150 −∈η . 
 b.  Circuite de alimentare reprezentate prin dipol echivalent de 
curent (Norton) 
 Utilizarea d ipolului d e c urent în  re prezentarea ci rcuitelor d e 
alimentare a sarcinii conduce la următoarea relaţie a puterii debitată pe 
sarcină: 

Lech

ech
gLLLL RR

RIIcuRIp
+

⋅=⋅= 2     obţinem:    2

2
2

)RR(
RRIp

Lech

echL
gL +

⋅
⋅= . 

(3.71) 

 Condiţia de maximizare ( 0=
L

L

R
p
∂
∂ )a acest ei p uteri l a sar cină 

variabilă conduce la Lech RR =  iar v aloarea p uterii m axime t ransferate este 

4

2
gL

max

IR
p

⋅
= . 

 Eficienţa transferului de putere pentru dipolul echivalent de curent 
este: 

Lech

ech

S

L
i RR

R
P
P

+
==η  unde 

echL

echL
gigS

echL

echL
gL RR

RRIUIP,
)RR(

RRIP
+
⋅

=⋅=
+
⋅

= 2
2

2
2 . 

(3.72) 
 La putere maximă transferată eficienţa dipolului echivalent de curent 
este de 50%. Pentru ca eficienţa dipolului să fie între 0,5-1 t rebuie ca 

echL RR < . În aceste condiţii ori de câte ori rezistenţa de sarcină are valori 
mai m ici  d ecât r ezistenţa de sarcină alimentarea trebuie făcută printr-un 
dipol echivalent de curent. 
 
3.5. Teoremele de transfigurare şi reducere a reţelelor electrice 
 
3.5.1. Teorema Millman 
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 Se consideră o reţea cu n+1 noduri şi n ramuri conectate în stea 
având potenţialele vj, (j=1,2,...,n) şi vo potenţialul punctului comun. 
 Teoremă: 

 
Fig. 3.40 

 "Potenţialul vo al punctului comun al reţelei conectate în stea este 
dependent de potenţialelor celor n noduri prin relaţia: 
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∑
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."                                           (3.73) 

 

 Demonstraţie: 
Aplicând teorema I Kirchhoff în nodul 0 obţinem: 

∑
=

=
n

1j
j 0i  dar 

j

0

j

j

i

0j
j z

v
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z
vv

i −=
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=                                    (3.74) 

Înlocuind rezultă: 
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n

j j

n

j j

j

z
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z
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1
0

1
01                                                  (3.75) 

 
 3.5.2. Teorema de transfigurare a reţelei stea în reţea triunghi sau 
Y-Δ 
 Fie o reţea deschisă în stea cu potenţiale nodurilor v1, v2, v3 ,v0 iar 
curenţi i1, i2, i3 ce parcurg operatorii de impedanţă z1, z2, z3. Ne interesează 
să determinăm condiţia necesară şi suficientă pentru a transfigura reţeaua 
stea in reţea poligon (triunghi). 
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 Izolând reţeaua printr-o suprafaţă închisă, această suprafaţă 
intersectează reţeaua în trei borne de acces. În interiorul suprafeţei închise Σ 
figurăm păstrând aceleaşi borne de acces o subreţea poligon (triunghi). 

 
Fig. 3.41 

 Conform t eoremei d e co nservare a p uterii i nstantanee, p uterea d in 
interiorul suprafeţei Σ este egală cu puterea injectată pe la bornele de acces. 
Pentru configuraţia stea: 

 ∆∑
=

∑ =⋅=∑ pivp
j

jjY

3

1

                                              (3.76) 

 Din punct de vedere energetic orice element din circuit este complet 
definit de puterea instantanee egală cu produsul curent⋅tensiune. Î n 
consecinţă, puterea dezvoltată în interiorul suprafeţei Σ, egală cu suma 
produselor dintre potenţiale şi curenţii injectaţi pe la bornele de acces, 
trebuie să fie aceeaşi indiferent de configuraţia reţelei din interiorul 
suprafeţei Σ. 
 Înlocuind potenţialele bornelor de acces prin surse de tensiune cu 
menţinerea potenţialului bornelor de acces şi a curenţilor injectaţi prin 
noduri, în interiorul suprafeţei Σ obţinem pentru cele două configuraţii: 

 
Fig. 3.42 
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 Întrucât reţelele deschise stea sau triunghi au fost transformate în 
reţele închise alimentate de la cele trei surse pentru determinarea relaţiilor 
de transfigurare aplicăm principiul superpoziţiei. 

 
Fig. 3.43 

 Alimentarea pe la bornele 1-2: 
 - pentru stea: i)z+(z=v-v 2121 ⋅ ; 
 - pentru triunghi: ( )[ ] iz+z||z=v-v 21231221 ⋅ ; 
 Impunând condiţia de egalitate a potenţialelor şi curenţilor injectaţi 
prin nodurile de acces rezultă: 

(1)   
312312

2313

zzz
)zz(z=)z+(z||z=z+z 12

31231221 ++
+  

 Procedând similar pentru alimentarea pe la bornele 2-3 respectiv 3-1 
rezultă: 

(2)   
312312

131223

zzz
)zz(z)z+(z||z=z+z 13122332 ++

+
=  

(3)   
312312

231213

zzz
)zz(z)z+(z||z=z+z 23121331 ++

+
=  

 Se obţine un sistem de trei ecuaţii ce trei necunoscute. 
 Relaţiile pentru transformarea triunghi - stea se obţin scăzând 
relaţia (2) din relaţia(1) şi însumând rezultatul cu relaţia (2): 

(1)-(2) ⇒   
312312

31233112
31 zzz

zzzzzz
++
⋅−⋅

=−    (4) 

(2)+(4)  ⇒   
312312

3112
1

22
zzz

zzz
++
⋅⋅

=  

 Obţinem astfel: 
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312312
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1 zzz

zzz
++

⋅
=                                     (3.77) 

 
Fig. 3.44 

 
 Procedând similar rezultă: 
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 Relaţiile pentru transformarea stea - triunghi se obţin astfel: 
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 Înlocuind rezultă: 
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21
2112 z
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 Similar: 

2

31
3113 z

zz
zzz

⋅
++=                                            (3.89) 

1

32
3223 z

zzzzz ⋅
++=                                     (3.90) 

 Observaţie: 
 Operatorul de impedanţă al laturii particularizat pentru laturi 

rezistive z j=Rj respectiv p entru la turii in ductive 
dt
dLzj =  sau jj Lsz ⋅=  

permite determinarea relaţiilor de transfigurare a rezistentelor r espectiv a 
inductivităţilor. În cazul condensatoarelor, operatorul de impedanţă al laturii 

este produsul a doi scalari 1/Cj  şi integrala în raport cu timpul ∫= dt
C

z
j

1
1  

sau
jCs

z
⋅

=
1

1 . A stfel 1 /C23=1/C2+1/C3+(1/C2C3)/(1/C1) ce după efectuarea 

calculelor rezultă C23=C2C3/(C1+C2+C3) 
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3.5.3 Teoremele de reducere a reţelelor la dipol echivalent 
 A. Reducerea reţelei serie la dipol echivalent 
 A.1 Fie o reţea cu s elemente cuplate magnetic conectată în serie: 

 
Fig. 3.45 

 Tensiunea pe elementul k cuplat magnetic cu (s-1) elemente este: 

j

s

j
kjkkkk izizu ∑

−

=

+=
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1
    sau:   ∑∑

==

=
s

j
kkj

s

j
jkj iziz

11
 dar     kj ii =        (3.91) 

 Întrucât tensiunea unei bobine necuplate magnetic poate fi scrisă în 

forma: kkk izu 0=   rezultă operatorul ataşat acesteia: ∑
=

=
s

j
kjk zz

1
0 . 

 În consecinţă, reţeaua cu s elemente cuplate magnetic este 
transformată într-o reţea fără cuplaje magnetice de operatori zko. 
 În reţeaua fără cuplaje tensiunea la bornele dipolului este: 

∑
=

==
s

k
eeke izuu

1
;   ee

s

k
kk iziz =∑

=1
0  dar  ek ii =                    (3.92) 

rezultând operatorul echivalent al reţelei:  

e

s

k

s

j
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s

k
e zzzz =








== ∑ ∑∑

= == 1 11
0                                            (3.93) 

 
 A.2 Circuit serie cu surse şi cuplaje 

 
Fig. 3.46 

 Reţeaua cu cuplaje se poate transforma în reţea fără cuplaje de 

operatori ∑
=

=
s

j
kjk zz

1
0 . Aplicând ecuaţia Joubert atât reţelei cât şi dipolului 
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∑ ∑
=

=+
s

k
kkk izUe

1
012  - reţea fără cuplaje; eee izUe =+ 12  - element dipolar 

echivalent. 
 Rezultă, prin identificare tensiunea electromotoare echivalentă 

∑
=

=
n

k
ke ee

1
şi operatorul de impedanţă echivalent ∑∑=

s

j

s

k
ike zz . 

 Aplicaţie: 
 Se consideră o latură ce conţine două bobine cuplate magnetic 
conectate în serie cu un condensator de capacitate C3 încărcat cu tensiunea 
Uco, şi un rezistor de rezistenţă R3. Să se determine dipolul echivalent 
asociat acestei laturi. 

 

 
Reţea cu cuplaje Reţea fără cuplaje 

Dipol 
Fig. 3.47 

 
În baza relaţiilor stabilite determinăm iniţial operatorul de impedanţă 

3111
1

0 zzzz
s

j
kjk −==∑

=

 al bobinelor fără cuplaje magnetice, operatori ce au 

forma: 

dt
dLLL

dt
dLLL
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12220

12110
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−=
                                             (3.94) 

Condensatorul încărcat este transformat într-un c ondensator fără 
condiţii iniţiale în serie cu o sursă  )t(hUee 10=  (fig.3.47b). Operatorul de 
impedanţă al dipolului  este:  

40
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ty

k j
kje ++−+== ∫∑∑

= =

              (3.95) 
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B. Reducerea reţelei paralel la dipol echivalent 
  B.1 Reţea paralel cu cuplaje 
 Se consideră n elemente legate în paralel din care s elemente sunt cuplate 
magnetic 
 Exprimăm curentul prin elementul k cuplat magnetic, respectiv 

necuplat magnetic şi identificăm ∑
=

⇒==
s

j
kkkkkjk uyiuyi

1
0;  ∑

=

=
s

1j
kj0k yy . 

Curentul total al dipolului este:   
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1k 1j kje z

1
z
1        (3.96) 

 B.2. Reţea paralel cu cuplaje şi generatoare de tensiune 
 În principiu, se transformă reţeaua cuplată magnetic într-o reţea fără 
cuplaje iar apoi în dipol echivalent. 

 
Fig. 3.48 

 În reţeaua paralel fără cuplaje avem ecuaţia Joubert: 
kkkkkkkkk uyeyisauizue +==                            (3.97) 

 Aplicând teorema I Kirchhoff identificând rezultă:  
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CAPITOLUL 4.  
CIRCUITE ELECTRICE LINIARE ÎN 
REGIM ARMONIC PERMANENT  
 
4.1. Semnale periodice, alternative şi sinusoidale. Definiţii. 

În regim v ariabil v aloarea a (t) la  u n m oment d at, a  u nui s emnal 
oarecare (t.e.m, curent, tensiune la borne) poartă denumirea d e “ valoare 
instantanee”. 

Numim “semnal periodic” u n sem nal v ariabil î n t imp care la 
intervale egale de timp trece prin aceleaşi valori luate în acelaşi sens. Un 
astfel de semnal satisface relaţia: 

a(t)=a(t+kT),   k=0,±1,±2...                                  (4.1) 
unde: - T - este perioada ce reprezintă intervalul de timp între două treceri 

consecutive, ale semnalului considerat, prin aceeaşi valoare şi în 
acelaşi sens. 

 

 
Fig. 4.1 

Inversul perioadei poartă denumirea de frecvenţă şi reprezintă 
numărul de treceri efectuate în unitatea de timp. Unitatea de măsură în 
Sistemul Internaţional este Hertz-ul: 

T
f 1
=     [Hz]                                                 (4.2) 

 Valoarea medie a semnalului este egală cu media aritmetică a 
valorilor instantanee pe o perioadă şi este exprimată matematic prin relaţia: 

∫ ∫
+

⋅=⋅
−

= 2

1

1

1

11

12

t

t

Tt

tmed dt)t(a
T

dt)t(a
tt

A                  (4.3) 

Un semnal periodic a cărui valoare medie pe o perioadă este nulă 
poartă denumirea de “semnal alternativ” (fig. 4.2). 

t1 
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Fig. 4.2 

 Valoarea efectivă (eficace) a unui semnal alternativ este dată de 
relaţia: 

∫
+

=
Tt

t
dt)t(a

T
A 1

1

21                                               (4.3) 

 Sensul fizic al valorii efective al curentului îl reprezintă valoarea 
curentului continuu ce ar dezvolta aceeaşi cantitate de căldură într-un 
rezistor liniar în intervalul considerat (de obicei pe o perioadă). 

⇒=−⋅⋅= ∫
2

1

2
12

2 t

tI dtiR)tt(IRQ  ∫−
= 2

1

2

12

1 t

t
dti

tt
I               (4.4) 

dacă  t2-t1=T   atunci  ∫
+

⋅=
Tt

t
dti

T
I 2

1

21                         (4.5) 

“Mărimea sinusoidală” este o mărime alternativă a cărei expresie 
analitică poate fi pusă sub forma de “sinus”: 

( ) )tsin(Ata m γω +=                                         (4.6) 
unde:  - Am - valoarea maximă (amplitudinea semnalului); 

 - pulsaţia 
T

f ππω 22 =⋅⋅=  rad/s, sau viteza unghiulară a fazorului 

(vectorul rotitor) 
- γω +t -argumentul sau faza semnalului;  
- γ - faza iniţială. 

 Faza iniţială se măsoară de la ultima trecere zero în sens crescător 
până la originea sistemului de coordonate. Faza iniţială este pozitivă (γ > 0), 
dacă la t=0 mărimea sinusoidală avea valoarea  instantanee pozitivă. Faza 
iniţială este funcţie de momentul alegerii sistemului de coordonate (t=0). 
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Fig. 4.3 Fig. 4.4 

 Relaţii de fază (numai pentru semnalele care au aceeaşi frecvenţă) 
 Două mărimi sinusoidale de aceeaşi frecvenţă, a1(t)=A1msin(ωt+γ1) 
şi a2(t)=A2msin(ωt+γ2)      
se numesc defazate dacă, diferenţa fazelor lor egală cu diferenţa fazelor 
iniţiale este nenulă. 

ωt+γ1-(ωt+γ2)= γ1 - γ2 ≠0                                 (4.7) 
  Diferenţa fazelor iniţiale se numeşte "defazaj" (notată ϕ = γ1 - γ2) şi 
se măsoară în "radiani". 

 
 

Fig. 4.5 
   Defazajul dintre mărimi poate fi: 

ϕ = γ1 - γ2 >0  - semnalul a1 defazat înaintea semnalului a2 (trece înaintea lui 

a2 prin 0) 
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ϕ = γ1 - γ2 < 0 - semnalul a1 defazat în urma       semnalului a2; 

ϕ = 0      - semnale în fază; 

ϕ = 
2
π

±  - semnale  în cvadratură; 

ϕ = ± π   - semnale în opoziţie de fază. 
 Operaţii cu mărimi sinusoidale: 
 - derivata unui semnal sinusoidal este tot un semnal sinusoidal: 

)
2

sin()cos( 1111
1 πγωωγωω ++=+= tAtA

dt
da

mm                       (4.8) 

dar defazat înainte cu 
2
π  şi cu modulul de ω ori mai mare. 

 - integrala unui semnal sinusoidal este tot un semnal sinusoidal: 

)tsin(A)tcos(A)tsin(Adta mm
m 21

1
1

1
11

πγω
ω

γω
ω

γω −+=+−=+=⋅ ∫∫  (4.9) 

dar defazat în urmă cu 
2
π  şi cu modulul redus de ω ori. 

 
4.1.1. Producerea t.e.m sinusoidale. Valori caracteristice. 
 Cel mai simplu procedeu de obţinere a unei t.e.m. sinusoidale constă 
în rotirea uniformă a unei spire conductoare într-un câmp magnetic omogen 
de inducţie B. 

 

 

 

 
Fig. 4.6 

 Conform legii inducţiei electromagnetice, t.e.m. indusă în spiră este: 

[ ])cos( nBABN
dt
ddAnB

dt
d

dt
de

pS


⋅⋅⋅−=⋅−=−= ∫∫

ϕ            (4.10) 

B 

ω 

O 

O , 

α 
B 

d 

140



Capitolul 4. Circuite electrice liniare în regim armonic permanent  
 

[ ]
dt
dABNABN

dt
de ααα )sin(cos −⋅⋅−=⋅⋅−=                 (4.11) 

 )sin()sin( max
max

γωωγωω +Φ⋅=+⋅⋅=⇒
Φ

ttABe              (4.12) 

 Expresia t.e.m. induse poate fi scrisă şi sub forma: 
)sin()sin(2 max γωγω +⋅=+⋅⋅= tEtEe                   (4.13) 

cu:  ABNfABNffEE ⋅⋅⋅⋅=⋅⋅⋅
⋅⋅

=
Φ⋅⋅⋅

== 44,4
2

2
2

2
2

maxmax ππ   (4.14) 

 Valori caracteristice semnalelor sinusoidale: 
- valoarea medie pe o perioadă prin definiţie este nulă: 

T

o

T

mmmed tE
T

dttE
T

E )cos(11)sin(1
0

γω
ω

γω +⋅⋅=+= ∫         (4.15) 

 - valoarea medie pe o semialternanţă: 

22

)cos(2)sin(

2

1
2

TT

m
mmed tE

T
dttETE

T

−−

−

−−

−

+⋅=+= ∫
ω
γ

ω
γ

ω
γ

ω
γ

γω
ω

γω ;    
T
2π

=ω    (4.16) 

[ ]
πππ

mmm
med

E

T

E
T

T

T

E
T

E
T

⋅
=+⋅⋅=



 −⋅⋅=

2112
2

2
cos0cos2

2
2

         (4.17) 

 - valoarea efectivă: 

∫∫ ==
T

m

T

m tdtE
T

dttE
T

E
0

22

0

2 sin1)sin(1 ωω             (4.18) 

2
12cos(1

2
11 2

0

2

0

2 TE
T

tdtE
T

dtE
T

E m

T

m

T

m =−= ∫∫ ω             (4.19) 

2
mEE =                                                   (4.20) 

 În regim sinusoidal se definesc următorii factori: 

 - factor de amplitudine:   
efectval

val
E

EK m
a .

.max.2==     (4.21) 

 - factor de formă:  

 
antasemialternpemedieval

efectval

E

E

E
EK

m

m

med
f

T
.

..
222

2

2

π

π

=== (4.22) 
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4.2  Reprezentări simbolice ale semnalelor sinusoidale 
 La o frecvenţă dată orice semnal sinusoidal este complet determinat 
de două mărimi scalare: 

- amplitudine (sau valoare efectivă) 
- fază iniţială. 

 Metodele de reprezentare simbolică a mărimilor sinusoidale constau 
în stabilirea unor reguli ce asociază fiecărei mărimi sinusoidale  o imagine 
în următoarele condiţii: 
 - reprezentarea să fie biunivocă (fiecărei mărimi i se asociază o 

singură imagine şi invers); 
 - operaţiilor de derivare şi integrare să le corespundă operaţii simple 
cu imagini; 

- transformarea să fie cât mai simplă (în ambele sensuri). 
  
4.2.1. Reprezentarea geometrică (prin fazori) 

Cuprinde două aspecte: 
I) Reprezentarea cinematică (nesimplificată) 
În această reprezentare, unei mărimi sinusoidale: 

) +t ( sin A2 =a(t) γω⋅⋅                                      (4.23) 
îi c orespunde un ve ctor de  m odul egal cu amplitudinea  A2 ⋅  care se 
roteşte în plan în sens trigonometric cu viteza unghiulară egală cu pulsaţia ω 
şi formează în fiecare moment t cu o axă de referinţă un unghi egal cu 
argumentul ) +t ( γω . 
 Notăm Ox o axă ce formează cu vectorul  A2 ⋅  unghiul γ ,axa  care 
se roteşte cu viteza ω. Aceasta se numeşte "axă origine de fază".  

 
Fig. 4.7 
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 "Vectorul ro titor d e m odul  A2 ⋅ şi argument (ωt+γ) se numeşte 
fazor cinematic iar proiecţia lui pe axa Oy este egală cu mărimea instantanee. 
Notăm fazor cinematic al mărimii a(t): 

[ ] gFtAtaF =+→
← γω2)(     Notaţia Kennelly               (4.24) 

Operaţii cu fazori 
a) amplificarea cu  un scal ar a u nui f azor est e un fazor cu modulul 

mărit de λ ori: 

 
Fig. 4.8 

 b) adunarea a doi fazori este tot un fazor : 
  

21 gg22112121 FFtA2tA2OAOAaa +=γ+ω+γ+ω=++ →
←      (4.25) 

 
Fig. 4.9 

 Rezultatul adunării este o mărime sinusoidală de amplitudine: 
)cos(AAAAA 2121

2
1

2
1 222 γγ −⋅⋅++⋅=                (4.26) 

iar argumentul este:  
2211

2211

γγ
γγγ

cosAcosA
sinAsinAtg

+
+

=                               (4.27) 

λa(t) →←  gFtA2 =γ+ωλ  
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 c) operaţiilor de derivare şi integrare a mărimilor sinusoidale le 
corespund următorii fazori geometrici: 

)
2

sin(2)cos(2))sin(2( πγωωγωωγω ++=+=+= tAtAtA
dt
d

dt
da (4.28) 

dgFtAa
dt
d

=++→
← 2

2)( πγωω                           (4.29) 

 
Fig. 4.10 

Similar integrării îi corespunde un fazor geometric 

ig

T
FtAadt =−+⇒→

←∫ 2
2

0

πγω
ω

.                                                         (4.30) 

 II) Reprezentarea polară 
 În reprezentarea cinematică vectorul se roteşte cu ω  faţă de axa fixă 
Oxo (vectorul rotitor se numeşte fazor). Întrucât axa origine de fază se 
roteşte cu aceeaşi viteza ω  (axa Ox) reprezentarea acestui vector faţă de axa 
origine de fază conduce la exprimarea mărimii printr-un ve ctor f ix de  
argument egal cu faza iniţială şi modul egal cu valoarea efectivă numit fazor 
polar  

polarfazortaFAtAta p ))(()sin(2)( =+= →
← γγω               (4.31) 

2
)

2
sin(2 πγωπγωω +++= →

← AtA
dt
da                            (4.32) 

2
)

2
sin(2 πγ

ω
πγω

ω
−−+= →

←∫
AtAadt                           (4.33) 
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4.2.2  Reprezentarea analitică (în complex) 
Dacă planului geometric y0Ox0 i se ataşează planul complex cu axa 

imaginară Oy0 şi reală Ox0 avem reprezentarea în complex nesimplificat a 
mărimilor sinusoidale. V ârfului ve ctorului A  î i corespunde un punct în 
planul complex i ar ve ctorul OA un vector în planul complex. Dacă axei 
origine de fază Ox i se ataşează axa reală a planului complex (axă ce se 
roteşte cu ω atunci vectorul din planul polar î i corespunde un fazor fix de 
modul egal cu valoare eficace şi argument egal cu fază iniţială (complex 
simplificat). 
 a) Reprezentarea în complex nesimplificat 
 Oricărei mărimi sinusoidale ) +t sin(2A =a(t) γω⋅  îi c orespunde 
în planul complex mărimea: ) +t (je2A =a γω⋅⋅⋅⋅  

 
Fig. 4.11 

 Trecerea inversă (proiecţia pe axa imaginară). 
)tsin(A2 )}tsin(Aj)tcos(A{m}am{a(t) γωγωγω +⋅⋅=+⋅⋅++⋅== II  

(4.34) 
Dacă: g)tj(eA2  a  )tcos(A a(t) +ω⋅⋅=⇒γ+ω⋅= , iar trecerea inversă implică: 

 }aRe{a(t) = . 
 Operaţii în complex: 
 1) Înmulţirea cu un scalar: )tj(eA2  a γωλλ +⋅⋅⋅=⋅    →

←     a⋅λ  (4.35) 

2) Derivarea: ajAej
dt
da tj ωω γω == + )(2                                  (4.36) 

- transformă operația de derivare în operaţie algebrică de înmulţire 
cu jω. Versorii ataşaţi planului complex sunt +1 - pentru axa reală 
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şi +j - pentru axa imaginară, şi redă rotirea cu 90 grade a  
versorului axei reale.  

jjej
j

=+==
2

sin
2

cos2 πππ

;     ωj
dt
d
→                     (4.37) 

3) Integrarea unui număr complex transformă operaţia de integrare a 
mărimii sinusoidale în împărţire la jω . 

a
j

Ae
j

dta tj

ωω
γω 121 )( == +∫ ;      ∫ →

ωj
dt 1                   (4.38) 

Avantaj: - operaţiile integro-diferenţiale sunt transformate în operaţii 
algebrice. 

b) Reprezentarea în complex simplificat 
Întrucât în teoria circuitelor avem mărimi de aceeaşi pulsaţie, 

utilizăm reprezentarea în complex simplificat - ce renunţă la 2  în 
reprezentarea vectorului complex şi la viteza de rotire ω. Fazorii complecşi  
sunt în repaus relativ faţă de axa origine de fază. 

O astfel de reprezentare se obţine identificând planul complex cu 
planul abstract al fazorilor polari (axa reală ataşată axei origine de fază). 

În concluzie oricărui semnal de forma: 
a(t)= 2 Asin(ωt+γ) îi corespunde în planul complex mărimea A =Aejγ 

Mărimea complexă A  are modulul egal în valoare efectivă şi 
argument egal cu faza iniţială γ. Între valoarea instantanee complexă a  şi 
valoarea efectivă complexă A  există relaţia  

a = A 2 e jωt                                                                                   (4.39) 
 Trecerea de la valoarea efectivă complexă la semnalul sinusoidal 
(reprezentarea în domeniul timp) se face utilizând relaţiile: 

{ }
{ }





+=

+=
=

)sin(22

)cos(22
)(

γω

γω
ω

ω

tAadacăAeI

tAadacăAeR
ta

tj
m

tj
e              (4.40) 

 
4.3. Parametrii circuitelor liniare de curent alternativ 
 Parametrii unui circuit sunt: 

• R - rezistenţa; 
• L - inductivitatea (M - şi mutuală pentru cuplaje); 
• C - capacitatea; 
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Să considerăm un dipol liniar pasiv căruia i se aplică tensiunea 
)tsin(U)tsin(U)t(u uum γωγω +⋅⋅=+= 2                                         (4.41) 

 

 
Fig. 4.12 

 
 Dipolul f iind liniar ( xky ⋅= ) rezultă că este străbătut de un curent 
de aceeaşi formă cu excitaţia (tensiunea) adică tot sinusoidal de forma: 

)tsin(I)tsin(I)t(i iim γωγω +⋅⋅=+= 2 .                                           (4.42) 
 
4.3.1 Răspunsul circuitelor liniare în curent alternativ (analiza 
comparativă) 
 Excitând un dipol liniar pasiv cu un semnal sinusoidal răspunsul 
acestuia depinde de parametrii dipolului dar are aceeaşi formă de variaţie 
sinusoidală. Parametrii dipolului în instantaneu sunt rezistenţa, 
inductivitatea şi capacitatea. Căutăm să determinăm răspunsul dipolului  
pentru o excitaţie  sinusoidală cunoscută,  când dipolul conţine rezistenţă, 
capacitate, inductivitate sau combinaţii de tip R-C, R-L, RLC. 
 4.3.1.1 Răspunsul în c.a. al elementelor simple de circuit 

A. Răspunsul în c.a. al rezistenţei 
A.1 Răspunsul în domeniul timp 
Aplicând o tensiune alternativă: )tsin(U)t(u um γω +=  unei 

rezistenţe în baza ecuaţiei caracteristice iRu ⋅=  rezultă curentul prin 
rezistenţă: 

)tsin(I)tsin(
R

U
R
ui imu

m γωγω +⋅=+⋅==                    (4.43) 

 Identificând obţinem: 
R

UI m
m = , ui γγ = , 0=−= iu γγϕ .          (4.44) 
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Fig. 4.13 

 Pentru o rezistenţă amplitudinea tensiunii şi curentului satisfac 
relaţia Ohm ( mm IRU ⋅= ) şi întotdeauna curentul şi tensiunea rămân în fază. 
 A.2 Analiza prin reprezentări simbolice 

Utilizând reprezentările polare şi în complex simplificat obţinem 
următoarele diagrame pentru tensiunea şi curentul unui rezistor. 

- reprezentarea polară 

u
m

pum
U)u(F)tsin(Uu γγω

2
=→+=                         (4.45) 

i
m

u
m

pu
m I

R
U)i(F)tsin(

R
Ui γγγω

22
==→+=          (4.46) 

 
Fig. 4.14 a 

- reprezentarea în complex: 
ujm

um eUU)tsin(Uu γγω
2

=→+=                               (4.47) 

iu jmjm
u

m eIe
R

UI)tsin(
R

Ui γγγω
22

==→+=              (4.48) 
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Fig.  4.14 b 

 

cu relaţiile inverse:   
{ }
{ }2

2
tj

e

tj
e

eIRi

eURu
ω

ω

⋅=

⋅=
                                               (4.49) 

Concluzie: 
 Indiferent de tipul analizei (în domeniul timp sau simbolică) 
răspunsul rezistorul în curent alternativ este definit de rezistenţa R. Relaţia 
dintre semnalul de excitaţie şi răspuns este liniară mărimile fiind în fază. 
 B. Răspunsul condensatorului în c.a. 
 B.1 Analiza în domeniul timp 
 Presupunând aceeaşi tensiune: 

)tsin(Uu um γω +=                                                 (4.50) 
care excită un condensator liniar, răspunsul în curent este dat de relaţia: 

( )iumum tsinI)tsin(CU)tcos(CU
dt
duCi γωπγωωγωω +=++=+== 2

2
 

(4.51) 

iu γπγ =+
2

, 
2
πγγϕ −=−= iu .                              (4.52) 

 S-a u tilizat identitatea trigonometrică: 





 +=

2
παα sincos  putem 

scrie:  

( )ium tsinI)tsin(CUi γωπγωω +=++= 2
2

               (4.53) 

Curentul prin condensator în c.a. are amplitudinea şi faza:   
°+=

=
90ui

mm CUI
γγ
ω

     

(4.54)                                                        
 Între amplitudinea curentului şi a tensiunii există o dependenţă 
liniară în orice moment dată de valoarea capacităţii înmulţită cu frecvenţa 
unghiulară (sau pulsația ). 
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Defazajul, între răspuns )tsin(Y)t(y ym γω +=  şi excitaţie 

)tsin(X)t(x xm γω += , prin definiţie  este: xy γγϕ −=  (defazajul fazelor 
iniţiale dintre răspuns şi excitaţie). 
 În cazul exemplului considerat excitaţia este tensiunea iar răspunsul 
este curentul implicând: °=−= 90ui γγϕ . 
 Pentru o capacitate rezultă o defazare cu 90o înainte, a curentului 
faţă de tensiune. 
 B.2 Analiza prin reprezentări simbolice 
 Reprezentările în coordonate polare şi complex simplificat conduc la 
următoarele diagrame între tensiune şi curent: 
 - reprezentarea polară: 

°+
⋅⋅

=→°++⋅⋅=

=→+=

90
2

90

2

u
m

um

u
m

um

UC}i{Fp)t(sinUCi

U}u{Fp)t(sinUu

γωγωω

γγω
        (4.55) 

 
Fig. 4.15 

 
- reprezentarea în complex simplificat 

 

 
Fig. 4.16 

 
Concluzie: 
Răspunsul condensatorului în curent alternativ este definit de două 

mărimi şi anume amplitudine şi defazaj. 
 

)90(

2

2

°+⋅
⋅⋅

=

⋅=

u

u

jm

im

eUCI

eUU

γ

γ

ω
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C. Răspunsul bobinei în c.a. 
 

 C.1 Analiza în domeniul timp 
 

 Considerând excitaţia în tensiune de forma )tsin(Uu um γω +=  
dependenţa curent - tensiune este dată de relaţia: 

)t(cosU
L

dt)tsin(U
L

)'t(u
L

)t(i um

t

um

t

L γω
ω

γω +
⋅
−

=+== ∫∫
111

00
   (4.56) 

adică 

)tsin(I)tsin(U
L

)t(i imum γωγω
ω

+=°−+
⋅

= 901               (4.57) 

 Amplitudinea curentului şi faza iniţială sunt date de relaţiile: 

°−=

⋅
=

90ui

m
m L

UI

γγ

ω
                                                          (4.58) 

 Constanta de proporţionalitate dintre amplitudinea curentului şi a 
tensiunii aplicate este dependentă de frecvenţă. Întotdeauna c urentul pr in 
bobină este defazat în urma tensiunii. 

 Defazajul 
2

90 πγγϕ −=°−=−= ui . Dacă semnalul aplicat este un 

curent rezultă tensiunea defazată înaintea curentului cu 90o şi cu 
amplitudinea mm ILU ⋅⋅=ω .  
 
 C.2 Analiza prin reprezentări simbolice 
 

Reprezentarea polară şi reprezentarea în complex simplificat conduc 
la următoarele diagrame: 

 
Fig. 4.17 

 Cazuri limită ale bobinei si condensatorului  
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 a) 

∞→
⋅

=→⋅⋅=→
L

UIUCIccdecirc

BobinarCondensato

m
mmm ω

ωω 0.)..(0
 

 b) 

0→
⋅

=∞→⋅⋅=∞→
L

UIUCI)inaltefrecvente( m
mmm ω

ωω  

 
 Concluzii: 

 
 1. La frecvenţe joase (sau în c.c.) condensatorul se comportă ca un 
circuit deschis iar la frecvenţe înalte ca un scurtcircuit. 
 2. Bobina în c.a. la frecvenţe joase se comportă ca un scurtcircuit iar 
la frecvenţe înalte ca un circuit deschis. 
 
 D. Concluzii ale analizei comparative 
 
 Analiza comparativă a celor trei elemente simple de circuit indică 
până în prezent: 

 
♦ în domeniul timp: - parametrii dipolului sunt amplitudinea răspunsului şi 

defazajului 
♦ în reprezentarea simbolică: - parametrii dipolului pot fi definiţi prin 

generalizarea relaţiei Ohm. Dacă în c.c. IRU ⋅=  atunci î n c .a. î ntre 
valorile maxime ale tensiunii şi curentului constanta de proporţionalitate 
este dependentă de natura dipolului (R, C, sau L) dar şi de frecvenţa 
semnalului de excitaţie. 

 O generalizare a relaţiei Ohm impune introducerea unui parametru al 
dipolului ca să exprime abilitatea acestuia de a se opune trecerii curentului 
(similar definiţiei R în c.c.). 

Numim impedanţă raportul dintre valoarea efectivă a tensiunii şi 

valoarea efectivă a curentului:  
)(

I
UˆZ

)(
I

UZ
d

Ω>=

Ω>=

0

0
.                                  (4.59) 
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iar )S(
Z

Y 1
= , numită admitanţă, reprezintă, din punct de vedere fizic, 

raportul valorilor efective ale curentului şi tensiunii de la bornele dipolului. 
 

Obs: - Dipolul poate fi caracterizat în coordonate polare prin impedanţă 
Z şi prin defazaj.  

În concluzie perechea impedanţă-defazaj sau admitanţă-defazaj 
caracterizează dipolul. 
  
 
 4.3.1.2 Răspunsul în c.a. al unui dipol de ordinul I   

 
 A. Analiza în domeniul timp 
 
 Numim dipol de ordinul I acea latură din circuit ce conţine 
combinaţii între un element de circuit disipativ (R) şi un element de circuit 
ce acumulează energie (C sau L). 
  
 A.1 Dipol R-C alimentat de la o sursă de tensiune 

 
Fig. 4.18 

 tcosUu m ω=  aleasă origine de fază excită dipolul ce reacţionează 
modificând răspunsul (curentul) atât în privinţa valorii efective cât şi a 
defazajului. 
 Aplicând teorema Kirchhoff II şi ţinând cont de conexiunea serie: 

dt
duCi c=  iar )Riu(urezultăuRiuuu CCCR −=+=+=  rezultă 

 
dt
diCR

dt
duC)Riu(

dt
dCi ⋅−=−=   ecuaţie diferenţială de ordinul I 

în raport cu curentul: 

dt
duCi

dt
diCR =+⋅                                            (4.60) 

 Întrucât: tsinU
dt
du,tcosUu mm ωωω −== , curentul ca răspuns al 

excitaţiei în tensiune are valoarea: )tcos(I)tcos(Ii imum ϕωϕγω +=++=  
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şi satisface ecuaţia diferenţială de mai sus. Înlocuind în ecuaţia diferenţială 
obţinem: 

tsinCU)tcos(I)tsin(RCI mmm ωωϕωϕωω −=+++−              (4.61) 
 Utilizând identitatea: 

tcossincostsin)tsin( ωϕϕωϕω ⋅+⋅=+    şi 
ϕωϕωϕω sintsincostcos)tcos( ⋅−⋅=+                      (4.62) 

înlocuind şi identificând: 
tsinCU)sintsincost(cosI)tcossincost(sinRCI mmm ωωϕωϕωωϕϕωω −=⋅−⋅+⋅+⋅−

(4.63) 

obţinem:   




=+
=−

mm CU)cosRC(sinI
sinRCcos

ωϕωϕ
ϕωϕ 0

.                                    (4.64) 

 
 Din prima ecuaţie rezultă defazajul : 

RC
tg

ω
ϕ 1
=                                                                 (4.65) 

iar din a doua valoarea amplitudinii curentului: 

ϕωϕ
ω

cosRCsin
CUI m

m +
=     sau   

22

22
2 11 ω

ω

ω
)RC(

CU

C
R

U
Z
UIm

+

⋅
=

+
== . 

(4.66) 
 Utilizând identitatea trigonometrică: 

 
ϕ

ϕ
21

1
tg

cos
+

=    cu    
RC
1tg

ω
=ϕ                                 (4.67) 

rezultă: 
21 )CR(

CRcos
ω

ωϕ
+

=                                                              (4.68) 

 Amplitudinea curentului devine: 

2

2
11

1
)RC(

RC
R

U

RC
RC)RC(

RC
CU

]RCtg[cos
CUI mmm

m
ω

ω

ω
ωω

ω
ω

ωϕϕ
ω

+
=





 +

+

=
+

=  

 m
mm

m I)(H
R

U
)RC(

RC
R

UI ==
+

= ω
ω

ω
21

                    (4.69) 

iar defazajul:   
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)RC(arctg)RC(arctgarctg
RC

arctg ωω
ω

ϕ −°=−=





= 9011      (4.70) 

 Notând c u 
RC
1

0 =ω  - frecvenţa caracteristică (sau pulsație) 

dependentă numai de parametrii dipolului, atunci funcţia H(ω) denumită 
magnitudine reflectă mărimea răspunsului în c.a. faţă de răspunsul dipolului 

în c. c., i ar d efazajul 







−°=

0

90
ω
ωωϕ arctg)(  cu dependenţele funcţiei de 

frecvenţă redate în fig. 4.19.  
 
 

 
Fig. 4.19 

 
 
 Cazuri particulare: 

 1) 1
0

>>
ω
ω    

Funcţionarea la frecvenţe înalte conduce la 1→)(H ω , şi în 
consecinţă capacitatea se comportă ca un scurtcircuit, defazajul 

0→)(ωϕ , iar circuitul se comportă rezistiv. Întreaga tensiune a 
sursei se aplică rezistenţei. Dipolul are comportament rezistiv. 
Fizic, la frecvenţe înalte condensatorul nu are timp să se încarce 
cu sarcină. 

2) 1
0

<<
ω
ω , implică funcţionarea la frecvenţe joase, şi în consecinţă 

condensatorul are timp să acumuleze sarcini, magnitudinea 
0→)(H ω ; °→ 90)(ωϕ ; ∞→z , di polul are un c omportament 

capacitiv, echivalent cu circuitul din fig. 20b. 

2

0

0

1 







+

=

ω
ω

ω
ω

ω )(H  
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a b 

Fig. 4.20 

 3) 1
0

=
ω
ω , 

2
1457070

2
1

⋅=°===
R

UI;;,)(H m
mϕω . 

Funcţionarea circuitului RC la frecvenţă variabilă este de tip filtru trece-sus 
în privinţa curentului. Puterea disipată pe rezistenţă are un maxim pentru 
frecvenţă limită superioară  

22

22






=






=

R
URIRP mm                                           (4.71) 

cu valoarea:  
R

UP m
max

2

2
1

= . 

- la max
mm

m P
R

URPdisipatăputereaiar
R

UI,
2
1

222
1

22

0 0
=








=== ωωω  

şi, în consecinţă, frecvenţa caracteristică 0ω  se mai numeşte şi frecvenţa 
înjumătăţirii puterii. 

 
Concluzie: 
 
Perechea “magnitudine - frecvenţă caracteristică”, caracterizează 

răspunsul dipolului R-C în domeniul timp. 
 
 
 A.2 Dipolul R-L alimentat de la o sursă de tensiune 
 
 Considerăm un circuit RL serie alimentat de la o sursă de tensiune 
cu frecvenţă variabilă: tcosUU m ω= . Aplicând teorema Kirchhoff II rezultă: 

dt
di

R
Li

R
u

dt
diLRiu +=⇔+=                                 (4.72) 
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       Răspunsul )tcos(Ii m ϕ+ω=  conduce prin înlocuire în ecuaţia diferenţială 
de ordinul I la: 

)tsin(I
R
L)tcos(Itcos

R
U

mm
m ϕωωϕωω +−+=                (4.73) 

sau la si stemul: 










=





 +

=+

R
UIsin

R
Lcos

cos
R
Lsin

m
mϕωϕ

ϕωϕ 0
 din care rezultă: 

R
Ltg ωϕ −= . Deci :  







−=

R
Larctg ωϕ    respectiv:   )(H

R
U

R
UI mm

m ω

ω
ω

=









+

=

0

1

1 .    (4.74) 

 Funcţionarea ca filtru a circuitului R-L serie implică analiza în 
funcţie de frecvenţa caracteristică, 

L
R

L0 =ω , a magnitudinii şi a defazajului. 

 
Fig. 4.21 

 
 Cazuri particulare de funcţionare: 

 a) 011
0

→==→<< ϕ
ω

ω
ω
ω ,R

)(H
RZ,)(H,                         (4.75) 

 Circuitul se comportă rezistiv, întreaga tensiune se aplică rezistenţei, 
bobina se comportă ca un scurtcircuit, amplitudinea curentului din circuit 

fiind 
R

UI m
m = . 









−=









+

=
0

0

1

1
ω
ωωϕ

ω
ω

ω arctg)(;)(H
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Fig. 4.22 

 b) °−→→>> 9001
0

ϕω
ω
ω ,)(H,                                            (4.76) 

    Bobina se comportă ca un circuit deschis comparativ cu R sau 
văzut invers rezistenţa ca un scurtcircuit. Caracterul circuitului este 
inductiv. Schema echivalentă este: 

 

 
Fig. 4.23 

 

 c) R
)(H

RZ,)(H, 2
2

11
0

====
ω

ω
ω
ω  majorare de rezistenţă: 

 

R
UPcuPP,

R
UI m

maxmax
m

m

2

2
1

2
1

2
1

===                      (4.77) 

 Concluzii: 
1) C ircuitul R -L se comportă în frecvenţă ca un filtru trece jos 

pentru semnalele a căror cu frecvenţă este în gama 00 ωω <<  (un răspuns 
semnificativ numai în banda ( 00 ω, ) îl oferă circuitul R-L).  

2) Banda de frecvenţă ∞<ω<ω0  se numeşte bandă interzisă; 

3) Frecvenţa 
L
R

=0ω  se numeşte frecvenţă caracteristică (de tăiere). 

 
4.3.1.3 Răspunsul în c.a. al circuitelor de ordinul II. 
 
 A. Analiza în domeniul timp 
 
 A.1 Analiza dipolului echivalent RLC serie 
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Dipolul serie RLC este excitat de tensiunea tcosUu m ω= . Aplicând 

teorema K irchhoff II şi ţinând cont de relaţia 
dt

duCi c=  şi condiţia de 

conexiune serie obţinem următoarea ecuaţie de ordinul doi: 

cu
dt
diLRiu ++=  sau 

dt
diLRiuuc −−= , iar ecuaţia 

2

2

)(
dt

idLC
dt
diRC

dt
duCu

dt
dCi c −−==  este echivalentă cu: 

dt
dUCi

dt
diRC

dt
idLC =++2

2

                                 (4.78) 

 Considerând răspunsul de tip sinusoidal: )cos( ϕω += tIi m  prin 
înlocuire în ecuaţia diferenţială de ordinul doi se obţine: 

tCItItRCItLCI mmmm ωωϕωϕωωϕωω cos)cos()sin()cos(2 −=+++−+−  
 Separând componentele în tωsin  şi tωcos  rezultă: 

0sin
1

cos 2 =
−

− ϕ
ω
ωϕ

LC
RC                                   (4.79) 

LC
CUI

LC
RC m

m 22 1
cos

1
sin

ω
ωϕ

ω
ωϕ

−
=








−
−                   (4.80) 

 Aceste ecuaţii au forma identică cu ecuaţiile circuitului R-C c u 

schimbarea de variabilă:  
LC

RCRC 21 ω
ωω
−

→ . 

 Avem astfel expresia defazajului şi a magnitudinii: 

( ) ( ) ( )
( )

)(
11

1

1
2

22222
ω

ω
ωωω

ω H
R

U

RC
LCR

U

RCLC

RC
R

UI mmm
m ⋅=

−
+

=
+−

= (4.81) 








 −
=

RC
LCarctg

ω
ωϕ

21                                    (4.82) 

 
 Funcţionarea la frecvenţă variabilă a dipolului 

 Expresia:  






 −=





 −=

− LC
LCC

L
R

L
CRRC

LC ω
ω

ω
ωω

ω 11111 2

, 

prin introducerea parametrului 
LC
1

0 =ω  (pulsație frecvenţă caracteristică) 
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şi numărul adimensional 
C
L

R
Q 1
=  (factor d e c alitate a l circuitului RLC 

serie), poate fi scrisă în forma: 







−=

−

0

0
21

ω
ω

ω
ω

ω
ω Q
RC

LC . 

 Înlocuind în expresia amplitudinii şi a defazajului obţinem: 

2

0

021

1)(









−+

=

ω
ω

ω
ω

ω

Q

H    ;   







−=

0

0)(
ω
ω

ω
ωωϕ arctgQ           (4.83) 

  
Observaţie: 

- Răspunsul în c.a. al circuitelor de ordinul I a fost caracterizat prin 
parametrii amplitudine şi frecvenţă caracteristică ω0; iar pentru circuitele de 

ordinul II prin amplitudine şi doi parametrii ω0 şi Q. 
În aceste condiţii în loc de o singură curbă avem o familie de curbe 

cu Q parametru a tât pe ntru m agnitudine H (ω) cat şi pentru  defazaj ϕ(ω) 
(fig. 4.22) 

 
Fig. 4.24 
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Cazuri de funcţionare la frecvenţă variabilă: 

a) 1
0

<<
ω
ω  - la frecvenţe joase capacitatea se comportă ca un circuit 

deschis co mparativ cu L şi R; °→→ 900 ϕ;H  - 
rezultând o  funcţionare tip capacitiv a circuitului. 

b) 1
0

>>
ω
ω  - la frecvenţe înalte inductivitatea se comportă ca un 

circuit deschis comparativ cu C şi R ; 
°−→→→ 9000 ϕ;H;i  - rezultând o funcţionare tip 

inductiv a circuitului. 

c)  1
0

=
ω
ω  - apare fenomenul de rezonanţă, motiv pentru care 0ω  - 

se numeşte  frecvenţă unghiulară (sau pulsație) de 

rezonanţă. 
R

UI,;H m
m =→→ 01 ϕ . Bobina şi 

condensatorul se comportă ca un scurtcircuit, circuitul 
având caracter rezistiv. Puterea transferată atinge 
valoarea maximă. 

 Valoarea frecvenţei la care puterea disipată este jumătate din puterea 
maximă determină frecvenţa de tăiere a filtrului. Rezultă că vor exista două 
frecvenţe, una inferioară Lω  şi una superioară Hω  (LOW şi HIGH). 
Frecvenţele de înjumătăţire ale puterii maxime trebuie să fie date de 

condiţia:
2

1
2

0 ===
)(H)(H)(H HL

ωωω  

 Impunerea acestei condiţii implică: 21
0

02 =







−+
ω
ω

ω
ωQ  ecuaţie de 

ordinul II ce rezolvată în raport cu 
0ω
ω  conduce la soluţiile: 

 

QQ

QQ

H

L

2
1

4
11

2
1

4
11

2
0

2
0

−+=

−+=

ω
ω

ω
ω

    cu   2
0ωωω =⋅ HL                      (4.84) 

 Concluzie: 
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 1o. - pentru Lωω <<0 şi ∞<<ωωH  - banda de frecvenţă se 
numeşte bandă de blocare; 
 2o. - Lωω <<0  - banda de frecvenţă în această gamă se numeşte 
bandă de trecere. Lăţimea benzii este dată de relaţia: 

Q
BW LH

0ωωω =−=                                           (4.85) 

 
 A.2 Răspunsul dipolului echivalent RLC paralel. 
 
 În acest caz se consideră excitaţia de la o sursă de curent iar 
răspunsul este tensiunea la bornele dipolului: 

 

 
Fig. 4.25 Sursa de curent alimentează un circuit RLC paralel 

 
 Pentru ∞→ω  bobina se comportă ca un scurtcircuit conducând la 

0→u  iar  
pentru ∞→ω  condensatorul se comportă ca un scurtcircuit şi 

0→u , deci există o frecvenţă la care se obţine acel clopot al magnitudinii. 
Aplicând  Kirchhoff rezultă ecuaţia de ordinul II: 

dt
diLu

dt
du

R
L

dt
udLC =++2

2

                                         (4.86) 

 Soluţia se determină utilizând considerentele dualităţii i şi u, L şi C 

respectiv R cu 
R
1  între RLC serie şi RLC paralel. Rezultă astfel: 

)(ωHRIU mm =                                                (4.87) 
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 cu:        - 
2

2 )1(

)(







+−

=

R
LLC

R
L

H

ωω

ω
ω                                          (4.88) 

- 

R
L
LCarctg

ω

ωωϕ
21)( −

=                                                          (4.89) 

 Parametrii ce caracterizează dipolul vor fi: 

LC
1

0 =ω  şi 
L
CRQp =                                 (4.90) 

 Concluzie: 
Analiza în domeniul timp este sugestivă dar laborioasă atunci când 

dipolul are o structură mai complexă. Dacă dipolul este de ordinul I 
caracterizarea acestuia este posibilă printr-un singur pa rametru 0ω - 
frecvenţa unghiulară caracteristică. Dacă ordinul creşte caracterizarea 

acestuia este posibilă prin frecvenţa caracteristică 
LC
1

0 =ω  şi factorul de 

calitate Q=f(R,L,C). 
 
 B. Analiza în complex a dipolului de ordinul II 
 Analiza unui circuit şi implicit caracterizarea lui în reprezentarea 
polară implică doi parametrii Z şi defazaj ϕ. Analiza cea mai simplă şi 
comodă este în complex simplificat unde mărimile de c.a. sunt transformate 
în mărimi de c.c.: 

( ) ujm
um eUUtUU ϕϕω

2
cos =→+=                         (4.91) 

în planul complex. Analiza este posibilă însă numai pentru mărimile de 
aceeaşi frecvenţă. 
 Numim impedanţă complexă raportul dintre tensiunea complexă şi 
curentul complex: 

ϕj
d

eZ
I

UZ ⋅==                                                 (4.92) 

- cu modulul egal cu raportul valorii efective ale semnalelor; 
- ϕ - defazajul între semnale. 
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 Analiza în complex a mărimilor sinusoidale este o analiză în 
domeniul frecvenţă unde semnalele sunt r eduse l a sem nale co ntinue i ar 
parametrul dipolului (impedanţă complexă), este dependentă de frecvenţă. 
 Impedanţa complexă reprezintă o generalizare în formă fazorială a 
relaţiei Ohm. 
 Pentru elementele simple de circuit impedanţa complexă are forma: 
 - pentru dipol rezistiv: RZ R = ; 
 - pentru dipol pur inductiv: LjZ L ω= ; 

 - pentru dipol pur capacitiv: 
C

j
Cj

Z C ωω
11

−== . 

Pentru rezistenţă impedanţa RZ  este ideală şi independentă de 
frecvenţă, iar pentru condensator şi bobină impedanţa indică dependenţa de 

frecvenţă prin ωL  sau 
Cω
1  iar p rin j s au -j defazajul între curent şi 

tensiune. Sintetic în planul Re-Im, ℑ−ℜ ,impedanţa complexă are valori în 
semiplanul Re>0. 
 

 
Fig. 4.26 

 
 Cazuri limită pentru 0→ω  şi respectiv ∞→ω : 
 - bobină:      0

0
=

→ LZlim
ω

 (scurtcircuit) 

 ∞=
∞→ LZlim

ω
 (circuit deschis) 

 - condensator: ∞=
→ CZlim

0ω
 (circuit deschis) 

         0=
∞→ CZlim

ω
 (scurcircuit) 

 
B.1 Impedanţă complexa a dipolului echivalent RLC serie 
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 Pentru un dipol echivalent RLC serie sau paralel analizăm modul de 
obţinere al impedanţei complexe. 
 Dipolul RLC serie: 

 
Fig. 4.27 

 
 Aplicând teorema Kirchhoff II rezultă: 
 

∫++=
t

o
idt

Cdt
diLRiu 1                                     (4.93) 

 
 Trecând în complex simplificat: 















 −+=++=

C
LjRII

jC
ILjIRU

ω
ω

ω
ω 111 ;               (4.94) 

 

jXR
C

LjR
I

UZ +=





 −+==

ω
ω 1                          (4.95) 

unde: 
C

LX
ω

ω 1
−=  reactanţă. 

 

 
Fig. 4.28 

 
 Considerând )tcos(Uu m ϕω += , curentul prin dipolul RLC este de 
formă sinusoidală:  tcosIi m ω= , unde: excitatierasp γγϕ −= = defazaj. 

 Trecând în complex:  0

22
jmjm eII,eUU == ϕ  
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ϕϕϕϕ sincos jZZZee
I

U
I

UZ jj

m

m +====                   (4.96) 

 Identificând, rezultă: 

22

0

0

XRZ,
R
Xarctg

I
U

I
cosUsinZX

I
U

I
sinUcosZR

reactiv

activ

+==

>===

>===

ϕ

ϕϕ

ϕϕ

                        (4.97) 

 Concluzie: 
 

1)  Rezistenţa în c.a. reprezintă partea reală a impedanţei complexe 
Z, rezistenţă ce poate fi sau nu dependentă de frecvenţă. Nu 
întotdeauna ea coincide cu rezistenţa ohmică a circuitului. 
Rezistenţa în c.a. reprezintă raportul dintre proiecţia tensiunii pe  
axa curentului si valoarea  curentul din circuit. 

 
2)  Reactanţa X reprezintă partea imaginară a impedanţei complexe şi 

este dependentă întotdeauna de frecvenţă, indicând prezenţa 
elementului d e st ocare a en ergiei î n circuit. Pentru acest aspect 
inductivitatea şi capacitatea se numesc elemente reactive. Ea 
reprezintă raportul dintre proiecţia tensiunii pe o axă 
perpendiculară pe a curentului si valoarea curentului din circuit. 

 Din punct de vedere al reactanţei, mai precis al rotirii ei cu j sau -j  
distingem (fig.4.27): 

a) jXRZ +=  aparţine cadranului I al planului complex, impedanţa 
este de  t ip i nductiv, 0>ϕ  şi curentul este defazat în urma 
tensiunii. 

b) jXRZ −=  aparţine cadranului II al planului complex, impedanţa 
este d e t ip cap acitiv, 0<ϕ  şi curentul este defazat înaintea 
tensiunii. 

c) RZ =  circuit pur rezistiv, regim de rezonanţă pe care-l analizăm 
separat. 
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Fig. 4.29 

 Concluzie: 
 3) Dipolul RLC serie admite o schemă echivalentă serie şi este 
caracterizat de impedanţa complexă jXRZ +=  

 
Fig. 4.30 

 
 
 B.2 Dipol echivalent RLC paralel 
 
 Dipolului RLC paralel,(4.31) prin aplicarea teoremei I Kirchhoff  ii 
putem determina curentul absorbit: 

 
Fig. 4.31 

 

dt
duCudt

LR
ui

t

o
++= ∫

1
                                     (4.98) 

Trecând în complex simplificat dependenta curent - tensiune este: 

UCjU
LjR

UI ω
ω

++=
1                                                       (4.99) 















 −−= C

L
j

R
UI ω

ω
11                                                    (4.100) 
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 Raportul )(jB)(GY
U
I ωω −==  se n umeşte admitanţă complexă 

de modul 22 BGY +=  şi defazaj 
G
Barctg−=ϕ , 

 
Fig. 4.32 

unde:  - 0>==
U

cosI
U

IG activ ϕ  - conductanţă; 

           - 0>==
U
sinI

U
IB reactiv ϕ  - susceptanţă. 

  
 
Concluzie: 

  
1) Dipolul RLC paralel admite schema echivalentă: 

 
Fig. 4.33 

 Echivalenţa unui dipol în schema serie sau paralel este dată de 
relaţia de echivalenţă ce presupune egalitatea tensiunilor şi a curenţilor  ai 
dipolului: 

Y
ZsauZYUYZU

;UYI
;IZU 11 ==⇒⋅⋅=⇒




⋅=
⋅=

             (4.101) 

jBG
jXR

−
=−

1                                                                         (4.100) 
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2222

2222

XR
XBsau

BG
BX

XR
RGsau

BG
GR

+
=

+
=

+
=

+
=

                                      (4.102) 

 
4.4. Puteri în circuite liniare de c.a. monofazat 
 4.4.1 Puterea instantanee a dipolului echivalent 
 Considerăm un dipol liniar căruia i se aplică tensiunea sinusoidală 

)tsin(U)t(u uγω += 2  şi prin care trece curentul )tsin(I)t(i iγω += 2 . 

 
Fig. 4.34 

 Puterea instantanee are expresia: 
)tsin()tsin(UI)t(i)t(u)t(p iu γωγω ++== 2 . Utilizând relaţia 

trigonometrică:  

( ) [ ])cos()cos(sinsin
sinsincoscos
sinsincoscos

cos βαβαβα
βαβα
βαβα

βα +−−=⇒




+
−

=±
2
1

                                                                                                               (4.103) 
rezultă: )tcos(UIcosUIp iu γγωϕ ++−= 2 . 
 Expresia puterii instantanee conţine doi termeni(fig.4.33): 
 - 0>= ϕcosUIP  - termen denumit putere activă; 

 - 





 −++=

2
20

πγγω iutsinUIp   denumit putere oscilantă. 

 

 
Fig. 4.35 
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4.4.2 Puterea activă 

 Energia pe o perioadă capabilă a se transforma în altă formă de 
energie inclusiv în lucrul mecanic este: 

( ) TcosUIdt)tcos(UIcosUIdt)t(pW
T

iu

T

o
⋅=++−== ∫∫ ϕγγωϕ

0
2 (4.104) 

respectiv puterea: 

∫===
T

o
pdt

T
p~

T
WP 1                                        (4.105) 

unde: - p~ - reprezintă puterea activă egală cu valoarea medie a puterii 
instantanee pe o perioadă sau pe un număr întreg de perioade. 

Utilizând c onvenţia de semne pentru dipolul generator respectiv 
receptor avem: 

 
Fig. 4.36 

 ϕcosUIP =  iar 222 GURIcosZIP
I

UZ ===⇒= ϕ            (4.106) 

 
4.4.3 Puterea aparentă 

 Valoarea maximă a puterii active reprezintă puterea aparentă (S=UI 
> 0) şi este egală cu produsul valorilor efective ale tensiunii şi curentului. 
Puterea aparentă caracterizează limitele de funcţionare ale maşinilor şi 
aparatelor electrice. 

Ţinând cont de definiţia impedanţei 0>=
I

UZ  rezultă: 

0
0

2

2

>==

>==

YUUIS
ZIUIS  sau 0>=

U
IY                           (4.107) 

 Numim factor de putere raportul dintre puterea activă şi puterea 
aparentă: 

10 <<= pp K;
S
PK  ;    ( ϕcosK p =  în regim sinusoidal) 
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 4.4.4 Puterea reactivă 
 Introducem, matematic, o putere complementară puterii active prin 
relaţia: 

22sin PSUIQ −== ϕ                                     (4.108) 
iar s imilar p uterii a parente respectiv active 22 RIP,ZIS == , i ntroducem 
mărimea: 

ϕsinZ
I
QX == 2  - reactanţă, ( B

X
=

1  - susceptanţă)            (4.109) 

 Rezultă astfel: 22 BUXIQ ==    (volt - amper - reactiv)         (4.110) 
 Să analizăm ce reprezintă această putere reactivă pornind de la 
expresia p uterii i nstantanee: )tcos(UIcosUIp iu γγωϕ +++= 2  în care 
înlocuim iuiu γϕγγγϕ +=⇒−=  

])(2cos[cos
)22cos(cos
ϕγωϕ
γϕωϕ
++−=

=++−=⇒

i

i

tUIUIp
tUIUIp

                         (4.111) 

[ ]
[ ]

    
oscilatiedeeetantaninsputerep

i

pulsatiedeeetantaninsputerep

i

ii

op

)t(sinsinUI)t(coscosUIp
sin)t(sincos)t(cosUIcosUIp

−−

+++−=
=+−+−=⇒

γωϕγωϕ
ϕγωϕγωϕ

221
22

 

⇒+⋅=+⋅=⇒ )(sin2cos)(sin2cos 222
iip tIZtUIp γωϕγωϕ  

2Ripp =  

unde: - )sin(2 itIi γω +=  - valoarea i nstantanee a cu rentului, i ar 
reprezentările grafice sunt date în fig.4.37. În baza demonstraţiei de mai sus 
putem defini “Puterea activă” (P), ce  reprezintă valoarea medie a puterii 
instantanee de pulsaţie şi este definită de relaţia: 
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Fig. 4.37 

 
- ϕsinUI  - este am plitudinea p uterii de oscilaţie şi reprezintă 

puterea reactivă Q. 
ϕsin}max{ UIpQ v ==                                       (4.112) 

 Fizic, în dipol pe lângă puterea instantanee de pulsaţie a cărui 
valoare medie este o măsură a puterii electromagnetice ce se transformă în 
alte forme de energie (căldură, lucru mecanic, etc.) există şi o putere de 
oscilaţie (ce oscilează neamortizat în dipol) ce blochează încărcarea 
dipolului cu putere activă maximă. Amplitudinea de oscilaţie a acestei 
puterii reprezintă puterea reactivă. 
 
 4.4.5 Expresiile puterilor pentru circuitele  dipolare simple 
 a) Rezistorul     

 
Fig. 4.38 

 0, == ϕ
R
UIR  

Puteri:    - activă      - 0cos 2 >=== RIUIUIP SR ϕ ; 
- aparentă  - UIPS RR == ; 
- reactivă    - 0=RQ . 

 
 b) Bobina ideală  

∫=
T

pdtp
T

P
0

1
 

 

)(2sinsin iv tUIp γωϕ +=  

 

172



Capitolul 4. Circuite electrice liniare în regim armonic permanent  
 

2
, π

ω
=ϕ= SL L

UI  

Puteri:    - activă:      0== SL cosUIP ϕ  
- aparentă:  02 >== LIUISL ω  

       - reactivă:   022 >== LIXIQR ω  
- factorul de putere: 0=ϕ= cosKL  

 Alegând tensiunea origine de fază, curentul este defazat în urmă cu 

2
π . Puterea instantanee la bornele bobinei ideale conţine numai componenta 

de oscilaţie. 
)tsin(UI)t(sinsinUIppuip iopL πωγω +=+ϕ=+== 22  (4.113) 

tsinUIpL ω2−=  t2sinQL ω=                                                  (4.114) 
 

 
Fig. 4.39 

 
 Energia magnetică a bobinei: 

∫ ∫ ==−==
t tLt

LLL tcosQtdtsinQdtpW
0 00

2
2

2 ω
ω

ω         (4.115) 

( )12
2

−= tcosQW L
L ω

ω
 

 Valoarea medie a energiei magnetice într-o perioadă: 

∫∫ =−==
t LLt

LL
Qdt)t(cosQ

T
dtW

T
W~

00 2
12

2
11

ω
ω

ω
         (4.116) 

ω22

2
L

mL
QLI

WW~ ===  
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 mW  - energia magnetică medie a bobinei sub tensiunea sinusoidală 
este egală cu valoarea energiei magnetice a bobinei parcursă de c.c. cu 
valoarea acestui curent egală cu valoarea efectivă a curentului sinusoidal. 

LQ  - puterea reactivă este proporţională cu energia magnetică a 
bobinei. 

(puterea de magnetizaţie a bobinei) 
mL W2Q ω=                                                    (4.117) 

 c) Condensatorul 
 Presupunând condensatorul  excitat de  o t ensiune s inusoidala 

curentul este: 

 
                                              fig. 4.40 
 Puteri: - 0== ϕcosUIPC  
                       - 0222 >==== BUCUIXUIS CC ω                            (4.118) 

02 <−== CUsinUIQC ωϕ  
 - factorul de putere al condensatorului: ϕcosKC == 0 . (4.119) 

 

 
 

Fig. 4.41 
 
 Particularizând, expresia puterii instantanee pentru condensator şi 
reprezentând componentele acesteia (fig.4.41) se poate defini: 
 - energia electrică pe condensator 

)2cos1(
2

tQpdtW Ct

oC ω
ω

−== ∫                          (4.120) 

cu valoarea medie pe o perioadă: ∫ ====
t

rcondensato
C

Cl W
CUQdtW

T
W

0

2

22
1~

ωω
. 

dt
duCi = ,  
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Energia electrică medie a condensatorului sub tensiune sinusoidală 
este egală cu energia electrică a condensatorului sub tensiune continuă egală 
cu valoarea efectivă a tensiunii sinusoidale. 

lC WQ ω2=                                                (4.121) 
Putere reactivă este egală proporţională cu energia condensatorului 

(puterea de încărcare a condensatorului). 
 Concluzie: Pentru un dipol echivalent (serie sau paralel), avem: 
serie 

0)(sin

sin

sin
cos

22

2

2

<
>−===

==

==

=
=

+=

IXXXIUIQ

ZIUIS

RIUIP
UU

UU
jUUU

CL

S

reactiv

a

reactiva

ϕ

ϕ

ϕ
ϕ

 

paralel 

2

2

2

)(sin

sinsin

sin

sin
cos

UBBUIQ
UIUIQ

YUUIS

GUUIP
II

II
jIII

LCP

P

P

Preactiv

Pa

reactiva

−−==

==

==

==

=
=

+=

ϕ

ϕϕ

ϕ

ϕ
ϕ

 

(4.122) 
 

 
Fig. 4.42 

 
 4.4.6 Reprezentarea în complex a puterii (puterea complexă) 
 Puterea i nstantanee )t(i)t(u)t(p ⋅=  nefiind o mărime sinusoidală de 
aceeaşi pulsaţie cu tensiunea şi curentul din circuit, nu  se poate reprezenta 
în acelaşi plan complex. 
 Este însă posibil să se definească o mărime complexă ce înglobează 
într-o expresie unică puterea activă, reactivă şi aparentă numită puterea 
complexă. Mărimile tensiune şi curent admit imaginile complexe: 

 
)(

)(

2

2
i

u

tj

tj

Iei

Ueu
γω

γω

+

+

=

=
                                             (4.123)  
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 Mărimea putere complexă  se defineşte pornind de la expresia puterii 
instantanee: 

    
0

2sinsin)2cos1(cos
pp

tUItUIp
p

ωϕωϕ +−=                 (4.124) 

 Întrucât în  e xpresia p uterii in stantanee in tervine defazajul dintre 
tensiune şi curent ( ϕcos ). Produsul a două mărimi complexe ce conţine 
diferenţa de fază iniţială poate fi scris în complex numai prin înmulţirea 
unei mărimi cu mărimea a doua conjugată.  

 ex: )(jbjj baa abe*babeb,aea γγγγ −=⋅⇒==              (4.125) 
 Definim, în complex nesimplificat, puterea aparentă complexă prin 
relaţia: 

)()()( 22
2
1*

2
1

iuiu jtjtj UIeIeUeiuS γγγωγω −+−+ =⋅=⋅=  

ϕ+ϕ==⋅= ϕ sinjUIcosUIUIe*iuS j

2
1                    (4.126) 

jQPS +=  
iar în complex simplificat, puterea aparentă complexă: 

ϕ+ϕ===⋅= ϕ− sincos* jUIUIUIeIeUeIUS jjj iu γγ     (4.127) 
jQPS +=  

 Atât P cât şi Q pot fi pozitive sau negative în funcţie de dipol 
receptor sau generator. 
 

  
Fig. 4.43 

 
 Pentru dipol echivalent serie, expresia puterii este: 
 2222 jXIRII)jXR(IZ*IIZ*IUS +=+=⋅=⋅⋅=⋅=         (4.128) 
iar pentru dipolul echivalent paralel: 

}SIm{Q
}SRe{P

=
=
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jBG
Z

Y
Y

Z −==⇒=
11  , *Y*U*I,YUI

U
IY ⋅=⋅=⇒=  

2U*Y*UU*Y*)Y*U(U*IUS ⋅=⋅⋅=⋅=⋅=                    (4.129) 

jQPjBUGUU)jBG(S +=+=+= 222  
 
4.5. Teoremele circuitelor liniare în formă complexă 
 4.5.1. Forma complexă a ecuaţiilor Joubert  
 

Considerând o latură j parcursă de ij sub tensiunea la borne uj, latură 
de operator zj, ecuaţia Joubert este: 

 
Fig. 4.44 

 j

t

jjjjjj idt
Cdt

dLRizue 







++==± ∫

0

1  - ecuaţia în tensiune cu 

mărimi instantanee. 
 Trecând mărimile în complex: 










=→

=→

=→ ϕ

i

u

j

j
jjj

j
jjj

j
jjj

eIIi

eUUu

eEEe

γ

γ                                               (4.130) 

 Rezultă că imaginea în complex a laturii este redată prin impedanţa 
complexă jZ . 

 
Fig. 4.45 

 Forma complexă a ecuaţiei Joubert în tensiune este: 

jjjj IZUE ⋅=± cu 







−
=ϕ−+=

=−+= ϕ

R
XXarctgXXRZ

ZeXXjRZ

CL
CL

j
CLj

,)(

)(

22
  (4.131) 
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 Forma complexă a ecuaţiei Joubert în curent se obţine prin aplicarea 
teoremei de echivalenţă a surselor sau pornind de la forma instantanee a 
ecuaţiei Joubert în curent. 

 
Fig. 4.46 

 
jjjgijjjjj iuyisauiuyey =+=+                         (4.132) 

iiigi IUYI =⋅+   cu  
j

i Z
Y 1

= ,  iigi EYI ⋅=                (4.133) 

  
4.5.2. Teoremele Kirchhoff în formă complexă 

  
a) Teorema I Kirchhoff - (enunţată pe mărimi instantanee) 

 
"Suma algebrică a valorilor instantanee a curenţilor din laturile 

concurente unui nod este nulă ." 
 ∑ ∑

∈ ∈

=→=
)k(j )k(j

jj Ii 00                              (4.134) 

are următorul enunţ în complex: 
"Suma algebrică a imaginilor în complex ale curenţilor din laturilor 

concurente unui nod este nulă." 
b) Teorema II Kirchhoff are următorul enunţ în complex: 
"Suma algebrică a imaginilor în complex a tensiunilor la bornele 

laturilor ce aparţin unui ochi este nulă." 
∑ ∑
∈ ∈

=→=
)m(j )m(j

jj Uu 00  (prima formulare)            (4.135) 

 - a doua formulare, ţinând cont de ecuaţia Joubert are următoarea 
scriere matematică: 

∑ ∑
∈ ∈

=⋅
)m(j )m(j

jj EIZ                                       (4.136) 

Obs: T eoremele g enerale al e ci rcuitelor su nt valabile pe imagini 
complexe ataşate mărimilor instantanee. 
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 4.5.3. Impedanţe echivalente  
 

a) Reducerea la dipol echivalent a reţelei serie  
 

 
Fig. 4.47 

În instantaneu: kkk

n

j
kj izuundeuu == ∑

=1
 

Trecând î n c omplex: kkk

n

j
kj IZUUU ⋅=←=∑

=1

 dar: 

∑
=

⋅=⋅=
n

k
kkei IZIZU

1
 impunând condiţia de conexiune serie: kII =  

(acelaşi curent, aceeaşi imagine în complex) rezultă:  










=

=
⇒









+=

+=
=

∑

∑
∑

=

=

=
n

k
ke

n

k
ke

kkk

eeen

k
ke

XX

RR

jXRZ
dar

jXRZ
ZZ

1

1

1
                (4.137) 

 a) Reţea serie cu elemente cuplate magnetic 

 
Fig. 4.48 

Instantaneu: 

∑
∑∑

=

==

=⇒














=

=

==
n

j
kjk

jk

kkk

j
n

k
kj

n

k
jkjk

zz
iisi

iyudar
dt
di

Lizu

1
00

11

                            (4.138) 

⇒== ∑
=

kk

n

j
jkjk ILjILjU 0

1
ωω ∑

=

=
n

j
kjk LL

1
0 ωω                 (4.139) 

Apoi trecând din reţea fără cuplaje în dipol echivalent: 

179



Adrian A. Adăscăliţei: Teoria Circuitelor Electrice 
 

∑∑
=

→
←

=

==
n

k
kje

n

k
ke ZZzz

11
0                             (4.140) 

∑∑∑

∑

= ==

=

==

=

n

k

n

j
kj

n

k
ke

n

k
ke

XXX

RR

1 11
0

1                                (4.141) 

modulul impedanţei ∑
=

≤
n

k
ke ZZ

1
0  suma modulelor impedanţelor 

 
 b) Reducerea reţelei paralel la dipolul echivalent 

 
Fig. 4.49 

 
 kkkkkk UYIuyi ⋅=→⋅=  

ee

n

k
kk

n

k
kk

n

k
kk

n

k
kj UYUYIIuyii ⋅=⋅==→⋅== ∑∑∑∑

==== 1111
(4.142

Impunând condiţia de legare în paralel rezultă: 










=

=
⇒=

∑

∑
∑

=

=

=
n

k
ke

n

k
ken

k
ke

BB

GG
YY

1

1

1

                                     (4.143) 

 
4.5.4. Teorema transferului maxim al puterii active în regim permanent 
sinusoidal 
 
 Să considerăm un generator de tensiune iE  şi impedanţă internă iZ  
debitând pe o reţea de impedanţă SZ : 
 Aplicând teorema II Kirchhoff rezultă: 

)( Sg ZZIE +=                                                              (4.144) 
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)( SgSgSg XXjRR
E

ZZ
EI

+++
=

+
=                           (4.145) 

 

 
Fig. 4.50 

 
 Puterea activă transferată sarcinii este: 

22

2
2

)()( SgSg
SSS XXRR

E
RIRP

+++
==                      (4.146) 

 a) Sarcina SR  variabilă. Maximizarea  puterii transferate implică: 

( ) 0
)()(

)(2)()(
222

22
2 =

+++

+−+++
=

∂
∂

SiSi

SgSSgSg

S

S

XXRR

RRRXXRR
E

R
P         (4.147) 

de unde rezultă: 22 )( SggS XXRR ++=                                   (4.148) 

 Dacă: Sg XX =−  (egale şi opuse), atunci:  gS RR = ⇒
g

max R
E

P
4

2

=   

b)  SX variabil. Maximizarea  puterii transferate implică: 

 ( ) 0
2

222

2 =
+++

+
−=

∂
∂

)XX()RR(

)XX(R
E

X
P

SiSi

SgS

S

                   (4.145) 

⇒ Sg XX −=    ⇒ 2

2
2

)RR(
E

RIRP
gS

SrezistentaSmax +
==   (4.146) 

 c) SR  şi SX  variabile. Maximizarea  puterii transferate  implică:  
*
gS ZZ = .   

⇒




−=
+=

ggg

SSS

jXRZ
jXRZ *

gS ZZ =    transfer maxim al puterii. (4.147) 
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4.5.5. Analiza în complex a circuitelor de curent alternativ monofazat 
 

Analiza  î n c omplex a ci rcuitelor el ectrice p ermite t ransformarea 
sistemului de ecuaţii integro-diferenţial al circuitului într-un si stem d e 
ecuaţii a cărui rezolvare este mult mai simplă. Procesul de transformare a 
sistemului de ecuaţii integro-diferenţiale în sistem algebric necesită 
asocierea unor imagini complexe aferente mărimilor reale (tensiuni, curenţi, 
t.e.m.) dar şi asocierea unor impedanţe complexe sau admitanţe complexe 
pentru operatorii de impedanţă respectiv de admitanţă ai laturilor circuitului. 
Sintetic această transformare este redată de tabelul următor. 

 
Mărimi reale instantanee 

i - curent 
u - tensiune 
e - t.e.m. 
R - rezistenţă 
L - inductanţă 
C - capacitate 

dt
d  - operator de derivare 

∫ dt  - operator de integrare 

∫++= dt
Cdt

dLRz
j

jjj
1  

dt
dCdt

L
Gy j

j
jj ++= ∫

1  

Imagine în complex 
I 
U 
E 
R 
L 
C 
ωj  
 

ωj
1  







 −++=

C
LjjXRZ jjj ω

ω 1  

 
jj jBGY −=            (4.148) 

 
A. Analiza în complex a circuitelor ce conţin surse independente 
 
Transformarea mărimilor şi operatorilor din domeniu timp în 

domeniul complex conduce la asocierea i maginii c ircuitului î n c omplex. 
Considerăm circuitul următor în domeniul timp parcurs de mărimile 
instantanee indicate în figura 4.51; 
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Fig. 4.51  

 
         Imaginea în complex a circuitului, obţinută prin aplicarea restricţiilor 
prezentate, este: 

 
Fig. 4.52 

 
Analiza topologică a circuitului conduce la n=3, l=7, b=l-n+1=5. 

Rezolvarea circuitului este posibilă prin metodele enumerate în capitolul 2. 
În pr ezentului circuit n<b deci este indicat să se aplice analiza nodală ce 
conduce la un sistem de două ecuaţii cu  necunoscutele complexe V1 şi V2. 

Circuitul poate fi restrâns ca număr de laturi (l=5) prin utilizarea 
teoremelor de reducere. Astfel latura 1 şi 2 fiind în paralel are impedanţa 
echivalentă: 

j
j

j
)j(Z

−
−

=
−
−

=
1

2
22
22

12 ; j)j(jZ −=
+−

= 1
2
12

12       (4.149) 

iar laturile 3 şi 4 au impedanţa echivalentă: j
jjj

)j(jZ 22
2

2
34 −==

−
−

= . 

 
Obţinem circuitul: 

 
Fig. 4.53 
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Sistemul de ecuaţii nodale în complex are forma: 











=







−

+++







−

−

=







−

−







−

+
−

j/
jj

V
j

V

j
V

jj
V

5
2
11

2
1

2
1

2
2
1

2
1

1
1

22

21

                    (4.150) 

soluţiile fiind:     
o

o

,j

,j

e,jV

e
j
jV

647
2

543
1

583
54

137

10
4

117

−

−

=
−
−

=

=
−
−

=
                                (4.151) 

 În domeniul timp potenţialele nodale sunt: 

   
)V(),tcos(,}eVRe{v

)V(),tcos(}eVRe{v
otj

otj

6471025832

5431022
10

22

10
11

−==

−==
  (4.152) 

 
 B. Analiza circuitelor în c.a. ce conţin surse dependente 

 
 Sursa dependentă fiind controlată de o mărime instantanee din 
circuit, imaginea ataşată sursei dependente este imaginea în  complex a 
mărimii ce o controlează. Spre exemplificare să considerăm circuitul din 

fig.4.54. Imaginea în complex a acestui circuit este prezentată în fig. 4.55. 
 

 
 

Fig. 4.54 Fig. 4.55 
 
 Aplicând metoda potenţialelor nodale pentru rezolvarea circuitului 
se obţine sistemul: 
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














=

=







−

++







−

−

=







−

−







−

+

1

22

30
21

21
2
11

211
2
1

VV

V
j

V
j

V

e
j

V
jj

V

x

x

j

                           (4.153) 

cu soluţiile complexe: 

o

o

,j

,j

e,V

e,V
6130

2

5167
1

42

21

=

=
                                                        (4.154) 

 Aplicarea metodei curenţilor de contur în an aliza ci rcuitelor est e 
similară celei prezentate în capitolul 2. Exemplificăm această metodă pe 
circuitul din fig.4.56. 

 

 
Fig. 4.56 

 Imaginea în complex a circuitului este: 

 
Fig. 4.57 

 Sistemul de ecuaţii al curenţilor independenţi este: 









=

−−=−

−+=

1x

12x

21

)1(I)j31(II4
1I)1j2(6

II

I
                                          (4.155) 

cu soluţiile complexe: 
)A(e79,1I;)A(e8,1I

oo 3,174j
2

8,65j
1

−− ==                             (4.156) 
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C.  Reducerea circuitelor electrice de curent alternativ prin generatoarele 
echivalente Thevenin şi Norton 

 
 Aplicarea t eoremei g eneratoarelor ech ivalente ci rcuitelor ce 
funcţionează în c.a. monofazat implică determinarea faţă de bornele 
analizate a tensiunii de mers în gol, a curentului de scurtcircuit şi a 
operatorului de impedanţă intern al circuitului. 
 Întrucât rezolvarea se face în domeniul complex, iar mărimilor li se 
ataşează imagini complexe rezultă că raportul imaginilor complexe dintre 
tensiunea de mers în gol şi curentul de scurtcircuit faţă de două borne se va 
numi impedanţă complexă internă a circuitului. 

ABSC

ABo
ech

UZ
I

=                                                          (4.157) 

 A doua metodă de determinare a impedanţei complexe ataşate unui 
dipol echivalent, implică pasivizarea tuturor surselor independente de 
tensiune şi curent şi alimentarea pe la bornele de acces de la o sursă test. 
Raportul tensiune complexă aplicată circuitului pe curent complex defineşte 
impedanţa complexă conform figurii următoare: 

 
Fig. 4.58 

 Exemplificăm reducerea unei reţele ce conţine sursă comandată la 
dipol echivalent Thévenin pe circuitul următor: 

 
Fig. 4.59 

 Reducerea la dipol echivalent de tensiune implică determinarea 
impedanţei interne echivalente a circuitului şi tensiunea de mers în gol la 
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bornele AB. Aplicând metoda pasivizării pentru determinarea impedanţei 
echivalente obţinem: 

 
Fig. 4.60 

respectiv t ensiunea d e mers î n g ol d e l a b ornele ABoU  este t ensiunea de l a 
bornele sursei dependente 51897 ,j

ABo e,U ⋅= . 
 În concluzie circuitul de mai sus poate fi echivalat prin următorul 
generator echivalent: 

 
Fig. 4.61 

 
4.6 Circuite cu elemente reale în regim sinusoidal 

 
 4.6.1. Bobina reală 

 
 a) Bobina liniară reală fără miez 

 

 
Fig. 4.62 

 Aplicând legea inducţiei pe Γ: 

dt
diLuiRLi

dt
ddsEdsE

dt
d

dsE Lb
sp −=−⇒−=+⇒−= ∫∫∫

Γ

)(
1

2

2

1

 φ
  (4.158) 
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 Ecuaţia in tensiune  cu valori instantanee ale mărimilor trecută în 
complex de vine ILjIRU bbb ω+=   căreia îi corespunde următoarea 
diagramă de fazori: 

 
Fig. 4.63 

 dar: bj
bbbbbbbb eZXjRLjRZIZU ϕω =+=+=⇒=          (4.159) 

cu  
b

b
b R

Xarctg=ϕ                                                                      (4.160) 

 Admitanţa complexă a bobinei este dată de relaţia: 

bb
b

b

b

b

b
b jBG

Z
Xj

Z
R

Z
Y −=−== 22

1                                    (4.161) 

b) Bobina liniară cu miez conductor  
 Aplicând tensiune sinusoidală la bornele unei bobine de rezistenţă 
neglijabilă, bobina ce conţine un circuit magnetic din material conductor, pe 
baza legilor inducţiei şi circuitului magnetic avem: 

           - din legea inducţiei: ∫
Γ

ϕ
−=

dt
dsdE 

 rezultă ecuaţia în tensiune a 

bobinei. 

   ⇒
ϕ

−=−
dt
duiR Lb Φ= NjU L ω                    (4.162) 

           - din legea fluxului magnetic: ∫∫
Γ

= AdB


φ , AB=φ  - rezultă fluxul  în 

fază cu inducţia. 

 - din le gea c ircuitului magnetic: ∫ ⇒= idsH


l
NIH = , rezultă 

intensitatea câmpului magnetic  H în fază cu I. 
Din cauză curenţilor turbionari induşi în miezul conductor bobina 

absoarbe de la reţea o putere activă egală cu puterea de pierderi în miezul 
conductor. Puterea din miezul conductor în timp, se transformă ireversibil în 
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căldură. Deoarece absoarbe putere activă de la reţea rezultă că între curent şi 

tensiune există un defazaj diferit de 
2
π . 

 Presupunem φ  în axa reală iar inducţia şi intensitatea câmpului 
magnetic decalate  prin unghiul Feδ . Trecând în complex ecuaţiile bobinei 
cu miez conductor putem construi diagrama de fazori din fig.4.64. 

 
Fig.4.64 

Locul geometric al dependenţei inducţiei de intensitatea câmpului 
magnetic  este o elipsă redată în figura 4.65, de ecuaţie:  

δδ 2
2

2

2

2

sincos2
=−+

mmmm BH
HB

H
H

B
B

                                              (4.163) 

 
Fig.4.65 

Consecinţe: 
1) Energia magnetică transformată prin efect electrocaloric datorită 

curenţilor induşi în miezul conductor este: ∫
Γ

= HdBWm . 

∫∫ +==

=⇒=
+=

dt)tsin(tcosBHHdBW

tdtcosBdBtsinBB
)tsin(HH

mmm

mm

m

δωωω

ωωω
δω

                    (4.164) 
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







+=

+=

∫∫

∫
TT

mmm

T

mmm

tdtcossintdtsintcoscosHBW

dt)tsin(tcosHBW

0

2

0

0

ωδωωδω

δωωω

    (4.165) 

 Introducând relaţiile: 

 
δ

δ

sinBB
cosBB

m
''
m

m
'
m

=

=
                                                              (4.166) 

expresia energiei devine : ''
m

''
m

''
m BHTBH

T
TBHW ππω ===

2
12

2
1    (4.167) 

 2) Deoarece permeabilitatea magnetică în instantaneu este 
H
B

=µ , 

definim permeabilitatea magnetică complexă  (pentru 
δjj BeB,HeH −== 0 ): 

)sinj(cos
H
B δδµµ −==                                         (4.168) 

unde: 'µ - permeabilitatea magnetică elastică (conservativă) 
         ''µ - permeabilitatea magnetică vâscoasă (de atenuare) 

⇒−= ''' jµµµ  '

''

tg
µ
µδ =  ⇒  ''

r
'
rr jµµµ −=                (4.169) 

 Întrucât ⇒= ''
mm BHW π  2

m
''

m HW πµ=  - pierderile sunt proporţionale 
la o anumită amplitudine a câmpului magnetic (Hm) cu  p ermeabilitatea 
magnetică vâscoasă.  

3) D eoarece φωjU = , iar între flux şi curent există un unghi de 
pierderi datorat prezenţei miezului conductor, atunci ILIL 0r

µ=⋅=φ , unde: Lo 
- reprezintă inductivitatea bobinei în absenţa miezului conductor. 
 Bobinei i se aplică, în acest caz, tensiunea IjXILjjU

r0r0 µ=µω=φω= . 

( ) IXIjXIjjXU ''
r

'
r

''
r

'
r

µµµµ 000 +=−=  ⇒ IRIjXU mm +=      (4.170) 
 Din d iagrama f azorilor complecşi şi ecuaţia de mai sus rezultă 
schema echivalentă serie ataşată bobinei: 
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Fig. 4.66 

 Tensiunea ra jUUU +=  are două componente  faţă de axa curentului şi 
definim: 

 

I
cosU

I
UX

I
sinU

I
UR

mr
m

ma
m

δ
==

δ
==

                                                (4.171) 

4) Descompunerea curentului în două componente, una activă iar a 
doua reactivă permite asocierea unei scheme echivalente paralel pentru 
bobina cu miez conductor.  

 
Fig. 4.67 

Dacă considerăm: 

( )''
r

'
rrr jX
Uj

X
Uj

jX
UI

µµµµ −
−=−==

000

 

U
X

jU
X

j
j

X
UjI

r

''
r

r

'
r

r

''
r

'
r

2
0

2
0

2
0 µ

µ

µ

µ
µ

µµ
+−=

+
⋅−=               (4.172) 

( )UjBGI mm−=          

unde:  - 22
m

m
m

m

m
m Z

XB,
Z
RG == . 

Puterea absorbită de la reţea: 
22 UGcosUIIRP mm =ϕ==                                               (4.173) 

reactivaputere
activaputere

Q
Ptg '

''

===
µ
µδ                                        (4.174) 

δtg
1  = factor de calitate al elementului de circuit. 
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4.6.2. Condensatorul real în regim permanent sinusoidal 
 

 Dacă la bornele unui condensator se aplică o tensiune sinusoidală, 
există posibilitatea ca această tensiune să fie defazată în urma curentului cu 

un unghi mai mic de 
2
π . În acest caz co ndensatorul absoarbe putere activă 

de la reţea şi îl numim c ondensatorul c u pi erderi. Aceste p ierderi su nt 
determinate de imperfecţiunile dielectricului şi procesele de polarizare 
ciclică. 
 Să considerăm un condensator liniar cu pierderi în dielectric. 
Curentul prin condensator este dat de legea conservării sarcinii: 

dt
dqi =   iar în complex:  QjI ω=                              (4.175) 

 Considerând sarcina Q în axa reală din legile câmpului 
electromagnetic rezultă:  
        - din le gea f luxului e lectric: DQAdD ⇒=∫∫

∑
∑


inducţia electrică în 

fază cu sarcina Q ; 

        - din definiţia tensiunii electrice: UEdrU ⇒= ∫
2

1

 tensiunea în fază 

cu i ntensitatea câm pului electric E . În baza relaţiilor definite putem 
construi următoarea diagramă de fazori: 

 
Fig. 4.68 

 Valorile instantanee pentru E(t) şi D(t) sunt (alegând E origine de 
fază) 

)tsin(DD,tsinEE mm δωω −==                       (4.176) 
 Eliminând variabila timp, rezultă locul geometric al dependenţei 

)D(EE = de forma:  
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δδ 2
2

2

2

2 2 sincos
DE

ED
D
D

E
E

mmmm

=−+                        (4.177) 

 Energia consumată în unitatea de volum a dielectricului este: 

∫
Γ

= EdDWe                                                             (4.178) 

[ ]
dt)tcos(DtsinE

dt)tsin(DtdsinEW

mm

mme

δωωω

δωω

−

=−=

∫
∫                    (4.179) 

 Notând: δδ sinDD,cosDD m
''
mm

'
m ==  rezultă ''

mme DEW π=  
 Raportul dintre inducţia electrică complexă şi intensitatea complexă 
a câmpului se numeşte permitivitatea electrică complexă. 
 

δ−=

=
j

0j

DeD
EeE                                                                                       (4.180) 

( ) '''sincos εεδδε jj
E
D

E
D

−=−==                                        (4.181) 

unde: δεε cos' =  - permeabilitatea elastică (conservativă). 
          δωε sin'' =  - permeabilitatea vâscoasă (de atenuare). 

Se defineşte permitivitate relativă complexă a condensatorului  
''

r
'
rr jεε

ε
εε −==

0

                                                                     (4.182) 

 Schemele echivalente ale condensatoarelor reale pot fi asociate în 
baza următoarelor relaţii: 

- schema paralel 
   UjBUCjUCjUCjQjI rrr εεωεωωω 000 =====          (4.183) 

   ( ) UBUjBUjjBI rrrr
''

0
'

0
'''

0 εεεε +=−=                                     (4.184) 

 
Fig. 4.69 

Definind conductanţa de pierderi, respectiv susceptanţa 
condensatorului, rezultă:  

2
111 UGP

U
sinI

U
IG u =→==

δ  - puterea activă               (4.185) 
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 2
111 UBQ

U
cosI

U
IB r =→==

δ  - puterea reactivă                (4.186) 

 Schema echivalentă paralel trece într-o schemă serie în baza 
relaţiilor: 

rB
jIj

jB
IjI

C
j

B
jU rr

rrrr ε
εε

εεεωε 0

''
2

'

'''
000

)(11 +
−=

−
⋅−=⋅−=

Ι
−=   (4.187) 

( )IjXRI
B

I
B

jU cc
r

r

r

r −=+−= 2
0

''

2
0

'

ε
ε

ε
ε  ⇒  ( )IjXRU cc −=          (4.188) 

    
Fig. 4.70 

Aceleaşi scheme echivalente rezultă din diagrama de fazori 
(fig.4.71): 
 - descompunând curenţii (în două componente perpendiculare şi 
coliniare tensiunii U) rezultă: 










==

==

U
I

U
IB

U
I

U
IG

r

u

δ

δ

cos

sin

1

1

                                                    (4.189) 

   - descompunând tensiunea rezultă: 










==

==

I
U

I
UX

I
U

I
UR

L
c

u
c

δ

δ

cos

sin

        (4.190) 

 Puterea 2
1

2cos UGIRUIP c ==ϕ=  este puterea absorbită de reţea. 

 
Fig. 4.71 
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4.7. Circuite cuplate în regim permanent sinusoidal 
 4.7.1. Tipuri de cuplaje 
 Două circuite sunt cuplate dacă procesele ce au loc într-unul din 
circuite influenţează desfăşurarea proceselor din cel de-al doilea circuit. 
 Cuplajele sunt de două tipuri: 
  - galvanic; 
  - mutual. 
 Circuitul ce conţine sursa este circuit primar iar celălalt secundar. 
 Ramura comună celor două circuite este element de  c uplaj ( pentru 
cele galvanice). 
Distingem următoarele tipuri de cuplaje galvanice: 

- cuplaj prin inductivitate proprie 

 
Fig. 4.72 

 Definim coeficientul de cuplaj: 

circuitedouaceledincomunatatanreaccutipacelasidetelortanreacapatrataradacina
comunelaturiiţatanreac

k =     

21

12

XX
Xk =                                    (4.191) 

unde:     
)(
)(

222

111

12

LLX
LLX

LX

+=
+=

=

ω
ω
ω

                                                                 (4.192) 

 
))(( 2211 LLLL

Lk
++

=                                                             (4.193) 

 - cuplaj prin capacitate 

 
Fig. 4.73 

respectiv coeficientul de cuplaj 
21

12

XX
Xk = , unde: 
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b2

2
2

a1

1

1
1

12

C
1

CC
CC1X

C
1

CC
CC1

CC
1X

C
1X

ω
=







 +
ω

=

ω
=







 +
ω

=
ω+ω

=

ω
=

                                                    (4.194) 

 
( )( )CCCC

CC
C

CC

CC
CC

CC
CC1
C

1

k
21

21ba

2

2

1

1
2

++
==








 +
⋅

+
ω

ω=                          (4.195) 

 
 - cuplajul mutual realizat prin câmp magnetic 

 
 Cuplajul  mutual a două circuite are coeficientul de cuplaj 

 
Fig. 4.74 

 
2211

12

21

12

LL
L

XX
Xk ==                                                                 (4.196) 

 Orice circuit cuplat mutual p oate f i re prezentat p rintr-un c ircuit 
echivalent cuplat galvanic. 

 
4.7.2  Reducerea cuplajului mutual la cel galvanic 
Să considerăm două ramuri de inductivităţi 11L  şi 22L  cuplate mutual 

prin inductivitatea 12L , ramuri supuse diferenţei de potenţial XA vv −  respectiv 
va-vX (fig.4.75). C onsiderând 0vv xX == , (acelaşi potenţial), rezultă că cele 
două ramuri au un punct comun xX vv =  (oricare ar  f i g raf neconex devine 
conex prin alegerea potenţialului de referinţă) (fig.4.76). 

   
Fig. 4.75       Fig.  4.76 

 Reducerea cuplajului mutual la unul galvanic este posibilă şi prin 
următorul artificiu matematic: 
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Fig. 4.77 
 

)
dt
diL

dt
diL(

dt
diL

dt
diLIRu 1

12
1

12
2

12
1

11111 −+++=                                 (4.197) 

)( 2
12

2
12

1
21

2
22222 dt

diL
dt
diL

dt
diL

dt
diLIRu −+++=                  (4.198) 

rezultă:       )()( 2112
1

1211111 ii
dt
dL

dt
diLLIRu ++−+=                             (4.199) 

       )()( 2112
2

1222222 ii
dt
dL

dt
diLLIRu ++−+=                           (4.200) 

 Trecând în complex simplificat:  
)()( 211212111111 IILjLLIjIRU ++−+= ωω                     (4.201) 
)()( 211212222222 IILjLLIjIRU ++−+= ωω                   (4.202) 

 Schema echivalentă ataşată este: 

 
 

Fig. 4.78 
 

 Pentru schema echivalentă în T, factorul de cuplaj este conform 
definiţiei: 

[ ][ ] 2211

12

121222121211

12

)()( LL
L

LLLLLL
Lk =

+−+−
=

ωωωω
ω         (4.203) 

 Dacă bobinele au bornele polarizate opuse, atunci ecuaţiile: 

dt
diL

dt
diLiRu 2

12
1

11111 −+=     ;     
dt
diL

dt
diLiRu 1

12
2

22222 −+=             (4.204) 

conduc la următoarea schemă echivalentă: 
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fig. 4.79 

 Ecuaţiile trecute în complex simplificat prin înmulţire cu I1* 

respectiv cu I2*, conduc la ecuaţia  bilanţ a puterilor: 
*)()( 12112

2
11211

2
11

*
11 IIILjILLjIRIU ±+±+= ωω          (4.205) 

*
22112

2
2122222

*
22 )()( IIILjILLjIRIU ±+±+= ωω         (4.206)   

1
*

1212111111 )}(Re{cos*}{ PjIILjIUPIUR +=== ωϕ         (4.207) 

2
*

12122222 )}(Re{cos PjIILjIUP +=−=− ωϕ                  (4.208) 

eme PLjR =}{ *
1212 IIω  puterea electromagnetică transferată prin câmp 

electromagnetic între primar şi secundar. 
 
4.8  Rezonanţa circuitelor liniare în regim permanent sinusoidal 
 Se consideră un dipol liniar pasiv, având inclus în structura sa atât 
bobine cât şi condensatoare. Dipolul este excitat de un semnal sinusoidal iar 
răspunsul acestuia are amplitudinea şi faza iniţială dependentă de frecvenţa 
semnalului de excitaţie. Dacă frecvenţa semnalului de excitaţie şi / sau 
parametrii dipolului variază, atunci defazajul dintre semnalul răspuns şi de 
excitaţie este nul. Regimul de funcţionare al dipolului în care defazajul este 
nul poartă denumirea de regim de rezonanţă.  

Deoarece  
Re
Xearctg=ϕ sau 

Re
Bearctg=ϕ  anularea  defazajului implică  

Xe=0, sau Be=0, relaţii ce reprezintă condiţiile de rezonanţă a unui dipol. 
 

4.8.1 Rezonanţa serie (rezonanţa tensiunilor) 
 Un astfel de regim poate fi obţinut prin conectarea în serie a unui 
rezistor, bobină ideală şi condensator ideal alimentate  fie de la un generator 
ideal de tensiune, fie de la unul ideal de curent. 

 
Fig. 4.80 
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 Ecuaţia în complex a tensiunii la bonele dipolului este: 
IZIjXIjXIRUUUU CLCLR =++=++=   unde ϕ= jZeZ                        (4.209) 

 ( ) eeCL jXRXXjRZ +=−+=                                                             (4.210) 

 Condiţia de rezonanţă: 0Xe = ⇒
ω

=ω⇒=−⇒
C

1L0XX
0

0CL   

LC
1f2 00 =π=ω                                           (4.211) 

conduce la posibilităţile de realizare a rezonanţei prin: 
 - variaţia frecvenţei semnalului de excitaţie; 
 - modificarea inductivităţii sau capacităţii. 
 Diagrama de fazori la rezonanţă este: 

 
Fig. 4.81 

 Impedanţa circuitului la rezonanta este. 

R
ωC
1ωLRZ

0

0

ωω

2
2

ωω =





 −+=

=

=                             (4.212) 

 Curentul din circuit la rezonanţă are valoare maximă fiind limitat 
numai de rezistenţa circuitului. 

R
UI0 =                                                          (4.213) 

 Întrucât la rezonanţă 
00 CL UU ω=ωω=ω = - şi sunt independente de 

tensiunea de alimentare este posibil ca tensiunea pe elementul reactiv să fie 
mai m are d ecât t ensiunea d e alimentare, c onducând l a apariţia 
supratensiunilor. 
 Condiţia de existenţă a supratensiunilor este: 

00 CL UU ω=ωω=ω > ;  

RR0 RILI >ω  dar 
LC
1

0 =ω .  N umim  
0

L
0 I

U
C
LZ

=ω








==  - impedanţă 

caracteristică raportul dintre tensiunea pe elementul reactiv şi curentul din 
circuit la rezonanţă. Condiţia de apariţie a supratensiunilor poate fi 
exprimată şi prin inegalitatea: 
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R
C
L
> ,  R0 ZZ >  - apar supratensiuni.                         (4.214) 

Numim factor de calitate al circuitului rezonant raportul dintre 
tensiunea pe elementul reactiv şi tensiunea de alimentare definit de relaţia: 

R
Z

I
U
1

I
U

U
U

I
U

U
U

U
UQ 0

R

R

CR

R

CCL
s

0

000

=


















⋅=







⋅=







=





=

ω=ω

ω=ωω=ωω=ω

.              (4.215) 

Inversul factorului de calitate d
Q
1

S

=  se numeşte factor de amortizare 

ce reprezintă, din punct de vedere, fizic raportul dintre tensiunea aplicată 
circuitului şi tensiunea de la bornele elementului reactiv. 

Reprezentând grafic (fig,4.82): ( )ω= fUL  şi ( )ω= fUC : 

2
2

L

C
1LR

ULLIU









ω
−ω+

ω=ω=                                         (4.216) 

rezultă maximizarea tensiunii pe bobina ideală pentru pulsaţia: 

0L20L d2
2

ω>ω⇒
−

ω=ω                                                 (4.217) 

iar maximizarea  tensiunii pe capacitate pentru: 

0C

2

0C
C

2
d20U

ω<ω⇒
−

ω=ω⇒=
ω∂

∂                               (4.218) 

 
fig. 4.82 

 
 Dacă 0C <ω  atunci nu mai apar supratensiuni ⇔ ⇒<− 0d2 2  

2d >   - condiţia  de inexistenţă a supratensiunilor. 
 
 Oscilaţii de energie  la rezonanţa tensiunilor 
 
 Valorile instantanee ale en ergiei î nmagazinate î n câm pul el ectric 
(condensator) respectiv câmpul magnetic sunt: 
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2
m

2
Ce Li

2
1W,CU

2
1W ==                                           (4.219) 

unde: - ( )itsinI2i γ+ω= iar ( )i

T

0C tcos
C
I2idt

C
1u γ+ω

ω
−== ∫ . 

 Energia totală înmagazinată în circuitul serie este suma energiei din 
condensator şi bobină, iar la rezonanţă, energia înmagazinată are valoarea:  

( ) ( ) ( )[ ] ( )r2
i

2
i

2
r

2
r LItsintcosLIW =γ+ω+γ+ω=                            (4.220) 

sau funcţie de valoarea maximă a curentului: 
2

II m=  

.ctCU
2
1LI

2
1W 2

m
2
mr ===                                           (4.221) 

 Concluzie:  
La rezonanţă au loc oscilaţii neamortizate ale energiei între bobine şi 

condensatoare. Î n acest  r egim n u ar e loc schimb de energie între surse şi 
câmpul electromagnetic al circuitului. Sursele furnizează energie numai 
rezistoarelor în care se produc efecte Joule-Lentz. 
 
 4.8.2 Rezonanţa de curent (paralel) 
  Acest regim p oate f i re alizat la  b ornele u nui c ircuit f ormat d in 
gruparea paralel R, L, C alimentată de la o sursă sinusoidală de tensiune sau 
de  curent (fig.4.83). 

    
fig. 4.83 

 
Curentul absorbit de dipol este: 

dt
duCidt

L
1GUi

iiii CLR

++=

++=

∫
                                          (4.222) 

Trecând în complex relaţia de mai sus obţinem: 

22

CL

BGUIcuYUI

)]BB(jG[UI

+==

−−=
                                   (4.223) 

 Condiţia de obţinere a rezonanţei impusă dipolului conduce la 
posibilităţile practice de obţinere a rezonanţei: 

010 0 =−⇒=−= C
C

BBB CL ω
ω

                 (4.224) 
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 Admitanţa circuitului : jBGY −=  la rezonanţă devine: GY = . 
Reprezentarea funcţie de frecvenţă a admitanţei şi susceptanţelor este redată 
în fig.4.84. 
 

 
Fig. 4.84 

 
 La rezonanţă CL II −=  iar curentul absorbit de la sursă, GUIr = , - are 
valoare minimă. 
 Deoarece CL II −=  este posibil în cazul  rezonanţei paralel ca valoarea 
efectivă a curentului prin elementul reactiv să fie mult mai mare decât 
valoarea curentul absorbit de la reţea: 

00
II C ω=ωω=ω > ;    GUCU0 >ω    dar   

LC
1

0 =ω  

G
L
C

>  ⇒Satisfacerea acestei condiţii conduce la apariţia supracurenţilor . 

 Notând: - 
L
CY0 =  - admitanţa caracteristică = 

icircuitulutensiunea
reactivelementulpecurent . 

L
C

U
CU

U
IY

r

r0C
0

0

=
ω

==
ω=ω

                                                     (4.225) 

              - factorul de calitate al circuitului:  

G
Y

UG
UC

I
IQ 0

r

r0C
p

0
0

=
⋅
⋅⋅ω

==
ω=ω

ω=ω
=1/d                                     (4.226) 

condiţia de apariţie a supracurenţilor devine: G
L
C

>  

 Oscilaţiile de energie ce au loc în bobină şi condensator conduc la 
aceleaşi concluzii ca şi în cazul rezonanţei tensiunilor. 
 
 4.8.3  Rezonanţa de curenţi în circuitele cu elemente reale 
 Se consideră circuitul paralel format dintr-o bobină reală (R1 şi L) şi 
condensator real (R2 şi C) cărora li se ataşează schema echivalentă serie: 
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Fig. 4.85 

 Ecuaţiile în domeniul timp şi complex ale circuitului sunt: 

uyi
uyi
iii

22

11

21

=
=

+=
  

21e

e21

21

YYY
UYU)YY(I

III

+=

=+=
+=

                        (4.225) 

 Admitanţa complexă echivalentă a circuitului este : 

2
2
2

2

22
1

1

2
1

21e

C
1R

C
1jR

)L(R
LjR

C
1jR

1
LjR

1YYY








ω

+

ω
+

+
ω+
ω−

=

ω
−

+
ω+

=+=               (4.226) 

ee2
2
2

22
1

2
2
2

2
22

1

1
e jBG

C
1R

C
1

)L(R
L

C
1R

R
)L(R

RY −=




























ω

+

ω−
ω+

ω
−








ω

+

+
ω+

==   (4.227) 

 Impunând condiţia de rezonanţă 0Be =  rezultă: 

0

C
1R

C
1

)L(R
LB 2

2
2

22
1

e =








ω

+

ω−
ω+

ω
=                              (4.228) 

posibilităţile de obţinere a rezonanţei prin modificarea: L, C, R1, R 2, ω - 
frecvenţa reţelei.  

Diagrama fazorilor la rezonanţă poate fi una din variantele expuse în 
fig.4.85: 

 
Fig. 4.86 

Concluzie:  
Din diagrama de fazori rezultă componentele reactive ale curenţilor 

egale şi opuse (curenţii I1 şi I2 pot fi diferiţi). 
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 Este posibil ca ambii curenţi (I1 şi I2) sau unul din curenţi să 
depăşească curentul total Ir la rezonanţă ceea ce produce supracurenţi. 
 Dacă rezonanţa se realizează prin variaţia frecvenţei sursei de 
excitaţie, din condiţia Be=0 rezultă pulsaţia de rezonanţă: 

0
1

1

22

222
2

222
1

=
+

−
+

C
CR
C

LR
L

ω
ω
ω

ω
ω     ;      






 −=






 − 2

1
2
2

22 R
C
LC

C
LRLCrω  (4.229) 

2
2

2
11

R
C
L

R
C
L

LCr

−

−
=ω                                          (4.230) 

Cazuri de obţinere a rezonanţei: 

a) 
C
LR >1  şi 

C
LR 2 >  atunci ωr este o mărime reală; 

b) 
C
LR1 <  şi 

C
LR <2  atunci ωr este o mărime reală; 

c) dacă 
C
LRR 21 ==  atunci rezonanţa are loc la orice frecvenţă a 

semnalului de excitaţie.  
În această situaţie: 
- admitanţa echivalentă este :  

G
RL

C

CC
Lj

C
L

Y C ===
−

+
+

1
11

11

ω
ω

                          (4.231) 

- circuitul este complet aperiodic şi curentul este independent de 
frecvenţă, având  

   valoarea:
R
UI = . 

- defazajul dintre I1 şi I2 în orice moment şi la orice frecvenţă este de 
90o. 
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Fig. 4.87 

LC

C
L
Ltg 1 ω=

ω
=ϕ                                                                         (4.232) 

LC
1

V
LC

1tg 2
ω

−=

ω

−=ϕ                                                               (4.233) 

⇒−=ϕϕ 1tgtg 21 221
π

=ϕ+ϕ                                                           (4.234) 

- Din diagrama de fazori rezultă că tensiunea pe condensator CU  şi 
curentul prin bobină 1I  sunt în fază iar energiile înmagazinate în elementele 
reactive sunt: 

2
ee CU

2
1W =   şi  2

1m Li
2
1W =                                         (4.235) 

Energiile câmpului magnetic şi electric oscilează în fază de aceea nu 
se produc oscilaţiile de energie. Dacă uC şi i1 cresc, at unci su rsele 
(generatoarele) furnizează energie atât rezistoarelor cât şi câmpul 
electromagnetic al circuitului, când uC şi i1 descresc energia înmagazinată în 
câmp se transformă în efect electrocaloric. 

 
4.8.4  Rezonanţa în circuite cuplate magnetic 
Independent de natura cuplajului a două circuite, este posibil ca prin 

variaţia fie a frecvenţei semnalului de excitaţie, fie a parametrilor să se 
realizeze rezonanţa în circuitul primar sau în cel secundar sau simultan în 
ambele circuite. 

Să considerăm circuitul cuplat magnetic din figura 4.88: 

 
Fig. 4.88 
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Ecuaţiile în complex ale celor două ochiuri furnizează relaţiile: 

1122
2

222

2121
1

1111

10

1

ILjI
C

LjR

ILjI
C

LjRU

ω
ω

ω

ω
ω

ω
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
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
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
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−+=

                         (4.236) 

1122222

21211111

0 ILjI)jXR(
ILjI)jXR(U

ω
ω

++=

++=
⇒ 1

222

12
2 I

XjR
LjI
ω+

ω
−=        (4.237) 

⇒ 1
222

2
12

2

1111 I
jXR

LjXRU 







+

++=
ω  sau:   

1222
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2
2

2
12

2

112
222

2
2
12
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11 IX
XR

LXj
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RLRU
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
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
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
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



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+=
ωω           (4.238) 

Impedanţa echivalentă la poartă de intrare este: 1e1e
1

1
1e jXR

I
U

Z +==  

unde:  - 222
22

2
2

2
12

2

11e X
XR

LXX
+

ω
−=   - reprezintă reactanţa echivalentă a porţii de 

intrare. 
Pentru a obţine rezonanţa prin variaţia frecvenţei la poarta de acces a 

circuitului primar este necesar şi suficient ca   Xe=0:. (rezonanţa tensiunilor) 
rezultând: 

0
C
1L

C
1LR

L
C
1L

2r
22r2

2r
22r

2
2

2
12

2
r

1r
11r =
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


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


ω

−ω+

ω
−

ω
−ω                           (4.239) 

 Făcând aproximaţia 222 XR << , rezultă: 

2
22

2
12

2

1
11 1

1

C
L

L
C

L

r
r

r

r
r

ω
ω

ω
ω

ω
−

=−  sau                                     (4.240) 

( ) ( ) 01222111
22

1221221121
4 =++−− CLCLLCCLLCC rr ωω          (4.241) 

 Înmulţind relaţia de mai sus cu 
212211 CCLL

1  rezultă: 

01111
222111222111

4

2211

2
124 =−








−−








−

CLCLCLCLLL
L

rr ωω      (4.242) 
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Notând 21 k−=σ  denumit coeficient de dispersie ecuaţia de mai sus 
poate fi scrisă în forma: ( ) 02

02
2
01

22
02

2
01

4 =++− ωωωωωσω rr . 
 Rădăcinile reale şi pozitive ale acestei ecuaţii sunt: 

( )
2

4 2
02

2
01

22
02

2
01

2
02

2
01 ωσωωωωω

ωω
−−±−

=''
r

'
r ,                   (4.243) 

şi reprezintă valorile pulsaţiilor la care are loc  rezonanţa tensiunilor. 
 Dacă cuplajul este slab 1→σ  soluţiile tind la valorile proprii de 
rezonanţă ale circuitului primar respectiv secundar 02

''
r01

'
r ; ω→ωω→ω . În tre 

pulsaţii există inegalităţile: 
'
r

'''
r

'
r ωωω <<                                                    (4.244) 

 În consecinţă în astfel de circuite există mai multe frecvenţe de 
rezonanţă. Rezonanţele de tensiune şi de curent se succed astfel, după o 
rezonanţă a tensiunilor următoarea rezonanţă la creşterea frecvenţei este de 
curent.  
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5.1. Generalităţi 
 Dintre s istemele te hnice, la c are a plicarea teoriei c uadripolului 
prezintă un interes deosebit, pot fi menţionate: transformatoarele electrice, 
filtrele electrice, lin iile electrice l ungi, amplificatoarele, a tenuatoarele, 
circuitele de corecţie ale sistemelor de reglare automată, unele circuite 
electrice de măsură, maşinile electrice sau combinaţii ale acestora, etc. 
 Deoarece î n te oria c uadripolului comportarea c ircuitelor e lectrice 
cuadripolare se urmăreşte faţă de bornele de legătură cu exteriorul, pentru 
studiul circuitelor respective se folosesc semnale care se definesc faţă de 
borne, respectiv care se măsoară la borne. Astfel de semnale sunt tensiunile 
la borne şi curenţii prin borne. O altă grupă de parametri care se d efinesc, 
respectiv se măsoară la borne, o constituie parametrii cuadripolului, despre 
care se va vorbi ulterior. 

RețeaPort
Intrare

Port
Ieșire

+

_ _

+
U1 U2

I1 I2

I’1 I’2

RețeaPort
Intrare

Port
Ieșire

+

_ _

+
U1 U2

I1 I2

I’1 I’2  
Fig 5.1 

 În f ig.5.1 est e p rezentat g eneric u n cu adripol, p entru ca re au  f ost 
indicate semnalele de acces în borne. Dacă pentru fiecare dintre perechile de 
borne 1-1’ şi 2-2’ ale cuadripolului curenţii prin borne sunt egali şi de sens 
contrar faţă de cuadripol, el se numeşte cuadripol sau diport. 
 Pentru acesta se pot scrie ecuaţiile: 

0'
11 =− II          (5.1) 

0'
22 =− II         (5.2) 
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 Denumirea de cuadripol diport provine de la aceea că el poate fi 
considerat ca având două porţi. Prin poartă se înţelege o pereche de borne 
pentru care este îndeplinită condiţia ca suma algebrică a curenţilor din 
conductoarele circuitului exterior conectate la bornele respective să fie nulă. 
Generalizând această terminologie, un multipol cu 2n borne d e a cces, 
grupate în n porţi se numeşte multiport sau n-port. 
 Bornele cărora li se aplică o tensiune din exterior sunt borne 
receptoare şi se numesc de intrare sau primare, i ar b ornele l a car e su nt 
conectate circuite receptoare sunt borne generatoare şi se numesc borne de 
ieşire sau secundare. Pentru scrierea ecuaţiilor cuadripolului, se adoptă 
regula d e as ociere a s ensurilor d e r eferinţă de la receptoare la bornele de 
intrare şi regula de asociere a sensurilor de referinţă de la generatoare la 
bornele de ieşire. 
 Cuadripolii se pot clasifica pe baza aceloraşi criterii care se utilizează 
şi în teoria circuitelor electrice. Astfel, cuadripolii p ot f i a ctivi s au p asivi 
după cum conţin sau nu surse de energie; dacă sursele nu sunt independente 
ei se numesc neautonomi. O clasificare mai largă se face pe baza teoremei 
reciprocităţii în cuadripoli reciproci şi nereciproci. 
 După comportarea faţă de cele două perechi de borne se deosebesc 
cuadripoli simetrici şi nesimetrici. 
 După caracterul parametrilor elementelor de circuit componente 
cuadripolii pot fi liniari şi neliniari, cu parametri concentraţi sau parametri 
repartizaţi. 
 Un cuadripol poate fi alimentat în sens direct ( pe la poarta de intrare), 
sau în sens invers ( la poarta de ieşire). 
Circuitelor electrice d e t ip cu adripol l e co respund sch eme el ectrice 
cuadripolare, pe baza cărora se studiază aceste circuite. Metodele specifice 
de r ezolvare a  s tructurilor c uadripolare c onstituie teoria cuadripolului. Î n 
această teorie comportarea circuitelor electrice se urmăreşte faţă de bornele 
de legătură cu exteriorul. Această particularitate caracteristică limitează 
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domeniul de aplicaţie al teoriei cuadripolului în special la acele probleme la 
care este suficient să se cunoască curenţii şi tensiunile la borne. 
 O particularitate esenţială a teoriei cuadripolului constă în aceea că 
permite rezolvarea circuitelor electrice cuadripolare faţă de perechile de  
borne în legătură cu exteriorul, chiar fără cunoaşterea în detaliu a structurii 
lor interioare. 
 
5.2. Multipoli. Cuadripoli generali şi cuadripoli diporţi 
 În cel mai general înţeles, cuadripolul electric este un circuit electric 
care a re p atru b orne d e acc es cu  exteriorul. Asupra st ructurii interne a 
cuadripolului nu se impune nici o restricţie, astfel încât ea poate să fie 
oarecare. Numai în ceea ce priveşte legătura cuadripolului cu exteriorul se 
impune condiţia că aceasta să se facă exclusiv pe la borne. 
 Noţiunea de cuadripol electric nu se referă la un anumit circuit 
electric.Ea are u n d omeniu d e ap licabilitate f oarte larg ,  r eferindu-se i n 
principiu la toate circuitele care satisfac definiţia dată. Circuitelor electrice 
cuadripolare l e co respund scheme elecrice cuadripolare, pe baza cărora se 
studiază aceste circuite. În unele cazuri structura cuadripolară apare explicit 
numai în schemele electrice. Circuitele şi schemele electrice cuadripolare se 
întâlnesc într-un număr mare în diferitele domenii ale electrotehnicii şi ele 
se referă la sisteme tehnice de cea mai mare importanţă practică. Noţiunea 
de cuadripol nu trebuie însă înţeleasă numai în sensul simplu al identificării 
unor structuri cu patru borne de acces. Importanţa acestei noţiuni apare în 
legatură cu existenţa unei metode specifice de rezolvare a structurii 
cuadripolare, metodă care se încadrează într-un s istem or ganizat de  
cunostinţe, care constituie teoria cuadripolului. 
 Teoria c uadripolului f ace p arte d in teoria c ircuitelor e lectrice, f iind 
caracterizată prin anumite particularităţi, care determină de altfel şi 
domeniul d e p robleme unde f olosirea ei  est e c ea m ai r aţională. În teoria 
cuadripolului comportarea circuitelor electrice se urmăreşte faţă de bornele 
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de legatură cu e xteriorul. Această particularitate c aracteristică limitează 
domeniul de aplicaţie al teoriei cuadripolului în principal la acele probleme, 
la care este suficient să se cunoască curenţii şi tensiunile la borne. 
 Este ev ident c ă rezolvarea circuitelor e lectrice cu adripolare, atunci 
când structura l or interioară este cunoscută, se p oate face şi pr in m etode 
obişnuite ale teoriei circuitelor el ectrice. În problemele menţionate, 
aplicarea teoriei cuadripolului conduce în general la o simplificare esenţială 
a operaţiei de stabilire a ecuaţiei schemelor cuadripolare, în principal că nu 
necesită determinarea curenţilor şi tensiunilor din interior. Acest avantaj 
devine c u atît m ai e vident, c u c ât schema electrică a circuitului este mai 
complexă. Teoria cudripolului conduce deci la o rezolvare expeditivă şi prin 
aceasta la o însemnată economie de timp. 

O particularitate esenţială a teoriei cuadripolului constă în aceea că 
permite rezolvarea circuitelor electrice cuadripolare faţă de perechile d e 
borne în legatură cu exteriorul, chiar fară cunoaşterea în detaliu a structurii 
lor interioare. Această observaţie se referă la cazul când cuadripolii sunt 
realizaţi. Dacă cuadripolul realizat are o structură foarte complicată sau 
necunoscută, teoria cuadripolului oferă singura metodă de analiză ce poate fi 
practic aplicată. Permiţând tratarea unitară a unor probleme de bază ce 
intervin la un număr mare de circuite electrice cuadripolare care altfel pot fi 
diferite atât ca strucură cât şi ca domenii de aplicaţie, se poate considera că 
teoria cuadripolului constituie partea comună a teoriei acestor circuite. 
 Deoarece în te oria c uadripolului comporarea c ircuitelor e lectrice 
cuadripolare se urmăreşte faţă de bornele de legatură cu exteriorul, este 
natural ca în cadrul acestei teorii să se folosească pentru studiul circuitelor 
respective mărimi care se definesc faţă de borne, respectiv care se m ăsoară 
la borne dacă cuadripolul este realizat. Astfel de mărimi  sunt tensiunile la 
borne şi curenţii prin borne. O altă grupă de mărimi care se definesc, 
respectiv se  măsoară la borne, o consituie parametrii cuadripolului. În 
fig.5.1 se indică curenţii pr in bor ne pentru un c uadripol oa recare. Î n total 
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sunt pa tru c urenti ( 1I , '
1I , 2I , '

2I ), şi şase tensiuni la borne 

( 1'11 UU = , 2'22 UU = , 2'1U , '12U , 1'2U , '21U ) c orespunzătoare cel or 

2
46 C=  perechi de borne care se pot considera. Dintre acestea se consideră 

principalele perechi de borne 11’ şi 22’. 
 Dacă pentru fiecare dintre perechile de borne 11’ şi 22’  a le 
cuadripolului c urenţii pr in bor ne s unt e gali şi d e sen s c ontrar f aţă de 
cuadripol, el se numeşte cuadripol în înţeles restrâns sau cuadripol diport. 
Dacă curenţii prin borne sunt diferiţi el se numeste cuadripol general. În 
cazul unui cuadripol diport se pot scrie relaţiile: 

0'
11 =− II  şi 0'

22 =− II          (5.3) 

care nu sunt sat isfacute de  c uadripolul ge neral. A tunci c ând s e f oloseşte 
termenul simplu de cuadripol, fără nici o specificaţie, se înţelege obişnuit 
cuadripol diport. 
 Denumirea de cuadripol diport provine de fapt, din consideraţia că 
acest tip de cuadripol poate fi prezentat ca având două porţi . Prin poartă se 
înţelege o pereche de borne la care este îndeplinită condiţia că suma 
algebrică a curenţilor din conductoarele circuitului exterior conectate la 
bornele respective să fie nulă – relaţia (5.3). Generalizând această 
terminologie, un multipol c u 2 n borne de  a cces, gr upate î n n porți se 
numeşte multiport sau n-port. 
 Bornele, cărora li se aplică o tensiune din exterior, sunt bor ne 
receptoare şi se n umesc b orne d e i ntrare sau  p rimare, i ar bornele, la car e 
sunt co nectate circuite r eceptoare, sunt bor ne ge neratoare şi se n umesc 
borne de ieşire sau secundare. Pentru scrierea ecuaţiilor, obişnuit se adoptă 
regula de  a sociere a sensurilor de referinţă de la receptoare la bornele de 
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intrare şi regula de asociaţie a sensurilor de referinţă de la generatoare la 
bornele de ieşire. 
 Pentru o mai bună întelegere a noţiunilor de cuadripol diport şi 
cuadripol general sunt necesare unele explicaţii. Cuadripolul în înţeles 
restrâns apare în general ca un c ircuit in termediar între un generator şi un 
receptor, ca re n u su nt l egate d irect în tre e le. O astfel de dispoziţie este 
arătată schematic în fi g.5.2. În această figură se consideră un c uadripol 
pasiv, f ormat di ntr-o combinaţie oarecare de rezistenţe, inductivitaţi şi 
capacitaţi. L a bor nele 1 1’, al e cu adripolului este co nectat u n g enerator de 
t.e.m. Ue şi impendanţă interioară Zi, iar l a b ornele 2 2’ est e co nectat 
circuitul receptor caracterizat prin impendanţa Z. B ornele 11’  s unt d eci 
borne de intrare, iar 22’ sunt borne de ieşire. Se poate obs erva între 
generator şi receptor nu există nici o altă legătură în afară de cea realizată 
prin intermediul cuadripolului. Egalitatea curenţilor pentru fiecare dintre 
perechile d e bor ne 11’ şi 22’ este astfel evidenţiată. La cuadripolul diport 
schimbul de putere electromagnetic cu exteriorul se face pe la cele două 
perechi de borne 11’ şi 22’ (porți), la care sunt conectate circuitele dipolare 
exterioare. 
 Pe măsură ce circuitele electrice sunt mai complexe apare necesitatea 
considerării cazurilor mai generale şi anume când curenţii prin borne, pentru 
fiecare din perechile de borne 11’ şi 22’ ale cuadripolului nu mai sunt egali. 
Se poate obţine în mod simplu o imagine despre cuadripolul general, 
presupunând că între bornele 1’ şi 2  a le c uadripolului se c onectează 
impedanţa exterioara Z3. Datorită curentului I3 care se stabileşte în 
impedanţa Z3 curenţii pr in borne I1 şi I1’, r espective I2 şi I2’, nu m ai s unt 
egali. În aceste condiţii, cuadripolul încadrat în c henar este un c uadripol 

general ( '
11 II ≠  şi '

22 II ≠ ). Dacă se consideră Z2 = ∞, deci I3 = 0, 

cuadripolul devine din nou cuadripol restrâns. 

 

214



Capitolul 5. Cuadripolul electric. Filtre electrice  
 

 Cuadripolul general presupune deci existenţa unui schimb de putere 
electromagnetic cu exteriorul şi pe la bornele 1’2’, la care este conectată 
impedanţa exterioara Z3. Deoarece cuadripolul general poate fi prezentat ca 
având trei porţi el se mai numeşte şi cuadripol triport. Deşi în cazu l 
cuadripolului general curenţii prin borne  sunt diferiţi, în ci rcuitele 
exterioare ale fiecăreia dintre cele 3 perechi de borne curenţii sunt egali. 
 La început teoria cuadripolului (diport) a fost formulată în legătură cu 
rezolvarea unor probleme de telecomunicaţii. În scurtă vreme ea a fost 
aplicată în cele mai diferite domenii ale electrotehnicii şi c hiar în  a lte 
domenii. Astfel noţiunea de cuadripol a fost generalizată şi pe ntru un ele 
sisteme mecanice. Importanţa teoriei cuadripolului diport a fost confirmată 
pe deplin în cursul celor aproximativ şase decenii de la primele ei formulări. 
Dintre s istemele te hnice la  c are aplicarea teoriei c uadripolului d iport 
prezintă un i nteres de osebit pot  f i m enţionate: lin ii e lectrice lu ngi ,  filtre 
electrice, amplificatoare, at enuatoare, t ransformatoare el ectrice, ci rcuite de 
corecţie ale sistemelor de reglare automată, giratoare, unele circuite electrice 
de m ăsură, maşini el ectrice sau  co mbinaţii a le a cestora e tc. T eoria 
cuadripolului general este dată mai recent. Din punct de vedere al utilităţii 
practice, în pr ezent pe  pr imul pl an s e g ăseşte încă teoria cu adripolului 
diport. Problemele legate de rezolvarea schemelor electrice din ce în ce mai 
complexe deschid însă teoria cuadripolului general un domeniu de aplicaţie 
tot mai larg. 
 Cuadripolii se pot clasifica pe baza aceloraşi criterii care se utilizează 
şi în teoria circuitelor electrice. Astfel cuadripolii pot să fie activi sau pasivi, 
după cum conţin sau nu surse de energie; dacă sursele su nt i ndependente 
cuadripolii ( activi) s e num esc autonomi, i ar da că sursele nu s unt 
independente ei  se n umesc neautonomi. O clasificare mai largă se face pe 
baza t eoremei r eciprocităţii în cuadripoli re ciproci şi nereciproci. După 
comportament faţă de cele două perechi d e b orne se d eosebesc cu adripoli 
simetrici şi nesimetrici. După caracterul parametrilor elementelor de circuit 
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componente cuadripolii pot fi: liniari şi neliniari; cu parametrii concentraţi şi 
parametrii repartizaţi. Dacă transferul de energie are l oc numai într-un 
singur sens cuadripolii se numesc unidirecţionali, iar dacă are loc în ambele 
sensuri ei se numesc bidirecţionali. Se mai pot deosebi cuadripoli de curent 
continuu şi curent alternativ. 
 
5.3. Cuadripoli rezistivi neliniari 
 a. Ecuaţii caracteristice. Cuadripolul rezistiv neliniar se defineşte la 
fel ca d ipolul rezistiv neliniar; este un element de circuit static; ecuaţiile pe 
care le satisfac tensiunile şi curenţii sunt ecuaţii de stare neliniară; în locul 
curbei caracteristice t ensiune-curent sau  cu rent-tensiune, i ntervin s uprafeţe 
caracteristice b idimensionale î n s isteme de  c oordonate t ridimensionale, iar 
ecuaţiile capătă formele următoare: 

 
Fig. 5.2 

i1=i1(u1,u2); i2=i2(u1,u2)     (5.4) 
pentru cuadripolul cu control de tensiune la intrare şi ieşire; 

u1=u1(i1,i2); u2=u2(i1,i2)     (5.5) 
pentru cuadripolul cu controlul de curent la intrare şi ieşire; 

u1=u1(i1,u2); i2=i2(i1,u2)     (5.6) 
pentru cuadripolul cu control de curent la intrare şi tensiunea la ieşire; 

i1=i1(u1,i2); u2=u2(u1,i2)     (5.7) 
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pentru cuadripolul cu control de tensiune la intrare şi de curent la ieşire. 
 De ex emplu, ecu aţiei u 1(i1,i2) îi co respunde suprafaţa caracteristică 
reprezentată în fig.5.2. 
b. Analiza unui cuadripol rezistiv neliniar prin metoda micilor 
componente (analiza la semnal mic).  
Fie c uadripolul rezistiv n eliniar c u c ontrol d e curent la  c are e  c onectat la  
bornele de intrare un generator independent de tensiune electromotoare e, în 
serie cu rezistorul R1, iar la ieşire e conectat rezistorul R2. Tensiunile u1,u2  şi 
curenţii i1,i2 sunt soluţii ale ecuaţiilor cuadripolului. 

u1=u1(i1,i2);  u2=u2(i1,i2);       (5.8) 
şi ale ecuaţiilor ochiurilor de la intrare şi ieşire,  

u1=e-R1i1;  u2=R2i2;       (5.9) 

 
Fig. 5.3 

 Existenţa şi unicitatea soluţiilor ecuaţiilor ( 5.5-5.6) depinde de  
neliniaritatea funcţiilor u1(i1,i2) şi u2(i1,i2); soluţia poate fi unică, să nu existe 
şi pot fi mai multe soluţii. 
 Fie U1, U2, I1, I2 soluţia unică a sistemului de ecuaţii ( 5.5-5.6) 
corespunzând unei t.e.m. continue E: 

U1=U1(I1,I2); U2=U2(I1,I2);     (5.10) 
U1=E1-R1I1;U2=R2I2;         (5.11) 

 Dacă suprafeţele caracteristice u1(i1,i2) şi u 2(i1,i2) s unt s uficient d e 

netede, unei mici variaţii a  t ensiunii ge neratorului ),)((),( Etete <<∆∆  

e(t)=E+ )(te∆ , îi corespund mici variaţii a le te nsiunilor ∆ u1(t) şi ∆ u2(t), 
respectiv ale curenţilor ∆ i1(t) şi ∆ i2(t), denumite incrementale, 

u1(t)=U1+∆ u1(t) ;u2(t)= U2+∆ u2 (t);    (5.12) 
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i1(t)=I1+∆ i1(t); i2(t)=I2+∆ i2(t).       (5.13) 
 Analiza c uadripolului rezistiv n eliniar la s emnalul m ic p erturbator 

)(te∆  e similară cu analiza corespunzătoare a re zistorului n eliniar. 
Înlocuind e xpresiile l ui e , u 1,u2,i1,i2 din ( 9-10) în ecuaţiile (5 -6) și ţinând 
seama de (7-8) rezultă: 

U1+∆ u1=u1(I1+∆ i1,I2+∆ i2);U2+∆ u2=u2(I1+∆ i1,I2+∆ i2);   (5.14) 
∆ u1=∆ e-R1∆ i1;∆ u2=R2∆ i2;       (5.15) 

Dacă se dezvoltă în se rie Taylor membrii 2 ai ecuaţiilor 5-11 şi se reţin 
numai primii trei termeni ai dezvoltării, se obţine: 
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(5.17) 

în care s-a notat cu )( 111 IR  şi )( 222 IR  rezistenţele dinamice de intrare şi cu 
)( 212 IR  şi )( 121 IR  rezistenţe dinamice de transfer: 
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∂
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=     (5.18) 
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=     (5.19) 

Înlocuind (5.13) şi (5.14) în (5.11) se deduc ecuaţiile: 
;)()( 221211111 iIRiIRu ∆+∆=∆ ;)()( 222211212 iIRiIRu ∆+∆=∆  

 (5.20) 
sau matricial: 

iru ∆=∆ , 
în care: 
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La semnal mic, ecuaţiile neliniare (5.7) trec în ecuaţiile liniare 
corespunzătoare (5.17) şi cuadripolul este liniar fig. 5.2. Î n punc tele de 
funcţionare ),,( 21 IIUP kk  din spaţiul kuii ,, 21  suprafeţele caracteristice 

),,( 21 iiuu kk =  2,1=k  se aproximează prin planele tangente. 
Rezolvând ecuaţiile (5.15) şi (5.20), se obţin răspunsurile incrementale 

121 ,, iuu ∆∆∆  şi 2i∆  la semnal mic ,e∆  

;222
1 eRRi ∆⋅

∆
−

=∆    ;21
2 eRi ∆⋅

∆
−=∆     (5.22) 

;)( 211222211
1 eRRRRRu ∆⋅

∆
−−

=∆    ;212
2 eRRu ∆⋅

∆
−=∆   

 (5.23) 

2112222111 ))(( RRRRRR −−+=∆ .     (5.24) 
 
5.4. Elemente cuadripolare de circuit 
5.4.1. Surse comandate 
 Sursele i deale s unt modele matematice care modelează generatoarele 
reale (fizice) de tensiune sau curent. 
 Sursa ideală de tensiune are impedanţă de ieşire nulă. 
 Sursa ideală de curent are impedanţa de ieşire infinită. Simbolul, 
relaţiile matematice şi caracteristica (i,u) sunt prezentate în figura de mai jos: 

i(t)i(t)

 

i(t)i(t)

 

V sau U

I

V sau U

I

 
)(tii = , u=oricât 

Fig. 5.4  
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 Sursele comandate sunt modele matematice ce caracterizează elemente 
de circuit de tip diport, care la poarta de ieşire pot fi modelate ca surse ideale, 
valoarea mărimii de ieşire (tensiune sau curent) fiind dependentă de valoarea 
mărimii de intrare (tensiune sau curent). Ele modelează circuite reale care 
îndeplinesc funcţia de amplificare. 
 După tipul mărimii comandate (de ieşire) şi cel al mărimii de comandă 
(de intrare) întâlnim 4 tipuri de surse comandate: 
- sursa de tensiune comandată în tensiune (STCT): 
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
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- sursa de tensiune comandată în curent (STCC): 
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- sursa de curent comandată în curent (SCCC): 
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- sursa de curent comandată în tensiune (SCCT): 
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Amplificatorul operaţional (AO) e ste un circuit (i ntegrat s au d iscret) 
prevăzut cu două borne de intrare şi o bornă de ieşire, furnizând la ieşire o 
tensiune (faţă de masă) egală cu replica amplificată a tensiunii dintre cele două 
borne de intrare. Simbolul utilizat pentru AO este prezentat mai jos: 

 

 

220



Capitolul 5. Cuadripolul electric. Filtre electrice  
 

+

-

v1

v2

0

+
vo(t) = A (v2-v1)

-

+

-

v1

v2

0

+
vo(t) = A (v2-v1)

-  

Fig. 5.5 
Amplificatorul operaţional realizează amplificare mare, bandă de frecvenţă 
suficient de largă în aplicaţii uzuale, impedanţă de intrare mare şi cea de ieşire 
mică. 
În funcţie de aplicaţia concretă, modelul adoptat pentru AO poate fi diferit. 
Aceste modele se împart în două categorii: liniare şi neliniare. 

 Cel mai simplu (şi mai utilizat) model liniar este cel numit nulator-
norator, aceste două cuvinte desemnând denumirile uniporţilor degeneraţi ce 
modelează intrarea, respectiv ieşirea amplificatorului operaţional. În acest 
model, de numit amplificator operaţional ideal, acc eptabil î n majoritatea 
aplicaţiilor, se consideră amplificarea, banda de frecvenţă şi impedanţa de 
intrare infinite, iar impedanţa de ieşire nulă. Simbolul şi relaţiile matematice 
sunt prezentate mai jos: 

 
Fig. 5.6 

Se pot face o serie de observaţii în legătură cu acest model: 
- nulatorul şi noratorul apar întotdeauna în pereche; 
- noratorul are întotdeauna un terminal legat la masă; 
- nulatorul impune două restricţii semnalelor aplicate la bornele sale, iar 
noratorul nici una; 
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- pe model nu sunt precizate bornele de intrare inversoare şi neinversoare, însă 
într-o aplicaţie concretă ele se precizează în aşa fel încât stabilitatea circuitului 
să fie asigurată. 
 Analiza circuitelor cu AO se face în cazurile simple cu legile lui Kirchoff, 
iar î n cazu ri mai co mplicate cu  metoda Nathan, care este în esenţă o 
generalizare a  te oremei te nsiunilor n odale p entru circuite c u e lemente 
degenerate. În ambele metode ideea este de a folosi cele 2 restricţii pe care le 
impune nulatorul. 
 Renunţând pe rând la idealizările făcute în modelul de mai sus se obţin o 
serie de modele liniare care se apropie din ce în ce mai mult de amplificatorul 
operaţional real, care are amplificare finită şi dependentă de frecvenţă, 
impedanţă de intrare mare, dar finită, impedanţă de ieşire mică, dar nenulă. 

În ca zul î n care nivelul se mnalului d e i ntrare este s uficient d e mare 
pentru a obliga tensiunea de ieşire să atingă valoarea tensiunii de alimentare 
este necesară adoptarea unui model neliniar. Două sunt neliniarităţile 
principale care se manifestă în funcţionarea AO: intrarea în saturaţie şi viteza 
maximă de variaţie a semnalului la ieşire (slew-rate, v iteza de oscilație este 
definită ca viteza de variație a tensiunii pe unitatea de timp). 
 Prima este pusă în evidenţă mai jos cu a jutorul unor caracteristici de ti p 
comparator, respectiv de amplificator cu limitare: 

 
Fig. 5.7 

amplificator liniar 
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Fig. 5.9 

A doua manifestare neliniară constă în aceea că, în funcţionarea cu nivel 
mare al semnalului de intrare şi la frecvenţă ridicată, semnalul de la ieşirea AO 
nu mai reuşeşte să urmărească variaţiile  rapide ale semnalului aplicat la 
intrare, astfel încât forma tensiunii de ieşire apare distorsionată (la frecvenţe 
foarte mari, practic triunghiulară). Se pune astfel în evidenţă o viteză maximă 
de variaţie a semnalului la ieşirea AO, denumită slew-rate (SR), măsurată în 
V/μs şi care constituie un parametru de catalog. Explicaţii mai amănunţite 
asupra originii acestei manifestări vor fi prezentate la cursul de Circuite 
integrate liniare. Pentru scopul acestei prezentări ne vom mulţumi cu un calcul 
simplu care ilustrează relaţia dintre acest parametru şi mărimile din circuit. 
Să presupunem că la ieşirea AO avem un semnal sinusoidal cu amplitudinea 
Vo şi pulsaţia ωo: 

tV=(t)v 0o0 ωsin                                                  (5.25) 

 Se ştie că viteza de variaţie a unei mărimi este dată de derivata acesteia 
în raport cu timpul, în consecinţă viteza de variaţie a tensiunii la ieşirea AO se 
calculează cu relaţia: 

tV=
dt
dv

ooo
o ωω cos

                                            (5.26) 
de unde rezultă că valoarea maximă a acesteia este: 

s][V/   V=)
dt
dv(=SR oo

o µωmax
                               (5.27) 

 Se pot face acum o serie de observaţii: 
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- această manifestare neliniară apare mai întâi la trecerile p rin zero a le 
semnalului de ieşire; 

- SR se determină măsurând panta semnalului triunghiular de la ieşire (la 
cursul d e circuite integrate liniare se va arăta că, în realitate, pantele 
crescătoare şi descrescătoare nu sunt riguros egale); 

- într-o aplicaţie concretă, cunoscând valoarea tensiunii de alimentare ( egală 
cu valoarea maximă la care ar putea ajunge Vo ) şi citind din catalog 
valoarea SR pentru amplificatorul operaţional folosit se poate determina 
valoarea maximă a frecvenţei de lucru până la care această manifestare 
neliniară nu va apare, mărime denumită bandă de câştig integral: 

V
SR=

+ωmax                                                       (5.28) 

 
5.4.2. Scheme echivalente ale tranzistoarelor bipolare 
 O aplicaţie a elementelor active comandate o constituie utilizarea lor în 
stabilirea schemelor echivalente ale tranzistoarelor NPN și PNP. 
 Se consideră tranzistorul PNP al cărui simbol, cu borna comună la bază, 
este reprezentat în fig.5.5, în care s-a adoptat regula de asociere a sensurilor de 
referinţă de la receptoare pentru ambele porţi ale cuadripolului. Ecuaţiile 
Ebers-Moll, al e t ranzistorului, co nsiderat el ement d e ci rcuit cuadripolar cu 
control de tensiune, sunt următoarele: 

);1()1( /
12

/
11 −+−= kTuqkTuq

e
ceee eaeai     (5.29) 

);1()1( /
22

/
21 −+−= kTuqkTuq

c
ceee eaeai     (5.30) 
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a b 

Fig. 5.10 
În care s-a notat cu: qe-sarcina electrică a electronului, k-constanta lui 

Boltzmann, T -temperatura î n gr ade Kelvin, u e, uc -tensiunile la  bornele 
cuadripolului, ie, ic- curenţii corespunzători şi aij constante. Eliminând între 
cele doua ecuaţii termenul kTuq eee / şi apoi termenul kTuq cee /  se obţin ecuaţiile: 

ie+αcic=Ie0 ( 1/ −kTuq eee )      (5.31) 
αeie+ic=Ic0( 1/ −kTuq cee ).      (5.32) 

în care s-a notat:  

;
22

12

a
a

c −=α  
11

21

a
a

e −=α ; ;
22

2112
110 a

aaaIe −=  .
11

1221
220 a

aaaIc −=   (5.33) 

 În membrii 2 ai ecuaţiilor (5.31-5.32) se regăsesc expresiile curenţilor 
diodei s emiconductoare cu joncţiune PN având caracteristica Schotki. P rin 
urmare I e0 este i ntensitatea curentului invers de saturaţie a diodei emiter-
bază cu colectorul deschis ( ic=0,) şi Ic0 este intensitatea curentului invers de 
saturaţie a diodei colector-bază cu emiterul deschis ( ie=0). 
 Ecuaţiilor (5.31-5.32) le corespunde schema ech ivalentă reprezentată 
în f ig 5.10.b, c onţinând 2 diode cu joncţiuni şi 2  su rse co mandate 
(generatoare de curent cu control de curent). În fig.5.10 .a s-au reprezentat 
caracteristicile ie(ue) pentru diferite valori ale curentului ic şi caracteristicile 
ic(uc) pe ntru d iferite v alori a le c urentului i e. Î ntr-o primă aproximaţie, 
caracteristicile se înlocuiesc cu segmente de dreaptă. 
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5.4.3. Transformatorul ideal 
 Transformatorul ideal este un model idealizat al transformatorului fără 
pierderi c u c uplaj p erfect. L a acest m odel se aj unge co nsiderând 
permeabilitatea magnetică relativă a miezului foarte mare. În acest caz 
reluctanţa miezului poate fi considerată nulă şi teorema lui Ampère: 

ΦfRm =N1I1+N2I2,                                                                (5.34) 
 devine: 

N1I1+N2I2 =0,                                                 (5.35) 
 Împărţind ecuaţia cu N 1 ţinând cont de  e xpresia r aportului d e 
transformare, se obţine expresia simplă: 

i1+ ni2=0, unde 
1

2

N
Nn =                                     (5.36) 

 La i nversarea sen sului d e înfăşurare a l une ia di ntre b obine ( de 
exemplu, una secundară relaţia dintre curenţi se scrie: 

i1- ni2=0,                                                  (5.37) 
 De r emarcat c ă puterea to tală la b ornele t ransformatorului i deal e ste 
nulă: 

P=u1i1 + u2i2= u1i1  + ni1 (-i1/n) = u1i1 - u1i1 = 0,       (5.38) 
 Interpretarea acestui rezultat este simplă: energia acumulată în câmpul 
magnetic d in t ransformatorul i deal est e n ulă. S imbolul transformatorului 
ideal este prezentat în figura de mai jos. 

  
Fig. 5.11 
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care reprezintă ecuaţiile transformatorului i deal, a vând r aportul de  
transformare egal cu raportul rezistenţelor de giraţie, 

;
2

1

2

1

g

g

r
r

n
n

=       (5.39) 

a) O bobină de in ductivitate L = Crg ⋅2 , şi curent iniţial )0(Li  este 

echivalentă cu un condensator de capacitate C şi t ensiune iniţială 

cu (0)= )0(Lg ir ⋅ , conectat la bornele unui girator de rezistentă de giraţie rg. 

Înlocuind în  ecuaţiile caracteristice curentul i2 prin condensator, 

i2=C
dt

du2  ,                                                 (5.40) 

se obţine: 

u1= rg C
dt

du2 .                              (5.41) 

 Derivând în raport cu timpul ambii membri ai celei de a doua ecuaţie 

caracteristica şi înlocuind 
dt

du2  în ecuaţia (5.30) rezultă: 

u1= 2
gr C

dt
di1 ,                                            (5.42) 

din care se deduce echivalenţa: 

L= 2
gr C.                                                   (5.43) 

Din a doua ecuaţie caracteristică scrisă la momentul t=0 rezultă 
uc(0)=rgiL(0); 

b) Un c ondensator d e cap acitate C  = 2
gr
L  şi tensiune iniţială uc(0) est e 

echivalent cu o bobină de i nductivitate L  și curent i nițial i L(0)=
rg

uc )0( , 
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conectată la bornele unui girator d e r ezistenţă de giraţie r g. D emonstraţia 
este similară. 
 
5.5. Cuadripoli in regim permanent sinusoidal 
5.5.1. Ecuaţiile cuadripolului 
 Relaţiile stabilite între curenţii şi tensiunile la borne reprezintă 
ecuaţiile cuadripolului. Acestea caracterizează complet comportarea 
cuadripolului faţă de bornele de legătură cu exteriorul. Se pot stabili două 
astfel de relaţii, pentru cele două porţi ale cuadripolului. 
 Se consideră (fig.5.12) un cuadripol liniar pasiv funcţionând în regim 
permanent sinusoidal. 

 

U1 U2 

I2 I1 

I1 I2  
Fig. 5.12 

 Se analizează cuadripolul dat cu metoda curenţilor de buclă. Circuitul 
conţine b bucle independente din care una este cea care conţine poarte de 
intrare, iar o a doua va conţine poarta de ieşire. Sistemul dat de metoda 
curenţilor de buclă va avea b ecuaţii din care se pun în evidenţă cele 
corespunzătoare buclelor ce conţin cele două porţi: 
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      (5.44) 

 Curenţii celor două porţi s e vor d etermina cu ajutorul t eoremei 
suprapunerii efectelor: 
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 Sistemul dat de metoda curenţilor de buclă se rezolvă de exemplu prin 
regula lui Krammer : 

( )122111

2

2222

1121

'
1

1

0

1
∆⋅+∆⋅⋅

∆
=

−
⋅

∆
= UU

ZZ

ZZU

ZZU

I

bbb

b

b









    (5.46) 
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în care s-a notat prin ∆ determinantul sistemului: 
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 Curenţii celor două porţi ale cuadripolului analizat se pot scrie deci 
sub forma: 
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 Coeficienţii acestor ecuaţii au valori complexe şi dimensiunea unor 
admitanţe, aşa încât se pot face următoarele notaţii: 
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YY

YY
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       (5.50) 

 Cu aceste notaţii, curenţii celor două porţi ale cuadripolului iau forma: 





⋅+⋅=
⋅+⋅=

2221212

2121111

UYUYI
UYUYI

        (5.51) 

 Sistemul obţinut reprezintă ecuaţiile cuadripolului în funcţie de 
parametrii admitanţă. Aceste ecuaţii pot fi scrise şi matricial sub forma: 

[ ] [ ] [ ]UYI ⋅=        (5.52) 
în care: 
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 Sistemul ecuaţiilor cuadripolului în raport cu parametrii admitanţă se 
rezolvă funcţie de tensiunile celor două porţi ale căror tensiuni sunt 
considerate necunoscute. 
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      (5.54) 

unde s-a notat: 
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 Coeficienţii curenţilor din sistemul anterior au dimensiunea unor 
impedanţe şi se notează ca atare: 
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Cu aceste notaţii sistemul devine: 
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 Sistemul obţinut reprezintă ecuaţiile cuadripolului funcţie de 
parametrii impedanţă. Acesta poate fi scris sub formă matricială: 

[ ] [ ] [ ]IZU ⋅=                (5.58) 
în care 
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 Pentru determinarea ecuaţiilor fundamentale al e cu adripolului, s e 
rezolvă sistemul ecuaţiilor funcţie de parametrii impedanţă în raport cu 
tensiunea şi curentul la poarta de intrare. Se obţin astfel valorile acestor 
semnale de forma: 
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în car e se  n otează cu A11, A12,  A21, A22 parametrii f undamentali ai  
cuadripolului , ale căror valori sunt: 

 

21

22
22

21

22112112
12

21
12

21

11
11

1    

Z
ZA

Z
ZZZZA

Z
A

Z
ZA

−=
⋅−⋅

=

==

      (5.61) 

 Ecuaţiile fundamentale ale cuadripolului vor avea forma: 







⋅+⋅=

⋅+⋅=

2222211

2122111

IAUAI

IAUAU
           (5.62) 

 Şi acest sistem poate fi scris matricial în funcţie de matricile 
semnalelor de intrare, de ieşire şi a matricei parametrilor fundamentali: 

[ ]











⋅=













2

2

1

1

I

U
A

I

U
     (5.63) 

 
5.5.2. Semnificaţia fizică şi determinarea experimentală a parametrilor 
cuadripolului 
 Deoarece d oar t rei din cei patru parametri ce caracterizează 
funcţionarea unui cuadripol sunt independenţi rezultă că sunt necesare trei 
încercări experimentale pentru determinarea lor.  
 

 
 
CLP U1 

1 

V1 

1’ 

2 

2’ 

U20 

I2 = 0 I1 

V2 

A 

 
 

Fig. 5.13 
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Acestea sunt: 
• o încercare de funcţionare în gol a cuadripolului alimentat în sens direct 
• o încercare de funcţionare în scurtcircuit a cuadripolului alimentat în sens 
direct 
• o încercare de funcţionare în gol sau în scurtcircuit a cuadripolului 
alimentat în sens invers. 
 Se consideră un cuadripol liniar pasiv şi reciproc alimentat direct şi 
având poarta de ieşire în gol (fig.5.13). 
 Se consideră ecuaţiile cuadripolului funcţie de parametrii impedanţă 
cărora li se adaugă condiţia de funcţionare cu poarta de ieşire în gol: 

 

02 =I          (5.64) 
Prin urmare ecuaţiile devin: 







⋅=

⋅=

102120

101110

IZU

IZU
               (5.65) 

de unde se pot determina: 

10

10
11 I

UZ =                                            (5.66) 

care reprezintă impedanţa echivalentă la intrarea cuadripolului la mers în 
gol, 

10

20
21 I

UZ =                                           (5.67) 

care reprezintă impedanţa de transfer între poarta de ieşire şi cea de intrare 
la mers în gol. 
 Dacă pentru acelaşi cuadripol se consideră ecuaţiile funcţie de 
parametrii fundamentali: 





⋅+⋅=
⋅+⋅=

2221212

2121111

IZIZU
IZIZU
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





⋅+⋅=

⋅+⋅=

2222211

2122111

IAUAI

IAUAU
                                       (5.68) 

cărora li se adaugă aceeaşi condiţie de funcţionare cu poarta de ieşire în gol,     
se obţin ecuaţiile: 







⋅=

⋅=

202110

201110

UAI

UAU
        (5.69) 

din care rezultă: 

20

10
11 U

UA =                                            (5.70) 

parametru adimensional având semnificaţia raportului de transformare între 
tensiunea de intrare şi cea de ieşire la mers în gol, 

20

10
21 U

IA =                                           (5.71) 

are dimensiunea unei admitanţe, numită admitanţa de transfer între poarta de 
intrare şi cea de ieşire la mers în gol. 

 
 
CLP U10’ 

1 

V1 

1’ 

2 

2’ 

U20’ 

I20’ I1’ = 0 

V2 

A 

 
 

Fig. 5.14 
 

 Pentru cuadripolul alimentat invers şi având poarta de ieşire în gol 
(fig.5.14) se porneşte de la ecuaţiile scrise funcţie de parametrii 
fundamentali. 
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





⋅+⋅=

⋅+⋅=
'
111

'
121

'
2

'
112

'
122

'
2

IAUAI

IAUAU
                                        (5.72) 

 Înlocuind în acestea condiţia de funcţionare în gol, 0'
1 =I , se obţine: 

 







⋅=

⋅=
'
1021

'
20

'
1022

'
20

UAI

UAU
           (5.73) 

deci: 

'
10

'
20

22
U
UA = ,                                                    (5.74) 

parametru care are semnificaţia raportului de transformare a tensiunilor la 
gol la alimentare inversă a cuadripolului. 
 Din condiţia de reciprocitate, care se presupune că este îndeplinită 
pentru cuadripolul analizat, poate fi determinat cel de al patrulea parametru 
fundamental funcţie de ceilalţi trei determinaţi anterior: 

21

2211
12

1
A
AAA −⋅

=              (5.75) 

 Se consideră un cuadripol liniar pasiv şi reciproc alimentat în sens 
direct şi cu poarta de ieşire în scurtcircuit (fig.5.15).  

 
 

U1s

c 

1 

V1 

1’ 

2 

2’ 

U2sc = 0 

I2sc I1sc 

V2 

A 

 
Fig. 5.15 

Se consideră ecuaţiile cuadripolului funcţie de parametrii admitanţă: 
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





⋅+⋅=

⋅+⋅=

2221212

2121111

UYUYI

UYUYI
                                      (5.76) 

cărora li se adaugă condiţia de funcţionare cu poarta de ieşire în scurtcircuit: 
02 =U .                                   (5.77) 

 Sistemul anterior devine: 







⋅=

⋅=

scsc

scsc

UYI

UYI

1212

1111
                                           (5.78) 

de unde se obţin: 

sc

sc

U
IY

1

1
11 =                                            (5.79) 

admitanţa la scurtcircuit la poarta de intrare 

sc

sc

U
IY

1

2
21 =                                           (5.81) 

admitanţa de transfer între poarta de ieşire şi poarta de intrare a 
cuadripolului scurtcircuitat 
 Dacă se consideră ecuaţiile fundamentale: 







⋅+⋅=

⋅+⋅=

2222211

2122111

IAUAI

IAUAU
                                      (5.82) 

alături de condiţia de funcţionare în scurtcircuit : 02 =U , se obţine 
sistemul: 







⋅=

⋅=

scsc

scsc

IAI

IAU

2221

2121
        (5.83) 

de unde: 

sc

sc

I
UA

2

1
12 =                                                       (5.84) 

 

236



Capitolul 5. Cuadripolul electric. Filtre electrice  
 

parametru având dimensiunea unei impedanţe, numită impedanţa de transfer 
între poarta de intrare şi cea de ieşire la scurtcircuit, 

sc

sc

I
IA
2

1
22 =                                                      (5.85) 

parametru adimensional semnificând raportul de transformare a curenţilor 
de scurtcircuit. 
 
5.5.3. Sisteme de parametri ai cuadripolului 
 Un ansamblu de mărimi care determină în mod univoc comportarea 
cuadripolului reprezintă un sistem de parametri independenţi ai acestuia. În 
mod ev ident, cel e patru constante ca re i ntervin în f iecare d in si stemele de 
ecuaţii prezentate reprezintă sisteme de parametri independenţi ai 
cuadripolului. Aceste constante nu sunt însă singurii parametri care depind 
exclusiv de  s tructura interioară a cuadripolului. Alegerea p arametrilor 
independenţi ai unui cuadripol este o problemă complexă care trebuie 
analizată de la caz la caz, deoarece nu există un sistem unic de parametri 
independenţi care să fie avantajos în toate situaţiile. 
 O clasificare mai generală a principalilor parametri ai unui cuadripol 
se p oate f ace p e b aza r egimurilor f olosite l a d efinirea, r espectiv 
determinarea lor. Din acest punct de vedere se deosebesc: 
- - parametri definiţi pe baza regimurilor de funcţionare în gol şi în 

scurtcircuit a cuadripolului; 
- parametri definiţi pe baza existenţei unui anumit raport între tensiunile de 

la cele două perechi de borne ale cuadripolului; 
- - parametri definiţi pe baza existenţei unor anumite relaţii de legătură 

între impedanţele de intrare şi de ieşire ale cuadripolului. 
 Prima cat egorie o  co nstituie t ocmai si stemele d e p arametri A, Z, Y. 
Parametrii din a doua categorie sunt introduşi prin alimentarea cuadripolului 
pe la ambele capete în condiţii particulare. Aceşti parametri sunt admitanţele 
echivalente care rezultă la cele două porţi, atunci când cuadripolul care se 
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studiază este presupus alimentat pe la ambele capete cu tensiuni egale, în 
fază şi în opoziţie (regim de încercare).  Într-un caz  m ai g eneral se  p oate 
considera regimul de alimentare al cuadripolului pe la ambele capete tot cu 
tensiuni în fază şi în opoziţie dar de valori diferite. În cea de a treia categorie 
sunt cuprinşi parametri iterativi şi parametrii caracteristici, la care ne vom 
referi în continuare. 
 
5.5.3.1. Parametri iterativi 
 Se consideră un lanţ format dintr-un număr teoretic infinit de 
cuadripoli identici, în general nereciproci şi nesimetrici, astfel dispuşi încât 
perechile de borne necorespondente să fie legate împreună. Cele două 
posibilităţi sunt indicate în  f ig.5.16. Impedanţa de intrare a lanţului de 
cuadripoli privit dinspre bornele de alimentare 1-1’ (fig.5.16.a) se numeşte 
impedanţă iterativă directă, Z1i. Dacă se consideră lanţul de cuadripoli 
alimentat în sens invers (fig.5.16.b), impedanţa de intrare faţă de bornele 2-
2’ se numeşte impedanţă iterativă inversă, Z2i. Se poate observa că în cazul 
unui lanţ (teoretic) infinit de cuadripoli, impedanţa de intrare este 
independentă de impedanţa receptorului, presupus conectat la capătul 
lanţului. Deci această mărime depinde numai de structura internă a 
cuadripolilor din lanţ, constituind un parametru pentru cuadripolii 
componenţi. 

Impedanţele iterative se pot defini şi pentru un singur cuadripol. 
Ţinând seama de faptul că impedanţa de intrare a  pr imului c uadripol nu 
diferă de impedanţa de intrare a celui de al doilea cuadripol din lanţ, 
deoarece şi faţă de acesta lanţul se poate considera format dintr-un număr 
infinit de cuadripoli, impedanţele iterative se definesc pe baza condiţiei de 
egalitate a impedanţelor de intrare şi de ieşire ale cuadripolului (fig.5.17).  
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a 
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b 

 
CLP 

1 I2 
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2’ 

 
CLP 
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1’ 2’ 
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Z2i  

 
Fig. 5.16 

 
 

a 

 
CLP 

U1  

1 I1 

1’ 

2 

2’ 

Z1i  

I2 

U2 Z1i  

b 

 
CLP 

I2’ 1 2 

1’ 2’ 

U2’  
Z2i  

I1’ 

U1’  Z2i  

 
Fig. 5.17 

Dacă cuadripolul este alimentat la poarta de intrare rezultă impedanţa 
iterativă Z1i, iar dacă cuadripolul este alimentat la poarta de ieşire se obţine 
impedanţa iterativă Z2i. 

 Pentru un cuadripol impedanţele iterative se definesc din condiţiile: 

pentru  iZ
I
UZ 1

2

2 ==  ir Z
I
UZ 1

1

1
int1 ==                    (5.86) 

pentru  iZ
I
UZ 2'

1

'
1 ==  ir Z

I
UZ 2'

2

'
2

int2 ==                    (5.87) 
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 Pe baza acestor condiţii se pot obţine expresiile impedanţelor iterative 
în funcţie de diferitele constante ale cuadripolului. 
 Rapoartele de transformare ale tensiunilor, curenţilor sau puterilor 
(sau i nversele a cestor rapoarte), pe ntru un c uadripol închis pe  i mpedanţa 
iterativă sunt de asemenea parametri ai cuadripolului. În teoria cuadripolului 
se f olosesc m ai frecvent l ogaritmii n aturali ai  inverselor ac estor r apoarte. 
Folosirea logaritmilor naturali este justificată de faptul că duce la 
introducerea funcţiilor hiperbolice, cu ajutorul cărora diferitele expresii se 
simplifică. Parametrii care rezultă se numesc constante de transfer sau  
constante de propagare. 
 
5.5.3.2. Parametri caracteristici 

 
 

CLP 
U1  

1 I1 

1’ 

2 ≡ 1 

2’ ≡ 1’ 

 
CLP Z1c  

U2  

 
CLP 

2 

2’ 

2 ≡ 1 

2’ ≡ 1’ 
 

Fig. 5.18 
 Se presupune un lanţ format dintr-un număr infinit de mare d e 
cuadripoli nesimetrici şi identici, astfel dispuşi încât perechile de borne 
corespondente să fie legate împreună. (fig.5.18). 
 În această dispunere, fiecare cuadripol reprezintă imaginea în oglindă 
a cuadripolului alăturat, faţă de bornele comune. În acest caz, impedanţele 
de intrare a primului cuadripol şi a celui de al doilea cuadripol din lanţul 
infinit nu mai sunt egale. Impedanţa de intrare Z1c a lanţului privit dinspre 
bornele 1-1’ se numeşte impedanţă caracteristică directă, iar impedanţa de 
intrare Z2c faţă de bornele 2-2’ se numeşte impedanţă caracteristică inversă.  
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CLP 
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Fig. 5.19 

 Impedanţele caracteristice se pot defini şi pentru un singur cuadripol 
(fig.5.19). Ele reprezintă o pereche de impedanţe Z1c şi Z2c care sa tisfac 
următoarele condiţii: 
• dacă impedanţa Z2c  este conectată la bornele 2-2’ a le c uadripolului, 

impedanţa de intrare faţă de bornele de alimentare 1-1’ este Z1c, iar  
• dacă impedanţa Z1c este conectată la bornele 1-1’, impedanţa de intrare 

faţă de bornele de alimentare 2-2’ este Z2c. 
Relaţiile de definiţie pentru impedanţele caracteristice sunt: 

pentru  cZ
I
UZ 2

2

2 ==  cr Z
I
UZ 1

1

1
int1 ==                       (5.88) 

pentru  cZ
I
UZ 1'

1

'
1 ==   cr Z

I
UZ 2'

2

'
2

int2 ==                      (5.89) 

 În literatura de specialitate impedanţele caracteristice se mai numesc şi 
impedanţe imagini. 
 
 
5.5.3.3. Constanta de transfer. Constanta de atenuare. Constanta de 
fază 
 Corespunzător impedanţelor caracteristice se definesc constantele de 

transfer directă şi inversă 
c

g
1

 şi 
c

g
2

. Acestea se definesc prin relaţiile: 
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c

c

g

g

IU
IU

IU
IU

2

1

2
'
1

'
1

'
2

'
2

2

22

11

e

e

⋅

⋅

=
⋅

⋅

=
⋅
⋅

       (5.90) 

 În cazul cuadripolului nereciproc parametrii independenţi sunt Z1c, Z2c, 

c
g

1
 şi 

c
g

2
. Dacă cuadripolul este reciproc constantele de transfer sunt egale 

ccc
ggg ==

21
, astfel că sistemul de parametri caracteristici este alcătuit 

din trei mărimi: Z1c, Z2c şi 
c

g . Dacă cuadripolul este simetric cele două 

impedanţe caracteristice sunt egale ccc ZZZ == 21 . Un cuadripol reciproc 

şi simetric este caracterizat deci numai prin parametrii Zc şi 
c

g . Se poa te 

observa că la cuadripolii simetrici impedanţele caracteristice şi iterative 
coincid. Impedanţa caracteristică reprezintă în acest caz acea impedanţă Zc 
care conectată la bornele de ieşire ale cuadripolului determină o impedanţă 
de intrare egală cu Zc. 
 Elementele diferitelor matrice ce caracterizează cuadripolul se pot 
exprima în funcţie de parametri caracteristici. Pentru cazul particular al unui 
cuadripol reciproc şi simetric se vor determina în continuare parametrii 
fundamentali în funcţie de cei caracteristici. Din ecuaţiile cuadripolului 
funcţie de parametrii fundamentali, impedanţa de intrare se exprimă: 

2

2
1121

2

2
1211

211221

222211

1

1
int1

U
IAA

U
IAA

IAUA
IAUA

I
UZ r

⋅+

⋅+
=

⋅+⋅
⋅+⋅

== .          (5.91) 
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 Ţinând seama de faptul că dacă cuadripolul este închis pe impedanţa 

caracteristică cZ
I
U

=
2

2 (cuadripol adaptat) rezultă cr ZZ =int1 , deci rezultă: 

c

c
c

Z
AA

Z
AA

Z 1

1

1121

1211

⋅+

⋅+
=         (5.92) 

 Ecuaţia (5.92) este o ecuaţie de ordin doi în raport cu Zc care se 
rezolvă ţinând seama şi de condiţia de simetrie a cuadripolului rezultând: 

21

12

A
AZc =          (5.93) 

 Împărţind cele două ecuaţii ale cuadripolului funcţie de parametrii 
fundamentali prima la U2 iar a doua la I2 se obţin expresiile: 

211211112111
2

2
21

2

1

2112111211
2

2
1211

2

1 1

AAAAZAA
I
UA

I
I

AAA
Z

AA
U
IAA

U
U

c

c

⋅+=+⋅=+⋅=

⋅+=⋅+=⋅+=

      (5.94) 

 Se poate deci scrie: 

211211
2

1

2

1 AAA
I
I

U
Ue cg

⋅+===        (5.95) 

respectiv 

( )211211ln AAAg
c

⋅+=         (5.96) 

 Este evidentă şi relaţia: 

211211 AAAe cg
⋅−=

−       (5.97) 

pentru obţinerea căreia s-a ţinut seama de condiţia de reciprocitate a 
cuadripolului [ ] 1det =A . 
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 Prin adunarea respectiv scăderea relaţiilor (2.95) şi (2.97) se obţine: 

c

gg

gcheeA
cc

 
211 =
+

=
−

     (5.98) 

c
shAA g 2112 =⋅       (5.99) 

 Parametrii fundamentali pot fi exprimaţi funcţie de impedanţa 
caracteristică şi constanta de transfer sub forma: 

cc shZA g 12 ⋅=           
c

c
sh

Z
A g 1

21 ⋅=     (5.100) 

 Matricea parametrilor fundamentali poate fi scrisă sub forma: 

[ ]
















⋅

⋅
=

cc
c

ccc

chsh
Z

shZch
A g g 1

g g 
       (5.101) 

 Constanta de transfer fiind o mărime complexă poate fi scrisă sub 
forma 

β⋅+α= jg
c

             (5.102) 

în care: 
- α este constanta de atenuare 
- β este constanta de fază. 

 Considerând c uadripolul a limentat în regim permanent sinusoidal şi 
tensiunile la cele două porţi ale sale exprimate în formă exponenţială, 

21
2211       uu jj eUUeUU γ⋅γ⋅ ⋅=⋅=                               (5.103) 

pe baza relaţiei (5.103) se poate scrie: 
( )21

2

1 uuc jg e
U
Ue γγ −⋅⋅=           (5.104) 

respectiv 

( )21
2

1ln uuc
j

U
Ug γ−γ⋅+=      (5.105) 
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deci: 

21

2

1ln

uu

U
U

γ−γ=β

=α
     (5.106) 

 Tot din relaţia (5.103) tensiunea la ieşirea cuadripolului poate fi 
exprimată ca: 

( )β−γ⋅α−β⋅−α−γ⋅ ⋅⋅=⋅⋅⋅== 11
11

1
2

uu

c

jjj
g eeUeeeU

e
UU   (5.107) 

 Comparând această expresie cu forma generală exponenţială a 
tensiunii la ieşirea cuadripolului rezultă: 

β−γ=γ

<⋅= α−

12

112

uu

UeUU
       (5.108) 

adică, de-a lungul cuadripolului tensiunea de alimentare îşi diminuează 
amplitudinea, iar tensiunea de ieşire din cuadripol este în întârziere de fază 
faţă de tensiunea de intrare cu β. 
 Dacă se consideră un lanţ de n cuadripoli (reciproci şi simetrici) 
identici închis pe impedanţa caracteristică Zc, impedanţa caracteristică şi 
constanta de transfer a întregului lanţ se exprimă funcţie de parametrii 
caracteristici ai  u nui cu adripol c omponent. M atricea pa rametrilor 
fundamentali corespunzătoare lanţului de cuadripoli considerat este: 

[ ]
















⋅⋅⋅

⋅⋅⋅
=

cc
c

ccc

chsh
Z

shZch
A gn gn 1

gn gn 
    (5.109) 

 
5.6. Scheme echivalente ale cuadripolilor 
 Plecând de la ecuaţiile cuadripolului se pot stabili diferite scheme 
echivalente ale acestuia. Deoarece în ecuaţiile cuadripolilor reciproci 
intervin patru parametri din care doar trei sunt independenţi, schemele 
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echivalente vor conţine trei elemente distincte conectate cel mai adesea în T 
sau Π. 
 
5.6.1. Schema echivalentă în T 
 Se consideră un cuadripol reprezentat sub forma unei scheme 
echivalente în T (fig.5.20), ai cărei parametri sunt Z1, Z2 şi Z. Se analizează 
această schemă cu ajutorul teoremelor lui Kirchhoff, pe ntru de terminarea 
parametrilor schemei echivalente în funcţie de parametrii fundamentali şi 
invers. Elementele topologice ale schemei în T sunt: 

3=r  , 2=n  , 2=b . 
 I1 

U1 Z 

I 

Z1 

U2 

Z2 I2 

 
Fig. 5.20 

Se obţine sistemul: 










=⋅−+

=−++⋅

+=

0

0

222

122211

21

IZUIZ

UUIZIZ

III

                     (5.110) 

 Rezolvând acest sistem în domeniul complex funcţie de semnalele la 
poarta de intrare a cuadripolului U1,  I1 se obţine: 

( ) ( )
( )





⋅⋅++⋅=

⋅⋅⋅+++⋅⋅+=

2221

22121211

1

1

IYZUYI

IYZZZZUYZU
      (5.111) 

unde s -a notat cu  Y admitanţa laturii transversale din schema echivalentă: 

Z
Y 1
= . 
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 Pentru c a schema în T să fie echivalentă cu schema generală a 
cuadripolului, acest sistem trebuie să fie echivalent cu ecuaţiile 
cuadripolului funcţie de parametrii fundamentali: 







⋅+⋅=

⋅+⋅=

2222211

2122111

IAUAI

IAUAU
                                  (5.112) 

 Prin id entificarea m embru cu membru a expresiilor tensiunii şi 
curentului la poarta de intrare a cuadripolului se obţin parametrii 
fundamentali funcţie de cei ai schemei echivalente în T: 

YZAYA

YZZZZAYZA

⋅+==

⋅⋅++=⋅+=

22221

212112111

1                        

              1
  (5.113) 

sau prin rezolvarea sistemului funcţie de necunoscutele Z1, Z2 şi Z se 
determină parametrii schemei echivalente în T funcţie de cei fundamentali: 

21

1
A

Z =                                                        (5.114) 

21

11
1

1
A

AZ −
=                   (5.115) 

21

22
2

1
A

AZ −
=                                                 (5.116) 

 I1 

U1 Z 

I 

ZT 

U2 

ZT I2 

 

Fig. 5.21 

 

247



Adrian A. Adăscăliţei: Teoria Circuitelor Electrice 
  

Pornind de la condiţia de simetrie (A11 = A22 ) se poate determina şi structura 
cuadripolului în  T  s imetric (f ig.5.21), car e v a av ea d oar d oi p arametri 
independenţi: 

TZZ
A

A
A

AZ

A
Z

==
−

=
−

=

=

2
21

22

21

11
1

21

11

1

                (5.117) 

5.6.2. Schema echivalentă în Π 
 Se consideră un cuadripol reprezentat sub forma unei scheme 
echivalente în Π ai cărei parametri sunt: Z impedanţa longitudinală şi Y1, Y2 
admitanţele laturilor transversale (fig.5.22). 

 

U1 

IA 

Y1 U2 

Z I1 IB I2 

IC 

Y2 

 

Fig. 5.22 
 Se an alizează schema echivalentă în Π cu a jutorul t eoremelor lu i 
Kirchhoff în domeniul complex, pentru de terminarea parametrilor schemei 
echivalente în funcţie de parametrii fundamentali şi invers. 
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 Prin r ezolvarea si stemului co nsiderând ca n ecunoscute sem nalele l a 
poarta de intrare a cuadripolului, se obţine: 

( )
( ) ( )





⋅⋅++⋅⋅⋅++=

⋅+⋅⋅+=

21221211

2221

1

1

IYZUYYZYYI

IZUYZU
   (5.119) 

 Se compară expresiile tensiunii şi curentului determinate cu ecuaţiile 
cuadripolului funcţie de parametrii fundamentali.  







⋅+⋅=

⋅+⋅=

2222211

2122111

IAUAI

IAUAU
                                              (5.120) 

Prin identificarea termen cu termen a fiecăreia din cele două ecuaţii se 
determină valorile parametrilor fundamentali funcţie de cei ai schemei 
echivalente în Π: 

122212121

12211

1

    1

YZAZYYYYA

ZAYZA

⋅+=⋅⋅++=

=⋅+=
          (5.121) 

 

 

U1 

IA 

YΠ U2 

Z I1 IB I2 

IC 

YΠ 

 
Fig. 5.23 

 
 Dacă sistemul obţinut se rezolvă considerând ca necunoscute 
parametrii schemei echivalente în Π, rezultă: 

12AZ =                                                           (5.122) 
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Z
A

A
AY

Z
A

A
AY

11

11

11

12

11
2

22

12

22
1

−
=

−
=

−
=

−
=

                    (5.123) 

 Condiţia de simetrie 2211 AA =  adăugată valorilor determinate a 
parametrilor cuadripolului arată că în cazul cuadripolului simetric doar doi 
parametri sunt independenţi, deci schema echivalentă va conţine doar două 
elemente distincte (fig.5.23): 

12AZ =  , 
Z

A
A

AYY 11  11

12

11
21

−
=

−
== .                       (5.124) 

 
5.7. Interconectarea cuadripolilor 
 Doi sau mai mulţi cuadripoli pot fi interconectaţi astfel încât gruparea 
lor să poată fi înlocuită printr-un cuadripol echivalent pentru care regimul de 
funcţionare să nu se modifice. 
 Vom analiza, în cele ce urmează câteva conexiuni ale cuadripolilor. 
 
5.7.1. Gruparea serie-serie 
 Se consideră doi cuadripoli liniari pasivi şi reciproci, fiecare 
caracterizat prin parametrii impedanţă. În cazul conectării în serie 
cuadripolii componenţi au acelaşi curent de intrare şi acelaşi curent de 
ieşire, iar tensiunile la borne se însumează (fig.5.23). 
 Fiecare din cei doi cuadripoli ai grupării poate fi caracterizat p rin 
ecuaţiile scrise funcţie de parametrii impedanţă: 







⋅+⋅=

⋅+⋅=
'
2

'
22

'
1

'
21

'
2

'
2

'
12

'
1

'
11

'
1

IZIZU

IZIZU
                              (5.125) 

sau matricial: 
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[ ]
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                            (5.126) 

respectiv: 
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sau matricial: 
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       (5.127) 

 
Fig. 5.24 

 Corespunzător grupării serie-serie tensiunea la bornele porţilor de 
intrare şi ieşire ale cuadripolului echivalent se obţine prin sumarea 
tensiunilor porţilor omoloage ale cuadripolilor grupării, prin urmare: 







+=

+=
''
2

'
22

''
1

'
11

UUU

UUU
      (5.128) 
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 Înlocuind expresiile tensiunilor celor doi cuadripoli în această ultimă 
relaţie se poate scrie matricial: 









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
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
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
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ZZZZ
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U
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             (5.129) 

 Dacă se consideră că şi cuadripolul echivalent grupării este 
caracterizat tot prin matricea parametrilor impedanţă, atunci aceasta este: 

[ ] [ ] [ ]''' ZZZ +=               (5.130) 

 Matricea impedanţă a cuadripolului echivalent grupării serie-serie a 
doi s au m ai mulţi cuadripoli este egală cu suma matricelor impedanţă ale 
cuadripolilor conexiunii.  
 
5.7.2. Gruparea paralel-paralel 
 În cazul acestei conexiuni porţile omoloage ale cuadripolilor conectaţi 
sunt legate în paralel, deci tensiunea este aceeaşi pentru porţile de intrare ale 
cuadripolilor conexiunii, iar porţile de ieşire au de asemenea aceeaşi 
tensiune ( fig.5.25). În acest caz este avantajos să caracterizăm cuadripolii 
prin matricea admitanţă. 
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[Y’] U1’ U2’ 

I1’ I2’ 
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Fig. 5.25 
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Considerând cazul a doi cuadripoli, pentru fiecare dintre aceştia se vor scrie 
ecuaţii funcţie de parametri admitanţă, sub forma matriceală: 

[ ]
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 La fiecare dintre cele două perechi de borne curenţii cuadripolilor 
componenţi se sumează, deci se poate scrie: 
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 Pe baza relaţiilor anterioare se poate scrie: 
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sau efectuând operaţiile: 
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 Dacă se consideră că şi cuadripolul ech ivalent est e c aracterizat p rin 
matricea admitanţă, respectiv ecuaţiile corespunzătoare acestuia au forma: 
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atunci, din compararea ultimelor două relaţii rezultă: 

[ ] [ ] [ ]''' YYY +=           (5.137) 
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adică, în cazul cuadripolilor conectaţi paralel-paralel matricea admitanţă a 
cuadripolului echivalent este egală cu suma matricelor admitanţă ale 
cuadripolilor componenţi. 
   
5.7.3. Conectarea în lanţ (cascadă) 
 Doi sau mai mulţi cuadripoli sunt conectaţi în lanţ dacă poarta de 
ieşire a unui cuadripol este legată cu poarta de intrare a  
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Fig. 5.26 

cuadripolului următor (fig.5.26). Pentru studiul acestei conexiuni este util să 
se folosească ecuaţiile cuadripolului funcţie de parametrii fundamentali, în 
care mărimile de intrare sunt exprimate funcţie de cele de ieşire. 
 Se consideră doi cuadripoli conectaţi în lanţ, pentru care ecuaţiile 
funcţie de parametrii fundamentali se scriu sub forma matriceală:
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 Se pune problema determinării elementelor matricei parametrilor 
fundamentali corespunzătoare cuadripolului echivalent grupării în lanţ, 
funcţie de elementele matricelor parametrilor fundamentali ai cuadripolilor 
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componenţi. Semnalele de ieşire ai primului cuadripol fiind aceleaşi cu 

semnalele de intrare a le celui de al doilea cuadripol ( ''
1

'
2 UU =  şi )''1'

2 II = , 

din cele două relaţii anterioare se poate scrie: 
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 Deoarece ecuaţia funcţie de parametrii fundamentali a i cuadripolului 
echivalent este: 
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rezultă că: 
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sau 

[ ] [ ] [ ]''' AAA ⋅=                (5.143) 

 În cazul conexiunii în lanţ a n cuadripoli, se obţine în mod analog: 

[ ] ∏
=

=
n

k
kAA

1

             (5.144) 

 Matricea fundamentală a cuadripolului echivalent grupării în lanţ este 
egală cu produsul matricelor fundamentale ale cuadripolilor componenţi. La 
efectuarea produsului di ntre matricele cuadripolilor componenţi, acestea 
trebuie să fie introduse în aceeaşi ordine în care se succed şi cuadripolii 
componenţi. Produsul matricelor nefiind comutativ, elementele matricei 
produs depind de succesiunea factorilor. 
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5.8. Filtre de frecvenţă  
Circuite simple pentru selectarea frecvenţelor 
Filtre Trece-Jos sunt utilizate p entru a permite trecerea sem nalelor 
(undelor) de joasă frecvență și atenuează undele sinusoidale de frecvențe 
înnalte. Frecvența de tăiere ωc este utilizată pentru a face diferenţa între 
banda de trecere (ωc<ω) şi banda de oprire (ωc> ω). Un exemplu elementar 
de două filtre trece jos pasive este prezentat mai jos. 
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Fig. 5.27 
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Raportul 
i

o

V
V

 se notează cu )( ωjH , și este denumit Funcția de transfer a 

filtrului pentru răspunsul la frecvență. Reprezentarea câștigului în funcție 
de frecvenţă şi unghiul de fază în funcție de frecvență, cunoscute ca 
răspunsul la frecvenţă este așa cum se arată în figură. 
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Fig. 5.28 

 
Fig. 5.29 

 
Filtre Trece-Sus este u tilizat pentru a st opa (bloca) semnalele sinusoidale 
de joasă frecvenţă şi a lăsa să treacă semnalele sinusoidale de înaltă. 
Pulsaţia de tăiere ωc este utilizată pentru a se face distincţia între banda de 
blocare (ωc<ω) şi banda de trecere (ωc> ω). Un exemplu elementar de două 
filtre trece-sus pasive este prezentat în figura de mai jos. 
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Fig. 5.30 

Câştigul în funcţie de frecvenţă, respectiv unghiul de fază în funcţie de 
frecvenţă cunoscute ca răspuns în frecvenţă este reprezentat în figură. 

 Fig. 5.31 
Filtre Trece-Bandă 
(a) Rezonanţa paralel pentru circuite RLC 
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Fig. 5.32 
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Un circuit electric este în rezonanță atunci când tensiunea la bornele de 
intrare și curentul prin circuit sunt în fază. 

Admitanţa circuitului este )
L 

1 (1
ω

ω −+= Cj
R

Y . L a r ezonanţă Y este p ur 

conductivă şi 0
L 

1 =−
ω

ω C , şi 
LCo
1

=ω . Admitanţa circuitului este 

minimă sau impedanţa circuitului la rezonanţă, dată de RZ o =)(ω , est e 
maximă. Astfel, tensiunea la ieşire pentru rezonanţă este maximă şi este dată 
de ioo RIV =)(ω  
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Fig. 5.33 

Pulsaţiile 1ω  şi 2ω  pentru care puterea de ieșire scade la jumătate din 
valoarea sa pentru frecvența de rezonanță sunt numite frecvențe pentru 
jumătate de putere sau frecvenţe de tăiere. Pentru aceste frecvenţe denumite 
şi frecvenţe de tăiere sau frecvenţe de colţ (unghiulare), tensiunea de ieşire 
este |)(|707.0|(| ooco VV ωω = . A cest c ircuit care p ermite tre cerea tuturor 
frecvențelor aparţinând benzii de frecvențe ( 21 ωωω << ) est e d enumit 
filtru trece-bandă. Circuitul, care funcţionează în acest de frecvenţe, este 
denumit circuit (filtru) trece-bandă. 

12 ωωβ −=  
Frecvenţele de tăiere sunt obţinute din: 
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Rezolvând ecuaţia obţinem pentru ω  

LCRCRC
1

2
1

2
1 2

1 +





+−=ω , şi 

LCRCRC
1

2
1

2
1 2

2 +





+=ω     (5.146) 

Din relaţiile de mai sus, se obţine,  1
12 RC
=−ωω , sau lăţimea de bandă a 

circuitului este 

 1
RC

=β  

Frecvenţele de tăiere pot fi scrise în funcţie de 0ω  şi β  astfel:  

2
2

1 22 oωββω +





+−= , şi 2

2

2 22 oωββω +





+=             (5.147) 

Din aceste relaţii rezultă că oω  media geometrică a pulsaţiilor 1ω  şi 2ω , 
i.e., 

21ωωω =o                                                   (5.148) 

Deoarece β  este invers proporţional cu R, i.e., dacă R se micşorează, resultă 

o lăţime de bandă mai mare (largă). Pulsaţia de rezonanţă (
LCo
1

=ω ) este 

o funcţie de L şi C. Astfel, prin ajustarea inductanţei L şi a capacităţii C, se 
poate obţine valoarea dorită a pulsaţiei (frecvenţei) de rezonanţă C; în timp 
ce prin ajustarea valorii rezistenţei R este reglată lăţimea benzii de trecere și 
înălțimea curbei de răspuns. Fineţea (acuitatea) rezonanţei este măsurată 
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cantitativ d e factorul de calitate Q. F actorul d e c alitate est e d efinit ca  
raportul dintre pulsaţia de rezonanţă şi lăţimea benzii de trecere. 

β
ωoQ =                                                      (5.149) 

Substituind pe  1
RC

=β  şi 
LCo
1

=ω  factorul de calitate poate fi exprimat 

ca 
L
CR

L
RRCQ
o

o ===
ω

ω                                                                (5.150) 

La rezonanţă IL şi IC au expresiile 

i
o

o

o
L jQI

QR
V

j
Lj

V
I −=−==

/ω
 şi ioooC jQIV

R
QjCVjI === ω    (5.151) 

oV

iC jQII =

iL jQII −=

iI

 
Fig. 5.34 

La rezonanţă, în funcţie de valoarea factorului de calitate Q, IL şi IC pot fi de 
câteva ori mai mari decât curentul de sarcină prin circuit (amplificarea 
curentului).  
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(b) Rezonanţa în circuite RLC Serie 
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Fig. 5.35 

Un circuit electric este în rezonanță atunci când tensiunea l a b ornele d e 
intrare și curentul prin circuit sunt în fază. 

Impedanţa circuitului este )
 
1 (
C

LjRZ
ω

ω −+= . La rezonanță Z este p ur 

resistiv şi 0
C 

1 =−
ω

ω L , r ezultând a stfel 
LCo
1

=ω . Impedanţa 

circuitului l a rezonanță, dată de expresia RZ o =)(ω  este minimă, iar 
curentul prin circuit are valoare maximă. Astfel, tensiunea de ieşire la 
rezonanță este maximă şi este dată de expresia )()( ooo RIV ωω = . 
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Fig. 5.36 
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Pulsaţiile 1ω  şi 2ω  pentru care puterea de ieșire scade la jumătate din 
valoarea sa pentru frecvența de rezonanță sunt numite frecvențe pentru 
jumătate de putere sau frecvenţe de tăiere. Pentru aceste frecvenţe denumite 
şi frecvenţe de tăiere sau frecvenţe de colţ (unghiulare), tensiunea de ieşire 
este |)(|707.0|(| ooco VV ωω = . A cest c ircuit care p ermite tre cerea tuturor 
frecvențelor aparţinând benzii de frecvențe ( 21 ωωω << ) est e d enumit 
filtru trece-bandă. Circuitul, care funcţionează în acest de frecvenţe, este 
denumit circuit (filtru) trece-bandă. 

12 ωωβ −=                                                              (5.152) 
Frecvenţele de tăiere sunt obţinute din: 
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Rezolvând ω se obţine 
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R 1
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+−=ω , şi 
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
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+=ω               (5.154) 

Din relaţia de mai sus, se obţine,  12 L
R

=−ωω , sau lăţimea de bandă a 

circuitului este  

 
L
R

=β  

Frecvenţele de tăiere pot fi scrise în funcţie de 0ω şi β  sunt:  

2
2

1 22 oωββω +





+−= , şi 2

2

2 22 oωββω +





+=                (5.155) 

Rezultă că oω este media geometrică a pulsaţiilor 1ω  şi 2ω , i.e., 
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21ωωω =o                                                               (5.156) 

Se observă că β  este proportională cu R, i.e., cu cât rezistenţa este mai mare 

R lăţimea de bandă este mai mare. Pulsaţia de rezonanţă (
LCo
1

=ω ) este 

o funcţie care depinde de L şi C. Astfel, ajustând L şi C se obţine frecvenţa 
de rezonanţă dorită; iar prin ajustarea rezistenţei R, se reglează lăţimea 
benzii şi înălţimea curbei de răspuns. Acuitatea (fineţea) rezonanţei este 
măsurată cantitativ cu ajutorul factorului de calitate Q. Factorul de calitate 
este definit de raportul dintre pulsaţia de rezonanţă şi lăţimea benzii de 
trecere. 

β
ωoQ =                                                                        (5.157) 

Substituind  
L
R

=β  şi 
LCo
1

=ω  factorul de calitate poate fi exprimat ca  

C
L

RRCR
L

Q
o

o 11 ===
ω

ω
                                         (5.158) 

La rezonanţă VL şi VC sunt exprimate ca fiind egale cu 
ioL VjQILjV == )( 0ωω   
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Fig 5.37 

După cum se poate observa la rezonanță, în funcție de factorul Q, VL și VC 
poate fi de multe ori mai mare decât tensiunea de alimentare (amplificare de 
tensiune) 
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Pentru un circuit cu un factor de calitate foarte înaltă Q, frecvențele de colț 

pot fi aproximate cu ajutorul expresiilor 
21
βωω −= o , și 

21
βωω += o  

Filtru Stop-Bandă 
Un filtru Stop-Bandă este proiectat pentru a opri toate frecvențele aflate în 
banda de frecvențe (pulsaţii) ( 21 ωωω << ). Pentru c ircuitul RLC serie s e 
iau în consideraţie bornele de ieşire ale combinaţiei L şi C legate în serie.  
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Fig. 5.38 

Mărimea câştigului în tensiune este  
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Pentru 0=ω , inductorul se comportă ca un scurt-circuit, iar capacitatea se 
comportă ca un circuit deschis, 0=I  iar io VV = , iar câştigul în tensiune este 
egal c u 1  ( unitatea). P entru ∞=ω , inductorul se comportă ca un circuit 
deschis iar capacitatea se comportă ca un scurt-circuit, 0=I şi io VV = , i ar 
câştigul în tensiune este egal cu 1 (unitatea). La rezonanţă Z este pur rezistiv 

şi 0
C 

1 =−
ω

ω L , ast fel 
LCo
1

=ω . Valoarea câştigului în tensiune este 

zero, pentru oω . 
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Fig. 5.39 

 
Frecvenţele de tăiere, lăţimea benzii, şi factorul de calitate au aceleaşi 
expresie c a în  c azul f iltrului trece-bandă realizat cu elementele R, L, C 

conectate î n ser ie,  
L
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=β , 2
2

1 22 oωββω +
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CAPITOLUL 6. CIRCUITE TRIFAZATE  
ÎN REGIM PERMANENT SINUSOIDAL 
 
6.1 Transmisia energiei. Caracterizarea sistemului trifazat de 
transmitere a energiei. Proprietăţile sistemelor trifazate. 

Energia electrică produsă în centralele electrice prin transformarea 
altor forme de energie (în special mecanică) se transmite în locurile de 
utilizare cu ajutorul liniilor electrice. Să analizăm cel mai simplu sistem de 
transmitere a energiei electrice, şi anume cel alcătuit dintr-un ge nerator, 
două conductoare (linie) şi un receptor (fig.6.1). 

 

 
 

Fig.6.1 
 
 Trecerea curentului prin conductorul liniei este datorată acţiunii 
câmpului electric imprimat ce are direcţia axială ( JE ⋅= ρ ). Conform legii 
circuitului magnetic o rice cu rent el ectric p roduce câmp m agnetic d e 
intensitate H. În  c oncluzie, în in teriorul c onductorului l iniile c âmpului 
magnetic sunt cercuri concentrice densităţii de curent J . Aplicând teorema 
energiei electromagnetice: 

Σ+=− PP
td

Wd
J

em                                   (6.1) 

unde:  - ∫
Σ

Σ = dASP ;  

 - HES ×=  - vector de transmitere a energiei, 
rezultă că, în interiorul conductorului, vectorul de transmitere este orientat 
spre suprafaţa conductorului. 

iaii HES ×=                                                                      (6.2) 
iar puterea transmisă este: 

∫∫∫ ×⋅×==
Σ

Σ )()( 21 SdSdHEAdSP iaii

i

  
            (6.3) 
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Jfi

linie
lungime

ai PiUSdHSdEP =⋅=⋅= ∫∫Σ 21   

 
În concluzie, conductorul este sediul transformării energiei electrice 

în căldură, aceasta transmiţându-se spre suprafaţa conductorului. În 
exteriorul conductorului din legile câmpului electromagnetic rezultă 
conservarea componentelor tangenţiale ale câmpului electric pe suprafaţa 
conductorului. Totodată, între cele două conductoare există un câmp electric 
de natură columbiană (EC - în interiorul conductorului este nul). Vectorul de 
transmitere a energiei în exteriorul conductorului este: 

eceaeecaeeee HEHEHEEHES ×+×=×+=×= )(             (6.4) 
Celor două componente ale vectorului de transmitere le corespund 

puterile: 
       iUAdHEP f

c

Ceaec ⋅=×= ∫
Σ

Σ )(  respectiv:   

iUSdHSdEAdHEP be

laconductor

c

b

becb ⋅==×= ∫∫∫
Σ

Σ 2

21

3)(                            (6.5) 

 În consecinţă, conform primei formule puterea dezvoltată în 
conductor este transmisă, prin aria laterală a conductorului, mediului iar 
ceea ce se t ransmite pe o linie electrică este puterea iUP bb ⋅=Σ  egală cu 
produsul dintre tensiunea la borne (între conductoare)şi curentul liniei. 
 Observaţii: 
 1. Transmiterea energiei electrice nu se realizează prin conductor ci 
în spaţiul din jurul conductorului. Conductorul este sediul transformării 
energiei electrice în căldură. El are rolul de ghidare al transmisiei între 
generator şi receptor. 
 2. O rice t ransmitere d e en ergie s e face cu  p ierderi. P ierderile f iind 

2IR ⋅  rezultă că prin linie curentul trebuie să aibă valori minime. 
Transmiterea energiei electrice cu aceeaşi putere printr-o linie este posibilă 
cu pierderi mici dacă tensiunea dintre conductoare este ridicată. 
 În cazul transmisiei energiei electrice monofazate la 1cos =ϕ , puterea 
transmisă ce revine unui conductor este  

( ) ( ) ( )

( ) 







−+=









−+=+=

3
4

sin2

;
3

2
sin2;sin2

3

21

π
γω

π
γωγω

ddd

dddddd

tYty

tYtytYty
(6.6) 
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În cazul unei transmisii trifazate cu conductoarele de l inie dimensionate la  
IN, puterea activă maximă transmisă este NN IU ⋅⋅3 , unde  U N este 

tensiunea între conductoarele liniei. Fiecărui conductor îi revine de 32 /  
mai multă putere transmisă decât pentru o linie monofazată. 
 Numim sistem trifazat un an samblu d e t rei si steme monofazate, în 
care cele t rei t ensiuni electromotoare au  ace eaşi pulsaţie dar faze iniţiale 
diferite. Tensiunile electromotoare sunt produse prin transformarea energiei 
mecanice în energie electrică în centralele electrice de către generatoarele 
trifazate. 
 Numim sistem trifazat simetric un ansamblu de trei mărimi 
sinusoidale ce au aceeaşi valoare efectivă (amplitudine) şi aceeaşi frecvenţă 
şi sunt defazate între ele cu un unghi de 32 /π . Î ntr-un s istem trifazat 
simetric de mărimi sinusoidale suma valorilor instantanee în orice moment 
este nulă.  

Funcţie de succesiunea trecerii prin zero a celor trei mărimi 
sinusoidale y1, y2 şi y3 distingem: 
 - sisteme trifazate de succesiune directă în care mărimea 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )hhh

hhhhhh

tsinYty

;tsinYty;tsinYty

γω

γωγω

+=

+=+=

2

22

3

21  este 

decalată în urma mărimii )t(y1  cu un un ghi de 32 /π . Un sistem trifazat 
de succesiune directă poate fi exprimat matematic prin relaţiile: 

)(sin21 tYy ⋅⋅⋅= ω                                                         (6.7) 
)3/2(sin22 πω −⋅⋅⋅= tYy                                             (6.8) 
)3/4(sin23 πω −⋅⋅⋅= tYy                                             (6.9) 

 - sisteme trifazate de succesiune inversă în care mărimea )t(y 2  este 
decalată înaintea mărimii )t(y1  cu un unghi de 3/2π . Sistemul trifazat de 
succesiune inversă este exprimat matematic prin relaţiile: 

 )(sin21 tYy ⋅⋅⋅= ω                                                       (6.10) 
 )3/2(sin22 πω +⋅⋅⋅= tYy                                           (6.11) 
 )3/4(sin23 πω +⋅⋅⋅= tYy                                           (6.12) 

 
6.2  Reprezentarea în complex a sistemelor trifazate. Proprietăţi. 
 Planul complex ataşat reprezentării mărimii sinusoidale este 
determinat de axa reală şi imaginară. Fiecărei axă i se ataşează un versor 
(modul unitate) astfel versorul axei reale este 1 iar al celei imaginare este j. 
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Sistemul de coordonate ales este ortogonal iar între versori există 
proprietatea că rotirea cu 900 în sens trigonometric al unuia îl determină pe 
celălalt. 

 
Fig. 6.2 

 Deoarece în planul complex orice număr are două forme de scriere, 
forma carteziană redată prin partea reală şi imaginară a numărului complex 
şi forma polară unde numărul este complet determinat de modul (argument) 
şi unghiul ce-l face axa reală (fază iniţială). Exemplificăm pe un număr 

complex: ϕ⋅⋅
=⋅+=+= ja

barctgj
AeebajbaA 22 .                                  (6.13) 

 Dacă mărimea complexă  A are modulul unitatea |A|=1 atunci pentru 
Im{A}=0, aAe j =ϕ , iar pentru Re{A}=0, 0eA 2

j
=⋅

π

 ceea ce arată rotire cu 
2
π  

versorului axei reale determină versorul axei imaginare. În baza acestei 
constatări deducem: 

.....1,,
43 )

2
(4)

2
(32

22 etcejjejej
jjj

==−===
⋅⋅

πππ

       (6.14) 

 Complex conjugatul unui număr este a
barctgj

AejbaA
⋅−

=−=*  are 
acelaşi modul dar este rotit î n sens i nvers t rigonometric c u ung hiul 

ϕ=arctg(b/a) . 
 Reprezentarea în acelaşi plan complex a unui sistem trifazat de 
mărimi sinusoidale presupune alegerea uneia dintre mărimi drept origine de 
fază. 
 Întrucât defazajul între mărimi este de 3/2π , imaginea în complex a 
celorlalte se obţine prin rotirea cu 3/2π  a mărimii originii de fază. Asociind 
un sistem trifazat de coordonate în planul complex putem trasa t rei axe de 
versori 1, 3/2π⋅je  şi 3/4π⋅je . Notăm versorii acestor axe 1, a , a2 conform 
fig.6.3. 
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Fig.6.3 
 
 Sistemul trifazat de axe definit în planul complex are următoarele 
proprietăţi: 3/2π⋅= jea , *aaaa =⋅= , 01 2 =++ aa , 13 =a , aa =4 , … e tc. 
Sistemele trifazate de mărimi directe respectiv inverse admit în planul 
complex următoarea reprezentare, respectiv scriere: 
 ij

d eUU γ⋅⋅=1     ij
i eUU γ⋅⋅=1  

 dd UaU 1
2

2 ⋅=     ii UaU 1
2

2 ⋅=  
 dd UaU 13 ⋅=     ii UaU 13 ⋅=  

 

 
 

Fig. 6.4 
 
6.3 Conexiunile sistemelor trifazate 
 Să considerăm trei sisteme monofazate de tra nsmitere a energiei 

alcătuite din trei surse de tensiuni electromotoare: 
- tEe ωsin21 ⋅⋅= ;                                                                    (6.15) 
- )3/2sin(23 πω −⋅⋅= tEe ;                                                     (6.16) 

- )3/4sin(23 πω −⋅⋅= tEe .                                                     (6.17) 
          Presupunem că fiecare sursă alimentează un consumator de impedanţă 

321 ZZZ == . 
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a) Conexiunea stea (Y) 

 
Fig. 6.5 

 Fiecare circuit component în care acţionează o sursă se numeşte 
fază. 

Dacă 321 ZZZ == ,  q3q2q1 ZZZ ==  , 1E , 1
2

2 EaE ⋅= , 12 EaE ⋅= ,  0'3'21' ===  
atunci p rin conductorul de  î ntoarcere a l curentului v a c ircula un c urent 

0IIII 321N ≡++= . 

 
Fig. 6.6 

 Conexiunea astfel realizată se numeşte “stea” şi pentru transportul 
energiei a vem maximum pa tru c onductoare. C urentul c e t rece pr intr-o 
impedanţă se numeşte curent de fază, iar curentul ce trece prin linia de 
transport se numeşte curent de linie. 

Este evident că pentru această conexiune curentul de linie este egal 
cu cel de fază. Tensiunile definite între bornele 1 - 0,  2 - 0,  3 - 0  se numesc 
tensiuni de fază. Tensiunile dintre două conductoare ale liniei de transport 
(1-2, 2-3, 3-1) se numesc tensiuni de linie.  

Calculăm tensiunea de linie între conductoarele 1 şi 2. 
)3/2sin(2sin2212,1 πωω −⋅⋅−⋅⋅=−= tEtEeeU OO                         (6.18) 

 
)6/sin(32212,1 πω +⋅⋅⋅=−= tEeeU OO                                                   (6.19) 

sau, în mărimi complexe: 6/6/
212,1 3 ππ ⋅⋅ ⋅=⋅⋅=−= j

e
j eUeEEEU . 
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Fig. 6.7 

 Consecinţă: 
 Relaţiile între mărimile de fază şi cele de linie, pentru conexiunea 
stea sunt: 

- fazălinie II =                                                                          (6.19) 
- fazălinie U3U ⋅=                                                                  (6.20) 

 
 b) Conexiunea triunghi (∆) 
 Să presupunem cele trei circuite monofazate în care acţionează 
tensiunile de fază conectate conform schemei următoare: 

 
Fig. 6.8 

 Notăm curenţii prin fazele consumatorilor iA, i B, i C , curenţi ce 
formează un sistem trifazat simetric în ipoteza că  321 ZZZ == ,  şi 1E , 

1
2

2 EaE ⋅= , 1
2

2 EaE ⋅= . 
 Dacă se realizează conexiunile YA = ,  ZB = ,  XC =  la consumator şi 

'21 = ,  '32 =  respectiv  '13 =  la sursă, se obţine conexiunea triunghi atât la 
consumator cât şi la sursă. Prin aceste puncte de conexiune între două 
conductoare ale liniei de transport, tensiunea de linie este tensiunea de fază 
a sursei fazălinie UU = .  

Curentul to tal c e t rece printr-un conductor de linie este diferenţa a 
doi curenţi de fază. Astfel: CA III −=1  şi are modulul  AII ⋅= 31  conform 
diagramei f azoriale ataşate sistemului trifazat. Valoarea complexă a 
curentului de linie este: 6/

1 3 π⋅−⋅⋅=−= j
ACA eIIII . 
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Fig. 6.9 

 Concluzie: 
 Conexiunea triunghi a sistemelor trifazate conduce la următoarele 
relaţii între mărimile de fază şi cele de linie: fazălinie II 3= ;  fazălinie UU ⋅= . 
 
6.4. Analiza circuitelor trifazate alimentate cu tensiuni simetrice 
 Consumatorul tr ifazat poate f i c onectat în  s tea s au t riunghi ia r 
funcţie de relaţia dintre impedanţele fazelor poate fi echilibrat sau 
dezechilibrat. N umim consumator trifazat echilibrat dacă impedanţele 
complexe al e f azelor su nt i dentice: CBA ZZZ == , al tfel el  este 
dezechilibrat. 
 
6.4.1. Consumator trifazat conectat în stea 
 a) Consumator echilibrat CBA ZZZ ==  
 Presupunem un consumator trifazat echilibrat conectat în stea cu nul 
(Y0) şi urmărim să determinăm distribuţia tensiunilor, a curenţilor prin 
consumator, în cazul alimentării de la un sistem trifazat simetric de tensiuni. 
(la sursă). 

 
Fig. 6.10 

 Rezolvarea acestui circuit este similară cu a circuitului de c.a. 
cunoscând U10, U20=a2 U10, U30=a U10, CBA ZZZ == , şi Z0 - impedanţa 
nulului. 
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 Teorema II Kirchhoff afirmă următoarele relaţii: 

OCN3O

OBN2O

OAN1O

U U U
U U U
U U U

+=

+=

+=

                                                            (6.21) 

 
unde: OOO Z  U ⋅= I  
 Curenţii prin fazele circuitului sunt daţi de relaţiile: 

C

CN
CN

B

BN
BN

A

AN
AN Z

U
I,

Z
U

I,
Z

U
I ===                                (6.22)  

 Aplicând teorema I Kirchhoff în nodul N obţinem: 
OCBA IIII =++                                                         (6.23) 

 Scriind t eorema I  Kirchhoff funcţie de mărimile şi parametrii 
cunoscuţi ai circuitului obţinem relaţia de dependenţă a tensiunii dintre 
punctul de nul al sursei şi al consumatorului (N) numită tensiune de 
deplasare a nulului. 

OO

OCBA

C

O3

B

O2

A

O1

O IZ

Z
1

Z
1

Z
1

Z
1

Z
U

Z
U

Z
U

U ⋅=
+++

++
=    (relaţia Millman) (6.24)  

 Sistemul de alimentare fiind simetric şi impedanţele complexe ale 
fazelor egale, rezultă 0UO ≡  independent de existenţa sau inexistenţa 
conductorului de nul. În consecinţă, sistemul tensiunilor de alimentare a 
consumatorului este identic cu sistemul sursei. 
 b) Consumator dezechilibrat  CBA ZZZ ≠≠  
 În cazul consumului inegal pe faze prezenţa sau absenţa 
conductorului de  nu l afectează distribuţia tensiunilor şi curenţilor pe 
consumator. 
 b1. Stea cu nul de impedanţă 0≡OU  
 Tensiunea d e d eplasare a n ulului este ze ro 0≡OU . S istemul d e 
tensiuni al sursei este forţat să devină sistem aplicat consumatorului, însă 
curenţii prin faze sunt diferiţi. Dezechilibrul acestor curenţi este scurs prin 
conductorul de nul având valoarea OCBA IIII =++ . 
 b2. Stea fără nul  
 În această situaţie sistemul de tensiuni aplicat consumatorului este 
diferit d e al s ursei d e al imentare. T ensiunile p e co nsumator d evin 
nesimetrice, nesimetrie măsurabilă şi calculabilă prin tensiunea de deplasare 
a nulului. Pentru analiza distribuţiei tensiunilor şi curenţilor se calculează 
tensiunea de deplasare a nulului cu relaţia Millman. 
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 Se determină tensiunile pe fazele consumatorului cu teorema II 
Kirchhoff, şi, în sfârşit, curenţii de fază cu relaţiile Ohm. Se verifică, în 
final, teorema I Kirchhoff: 0III =++ CBA . 
 
6.4.2 Consumator trifazat conectat în triunghi 
 Conexiunea triunghi implică existenţa numai a trei tensiuni de linie 
egale cu tensiunile de fază. Un consumator trifazat conectat în triunghi la 
reţeaua industrială Hz50/V3803×  trebuie să reziste la o tensiune aplicată pe 
fază de 380V. Presupunem un consumator trif azat c onectat în tr iunghi 
alimentat d e la  u n s istem trif azat s imetric d e te nsiuni (de l inie) 2,1U , 

2,1
2

3,2 UaU ⋅= , 2,11,3 UaU ⋅= . Urmărim să determinăm distribuţia tensiunilor şi 
curenţilor pe consumator pentru valori diferite ale impedanţei de sarcină. 
 a) Consumator echilibrat CNBCAB ZZZ ==  

 
Fig. 6.11 

 Notăm 321 I,I,I  curenţii prin linia de transport şi OCBA IIII =++  
curenţii prin fazele consumatorului. Curenţii prin fazele consumatorului se 
pot calcula din relaţiile Ohm: 

AB

2,1

AB

AB
AB Z

U
Z
U

I == ;   
BC

1,2

BC

BC
BC Z

U
Z
U

I == ;   
AB

2,1

AB

AB
AB Z

U
Z
U

I ==             (6.25) 

iar cei de linie din aplicarea teoremei I Kirchhoff în nodurile A, B, C: 
CAAB1 III −= ;   CAAB1 III −= ;   CAAB1 III −=                              (6.26) 

 În consecinţă în conexiunea triunghi sistemul de tensiuni al sursei 
este şi sistem al consumatorului, iar curenţii de fază formează un sistem 
trifazat simetric. 
 b) Consumator dezechilibrat  CNBCAB ZZZ ≠≠  
 Relaţiile de calcul sunt cele de mai sus singura diferenţă fiind 
existenţa unui curent de circulaţie în bucla triunghiului. În concluzie, 
niciodată alternatoarele nu se vor conecta în triunghi. 

Observaţii: 
 1. Noţiunea de simetrie în sistemele trifazate se referă la semnale ce 
pot fi curenţi sau tensiuni. Pentru ca un sistem trifazat să fie simetric trebuie 
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ca semnalele să aibă aceeaşi frecvenţă, acelaşi modul şi să fie defazate cu un 
unghi de 3/2π  între ele. 
 2. Noţiunea de echilibrat sau dezechilibrat se referă la consumator 
(impedanţă). Consumatorul trifazat este echilibrat dacă impedanţele 
complexe pe toate fazele sunt identice, deci consumul pe fiecare fază este 
acelaşi. 
 
6.4.3 Puteri în reţele trifazate echilibrate sub tensiuni simetrice 
 Se consideră un receptor trifazat echilibrat sub tensiuni simetrice 
U10, U20, U30 şi curenţi I10, I20, I30, IN (fig.6.12) 

 
Fig 6.12 

Puterea complexă transmisă receptorului pe la bornele 1, 2, 3 şi 0 
este: 

( )*
0

*
33

*
22

*
11 NIVIVIVIVS −+++=                         (6.27) 

Deoarece IN = I1 + I2 + I3, înlocuind în relaţia de mai sus, se obţine: 
( ) ( ) ( ) *

330
*
220

*
110

*
303

*
202

*
101 IUIUIUIVVIVVIVVS ++=−+−+−=  (6.28) 

Întrucât, 

13
2

211

330220110

;;

;;

IaIIaIII

UUUUUU

===

===
                             (6.29) 

formula puterii transmise receptorului se transformă astfel: 
( ) jQPIUIaIUaIUS +==++= *

11
*
1

*
12

2*
11 3                    (6.30) 

unde P şi Q sunt puterile activă şi reactivă, 
P=3U1I1cosϕ ;   Q=3U1I1sinϕ                                    (6.31) 

ϕ fiind defazajul dintre tensiunea de fază U1 şi curentul de fază I1. 
 Dacă receptorul e conectat în stea, Ul = 3 U1, I l = I 1 şi puterile 
complexă S, activă P şi reactivă Q se exprimă în funcţie de mărimile Ul şi Il, 
cum urmează: 

ϕ=ϕ== sin3;cos3;3 *
llllll IUQIUPIUS            (6.32) 
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 Dacă receptorul e conectat în triunghi Ul = Uf, Il = 3 If , şi înlocuind 
în formula puterii transmise receptorului se regăsesc formulele obţinute în 
cazul conectării în stea. 
 Pentru măsurarea puterii active este suficient un wattmetru a cărui 
bobină de tensiune se montează între conductorul fazei întâi şi firul neutru 
iar bobina de curent se conectează în serie cu conductorul primei faze 
(fig.6.13a). Dacă lipseşte firul neutru, se realizează un punct neutru artificial 
cu trei rezistenţe  conectate în stea (fig.6.13b). Indicaţia wattmetrului 
multiplicată cu trei reprezintă puterea activă. 

 
Fig. 6.13 

Compensarea puterii reactive în sistemele trifazate echilibrate 
simetrice 
 Pentru îmbunătăţirea factorului de putere în reţele trifazate 
echilibrate şi simetrice, se pot utiliza trei condensatoare având capacităţi 
egale. Dacă se conectează în stea condensatoarele de capacitate C puterea 
reactivă are expresia: 23 fUCQ ωλ= , iar dacă se conectează în triunghi 

condensatoarele de capacitate C∆, se obţine: 23 lUCQ ω∆= . 
La aceeaşi putere reactivă Q, capacitatea condensatoarelor montate 

în triunghi C∆ rezultă de trei ori mai mică decât capacitatea condensatoarelor 
montate în stea Cλ, 

3
λCC =∆                                                       (6.33) 

Prin urmare este mai avantajos pentru compensarea puterii reactive 
în reţelele trifazate, să se utilizeze condensatoarele conectate în triunghi. 
 
6.5. Metoda componentelor simetrice 
 Reţelele trifazate se concep ca sisteme echilibrate în regim simetric 
de tensiuni şi curenţi. Generatoarele se construiesc astfel ca tensiunile lor 
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electromotoare să fie simetrice, iar liniile de transmisie aeriene sau cablurile 
se dimensionează cu consumatorii distribuiţi echilibrat pe fiecare fază încât 
şi curenţii să constituie sisteme simetrice. 
  Datorită conectărilor şi deconectărilor diferite pe fiecare fază a 
consumatorilor precum şi avariilor care pot intervenii  - scurtcircuite şi 
întreruperi – apar în reţea dezechilibrări şi nesimetrii. Analiza reţelelor 
trifazate dezechilibrate sub tensiuni şi curenţi nesimetrici, prin metoda 
directă examinată la capitolul precedent, are dezavantajul că nu pune în 
evidenţă pentru elementele de circuit dinamice, abaterile de la regimul 
simetric. Comportarea înfăşurărilor trifazate ale maşinilor electrice sub 
tensiuni şi curenţi nesimetrici este diferită de comportarea rezistoarelor, 
bobinelor şi condensatoarelor. Acestea din urmă, denumite elemente statice, 
nu sunt influenţate de modul în care se succed tensiunile sau curenţii. În 
schimb, impedanţele înfăşurărilor maşinilor electrice sunt diferite dacă 
tensiunile şi curenţii sunt de succesiuni diferite: elementele de acest fel se 
numesc dinamice. 
 Cu metoda componentelor simetrice se analizează pe modelul 
regimurilor s imetrice, re gimurile n esimetrice a le c ircuitelor t rifazate 
conţinând elemente statice şi dinamice. 
 
6.5.1. Descompunerea unui sistem trifazat nesimetric de mărimi 
sinusoidale în sisteme simetrice  
 Teorema Stokvis-Fortescue: 

Un sistem trifazat nesimetric de mărimi sinusoidale se d escompune 
în trei sisteme de mărimi sinusoidale: un sistem de succesiune directă, în 
care fiecare mărime e defazată înaintea celei care îi succede cu 2π/3; un 
sistem de succesiune inversă, în care fiecare mărime e defazată în urma celei 
care îi su ccede cu  2 π/3; un sistem homopolar, în care mărimile au 
amplitudini egale şi sunt în fază. 
 Fie y1(t), y2(t), y3(t), sistemul trifazat nesimetric, 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )333222111 sin2;sin2;sin2 γωγωγω +=+=+= tYtytYtytYty

(6.34) 
reprezentat în complex (fig.6.14a): 

321 j
33

j
22

j
11 eYY;eYY;eYY γγγ ===                            (6.35) 

279



Adrian A. Adăscăliţei: Teoria Circuitelor Electrice 
 

 
Fig. 6.14 

 Se notează cu: y1d(t), y2d(t), y3d(t), sistemul trifazat simetric direct, 

( ) ( ) ( )

( ) 





 −+=







 −+=+=

3
4sin2

;
3

2sin2;sin2

3

21

πγω

πγωγω

ddd

dddddd

tYty

tYtytYty
  (6.36) 

cu:  y1i(t), y2i(t), y3i(t), sistemul trifazat simetric invers, 

( ) ( ) ( )

( ) 





 ++=







 ++=+=

3
4sin2

;
3

2sin2;sin2

3

21

πγω

πγωγω

iii

iiiiii

tYty

tYtytYty
      (6.37) 

şi cu: y1h(t), y 2h(t), y 3h(t), s istemul trif azat s imetric o mopolar (sau 
homopolar), 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )hhh

hhhhhh

tYty

tYtytYty

γω

γωγω

+=

+=+=

sin2

;sin2;sin2

3

21             (6.38) 

cu imaginile în complex (fig.5.16 b, c, d), 

hhhhhh

iiiiii

dddddd

YYYYYY
YaYYaYYY

YaYYaYYY

===
===

===

321

2
321

3
2

21

;;
;;

;;
                (6.39) 

 În c onformitate c u te orema S tokvis-Fortescue, relaţiile d intre 
componentele corespunzătoare ale sistemelor direct, invers şi omopolar 
sunt, 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( );

;
;

3333

2222

1111

tytytyty
tytytyty

tytytyty

hid

hid

hid

++=
++=
++=

                            (6.40) 

respectiv în complex, 
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( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( );

;
;

3333

2222

1111

tYtYtYtY
tYtYtYtY

tYtYtYtY

hid

hid

hid

++=
++=
++=

                        (6.41) 

 Cele trei mărimi ale fiecăruia dintre sistemele direct şi invers se 
exprimă cu ajutorul operatorului a astfel, 

dd3d
2

d2dd1 aYY;YaY;YY ===                              (6.42) 
i

2
i3ii2ii1 YaY;aYY;YY ===                               (6.43) 

în car e f azorii Yd, Yi şi Yh, se n umesc componenta directă, inversă şi 
omopolară ale sistemului trifazat nesimetric Y1, Y2 şi Y3. 
 
6.5.2 Circuite trifazate echilibrate sub tensiuni nesimetrice 
 Analiza regimurilor n esimetrice d in c ircuitele trif azate liniare cu 
metoda co mponentelor si metrice s e f ace p e b aza t eoremei superpoziţiei 
astfel: se consideră separat regimurile stabilite de componentele directe şi 
inverse şi omopolare ale tensiunilor şi apoi se suprapun răspunsurile 
corespunzătoare. Circuitele fiind echilibrate şi componentele tensiunilor şi 
curenţilor alcătuind sisteme simetrice, este suficient să se calculeze numai 
pentru una din faze, utilizând scheme monofilare. Se obţin în acest fel 
schemele de succesiune directă, inversă şi omopolară, iar din superpoziţia 
lor se deduc răspunsurile din reţea.  
 a. Elementele statice şi dinamice. Se consideră trei elemente 
identice cu plate m agnetic ( fig.6.15, a), la bornele cărora sistemele 
componentelor de  t ensiune di recte Ud, a2Ud, a Ud, i nverse Ui, aUi, a 2UI şi 
omopolare Uh, Uh, Uh stabilesc curenţi de succesiune directă Id, a2Id, a Id 
inverse Ii, aIi, a2II şi omopolare Ih, Ih, Ih (fig.6.15 b, c, d). 
 Dacă rapoartele dintre fazorii componentelor de tensiune prin fazorii 
componentelor de curent sunt: 

m
h

h
m

i

i

d

d ZZ
I

UZZ
I

U
I

U 2; +=−==                         (6.44) 

 

 
Fig.6.15 
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Elementele se numesc statice şi sunt caracterizate de  impedanţele 
complexe statice proprie Z şi mutuală Zm. Elementele se numesc dinamice 
dacă rapoartele fazorilor componentelor de tensiune prin fazorii 
componentelor de curent sunt diferite, 

h
h

h
i

i

i
d

d

d Z
I

UZ
I

UZ
I

U
=== ;;                          (6.45) 

şi sunt caracterizate de impedanţele complexe dinamice directă Ud, inversă 
Ui  şi omopolară Zh. 
 Rezistoarele, bobinele şi condensatoarele sunt elemente statice. 
Înfăşurările statoarelor şi rotoarelor maşinilor electrice aflându-se în mişcare 
relativă nu pot fi caracterizate prin inductivităţi mutuale statice; de exemplu, 
inductivitatea mutuală Lmsr dintre o înfăşurare statorică s şi una rotorică r nu 
este egală cu inductivitatea Lmrs şi în consecinţă generatoarelor şi motoarelor 
electrice nu li se aplică teorema reciprocităţii. Un generator electric este 
caracterizat de tensiunile electromotoare directă Ed, inversă Ei şi omopolară 
Eh şi de impedanţele dinamice Zd, Zi, Zh, ia r m otorul e lectric este 
caracterizat d e aceasta din urmă. Practic, părţile reale ale componentelor 
dinamice ale maşinilor electrice sunt neglijabile în raport cu părţile 
imaginare şi impedanţele se pot aproxima prin reactanţele corespunzătoare 
Xd, Xi, Xh. Reactanţele inversă şi omopolară sunt mai mici decât reactanţa 
directă şi se dau sub formă de procente în raport cu Xd. 
 b. Receptor trifazat echilibrat cu elementele statice, fără cuplaje 
magnetice, conectat în stea, cu fir neutru. Fie c ircuitul tr ifazat e chilibrat 
constituit d in t rei elemente statice de impedanţe Z conectate în stea, cu  fir 
neutru de impedanţă ZN (fig.6.16a), sub tensiuni la  borne nesimetrice U10, 
U20, U3 de componente Ud, Ui, şi Uh. 
 În conformitate cu teorema superpoziţiei, curenţii I1, I2, I3 şi IN, se 
obţin însumând curenţii care se stabilesc dacă se consideră că la bornele 
circuitului se aplică tensiunile directe, inverse şi omopolare (fig.5.18b,c,d). 
 În regimurile simetrice direct şi invers, componentele curenţilor Id şi 
II prin impedanţele primei faze au expresiile: 

Z
UI

Z
UI i

i
d

d == ;                                         (6.46) 
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Fig.6.16 

 
şi curenţii prin firul neutru sunt nuli. Prin impedanţele celorlalte două faze 
curenţii se obţin multiplicând pe Id şi Ii cu a2,respectiv cu a,  prin urmare e 
suficient să se calculeze numai  pe ntru una di n f aze. S chemele 
corespunzătoare reprezentate în fig.6.16a,b se numesc schema de succesiune 
directă Sd, respectiv schema de succesiune inversă Si. 
 În re gim s imetric o mopolar (fig.6.16d), c omponenta Ih se de duce 
aplicând teorema a doua a lui Kirchhoff circuitului 1No1. 

Uh = ZIh + 3ZNIh                                                            (6.47) 

din care rezultă: 

N

h
h ZZ

UI
3+

=                                            (6.48) 

 Schema monofilară conţine impedanţă Z şi impedanţa firului neutru 
ZN multiplicată cu 3 şi se numeşte schema de succesiune omopolară Sh 
(fig.6.16c). 
 Introducând expresiile lui Id, Ii  şi Ih, în relaţiile dintre componentele 
corespunzătoare sistemelor direct, invers şi omopolar, se obţin curenţii I1, I2  

şi I3. 
 c. Receptor trifazat echilibrat cu elemente statice fără cuplaje 
magnetice conectate în stea fără fir neutru (fig.6.17a). Se dau tensiunile de 
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linie n esimetrice U12, U23  şi U31 cu componentele simetrice directă Uld şi 
inversă Uli, componenta omopolară Ulh, fiind nulă. 
 În re gim s imetric d irect (f ig.6.17b) componenta directă Id se 
calculează aplicând a doua teoremă a lui Kirchhoff circuitului 1dN2d1d, :  

d
2

dld IaZIZU −= , din care rezultă: 

( )Za
UI ld

d 21−
=                                              (6.49) 

Similar, se obţine pentru componenta inversă I expresia (fig.6.17c) 

( )Za1
U

I 2
li

i −
=                                                     (6.50) 

 Notând c u Ufd = Ud şi Ufi = Ui componentele de fază 
corespunzătoare componentelor de linie. 

li
jli

ild
jld

d Ue
a

UUUe
a

UU 6/
2

6/
2 3

1
1

;
3

1
1

ππ =
−

==
−

= −       (6.51) 

expresiile componentelor directă şi inversă, devin: 

Z
UI

Z
UI i

i
d

d == ;                                      (6.52) 

Schemele de succesiune directă Sd şi inversă St sunt i dentice cu  
schemele corespunzătoare ale receptorului trifazat cu fir neutru (fig.6.16a,b). 
 d. Circuit trifazat echilibrat cu elemente statice cuplate magnetic 
sub tensiuni nesimetrice. Se consideră trei elemente statice identice cu 
impedanţele proprii Z şi mutuale Zm sub tensiuni nesimetrice U1, U2 şi U3 
(fig.5.21a). Ecuaţiile circuitului, aceleaşi pentru orice mod de conexiune - 
stea sau triunghi – sunt următoarele: 

;
;
;

3213

3212

3211

IZIZIZU
IZIZIZU
IZIZIZU

mm

mm

mm

++=
++=
++=

                              (6.53) 

 
Fig.6.17 
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Fig.6.18 

 Înlocuind t ensiunile şi curenţii prin expresiile lor în funcţie de 
componentele simetrice, se obţine: 

( ) ( ) ( )=++++++++=++ hidmhidmhidhid IIaIaZIIaIaZIIIZUUU 22

( ) ( ) ( ) hmimdmhid IZZIZZIZZUUU 2++−+−=++                              (6.54) 
 

( ) ( ) ( )hidmhidhidmhid IIaIaZIIaIaZIIIZUUaUa ++++++++=++ 222

( ) ( ) ( ) hmimdmhid IZZIZZaIZZaUUaUa 222 ++−+−=++                     (6.55) 
 

( ) ( ) ( )hidmhidhidmhid IIaIaZIIaIaZIIIZUUaUa ++++++++=++ 222

( ) ( ) ( ) hmimdmhid IZZIZZaIZZaUUaUa 222 ++−+−=++                     (6.56) 
 

din care se deduc ecuaţiile: 
( ) ( ) ( )IZZUIZZUIZZU mhimidmd 2;; +=−=−=         (6.57) 

Ecuaţiilor de mai sus, le corespund schemele de succesiune directă 
Ss, inversă SI şi omopolară Sh reprezentate în fig.6.18 b,c şi d. 
 
6.5.3 Circuite trifazate dezechilibrate 
 Un si stem s imetric sau  n esimetric de t ensiuni ap licat u nui ci rcuit 
trifazat dezechilibrat stabileşte curenţi nesimetrici. Componentele simetrice 
de succesiune directă, inversă şi omopolară cu sunt independente şi relaţiile 
dintre ele fiind complicate nu se pot stabili scheme monofazate Sd, SI şi Sh, 
ca în cazul circuitelor echilibrate. 
 În general, dezechilibrul reţelelor nu este total, fiind posibilă 
separarea părţilor echilibrate şi dezechilibrate. De exemplu, avariile d e 
întrerupere a fazelor sau de scurcircuitare ale acestora cu sau fără arc 
electric, - mono, bi  sau trifazat, - pot f i modelate p rin e lementele t rifazate 
dezechilibrate, conectate la reţeaua echilibrată. 
 Calculul regimurilor nesimetrice în reţelele conţinând receptoare 
dezechilibrate se face pe baza teoremei substituţiei în modul următor: se 
înlocuiesc impedanţele elementelor dezechilibrate prin tensiuni nesimetrice, 
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care se descompun în componente simetrice corespunzătoare; aceste 
componente î mpreună cu cele ale curenţilor alcătuiesc necunoscute 
auxiliare. 
 Reţea echilibrată cu receptor static dezechilibrat. Se consideră o 
reţea trifazată conţinând în afară de partea echilibrată eℜ  un e lement 
dezechilibrat fără cuplaje magnetice de impedanţe Z1, Z2 şi Z3, conectate în 
stea sau triunghi (fig.6.19 a). Notând cu U1, U2 şi U3 tensiunile şi cu I1, I2 şi 
I3 curenţii, ecuaţiile elementului de circuit sunt următoarele: 

333222111 ;; IZUIZUIZU ===                           (6.58) 
 Înlocuind tensiunile şi curenţii prin expresiile lor în funcţie de 
componentele lor simetrice, se deduc ecuaţiile: 

;
;
;

hhiddih

hiihddi

hdiidhd

IZIZIZU
IZIZIZU
IZIZIZU

++=
++=
++=

                                    (6.59) 

 
Fig.6.19 

în care s-a notat cu Zd, Zi, Zh următoarele impedanţe de calcul: 

( )

( )

( )32
2

1

3
2

21

321

3
1
3
1
3
1

ZaZaZZ

ZaZaZZ

ZZZZ

i

d

h

++=

++=

++=

                                    (6.60) 

Schemele directă Sd, inversă Si şi omopolară Sh (fig.6.19 b,c,d) ale părţii 
echilibrate ℜe, considerate ca dipoli Thévenin, au ecuaţiile: 

hABhhhiABiiidABddd IZUEIZUEIZUE =−=−=− 000 ;;       (6.61) 
respectiv ca dipoli Norton (fig.6.22e,f,g). 
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hABhhhiABiiidABddd UYIIUYIIUYII =−=−=− 000 ;;          (6.62) 
în care s-au notat cu: Ed0, Ei0 şi Eh0 – componente simetrice ale tensiunilor 
electromotoare în gol; Idg, Iig şi Ihg – componentele simetrice ale injecţiilor 
de curent; ZABd, ZABi şi ZABh – respectiv YABd, YABi şi YABh – impedanţele, 
respectiv admitanţele reţelelor pasivizate Sd0, Si0 şi Sh0.  

Obţinem un sistem de 6 ecuaţii cu 6 necunoscute, Ud, Ui, Uh, Id, Ii, Ih. 
După rezolvarea sistemului, se obţin necunoscutele U1, U2, U3, I1, I2, şi  I3 şi 
din s chemele S d, S i şi Sh se calculează curenţii şi tensiunile elementelor 
părţii echilibrate ℜe. 
 
6.5.4 Puteri în reţele trifazate dezechilibrate sub tensiuni nesimetrice 
 a. Metoda directă de calcul a puterilor 
 Se consideră receptorul trifazat dezechilibrat cu neutrul N accesibil 
sub tensiuni şi curenţi nesimetrici, Uk0, Ik, IN (fig.6.20a). Puterea complexă 
S se calculează cu formula: 

*
330

*
220

*
110 IUIUIUS ++=                                            (6.63) 

din care se deduc puterile activă P şi reactivă Q, 
333022201110 coscoscos ϕ+ϕ+ϕ= IUIUIUP                 (6.64) 

333022201110 sinsinsin ϕ+ϕ+ϕ= IUIUIUQ                   (6.65) 
în ca re ϕ1, ϕ2, ϕ3 sunt defazajele dintre tensiunile de fază U10, U20, U30 şi 
curenţii corespunzători I1, I2, I3 (fig.6.20b). 
 Pentru măsurarea puterii active se utilizează trei wattmetre cu 
bobinele de tensiune conectate între fiecare fază şi punctul neutru, iar 
bobinele de curent în serie cu fiecare conductor de fază (fig.6.20a). 

 
Fig.6.20 

 Dacă neutrul circuitului nu e accesibil, tensiunile reţelei sunt date 
prin componentele lor de linie U12, U23, U31. Înlocuind în formula puterii S 
complexe, I3 = - I1 - I2, se obţine: 

*
223

*
113

*
230

*
130

*
220

*
110 IUIUIUIUIUIUS +=−−+=                (6.66) 

iar puterile activă P şi reactivă Q au expresiile următoare: 
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23223131132322313113 coscos;coscos ϕ+ϕ=ϕ+ϕ= IUIUQIUIUP      (6.67) 
unde ϕ13 şi ϕ23 fiind defazajele dintre tensiunile U13, U23 şi curenţii I1 şi I2. 
 Pentru măsurarea puterii active, utilizează două wattmetre cu 
bobinele de tensiune conectate între fazele 1 şi 3, respectiv 2 şi 3, iar 
bobinele de curent în serie cu conductoarele 1 şi 2. 
 
       b. Calculul puterilor în reţele trifazate dezechilibrate cu ajutorul 
componentelor simetrice 
 Puterea complexă S a unei reţele trifazate dezechilibrate în regim 
nesimetric de tensiuni şi curenţi are expresia: 

*
330

*
220

*
110 IUIUIUS ++=                                (6.68) 

 Înlocuind tensiunile cu expresiile în funcţie de componentele lor 
simetrice, 

;

;

;

2
30

2
20

10

fhfifd

fhfifd

fhfifd

UUaUaU

UUaUaU

UUUU

++=

++=

++=

                              (6.69) 

şi grupând după aceste componente, se obţine, 
( ) ( ) ( ) ;*

3
*
2

*
1

*
3

2*
2

*
1

*
3

*
2

2*
110 IIIUIaIaIUIaIaIUS fhfifd ++++++++= (6.70) 

respectiv 
*** 333 fhfhfififdfd IUIUIUS ++=                      (6.71) 

în care s-a ţinut seama de relaţiile: a*=a2 ; (a2)*=a. 
 Separând părţile reală şi imaginară, se deduc expresiile puterilor 
activă P şi reactivă Q în funcţie de componentele simetrice de tensiune şi 
curent, 

hfhfhififidfdfd IUIUIUP ϕ+ϕ+ϕ= cos3cos3cos3            (6.72) 

hfhfhififidfdfd IUIUIUQ ϕ+ϕ+ϕ= sin3sin3sin3              (6.73) 
în care ϕd, ϕi, ϕh sunt defazajele dintre componentele simetrice de tensiune 
şi cele de curent.  
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CAPITOLUL 7. LINII ELECTRICE LUNGI 
 
7.1. Circuite cu parametri repartizaţi 
 În cap itolele p recedente s -au s tudiat c ircuite electrice filiforme, 
formate d in el emente d e ci rcuit caracterizabile sep arat numai p rintr-o 
rezistenţă electrică, o inductivitate sau o cap acitate. A stfel d e ci rcuite 
electrice, care admit scheme echivalente constituite d in elemente ideale de 
circuit (R, L, C) (în număr finit) se numesc circuite cu parametri 
concentraţi. 
 În numeroase aplicaţii tehnice, aproximarea parametrilor concentraţi 
nu este însă valabilă. Liniile electrice lungi sunt folosite pentru transportul 
energiei electrice la distanţe mari, înfăşurările (bobinele) transformatoarelor 
electrice şi alte circuite electrice nu au câmpul electric, câmpul magnetic şi 
transformarea de energie electromagnetică (prin efect Joule-Lenz) 
concentrate în părţi distincte ale circuitului, ci le au repartizate, practic, în 
tot lu ngul c ircuitului. A stfel d e c ircuite s e n umesc circuite cu parametri 
repartizaţi. 
 Acumularea de  s arcini î n l ungul circuitului, caracterizată prin 
capacitatea electrică, se face ca în regimurile variabile în timp intensitatea 
curentului electric să varieze în lungul conductoarelor(ne-ramificate al e )  
circuitelor cu parametri repartizaţi. La liniile electrice lungi imperfecţiunea 
izolaţiei prin care trece un curent electric între conductoarele liniei 
contribuie la variaţia intensităţii curentului electric în lungul acestora. 
 
7.2. Parametri lineici 
 Liniile e lectrice lu ngi – care s unt c onstituite di ntr-un s istem de  
conductoare filiforme, paralele, cu lungimea foarte mare faţă de distanţa 
dintre el e – se utilizează pentru transmiterea la distanţe mari a energiei 
electromagnetice (în electroenergetică) sau a semnalelor electromagnetice 
(în telecomunicaţiile pe fire). 
 Considerăm linia bifilară din figura 7.1, de lungime l şi notăm cu 1-
1’ bornele de intrare (dinspre generator) şi cu 2 – 2’ bornele de ieşire 
(dinspre receptor). S-a considerat un element de linie, de lungime dx,  
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Fig. 7.1 

 
situat la distanţa x de începutul liniei (respectiv distanţa x’ de sfârşit). Pentru 
linia bifilară se definesc următorii parametri lineici: 

a) Rezistenţa lineică (rezistenţa totală a celor două conductoare pe 
unitatea de lungime) : 





Ω







∆
∆

=







∆

∆
=

→∆→∆ mx
R

xi
u

R
x

f

x 000 lim2lim  ,                                      (7.1) 

unde:  
 uf este căderea de tensiune din lungul uneia dintre porţiunile de 
conductor, pe lungimea ∆x;   
 i – curentul din conductor din dreptul acelei porţiuni; 
 ∆R – rezistenţa ambelor conductoare pe porţiunea ∆x. 
 Din relaţia (7.1) rezultă 
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.
2

0 dxi
R

du f ⋅⋅=                                                                  (7.2) 

 b) Inductivitatea lineică (inductivitatea sistemului de două 
conductoare pe unitatea de lungime a liniei): 







∆
∆

=






∆
∆Φ

=
→∆→∆ m

H
x
L

xi
L

xx 000 limlim ,                                          (7.3) 

unde ∆Φ sete fluxul magnetic prin suprafaţa sprijinită de cele două 
conductoare de  l ungime ∆x (suprafaţă haşurată în figura 7.1), ia r ∆L es te 
inductivitatea proprie corespunzătoare acestei porţiuni a liniei. 
 Din relaţia (7.3) rezultă: 

.0 dxiLd ⋅⋅=Φ                                                                      (7.4) 
 c) Capacitatea lineică (capacitatea sistemului de două conductoare 
pe unitatea de lungime a liniei):  

.limlim
000 





∆
∆

=






∆
∆

=
→∆→∆ m

F
x
C

xu
qC

xx
                                          (7.5) 

unde: 
 ∆q este sarcina electrică localizată pe suprafaţa unuia dintre 
conductoare pe porţiunea ∆x; 
 u – tensiunea dintre acest conductor şi celălalt în dreptul acestei 
porţiuni; 
 ∆C - capacitatea între cele două conductoare pe porţiunea ∆x. 
 Din relaţia (7.5) rezultă: 

udxCdq 0=                                                                           (7.6) 
 d) Conductanţa lineică de izolaţie (sau perditanţa) (conductanţa 
izolaţiei dintre conductoarele liniei pe unitatea de lungime): 








Ω
=





∆
∆

=
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
∆

∆
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x
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xu
i

G
x

g

x

1

000 limlim ,                         (7.7) 

unde:   
 ∆ig este curentul de conducţie, care se închide prin izolantul 
imperfect dintre cele două porţiuni de conductoare pe lungimea ∆x; 
 ∆G – conductanţa corespunzătoare acestei porţiuni din izolaţia liniei. 
 Din relaţia (7.7) rezultă: 

 udxGdig 0= .                                                                       (7.8) 
 Dacă parametrii lineici R0, L0, C0, G0 nu depind de distanţa x, linia se 
numeşte omogenă. 
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7.3. Ecuaţiile liniilor electrice lungi 
 În figura 7.1 sunt notate cu u şi i tensiunea şi curentul din linie la un 
moment dat la distanţa x de la începutul liniei. În acelaşi moment, la distanţa 

x + dx, tensiunea şi curentul din linie vor fi dx
x
uu
∂
∂

+ , respectiv dx
x
ii

∂
∂

+ . 

 Modificarea tensiunii pe porţiunea dx se datorează atât rezistenţei 
R0dx cât şi inductivităţii L0dx dintre firele conductoare. 
 Teorema întâi a lui Kirchhoff aplicată nodului A din fig. 7.1 conduce 
la ecuaţia: 

t
udxCudxGdx

x
iii

∂
∂

+⋅+
∂
∂

+= 00 ,                                   (7.9) 

unde: 
 udxG ⋅0  reprezintă curentul de conducţie ce se scurge între 
conductoare pe porţiunea dx; 

 
t
udxC
∂
∂

0  - curentul de d eplasare ca re s e sc urge î ntre conductoare 

datorită prezenţei capacităţii între fire şi a faptului că există variaţia în timp 
a tensiunii u (deci a intensităţii câmpului electric). 
 După simplificări, ecuaţia (7.9) se reduce la forma: 

 
t
uCuG

x
i

∂
∂

+=
∂
∂

− 00                                                        (7.10) 

 Teorema a doua a lui Kirchhoff aplicată achiului ABCDA din figura 
7.1 conduce la ecuaţia: 

t
idxLdxiRdx

x
uuu

∂
∂

++
∂
∂

+= 00 ,                                     (7.11) 

unde: 
 R0dxi este căderea de tensiune pe rezistenţa porţiunii dx; 

 
t
idxL
∂
∂

0  - căderea de tensiune datorită inductivităţii proprii a liniei 

(datorită fluxului magnetic variabil în timp care străbate suprafaţa haşurată 
în fig. 7.1). 
 După  simplificări, ecuaţia (7.11) devine: 

 
t
iLiR

x
u

∂
∂

+=
∂
∂

− 00 .                                                        (7.12) 

 Ecuaţiile cu derivate parţiale (7.10) şi (7.12) reprezintă ecuaţiile 
liniilor lungi denumite şi ecuaţiile telegrafiştilor (ecuaţii de ordinul I). 
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 Semnul minus care apare în cele două ecuaţii trebuie interpretat prin 
faptul că atât curentul cât şi tensiunea u scad în direcţia creşterii variabilei 
x(de la generator către receptor). 
 Dacă în loc de variabila x se introduce variabila x’ (măsurată de la 
receptor către generator), legate prin relaţia: x + x’ = l = const., adică dx = -
dx’, ecuaţiile liniilor lungi se vor scrie sub forma: 
 

 
t
uCuG

x
i

∂
∂

+=
∂
∂

00'
                 

t
iLiR

'x
u

∂
∂

+=
∂
∂

00 . 

 

 
 (7.13) 

 Determinare tensiunii şi a curentului ca funcţii de t şi x pe b aza 
rezolvării ecuaţiilor telegrafiştilor (7.10 şi 7.12 sau sistemul 7.13), care sunt 
ecuaţii cu derivate parţiale simultane, în condiţii iniţiale şi de frontieră date 
(adică în regim tranzitoriu) în cazul general al liniilor omogene este o 
problemă complicată, care se face cu metode operaţionale (de exemplu cu 
ajutorul transformării Laplace). 
 În cele ce urmează vom studia liniile lungi numai în regim 
permanent sinusoidal. 
 
7.4. Linii lungi omogene bifilare în regim permanent sinusoidal 
 În regim permanent sinusoidal, tensiunea şi curentul sunt în fiecare 
punct al liniei lungi, funcţii sinusoidale de timp de aceeaşi frecvenţă, de 
forma : 

( ) ( ) ( )[ ]xtxUtxuu ψω +⋅== sin2,                                            (7.14) 
( ) ( ) ( ) ( )[ ]xxtxItxii ϕψω −+⋅== sin2, ,                                   (7.15) 

în care valorile efective U(x) şi I(x) precum şi fazele iniţiale ψ(x) şi [ψ(x)-
ϕ(x)] sunt independente de punctul considerat x al liniei. Aceste mărimi se 
pot reprezenta în complex simplificat, imaginile lor fiind funcţii de variabila 
spaţială x: 

( ) ( ) ( ) ( )xjexUxUt,xu ψ⋅=⇔                                                       (7.16) 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]xxjexIxIt,xi ϕψ −⋅=⇔                                                    (7.17) 

 Derivatele parţiale ale acestor mărimi se reprezintă astfel: 

dx
U

x
u ∂
⇔

∂
∂                                                                                  (7.18) 

Uj
t
u ω⇔
∂
∂                                                                        (7.19) 

şi analog pentru curent: 
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;
dx

Id
x
i
⇔

∂
∂     Ij

t
i ω⇔
∂
∂ .                                                    (7.20) 

 Folosind aceste reprezentări în complex, ecuaţiile telegrafiştilor 
(7.10) şi (7.12) se reprezintă în complex prin următorul sistem de ecuaţii 
diferenţiale ordinare în variabila x: 

( )ILjR
dx
Ud

00 ω+=−                                                               (7.21) 

               ( )UCjG
dx

Id
00 ω+=− , 

care reprezintă forma complexă a ecuaţiilor de ordinul întâi ale 
telegrafiştilor. P rin d erivare s e p oate el imina su ccesiv o ricare d intre 
funcţiile necunoscute I sau U şi se obţin următoarele ecuaţii: 

             ( )( )UCjGLjR
dx

Ud
0000

2

ωω ++=  

( )( )ICjGLjR
dx

Id
00002

2

ωω ++= ,                                              (7.22) 

care reprezintă forma complexă a ecuaţiilor de ordinul al doilea ale 
telegrafiştilor. 
 Dacă se notează : 

( )( ) ( )00000 >+=++= αβαωωγ jCjGLjR                             (7.23) 
γ numindu-se constanta de propagare a liniei, α - constanta de atenuare, iar 
β - constanta de fază a liniei (vezi p aragraful 7.5), ecuaţiile (7.22) s e pot  
scrie simplificat: 

U
dx

Ud 2
2

2

γ= ;     I
dx

Id 2
2

2

γ= .                                                         (7.24) 

 La rezolvarea acestor ecuaţii trebuie să se ţină seama că U şi I sunt 
legate prin ecuaţiile de ordinul întâi (7.12), de aceea se rezolvă numai una 
dintre ecuaţii, de exemplu aceea a tensiunii, curentul deducându-se apoi din 
(7.21). 
 Ecuaţia caracteristica din (7.24) fiind: 

022 =−γp ,                                                                                (7.25) 
cu soluţiile: 

( )βα jp +±=2,1 ,                                                                          (7.26) 
rezultă soluţia generală a tensiunii 

( ) xx eBeAxU γγ ⋅+⋅= − ,                                                                (7.27) 
în care A şi B sunt constante arbitrare, în general complexe. 
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 Curentul se obţine înlocuind expresia lui U(x) di n ( 7.27) î n pr ima 
ecuaţie din (7.21): 

( ) [ ]xx eBeA
lLjRdx

Ud
LjR

xI γγ

ω
γ

ω
⋅−⋅

+
=⋅

+
−= −

0000

1 .           (7.28) 

 Dacă se notează: 

00

00

00

00

CjG
LjR

CjG
LjR

Z c ω
ω

ω
γ

γ
ω

+
+

=
+

=
+

= ,                        (7.29) 

Zc numindu-se impedanţa caracteristică complexă a liniei, soluţiile generale 
(7.27) şi (7.28) ale formei complexe a ecuaţiilor telegrafiştilor se pot pune 
sub forma: 
             ( ) xx eBeAxU γγ ⋅+⋅= −  

( ) x

c

x

c

e
Z
Be

Z
AxI γγ ⋅−⋅= − ,                                                           (7.30) 

în car e co nstantele arbitrare co mplexe A şi B sunt determinate p rin 
condiţiile de la capetele liniei. 
 Astfel, în cazul când se dau tensiunea şi curentul la bornele de intrare 
a liniei (x = 0), din relaţiile (7.30) se obţin: 
             BAUU +== )0(1  

( )
cZ
BAII −

== 0 .                                                                        (7.31) 

 Din sistemul (7.31) rezultă: 

            ( )112
1 IZUA c+=  

( )112
1 IZUB c−= .                                                                      (7.32) 

 Înlocuind valorile lui A şi B din (7.30) şi (7.32), se obţine: 

            ( )
22 11

xx

c

xx eeIZeeUxU
γγγγ −− −

⋅−
+

=  

( )
22 1

1
1

xxxx ee
Z
UeeIxI

γγγγ −− −
⋅−

+
= ,                                           (7.33) 

 Acestea se pot scrie sub forma: 
 
            ( ) xshIZxchUxU c γγ ⋅⋅−⋅= 11  
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( ) xsh
Z
UxchIxI

c

γγ ⋅−⋅= 1
1 ,                                                         (7.34) 

care reprezintă  forma complexă a ecuaţiilor liniilor lungi bifilare, liniare şi 
omogene, în regim sinusoidal în funcţie de mărimile de intrare. 
 Dacă se dau tensiunea şi curentul de la bornele de ieşire ale liniei (x 
= l), rezultă din (7.30): 
             ( ) ll eBeAlUU γγ ⋅+⋅== −

2  

( ) l

c

l

c

e
Z
Be

Z
AlII γγ ⋅−⋅== −

2                                                      (7.35) 

de unde rezultă relaţiile: 

             ( )222
1 IZUeA c

l +=⋅ −γ  

( )222
1 IZUeB c

l −=⋅ γ ,                                                             (7.36) 

sau 

           ( ) l
c eIZUA γ

222
1

+=  

( ) l
c eIZUB γ−−= 222

1 .                                                                 (7.37) 

 Înlocuind e xpresiile c onstantelor A şi B din ( 7.37) în soluţiile 
generale (7.30), rezultă: 

            ( )
( ) ( ) ( ) ( )

22 22

xlxl

c

xlxl eeIZeeUxU
−−−−−− −

⋅+
+

⋅=
γγγγ

 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

22
2

2

xlxl

c

xlxl ee
Z
UeeIxI

−−−−−− −
⋅+

+
⋅=

γγγγ

.                      (7.38) 

 Aceste soluţii se pot exprima în funcţie de distanţa x’ = l – x, 
măsurată de la sfârşitul liniei, şi cu ajutorul funcţiilor hiperbolice se pot 
scrie sub forma: 
            ( ) ''' 22 xshIZxchUxU c γγ +=  

( ) ''' 2
2 xsh

Z
UxchIxI

c

γγ +=                                                             (7.39) 

care reprezintă  forma complexă a ecuaţiilor liniilor lungi bifilare, liniare şi 
omogene, în regim sinusoidal, în funcţie de mărimile de ieşire. 
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7.5. Undele de tensiune şi de curent în cazul liniilor lungi în regim 
sinusoidal 
 Din relaţiile (7.30) rezultă că repartiţia spaţială a tensiunii şi a 
intensităţii curentului, la un moment dat t, se obţine prin adunarea a câte 
două componente: 
            ( ) ( ) ( )xUxUxU id +=  

( ) ( ) ( )xIxIxI id += ,                                                                     (7.40) 
respectiv, în valori instantanee: 
             u(x, t) = ud(x, t) + ui(x, t) 

i(x, t) = id(x, t) + ii(x, t)                                                               (7.41) 
numite: undă directă de tensiune (ud), undă directă de curent (id), undă 
inversă de tensiune (ui) şi undă inversă de curent (ii). 
 Astfel, valoarea complexă a undei directe de tensiune este (a se 
compara 7.30 cu 7.40): 

( ) x
d eAxU γ−⋅=                                                                             (7.42) 

cu coeficientul  
( ) 0

000 dj
ddd eUUUA ψ⋅=== .                                                     (7.43) 

Aşadar, rezultă: 
( ) ( )βαψγ jdj

d
x

dd eeUeUxU +−− ⋅⋅=⋅= 0
00                                         (7.44) 

sau 
( ) ( )0

0
dxjx

dd eeUxU ψβα −−− ⋅⋅= .                                            (7.45) 
Valoarea instantanee corespunzătoare este: 

( ) { } ( )0sin22,
0

dxteUeUmtxu x
d

tj
dd ψβωαω +−⋅⋅⋅=⋅⋅ℑ= −               (7.46) 

 Această undă directă este o undă mobilă amortizată, în sensul că 
repartiţia ei de-a lungul liniei se deplasează pe linie cu o viteză v de l a 
începutul sp re sf ârşitul liniei şi se amortizează după exponenţiala e-αx. Î n 
figura 7.2, a) se reprezintă o astfel de undă atenuată, la momentele t şi t+∆t. 
 În mod asemănător se poate scrie unda inversă de t ensiune ( vezi 
relaţia 7.30): 

( ) ( ) ''
0

'
0 '

0

xxl
i

xl
i

x
i

x
i eBeeUeUeUeBxU γγγγγγ −−− ⋅=⋅⋅=⋅=⋅=⋅= ,               (7.47) 

care are aceeaşi formă ca şi unda directă (vezi relaţia 7.42), dacă se exprimă 
în funcţie de variabila x’ = l-x. Aceasta componentă corespunde, prin 
urmare, unei unde atenuate inverse  care se propagă cu aceeaşi viteză v în 
sensul x – lor n egativi, a tenuându-se în sensul ei de propagare cu aceeaşi 
atenuare α pe unitate de lungime. 
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 În analogie cu tensiunea, din relaţia a doua (7.30) mai rezulta că şi 
curentul se obţine prin suprapunerea a două componente: curentul direct  

( ) x

c

d

c

d
d e

Z
U

Z
xUI γ−⋅== 0                                                                 (7.48) 

şi curentul invers (sau reflectat)  
( ) x

c

i

c

i
i e

Z
U

Z
xUI γ⋅−=−= 0                                                               (7.49) 

 Relaţia (7.46) justifică denumirea de constantă de atenuare date 
părţii reale α a constantei de propagare şi de constantă de fază dată părţii 
imaginare β din constanta de propagare. 
 Se defineşte lungimea de undă λ ca fiind creşterea distanţei x 
corespunzătoare unei creşteri cu 2π a argumentului undei respective (sau cea 
mai mică distanţă dintre cele două puncte în care undele respective sunt în 
fază): 

ωt - βx + ψd0 - [ωt - β(x + λ) + ψd0] = 2π                                  (7.50) 
şi deci 

β
πλ 2

= .                                                                                        (7.51) 

 Viteza de fază a unei unde faţă de sensul pozitiv al axei x este prin 
definiţie viteza unui punct fictiv mobil în care faza undei este constantă. 
 Astfel, pentru undele directe, din condiţia 

.0 constdxt =+− ψβω                                                                   (7.52) 
rezultă viteza de fază: 

ff
dt
dxv λ

β
π

β
ω

====
2 .                                                               (7.53) 

 Coeficientul de reflexie al undelor la sfârşitul liniei (x = l) este prin 
definiţie raportul dintre complexul tensiunii undei inverse şi complexul 
tensiunii undei directe la sfârşitul liniei (vezi relaţia 7.35): 

( )

( ) c

c

c

c

c

c

l

l

d

i

ZZ
ZZ

Z
I

UI

Z
I

UI

IZU

IZU

eA
eB

U
UK

+
−

=









+









−

=
+

−
=

⋅
⋅

== −
2

2

2

2
2

2

2
2

22

22

2

2

2
1
2
1

γ

γ

,        (7.54) 

unde: 
 Zc = U2/I2 este impedanţa complexă a receptorului conectat la  
sfârşitul liniei; 
 Z – impedanţa caracteristică complexă a liniei. 
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Observaţie 
 Dacă receptorul conectat la sfârşitul liniei are o impedanţă complexă 
Z2 egală cu impedanţa caracteristica complexă a liniei, adică: 

Z2 = Zc,                                                                              (7.55) 
coeficientul de reflexie este nul (K = 0) şi ca urmare nu există unde 
reflectate, deoarece di UKU 22 ⋅= , adică: 

( ) ( )xUxU d= ;   ( ) ( )xIxI d= .                                           (7.56) 
 Liniile la care este conectat un receptor cu impedanţa egală cu 
impedanţa caracteristică complexă a liniei se numesc linii adaptate. 
 
7.6. Linia fără distorsiuni. Linia fără pierderi 
 Dependenţa de frecvenţa a constantei de propagare (γ), a co nstantei 
de fază (β) şi deci a vitezei de fază (v = ω/β) face ca d ezavantajele dintre 
componentele (armonicele) de frecvenţe diferite ale unui semnal (de 
exemplu, un curent purtător de informaţii) transmis printr-o linie lungă să nu 
fie aceleaşi la începutul şi la sfârşitul liniei. Pentru eliminarea acestei 
distorsiuni a semnalelor cauzată de viteza de fază diferită a armonicelor 
componente de frecvenţe diferite, se folosesc liniile fără distorsiune ai căror 
parametri satisfac condiţia lui Heaviside: 

0

0

0

0

C
G

L
R

= .                                                                                      (7.57) 

În acest caz, constanta de propagare a liniei fără distorsiuni are 
expresia: 

( )( ) 00000000 CLjGRCjGLjR ωωωγ +=++= .                 (7.58) 
Aşadar:  

[ ] 00GRe =ℜ= γα                                                                    (7.59) 

[ ] 00CLm ωγβ =ℑ= .                                                                  (7.60) 
 Ca urmare, conform relaţiei (7.53), rezultă o viteză de fază: 

00

1
CL

v ==
β
ω                                                                            (7.61) 

independentă de frecvenţă. 
 Pentru o linie bifilară aeriană cu conductoare paralele de diametru 2a 
foarte mic faţă de distanţa d dintre axele conductoarelor şi faţă de lungimea l 
a acestora, inductivitatea şi capacitatea lineică au valorile: 
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a
dL ln0

0 π
µ

=                                                                               (7.62) 

a
d

C
ln

0
0

πε
=                                                                                    (7.63) 

şi deci viteza de fază este  

,/10311 8

0000

sm
CL

v ⋅===
µε

                                            (7.64) 

egală cu viteza de propagare a luminii în vid. 
 Impedanţa caracteristică complexă a unei linii fără distorsiuni este: 

0

0

0

0

00

00

C
L

G
R

CjG
LjR

Zc ==
+
+

=
ω
ω

.                                            (7.65) 

 Pentru realizarea l ui Heaviside (7.57) se măreşte inductivitatea 
cablurilor t elefonice, intercalând în ser ie cu acest ea b obine d e mare 
inductivitate (procedeul Pupin). 
 Liniile fără pierderi sunt linii idealizate cu 

R0 = 0;   G0 = 0.                                                                            (7.66) 
            Ele satisfac condiţia lui Heaviside (7.57) şi sunt linii fără distorsiuni 
cu o constantă de atenuare (vezi relaţia 7.59) nulă: 

000 == GRα                                                                             (7.67) 
            Liniile fără pierderi au impedanţa caracteristică (vezi relaţia 7.65): 

0

0

C
L

Zc =                                                                                     (7.68) 

şi o repartiţie spaţială periodică sinusoidală (ne-amortizată) a tensiunii şi 
curentului, dea-lungul liniei (vezi relaţia 7.46). 
 

300



 

CAPITOLUL 8. CIRCUITE LINIARE ÎN 
REGIM PERIODIC NESINUSOIDAL  
 
8.1 Introducere. Analiza armonică a semnalelor 

Până în prezent am studiat comportarea circuitelor liniare dacă 
excitaţia este sinusoidală. În realitate tensiunile şi curenţii printr-o reţea 
electrică sunt diferiţi de forma sinusoidală. Abaterea acestora d e l a forma 
sinusoidală se numeşte distorsiune sau deformare. 

Un astfel de exemplu îl constituie bobina neliniară (cu miez de fier) 
căreia dacă i se aplică o tensiune sinusoidală (excitaţie) răspunsul acesteia 
(curentul) este nesinusoidal. 

 
Fig. 8.1 

Presupunând  o bobi na cu miez de f ier ( fig.8.1) alimentată de  la o 
sursă de tensiune sinusoidală tsinU2u ω=  rezultă ecuaţia în tensiune a 
bobinei cu miez de fier prin aplicarea  teoremei a doua a lui Kirchhoff: 

( )
dt

d
dt
diL

dt
d

dt
duiR u

u
t

b
Φ

−−=Φ+Φ−=
Φ

−=− σσ ,                             (8.1) 

 unde:
dt
diLσ−   este fluxul de dispersie cu o dependenţă liniară faţă de 

curentul d in c ircuit (L σ~µ0). Dependenţa flux-curent Φu(i) este  neliniară 
datorată prezenţei circuitului feromagnetic al bobinei iar ecuaţiei în tensiune 
a bobinei cu miez de fier îi corespunde următoarea schemă echivalentă: 

uϕ

 
Fig. 8.2 
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dt
dN)t(u

dt
dN

dt
diLiRu

u

u
b

ϕ

ϕ
σ

=

++=

1

,                                                                  (8.2) 

Considerând că bobina are Rb şi Lσ neglijabile (f apt a propiat d e 

realitate) atunci tensiunea de alimentare 
dt

dNtuu uϕ== )(1 . 

Din relaţia de mai sus se poate determina forma de variaţie a fluxului 
magnetic 







 −Φ=






 −=== ∫∫ 2

sin
2

sin2sin21)(1
max

πωπω
ω

ωϕ tt
N
UtU

N
dttu

Nu  

(8.3) 
Fluxul m agnetic util (în miezul feromagnetic) este sinusoidal şi se 

află în urma tensiunii cu 
2
π . Forma de variaţie a  curentului ce parcurge 

bobina este funcţie de dependenţa Φu=f(i) a materialului feromagnetic care 
la altă scară, (vezi legile câmpului electromagnetic), reprezintă dependenţa  

 B=f(H) 









==Φ ∫∫∫

ΓΓ

Γ
NidiHAdB

S
S ,                                       (8.4) 

Pentru materialele feromagnetice moi cu dependenţa flux – curent 
(fig.8.3) atât timp cât se lucrează cu tensiuni mici fluxul magnetic are 
punctul maxim de funcţionare numai în zona liniară (OM) iar curentul este 
sinusoidal. 

 
Fig. 8.3 
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Dacă punctul de funcţionare ajunge în zona de saturaţie fluxul 
magnetic rămâne sinusoidal, iar curentul are forma nesinusoidală prezentată 
în fig.8.4 

 
Fig. 8.4. Construcţia grafică a formei de variaţie a curentului. 
 
La un moment t dat (fig.8.5.) bobinei îi corespunde un f lux ϕ căruia 

în caracteristica ϕ=ϕ(i) îi corespunde curentul i. Valoarea acestui curent se 
rabate pe verticală, iar în dependenţa acestuia funcţie de t imp, corespunde 
valorii curentului la momentul de timp t dat. 

Pentru materialele feromagnetice ce prezintă ciclu de histerezis 
(dure) curentul este deformat şi nu mai este în fază cu fluxul (fig.8.5). 

 
Fig. 8.5. 

La ϕu=0 c urentul este impus d e H c iar pe ntru a nularea f luxului 
remanent Φrem curentul are o valoare diferită de zero . 

 Construcţia grafică a formei de variaţie a curentului 
- la mo ment t 1 oarecare pe curba de creştere a fluxului îi corespunde un 
curent 
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- la m omentul t 2 la acelaşi flux magnetic pe curba descendenta a 
caracteristicii flux curent curentul este nul iar fluxul pozitiv egal cu valoarea 
remanentă 

Pentru  acest ultim caz ecuaţia în tensiune a bobinei cu miez de fier 
este 

dt
dNtucuu

dt
diLiRu u

b
Φ

=++= )(11σ - t.e.m. de autoinducţie. 

Reprezentând ecuaţia de mai sus în complex simplificat, prin 
alegerea fluxului magnetic în axa reală, rezultă diagrama de fazori (fig.8.6) 
şi schema echivalentă (fig.8.7): 

211
m

b jUundeUIjXIRU Φ
=++= ωσ  (8.5) 

Bilanţul de puteri al bobinei se obţine prin amplificarea ecuaţiei de 
mai sus cu valoarea complex conjugată a curentului rezultând: 

*
1

22* IUIjXIRIU b ++= σ iar prin separarea părţii reale si 
imaginare 

P=UIcosϕ=RbI2+Re{U1I*}=PJ+PH  (8.6) 
Q=UIsinϕ=Qσ+QH (8.7) 

Fig. 8 .6 Fig. 8.7 
Excitând o bobină cu miez de fier de la o sursă de curent sinusoidală, 

tensiunea la bornele bobinei este nesinusoidală. 

8.2. Analiza armonică a funcţiilor periodice 
Orice funcţie periodică y(t)=y(t+nT) ce îndeplineşte condiţiile 

Dirichlet (mărginită, netedă pe porţiuni, număr finit de discontinuităţi 
0dty <∫ ) poate fi reprezentată (admite o dezvoltare) printr-o serie 

trigonometrică denumită serie Fourier de forma: 
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∑
=

++=
n

k
kk tkAAty

1
0 )sin(2)( γω (8.8)

unde          A0 – componenta continuă a funcţiei 
Ak – valoarea efectivă a armonicii de ordinul k 
γk – faza iniţială a armonicii de ordin k. 

Altfel spus orice funcţie periodică nesinusoidală este o sumă de 
funcţii sinusoidale de pulsaţii diferite (k=1…∞ ). 

Alte f orme al e ser iei  Fourier se obţin din dezvoltarea funcţiei 
sin(kωt+γk)  şi  anume 

( )∑
=

++=
n

k
kkkk tkAtkAAty

1
0 cossincossin2)( ωγγω          (8.9) 

Notând B k=Akcosγk, iar C k=Aksinγk, rezultă 

k

k
k

k

k
k B

Carctg
B
Ctg =⇒−= γγ , r espectiv 22

kkk CBA += sau 

k

k
k C

Barctg=ϕ

Determinarea coeficienţilor seriei Fourier se face din dezvoltarea 

∑∑
∞

=

∞

=

++=
11

0 cos2sin2)(
k

k
k

k tkCtkBAty ωω                    (8.10)

Integrând ser ia Fourier pe durata unei perioade y(t) se determină 
componenta continuă: 


0

0
1

0

0
1

0 00
cos2sin2)(

=
=

=
=

∫∑∫∑∫∫ ++=
T

k
k

T

k
k

TT
dttkCdttkBdtAdtty ωω

(8.11) 

rezultând  ∫=
T

dtty
T

A
00 )(1

Valorile efective ale fundamentalei şi armonicilor seriei Fourier se 
pot determina prin înmulţirea cu sinkωτ sau coskωτ a funcţiei nesinusoidale 
şi integrarea pe durata unei perioade  

∫∑∫∑∫∫
=

=−==
++=

T

tk
k

n

k

T

tk
k

n

k

TT
dttktkCdttkBdttkAdky

0

0
2sin1

0

2
2cos1

2

1
0 000

cossin2sin2sinsin)(   
ωω

ωωωωτωττ

∫=⇒
T

k dttktyTB
0

sin)(
2

2 ω   respectiv  ∫=
T

k dttkty
T

C
0

cos)(22 ω  (8.12)
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Forma complexă a seriei trigonometrice se obţine din  forma 

complexă a funcţiilor trigonometrice ( )tjktjk ee
j

tk ωωω −−=
2
1sin  respectiv

( )tjktjk eetk ωωω −+=
2
1cos

( ) ( )=++−⋅+= ∑∑
∞

=

−
∞

=

−

11
0 2

12
2
12)(

k

tjktjk
k

k

tjktjk
k eeCee

j
BAty ωωωω

 ∑∑
∞

=

−
∞

=

⋅







−+⋅








++=

11
0 22

2
22

2
k

tjkkk

k

tjkkk e
j

BCe
j

BCA ωω          (8.13) 

∑∑
∞

=

−
∞

=

⋅





 +

+⋅





 −

+=
11

0 2
2

2
2

k

tjkkk

k

tjkkk ejBCejBCA ωω

Dacă însumarea se face după –k în ultimul termen al expresiei de 
mai sus atunci: 

∑∑
−

−∞=

−
−

−∞=

⋅





 +

+⋅





 −

+=
11

0 2
2

2
2)(

k

tjkkk

k

tjkkk ejBCejBCAty ωω          (8.14) 

∑
∞

∞−

⋅Φ= tjk
k ety ω)( (8.15) 

unde:   A0=Φ0 ; 
kj

k
kC
kB

arctgj

k
kk

k eAeAjBC ϕ−
⋅−

==
−

=Φ
2
1

2
1

2 . 
Aceeaşi formă complexă a seriei Fourier rezultă si din  înlocuirea 

coeficienţilor: 

∫=
T

dtty
T

A
00 )(1 (8.16) 

∫=
T

k dttkty
T

B
0

sin)(22 ω (8.17) 

∫=
T

k dttkty
T

C
0

cos)(22 ω (8.18) 

În expresia funcţiei f(t): 

∑ ∫∑ ∫∫
∞

=

∞

=

τωωττ+τωωττ+ττ=
1k

T

0
1k

T

0

T

0
dtkcoskcos)(y

T
2dtksinksin)(y

T
2d)(y

T
1)t(y  (8.19) 

( )∫ ∑ τ







ωωτ+ωωτ+τ=

∞

=

T

0
1k

dtkcoskcostksinksin21)(y
T
1)t(y (8.20) 
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∫ ∑
∞

= −−− +

−+=
T

k tkjtjk

d

ee

tky
T

ty
0

1 )]([)(

][

2

)(cos21)(1)( ττωτ
τωτω



(8.21) 

∫ ∑∑ τ







++τ=

∞

=

τ−ω−
∞

=

τ−ω
T

0
1k

)t(jk

1k

)t(jk dee1)(y
T
1)t(y (8.22) 

∑ ∫∫ ∑
∞

∞−

ω

ωΦ

ωτ−
∞

∞−

τ−ω ⋅





 ττ=ττ= tjk

)jk(k

T

0

jjkT

0

)t(jk ede)(y
T
1de)(y

T
1)t(y

  

(8.23) 

∑
∞

−∞=

ω⋅Φ=
k

tjk
k e2)t(y , unde ∫ ττ=⋅ωΦ=Φ ωτ−ϕ− T

0

jkkj
kk de)(y

T
1e)jk(       (8.24) 

Funcţia kΦ  este o  funcţie de variabilă complexă cu  modulul 
dependent de frecvenţă denumit amplitudine spectrală dar funcţia Φk are şi 
argumentul dependent de frecvenţă. 

Reprezentarea funcţie de frecventa Φk=Φk(kω) a modulului conduce 
la definirea spectrului de frecvenţă al amplitudinilor (spectrul discret) iar 
reprezentarea argumentului ϕk=ϕk(kω) conduce la  spectrul de frecvenţă al 
fazelor iniţiale 

Fig. 8.8 
Concluzie: 
Orice semnal periodic este o  sumă  de semnale complexe 

(combinaţie liniară). Astfel funcţia x(t)=Xmcosωt  pr ovine din ( )*xx
2
1)t(x +=

cu: 
)sin(cos tjtxexx m

tj
m ωωω +== (8.25) 

)sin(cos* tjtxexx m
tj

m ωωω −== − (8.26) 

307



Adrian A. Adăscăliţei: Teoria Circuitelor Electrice 

8.3. Exemple de semnale periodice particulare 

a) Semnale pare satisfac ecuaţia y(t)=y(-t)=y(T-t)

Fig. 8.9 
Seria Fourier devine:   

∑∑
∞

=

∞

=

ω+ω+=
1k

k
1k

k0 tkcosC2tksinB2A)t(y (8.27) 

∑∑
∞

=

∞

=

−ω+−ω+=−
1k

k
1k

k0 )t(kcosC2)t(ksinB2A)t(y  iar prin impunerea condiţiei 

de funcţie pară: 

∑∑∑∑
∞

=

∞

=

∞

=

∞

=

ω+ω−=ω+ω+
1k

k
1k

k0
1k

k
1k

k0 tkcosC2tksinB2AtkcosC2tksinB2A   (8.28) 

rezultă:   Bk=0 
Dezvoltarea în serie a funcţiei pare este: ∑

∞

=

ω+=
1k

k0 tkcosC2A)t(y , 

unde: ∫=
T

dy
T

A
00 )(1 ττ ; ∫=

T

k dky
T

C
0

cos)(22 τωττ , s au: 

∑
∞

⋅Φ=
0

)( tjk
k ety ω cu:

∫∫ τωτ−ωττ=ττ=Φ
=

ωτ− T

0 0

T

0

jk
k d)ksinjk)(cos(y

T
1de)(y

T
1 având numai parte reală 

(vezi reprezentarea complexă a mărimilor sinusoidale trecute din cosinus). 
∑
∞

=

γ+ω+=
1n

nn0 )tnsin(A2A)t(y   

∑
∞

=

γ+ω+=
1k

k2k20 )tk2sin(A2A)t(y (8.29) 

b) Semnalele impare satisfac relaţia y(t) = -y(-t) = -y(T-t)

fiind pară n=2k. 
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Fig. 8.10 
Impunând condiţia de semnal impar y(t)= -y(-t) ⇒ rezultă: 



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
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
−+−+−=

=++

∑∑
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0

)(cos2)(sin2

cos2sin2

k
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k
k

k
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k
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tkCtkBA
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ωω
 (8.30) 

∑
∞

=

ω=
1k

k tkcosB2)t(y

cu: ∫=
T

k dky
T

B
0

sin)(22 τωττ     sau seria complexă: ∑
∞

∞−

ω⋅Φ= tjk
k e)t(y

unde: ∫∫ −==Φ
=

− TT jk
k dkjky

T
dey

T 0 00
)sincos)((1)(1 τωτωττττ ωτ , dar:

∑
∞

=

++=
1

0 )sin(2)(
n

nn tnAAty γω  , n=2k+1 (8.31) 

∑
∞

=
++ +++=⇒

1
12120 ))12sin((2)(

k
kk tkAAty γω (8.32) 

8.4. Valori caracteristice ale semnalelor periodice nesinusoidale 
a) Valoarea efectivă. Fi e ∑

∞

=

γ+ω+=
1k

kk01 )tksin(A2A)t(y . C onform 

definiţiei valoarea efectivă Y a unui semnal y(t) este: 

∫=
T

0

2 dt)t(y
T
1Y (8.33) 
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)sin(2)sin(22
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

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
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)(sin211
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dttkA
T

A

tqtpAA
T

dttkA
T

dtA
T

dty
T



  

  

γω

γωγω

γω

       (8.36) 

Introducând simbolul 




≠
=

=δ
qp,0
qp,1

pq  şi deoarece: 

)cos(
2
1)sin()sin(

0 qppq

T

qp dttqtp γγδγωγω −=++∫             (8.37) 

rezultă: 

∑∑∫
∞

=

∞

=

=+==
0

2

1

22
00

21
k

k
k

k

T
AAAdty

T
Y (8.38) 

22
1

2
0

22
3

2
2

2
1

2
0 ....... dn AAAAAAAAY ++=++++= (8.39) 

unde:  
- 22

3
2
2 ....... nd AAAY ++=   se numeşte  reziduul deformant. 
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Definim în regim sinusoidal şi nesinusoidal următorii factori: 

Regim sinusoidal Regim nesinusoidal 
- de amplitudine (v ârf) 

2
efectiva

max
Y

YK max
v ===

2
0

2

max
v

YY

YK
−

=

- de formă 
22Y

YK
2Tmed

f
π

==

∫
=

2T

0

f

dt)t(y
T
2

YK

Pentru regimul nesinusoidal se defineşte 

)1,0(
2

0
2

1

2

2

2

∈
−

==

∑

∑
∞

=

∞

=

YY
Y

Y

Y
K d

k
k

k
k

d  şi se numeşte factor de distorsiune. 

8.5. Puteri ale circuitelor  liniare în regim 
permanent nesinusoidal 

Dacă unui dipol i se aplică o tensiune nesinusoidală şi un curent 
nesinusoidal rezultă că absoarbe o putere instantanee egală cu produsul 
u⋅i=p. 

Dacă ∑
∞

=

γ+ω+=
1k

ukk0 )tksin(U2U)t(u  iar  ∑
∞

=

γ+ω+=
1k

ikk0 )tksin(I2I)t(i

expresia puterii instantanee va fi: 

∑∑

∑∑

= =

∞

=

∞

=

+++

+++++=⋅=

1 1

1
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1
000
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p q
qipuqp

k
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k
ikk

)tqsin()tpsin(IU

)tksin(UI)tksin(IUIUiup

γωγω

γωγω

(8.40) 
a) Puterea activă reprezintă valoarea medie a puterii conform

relaţiei  
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egralaintexistaqp
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(8.41) 

Rezultă astfel : ∑
∞

=

+=
1

00
k

kkk cosIUIUP ϕ  sau 

nnnkkk cosIU...cosIU...cosIUcosIUIUP ϕϕϕϕ ++++++= 22211100 (8.42) 
în care ϕ k este defazajul dintre armonicile de tensiune şi curent. 

b) Puterea reactivă (prin simetrie) Q este egală cu suma puterilor
reactive ale armonicilor. 

∑
∞

=

=
1k

kkk sinIUQ ϕ  - suma puterilor reactive corespunzătoare 

tuturor armonicilor 
c) Puterea aparentă S se defineşte  prin produsul valorilor efective

ale tensiunii U şi curentului I 
IUS ⋅=  - produs va lori e fective c u 22

1
2
0 dUUUU ++= ,  
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2
0 dIIII ++=

∑∑
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=

∞

=

=
0k

2
k

0k

2
k IUS In regim nesinusoidal pătratul puterii 

aparente nu este egal cu suma pătratelor puterilor activă şi reactivă ci 
.........22

1
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1
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2
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2
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2
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2
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2
0

222 ++++++=⋅= dd IUIUIUIUIUIUIUS  (8.43) 
2222 DQPS ++=⇒  unde

( )∑∑
∞

=

∞

=

−−+=
0 0

2222 )cos(2
2
1

p q
qpqpqppqqp IIUUIUIUD ϕϕ      (8.44) 

cu: ipupp γγϕ −= , iquqq γγϕ −= . 
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Fig. 8.11 

ξ=∠(S1 şi S);    ϕ=∠(S1 şi P) (8.45) 

S
S

S
P 1

1

cos,cos == ξϕ (8.46) 

Factorul de putere în regim nesinusoidal se defineşte la fel ca în 
regim sinusoidal ξϕ=⋅=⋅=

++
== coscos

S
S

S
P

S
S

S
P

DQP

P
S
PK 1

11

1

222
 ;    K =cosϕcosξ 

< cosϕ =Kp. 

Deoarece ( )∑∑
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=

∞

=

ϕ−ϕ−+=
0p 0q

qpqpqp
2
p

2
q

2
q

2
p )cos(IIUU2IUIU

2
1D

şi în cazul rezonanţei pe toate armonicile ( )∑∑ −=⇒
p q

2
pqqp IUIU

2
1D

nu se anulează puterea deformantă. Pentru ca puterea deformantă D să fie 
nulă, trebuie ca .ct

I
U

I
U

q

q

p

p == . D eci  U pIq = U qIp şi ϕp = ϕq, condiţie ce 

implică rezonanţa pe toate armonicile cu amplitudini proporţionale.  

8.6.Elemente liniare de circuit în regim nesinusoidal 
1. Rezistorul. Se consideră un rezistor R la bornele căruia se aplică

tensiunea 

∑
∞

=

γ+ω+=
1k

ukk0 )tksin(U2U)t(u  având componenta continuă nenula 

si coeficientul de distorsiune ku 

Fig. 8.12 
Aplicând r elaţia Ohm se determină curentul si coeficientul de 

distorsiune al acestuia ki: 

∑∑
∞

=

∞

=

γ+ω+=γ+ω+==
1k

ikk0
1k

uk
k0 )tksin(I2I)tksin(

R
U2
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R
ui        (8.47) 
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0,
R
UI,

R
UI ikukk

k
k

0
0 =γ−γ=ϕ==⇒ (8.48) 

Concluzie: Rezistorul nu modifică forma curentului faţă de a 
tensiunii. 

Fig. 8.13 
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- puterea absorbită 2

0k

2
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1k
kkk00 RIIRcosIUIUP ==ϕ+= ∑∑

∞

=

∞

=

. 

2 Bobina ideală (faţă de componenta continuă U0 bobina ideală se 
comportă ca un scurtcircuit) 

Fig. 8.14 
Din ecuaţia 

dt
diLu L = , deci ∫= Lu

L
1i  se deduce intensitatea curentului 
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1i (8.50) 
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 (reduce gradul de deformare) 
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Bobina ideală reduce gradul de deformare al curentului faţă de cel al 
tensiunii. 

Fig. 8.15 
- puteri ale bobinei ideale 

 P=0 
22 DQS += (8.53) 

0I)Lk(sinIUQ
1k

2
k
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kkk >ω=ϕ= ∑∑

==

(8.54) 

3. Condensatorul ideal

Fig. 8.16 
Din ecuaţia ∑∑

=

∞

=

γ+ω=π+γ+ωω==
1k

ikk
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ukk )tksin(I2)2tksin(CUk2
dt
duCi

rezultă: 2,CUkI,0I ikukkkk0 π−=γ−γ=ϕω== . 

du
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2
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2
k
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2
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= (8.55) 

⇒∞→
∞→ kk

Ilim  Armonicile de curent contribuie la  m odificarea 

pronunţată a formei curentului faţă de a tensiunii. 

Fig. 8.17 
22 DQS += (8.56) 
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8.7. Analiza circuitelor în regim nesinusoidal 
În regim nesinusoidal curenţii Ik(t) şi tensiunile uk(t) fiind funcţii 

periodice de timp, admit dezvoltări în ser ie Fourier şi notând Ikn respectiv 
ukn armonicile de ordinul n ecuaţiile Kirchhoff se scriu astfel utilizând 
teorema superpoziţiei. 
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(8.58) 
Se consideră, spre exemplificare, următorul circuit a limentat c u 

u=80sinωt+60sin3ωt, f=50Hz. Dacă r=2Ω, mH20L
π

= , mF5C
π

=  să se 

determine valorile instantanee ale curenţilor, P, S, Q, şi D. 

Fig. 8.18 
Rezolvare: 
Aplicăm teorema superpoziţiei şi cele două teoreme Kirchhoff 

pentru rezolvare. 
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Fig. 8.19 
u=u1+u3=80sinωt+60sin3ωt (8.59) 

a) Pentru fundamentala u1=80sinωt,
4j3

1L e8,2j221020502j2LjrZ π− =+=⋅
π

⋅⋅π⋅+=ω+= (8.60) 

4j

3
1C e8,2j22

105502

1j2
C

1jrZ π−

−
=−=

⋅
π
⋅⋅π

−=
ω

−= (8.61) 

Curenţi prin bobină şi condensator sunt: 

4
4

1

1
1 8,22

80
8,2

2
80

π
π

j
j

L
L

e
eZ

UI −

⋅
=== (8.62) 

4
4

1

1
1 8,22

80
8,2

2
80

π
π

j
j

C
C

e
eZ

UI
⋅

=== − (8.63) 

Curentul total este dat de expresia: 

1eZ
UI =  cu 2

4
8,2

2222
8,28,2 244

11

11
1 ≅=

−++
⋅⋅⋅

=
+

=
−

jj
ee

ZZ
ZZZ

jj

CL

CL
e

ππ

     (8.64) 

00

2
40

22
80 jj eeI =
⋅

= (8.65) 

rezultând 








=
+=
−=

ti
ti
ti

C

L

ω
πω
πω

sin40
)4sin(3,28
)4sin(3,28

1

1

(8.66) 

b) Pentru armonica a treia:
j62L3jrZ 3L +=ω⋅+= (8.67) 

3
2j2

C3
1jrZ 3C −=
ω

−= (8.68) 

2
ZZ

ZZ
Z

3C3L

3C3L
e =

+
= (8.69) 
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71j

3L

3
3L e5,9

)j62(2
60

Z
U

I ⋅−⋅=
+

== (8.70) 

18

3

3
3 4,28

3
222

60 ⋅−⋅=






 −

== j

C
C e

jZ
UI (8.71) 

0

3 22
60 j

e

e
Z
UI

⋅
== (8.72) 

{ }2Im 3
33

tj
LL eIi ω⋅= (8.73) 

{ }2Im 3
33

tj
CC eIi ω⋅= (8.74) 

{ }2Im 3
3

tjeIi ω⋅= (8.75) 
Puterile sunt exprimate prin relaţiile: 

VA25003040
2

16080
2

1IUS 2222 =+⋅+=⋅= (8.76) 

W25000cos3060
2

110cos8040
2
1cosIUcosIUP 333111 =⋅+⋅=ϕ+ϕ=             (8.77) 

Q=0;  D=0 

8.8. Circuite liniare trifazate sub tensiuni simetrice nesinusoidale 
Un sistem de trei mărimi periodice y1,y2,y3 alcătuiesc un sistem 

trifazat simetric de succesiune directă, dacă mărimea y2 rezultă din mărimea 
y1 cu o întârziere de o treime de perioadă şi mărimea y3 rezultă din mărimea 
y1 cu o întârziere de două treimi de perioadă.  

Fig. 8.20 
Presupunând  sistemul  trifazat simetric de tensiuni nesinusoidale: 
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

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(8.78) 

Dezvoltările în serie Fourier ale mărimilor  y1, y2 şi y3 sunt: 

∑
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1

1 )sin(2)( nn tnYty γω (8.79) 
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 şi pun în evidenţă proprietăţile: 
1. pentru armonicile de ordin  n=3k

( )kkk tkYy 333,1 3sin2 γω += (8.82) 

)3sin(2
3

233sin2 33333,2 kkkkk tkYktkYy γωπγω +=





 ⋅−+=              (8.83) 

)3sin(2
3

433sin2 33333,3 kkkkk tkYktkYy γωπγω +=





 ⋅−+=              (8.84) 

mărimile sunt în fază şi alcătuiesc sisteme omopolare 

2. armonicile de ordin n=(3k+1)
( )131313,1 )13(sin2 +++ ++= kkk tkYy γω (8.85) 







 ⋅+−++= +++ 3

2)13()13(sin2 131313,2
πγω ktkYy kkk           (8.86) 







 +−++= +++ 3

4)13()13(sin2 131313,3
πγω ktkYy kkk            (8.87) 

alcătuiesc sistem de succesiune directă. 
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Fig. 8.21 
3. armonicile de ordin n=3k+2 printr-un calcul similar alcătuiesc un  sistem

de succesiune  inversă.
a) Conexiunea stea fără nul

Fig. 8.22 
Din relaţia i1+i2+i3=0, în care: 

( )∑
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++ ++=
1

23,113,13,11 kkk iiii ; ( )∑
∞

++ ++=
1

23,213,23,22 kkk iiii

( )∑
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++ ++=
1

2k3,31k3,3k3,33 iiii (8.88) 

rezultă: 
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∑
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0

23,323,223,1

0

13,313,213,1

0

3,33,23,1       
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kkk

directsimetricsistem

kkkkkk iiiiiiiii       (8.89) 

Prin urmare, curenţii de linie nu conţin armonicile multiplu de 3. În 
reţelele de frecvenţă industrială curenţii şi tensiunile conţin numai 
armonicile impare, valoarea efectivă a curentului de linie are expresia 

2
11

2
7

2
5

2
1l IIIII +++=  iar tensiunea de linie: 

∑∑ ++++ ++−++=−= 2k3,20f1k3,20fk3,20f2k3,10f1k3,10fk3,10f201012 UUUUUUUUU

∑∑∑ ++
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=

−+

∑ +

−+−= )UU()

UU(

UU()UU(U 2k3,20f2k3,10f
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0

k3,20fk3,10f12     

          (8.90) 

Tensiunile de linie nu conţin armonici multiplu de 3. Valorile 
efective ale tensiunilor de fază respectiv de linie sunt:  ...UUUU 2

5
2
3

2
1f +++= ;   

...UUU 2
5l

2
1ll ++=
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b) Conexiunea stea cu nul
Din relaţia i1+i2+i3=iN, rezultă curentul prin conductorul de nul: 

∑∑ =++ k3k3,3k3,2k3,1 i3)iii( (8.91) 
Prin u rmare, conductorul de nul este pa rcurs de  un c urent c are 

conţine numai armonici multiplu de 3. 

c) Conexiunea triunghi
Tensiunea în lungul laturilor triunghiului este egală cu suma 

tensiunilor la bornele laturilor triunghiului rezultând ∑= k3p U3U  - tensiunea 
interiorul triunghiului conţine numai  armonici de ordin 3k. Această 
tensiune stabileşte un curent de circulaţie care va conţine numai armonici 
multiplu de 3. Căderile de tensiune în fiecare din laturile triunghiului fiind 
egale cu suma armonicilor multiplu de 3, tensiunile la bornele laturilor  n u 
vor conţine armonicile multiplu de 3. Înfăşurările alternatoarelor trifazate se 
conectează în stea, evitându-se conexiunea triunghi din cauza curentului de 
circulaţie ce poate încălzi înfăşurările chiar la o funcţionare în gol a 
alternatorului. Curentul de linie egal cu diferenţa a doi curenţi din laturile 
triunghiului nu conţine armonici multiplu de 3.  
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CAPITOLUL 9. REGIMUL TRANZITORIU 
AL CIRCUITELOR ELECTRICE LINIARE 

Numim regim tranzitoriu trecerea unui sistem de la o stare stabilă la 
o altă stare stabilă. Cele două stări stabile se mai numesc şi regimuri
permanente. 

Analiza circuitelor electrice in regim tranzitoriu este posibilă: 
- în domeniul timp (reprezentare directă a mărimii funcţie de timp) prin 
următoarele metode: 

a) metoda directă
b) a variabilelor de stare
c) metoda răspunsului tranzitoriu la excitaţie treaptă

- în domeniul frecvenţă (utilizează reprezentări simbolice ale funcţiilor) prin 
următoarele metodele: 

a) aplicarea transformatei Fourier(metoda spectrală)
b) aplicarea transformatei Laplace (metoda operaţională)

9.1 Teoremele comutaţiei 
În circuitele ce conţin bobine şi condensatoare trecerea d e l a u n 

regim p ermanent l a u n al t r egim  n u ar e l oc i nstantaneu d eoarece,  î n 
regimuri diferite energia înmagazinată în câmpul electromagnetic al 
circuitului are valori diferite. Orice variaţie a energiei într-un i nterval 

presupune o variaţie a puterii sursei conform relaţiei 
t

Wp em
tS ∆

∆
=

→∆ 0
lim  . Dacă 

trecerea de la o stare la alta stare are loc instantaneu (∆t =0) puterea sursei 
ar fi infinită ceea ce nu este posibil practic şi fizic. 

9.1.1 Teorema I a comutaţiei 
Să considerăm o bobină căreia i se aplică o tensiune. Din legea 

inducţiei electromagnetice se deduce  tensiunea la bornele bobinei ideale în 
baza căreia se calculează fluxul magnetic 

∫∫∫∫ +Φ=+==⇒=
∞−∞−

ttt

L dttudttudttudtu
dt
du

00

0
)()0()()(ϕϕ ,          (9.1) 

Deoarece tensiunea u(t) este integrabilă  rezultă ca  fluxul este o  
funcţie continuă  şi în momentul iniţial  t=0-=0+ fluxul este  Φ(0-)=Φ(0+) 

Analizând invers dacă fluxul Φ ar fi discontinuu atunci tensiunea la 
bornele bobinei tinde la infinit  (nu este posibil fizic). 

Concluzii: 
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1° Fluxul magnetic nu poate trece brusc de la o valoare finită la altă 
valoare finită 

2° În circuitele liniare relaţia de dependenţa flux –curent este Φ=Li 
si-n consecinţa curentul într-o bobină liniară nu variază în salt. 

 
9.1.2  A II-a teoremă a comutaţiei 
Energia electrică înmagazinată într-un co ndensator est e d ata d e 

relaţia  

C
qCUWe

2
2

2
1

2
1

==                                                                        (9.2) 

Variaţia acestei energii reprezintă puterea instantanee la bornele 
condensatorului. Curentul prin condensator este d efinit de relaţia 

dt
dqi = . 

Dacă sarcina q ar varia în sal t cu rentul p rin co ndensator ar  av ea  v aloare 
infinită, ceea ce nu este posibil fizic. 

Concluzii: 
1° Sarcina ∫+=

t
dti)(qq

0
0  este o funcţie continuă si  nu variază în 

salt. 
2° Pentru c ircuitele liniare, dependenţa sarcină - tensiune este dată 

de relaţia q=Cu şi, în consecinţă, tensiunea pe un condensator nu variază în 
salt (tensiunea este funcţie continuă).  

 
9.2. Metode de analiză în domeniul timp a circuitelor electrice 

Pentru an aliza î n d omeniul timp a le c ircuitelor e lectrice în  re gim 
tranzitoriu se aplică: 

1- metoda directă pentru circuitele de ordinul I şi II 
2- metoda variabilelor de stare pentru circuite de ordin mai mare sau 

egal cu II 
 
9.2.1 Metoda directă de analiză a circuitelor de ordinul I 
Dacă circuitul electric supus analizei conţine un singur element 

conservativ (reactiv) ecuaţia caracteristică ce descrie din punct de vedere 
matematic comportarea circuitului este o ecuaţie diferenţială de ordinul I.  

Circuitele d e o rdinul I p ot fi R -C, R -L ser ie sau  p aralel. A ceste 
circuite pot fi sub excitaţie proprie sau improprie. Răspunsul sistemului sub 
excitaţie proprie poartă numele de răspuns natural.  

Circuitul este sub excitaţie proprie dacă din ecuaţia diferenţială de 
ordinul I  pe  c are o satisface răspunsul, impunând condiţiile de regim 
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permanent, acesta (răspunsul) se poate determina direct din excitaţie. În 
continuare sunt p rezentate ta belat c ircuitele d e o rdinul I în  re gim d e 
excitaţie proprie: 
 
Tabel 9.1. Circuite R – C 

 

 

Aplicând teorema 
de t ransformare a 
surselor  d e 
tensiune în surse de 
curent faţă de 
bornele 
condensatorului 

 

 







=

+=

dt
duCi

uu)t(e

C

CR

 

C
C u

dt
duRC)t(e +=  

 
CRg iii += ; 

R
eig =  

R
ui C

R = ; 
dt

duC
R
ui CC

g +=  

dt
duRCuRi C

Cg +=  

 
Tabel 9.2. Circuite R – L 

 

 

 
Aplicând t eorema d e 
transformare a surselor  d e 
tensiune î n su rse d e curent 
faţă de bornele  bobinei 

 

 

LRg iii +=  

dt
diLRiuu L

RRL ===  

dt
di

R
Li L

R =⇒  

dt
di

R
Lii L

Lg +=  

  
Rie g ⋅=  

dt
diLRiRi L

Lg +=  

dt
di

R
Li

R
e L

L +=  
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Ecuaţiile de tipul )t(x)t(y
dt
dy

=+τ  sunt ecuaţii de ordinul I în 

regim de  excitaţie proprie. Dacă se anulează variaţia în timp 0=
dt
d  se 

obţine regimul pe rmanent iar răspunsul are aceeaşi formă de variaţie  cu 
excitaţia  y(t)=x(t). Răspunsul y(t), egal cu excitaţia x(t), este răspunsul 
natural pentru circuitele în regim de excitaţie proprie. 

Să analizăm răspunsul natural pentru circuitul R C c unoscând 
încărcarea continuă a condensatorul cu tensiunea uC de la zero la tensiunea 
E (f ig.9.1). Presupunând condensatorul încărcat cu tensiunea E în caz de 
scurcircuitare a circuitului RC se obţine ecuaţia ce descrie descărcarea unui 
condensator în condiţii iniţiale nenule (UC(0)=E) U R+UC=0, r elaţie 
echivalentă cu Ri+uc=0. Curentul de descărcare înlocuit în ecuaţia 
prezentată conduce la ecuaţia diferenţială de ordinul  I:  

 

0=+ C
C U

dt
dURC                                          (9.3) 

 

 

 

 

Fig.9.1 Fig.9.2 
 

Ecuaţia caracteristică a diferenţialei de ordin I este RCp+1=0  iar  
soluţia are forma: τtpt

C AeAeU −==  - cu A constantă ce se determină din 
condiţiile iniţiale si anume la  t=0, tensiunea ce încarcă condensatorul este  
UC=UC0=E=A. A ceastă constantă înlocuită în ecuaţia tensiunii ce descrie 
descărcarea condensatorului conduce la τ−= t

C EeU , relaţie ce descrie evoluţia 
tensiunii pe condensator la descărcare. 

La încărcarea condensatorului în condiţii iniţiale nule UC(0)=0 

ecuaţia în tensiune a circuitului este neomogenă: EU
dt

dURC C
C =+   şi 

admite soluţii de forma: fCCC UUU += 0  unde U c0 – reprezintă soluţia 
ecuaţiei omogene iar Ucf   - soluţia impusă de excitaţie. În  regim permanent 
pentru circuitul analizat (excitaţie în  c .c.) U Cf=E iar soluţia ecuaţiei 
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omogene a re f orma τtpt
C AeAeU −== . Astfel se obţine EAeU t

C += − τ . 
Constanta de integrare din relaţia prezentată se determină din impunerea 
condiţiilor iniţiale şi anume: 

- la t=0, tensiunea ce încarcă condensatorul este nulă UC=0  
rezultând astfel constanta de integrare A=-E. Se determină astfel evoluţia în 
timp a tensiunii de încărcare a condensatorului )1( τt

C eEU −−=  cu 
reprezentarea grafică din fig.9.3: 

Fig. 9.3 
Metoda clasică de rezolvare a acestor ecuaţii constă în rezolvarea 

ecuaţia omogene. Soluţia găsită dă un proces liber de anulare (stingere) 
denumită soluţie de regim liber yl0(t). La soluţia generală a ecuaţiei 
omogene se adaugă o soluţie particulară a ecuaţiei neomogene. Aşa se 
obţine soluţia generală a ecuaţiei neomogene, din care, cu o alegere 
adecvată a constantei se obţine soluţia corespunzătoare condiţiilor iniţiale 
date. Dacă este vorba de circuite cu excitaţie constantă sau excitaţie 
sinusoidală, se obţine imediat soluţia particulară. Soluţia generală se 
exprimă deci:  

y(t)=yl0(t) +yf(t) (9.4) 
Observaţie: 
1° Soluţia ecuaţiei omogene este datorată energiei înmagazinate în 

elementul reactiv. Întotdeauna   0)(lim 0 =
→∞

tylt
, cu yl0 – soluţie de regim liber 

(a ecuaţiei omogene) 

9.2.1.1 Soluţia generală a  ecuaţiilor diferenţiale de ordinul I 

1. Ecuaţiile de ordinul I omogene 0=+ l
l y

dt
dyτ  admit soluţii de 

forma: ptAey = . Soluţia este denumită componentă de regim liber. Această 
soluţie înlocuită în ecuaţia diferenţială  conduce la următoarea formă: 

0AepAe ptpt =+τ  sau ( ) 01 =+ ptAepτ .
Deoarece 0Aept ≠  (fiind soluţie), atunci relaţia τp+1=0, se numeşte 

ecuaţia caracteristică a ecuaţiei diferenţiale de ordinul I. 
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Impunând condiţiile iniţiale la t=0, y(t) = y(0), rezultă evoluţia în 
timp a  c omponentei de  r egim l iber τt

l eyy −⋅= )0(   redată în graficul din 
fig.9.4. 

Fig. 9.4 
2. Constanta de timp τ reprezintă timpul după care răspunsul îşi

atinge valoarea de regim permanent dacă ar avea aceeaşi viteză de variaţie 
cu cea din momentul iniţial. Ea reprezintă timpul ideal de atingere a 
răspunsului permanent dacă răspunsul ar avea aceeaşi viteză de variaţie cu 
cea din momentul iniţial.(răspuns ideal) 

Răspunsul circuitului în momentul  t=τ  este: 

)0(37,0
7,2
)0()0()0()( 1 yy

e
yeyy ===⋅= −τ  (9.5) 

ceea ce conduce la următoarea observaţie  că după t=τ semnalul răspuns are 
amplitudinea redusă de e ori. 

De foarte multe ori dorim să estimăm care este timpul tε după care 
răspunsul y(t) are valoarea ε din valoarea iniţială y(0). În această situaţiei: 
y(t)=εy(0), da r τε−⋅= te)0(y)t(y  rezultând 

)0(y
)t(ylnte

)0(y
)t(y t τ−=⇒=⇒ ε

τε−   sau  

ετ−=ε lnt  cu 
)0(y
)t(y

=ε  ce are valoarea  cuprinsă între 0 şi 1 ( 0<ε<1). 

3. Dacă în domeniul timp soluţia este τ−⋅= te)0(y)t(y , în planul ecuaţiei
caracteristice  

τ
−=

1p  ( planul p) soluţiei îi   corespunde un punct pe axa 

reală  cu valoarea p=σ. Întrucât în  planul ecuaţiei caracteristice 

τ
−=ω+σ=

1jp   deducem atenuarea: 

tjtptt eeee
y

ty ωστ ⋅=== ⋅−

)0(
)( rezultând: 

)0(
)(

y
tye t =σ  respectiv

)0(
)(ln1

y
ty

t
=σ

4. Soluţia  ecuaţiei diferenţiale neomogene de ordin I se obţine
astfel: multiplicăm ecuaţia diferenţială cu (1/τ) et/τ  
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τ

τ
τ tetxy

dt
dy 1)(=+  (9.6) 

rezultând: 
τττ

ττ
ttt etxyee

dt
dy )(11

=+  sau  (9.7) 

[ ] τττ

τ
ttt eye

dt
dyye

dt
d

⋅⋅+=
1

 (9.8) 

atunci: 

[ ] ττ

τ
tt etxye

dt
d

⋅⋅= )(1
 (9.9) 

Integrând în raport cu ξ de la zero la t rezultă: 

[ ] ∫∫ =
tt

dexdey
d
d

00
)(1)( ξξ

τ
ξξ

ξ
τξτξ   (9.10) 

  


f

tt

l

t

y

dexe
y
eyty ∫−− +=⇒

0
)(1)0()( ξξ

τ
τξττ

 (9.11) 

Soluţia ecuaţiei neomogene este  y=yl+yf, unde: 
yl – componenta liberă impusă de condiţiile iniţiale denumita si 

răspuns natural impus numai de stările iniţiale 
yf – componenta forţată impusă de excitaţie 

          9.2.1.2 Particularizarea soluţiei generale pentru circuitele electrice 
excitate în cc şi ca  

1. Circuitul de ordinul I excitat în curent continuu x(t)=X(t)=XS=ct
admite următoarea soluţie: 






 ⋅⋅+= −− ttt eXeeyty

0

1)0()( τξττ τ
τ

 (9.12) 

τ
ττ

τ

τ
τττ

t
ttt eXeeXeyty

−
−− ⋅⋅

−⋅+=
1)0()(  (9.13) 

( )  
initialaexcitatie

t

permanent
raspunsinitialastare

ttt XeXeyeXeyty ττττ −−−− −+=−+= )0(1)0()(
 (9.14) 

Impunerea condiţiei de regim permanent conduce la X)(yt =∞∞=

( )
  
permanentregimsolutie

f

utranzitoriregimsolutie

t
f )(ye)0(y)0(y)t(y ∞+−= τ−

 (9.15) 
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2 Circuitul de ordinul I excitat în  c.a  x(t)=Xmcosωt a dmite 
următoarea soluţie: 

  

1

t

0

t
mt

0 m
t

f

I

dcoseeXdetcosXe1y ∫∫ ξωξ
τ

=ξ⋅ω
τ

= τξ
τ−

τξτ−

 

                                    (9.16)

 

Rezolvând prin părţi integrala I1 în baza notaţiilor următoare :

 

ωξ
ω

ξ
τ

ξωξ

τξ

τξ

sin1

1

cos =

=

=
=

v

dedu

ddv
eu                                              (9.17) 

rezultă:      ∫−=
t

t

dsineesinI
0

0
1

11 ξωξ
τω

ωξ
ω

τξτξ .                                 (9.18) 

Notând: 

  
1

0
0

02
11

I

dcosecosedsineI
t

t
t

∫∫ +−== ξωξ
ωτ

ωξ
ω

ξωξ τξτξτξ , şi în baza 

aceloraşi notaţii aplicând integrarea prin părţi rezultă: 

ωξ
ω

ξ
τ

ξωξ

τξ

τξ

cos1

1

sin −=

=

=
=

v

dedu

ddv
eu                                      (9.20) 

122
0

21
1cos1 IeAI

t

τω
ωξ

τω
τξ −+=                                       (9.21) 

tt

eeI
0

2
0

221 cos1sin111 ωξ
τω

ωξ
ωτω

τξτξ +=





 +                    (9.22) 

τω
ω

τω
ω

ωτω
τω ττ

2222

22

1
1cos1sin11

−+=






 + teteI tt                 (9.23) 

Atunci soluţia forţată de excitaţie a ecuaţiei este: 









−+⋅

+
⋅=

−

τω
ω

ω
ω

τωτω
τω

τ

τττ

2222

22 1sincos
1

teteeXy
ttt

m
f        (9.24) 

[ ]τωωτω
τω

tm
f ettXy −−+

+
= sincos

1 22                                      (9.25) 
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Utilizând identitatea trigonometrică 
( ) [ ])arctgtcos(tsintcos ωτωωτωωτω −+=+ 21   înlocuită in soluţia 

forţată de excitaţie conduce la: 
 

  

)arctgcos(X)(y

eX

)(y

)arctgtcos(Xy

m
f

tm

f

m
f

ωτ
ωτ

ωτ
ωτω

τω
τ

22

2222

1
0

11

+
=

+
−

∞

−
+

=⇒ −  

(9.26) 
În baza notaţiilor de mai sus se poate defini soluţia completă de 

regim tranzitoriu sub forma:  

  

permanentregimul
deimpusasolutia

f

utranzitoriregimdesolutia

t
ft yeyyy )())0()0(( ∞+−= − τ                                          (9.27) 

 
9.2.1.3  Determinarea soluţiei generale a regimului tranzitoriu  

în circuitele de ordinul I ce conţin surse independente 
Exemplul 1  
Să considerăm spre exemplificare un circuit RC ce prezintă condiţii 

iniţiale Uc(0)=5V, circuit cuplat la t=0 la o sursă de curent continuu de  
valoare  E=10V. Urmărim să determinăm tensiunea la bornele 
condensatorului.  
Rezolvare: Ecuaţia circuitului rezultă din aplicarea teoremei II Kirchhoff 
astfel: 

e(t)=E ⇒ UR+UC=E, dar 
dt

dU
Ci C=                                           (9.28) 

EU
dt

dURC C
C =+ . Soluţia conform celor prezentate anterior 

este: 
UC=UCt+UCp  cu  τ−= t

Ct AeU                                                              (9.29) 
UCp – impusă de excitaţie având valoarea  UCp=E. Rezultă astfel:  

EAe)t(U t
C += τ−                                                   (9.30) 

Impunând condiţiile iniţiale şi anume la  t=0, UC(t)=UC(0)=A+E ⇒ 
A=UC(0)-E  se obţine evoluţia în timp a tensiunii la bornele 
condensatorului. 

[ ] EeEUtU t
CC +⋅−= − τ)0()(                                             (9.31) 
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Fig. 9.5 

Exemplul 2  
Circuitul RC excitat în ca cu e(t)=10⋅cos2π103t, ω=103   c onduce la 

următoarea ecuaţie diferenţială tcosEU
dt

dU
mC

C ω=+τ . Soluţia acestei ecuaţii  

este d e f orma U C=UCt+UCp cu τt
Ct AeU −=  iar U Cp – soluţie a ecuaţiei în 

regim permanent sinusoidal. Deducem soluţia ecuaţiei diferenţiale în regim 
permanent sinusoidal prin reprezentarea în complex a aceleiaşi  ecuaţii 

obţinând 0

2
jm

CC eEUURCj =+ω .  

Rezolvarea în complex conduce la:   

















+
⋅=⇒

+
⋅=

Cj
R

R
EU

RCj
EU m

C
m

C

ωω 1
11

21
1

2
,                         (9.32) 

relaţie echivalentă cu 
RCarctgj

m
C

eRC
EU

ωω ⋅⋅+
⋅=

22 )(1
1

2
 sau restrânsă sub 

forma: 
RCarctgjm

C eEU ω

τω
⋅−⋅

+
⋅=

221
1

2
                                         (9.33) 

Trecând din planul complex în domeniul timp soluţia este: 

{ } ( )ωτω
τω

ω arctgtEUetU m
C

tj
Cp −

+
=⋅= cos

1
2Re)(

22
      (9.34) 

 Soluţia generală a ecuaţiei neomogene este: 

( )ωτω
τω

τ arctgtEAetU mt
C −

+
+= − cos

1
)(

22
                          (9.35) 

Impunând condiţiile iniţiale şi anume la t=0, UC(t)=UC(0)=5V 
rezultă valoarea constantei de integrare A: 
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( )ωτ
τω

arctgEAU m
C cos

1
)0(

22+
+= ,   

( )
  



)0(

cos
1)0(

)0(
22

f

m
C

y

arctgE

y
UA ωτ

τω+
−=

  

(9.36) 

( ) ( )̀cos
1

cos
1

)0()(
2222

ωτω
τω

ωτ
τω

τ arctgtEearctgEUtU mtm
CC −

+
+⋅









+
−= −

 (9.37) 
Aplicaţii tipice ale circuitelor de ordinul 1 
1. Circuit integrator RC 

 
Fig. 9.6 

Considerând tensiunea pe condensator  U C=Uo – tensiune de ieşire, 
forma de variaţie în timp a acesteia este redată în figura 9.7. 

 
Fig. 9.7 

2. Circuit derivator RC 

 
Fig. 9.8 

Considerând t ensiunea p e r ezistor 
dt

dURCRiU R ==  tensiune de  

ieşire, forma de variaţie în timp a acesteia este redată în figura 9.8. 
Generalizarea constantei de timp pentru orice reţea de ordinul 1 

          Constanta de timp pentru reţele RC este τ=RC respectiv τ=L/R 
pentru orice reţea RL 
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9.2.1.4  Determinarea soluţiei generale a regimului tranzitoriu în 
circuitele de ordinul I ce conţin surse dependente 

Exemplul 1  
Circuitul d in f igura 9.9 f uncţionează cu întrerupătorul k închis. La 

momentul t=0 se deschide. Să se traseze variaţia tensiunii v(t) de pe 
rezistenta  de 1KΩ. 

a) În regim permanent (înainte de descărcare) stabilim tensiunea 
UC(0) ce încarcă  condensatorul. 

Rezolvare:  
Potenţialul V1 este impus de sursa rezultând mA5,0

10
5

10
vi 1

x === . 

Aplicând T2K pe ochiul 2 obţinem: 
0i41v x2 =⋅⋅+ ,   05,041v2 =⋅⋅+  V2v2 −=⇒                                          (9.38) 

uc(0)=v1-v2=5-(-2V)=7V                                                                (9.39) 
b) În regim tranzitoriu, la deschiderea întrerupătorului k, circuitul 

echivalent este:  

 
Fig.9.9. 

Tensiunea la bornele condensatorului este: 

∫∫∫ +==
∞−∞−

t

c

t

C idt
c

)(u

idt
c

idt
c

u
0

0 1

0

11



                                                                (9.40) 

căreia îi corespunde ecuaţia Joubert  ∫=+−
t

cc idt
c

u)(u
0

10 .  

Urmărim în continuare să asociem faţă de bornele condensatorului 
încărcat cu tensiunea Uc0 o rezistenţă echivalentă a circuitului (fig. 9.10). 

 
 Fig. 9.10 

În această situaţie putem exprima comod curentul de descărcare al 
condensatorului conform relaţiilor: uc(0)=uc+uReg, 

dt
duCRu c

eggRe ⋅= . Rezultă: 
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dt
duCRu)0(u c

egcc ⋅+=                                                          (9.41) 

Soluţia acestei ecuaţii este  uc(t)=uc0+ucp cu 

τ
τ t

cc
ccp

t

c eu)t(u
)(uu

Aeu −
−

=






=
=

0
0

0
                                                         (9.42) 

Impunerea condiţiilor la limită (regim permanent) t=∞,  c onduc l a 
uc=0, u cp=0. Curentul de descărcare este dat de relaţia 









−⋅⋅==

−
τ

τ

t

c
C euC

dt
duCi 1

0  .  Înlocuirea constantei de timp a circuitului în 

soluţia de mai sus conduce la următoarea relaţie a curentului de descărcare 
τ

t

eg

c e
R
ui

−
−= 0 . 

În prezentarea anterioară avem de rezolvat problema determinării 
rezistentei echivalente asociate circuitului. P entru d eterminarea acest eia 
avem posibilitatea alimentării circuitului de la o sursă independentă 
exterioară, în absenţa laturii condensatorului încărcat, caz în care rezistenţa 
echivalentă este:  

uiuii
iiiii

uii
;

i
uR xxx

xxx

x
eg =⇒=+⇒





=⇒−+=
=+

= 15510
540

10

11

1   (9.43) 

Ω===⇒= ku
u

i
uRui
x

egx 15

15
15

                                                            (9.44) 

În baza acestei rezolvării curentul de descărcare al condensatorului 
respectiv t ensiunea l a b ornele r ezistorului d e 1 kΩ  devin 

Veei)t(v;ei
tt

x

t
τττ

−−−
−=

⋅
−==⋅

−
=

3
7

15
575

15
7  

Valoarea înainte de comutare a tensiunii pe rezistorul de 1kΩ rezultă 
din aplicarea teoremei II Kirchhoff    v+4ix⋅1=0 ⇒ V2

10
201

10
54v −=−=⋅⋅−= . 

 
9.2.2 Metoda variabilelor de stare 
9.2.2.1 Ecuaţiile de stare 
Metoda variabilelor de stare este o metodă de calcul avantajoasă atât 

pentru circuitele liniare, cât şi pentru cele neliniare. Metoda constă în 
introducerea v ariabilelor d e s tare - tensiunile condensatoarelor şi curenţii 
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bobinelor (mărimile ce nu variază în salt) - pe baza unui sistem de ecuaţii 
diferenţiale de ordinul I pentru care se exprimă soluţia cu ajutorul funcţiilor 
de matrice. Avantajele principale ale metodei consistă în faptul că metoda ia 
în considerare simplu condiţiile iniţiale, se programează uşor pe 
calculatoarele numerice şi poate fi generalizată pentru orice circuite. 

Ca exemplu se consideră un circuit oscilant serie fără pierderi, 

circuit căruia îi corespund ecuaţiile: 
dt

duC c =il ;  
dt
diL l =-Ril-uc+e. 

În notaţie matriceală ecuaţiile se scriu: 

e
Li

u

L
R

L

C
i
u

dt
d

L

c

l

c ⋅











+








⋅
















−−
=








⋅− 1

0

1

10
                                         (9.45) 

Această expresie este un caz particular al ecuaţiei diferenţiale 

matriceale bxAy
dt
dy

+= , în care y este vectorul de stare care descrie starea 

electrică a circuitului în spaţiul stărilor.  
Matricele coeficienţilor A,b se numesc matricea de tranziţie a 

sistemului şi respectiv matricea asociată vectorului de intrare x. Soluţia 
acestei ecuaţii este similară celei discutate în subcapitolul anterior (7.2.1.2). 

 
9.2.2.2 Schema structurală de calcul a regimului tranzitoriu 

pentru ecuaţiile ordinul I 
Ecuaţia diferenţială pe care o sat isface ci rcuitul RL sau RC este de 

ordinul 1 c u forma: )t(xy
dt
dy

=+τ , având soluţia 'dte)'t(xe1e)0(yy
t

0

ttt

∫ τ
−

τ
−

τ
−

⋅
τ

+= , 

soluţie ce evidenţiază componentele răspunsului dacă este exprimată sub 
următoarea formă: 


perm

t

tranz

t

y
)(ye

y
)0(y)0(yy ∞+⋅















−= τ

−


.                                                 (9.46) 

Ecuaţia diferenţială de ordinul I poate fi scrisă sub forma ecuaţiei de 
stare astfel: 

[ ] [ ] [ ])(11)(11 txyy
dt
dtxy

dt
dy

⋅



+⋅



−=⇒+⋅−=

ττττ
           (9.47) 
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Implementarea acestei ecuaţii pe un calculator necesită următoarea 
schemă structurală:  

 
Fig.9.11 

schemă ce se iniţializează prin y(0) adică pentru t=0, y=y(0). 
Rezolvarea acestei ecuaţii implică cunoaşterea valorii iniţiale y(0). 

Răspunsul y este variabila de stare (uc sau iL) ceea ce confirmă încă odată că 
bobina sau condensatorul este complet definit de valorile L şi iL(0) respectiv 
C şi uc(0). 

 
9.2.2.3 Răspunsul circuitelor liniare de ordinul II 
Presupunem că în circuit există elemente reactive de ambele tipuri, 

atât L cât şi C. Studiul acestor circuite poate fi redus la studiul ecuaţiei 
satisfăcute de circuitul RLC serie, respectiv RLC paralel. 

A. Mărimi de stare ale circuitelor de ordin II  
a) RLC serie excitat în tensiune 

 
Fig.9.12. 

Aplicând în circuitul din figura 9.12 teorema II Kirchhoff se obţine 

ecuaţia în tensiune cu
dt
diLiR)t(e ++⋅= . Al egând v ariabila d e stare 

tensiunea pe  c ondensator u c prin impunerea condiţiei de conexiune 

RL
C

c ii
dt

duCi === rezultă:  

c
cc u

dt
duC

dt
dL

dt
duRCte +






+=)( )(2

2

te
dt

duRC
dt

udLC cc =+⇒         (9.48) 

LC
teu

LCdt
du

L
R

dt
ud

c
cc )(1

2

2

=++                                                                        (9.49) 
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Rezolvarea implică cunoaşterea uc(0) şi 
0=tdt

duc . Tensiunea iniţială 

a condensatorului uc(0) este cunoscută dar derivata acesteia nu este explicit 

cunoscută 
0=tdt

duc . Aceasta este determinată din curentul iniţial prin 

bobină astfel: 
C

)(i

tdt
du

tdt
duCii LCC

CL
0

00
=

=
⇒

=
== .   

Dacă se alege variabilă de stare curentul din bobina iL 

(
dt

duCii c
cL == ) ecuaţia pe care o satisface acest curent se obţine derivând 

ecuaţia tensiunilor 

dt
de

C
i

dt
diR

dt
idL

dt
de

dt
du

dt
idL

dt
diR

dt
de c =++==++= 2

2

2

2

.               (9.50) 

Împărţind prin L rezultă: 
dt
de

L
i

LCdt
di

L
R

dt
id 11
2

2

=++ . R ezolvarea 

implică cunoaşterea  iL(0) şi 
00 =







=

= tdt
duC

dt
d

tdt
di cL   

b) C ircuit R LC p aralel co nsiderând g ruparea p aralel R LC î n car e 
elementele reactive prezintă condiţii iniţiale, din aplicarea teoremei I 
Kirchhoff rezultă: 

 
Fig . 9.13 

ig=iR+iL+ic                                                                                            (9.51) 

dt
duCi

R
ui c

Lg ++=                                                                             (9.52) 

Impunerea condiţiei de conexiune 
dt
diLuuu L

cRc ===  conduce la: 

2

2

dt
idCLi

dt
di

R
Li L

L
L

g ++=  
LC
i

LC
i

dt
di

RLC
L

dt
id gLLL =++⇒ 2

2

  (9.53) 
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LC
i

i
LCdt

di
RCdt

id g
L

LL =++
11

2

2

ecuaţie în care variabila de stare este curentul 

prin bobină. Utilizarea tensiunii condensatorului drept variabilă de stare uc 
necesită definirea următoarei ecuaţii (derivarea relaţiei curenţilor din 

teorema I Kirchhoff): 
dt
di

dt
di

dt
di

dt
di cLRg ++=  

dt
duCi,

R
ui c

cR ==                                                                     (9.54) 

( ) 2

21
dt

udCi
dt
d

dt
du

Rdt
di c

L
cg ++=                                                       (9.55) 

L
u

L
u

dt
di

dt
diLu cLLL

L ==⇒=                                                 (9.56) 

atunci: 2

21
dt

udC
L
u

dt
du

Rdt
di cccg ++=    sau    

dt
di

C
u

LCdt
du

RCdt
ud g

c
cc 111

2

2

=++ . 

 
B. Soluţia ecuaţiei diferenţiale omogene a ecuaţiilor de ordinul II 
Ecuaţia generală a circuitelor de ordinul II 

este xy
dt
dy

dt
yd

=+⋅+ 2
002

2

2 ωξω , ecuaţie obţinută pe baza următoarelor 

notaţii: 










=ω

=ξω

LC
1

L
R2

2
0

0

 sau 









=ω

=ξω

LC
1

RC
12

2
0

0

.                                                            (9.57) 

Dacă presupunem  variabila de stare de forma ptAey = , soluţie nenulă 
a ecuaţiei diferenţiale,  ecuaţia caracteristică este: 
[ ] 0202 2

00
22

00
2 =++⇒=++ ωξωωξω ppppy  cu rădăcinile: 

0
2

2
1 1p ω





 −ξ±ξ−= . 

Matematic, dacă: 
1. ξ>1  atunci, 

1

2
01

11p
τ

−=




 −ξ+ξ−ω−= ;  

2

2
02

11p
τ

−=




 −ξ−ξ−ω−=  



















 −ξ+ξω

=−=τ






 −ξ−ξω

=−=τ⇒

1

1
p
1

1

1
p
1

2
0

2
2

2
0

1
1

 p1 , p2 ∈ R.                                       (9.58) 

339



Adrian A. Adăscăliţei: Teoria Circuitelor Electrice 
 

În acest  caz ( p1, p 2 ∈ R) soluţia ecuaţiei omogene este aperiodică, 
(fig.9.14). În exprimare matematică avem soluţia tp

2
tp

1e
21 eAeA)t(y += , în care 

constantele se determină  din condiţiile iniţiale şi anume: 

⇒








τ
+

τ
−=

+==

=
2

2
1

10t

21

A1A1
dt
dy

AA)0(y,0t
    







 τ+

τ−τ
τ

=







 τ+

τ−τ
τ

=

dt
)0(dy)0(yA

dt
)0(dy)0(yA

1
12

2
2

2
21

1
1

                      (9.59) 

 
Fig. 9.14 

Parametrul 
00 Z

R
2
1

C
L

R
2
1

L
CR

2
1

1
LC

L2
R1

L
R

2
1

===⋅=
ω
⋅=ξ   reprezintă rata 

atenuării. Factorul de calitate al circuitului este 
R
C
L

RI
LI

U
UQ 0L =

ω
== , cu  

Z0=RQ face ca rata atenuării exprimată funcţie de acesta să fie 
Q
1

2
1
⋅=ξ .  

2. Dacă ξ=1 atunci 012 =−ξ  se obţine regimul aperiodic critic în 

care ξω−=
ξω

=τ=τ=τ 01
0

12121 p,1,pp, . Soluţia ecuaţiei circuitului este în acest 

caz reprezentată în fig.9.15. 
t

21
t

21e e)tCC(e)tCC(y 0 α−ξω− +=+=  

 
Fig. 9.15 

3. Dacă ξ<1, atunci ( )2
0 1 ξωω −=d  iar rădăcinile sunt:  

dd jjp ωαωξω ±−=±−= 01                                                (9.60) 
unde: α - coeficient de amortizare şi ωd – pseudopulsaţie 

Soluţia ecuaţiei este (fig.9.16): )tcos(Aey d
t βωα += −  

 

Planul ecuaţiei 
caracteristice 

y 

t 

Planul ecuaţiei 
caracteristice 
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Fig. 9.16 

 
C. Ecuaţii de stare pentru circuitele de ordinul II 
Metoda variabilelor de stare constă în transformarea ecuaţiilor 

diferenţiale de ordinul II şi superior în sisteme de ecuaţii de ordinul I. 
Variabilele de stare utilizate sunt curenţii prin bobine  iL şi tensiunile de la 
bornele condensatoarelor uc . 

În continuare exemplificăm transformarea ecuaţiei diferenţiale de 
ordinul II într-un sistem de două ecuaţii de ordinul I. 

)t(eu
dt

duR
dt

udLC c
c

e2
c

2

=++                                                          (9.61) 

Variabilele de stare  uc şi 
dt

duCii c
cL ==  înlocuite în ecuaţia de mai sus 

conduc la definirea sistemului.  










=++

=

)t(euRi
dt
diL

dt
duCi

cL
L

c
L

 rearanjate sub forma: 









+−−=

=

L
Ru

L
1i

L
R

dt
di

i
C
1

dt
du

cL
L

L
c

 (9.62) 

 





















+

























−−
=








)t(e

0

L
11
01

i
u

L
R

L
1

C
10

i
u

dt
d

L

c

L

c                                          (9.63) 

 
[ ] [ ][ ] [ ][ ])t(xByAy

dt
d

+=  ecuaţie similară cu a circuitului de ordinul I  

ce are forma  [ ] [ ] [ ])t(x1y1y
dt
d






τ

+





τ
−= ;  τ - constantă de timp (de tranziţie). 

 
 
 
 

Planul ecuaţiei 
caracteristice 

t 
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D. Schema structurală de calcul ataşată ecuaţiilor de ordinul II 

 
Fig. 9.17 

 
E. Aplicarea metodei variabilelor de stare în circuitele ce conţin 

surse dependente 
Exemplificăm metoda variabilelor de stare pe circuitul din fig.9.18. 

 

 
Fig.9.18. 

 
Mărimile de stare sunt curenţii prin bobine şi tensiunile de la bornele 

condensatoarelor. În circuitele ce conţin surse dependente, si stemul 
ecuaţiilor de stare trebuie completat cu relaţia de dependenţă introdusă de 
sursa comandată. În scrierea sistemului de ecuaţii sursa dependentă se 
tratează ca una independentă. Sistemul de ecuaţii ataşat circuitului din 
fig.9.18 este: 

S

C

2

1

C

2

1

v

7
4
3
7

10

v
i
i

7
444
300

7
400

v
i
i

dt
d

⋅





















+















⋅





















−−

−=















                                          (9.64) 

5i  V 
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rezultat al aplicării teoremei I Kirchhoff 0ii
dt

dvCi 1
C

2 =+−⋅+− , şi al definiţiei 

tensiunii pe bobi ne: CS
2

2 vv
dt
diL −=  şi C

1
1 vi5

dt
diL += , unde  

2
vi5vi CS −−

= ,  

V10vs = . 
 
9.3. Metode de analiză în domeniul frecvenţă 
9.3.1 Metoda operaţională (a transformatei Laplace) 

Fiind dată o funcţie variabilă f(t), netedă pe porţiuni pentru t>0, ce 
satisface inegalitatea tAetf 0)( σ<  cu  σ0>0  pe ntru  t >t0  (creşte mai lent 
decât o exponenţială), se defineşte transformata Laplace (sau i maginea 
Laplace) prin relaţia: 

∫
−

−==
t

ptdtetftfpF
0

)()]([)( L ,                                        (9.65) 

unde: - F(p) – funcţie de variabilă complexă, p=σ+jω (σ>σ0 pentru a creşte 
mai lent ca exponenţială). 

Funcţia f(t) se numeşte funcţie original iar F(p) funcţie imagine.  
 
 A. Proprietăţile transformatei Laplace 
 

1. Liniaritate  
[ ] [ ] [ ] )p(G)p(F)t(g)t(f)t(g)t(f LLL β+α=β+α=β+α                       (9.66) 

2. Teorema valorilor limită 

∫
∞

−

∞→∞→
=

0

)(lim)(lim dtetfpF pt

pp
                                                 (9.67) 

0;2
→⇒∞→+=+= tp

t
jjp πσωσ                          (9.68) 

)0()(lim)(lim
0 +→∞→

==
+

ftfppF
tp

                                             (9.69) 

)()(lim)(lim
0

∞==
∞→→

ftfppF
tp

                                              (9.70) 

3. Transformata Laplace a derivatei 
 ∫

∞
−

−

=





0

ptdte
dt

)t(df
dt

)t(dfL ; integrând prin părţi:(uv)’=u’v+uv’. Rezultă 

u’v=(uv)’-uv’  
cu notaţiile  ( ) ⇒−⋅+= −−− ptptpt e)p(fe

dt
df'fe  
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( )
=−−==





∫∫∫
∞

−
∞ −∞

−

−− 0

pt

0

pt

0

pt dte)t(pfdt
dt

e)t(fddte
dt

)t(df
dt

)t(dfL                  (9.71) 

)0()(lim)()()(

0

0 −

=

∞→

∞− −+=+=
−

ftfppFppFetf
t

pt



 

)0(f)p(pF
dt

)t(dfL −−=



                                                           (9.72) 

1n

1n
2n1nn

n

n

dt
)0(yd

dt
)0(dyp)0(yp)p(Fp

dt
fdL −

−
−− −−−−=








                          (9.73) 

4. Transformata Laplace a integralei  

∫ ∫∫
∞

−

−

=











=













0

pt
t

0

t

0 p
)p(Fdte'dt)'t(fdt)t(fL                                             (9.74) 

întrucât (uv)’=uv’+u’v şi considerăm ∫=
t

0

'dt)'t(fu , ⇒
−

==
−

−∫ p
edtev

pt
pt  

∫∫∫
∞ −

∞
−

=
−

+−=












0

pt

0

t

0

ptt

0 p
)p(Fdt

p
e)t(fdt)t(f

p
edt)t(fL                                (9.75) 

5. Teorema întârzierii 
[ ] ∫ ∫∫

τ

∞
−τ−

∞
τ+−− ==τ−=τ−

t

0

'ptp

0

)'t(ppt 'dte)'t(fe'dte)'t(fdte)t(f)t(fL                  (9.76) 

s-a substituit t - τ = t’ deci t = t’ + τ  iar dt=dt’ 
[ ] )p(Fe)t(f pL τ−=τ−                                                                   (9.77) 

6. Teorema atenuării 
[ ] )p(Fdte)t(fdte)t(fe)t(fe

0

t)p(

0

ptttL λ+=== ∫∫
∞

λ+−
∞

−λ−λ−                           (9.78) 

7. Teorema asemănării 
[ ] 






==⋅= ∫∫

∞
−

∞
−

k
pF

k
1)kt(de

k
)kt(f

k
kdte)kt(f)kt(f

0

kt
k
p

0

k
k
ptL                      (9.79) 

 
B. Calculul transformatei Laplace a principalelor semnale utilizate 

în electrotehnică  
 

Sursele de curent continuu sunt, în general, multiplu al funcţiei 
treaptă unitară, funcţie prezentată în fig.9.19. 
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Fig.9.19 

Această funcţie, matematic, are următoarea definiţie: 




>
<

=
0t,1
0t,0

)t(h . Ea 

poate fi considerată conform relaţiei )t(flim)t(h
0→ε

= , limita unei funcţii rampă 
f(t) (fig.9.20). Modelând funcţia rampă prin relaţia următoare: 







<<−
+

−<
=

εε
ε
ε

ε

t,t
t,

)t(f
2

0
 pentru t=0, 

2
1

=)t(f .                    (9.80) 

 
În intervalul (-ε ,ε)  funcţia f(t) poate fi aproximată printr-o dreaptă 

de ecuaţie f(t)=at+b. Constantele a şi b se pot determina din condiţiile la 
limită, astfel: 

t=0, f(t)= b
2
1
=                                                                                 (9.81) 

ε
εε

baba)t(f,t −
=⇒+==+=

11                                           (9.82) 

ε
=⇒=+ε−==ε−=

ba0ba0)t(f,t                                                          (9.83) 

 
Fig.9.20 
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atunci:  )t(tbtbbtb)t(f ε
εε

ε
εε

+=





 +

=





 +=+=

2
11 ; 

ε
ε+

=
2

t)t(f . 

Derivata acestei funcţii se numeşte impuls unitar  
ε

=
2
1

dt
df ; pe ntru 

∞→→ε
dt
df,0 . Notăm 

dt
dflim)t(

0→ε
=δ  unde: 










>

<<−
⋅

−<

=

ε

εε
ε

ε

δ

t

t

t

)t(

0
2

1
0

. 

Suprafaţa determinată de impulsul unitar, de lăţime 2ε şi înălţime 1/2ε, are 
aria unitate. La limită impulsul unitar are reprezentarea din fig.9.21, însă, 
fizic, aria trebuie să se conserve, motiv pentru care 1dt)t( =δ∫

∞

∞−

. Transformata 

Laplace a impulsului unitar [ ] 1dte)t()t(
0

ptL =δ=δ ∫
∞

− . 

 
Fig.9.21 

1. T ransformata Laplace a impulsului treaptă [ ] ∫
∞

−=
0

ptdte)t(ch)t(chL  se 

obţine din formula de integrare prin părţi, (uv)’=uv’+u’v, unde se notează 
u=ch(t) şi 

p
ev

pt

−
=

−

. Înlocuind rezultă:  

[ ]
p
ce

p
c

p
e)t(chdt

p
ecdt

p
e)t(ch

dt
d)t(ch

0

pt

0

0

pt

0

pt

0

pt

=+
−

=
−

−







−

=
∞

−

=

∞−∞ −∞ −

−
∫∫



L
              (9.84) 

 
2. Transformata Laplace a funcţiei exponenţiale te)t(f λ−=   

[ ]
λ+

=⋅=⋅⋅= ∫∫
∞

λ+−
∞

−λ−

p
1dte1dtee1)t(f

0

t)p(

0

pttL                                     (9.85) 

3. Transformata Laplace a funcţiei sinusoidale f(t)=ymsinωt.  
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    Substituind: 
j2
eetsin

tjtj ω−ω −
=ω  se obţine transformata Laplace a 

funcţiei: 
[ ] ∫∫∫

∞
−ω−

∞
−ω

∞
−

ω−ω

⋅−⋅=⋅
−

=ω
0

pttjm

0

pttjm

0

pt
tjtj

mm dtee
j2

ydtee
j2

ydte
j2
eeytsinyL     (9.86) 

⇒
ω−

⋅==⋅ ∫∫
∞

ω−−
∞

−ω

jp
1

j2
ydte

j2
ydtee

j2
y m

0

t)jp(m

0

pttjm                                  (9.87) 

[ ]
)p(j2

j2y
p

)jp(jp
j2

y
jp

1
jp

1
j2

ytsiny 22
m

22
mm

mL
ω+⋅
ω⋅

=
ω+

ω−−ω+
⋅=








ω+

−
ω−

=ω   (9.88) 

[ ] 22mm p
ytsinyL

ω+
ω

⋅=ω                                                            (9.89) 

Similar se obţine transformata Laplace a funcţiei cosinusoidale: 
[ ] 22m

m
tjtj

mm p
py

jp
1

jp
1

2
y

2
eeytcosy LL

ω+
⋅=








ω+

+
ω−

=






 +
=ω

ω−ω

     (9.90) 

 
C. Determinarea funcţiei original cunoscând transformata Laplace 

(Teoreme) 
 
1)  Teorema derivării 

[ ] [ ])t(tfdte)t(tfdte)t(f
dp
d))p(F(

dp
d L

0

pt

0

pt −=−=











= ∫∫

∞
−

∞
−                        (9.91) 

2) Teorema integrării 





=∫

∞

t
)t(fdp)p(F L

p

 (operaţia inversă derivării)                        (9.92) 

3) Teorema Mellin – Fourier 

∫
ω+σ

ω−σπ
=

j

j

ptdpe)p(F
j2

1)t(f    σ > σ0                                                 (9.93) 

4) Teorema Heaviside 
Dacă 

)p(Q
)p(P)p(F =  unde pk rădăcinile numitorului sunt reale şi distincte 

atunci funcţia imagine poate fi descompusă astfel: 
( ) kk

n

1p k

k

k

k

2

2

1

1 c
)p(Q
)p(Ppp

pp
c

pp
c

pp
c

pp
c

)p(Q
)p(P)p(F =−⇒

−
=

−
++

−
+

−
== ∑

=

  (9.94) 

)p('Q
)p(P
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)pp(Qlim

)p(P

pp
)p(Q

1lim)p(P
)p(Q
)p(P)pp(lim

k

k

k

k

k

k

ppkkpp kk
=

−
−

=

−

=−
→→

, unde: 
kpp

k dp
dQ)p('Q

=

=  (9.95) 
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 Rezultă funcţia imagine de forma ∑ ∑ −
⋅=

−
=

kk

k

k

k

pp
1

)p('Q
)p(P

pp
c)p(F , iar funcţia 

original corespunzătoare este: ∑=
k

tp

k

k ke
)p('Q
)p(P)t(f . 

Dacă numitorul are rădăcini nule p=0 funcţia imagine poate fi 
descompusă în fracţii simple astfel: +

−
+=

1

10

pp
c

p
c

)p(Q
)p(P

Coeficienţii fracţiilor simple pentru rădăcinile nenule se 
calculează similar iar coeficientul rădăcinii nule se determină cu relaţia 

)0(Q
)0(P

)p(pQ
)p(Pplim

)p(Q
)p(Pplimc

11
0p0p0 ===

→→
. Obţinem în acest mod funcţia imagine de 

forma ∑ −
⋅+⋅=

kk1

k

1 pp
1

)p('pQ
)p(P

p
1

)0(Q
)0(P)p(F  având funcţia original dată de expresia 

∑+= pkt

k1k

k

1

e
)p('Qp

)p(P
)0(Q
)0(P)t(f . 

9.3.2 Aplicarea transformatei Laplace în analiza regimurilor 
tranzitorii ale circuitelor electrice 

Analizăm în continuare comportarea elementelor simple de circuit în 
regim tra nzitoriu d eterminând p entru f iecare e lement ecuaţia în domeniul 
imagine şi schema operaţională asociată.  

9.3.2.1 Transformata Laplace a elementelor simple de circuit 
a. Rezistorul

Fig.9.22 
Ecuaţia din domeniul timp u(t)=Ri(t) admite următoarea imaginea 

operaţională: 
[ ] [ ] [ ])t(iR)t(Ri)t(u LLL ==  )p(RI)p(U =⇒

Definim î n dom eniul i magine )p(Z
)p(I
)p(U
= impedanţa operaţională a 

elementului dipolar. Impedanţa operaţională a rezistorului este: R)p(ZR = . 

Inversa acesteia 
)p(U
)p(I

)p(Z
1)p(Y ==  se numeşte admitanţă operaţională. 
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b. Bobina ideală

Fig.9.23 
Aplicând t ransformata Laplace relaţiei ∫+=

t

0
LL dt)t(u

L
1)t(h)0(i)t(i

rezultă ecuaţia în domeniul imagine pentru o bobină ideală 

pL
)p(U

p
I

p
)p(U

Lp
I

)p(I LLLL +=+= 00 1  cu
pL

)p(YpL)p(Z LL
1

=⇒= .

Schemă operaţională ataşata ecuaţiei operaţionale este: 

Fig. 9.24 
Din ecuaţia în tensiune a bobinei ∫+=

t

0
LL dt)t(u)t(h)0(Li)t(Li , pr in 

derivare, rezultă )t(u)t()(Li
dt
diL LL += δ0 . Trecând în dom eniul i magine 

se obţine ecuaţia operaţională şi schema ataşată (fig.9.25). 

Fig.9.25 
)p(ULI)p(pLI LL += 0 (9.96) 

0L0L LiE = (9.97) 

pL
1)p(YL = (9.98) 

0LL LI)p(pLI)p(U −= (9.99) 
Observaţie: 
Ecuaţiei Joubert e±ub=zi, p rin ap licarea t ransformatei Laplace 

conduce la următoarea imagine operaţională a ecuaţiei: 
E(p)±U(p)=Z(p)⋅I(p). 
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c. Bobina cuplată magnetic
Tensiunea la bornele bobinei j, în domeniul timp, este: 

Fig.9.26a 

∑
=

=+=
n

k

k
jk

k
jk

j
ijj dt

diL
dt
diL

dt
di

Lu
1

(9.100) 

Aplicând transformata Laplace rezultă: 
( )∑∑ +=⇒








=

=

)0(i)p(pIL)p(U
dt
diLu kkjkj

n

1k

k
jkjL (9.101) 

∑∑
==

−=
n

k
kjk

n

k
kjkj )(IL)p(IpL)p(U

11
0 (9.102) 

∑
=

=
n

1k
kjkkL )0(ILE  - suma tensiunilor condiţiilor iniţiale. 

Schemă operaţională echivalentă a bobinelor cuplate magnetic este: 

Fig.9.26b 

d. Condensatorul
Ecuaţiilor din domeniul timp 

Fig.9.27a 

0
0

1
c

t

cc
c

c udt)t(i
C

usau
dt

duCi +== ∫ , prin aplicarea transformatei 

Laplace, le corespund următoarele ecuaţii operaţionale: 

]u)p(pU[C)p(I ccc 0−= (9.103) 

)p(I
pCp

)(u)p(U)(CU)p(pCU)p(I c
c

cccc
100 =−⇒−= (9.104) 
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p
u

p
I

C
)p(U cc

c
01

+= ; (9.105) 

p
u

pC
I)p(U cc

c
0+= ;     (9.106) 

)p(I)p(Z
pC
I)p(U

p
u

cc
c

c
c ⋅==+− 0 (9.107) 

pC
)p(Z)p(I)p(Z)p(UE ccccc

1
0 =⇒⋅=+− (9.108) 

Concluzii:  
1° În aplicarea transformatei Laplace pentru elementele reactive 

trebuie determinate condiţiile iniţiale înainte de comutare. 
2° Raportul 

loperationacurent
laoperationatensiune  se numeşte impedanţă 

operaţională Z(p). Inversa impedanţei operaţionale este 
admitanţa operaţională. 

e. Aplicarea transformatei Laplace unui dipol ce admite schemă
echivalentă: 

e1. Serie 

Fig.9.27b 
Ecuaţia tensiune-curent la bornele dipolului este: 

∫∫∫ +++=++=++=
∞−∞−

t

)(u

t

LCR idt
C

idt
Cdt

diLRiidt
Cdt

dLRiuuuu

c

0

0

0 111



(9.109) 

Aplicând transformata Laplace rezultă: 

( ) )p(I
pCp

u)(i)p(pIpLR)p(I)p(U c
L

110 0 ++−+=   sau 
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
0

0 01

c

L
c

E

)(Li
p

u
pC

pLR)p(I)p(U

−

−+







++= (9.110) 

Ecuaţia Joubert ataşată dipolului este: 
)p(I)p(Z)p(UE 0c =+     cu     

pC
1pLR)p(Z ++= . (9.111) 

e2. Paralel 

Fig. 9.28a 
Ecuaţiei curent-tensiune a dipolului serie:  

dt
duCdtu

L
1

R
uiiii c

t

LCLR ++=++= ∫
∞−

 sau (9.112) 

dt
duCdtu

L
1

)0(i

dtu
L
1

R
ui c

t

0
L

L

0

L +++= ∫∫
∞− 

(9.113) 

aplicându-i transformata Laplace, conduce la următoarea relaţie operaţională:
]upU[CU

pL
1

p
i

R
UI 0c

0L −+++= , relaţie ce poate fi restrânsa in forma : 

0c
0L Cu

p
ipC

pL
1

R
1UI −+








++= (9.114) 

Ecuaţia  Joubert în curent a unei laturi are forma: sg
s yui

z
u

z
ei +=+=  ce 

admite următoarea imagine operaţională: [ ] YUII;yuii gsgL +=+= . 
Identificând forma operaţională a ecuaţiei Joubert cu ecuaţia 

operaţională a circuitului rezultă: I=UY+Ig cu 0c
0L

g CU
p

iI −= .  

9.3.2.2 Aplicarea transformatei Laplace în analiza circuitelor ce conţin 
surse independente 

Se consideră circuitul din figura 9.28b ce funcţionează cu sursa de 
curent, sursa de tensiune fiind scurcircuitată. La momentul t > 0 se cuplează 
sursa de tensiune  e  (e =5V). Să se determine variaţia în timp a tensiunii v 
de pe rezistenţa 1KΩ. 
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Fig.9.29a 
Rezolvarea circuitului implică determinarea condiţiilor iniţiale 

pentru elementele reactive. Valorile mărimilor de stare  iL(0) şi uc(0) rezultă 
din funcţionarea iniţială t < 0  a circuitului. 

În regimul staţionar. (t < 0) elementele reactive sunt înlocuite p rin 
comportamentul lor în c.c. iar circuitul  are următoarea configuraţie  

Fig.9.29b. 
Determinarea condiţiilor iniţiale necesita rezolvarea circuitului din 

figura 9.29b.  I n acest  sen s ap licam m etoda r educerii ci rcuitului l a d ipol 
echivalent.  A plicând divizorul de curent obţinem curentul iniţial ce 
parcurge bobina :  A2

5
4

10
25

5
45,2

14
4i)0(i gL =⋅=⋅=
+

⋅=

Tensiunea ce încarcă condensatorul poate fi considerată fie 
tensiunea de pe rezistenţa de 1kΩ,  fie tensiunea de  pe rezistenţa de 4kΩ 
obţinând V2

5
45,2Ri)0(u egc =⋅=⋅= , V24

5
15,24

5
1iRi)0(u g44Rc =⋅⋅=⋅⋅=⋅= . 

Cunoscând condiţiile iniţiale  şi reprezentându-le p rin su rse se 
obţine circuitul de analizat, (fig.9.29c), circuit analizat în regim tranzitoriu 
prin asocierea imaginii operaţionale.  

Fig.9.29c. 
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In r ezolvarea ci rcuitului se ap lică  metoda potenţialelor nodale 
rezultat al aplicării  

teoremei Kirchhoff  I   în nodul  v1 şi v2: 
0iiiiii 0LLg0cc4 =++−−+− , (9.115) 

010 =+−− iii LL (9.116) 

   relații  completate cu 
4

5
1

4

v
pi
−

= , 
1

2
1 R

vi = , 
pL

vvi 21
L

−
= , 1

1
c pCv

pC
1
vi == . 

Forma  operaţională a ecuaţiilor nodale este:  

0
p
2

2,0p
vv

p
5,22

4
1

p
4
v

4

v
p
5

211
1

=+
⋅
−

+−⋅−+
−

− (9.117) 

0
1
v

p
2

p2,0
vv 121 =+−

− (9.118) 

Rezolvând  sistemul de ecuaţii rezultă: 

( )25p6pp
75p12p2v 2

2

2 ++
++

= - (9.119) 

Pentru determinarea funcţiei original se deduc rădăcinile 

2

1
12 pj43

pj43
4j32593p

=−−
=+−

±−=−±−= . (9.120) 

Descompunerea în fracţii simple a expresiei potenţialului 
operaţional, necesită determinarea a trei coeficienţi 

2

3

1

21

21

2

2 pp
c

pp
c

p
c

)pp)(pp(p
75p12p2v

−
+

−
+=

−−
++

= . (9.121) 

Rezultat al calculelor matematice deducem următoarele valori ale 
coeficienţilor  

3
25
75

)0(Q
)0(Pc1 === , 4

3j

22
2

1
2 e

4
5)j34(4

1216
25

)pp(p
)p(Pc

−
=−

+
=

−
= ,   4

3j

3 e
4
5c

+
= . (9.122) 

Înlocuind în expresia potenţialului operaţional 

j43p
1e

4
5

j43p
1e

4
5

p
3v 4

3j
4
3j

2 ++
⋅⋅+

−+
⋅⋅+=

+−  se obţine variaţia în domeniul timp a 

potenţialului v2 rezultat al aplicării transformatei Laplace inverse 
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t)j43(4
3jt)j43(4

3j

2 ee
4
5ee

4
53)t(v +−+−−−

⋅+⋅+= ; relaţie echivalentă cu 







 ++= −

4
3arctgt4cose25,13)t(v t3

2

9.3.2.3. Aplicarea transformatei Laplace în circuitele ce conţin surse 
dependente 

Se consideră pentru exemplificare circuitul din figura 9.30 c e 
funcţionează cu întrerupătorul k (space) deschis. În momentul t > 0 este 
suntată rezistenţa de 2Ω. Să se determine variaţia în timp a curentului sursei 
de 8V. 

Fig. 9. 30 
Pentru rezolvare trebuie să determinăm condiţiile initiale ale 

circuitului , circuit considerat la t< 0 (fig.9.31) 

Fig.9.31 
Aplicarea teoremei I Kirchhoff în  circuitul din f igura 9.31 conduce 

la 
2
v

1
v

2
v8 xxx +=

−  din care rezultă: V2vx = . 

Condiţiile iniţiale sunt: 
- V2v)0(v xC ==− ; (9.123) 
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- A3
2
v8)0(i x

L =
−

=− ; (9.124) 

Schema operaţională a circuitului ,ţinând cont de relaţiile 
5,02

4
1)0(VC c =×=⋅ − ; 

p
3

p
)0(iL =

−

devine (fig9.32): 

Fig. 9.32 
Deoarece întrerupătorul este închis, p/8)p(vx = iar re zolvare p rin metoda 

potenţialelor nodale conduce la :
s/4
)s(v

2
s/8

1
)s(v5,0

s5,0

)s(v
s
8

s
3 11

1

++=+
⋅

−
+

s
3

s5,0

)s(v
s
8

)s(I
1

+
⋅

−
= (9.125) 

Eliminând )s(v1  se obţine imaginea operaţională a curentului: 

)8s4s(s
96s24s3)s(I 2

2

+⋅+⋅
+⋅+⋅

=   din care deducem variaţia in domeniul timp a acestuia: 

              A)],tcos(e[)t(i t °+⋅⋅+⋅=> ⋅− 57161210430 2      (9.126) 
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CAPITOLUL 10. ANALIZA CIRCUITELOR 
ELECTRICE CE CONŢIN 
AMPLIFICATOARE OPERAŢIONALE  

10.1 Analiza în curent continuu a configuraţiilor de bază ale 
amplificatoarelor operaţionale 

10.1.1 Configuraţia neinversoare 
Configuraţia neinversoare a amplificatorului operaţional este 

prezentată în fig.10.1a. Aceasta conţine un amplificator operaţional şi două 
rezistenţe externe R1 şi R2.Rezistenţa conectată între ieşire şi o intrare se 
numeşte “rezistenţă de reacţie”. 

R0

Rfb

V0V2
_

+

+

_

a
+

_

a) Schema configuraţiei
neinversoare a A.O. 

b) Modelul configuraţiei
neinversoare

Fig. 10.1 

Pentru uşurarea analizei se utilizează modelul prezentat în figura 
10.1.b. Utilizând ecuaţia DNPO vavvav ⋅=−⋅= )(  şi formula divizorului de 
tensiune se obţine: 









⋅

+
−⋅=−⋅= OiNPO v

RR
vavvav

)/(1
1)(

12

    (10.1) 

Prin intermediul divizorului de tensiune se introduce o reacţie 
negativă, astfel încât la intrarea inversoare vom avea semnalul de intrare 
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)R/R(/vO 121+ .Din ecuaţia prezentată  

obţinem: iO va
RR

av ⋅=







+

+⋅
)/(1

1
12

  . 

Prin definiţie, amplificarea operaţionalelor este dată de relaţia: 

a
R
R
a

R
R

R
R

a
a

v
vA

i

o
D

++
⋅







+=

+
+

==

1

21

2

1

2
1

1

1
1

                  (10.2) 

Atunci putem spune că: 
1

21
R
RAlim

a
+=

∞→
. Relaţia amplificării 

configuraţiei neinversoare ne permite să facem o serie de observaţii 
importante şi anume: 

- circuitul din f igura 10.1.b e ste un “amplificator neinversor” 
deoarece amplificarea A este pozitivă şi, ca urmare, v0 are aceeaşi polaritate 
cu vi ; 

- amplificarea “A” este independentă de amplificarea “a”. “A” se 
numeşte amplificarea în buclă închisă, deoarece este obţinută prin crearea 
unei bucle de reacţie externă a amplificatorului operaţional, iar ”a” este 
numită amplificarea în buclă deschisă. 

- amplificarea “A” este realizată exclusiv prin intermediul 
componentelor externe. De fapt, amplificatorul operaţional asigură funcţia 
inversă a reţelei externe. 

În timp ce d ivizorul reduce  t ensiunea v0 cu )R/R(1 12+ , amplificatorul 
operaţional multiplică tensiunea vP cu )/(1 12 RR+ .  

Amplificarea în buclă deschisă “a” este un parametru ce variază cu 
temperatura şi timpul, şi chiar de la un amplificator operaţional la altul. Însă, 

dacă “a” este suficient de mare pentru ca: 1
1

1

2
→

++ a
R
R
a , atunci se obţine 

amplificarea în buclă închisă: 







+→

1

21
R
RA . 

Unul din avantajele utilizării amplificatoarelor operaţionale este acela 
că, de exemplu, în cazul unui amplificator operaţional defect, acesta poate fi 
înlocuit cu unul compatibil din punct de vedere al caracteristicilor fără ca 
amplificarea “A” să fie afectată semnificativ. 
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Amplificarea în  b uclă închisă este determinată de un raport de 
rezistenţe externe, ceea ce face ca aceasta să fie uşor de obţinut la o aplicaţie 
particulară, utilizând rezistenţe de calitate corespunzătoare. Pentru a asigura 
un raport constant (R2 /R1) se pot utiliza rezistenţe ce depind de temperatură 
şi de timp. 

Pentru caracterizarea completă a amplificatorului neinversor trebuiesc 
cunoscute pe lângă amplificarea în buclă închisă “A” şi rezistenţele de 
intrare “ri” şi de ieşire “ro”. Aceste rezistenţe sunt indicate în figura 10.2a. 
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
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




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


+=

=
−
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a) b) 

Fig. 10.2 Configurația neinversoare 
 
În cazul amplificatorului operaţional ideal, deoarece fluxul de curent 

prin pinul de intrare este nul, rezistenţa de intrare este infinită ∞=ir  iar 
semnalul de ieşire este dat de  o sursă dependentă ideală având rezistenţa de 
ieşire 0=or . Î n f igura 10.2b este prezentată schema echivalentă a unui 
amplificator operaţional neinversor ideal. 

Acelaşi rezultat al analizei configuraţiei se obţine dacă se utilizează 
,pentru operaţional , modelul ataşat prin sursă dependentă cu control în 
tensiune (fig.10.3). Analiza circuitului este mult mai simplă şi este posibilă 
în două variante. Prima variantă constă în declararea circuitului neinversor 
caz în ca re amplificatorul operaţional este declarat  la nivel de “cip” prin 
modelul de sursă ataşat acestuia (VCVS), iar a doua varianta constă în 
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declararea directă a configuraţiei, configuraţie ce conţine sursa de 
alimentare şi sursa dependentă asociată. Cele două variante sunt 
exemplificate în figura 10.3 a şi b. 

  
a) Circuit modelat la nivel de 

AO 
b) Circuit modelat la nivel de 

configuraţie 
Fig. 10.3 Rezultatul modelării  amplificatorului  neinversor 

Un caz particular al configuraţiei neinversoare este amplificatorul 
repetor. Dacă din circuitul din figura 10.3a scoatem rezistenţa R1, iar pe R2 
o scurtcircuităm, obţinem circuitul din figura 10.4a. 

 

  
a)  b) Modelarea prin sursa 

dependenta 
Fig. 10.4 Amplificator repetor 

 
În acest caz obţinem un amplificator operaţional neinversor cu 

amplificare unitară, numit “repetor ”. Mo delarea p rin su rsa d ependenta a  
acestei configuraţii este prezentata in figura10.4.b .În c oncluzie, un  
amplificator repetor are rezistenţa de intrare infinită , rezistenţă de ieşire 
nulă si amplificarea unitate: ∞=iR , 0=OR  şi VVA /1= .  

10.1.2 Configuraţia inversoare 
Dacă semnalul de intrare este aplicat operaţionalului la borna negativă 

in condiţiile menţinerii reacţiei negative (fig.10.5) s e ob ţine  configuraţia 
inversoare a amplificatoarelor operaţionale. 

 
Fig. 10.5 Configuraţia inversoare a AO 
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În acest  ca z, t ensiunea d e al imentare v i este aplicată la intrarea 

inversoare a amplificatorului operaţional prin intermediul rezistenţelor R1 şi 
R2 ce joacă rolul reacţiei rezistive. Deoarece nu există nici un flux de curent 

înspre sau  d inspre i ntrarea i nversoare, av em i 1=i2, s au: 
21 R
vv

R
vv ONNi −

=
− . 

Din ecuaţia de mai sus, ţinând cont de faptul că 0vP = , obţinem: NO vav ⋅−= .
 Eliminând vN se obţine pentru amplificarea “A” următoarea relaţie:  

a
R
R
a

R
R

v
vA

i

O
D

++
⋅







−==

1

21

2

1
                               (10.3) 

Din aceasta relaţie rezultă:  
1

2lim
R
RA

a
−=

→∞
. D eoarece am plificarea î n 

buclă închisă este negativă, circuitul este numit “amplificator inversor”. 
Datorită faptului că vi este a plicat l a in trarea in versoare, p olaritatea lui v0 
este contrară polarităţii lui vi. 

După cum am arătat anterior, amplificarea “A” se obţine prin 
intermediul u nui ra port re zistiv extern. Prin alegerea potrivită a acestui 
raport, se poate obţine orice valoare pentru amplificarea “A”, inclusiv zero, 
spre deosebire de cazul configuraţiei neinversoare, unde amplificarea în 
buclă închisă nu poate fi mai mică de 1.  Pentru a determina rezistenţa de 
intrare şi de ieşire, considerăm circuitul din fig.10.6a. 

   
a)           b) 

Fig. 10.6 Relativ la modelarea configuraţiei inversoare a AO. 
 
Deoarece semnalul de ieşire este luat de la o sursă dependentă ideală, 

rezistenţa de ieşire R0 = 0. Deoarece avv ON /−= , pentru orice valoare finită 
a lu i v 0, avem: 0lim =

→∞ Na
v  Deci amplificatorul operaţional păstrează nodul 

de intrare inversor la masă fără a afecta tensiunile de intrare şi de ieşire, 
ceea ce face ca acest nod să fie numit “masă virtuală”. 

Prin urmare, rezistenţa “văzută” de sursa vi este Ri =R1. În figura 10.6 
b e ste pr ezentat m odelul e chivalent pr in s ursa de pendenta  a l 
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amplificatorului operaţional inversor. În comparaţie cu configuraţia 
neinversoare care are ∞=iR , în acest caz rezistenţa de intrare are o valoare 
finită, ceea ce generează, în general, sarcină la intrare.  

Cu ajutorul amplificatoarelor operaţionale se pot realiza patru tipuri de 
amplificatoare: amplificatoare de tensiune, amplificatoare de transrezistenţă 
(convertor curent – tensiune), amplificatoare de transconductanţă (convertor 
tensiune – curent), amplificatoare de curent. 

10.1.3 Amplificatoare de tensiune  
Din cat egoria am plificatoarelor d e t ensiune f ac p arte ci rcuitul d e 

control al  polarităţii amplificării, convertorul de rezistenţă negativă, 
amplificatoare sumatoare, amplificatoare diferenţiale si amplificatoare de 
instrumentaţie. 
a. Circuitul de control a polarităţii amplificării 

 
Fig. 10.7 Circuit de control al  polarităţii amplificării 

 
Circuitul de control a polarităţii amplificării, prezentat în figura 10.7,  

este c ompus di ntr-un amplificator operaţional, trei rezistenţe (în exemplul 
prezentat valorile alese sunt de 10 KΩ), un comutator (notat SW). În funcţie 
de poziţia comutatorului (SW), există două situaţii: 
1) SW închis, în care comutatorul SW pune la masă ieşirea neinversoare, 
conducând la un  amplificator inversor cu amplificarea în buclă închisă:  

1
10
10

R
RA

1

2 −=−=−= , 
V
V1A −= .                                       (10.4) 

2) SW este deschis. În acest caz, prin intrarea neinversoare nu circulă curent. 
Deci, 0

3
=Ri  şi 0

3
=Rv . P rin u rmare a vem:   iRiP vvvv =−=

3
,  iP vv = . 

Dacă ţinem cont de regula amplificatorului operaţional, 
obţinem: iPN vvv == . D eoarece v P = vN, rezultă că 0v

1R =  şi, deci 0i
1R = . 

Intrarea neinversoare nefiind parcursă de curent vom avea 0ii
21 RR == , ceea  

ce conduce la 0v
2R = . Deci: iRNo vvvv

2
=−= . Amplificarea în buclă închisă va 

fi: 
V
V1

v
vA

i

o == . În concluzie, rolul circuitului este ca, în funcţie de starea 
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comutatorului (închis sau deschis) circuitul să fie amplificator inversor sau 
neinversor. 

b. Convertor de rezistenţă negativă
În c ircuitul din f igura 10.8a, dorim să găsim o expresie pentru Req 

între intrarea neinversoare şi masă. Pentru aceasta utilizăm circuitul din 
figura 10.8 b în care se aplică o tensiune de probă “v” la intrarea 
neinversoare. D eoarece nu a vem ni ci un f lux de  c urent pe  i ntrarea 
neinversoare, obţinem: 

R
vvi 0−

= . 

a) b) 
Fig.10.8  Convertor de rezistenţă negativă 

Utilizând relaţia amplificatorului neinversor, obţinem: 

v
R
RvO ⋅








+=

1

21 . iar prin eliminarea tensiunii de ieşire v0, rezultă: 

eqR
v

R

v
R
R

i =
⋅−

= 1

2

de unde 
2

1

R
RRReq ⋅−= .  Din ecuaţie dedusă observăm 

că rezistenţa echivalentă Req este negativă. În concluzie, aplicând tensiunea 
de probă “v”, circuitul face să apară curentul “i” la borna pozitivă a sursei 
test, deci la apariţia unei rezistenţe echivalente negative. 

c. Amplificatorul sumator
Circuitul din f igura 10.9 are n intrări (v1, v2, …, vn). Aceste tensiuni 

de intrare produc, prin rezistenţele corespunzătoare R1, R2, …, R n, curenţii 
i1, i 2, …, i n. c e c onverg s pre intrarea in versoare. P rin p inul d e in trare, 
neexistând nici un curent, acesta va trece prin rezistenţa de reacţie Rf. Putem 
scrie: n11f i...iii +++= ceea ce indică faptul că nodul de intrare inversor 
acţionează ca o joncţiune sumatoare pentru curenţi. Ţinând cont de faptul că 
acest nod al amplificatorului operaţional păstrează potenţialul masei, 
teorema I Kirchhoff poate fi rescrisă astfel: 

n

n

2

2

1

1

f

0

R
0v...

R
0v

R
0v

R
v0 −

++
−

+
−

=
−

din care deducem: 
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







⋅++⋅+⋅⋅−= N

n
2

2
1

1
fO v

R
1...v

R
1v

R
1Rv                                   (10.5) 

Dacă în circuitul din figura 10.9 considerăm toate rezistenţele egale cu R1, 
se obţine:               
                    

Rfb

R1

R2

V2

V1
V0

a

 

fbR
V

R
V

R
V 0

2

2

1

1 −
=+  

















+








−= 2

2
1

1
0 V

R
R

V
R
R

V fbfb  

Dacă R1 = R2 = Rfb   atunci, 
[ ]210 VVV +−=  

 

( )N21
1

f
O v...vv

R
Rv +++⋅−=  

Fig. 10.9 Amplificator sumator 
 

 Circuitul poartă numele de amplificator sumator deoarece tensiunea 
de ieşire este direct proporţională cu suma tensiunilor de intrare. 
 Dacă pe reacţie este conectat un potenţiometru cu o rezistenţă 
variabilă de la 0 la Rf, a tunci vom a vea: ( )N21O v...vvAv +++⋅= , unde  

amplificarea în buclă închisă “A” respectă condiţia: 0A
R
R

1

f ≤≤− .  

d. Amplificatorul diferenţial 

 
Fig. 10.10 Amplificatorul diferenţial 
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Amplificatorul operaţional din figura 10.10 este alimentat cu tensiunea v1 la 
intrarea inversoare şi cu tensiunea v2 la intrarea neinversoare. Ştiind că 
circuitul este liniar, putem anticipa tensiunea de ieşire de tipul:  

1122O vAvAv ⋅−⋅= . P entru a  de termina a mplificarea în buclă închisă A1, 
aplicăm principiul superpozitie Dacă 0v2 = , obţinem 0vP = , ceea ce n e 

conduce la un amplificator i nversor. 1
1

2
1O v

R
Rv ⋅−= . Din relaţiile prezentate  

ţinând cont de condiţia 0v2 = , obţinem:  
1

2
1 R

RA =  Pentru a  de termina 

amplificarea în buclă închisă “A2” scu rtcircuităm sursa de tensiune v1. S e 
obţine astfel un amplificator de tensiune neinversor, iar tensiunea de ieşire 
v02 este dată de relaţia:  

2

4

3

1

2

1

2
2

1

1
1 v

R
R
R
R

v
R
Rv PO ⋅

+

+
=⋅








+= ,                               (10.6) 

pentru obţinerea căreia s-a u tilizat f ormula d ivizorului d e tensiune. 

Amplificarea în buclă închisă “A2”, est e  

4

3

1

2

2

R
R1

R
R1

A
+

+
= . Se obţine astfel 

expresia semnalului de ieşire:  



















−⋅
+

+
⋅= 12

4

3

1

2

1

2

1

1
vv

R
R
R
R

R
RvO                                      (10.7) 

 În continuare, ne propunem să determinăm rezistenţele de intrare 
1i

R  
şi 

2i
R  ale surselor de tensiune v1 şi v2.  

  
a) b) 

Fig10.11 Scheme explicative pentru calculul rezistentelor 
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 Pentru determinarea rezistenţei de intrare 
2i

R , utilizăm reprezentarea 
parţială a circuitului (fig.10.11 a), obţinând relaţia: 43i RRR

2
+=− . În  

determinarea rezistenţei de intrare 
1i

R  ţinem cont că reacţia negativă a 
amplificatorului operaţional poate fi modelată cu ajutorul unei surse 
dependente de tensiune cu control în tensiune (VCVS) cu valoarea Pv1× , ceea 

ce ne indică faptul că NP vv =  (fig.10.11 b). 
 Dacă privim intrarea inversoare, vedem că 0rVCVS = , deci, vom obţine 
pentru rezistenţa de intrare 

1i
R  următoarea relaţie: 1VCVS1i RrRR

1
=+= . Mai  

mult, rezistenţa de ieşire R0 = 0 
 
e. Amplificatorul de instrumentaţie 

O funcţie comună în măsurători şi comenzi este amplificarea 
diferenţei de tensiune între două noduri a unui circuit, fără să modifice 
tensiunea individuală a fiecărui nod. În cazul amplificatorului diferenţial, 
datorită rezistenţelor de intrare 

1i
R  şi 

2i
R , tensiunile i ndividuale a le 

nodurilor vor fi modificate. Ceea ce urmărim să obţinem este un 
amplificator diferenţial cu ∞==

21 ii RR .  
 O modalitate de obţinere a acestui amplificator diferenţial este aceea 
de a precede un amplificator diferenţial de câte două amplificatoare 
neinversoare, pentru a face ca rezistenţa de intrare să fie “văzută” ca o 
rezistenţă infinită. 
 Un astfel de amplificator este prezentat în figura 10.12 a. 

 

       
     a)              b) 

Fig. 10.12 Amplificator instrumentaţie  
 

 În cele ce urmează ne propunem să obţinem o relaţie pentru v0 în 
funcţie de v1 şi v2. Amplificatorul operaţional notat cu 3OA  este de t ip 
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diferenţial şi, deci, se poate scrie următoarea relaţie: ( )1O2O
1

2
O vv

R
Rv −⋅=  unde 

v01  şi v02 sunt tensiunile de ieşire de la amplificatoarele 1OA  şi 2OA .  
Deoarece prin intrările amplificatoarelor 1OA  şi 2OA  nu c irculă 

curent, aplicând relaţia lui Ohm se poate scrie: ( ) iRRRvv 3432O1O ⋅++=−   
→ ( ) iRR2vv 432O1O ⋅+⋅=−  unde “i” este curentul prin rezistenţele serie R3 – R4 
– R3 (fig.5.61 b). Scrierea curenţilor funcţie de potenţiale conduce  în final 

următoarea relaţie:  ( )12
1

2

4

3
O vv

R
R

R
R21v −⋅⋅







 ⋅
+= . Rezultă că amplificarea 

circuitului este alcătuită din doi termeni: 

- 






 ⋅
+

4

3

R
R21  - reprezintă amplificarea circuitului format din amplificatoarele 

1OA  şi 2OA  (acest circuit este denumit “treapta a I - a”); 

- 
1

2

R
R  - reprezintă amplificarea amplificatorului diferenţial bazat pe 

amplificatorul operaţional 
3OA  (acest c ircuit es te d enumit 

“treapta a II - a”). 
 
10.1.4 Amplificatoare de transrezistenţă (convertoare curent - tensiune) 

 
Amplificatoarele operaţionale sunt amplificatoare de tensiune, dar cu 

ajutorul unor componente exterioare pot fi configurate să lucreze şi în 
următoarele trei tipuri de amplificatoare: amplificatoare de transrezistenţă; 
amplificatoare de transconductanţă; amplificatoare de curent. 

 

  
 

a) Amplificator transrezistenţă b) Echivalentul 
Thevenin a ieşirii 

c) 
Caracteristica 

de transfer 
 

Fig. 10.13 Convertor curent – tensiune 
 

 În f igura 10.13.a est e prezentat a mplificatorul de transrezistenţă, 
denumit şi convertor I - V. În continuare încercăm să determinăm o relaţie 
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între tensiunea de ieşire şi cea de intrare. Se observă că, deoarece nu circulă 
curent pr in pi nul de  intrare inversor, c urentul i i trebuie să treacă prin 
rezistenţa R. Mai mult, deoarece pinul inversor este virtual legat la masă, 

putem scrie: iRvO ⋅−=       
  
 Amplificarea transrezistentă este, după cum rezultă din relaţia de mai 
sus, -R şi este măsurată în (V/A).  
 După cum este arătat în figura 10.13 b pinul de ieşire se comportă ca 
o sursă dependentă de tensiune comandată în curent. În figura 10.13 c este 
prezentată caracteristica de transfer a circuitului. O astfel de relaţie poate fi 
obţinută alimentând circuitul cu ii prin rezistenţa R fără a trece curentul prin 
amplificatorul operaţional. Astfel, amplificatorul operaţional va “vedea” 

0iR =⋅ , deoarece sursa este conectată la o masă virtuală, iar sarcina de ieşire 
este 0R 0 = , deoarece tensiunea v0 vine de la o sursă internă ideală Dva ⋅ . 
 

 
Fig. 10.14 Convertor I - V cu reţea T  în bucla de reacţie 

 
 Rolul amplificatorului operaţional este de a preveni orice încărcare 
la intrare sau ieşire. În figura 10.14  e ste prezentat un c onvertor I -V care 
utilizează o reţea în T pentru a realiza o amplificare de transrezistenţă mare, 
fără a folosi rezistenţe foarte mari. 
 Pentru a determina caracteristica de transfer, aplicăm teorema I 

Kirchhoff în nodul V1, şi vom obţine 21 iiii =+  sau: 2

1

1

10
R

vv
R

v
i O

i
−

=
−

+
.  

 Dar, cu toate că, curentul de intrare ii  trece prin rezistenţa R, avem 
iiRv ⋅−=1 .  

Înlocuind în relaţia anterioară obţinem: iiRkv ⋅⋅−= 20  unde   

21

1
R
R

R
Rk ++=

. 
 

368



Capitolul 8. Analiza circuitelor electrice ce conţin amplificatoare operaţionale 
 

 
 10.1.5 Amplificatoare de transconductanţă (convertoare tensiune - 
curent) 

 
Fig 10.15 Convertor tensiune-curent 

 
 Rolul amplificatorului de transconductanţă, denumit şi convertor 
tensiune-curent, este de a converti un semnal de intrare în tensiune iv , într-
un semnal de ieşire în curent oi , independent de sarcina apărută la ieşire. 
Astfel, sarcina trebuie văzută ca o rezistenţă ∞=OR . Un c onvertor U - I 

popular, cunoscut sub numele de “circuit Howland” după inventatorul său, 
este prezentat în figura 10.15. În continuare, vom determina o relaţie între 
curentul de ieşire şi tensiunea de intrare. Considerăm că nu există circulaţie 
de curent pe pinul neinversor al amplificatorului operaţional şi, aplicând 
teorema I  Kirchhoff, obţinem: 

4

LO

3

Li
O R

vv
R

vvi −
+

−
= , unde  Lv este t ensiunea 

apărută pe sarcină. Subcircuitul format din rezistenţele R1, R 2 şi 
amplificatorul operaţional, formează un amplificator neinversor, şi deci:  

L
1

2
O v

R
R1v ⋅








+=  Înlocuind e xpresia lui v 0 în relaţia anterioară se obţine: 

O

L

3

i

1

2

3

4

4

L

3

i
O R

v
R
v

R
R

R
R

R
v

R
vi −=








−⋅−=      unde:     - 

1

2

3

4

4
O

R
R

R
R

RR
−

= . 

 Pentru a  f ace c urentul Oi  independent de tensiunea pe sarcină Lv , 

vom i mpune: 
1

2

3

4

R
R

R
R

=  ceea ce  est e ech ivalent cu  ∞=OR . Ecuaţia devine 

astfel: i
3

O v
R
1i ⋅=  Amplificarea de transconductanţă este 1/R3 şi este 

exprimat în V/A. După cum se observă  din figura 10.16  c urentul Oi  este 
comandat de vi, dar este independent de vL. Mai mult, când 0vL > , circuitul 
este “sursă de curent”, iar când 0vL <  este “consumator de curent”. 
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a) Caracteristica de transfer  b) Caracteristica de ieşire a 

convertorului V-I 
Fig. 10.16  Caracteristicile  convertorului V-I 

 
 În cazul circuitului Howland este necesar un amplificator operaţional 
şi o punte cu rezistenţe echilibrată. Circuitul realizează o rezistenţă ∞=OR  
printr-o reacţie pozitivă cu rezistenţa R4. 
 
10.1.6 Amplificatoare de curent 
 În figura 10.17 sunt prezentate două posibilităţi de configurare a unui 
amplificator operaţional pentru ca acesta să lucreze ca un amplificator de 
curent. Considerăm cazul prezentat în figura 10.17a. A plicând relaţia lui 
Ohm şi teorema II Kirchhoff, obţinem următoarea relaţie pentru curentul de 
ieşire: 

( ) ( )
1

2

1 R
viRv

R
vvi PinPO

O
−⋅−

=
−

= .                             (10.8) 

 Astfel, când amplificatorul operaţional forţează potenţialul din noul 
“N” să fie egal cu potenţialul din noul “P”, se obţine: i

1

2
O i

R
Ri ⋅−= . 

          
a)       b) 

Fig. 10.17 Amplificatoare de curent 
 

 O amplificare negativă semnifică faptul că, dacă introducem (sau 
consumăm) curent prin circuit, se va modifica în consumator (sau sursă) de 
curent de la sarcină. Când rezistenţele sunt egale circuitul este denumit 
“inversor de curent” sau “oglindă de curent”, deoarece la ieşire se obţine un 
curent egal în modul dar de sens contrar celui de intrare. 
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 În  c ircuitul din figura 10.17 b. i ntrarea amplificatorului operaţional 
apare virtual scurcircuitată, rezistenţele realizează aceeaşi cădere de 
tensiune: 2211 iRiR ⋅=⋅  Aplicând teorema I Kirchhoff, se obţine 

următoarea relaţie: i
i

iO i
R
R

R
iRiiii ⋅








+=

⋅
+=+=

1

2

1

2
21 1  

 Din relaţie se observă că, dacă introducem (sau consumăm) curent în 
circuit, acesta va determina un curent pe sarcină de )R/R(1 12+  mai m are 
decât curentul de intrare.  
 
10.2 Răspunsul în regim tranzitoriu al circuitelor electrice ce conţin 
amplificatoare operaţionale 
10.2.1 Răspunsul circuitelor de ordinul I ce conţin amplificatoare 
operaţionale 

Circuitele RC creează împreună cu amplificatoarele operaţionale 
combinaţii foarte interesante. Datorită proprietăţii acestora de a prelua 
energia de la sursa de alimentare şi a o dirija spre circuitele an exe, 
amplificatorul operaţional poate fi utilizat în moduri ingenioase pentru a 
crea efecte care nu pot fi realizate cu componente pasive pure RLC, cu atât 
mai puţin numai cu rezistenţe şi capacităţi. Analiza circuitelor cu 
amplificatoare o peraţionale, este bazată pe conceptul de scurt virtual. 
Prezentăm în continuare câteva exemple de astfel de circuite si răspunsul 
acestora în regim variabil în timp.  
a) Circuitul de diferenţiere 

În f igura 10.18 a este prezentat un circuit de diferenţiere, iar în  
fig.10.18b, sunt prezentate formele de undă pentru semnalul de intrare, 
respectiv semnalul de ieşire. 

    
       a) Circuit de diferenţiere                       b) Forma de undă pentru 
intrare şi ieşire  

10.18 Circuitul de diferenţiere 
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 În c ircuitul p rezentat ( fig.10.18), se ştie că, amplificatorul 
operaţional, prin circuitul de reacţie format de rezistenţă, păstrează intrarea 
inversoare la un potenţial virtual de masă. Ecuaţiile Kirchhoff ale circuitului 
sunt: 










⋅−=
−

=

⋅=
−

⋅=

Rv
R

vi

td
vdC

td
vdCi

R

ii
c

0
00

)0(

                                     (10.9) 

Deoarece nu există flux de curent spre sau dinspre intrarea inversoare, 
curenţi sunt egali Rc ii = , şi în consecinţă relaţia intrare - ieşire devine 

td
tvdCRtv i

O
)()( ⋅⋅−= . Din relaţia tensiunii de ieşire observăm că semnalul 

este proporţional cu derivata în funcţie de timp a semnalului de intrare. 
Constanta de proporţionalitate RC este negativă şi are ca dimensiunea 
timpului (secunda). Circuitul este denumit “circuit de diferenţiere”.  

 
b) Circuitul de integrare 
În c ircuitul d in f igura 10.18a, schimbând între ele rezistenţa şi 

condensatorul, se obţine circuitul din figura 10.19a, de numit c ircuit de  
integrare. Forma  de undă a semnalului de ieşire pentru o formă dată a 
semnalului de intrare  de intrare este  prezentată în figura 10.19b. 

   
a) Circuit de integrare                b) Forma de undă pentru 

intrare şi ieşire 
Fig. 10.19 Circuitul integrator 

 
 Utilizând t eorema I  Kirchhoff şi principiul de funcţionare al  
amplificatorului operaţional, putem scrie: Rc ii =  sau: 

td
)v0(dC

R
)0v( 0i −

⋅=
− . Din 

relaţia dedusă  se obţine expresia tensiunii de ieşire  
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)0(vd)(v
RC
1)t(v O

t

0
iO +ξξ⋅−= ∫

=ξ

 unde )0(vO  reprezintă semnalul de ieşire în 

tensiune l a t =0. A ceastă valoare este determinată de energia acumulată în 
acest t imp î n cap acitate. D enumit ”integrator” circuitul are u n sem nal l a 
ieşire  proporţional cu integrala în funcţie de timp a semnalului de intrare. 
Constanta de proporţionalitate RC/1−  este negativă, iar dimensiunea sa este 
[s-1].  Un caz particular se obţine cazul în care tensiunea de intrare este 
constantă, sau ii v)t(v = , pentru care relaţia intrare - ieşire  devine: 

)0(vt
RC
v)t(v O

i
O +⋅−=    

 În fond, aplicând o tensiune constantă intrării integratorului, la ieşire 
se obţine un semnal uniform sau un semnal rampă. Dacă tensiunea de intrare 
este pozitivă, se obţine o rampă descrescătoare, iar dacă tensiunea de intrare 
este negativă, se obţine o rampă crescătoare. Datorită proprietăţii de a 
produce semnale de ieşire în rampă, integratorul are aplicaţii în proiectarea 
generatoarelor de semnal pentru forme de undă triunghiulare sau în dinte de 
fierăstrău. 
 
 c) Circuitul integrator neinversor 

Circuitul p rezentat în f ig.10.20 este un c onvertor t ensiune-curent 
având sarcină o capacitate. Curentul prin capacitate este dat de relaţia: 

1

i
C R

vi = . Deoarece amplificatorul operaţional  este configurat amplificator 

neinversor, putem scrie: C
1

2
O v

R
R1v ⋅








+= . Din combinarea relaţiilor rezultă:  

td
vd

R
R1

C
td

vdci
R
v O

1

2

C
C

1

i ⋅



















+
=⋅==  sau  tdv

CR
R
R1

vd i
1

1

2

O ⋅⋅
⋅

+
= . Integrând ambii termenii 

în  intervalul [0, t], obţinem:  )0(vd)(v
CR

R
R1

)t(v O

t

0
i

1

1

2

O +ξξ⋅
⋅

+
= ∫ .  

 
Fig. 10.20 Circuit integrator neinversor 
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Constanta de proporţionalitate dintre tensiunea de ieşire şi cea de intrare 

)CR/()R/R1( 112 ⋅+  este pozitivă, iar  circuitul este numit integrator neinversor. 
Astfel, dacă tensiunea de intrare are valoare  constantă integratorul 
neinversor va avea o rampă crescătoare atât timp cât tensiunea de intrare 
este pozitivă, şi descrescătoare dacă tensiunea de intrare este negativă. 
 
 d) Crearea răspunsurilor divergente   

 
Fig.10.21Circuit cu răspuns divergent 

Circuitului integrator ne inversor i ntroducându-i u n r ezistor v ariabil 
conform f igurii 10.21 şi modificând rezistenţa de la 0 la 2R valoarea 
rezistenţei echivalente la ieşirea amplificatorului este: 

k21
RR O ⋅−

= , u nde k 

este o fracţie controlată de poziţia cursorului ( 1k0 ≤≤ ). 
 Întrucât  coeficientul k este modificat de la 0 la 1 funcţie de poziţia 
cursorului, rezistenţa R0 variază de la R prin ∞  la –R. Astfel se obţine 
rezistenţa R0 negativă, ceea ce ne interesează. Pentru a putea aprecia această 
proprietate, căutăm o relaţie între tensiunile v0 şi vS. A mplificatorul 
operaţional având configuraţie neinversoare amplifică tensiunea pe 
condensator vC cu un coeficient 1+2k, şi deci:   CO vkv ⋅⋅+= )21(  
 Aplicând teorema I Kirchhoff  în nodul intrări neinversoare, obţinem 
următoarea relaţie:  

R
vv

td
vdC

R
vv OCCCS −

+⋅=
− . Eliminând tensiunea vC, ecuaţia 

diferenţială care guvernează acest circuit 

este: SO
OC v

k
kv

td
vd

k
R

⋅
⋅−
⋅+

=+⋅
⋅− 21

21
21

. Pentru început, conectăm circuitul la 

sursa v S pentru a  “injecta” energie î n c ondensatorul C , a poi vom  t rece 
comutatorul în poziţia de potenţial nul pentru a exclude sursa din circuit, şi 
analizăm comportarea circuitului. Astfel, pentru +≥ 0t  ecuaţia va fi: 
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0)()(
21

=+⋅
−

tv
td
tvd

k
RC

O
O  cu rădăcina caracteristică 

RC
1k2s −

=  care determină 

următoarea soluţie pentru tensiunea de ieşire: 

 
t

RC
k

O
ts

OO evevtv
⋅

−
+⋅++ ⋅=⋅=≥

12

)0()0()0( .                              (10.10) 
 Se pot identifica trei cazuri importante: 

• 5,0k <  - ceea ce conduce la 0s < . Răspunsul natural al circuitului este cu 
amortizare ex ponenţială. În concluzie, putem spune că, circuitul va 
răspunde ca un circuit RC obişnuit.  

• 5,0k =  - deci, 0s = . În acest caz, răspunsul natural este constant, 
)0(v)0t(v OO

++ =≥ . P entru 5,0k = , r ezistenţa este reglată astfel încât 
circuitul se reduce la integratorul neinversor  

• 5,0k >  - implică 0s > . Răspunsul este exponenţial crescător întrucât 
termenul exponenţial este pozitiv. Acest tip de răspuns este prezentat în 
figura 10.22 

   
a) planul ecuaţiei caracteristice                       b)domeniul timp 

Fig. 10.22 Răspunsul circuitului 
 

Din punct de vedere fizic, un răspuns divergent natural injectează în 
circuitul RC mai multă energie decât poate rezistenţa R să disipe. Aceasta 
este o energie adiţională care măreşte tensiunea acumulată pe capacitatea C. 
Prin contrast, în circuitele RC pasive, disiparea energiei pe rezistenţa R 
produce o descărcare graduală a capacităţii. 
 Prin introducerea unui amplificator operaţional, poziţia rădăcinii 
poate fi făcută să treacă în partea dreaptă a axei planului s. Modificarea 
poziţiei rădăcinii nu este posibilă în circuite pasive pure, ceea ce face ca 
amplificatoarele operaţionale să fie utilizate la realizarea unor circuite 
importante cum ar fi filtrele sau oscilatoarele. 

 
Fig.10.23 Poziţia  rădăcinii în planul s 
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 Efectul coeficientului k asupra rădăcinii (s) ecuaţiei caracteristice 
poate fi vizualizat grafic cu ajutorul poziţiei rădăcinii, care este traiectoria 
descrisă de către s când k este  modificat de la 0 la 1. În circuitul prezentat, s 
se deplasează de la (-1/RC), p rin o rigine, s pre (1 /RC) (f ig.10.23). O  
observaţie interesantă este aceea că în circuitul RC pasiv, poziţia rădăcinii se 
extinde numai până în origine. 
 Prin i ntroducerea unui amplificator operaţional, poziţia rădăcinii 
poate fi făcută să treacă în partea dreaptă a axei planului s. Modificarea 
poziţiei rădăcinii nu este posibilă în circuite pasive pure.  
 
10.2.2 Răspunsul circuitelor de ordinul II  ce conţin amplificatoare 
operaţionale 
 În ce le p rezentate m ai su s s -a demonstrat proprietatea unică a 
circuitelor de ordinul I cu amplificatoare operaţionale de a crea răspunsuri în 
partea dreaptă a planului complex, proprietate de care nu se bucură 
circuitele pasive pure. 
 În c ontinuare vom  studia c ircuite de  o rdinul a l II-lea cu  
amplificatoare operaţionale şi vom demonstra că este posibil nu numai să se 
creeze rădăcini în partea dreaptă a planului complex, ci şi să se creeze 
rădăcini complexe fără utilizarea oricărei inductanţe, folosind numai 
rezistenţe şi capacităţi, ca elemente pasive. Utilizarea amplificatoarelor 
operaţionale, in astfel de circuite, are  două avantaje importante şi anume: 
• posibilitatea de a controla plasarea rădăcinii în planul complex, 

deschizând o gamă largă de aplicaţii pentru circuite RC cu 
amplificatoare operaţionale cum ar fi filtrele sau oscilatoarele. 

• un înalt grad de miniaturizare prin eliminarea inductanţelor. 
 Pentru a aprecia în întregime rolul amplificatoarelor operaţionale 
mai întâi vom examina circuitele de ordinul II pasive, ce conţin rezistenţe şi 
capacităţi, dar nu conţin inductanţe, şi să arătăm că rădăcinile ecuaţiei 
caracteristice sunt întotdeauna reale şi negative. Apoi vom demonstra că 
introducerea unui amplificator operaţional pentru a prevede o creştere 
controlată a reacţiei pozitive permite, pentru acelaşi circuit, să creeze 
rădăcini complexe, şi că aceste rădăcini pot fi plasate oriunde în planul 
complex. 
 
 a)Circuite de ordinul II pasive fără inductanţe 
 Circuitul pasiv din figura 10.11 constă din două trepte RC. Analiza 

circuitului o realizăm prin  teorema I Kirchhoff, obţinând  




=
+=

42

321

ii
iii . 
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 Înlocuind curenţii din aceste ecuaţii prin metoda potenţialelor nodale 
obţinem: 

  










⋅=
−

⋅+
−

=
−

td
dvC

R
vv

td
dvC

R
vv

R
vvS

2
2

1

1
1

2

1

1

1

                                                (10.11) 

 Rezolvarea sistemului prin eliminarea potenţialului v1, c onduce l a 
ecuaţia diferenţială de ordinul II:  S

2
O

2
OO2

2

vv
td
vd2

td
vd

⋅ω=⋅ω+⋅ω⋅ξ⋅+ , în care s-au 

folosit notaţiile: 

  

2121

212211

2121

2
1

1

CCRR
CRCRCR

CCRRO

⋅⋅⋅
⋅+⋅+⋅

⋅=

⋅⋅⋅
=

ξ

ω

                                         (10.12) 

 După cum se ştie, ξ determină caracteristica de atenuare (amortizare) 
a circuitului iar ωo defineşte frecvenţa de rezonanţă. Pentru a putea examina 
în detaliu aceasta, se introduce variabila: 

22

11

CR
CRx
⋅
⋅

=  iar ξ se  exprimă astfel:   









+⋅








+⋅=

x
x

R
R 11

2
1

2

1ξ .                                             (10.13) 

 Se poate uşor verifica faptul că 1≥ξ , iar minimul se obţine atunci 
când raportul dintre R1 şi R2 tinde către zero şi x tinde către 1. În consecinţă 
acest circuit admite numai rădăcini reale negative, deci răspunsul natural nu 
poate fi niciodată de tipul celor cu amortizare slabă. 

 
 

a) b) 
Fig. 10.24 Circuit de ordin II fără inductivităţi 
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Figura 10.24 b arată locul de plasare a rădăcinilor ecuaţiei 
circuitului. Este interesant de arătat că circuitul prezintă rădăcini distincte de 
fiecare dată când 2211 CRCR ⋅=⋅ .  
 Din punct de vedere fizic aceasta reprezintă de fapt o piedică 
deoarece treapta 

11CR
 reprezintă o sarcină pentru treapta 22CR . Sarcina poate 

fi eliminată prin interpunerea unui atenuator de tensiune între cele două 
trepte RC. În acest caz, dacă 2211 CRCR ⋅=⋅  rădăcinile vor coincide. O altă 
soluţie de minimizare a sarcinii este impunerea unei rezistenţe 21 RR << . 
 În concluzie, răspunsul natural al circuitelor pasive fără inductanţe 
nu poate fi niciodată de tipul celor cu amortizare slabă. Circuitul poate să fie 
făcut să se apropie de amortizarea critică atunci când 21 RR 〈〈  pentru 

minimizarea sarcinii şi 1
2

1
2 C

R
RC ⋅= , pentru micşorarea lui ξ. 

 
b) Circuite de ordinul II active fără inductanţe 
 Circuitul di n f igura 10.25 este similar celui prezentat, cu excepţia 
faptului că semnalul de ieşire din a doua treaptă RC este introdus într-un 
amplificator, iar semnalul de ieşire din amplificator este folosit ca reacţie 
printr-o capacitate mare. 
 Deoarece amplificatorul este de tipul neinversor, această modificare 
va produce o reacţie pozitivă. Circuitul este un circuit activ datorită 
prezenţei amplificatorului cu proprietatea lui unică de a dirija energia de la 
sursa lui de alimentare spre circuitele înconjurătoare, în comparaţie cu 
circuitul din figura 10.25care este unul pur pasiv. 
 Pentru a  s implifica lu crurile am impus în mod arbitrar capacităţile 
egale şi raportul rezistenţelor de 4 la 1.(R1=10kΩ, R2=20kΩ) 

 
Fig. 10.25 Circuit activ de ordinul II fără inductanţe 

 Caracteristica de transfer este dată de relaţia: v=kv2 unde 
2

1

R
R1k += , 

v2 reprezintă potenţialul intrării neinversoare. Aplicând metoda potenţialelor 
nodale de rezolvare a circuitelor se obţine sistemul: 

378



Capitolul 8. Analiza circuitelor electrice ce conţin amplificatoare operaţionale 
 










⋅=
−

−
+

−
⋅=

⋅
−

td
vdc

R
vv

R
vv

td
vvdC

R
vvS

221

2111 )(
4

                                       (10.14) 

 Înlocuind k/vv2 =  si  el iminând t ensiunea v1  se obţine  ecuaţia 
diferenţială 

SOOO vkv
td
vd

td
vd

⋅⋅=⋅+⋅⋅⋅+ 22
2

2

2 ωωωξ  unde: 
CRO ⋅⋅

=
2

1ω , ia r 

k−= 25,2ξ . Din relaţia de mai sus observăm că ξ depinde de  factorul de 
amplificare, arătând că prin alegerea lui k, putem face ca ξ să ia valori 
diferite, inclusiv 0 sau orice valoare negativă. 
 Cu v alorile lu i R 1 şi R2 indicate î n f igura 10.25, f actorul de  
amplificare este variabil în domeniul V/V3kV/V1 ≤≤ , astfel că ξ poate varia 
în domeniul 25,175,0 ≤ξ≤− . 
 
 Să studiem circuitul din punct de vedere a factorului de amplificare 
k. 
• Pentru V/V2,1kV/V1 ≤≤  se obţine 25,11 ≤ξ≤ . rădăcinile sunt reale şi 

negative. 
• Pentru V/V25,1k >  se obţine 1≤ξ  cauzând  rădăcini complex conjugate. 

După cum se ştie aceasta înseamnă un comportament oscilatoriu. Într-un 
circuit RLC, acest comportament este o piedică pentru proprietatea de 
înmagazinare a energiei şi de schimb între capacitate şi inductanţă. 

Într-un circuit kRC, acesta nu are inductanţe dar este prevăzut cu un 
amplificator care este folosit pentru transferul energiei între propria lui 
sursă de alimentare şi cele două trepte RC. Acest flux de energie are loc 
prin capacitate. 

• Pentru V/V25,2k =  se obţine 0=ξ , indicând rădăcini pur imaginare şi 
oscilaţii neamortizate. Din punct de vedere fizic, atunci când k are 
această valoare energia injectată prin circuitul de reacţie este egală cu 
energia disipată pe cele două trepte RC. 

 În circuitul RLC condiţia de neamortizare este prezentată prin 0R →  
pentru cuplare în serie, şi ∞→R  pentru cuplarea în paralel. În practică, 
datorită faptului că elementele RLC nu sunt ideale, apar pierderi parazitare 
mai ales pe inductanţă. Rezultă că în orice circuit RLC pasiv, oscilaţiile vor 
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fi amortizate. Spre deosebire de acestea, în circuitele kRC putem obţine 
oscilaţii întreţinute prin setarea lui V/V25,2k = . 
c)Crearea rădăcinilor pozitive 
 Printre proprietăţile circuitelor kRC, este şi aceea de a putea obţine 
valori ne gative pe ntru ξ, cee a ce  în cazu l c ircuitelor R LC p asive n u-i 
posibil. 
 Pentru V/V25,2k ≥  se obţine 0<ξ  iar  rădăcinile ecuaţiei 
caracteristice su nt:  2

OO2,1 1js ξ−⋅ω⋅±ω⋅ξ−=  unde pe ntru 0<ξ  se ajunge ca  
Oω⋅ξ−  să devină pozitivă, indicând faptul că rădăcinile se vor extinde acum 

în partea dreapta a planului complex. Mai mult, răspunsul poate fi scris 
astfel: )1cos()( 2 θξωωξ +⋅−⋅⋅⋅= ⋅⋅ teAtv O

t
O

O , unde A şi θ sunt constante 
iniţiale uzuale. 
 Această funcţie reprezintă o sinusoidă, având frecvenţa 21 ξω −⋅O , 

unghiul de fază θ şi amplitudinea exponenţială oteA ωξ ⋅⋅⋅ .  
 Din punct de vedere fizic, dacă V/V25,2k > , energia injectată de către 
amplificator creşte cu fiecare ciclu mai mult decât se poate disipa pe cele 
două trepte RC, astfel că oscilaţia va creşte în amplitudine, într-o progresie 
geometrică. 
 În circuitele practice, oscilaţiile vor creşte până la o neliniaritate 
oarecare, care este totdeauna prezentă în forme oarecare, limitează 
oscilaţiile semnalului de ieşire şi, prin urmare, cantitatea de energie pe care 
amplificatorul o poate reinjecta în circuit. Odată îndeplinită această condiţie, 
circuitul va realiza oscilaţii întreţinute. 
 Proprietăţile principale se pot concluziona astfel: 
• V/V25,1kV/V1 ≤≤   
 - rădăcinile sunt plasate în partea negativă a axei; 
• V/V25,2kV/V25,1 ≤≤  
 - rădăcinile sunt plasate pe un arc de cerc în partea stângă a planului 
complex; 
• V/V3kV/V25,2 ≤≤  

- locul de plasare a rădăcinilor se extinde în jumătatea dreaptă a 
planului complex;  
• V/V25,1k ≥  

- distanţa radială a rădăcinilor faţă de origine este Oω , indicând faptul 
că traiectoria este un arc de cerc cu raza Oω . 
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10.3 Răspunsul în c.a. al circuitelor electrice ce conţin amplificatoarelor 
operaţionale 
 Analiza circuitelor se realizează pe baza conceptului de scurt virtual. 
Regula p entru c ircuite d e c urent a lternativ c u amplificatoare operaţionale 
este: 
 “ Un amplificator operaţional va modifica fazorul semnalului de 
ieşire la orice valoare se doreşte, pentru ca fazorul diferenţă de intrare Vd 
să fie nul.”  unde NPd VVV −= , i ar VN şi V P sunt fazorii pentru intrările 
inversoare şi neinversoare.  
 În continuare vom ilustra utilizarea acestei reguli, cu ajutorul câtorva 
exemple. 
 
a) Circuitul integrator 

Circuitul di n f igura 10.26 a  f ost a nalizat î n d omeniu  t imp a vând 
dependenţa intrare ieşire  sub formă integrală exprimată prin relaţia  

)0(vd)(v
RC
1v O

t

O
iO +ξξ⋅−= ∫                                                          (10.15) 

În continuare vom reexamina acest circuit în domeniul complex. În 
acest sens, imaginea  circuitului este descrisă de figura 10.26b. Observăm că 
fazorii c urenţilor ce parcurg rezistenţa şi capacitatea trebuie să satisfacă 
următoarea condiţie IR= I c iar relaţia dintre semnale devine 

R

C

i

O

Z
Z

V
V

−= . 

    
         a) Circuit integrator inversor                           b) 
Reprezentarea în complex 

Figura 10.26 Circuitul integrator în c.a. 
 
 Aceasta este formula familiară pentru amplificarea amplificatorului 
neinversor. S criind RZR =  şi Cj/1ZC ω= , se obţine iO V

RCj
1V ⋅

ω
−= . Pentru a  

înţelege funcţionarea circuitului rescriem ecuaţia astfel:
ω

⋅−=
j
V

RC
1V i

O . 

 După cum se ştie, divizarea unui fazor cu jω este echivalentă cu 
integrarea semnalului respectiv întrucât operaţiei de integrare îi corespunde 
în planul complex împărţirea la jω. În consecinţă, rolul circuitului în curent 
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alternativ este de integrare. Constanta de proporţionalitate este RC/1− , ia r 
unitatea de măsură a acesteia este [s-1].  

 
b) Circuitul derivator 

Schimbând R şi C în circuitul din figura 10.26 se obţine circuitul din 
figura 10.27a. Reprezentării circuitului din domeniul complex (fig. 10.27b) 
putem să aplicăm formula amplificării inversoare 

Cj
1
R

V
V

i

O

ω

−=  de unde , 

tensiunea de ieşire poate fi scrisă sub forma: 
iO VRCjV ω−= . 

           
     a) Circuit derivator  b) Reprezentarea domeniului 

de frecvenţă 
Figura 10.27 Circuit derivator 

 
 Multiplicarea î n c omplex a  unui  f azor c u j ω este echivalentă cu 
diferenţierea semnalului corespunzător de curent alternativ,  deci rolul 
circuitului este de diferenţiere. Constanta de proporţionalitate –RC ar e ca  
unitate de măsură [s]. 
 
c)Filtru trece jos( “Low pass”) cu amplificare 

 
Fig. 10.28 Circuit “Low pass” cu amplificare 

 
Aplicând formula amplificării amplificatorului inversor in circuitul 

din figura 10.28 deducem, 
1R

P

i

O

Z
Z

V
V

−=  relaţie în care  
CRj1

RZIIZZ
2

2
RCP 2 ω+
== ; 

1R RZ
1
= . Înlocuind în relaţia de dependenţă intrare ieşire se obţine expresia 

i
21

2
O V

CRj1
1

R
RV ⋅

ω+
⋅−= . Primul termen din partea dreaptă a ecuaţiei tensiunilor 
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reprezintă amplificarea, iar al doilea termen  a re rolul unui  filtru trece-jos. 
Amplitudinea amplificării este dată de relaţia R2 / R 1, i ar caracteristica de 
frecvenţă a funcţiei trece-jos este dată de relaţia 

CR
1

2
O ⋅
=ω . A mplitudinea 

intrare-ieşire şi faza sunt date de relaţiile: 

im2
21

2
Om V

)CR(1

1
R
RV ⋅

ω+
⋅=  respectiv )CR(tan 2

1180 ωϕ −−°=        (10.16) 

   
d) Filtru trece sus cu amplificare (“high pass”)  

 
Fig. 10.29 Circuit “high pass” cu amplificare 

 
În f igura 10.29 est e p rezentat u n circuit trece su s cu  a mplificare. 

Amplificării circuitului inversor particularizată circuitului este 
S

R

i

O

Z
Z

V
V 2−=  

unde 2R RZ
2
=  şi 

CRj
)CRj1(RZZZ

1

11
RCS 1 ω

ω+⋅
=+= .  

În consecinţă, tensiunea de ieşire este: i
1

1

1

2
O V

CRj1
CRj

R
RV ⋅

ω+
ω

⋅−= . 

 Primul termen din partea dreaptă a ecuaţiei reprezintă amplificarea, 
iar al doilea termen ne indică faptul că acest circuit are rolul unui filtru 
trece-sus. Amplificarea este dată de raportul 12 R/R , i ar c aracteristica d e 
frecvenţă este CR/1 1O ⋅=ω . Amplitudinea intrarea-ieşire şi faza sunt date de 

relaţiile im2
1

1

1

2
om V

)CR(1

CR
R
RV ⋅

ω+

ω
⋅=  )CR(tan90 1

1 ω−°=ϕ − . 

 
e) Multiplicator de capacitate 

  
a) Multiplicator de capacitate            b) Circuit test pentru găsirea Zeq 

Figura 10.30 Multiplicator de capacitate 
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 Considerăm că o intrare a amplificatorului operaţional (fig.10.30) se 
comportă ca o capacitate echivalentă Ceq. Pentru a obţine o expresie pentru 
această capacitate aplicăm o tensiune test “V” (fig.10.30b), ce va determina 
un curent “I”. Evaluând impedanţa intrării obţinem 

I
VZeq = . Presupunând că 

impedanţa echivalentă este capacitivă, putem scrie 
eq

eq Cj
1Z

ω
=

 Amplificatorul O A1 funcţionează ca un repetor de tensiune, deci 
V1=V, ia r a mplificatorul O A2 funcţionează ca un amplificator inversor şi 
tensiunea de ieşire este V

R
RV

R
RV

1

2
1

1

2
2 ⋅−=⋅−= .    

 Impedanţa echivalentă se determină ca raport al tensiunii aplicate pe 

curentul ce  încarcă condensatorul  
C

1

2

C

1

2

C

Z

Z

V
R
R1

Z

V
R
RV

Z
VV

I
⋅







+

=
⋅+

=
−

= .  

 Astfel, putem determina relaţia impedanţei echivalente 
eq

eq Cj
1Z

ω
=  şi, 

implicit, relaţia capacităţii echivalente C
R
R1C

1

2
eq ⋅








+= . Din aceste ecuaţii 

putem concluziona că acest circuit are rolul unui multiplicator de capacitate. 
Acesta îşi găseşte aplicaţie în special în tehnologia circuitelor in tegrate, 
întrucât din cauza miniaturizării pot fi realizate numai capacităţi foarte mici.  
 Când sunt cerute capacităţi mari, se poate utiliza acest tip de 
multiplicator. Acest efect de multiplicare a capacităţii este denumit “efect 
Miller pentru capacităţi” . 
  
f)Simulator de inductivitate 

 
a) Simulator de inductivitate 

 

 
b) Circuit test pentru determinarea Zeq 
Figura 10.31 Simulator de inductivitate 
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 În a naliza circuitului ( figura 10.31) considerăm că o intrare a 
amplificatorului operaţional se comportă ca o inductanţă. Pentru a 
demonstra acest lucru aplicăm o tensiune test alternativă “V” (fig.10.31 b), 
ceea ce va conduce la apariţia unui curent “I”. Impedanţa echivalentă a 
circuitului se determină ca raport tensiune aplicată pe curent injectat 

I
VZeq =  

iar ipoteza admisă că impedanţa este inductivă permite exprimarea acesteia 
în forma eqeq LjZ ⋅ω⋅=   
 Aplicând relaţia lui Ohm putem determina c urentul d e i ntrare în  
amplificatorul operaţional: 

4

2

R
VV

I
−

= . A mplificatorul O A2 păstrează pinul 

inversor l a tensiunea V , d eci î n ac est n od t eorema I  Kirchhoff  p ermite 
definirea următoarei relaţii  

3

112

R
VV

Cj
1

VV −
=

ω

− . Operaţionalul OA1 

funcţionează ca un amplificator neinversor V
R
R1V

1

2
1 ⋅








+=  iar di n 

combinarea relaţiilor urmărim să deducem dependenţa tensiune test aplicată 
de curentul injectat  obţinând 

2

431

R
RRRj

VI
⋅⋅⋅ω⋅

=  din care exprimăm impedanţa 

echivalentă a circuitului eqeq LjZ ⋅ω⋅=  respectiv inductivitatea   

C
R

RRRL
2

431
eq ⋅

⋅⋅
= . 

 În concluzie, chiar dacă acest circuit nu foloseşte inductanţe, poate 
simula o gamă foarte largă de inductanţe folosind componente miniaturale. 
Proprietatea circuitului cu amplificator operaţional de a simula inductanţe, 
găseşte aplicaţie într-o importantă clasă de circuite, numite filtre active. 
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