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Abstract

In this paper, the concept of causal controlled invariance, in the framework of max-plus linear sys-
tems, is explored in depth. This concept is very useful and applicable to various control problems for
such systems, and although it has already been presented in the literature, it is currently represented,
and defined only through sufficient conditions that allow to verify if a module has this property. In
order to design appropriate control laws for these systems, in which specifications and constraints are
given in terms of vector space, it is indeed necessary to consider the concepts of controlled invariance
and causal controlled invariance. However, for the latter no algorithm has so far been designed to
test the sufficient conditions already defined or other equivalent conditions. It is for this reason that,
in addition to various considerations on this topic, a preliminary version of an algorithm is presented
within this work. In this way, it makes possible to check more easily whether a module is causally
controlled invariant or not. We introduce the concept of causal projection relative to a matrix, which
plays a central role in the development of the concepts that are presented. The described algorithm
has been implemented on ScicosLab software package. It consists in a procedure that is applied recur-
sively to each row of the matrix under consideration, until convergence is achieved, which is ensured
within a defined number of steps. Some examples are finally provided, to illustrate how the algorithm
permits to confirm whether or not a given module is causally controlled invariant.

Résumé

Dans cet article, le concept d’invariance causale contrdlée, dans le cadre des systemes max-plus
linéaires, est exploré en profondeur. Ce concept est tres utile et applicable a divers problemes de
conception de lois de commande pour ces systemes. Bien qu’il ait déja été présenté dans la littéra-
ture, il est caractérisé et défini uniquement par des conditions suffisantes qui permettent de vérifier
si un module possede cette propriété. Afin de concevoir des lois de commande appropriées pour ces
systemes, lorsque les spécifications et les contraintes sont données en termes d’espace vectoriel, il est
en effet nécessaire de considérer les concepts d’invariance controlée et d’invariance causale contro-
lée. Cependant, pour cette derniere, aucun algorithme n’a été congu jusqu’a présent pour tester les
conditions suffisantes déja définies ou d’autres conditions équivalentes. C’est pour cette raison qu’en
plus de diverses considérations sur ce sujet, un algorithme est présenté dans le cadre de ce travail. 11
permet de vérifier plus facilement si un module est invariant par contrdle causal ou non. Le concept
de projection causale relatif a une matrice est introduit et joue un role central dans ce développe-
ment. L’algorithme décrit a été implémenté sur le progiciel ScicosLab. Il consiste en une procédure
appliquée récursivement a chaque ligne de la matrice considérée jusqu’a ce que la convergence soit
atteinte, ce qui est toujours assuré en un nombre fini d’étapes. Quelques exemples d’utilisation de cet
algorithme sont finalement présentés, pour vérifier si un module donné est ou n’est pas invariant par
contrdle causal.
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1 Introduction

Au cours des dernieres décennies, le concept d’invariance contrdlée, pas nécessairement causale, a
été largement étudié dans le domaine des systemes dynamiques. En fait, I’invariance contrdlée, éga-
lement appelée (A, B)-invariance, a prouvé son efficacité dans la résolution d’un large éventail de pro-
bleémes de contrdle classiques. Nous rappelons que pour les systeémes dynamiques sur un corps, 1’(A, B)-
invariance d’un sous-espace vectoriel est équivalente a son invariance avec au moins un retour d’état
statique [1, 2]. Cependant, pour les systeémes avec des coefficients sur des anneaux ou demi-anneaux,
cette propriété n’est généralement pas valide puisque dans ce cas I’invariance par retour d’état implique
I’(A, B)-invariance, mais I’inverse n’est pas toujours vrai [3,4].

La notion d’(A, B)-invariance a été un pilier de 1’approche géométrique pour la conception des lois
de commande des systémes linéaires depuis les années 1970 [6, 7]. Au fil des années, différents auteurs
ont étendu 1’application de cette approche géométrique aux systemes sur des anneaux [3,5] et des demi-
anneaux, tels que les systemes max-plus [4]. Un travail significatif a été réalisé par Conte et Perdon [5]
avec le concept d’invariance de retour d’état dynamique pour les modules sur des anneaux principaux.
De plus, dans ’article de Cardenas et al. [11], inspiré par le travail de Ito et Inaba [8], les auteurs ont
obtenu différents résultats pour le demi-anneau R,,,,, en introduisant des applications pour le contrdle
des systemes a événements discrets soumis a des contraintes temporelles. De nombreuses études se sont
concentrées sur la recherche d’un retour d’état statique pour résoudre des problemes définis en termes de
contraintes ou de comportement asymptotique [4, 15—17,20-24]. D’autres travaux ont également abordé
des problemes d’observabilité dans des termes similaires [9, 10,30-32].

Par conséquent, I’invariance contrdlée a été abordé aussi dans le contexte des systemes max-plus
linéaires et s’est avéré tres utile et applicable a divers problemes de commande dans de tels systemes,
qui trouvent des applications dans plusieurs domaines, dont la théorie des graphes, la programmation
linéaire entiere, les systemes de production et de planification, etc. Un travail notable est [9], dans
lequel les notions d’espaces invariants conditionnés et controlés sont étendues aux systeémes dynamiques
linéaires sur des demi-anneaux max-plus ou tropicaux. Un théoreme de dualité y est établi et utilisé
pour construire des observateurs dynamiques appliqués a un systéme de fabrication. Un autre article lié
a ce sujet concerne le probleme de synchronisation des systemes linéaires max-plus, formulé en termes
d’invariance contrdlée et de coreachabilité [26], tandis que d’autres travaux ont examiné des lois de
commande a retour d’état statique, bien qu’elles ne soient pas nécessairement linéaires [23,25].

Une considération particuliere est que, dans 1’algebre max-plus, les fonctions statiques ne sont pas
nécessairement causales, comme 1’ont analysé T. Bousch [18] et B. Cottenceau et al. [19]. Cependant,
la mise en ceuvre en ligne des lois de commande nécessite une vérification de cet aspect, comme le
souligne [25], ou la méthode de double description d’Allamigeon et al. [14,27] est utilisée. Une autre
contribution significative, qui peut donner une autre perspective sur la causalité, est le travail de Declerk
[28], qui traite de la contrainte causale et propose différentes techniques avec I’utilisation du contrdle
prédictif. Enfin, un autre travail qui mérite d’étre mentionné est [29], qui utilise I’approche géométrique
structurale au probleme de I’appariement de modeles (de I’anglais Model Matching Problem) pour les
systemes linéaires positifs en introduisant une notion d’invariance controlée positive.

Larticle est structuré de la maniere suivante. La section 2 aborde les rappels et les résultats de
base concernant I’algebre max-plus, les demi-modules, les systemes max-plus linéaires, ainsi que les
concepts d’invariance controlée, de causalité et des opérateurs causaux. La section 3 est dédiée a I’in-
variance causale contrOlée, a la projection causale et a 1’algorithme obtenu. Quelques exemples sont
ensuite présentés dans la section 4, et une breéve conclusion résume les concepts et les résultats obtenus
dans I’article.
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2 Concepts de base
2.1 L’algebre max-plus

L’algeébre max-plus est une classe de systémes algébriques discrets, connue comme un outil efficace
pour la modélisation et ’analyse de systemes a événements discrets temporisés, et pour 1’évaluation de
performance et la conception de systemes en réseau. Dans ce systeme algébrique, les opérations max
et plus de 1’algebre conventionnelle sont définies respectivement comme 1’addition et la multiplication,
quand cela n’introduit pas d’ambiguité.

En désignant la droite réelle entiere par R, nous définissons le demi-anneau max-plus comme I’en-
semble Rp,x = RU{—occ}. Par conséquent, Ryax représente ’ensemble des nombres réels complété
par —oo, et les lois max et plus, avec lesquelles il est équipé, sont respectivement notées @ et ®. Si
X,y € Rpax, les deux opérationssont définies de la maniere suivante : x®y = max(x,y), x®y = x+y.

L’élément neutre pour I’opération & est ici —eo et I’élément neutre pour I’opération ® est 0. Nous les
notons respectivement € et e. Dans cette structure, 1I’élément € est absorbant pour la multiplication, c’est-
a-dire que x® € = £ ®x = € pour tout x € Ryp,y. Etant donné que xPe =eDx=xetx@e=e@x=x
sont valables pour tout x € Rp,x, nous pouvons comprendre que € et e jouent le role de O et 1 dans
I’algebre conventionnelle. Les lois & et ® sont associatives, et la multiplication est distributive par
rapport aux sommes finies, ce qui signifie que pour tout a,b,c € Ryax, (a®b)®c=(a®c) B (bRc) et
c®(a®db) = (c®a) D (c®b). Par conséquent, Ryax posséde une structure de demi-anneau. De plus,
notons que 1’opération & est commutative et que cette addition & est idempotente, ce qui signifie que
pour tout a € Ry, nous avons a G a = a. Avec ces propriétés, on dit que Ry,ax est un dioide [12]. De
plus, comme dans Ry, I’opération ® est également commutative, (alors qu’en général seul & I’est), on
parle dans ce cas, grace a cette propriété supplémentaire, d’un dioide commutatif.

Un autre dioide est le demi-anneau min-plus, défini comme I’ensemble Ry, = RU{+o0} équipé de
I’addition min(a,b) = a®’b et de la multiplication a+b = a®' b. L’élément neutre est +oo et ’unité est
0. Les dioides Rpax et Ry, s’entendent comme 1’ensemble R U {—o0,+o0}, muni respectivement des
lois @, ®, ou @&',®’. Ces deux dioides sont complets en ce sens que les sommes & et &, méme d’un
nombre infini d’éléments, sont toujours bien définies dans ces ensembles. Notons que les multiplication
®' et ® sont différentes car par convention nous avons —eo ® +oo = —oo, alors que —oo @’ +o0 = oo,
Les deux opérations coincident avec 1’addition usuelle lorsqu’elles sont appliquées a des nombres réels.

Les notations & et ® sont bien siir étendues aux vecteurs et aux matrices : en fait, Rbnd représente
I’ensemble des matrices de taille p x g avec coefficients dans Ry« et p,g € N. Pour deux matrices
A,B € R la somme A & B est définie comme (A @ B);j = A;; ® B;j. Si A € Rhay et B€ R e
produit A ® B est défini par (A ® B);j = @j_; Aix ® Bij. Ce produit est souvent noté AB. La matrice
nulle est symbolisée par € et la matrice unité I, est une matrice n X n ou les éléments diagonaux sont
e =0 et les éléments hors diagonale sont €. Le vecteur dont toutes les composantes sont égales a e = 0 est
noté 0. La notation ® est également utilisée pour représenter le produit externe d’un scalaire A € Rpax
et d’une matrice A € Rhx, défini comme (A ®A);; =A+A;j,pouri=1apetj=1an.

En remplagant, dans les notions d’espace vectoriel ou de module, le corps ou I’anneau de scalaires
par un demi-anneau, on obtient ce qui est appelé dans la littérature un demi-module, un moduloide [12]
ou tout simplement un module'. Nous nous intéressons notamment aux sous-demi-modules du produit
cartésien R ., et aux modules de type fini, générés par une famille finie de vecteurs de R7 ..

SiM € R, on peut définir ImM = {x e R, | Iv € R, x = Mv}. En d’autres termes, ImM

Tl y a quelques années, Christophe Reutenauer fit remarquer 2 Edouard Wagneur que le terme module est préférable, puisque
les définitions d’un module et d’un demi-module sont identiques, hormis le fait que I’ensemble de référence est un anneau ou
un demi-anneau. Ils discutaient de la notion de dimension pour ces objets. En effet, anneaux ou demi-anneaux posent les mémes
questions pour ce type de propriété. C’est pourquoi nous suivons cet avis, et utilisons indifféremment les termes module ou
demi-module dans cet article.
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est généré par les colonnes de M. A cet égard, un résultat important et largement commenté dans la
littérature est dii a Butkovi¢ and Hegediis [13], qui ont établi que la famille des sous-demi-modules de
R .« de type fini coincide avec la famille des cones de type fini Cone (C,D) = {x e Rl | Cx = Dx}, ot
C et D sont des matrices p X n, pour un entier p. Cette remarque est formalisée dans 1’énoncé suivant.

Théoreme 2.1. Un demi-module .# C R} . étant donné, les affirmations suivantes sont équivalentes.
i) Il existe un entier q et une matrice M € Rimd telle que .# = ImM.
q q
ii) Il existe un entier p et des matrices C,D € Rhny telles que .# = Cone (C, D).
p q

Des algorithmes permettant de passer d’une représentation a 1’autre sont introduits dans [13]. Ils
ont été affinés par Allamigeon et al. [14]. Nous avons programmé ces algorithmes avec la boite a outil
Max-Plus incluse dans Scicoslab [33], pour traiter les exemples de la section 4 de cet article.

Allamigeon et al. [14] ont également décrit des algorithmes pour calculer les générateurs de po-
lyhedres max-plus, pour caractériser I’ensemble de tous les vecteurs x satisfaisant des inégalités de la
forme Ax® ¢ < Bx®d. Dans ce qui suit, nous aurons simplement besoin du résultat suivant, qui est bien
connu, qui ne caractérise que 1’existence d’au moins une solution a une égalité monolatere, a partir de
sa plus grande sous-solution [12].

éoreme 2.2. Des entiers q et n étant donnés, ainsi qu’une matrice 427 et un vecteury € RL,
Th 2.2. D tiers q et n étant d q trice A € R}, y

les affirmations suivantes sont équivalentes.

(i) 1l existe un vecteur x € R} . tel que Ax =y,

(i) égalité A® (A~T ®@'y) =y est vérifiée.

2.1.1 Systéeme max-plus linéaire

Un autre concept de base important est celui de systéme max-plus linéaire, qui est un systeme dynamique
dont I’évolution est guidé par la loi de récurrence suivante

x(k+1)=A®x(k) ®Bu(k) , (1)
ol A € Rix" et B € R, La variable x(k) € R est le vecteur d’état et u(k) € R, . est 'entrée de
commande, définis pour k entier et k > 0. La solution du systeme (1) est uniquement déterminée par la

commande u et par la condition initiale xo € R, telle que x(1) = x¢. Les composantes de x(k) et u(k)
sont ici les dates d’événements, comme 1’activation ou la désactivation d’une ressource.

2.2 Le concept d’invariance controlée

Dans cette section nous rapportons quelques résultats concernant 1’invariance contr6lée dans Ry :
spécifiquement les propriétés (i) et (ii) du théoreme 2.3 qui suit a été énoncée par Katz [4], tandis que la
propriété (iii) a été exprimée en [25].

Définition 2.1. (Invariance contrdlée) Etant données les matrices A € R et B € R un demi-
module A € RL,. est (A,B)-invariant, ou invariant contrélé, si ¥xo € A, il existe une commande u
telle que la solution unique du systéme (1) initialisé a xo vérifie x(k) € A, pour k > 0.

Théoreme 2.3. Les propriétés suivantes sont vérifiées.
(i) Un demi-module .# C RL,. est (A, B)-invariant [4] si et seulement si :

AM C #SImB,

ou A ©SImB est I'ensemble {x ¢ Rl . |Fb € ImB, x$b € A }.

4
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(ii) Un demi-module .# C R". généré par une matrice M € Ry est (A, B)-invariant [4] si et seule-

ment s’il existe des matrices U € Rimxd et V € RIZ telles que :

AQMSBRU =MQV.

(iii) Un demi-module .# C R, tel que .#/ =ImM = Cone (C,D), ot M € Ry et C,D € Ry est
(A, B)-invariant si et seulement s’il existe une matrice U € Ry telle que I’égalité suivante est vérifiée :

C(AM ®BU) = D(AM & BU) .

La propriété (i) fonde 1’approche géométrique de la commande, tandis que (ii) et (iii) fondent son
approche algébrique. Elles sont établies de 1a méme maniere que dans le cas des systemes sur un corps,
en construisant les colonnes des matrices U et V avec des conditions initiales égales aux colonnes de M.

En résumant, on a vu que le module .#Z = ImM est invariant contr6lé, lorsqu’il existe des matrices
U,V de dimensions adéquates telles que AM & BU = MV. Sous ces conditions, toute loi de commande

vérifiant :
{ uk) = Uv(k),
x(k) = Mv(k),

pour une séquence v(k) € Ri.x, conduit aux égalités
x(k+1) =AMv(k) ® BUv(k) = (AM & BU )v(k) = MV v(k) , (2)

qui signifie que x(k) € ., pour k > 1, si x(1) € .. Dans ce cas, il existe un vecteur v(1) € Ril.x tel que
x(1) = Mv(1), et les séquences définies par v(k+ 1) = Vv(k), pour k > 2, et u(k) = Uv(k), pour k > 1,
définissent une loi de commande qui rend le module .# invariant pour le systéme en boucle fermée.

Définition 2.2. Le module .# est invariant par retour d’état statique s’il existe une loi de commande
u(k) = f(x(k)) telle que la trajectoire du systeme bouclé reste dans M au cours de son évolution si x(1)
est elle-méme un élément de .#. Dans ce cas, une telle fonction f est dite admissible pour A .

Théoréme 2.4. Etant donné un sous-demi module de type fini de R?.. ., soit .4 =1ImM, avec M € Rinat,

max’
ces deux affirmations sont équivalentes [25].
(i) M est invariant controlé.
(ii) M est invariant par retour d’état statique.
Sous ces conditions, un retour d’état admissible maximal existe et il s’écrit :

uk) =U @M (x(k) =U @ (M~ T & x(k)),

oiL U est la matrice des propriétés (ii) et (iii) du Théoréme 2.3, et M*(x(k)) est définie par (M*(x(k))); =
=M T x)i=—@j_{Mji—x;(k)}, pouri=1agq.

2.3 Causalité et opérateurs causaux

Le concept de causalité, étudié en profondeur par Bousch [18], découle du fait que les fonctions modé-
lisant 1’évolution des systemes a événements discrets possedent non seulement les propriétés classiques
de monotonie et d’homogénéité additive, mais elles ont généralement aussi une troisieme propriété, qui
exprime le caractere causal (c’est-a-dire non anticipatif) de la transformation.

Les opérateurs max-plus linéaires appartiennent aux opérateurs topicaux, qui sont formulées en uti-
lisant les opérations min, max et plus. Une fonction topicale u = ¢ (x) : RZ,, — Rpax est représenté par
I’infimum (symbole /\ ) de fonctions max-plus linéaires ou par le supremum (symbole \/ ) de fonctions
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min-plus linéaires. Cela signifie que pour une fonction finiment générée, il existe des entiers g, r, et des
matrices o € Ry et B € R telles que

||
H <Q

/\ (o +x1) = \ \/ (B +x¢) - 3)
k=1 j=lk=1

Notre intérét pour les opérateurs topicaux vient de ce que la loi de commande exprimée dans le théoreme
2.4 releve de cette classe. Les fonctions de ce type sont monotones, i.e., Vx, X' € R tels que x < X/,
ona ¢(x) < ¢(x'), et additivement homogene, i.e., Vx € Rl et VA € Ryax, ona ¢(A @x) = A ® ¢(x).
De plus, I’opérateur ¢(x) est causal si Vx, y € R%. . on observe pour toute date A € Rpax que
dx=0¢y<Aoudx,dpy>A,sixi=y; <Aoux;,y; > A,pouri=12an.

Définition 2.3. Une fonction ¢ de RL,. dans Ry est causale si pour tout A € Ry, [’égalité
min(x;,A) = min(y;,A), pour i = 1 a n, implique que min(¢(x),A) = min(¢(y),A). Une fonction mul-
tivariable est dite causale si toutes ses composantes sont causales.

Ensuite, nous rappelons également quelques autres définitions et résultats de base.

Théoréme 2.5. Une fonction topicale ¢ de Ry, dans Ryax est causale si et seulement si pour tout
xeRE ., Uégalité (xN0) > ¢(x) AO est vérifiée.

Théoréme 2.6. Une forme max-plus linéaire de R, ., de la forme f(x) =vI ®@x, ou v € R ., est
causale si et seulement si le vecteur v est défini sur R} . Une fonction topicale ¢ : R, — Rpax est
causale si et seulement si elle est égale a 'infimum de fonctions max-plus causales.

Bousch [18] parvient a une caractérisation explicite des fonctions topicales causales, en utilisant
I'ensemble R} . des réels positifs complété par —eo. Cependant, les résultats présentés pour des fonc-
tions topicales réelles, s’étendent également a Rp,.x, en considérant la caractérisation alternative sui-
vante.

Définition 2.4. Le sous-demi-anneau des éléments causaux de Ry,.x se définit comme :

C =R = {x ERpax|x >00rx=¢} .

max

Proposition 2.1. Une fonction topicale ¢ définie sur R}, et a valeurs dans Rmax est causale si pour
tout vecteur x € RIL vérifiant @ x; =0, ona ¢(x) € F.

3 Invariance causale controlée

3.1 Définition et condition suffisante

z:N 7z

Le concept d’invariance causale contrdlée, bien qu’il ait déja été présenté dans la littérature [25], est
caractérisé par le biais de conditions suffisantes permettant de vérifier si un module possede cette pro-
priété. Ces conditions suffisantes sont, en résumé, qu’il existe une matrice causale U telle que AM & BU
ait ses colonnes dans ImM.

Rappelons d’abord quelques définitions et résultats de base tirés de [25].

Définition 3.1. On dit que le module .# C R, est un (A,B)-invariant causal, ou invariant causal
controlé, s’il existe pour M une loi de commande admissible causale.

Proposition 3.1. Le retour d’état u(k) = UM~ ®' x) du Théoréme 2.4 est causal si les coefficients
U;j — My sont tous causaux, pouri=1am, j=1aqetk=1an, du moins si My; # €.

6
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Définition 3.2. On dit que la matrice M est normalisée si |’élément maximal de chacune de ses colonnes
est égal a 0.

Proposition 3.2. Un module . finiment généré est (A,B)-invariant causal s'il existe une matrice U
sur € et une matrice V satisfaisant les conditions du Théoréme 2.3, la matrice M étant normalisée.

3.2 Projections causale et R-causale

A ce stade, nous pouvons procéder a de nouvelles considérations. Malgré I’existence de conditions suf-
fisantes pour I’invariance causale contr6lée d’un module, il n’existe pas encore de caractérisation ni
d’algorithme concu pour tester ces conditions suffisantes ou d’autres conditions équivalentes. En vue
de développer un tel algorithme, nous avons d’abord introduit les résultats suivants, qui généralisent le
théoréme 2.2 pour caractériser 1’existence de solutions causales a une égalité max-plus linéaire monola-
tere.

Théoréme 3.1. Pour toute matrice A € RL:" et tout vecteur y € Rl les énoncés suivants sont équi-
valents :

(i) 1l existe x € €" tel que Ax =y.

(ii) AP.(A~T @'y) =, ot P. est la projection causale définie comme :

P.(x) =sup{z|z €€, z<x}, “)

pour x € €". Autrement dit, on a :

—oo,  six; <O,

(Pe(x))i =

Xi, six;>0.

Démonstration La preuve repose sur la chaine d’inégalités suivante :

y=Ax , si x est une solution de Ax =y
=AP.(x) , si x est une solution causale
<AP.(AT®'y) ,carx<AT®'ysiAx<y
<AATRY) , par définition de P.
<y ,carx < AT @'y implique Ax <y, donc A(A~T ®@'y) < y.

Les deux extrémités de la chalne étant identiques, on déduit que tous ses termes sont égaux, d’ou découle

I’égalité (ii) du théoréme. Cela montre que cette affirmation est impliquée par (i). La réciproque est

immédiate, carx=A"T &’ y est solution si (ii) est vérifiée. 0
Ce résultat peut étre étendu a une équation de la forme Ax® b = y.

Théoréme 3.2. Pour toute matrice A € RLsx et les vecteurs b,y € Ry, nous avons les équivalences
suivantes :

(i) 1l existe x € €" tel que AxS b =y.

(i) AP-(A"T @' y)®b=y.

Démonstration La preuve est basée sur la méme chaine d’inégalités :
y=Ax®b , si x est une solution de Ax®b =y
=AP.(x)®b , si x est une solution causale
<AP.(ATT@'y)eb ,carx<A TRy, siAx<y
<AAT@y)®b ,pardéfinition de P.
<y ,carA(ATT @' y)<yetb<y,siAx®b <y.
Le théoreme est déduit comme précédemment. 0O
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Les deux résultats précédents sont inspirés de ceux de Cottenceau [19], qui étaient établis pour des
séries formelles associées a un systemes max-plus linéaire. Nous introduisons maintenant la notion de
projection relative a une matrice R, ou R-projection, en vue de formuler un test pour vérifier I’existence
d’une solution causale telle qu’évoquée dans la proposition 3.2.

Théoréme 3.3. Erant donnés des entiers n, m, p, et q, et des matrices H € R MeRd et Re RSP,
il existe une matrice W telle que HW = M et RW soit causale, dans €"*4, si et seulement si ’égalité

suivante est vérifiée :
HPEH T @'M)=M, )

ot la projection causale relative & une matrice R, ou R-projection, est définie comme PR : Rif . — Riax,
par:
R
VweRL ., P(w)=sup{zeRL |Rz€¥€",z<w}. (6)

Démonstration Cela suit la méme logique que précédemment. Formellement, la matrice H~7 ®' M est
définie sur Ry, ainsi que sa projection. Celle-ci est définie colonne par colonne. Si I’égalité du théo-
réme est vérifiée, alors W = PR(H~T @' M) est une solution de HW = M telle que RW soit causale, par
définition de la projection Pg . Réciproquement, si M = HW avec RW causale, nous avons successive-
ment les inégalités suivantes :

M =HW , avec RW causale
= HPER(W) , puisque RW est causale donc PR(W) =W
< HPg(H_T ®'M) ,car HW <M donc W <H T @' M et Pg est isotone
<HHT' M) ,car Vz, PR(z) <z
<M ,carz = H T @' M satisfait Hz < M.

Cette chalne d’inégalités a des extrémités identiques, ce qui signifie que tous les termes sont active-
ment égaux, et en particulier HPX(H~T ®' M) = M, ce qui conclut la preuve. 0

Nous sommes maintenant en mesure d’introduire un algorithme pour la vérification des conditions
de la proposition 3.2.

3.3 Algorithme

Finalement, on voit que le théoreme 3.3 permet la vérification effective des conditions suffisantes de la
proposition 3.2. Ceci est exprimé dans I’énoncé suivant.

Proposition 3.3. Etant données les matrices A, B, et M définies comme précédemment, soient H, R, et
V les matrices telles que

H
Im ‘I§ :Cone((A B 8),(8 € M))7

alors les conditions de la proposition 3.2, suffisantes pour que ImM soit invariant causal controlé, sont
satisfaites si et seulement si le sont celles du théoréme 3.3.

Démonstration La condition de la proposition 3.2 est qu’il existe une matrice causale U et une matrice
X telles que AM @ BU = MX. Cela conduit a s’intéresser au module des solutions (¥, U, X) de I’identité
AY @ BU = MX. Si les matrices H, R, et V sont comme définies dans I’énoncé, alors les solutions sont
paramétrées sous la forme

Y H
ul=(r |w,
X 1%
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ou W est une matrice de parametre libre. Tester I’invariance causale contr6lée de Im M revient alors a
vérifier I’existence d’une matrice W de taille adéquate telle que HW = M, et telle que RW soit causale,
ce qui est I’objet du théoreme 3.3, et acheve la démonstration. 0

La vérification de la condition suffisante de la proposition 3.2 s’effectue donc en testant I’égalité
HPg(H T @' M) = M. En pratique, I’algorithme s’effectue en deux étapes, qui sont les suivantes :

e A partir des matrices A, B et M, calculer les matrices H, R, et V,
* vérifier finalement s’il existe ou non une telle W tel que RW soit causal et HW = M.

La premiére étape de cette procédure est réalisable en utilisant I’algorithme d’ Allamigeon et al. [14].
Les calculs sont d’une complexité élevée, mais les résultats sont des matrices d’ordre fini. Le dernier
point consiste a calculer effectivement la projection Pg (W) d’une matrice donnée W € Rh!. La R-
projection d’une matrice s’effectue colonne par colonne, a partir des colonnes w de la matrice W, pour
lesquelles PR(w) = sup{z € Rh.x | Rz € €™,z < w}. Dans ce but, nous établissons quelques propriétés
élémentaires de la R-projection.

Proposition 3.4. Les propriétés suivantes sont vérifiées.

(i) Un scalaire 7 € R4 est causal si et seulement si 7 < 2.

(ii) Avec la notation (vz),- = vl-z, pour un vecteur v, on a aussi que v est causal si et seulement si v < V2,
(iii) Si R n’est que une ligne, alors

w ,si Rw est causal
PR(w) = ’ (7)
z ,else,
ou z est défini par :
Wi , 81 Ryj = —oo,
5= i li (8)

—oo siR;j+w; <0, et Ry; 7é —oo,

(iv) Dans le cas d’une matrice, on calcule la R-projection en appliquant successivement la procédure
pour toutes les lignes, de la premiére a la derniére, puis en recommengant ce calcul jusqu’a ce que les
lignes ne soient plus modifiées.

Démonstration (i) et (ii) se vérifient directement. Pour montrer (iii), on remarque que Hw n’est pas
causal, donc —oo < ‘1113137)2 (R1;+w;) <0, donc il existe bien des indices i tels que Ry; + w; est negatif.
i|Ry;#€
Dans le cas (iv) d’une matrice, on peut appliquer successivement la méme procédure pour chaque ligne,
jusqu’a convergence. A chaque étape de la procédure, on annule certains coefficients du vecteur. Du fait
que le nombre de lignes et de coefficients sont finis, la matrice W étant de taille p x g, la convergence
est assurée en un maximum de p X g étapes. 0
Ces remarques conduisent a une procédure de calcul effective. L’algorithme résultant est donné ici
dans le tableau appelé Algorithme 1.

4 Exemples

Dans cette section, nous présentons quelques exemples obtenus avec 1’algorithme décrit, implémenté
dans le logiciel ScicosLab.

Il convient de mentionner qu’avant d’utiliser 1’algorithme, il est bien s{ir nécessaire d’ajouter une partie
préliminaire dans le code permettant a 1’utilisateur de définir les matrices A, B et M, afin de calculer
ensuite (H R V) etles générateurs w;, comme expliqué dans la section 3.3.
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Algorithme 1 L’algorithme de calcul de la R-projection d’une matrice W
function PCR(W,R)
[nlin,ncol] + size(R)
pout < TWIN(SINGLPCR(W,R(1,:)))
for i =2 to nlin do
74— SINGLPCR(W,R(i,:))
pout < pout +TWIN(z)
pout < TWIN(pout)
return pout

function SINGLPCR(W,R)
[nlin,ncol] + size(W)
pout < zeros(nlin,ncol)
i1
for j = 1to nlin do

pout(j,i) < W(j.i)

return pout

function TWIN(M)

N «+ maxplus(—plustimes(full(M)))
return N

4.1 Exemplel

Le premier exemple concerne les matrices suivantes et dans ce cas, ImM est invariant contrdlé mais pas
causalement, et le test avec PCR le confirme. Les données d’entrée utilisées sont les suivantes :

1 0 . 0 0 0 o
A=|. 0 . B=|[4 5 M=|-1 -3
0o . 0 5 6 0 O
ce qui conduit au systeme suivant :
1 0 . 0 0
Xk+1)=1. 0 . |X(k+|4 5|UK)
0o . 0 5 6

Voici ce qui a été obtenu avec 1’algorithme et affiché dans le presse-papiers de ScicosLab. Nous
évitons de montrer les matrices P et Q, car elles n’ajoutent pas d’informations sur les résultats obtenus.

o= %)

Is M A invariant? F

Is PxAxM <= (Q*A*M) + Q*BxU? T
Is Q*xA*M <= (P*A*M) + PxBxU? T
Is M A-B invariant? T

10
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H*PcR(H(-t)\otimesmin M) = M ?
FF
TT
TT

-1 -1 -1 -2 -2 -2 -1 -4 -1 -1 -4 -4
H=| . . . =2 . . . -6 -1 -1 . .

11 -1 -3 -3 -3
-5 -6 . -5 -5 ~10
R:( -6 -6 -7 -6 -1 )
00 0 -1 -1 -1 0 0 0
V:(o .0 -3 -3 73>
-1 -1
H+PRH T M)=| -1 -3
0 o

Comme on peut le voir sur les dernieres lignes, qui correspondent au résultat du Théoréme 3.3, on
confirme que ImM n’est pas causalement invariant contr6lé, a la fois parce que U n’est pas causal et
parce que certaines équivalences ne sont pas respectées : il y a en fait des valeurs Fausse (F) alors que,
pour avoir I’invariance causale contrdlée, toutes les composantes devraient étre égales a Vrai (T).

4.2 Exemple 2

Dans cet exemple, nous avons considéré des matrices différentes A et B par rapport a I’exemple 1 de la
section 4.1. Cependant, la méme matrice M a été utilisée et dans ce cas, ImM est invariante contr6lée et
également causale. Les données d’entrée utilisées sont les suivantes :

010 1 0 0 o
A=|. 0 . B=10 1 M=|-1 -3
0o . 0 3 0 o

Dans ce cas, voici ce qui a été obtenu avec 1’algorithme :

6 6
Is M A invariant? T
Is PxAxM <= (Q*A*M) + Q*BxU? T

Is Q*AxM <= (P*A*M) + P*BxU? T
Is M A-B invariant? T

H*PcR(H(-t)\otimesmin M) = M 7
TT
TT
TT

11
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0 0o -1 . 0 0 -1 -1 -1 -1 -1
V:<0—1—1—|—10 0 0 0 0 )
0 0
H+PRH T M)=[-1 -3
0 0

4.3 Exemple 3

Dans cet exemple, nous avons différentes matrices A, B et M. Ce cas représente la situation ou il existe
une loi de commande causale U, mais seulement une partie de 1’état est utilisée. En effet, si nous regar-
dons la matrice A, elle a une colonne composée uniquement d’éléments € et ici, méme si la matrice U
est causale et I’'image ImM est invariante contrdlée, cette derniere ne satisfait pas le critere d’invariance
causale, tel que défini dans cet article.

Les données d’entrée sont les suivantes :

2 . 4 0 2 -2 -1
A=[1 . of B=(4 1| M=[0 o
0 . 1 00 0 -3

Les réponses de 1’algorithme sont a la place présentées ci-dessous :

55
Is M A invariant? F
Is P*AxM <= (Q*A*M) + Q*BxU? T

Is Q*xAxM <= (P*A*M) + P*BxU? T
Is M A-B invariant? T

H*PcR(H(-t)\otimesmin M) = M ?
FF
TT
TF

H+PRH T'M)=[0 0
0

Ceci est un exemple de module invariant causal contrdlé, mais I’égalité (5) du théoreme 3.3 n’est
pas satisfaite. Cela illustre que les conditions de la proposition 3.2 ne sont que suffisantes.

S Conclusions
Dans cet article, nous avons approfondi le concept d’invariance causale contr6lée pour les systemes
linéaires max-plus, en mettant I’accent sur ses implications théoriques et pratiques. Cette notion s’est

avérée tres utile et applicable a un large éventail de problemes de controle dans de tels systemes, en
particulier pour la mise en ceuvre en ligne de lois de commande.

12
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Une vue d’ensemble avec des rappels sur les concepts clés et les résultats de base a été fournie,
en se référant a 1’algebre max-plus et aux systemes max-plus linéaires, ainsi qu’aux concepts d’inva-
riance contr6lée et de causalité. De plus, ce travail contribue a la littérature existante en apportant des
éclaircissements sur le sujet de I’invariance causale contrdlée, pour lequel aucun algorithme n’a été
congu jusqu’a présent pour tester les conditions suffisantes déja définies dans la littérature scientifique
ou d’autres conditions équivalentes, telles que celles introduites ici. Cependant, il est important de noter
que nos résultats actuels reposent sur des conditions suffisantes pour 1’invariance causale contrdlée et
la recherche de conditions nécessaires et suffisantes demeure une direction prometteuse pour de futures
avancées dans ce domaine.

Apres quelques considérations sur ce sujet et quelques calculs, nous avons présenté un algorithme,
basé sur le concept de projection causale, pour vérifier cette propriété. L’algorithme développé peut
ainsi étre un outil valable pour vérifier si un module satisfait ou non la propriété d’invariance causale
contrdlée, ou en d’autres termes, si une rétroaction d’état causale existe et rend le module invariant pour
le systeme en boucle fermée.

Quelques exemples illustratifs ont été€ présentés pour valider les équivalences théoriques fournies
a partir desquelles 1’algorithme est issu et pour confirmer, en utilisant 1’algorithme lui-méme, si les
modules considérés étaient effectivement invariant causaux controlés.
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