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MESURE DE LA MORBIDITE ET DE LA MORTALITE —’R”‘/_____,__J

I. Mesures '"brutes”

1. Prévalence et incidence

Nous supposerons nous intéresser & une pathologie donnée que nous
appelerons vmaladie" dans ce chapitre et lég_gﬂivants et vouloir en mesurer
1'"importance"” dans une population particuliére, c'est & dire'quantifier la
morbidité correspondante.

La mesure de morbidité la plus simple est la proportion de sujets

atteints par la maladie & un moment donné O "pPREVALENCE"

(1)

ou N' est le nombre de sujets malades et N 1e nombre de sujets indemnes de la
maladie étudiée.

Comme on s'en rend compte immédiatement cette mesure intégre deux ..
aspec;a@ifférents :

- 1'apparition de nouveaux cas de la maladie dans la population,

- la durée de la maladie.
si le second aspect peut présenter un intarét essentiel du point de vue de la
santé publique (quel est le nombre de sujets diabétiques en France aujourd'hui ?),
le premier aspect correspond mieux a 1'analyse de 1'étiologie d'une maladie
(dans cette population, 1'apparition de nouveaux cas de diabéte a-t-elle un
niveau anormalement élevé ?).

On est donc conduit & Pproposer une nouvelle mesure de la morbidité,
1'INCIDENCE, qui s'intéresse aux nouveaux cas de la maladie appérus dans la popu-

lation pendant un intervalle de temps donné :

=
]

I = , {2)

ol M est le nombre de nouveaux cas de la maladie apparus pendant 1'intervalle de

temps CeL t+TC



CHAPITRE I.

MESURE DE LA MORRIDITE ET DE 1A MORTALIT!

1. Mesures "prutes" l

1. Prévalence et incidence

Nous supposerons nous intéresser & une pathologie donnée que nous
appelerons "maladie" dans cé chapitre et lggagﬁivants et vouloir en pesurer
1'vimportance” dans une population particulieére, clest & dire.quantifier la
morbidité correspondante.

La mesure de morbidité la plus simple est la proportion de sujets

atteints par la maladie a un moment donné ©4 "pREVALENCE"

(1)

ol N' est le nombre de sujets malades et N le nombre de sujets indemnes de la
maladie étudiée.

Comme on s'en rend compte immédiatement cette mesure intégre deux ...

=3 aspecgigifférents : ,

_ 1'apparition de nouveaux cas de la maladie dans la population,

- la durée de la maladie.
5i le second aspect peut présenter un intérét essentiel du point de vue de la
santé publique (quel est le nombre de sujets diabétigues en France aujourd'hui ?) .
le premier aspect correspond mieux a l'analyse de 1'étiologie d'une maladie
(dans cette population, 1'apparition de nouveaux cas de diabete a-t-elle un
niveau anormaiement glevé ?).

On est donc conduit & proposer une nouvelle mgsure de la morbidité,
1'INCIDENCE, qui s'intéresse auX nouveaux cas de ja maladie appérus dans la popu-

jation pendant un intervalle de tempS donné :

n

(2)

ol M est le nombre de pouveaux cas de la maladie apparus pendant 1'intervalle de

temps Ce t+TC



N est le nombre de sujets indemnes de la maladie au moment t
T est la durée d'observation de la population.(§)
Cette nouvelle mesure de la morbidité si elle présente sur la préva-
lence l'avantage d'éliminer l'influence de la durée de la maladie, n'en a pas
moins 1'inconvénient d'étre influencée par les mouvements de sortie de la
population que 1l'on désignera par le terme général de hsouSt?EEEEQD_?%,{}éﬁﬂgﬁx- J
Ainsi, dans une étude concernant la mortalité pour une cause donnée
d'une population travaillant actuellement dans une branche industrielle parti-
culiére, les déménagements, prises de retraite et décés pour une autre cause
sont autant de "soustractions au risque" qui peuvent modifier 1'incidence de
la cause de décés étudiée.
Cette nouvelle difficulté dans le choix d'une mesure de morbidité
'‘concerne en fait seulement les maladies pouvant se déclarer 4 un moment quelccnque
dans le temps et ne concerne pas celles qui se produisent 3 un instant particulier.
pans ce dernier cas, qui est par exemple celui de 1'incidence d'une
malformation particuliére a la naissance, les sujets initialement inclus dans
une étude sont finalement "totalement" inclus ou exclus de 1l'étude, situation
qui permet dtestimer l'incidence de la maladie (si les sujets excius le sont
pour des raisons indépendantes de la maladie) .
Si au contraire, la maladie peut se produire i un moment quelconque,
comme par exemple la mortalité cardiovasculaire dans une population donnée, les
sujets ne sont pas 4 proprement parler exclus de 1'étude du fait des soustractions

au risque mais plutdt exposés au risque pendant des périocdes de temps variables. Y
R

(% )JExpression condensée et souvent mal comprise qui signifie . "soustraction a la
. . N - - - . . . 1
possikilité d'étre décomptée comme un nouveau cas de la maladie dans la population

et ne signifie pas'“soustraction 3 l'effet d'un facteur de risque"!

(§)Remarque: On peut montrer que dans le cas d'une population ngtationnaire" c'est
aemarque

~

4 dire présentant des caractéristiques stables au cours du temps du point de vue !

des entrées dans la pepulation,
de l'incidence de la maladie,
de la durée de la maladie,

des sorties de la population

1'incidence et la prévalence sont lides par la relation :
P__ I‘d
T 1+I.d

expression qui prend la forme P = 7.d (donnde par de ncmbreux ouvrages d'Epidé-
miologie) lorsque 1'incidence de {a maladie est fatble.



Pour résoudre cette nouvelle difficulté on sera conduit & introduire
la notion d'incidence instantanée c'est 3 dire a introduire une dimension
temporelle donc 1a notion d'incidence et 4 étudier la morbidité conditionnellement

4 l'exposition au risque & un moment donné (§ 2). Compte tenu des reparques preé-

cédantes, cette nouvelle notion nous conduira & prendre en compte la dureée X
d'exposition au risque en jntroduidant la notion de personne ¥ année (§ 3). X
T T T N N — 7 Bl

2. Incidence instantanée

2.1. Définition de 1l'incidence instantanée

Pour définir la notion d'incidence instantanée nous considérerons une
ncohorte" de sujets c'est & dire un ensemble de sujets entrant dans la population
a4 un moment donné. Le temps sera compté a partir d'une origine qui est précisément
le moment d'entrée dans la population. Ce temp$ pourra donc étre également consi- >
déré comme le wrecul" par rapport 5 l'entrée dans la population.

§t'intéressant a un petit intervalle de tembs Cf. Ly ﬁ\;c de durée ﬁk:

on peut définir 1l'incidence instantanée par analogie avec 1'incidence définie

plus haut dans le cas d'une population

MmCt, b+ atC
Al = Uk (3)
Ak’_;>t> hJ\hﬁ . Q\t

ol M[*.‘ k‘,i-A\:C est le nombre de nouveaux cas de ja maladie apparus dans la

cohorte entre les moments t et L *-ﬁ‘c et N(t)est le nombre de sujets non malades
en début d'intervalle.

si l'on suppose dque chaque sujet peut étre caractérisé par un délai T
d*apparition de la maladie et Qque les délais varient d'un sujet a l'autre selon
une distribution statistique de densité de probabilité £(t) et de fonction
cumulative F(t), la densité de probabilité du délai 4'apparition de l1a maladie

chez les sujets indemnes jusqu'a 1'instant t s'écrit

(wy /4 -0
MCE, L+aET = NIEDP ——{-——' bt

- £k
soit : A (4)

‘Xka—__,g_@__a

R AR



1'incidence instantanée est donc précisément égale & la densité du délai

d'apparition de la maladie conditionnelle au fait dtavoir échappé a celle-ci

jusqu'a l'instant t.

2.2. Quelques exemples

2.2.1. Incidence instantanée constante au cours du temps

Dans ce cas ©on a :

soit gHZB e }
L= €16

- dlog | 4- JUL TN
Ak

\.cc,a%\- (:H',)ls < "'\\:'
CILY 4o ap (=28

ou encore & (\:\ ‘x ‘ MP (-.. A L)

Le seul cas ot l'incidence instantanée est constante est celui ou la distribution

at

des délais d'apparition de la maladie a une forme exponentielle.

(A--n~—-’-ﬁ-4’—-ﬂﬁ -------- e e am e

O
v
a



1'incidence instantansée est donc précisément égale a la densité du délai
d'apparition de la maladie conditicnnelle au fait d'avoir échappé & celle-ci

jusgqu'a l'instant t.

2.2. Quelques exemples

2.2.1. Incidence instantanée constante au cours du temps

Dans ce cas on a :

soit glk) - l>\
\ = 1Y

B T
o

\_cm% K b~ C (E) 1& ] “‘B‘E
CrL 4 - (-8

ou encore " "o N

Le seul cas ou l'incidence instantanée est constante est celui ol la distributioen

i

des délais d'apparition de la maladie a une forme exponentielle.




Cette distribution présente la particularité de correspondre a une
population ou les sujets ne "vieillissent pas” puisque la probabilité condi-
tionnelle d'étre atteint par la maladie est la méme quel gue soit le moment

ou l'on se place.

2.2.2. Incidence instantanée variable au cours du temps
Dans la pratique, l'incidence instantanée varie au cours du temps.
Ainsi, dans une population ou les sujets "vieillissent"”, 1'incidence instantanée

augmente au cours du temps. Par exemple

DN \\-}3 — 0{\'— correspond & la densité des délais d'apparition
. { (\-_3 - d.t MP (_ a(" \dont l1a forme est donnée dans le graphique ci-
pA

dessous
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2.2. Fonction de survie et incidence cumulée

A partir de i'incidence instantanée, il est facile de donner une exXpres-
sion de la "fonction de survie” qui donne la probabilité Sl-\;) -, A - ( H, \
de ne pas &tre atteint par 1a maladie en fonction du délai depuis l'entrée dans

la population, en effet

Aty = KB [Ta- FY

&«Ja !

(\lw.\ob.\ - - \—céa{/’* E(\:)_X

dleg(4- £ (1))
dk

=



£
ou encore SLEB - A Q(‘:X ‘:MP -~ u(w\du.& (6)

k o
ol la quantité A\\'.\ - \J‘&(u\d“ ' {7)
O

somme des incidences instantanées de O a t est appelée "incidence cumulée".
L'expression (6) permettra comme on va le voir au paragraphe suivant

d'estimer la fonction de survie quand il y a soustraction au risque, pourvu

que 1l'on sache estimer l'incidence instantanée malgré ces soustractions. Celle-

ci ne faisant intervenir que la probabilité conditionnelle d'apparition de la

maladie, cette estimation sera possible.

2.4. Retour sur l'incidence définie au niveau d'une population

Nous avons initialement défini l'incidence dans une population ou
les sujets entraient et sortaient et présentaient donc des reculs variables-
L'incidence pour l'intervalle de temps E\'_ \;_\_ Ahcpouvait s'écrire en

t

reprenant (2) :

mCh b ARC
oYL AL

z N“;/%:—u.g} ME{\E*AE/JC"““E
R S VT UL /6 - o

ol u est le délai d'entrée dans la population

b/ bowd o MCbast /EewC

sont des quantités analogues A

s oY o MCE EeaEC

correspondant aux sujets entrés dans la population a4 l'instant t-u c'est & dire
ayant un recul u a l'instant t.

L'incidence I s'écrit donc comme la moyenne des incidences instantanées pon-

déréepar la distribution des reculs

I = 2 9 L)) k(m\ &)



ot /t - )
LY

MC\:‘E+ All/t*u.(c

(s VUV N et (”4\ =

W) =

Dans le cas ou l'incidence instantanée est constante (cf. 2.2.1. ci-

dessus) l'incidence I est égale a cette constante :
T - :EL.\JJ (LL;\» f>\ E§é~ﬂ13'(uu\§‘% . :X\ = TA

Sinon la valeur de I dépend de la distribution des reculs et par consé-—

it

quent, comme nous l'avons signalé plus haut (§ 1) de l'existence de soustraction

au risque correspondant & la sortie des sujets de la population.

3. Estimation de l'incidence instantanée et de la fonction de survie

3.1. Incidence instantanée constante au cours du temps

3.1.1. Informations individuelles disponibles

On suppose ici qu'une étude longitudinale a permis de suivre un échan—
tillon de n sujets pendant des intervalles de temps de durée tl' t2 v tn dont
le début correspond & l'entrée dans la population et dont la fin correspond

-~ a l'apparition de la maladie aprés des reculs tl' t2 o tn pour les
M premiers sujets ;

- a4 la soustraction au risque aprés des reculs tM+1 ...... tn pour les
n-M sujets suivants.

Si l'on suppose l'incidence instantanée constante, (cf. § 2.2.1. ci-
dessus)

-la probabilité d'apparition de la maladie au bout d'un temps t s'écrit :
L) A = Nop (-2 )AL

-~ la probabilité d'étre non malade si une soustraction au risque intexvient

la vraisemblance des observations s'écrit donc

M

Vo T M L TT e (k)

o= L.?Aﬂ 11




ol

jT ST
(oG le symbole joue pour les produits le réle du symbole (. pour les sommes).

soit " " | " M |
\/ = N MP(‘/} %}-h Ay xp (_.1 E.\“H{\)
ou encore “ - | PA} A{M
\J = A p -~

K AVE
" PA = %‘b‘ﬁ é_lui(:'\' est la somme des durées d'exposition

au risque de tous les sujets de l'échantillon encore appelée "personnes années
d'exposition".
On obtient alors facilement l'estimation«hz;mximum de vraisempblance
de l'incidence instantanée, en annulant la dérivée de fgg V.
dev - Hoprio s ad 3 ”
AN P4 |9

— i

L'estimation du maximum de vraisemblance . defj\ est ainsi simplement
le rapport du nombre de cas de la maladie observés au nombre tofal de personnes X
années d'exposition. On peut montrer par ailleurs que Q5N (A\ = IA/PA
la précision de l'estimation (9) étant donc fonction & la fois de l'incidence

instantanée elle-méme et du nombre de personnes X années observées.

A partie de (9) on peut également estimer la fonction de survie au

temps t en utilisant les expressions (5) et (6)

A

SEY = A-EH) < FRED

TW = =k
Locbg




1.9.

3.1.2. Informations disponibles aux seules extrémités de l'intervalle d'obser-

On peut obtenir une expression approchée de (9) lorsque l'cn ne

connait pas les valeurs individuelles des durées d'expositions t .y tn mais

1o
seulement
- le nombre n‘de sujets présents non malades au début de l'intexvalle,
[©.1]
- le nombre n' de sujets présents non malades a la fin de 1'intervalieﬁjﬁﬂ
- le nombre M de cas de la maladie apparus au cours de l'intervalle
.7
En effet, si l'on suppose dans ce cas que l'apparition de la maladie

et la soustraction au risque interviennent en moyenne au milieu de l'intervalle

[O,T] on peut calculer PA de fagon approchée :

| \
i
PA N\.T+(M,- N\‘\I ~ (N‘_,i‘)."'
U L
Le premier terme correspond aux n sujets exposés pendant tout l'inter-
valle et le second aux (n-n'} sujets exposés en moyenne pendant une durée T du

. , 2
fait de leur soustraction au risque. On a alors :

A M o
- 1 '

\
(M)
~ 2
ot {n+n') est appelée "population exposée & la moitié de l'intervalle”.

2

3.2. Incidence instantanée constante sur une série d'intervalles : méthode

actuarielle

On supposera cette fois, comme l'indique le graphique ci-aprés, que
l'incidence instantanée n'est pas constante sur tout l'intervalle observé

mals seulement dans chacun des sous intervalles qui le composent.
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On supposera ainsi
que dans l'intervalle Ct i ti Cde durée Ti = ti-ti_i l'incidence instantané:

( Q, @la valeur '>\\‘

“__~ La vraisemblance des observations s'écrit en fait dans ce cas comme le produit
es yraisemblances des observations faites (éventuellement sur les mémes sujets) ¢

olawi-chacun des intervalles. Ainsi si M cas de maladies sont apparus dans l'inter-
valle [t ’ t [ en observant un total de PA personnes années d'exposition

dans cet lntervalle on a :

) A ’)\'
/:)'\, = My roan (AL) = \/,
(PA'\, PA\,

Par ailleurs, pour estimer la fonction de survie, on peut écrire
' %
. 1
g = o= Dl | = WP - S AL

-~

pour obtenir 1' estimation

A& 1\? 01\ -~ eaby T g_ A(A'L T (11)



A

»
. “' x .
Si les valeurs t\b . L sont "faibles"( )cette expression peut s'écrire

de fagon approchée

%
SK'\'-Q,L\ - :)_T (4 - ’\1\,(?‘.) (12)

estimateur dit de la méthode actuarielle.
Par ailleurs, les estimations fournies par chaque intervalle étant

indépendantes on peut écrire

o PAy

expression qui permet d'obtenir la variance de(li)connue sous le nom de formule

de Greenwood

A L
%Qng&%\ < S(Jtaﬁk é ._?‘__"__er“ (13)

3.3. Incidence instantanée quelcongque

Si l'on découpe l'intervalle de temps ol l'on a fait des observations
en intervalles de plus en plus petits et que l'on utilise l'estimation
selon la méthode actuarielle, on finit par atteindre la situation limite ol
les événements "apparition d'un cas de maladie" et "soustraction au risque" ne
se produisent qu'aux extrémités des intervalles.

Si aucun cas de maladie n'apparait au cours d'un intervalle, l'esti-
mation de l'incidence est nulle dans cet intervalle et la contribution & l'esti-
mation (12) de la fonction de survie est égale & 1.

Si m cas de maladie apparaissent au temps t alors que n sujets non
malades étaient présents immédiatement avant,la contribution correspondante a

1a fonction de survie est donnée par (12)

(A~ ﬁlt"\‘ﬂ :(/1~

(%) quand x < 0,001 on a 1< %}%’—x—) < 1,001




On obtient l'estimateur de Kaplan-Meler de la fonction de survie :

Ty - JT ——
{:sé\: B

La fonction de survie est constante entre les instants successifs d'apparition

hA'k —_ h**é

de cas de maladie et fait un "saut multiplicatif" de (\A’ - A*“$>‘//AA'

4 chaque instant tj ou mj cas apparaissent parmi nj sujets non malades.
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1 - ETUDE D’UN EXEMPLE

L"étude des variations de mortalité par cause spécifique en
fonction du temps dans une zone géographique ... fait | “objet
d“un grand nombre de travaux. Bien qu’en apparence purement
descriptifs ils visent trés généralement & fournir des interpré-
tations susceptibles d’éclairer la connaissance épidémiologique.

Bien entendu il peut s’agir aussi bien de données d’incidence dans

ta mesure ol des registres de morbidité existent sur des périodes

suffisamment longues. Nous parlerons essentiellement de mortalité.
Les données sont généralement présentées sous la forme de deux
tableaux m. . et n.. donnant respectivement le nombre de morts
iJ PJs N
. .éme . . &me
observées dans la j epoque et appartenant & la i tranche

d’8ge et le nombre total de personnes x années i ri'sque corres-
pondant.

On s’intéresse aux variations du taux ti' = /n... Bien

n. .

N 1J
entendu le but étant finalement de tenter une interprétation de
ces variations, il convient d’éliminer au maximum celles dies a

des modifications des conditions de diagnostic et/ou de notifi-

cation.

Prenons |’exemple de la mortalité par cancer du poumon en
France de 1949 & 1978 dans le sexe masculin. Le tableau suijvant
donne le taux de mortalité/100.000 par an calculé pour les classes

d’8ge de 5 anset des périodes de 5 ans (obtenu en divisant le

nombre total de morts observé par }’estimation du nombre d’années x

sujets a risque durant la période).



30-34 35-39 40-44 45-49 50-54 55-59 60-64 65-69 70-74 75-79 80-84

1949-1953 i3 2.9 6.0 17.3 32.2 51.0 60.1 69.4 68.7 59.0 45.2
1954-1958 1.2 2.8 8.4 19.8 po.a. 70.0 93.1 102.6 105.7 97.5 71.3
1959-1963 1.3 3.4 8.3 22.7 46.9 85.8 123.3 146.3 146.4 130.5 108.0
1964-1968 ‘.5 4.2 11.2 24.1 54.1 92.8 148.5 193.7 200.2 187.5 153.9
1969-1973 1.4 4.6 14.5 30.0 56.9 101.3 158.8 219.5 256.5 247.4° 207.8

1974-1978 1.6 5.7 16.6 40.4 74.0 116.2 184.2 250.5 301.5 322.8 295.5

-~
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La représentation des variations conjointes de la mortalitéd
en fonction de |[’8ge et de 1’époque du décés peut &tre effectude
sous forme graphique : dge & époque constante ou époque a &ge
constant. Pour des raisons sur lesquelles nous reviendrons les
taux de mortalité sont représentés par une échelfle logarithmique.
Le premier graphique met en évidence deux faits : (Fig. 1)
~ pour une époque de décés donné la mortalité présente un maximunm
a un dge d’autant plus élevé que l’époque est récente (de 67
a 77 ans)

- la mortalité a tout &ge est d’autant plus élevée que |’époque
est récente.

Le second graphique fournit la méme information sous une
forme différente mais met clairement en évidence que le taux de
mortalité ne peut pas résulter simplement de }’addition d’un
facteur “époque” a “l|’effet propre” de |’age (Fig. 2 et 2 bis).

Or la recherche d’une interprétation des variations de

mortalité passe par |’emploi de modéles aussi simples que possible

dont en particulier

.. = a. + b.
log t'J a, bJ

ol a, représente la mortalité “biologique” ou “intrinséque” 3

|"8ge i et bJ le terme "correctif” indépendant de !|’&ge et propre

a |’époque j.

Un tel modéie sera appelé dans la suite modéle multiplicatif

puisqu’il peut s’écrire tij = Ai Bj' le terme BJ étant un terme
multiplicatif de correction.
Sous forme compléte il s’écrit log tij = a, *t bj + Eij

(modéle 1) oun Sij représente une fluctuation aléatoire que
: 2
|“on suppose normale de moyenne nulle et dont la variance 6"

peut étre approximée en considérant que le nombre observé de morts

mij a une fluctuation de Poisson

var mij
var tIJ = "T #

m. . t. .

JENLIN B 1)
2

n. . n. .

LN 1 (|
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L’estimation des paramétres a. et bj du modéle peut alors
étre obtenue par une méthode des moindres carrés pondérés, c’est-

a-dire en minimisant

2
S = ZE u’ij (1og tij - a, - bj)
. J

ou les poids &)ij sont choisis égaux a |’inverse des variances
soilt
_ 2
S = ii' miJ (log tij - a, bj)
b,J

La minimisation de S ne fournit cependant pas un ensemble
unique de solutions pour les paramétres a, et bj’ on montre qu’i}
est nécessaire pour cela de fixer une “contrainte” linéaire sur
les paramétres que |’on fera porter sur les seuls termes bj'

Classiquement on choisit la contrainte

75 bJ = 0 mettant ainsi en évidence que le terme bj
s’écrit comme un terme correctif a la mortalité intrinséque.

En pratique cette procédure n’est qu’un cas particulier
d’une méthode plus générale (modéle linéaire généralisé) qui
permet de fournir en plus de Ifestimation des paramétres un test
d’adéquation du modéle sous la forme d’un Chi-2. Le programme
d’ordinateur GLIM par exemple est particul iérement adapté pour
ces calculs. —

Revenons & notre exemple, les résultats du modéle 1 sSont
représentés a la figure 3.

Le test du modéle conduit & un x? de 639,7 pour 66-16 =
50 ddl qui est trés hautement significatif. Comme on s’y atten-
dait au vu des graphiques le modéle est rejeté.

Parmi les modéles alternatifs possibles qui doivent faire
intervenir une “interaction” entre les effets "Age” et "époque”

I “un d’entre eux est particuliérement important : il fait
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intervenir le concept de “génération”, terme devant &tre préférd
a cclui de “cohorte”.

En effet le facteur temps que |’on cherche & interpréter,
pourrait trés bien ne pas 8tre lié 3 la date du décés (époque)
mais plutdt a la dakte de naissance des sujets (génération).

Par exemple un facteur étiologique du cancer du poumon
pourrait &tre introduit dans |’environnement des sujets d’une
méme génération, c’est donc dans un graphique age x génération

et non pas age x période que cet effet serait le mieux mis en

évidence. Ce graphique peut &tre obtenu & partir d’un tableau

analogue au tableau précédent mais pour lequel les lignes
représenteraient des classes de 5 années de naissance au lieu
de 5 années de décés. i! est facile de se rendre compte qu’en

toute rigueur ce tableau nouveau ne peut &tre obtenu a partir
du précédent mais qu’il est possible d’en avoir une estimation.
En effet recherchons les dates de naissance des sujets d’une

méme case du tableau &ge x époque

A

age
ara+4 a+513+9
d, d + 4 d-a~-5, d-a+4 d-a-10, d-a-1
~ \
d+ 5, d+ 9 d-a, d-at9 d-a-5, d-at+4
\\
N

On s’apergoit d’une part que les dates de naissance des
sujets d’une méme case sont comprises dans un intervalle de
10 ans et non de 5 ans, que, si on appelle génération cet inter-
valle, les sujets apparaissant sur une méme diagonale du tableau
appagtiennent a la méme génération mais que les sujets d’une méme
génération peuvent appartenir & deux cases voisines du tableau.
La rcconstitution des dates de naissance a partir du tableau de
départ conduit donc a des générations de 10 ans embottées les unes
dans les autres, les "“centres” des générations étant cependant
distincts et séparés de 5 ans. En repérant chaque génération par

sa date centrale, toute ambiguité est levée.
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A partir dun tableau | x J constitué de | classes d’age

au décés et de J époques de décés on déduit de cette maniére un
tableau | x (1 + J ~ 1) comptant | + J - 1 générations dans
lequel | (I - 1) cases sont vides (aucune observation de décéﬁ.

Dans |’exemple, 11 + 6 - 1 = 16 générations dont les dates c enhale,
vont de 1809 & 1944 sont constituées.

La représentation graphique des variations de mortalité
peut |3 aussi 8tre effectuée de deux maniéres : Age 3 génération
constante (figure 4) ou génération & dge constant (figure §).
part, pour une méme génération la mortalité est systématiquement
croissante en fonction de 1’&ge et d’autre part sur un méme
graphique les courbes obtenues sont remarqueblement paralléles

suggérant que sur le nouveau tableau le modéle

log tik = 9, Tt Eik (modéle 2) pourrait bien

s’ajuster aux données ol i de 1 &8 | = 11 repére les classes
d’adge, chacune de mortalité intrinséque a, et k de 1 aK-= 16
repére les générations chacune introduisant le terme correctif
Cy indépendant de |’&ge.

De la maniére dont les générations ont été construites,
s’apercgoit que le modéle 2 peut s’écrire en termes de classes

d"dge et d’époque de déces, en effet le taux tik est celui obsew{

sur le tableau initial dans la case i, j =k + i - | soit ici
Jg =k + i - 11.
Le modele 2 peut donc &tre réécrit sous la forme
.= a. + c. .. o+ . deé ' ' als
log t'J a; Cili+1t 2|J (modéle 29 qui peut alsw
€tre comparé au modéle 1 : le terme correctif di & |’époque j

est supprimé et remplacé par un terme d’interaction représentaat

le terme correctif dG & la génération.

Le modéle 2 peut étre ajusté aux données de la méme facon
que te modéle 1, les termes cj~i+il.' étant soumis & une méme
contrainte linéaire indiquant par exemple que la moyenne des
termes correctifs des générations est nulle

16
2 ¢ = 0. Les résultats sont représentés a la figure 6.
k=1 )
+
L’effet intrinséque de |’8ge ne présente aucun maximum. Le tesk
d'ajustement fournit un x? de 46,9 pour 66 - 11 - 16 + 1 = 40cwq
qui n'est pas significatif.
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A partir d'un tableau | x J constitué de | classes d’age

au déces et de J époques de déceés on déduit de cette maniére un
tableau | x (1 + J - 1) comptant | + J - 1 générations dans
lequel | (1 - 1) cases sont vides (aucune observation de décéﬂ.

Dans |’exemple, 11 + 6 = 1 = 16 générations dont les dates cenhale,
vont de 1809 & 1944 sont constituées.

La représentation graphique des variations de mortalité
peut |3 aussi &tre effectuée de deux maniéres : Age & génératienm
constante (figure 4) ou génération a &ge constant (figure 5).
part, pour une méme génération la mortalité est systématiquement
croissante en fonction de [’adge et d’autre part sur un méme
graphique les courbes obtenues sont remarqueblement paralléles

sugg¢rant que sur le nouveau tableau le modéle
log tie =@, ot Eik (modéle 2) pourrait bien

s"ajuster aux données ou i de 1 & | = 11 repére les classes
d’adge, chacune de mortalité intrinséque a, et k de 1 & K = 16
repére les générations chacune introduisant le terme correctif
) indépendant de |’&ge.

De la maniére dont les générations ont été construites,
s’apercgoit que le modéle 2 peut s’écrire en termes de classes
d"age et d’époque de décés, en effet le taux ti|< est celui obsewd
sur le tableau initial dans la case i, j =k + i - | soit ici
Jg =k + i - 11,

Le modéle 2 peut donc &tre réécrit sous la forme

.= a., + c. . o+ - deé ' i ;
log tiJ a, i1l SlJ (modéle 2 qui peutaes

&tre comparé au modeéle 1 : le terme correctif di a |’époque j
est supprimé et remplacé par un terme d’interaction représentant

le terme correctif dii & la génération.

Le modéle 2 peut &tre ajusté aux données de la méme fagon

que le modele 1, les termes cj—i+i1" étant soumis & une méme
contrainte linéaire indiquant par exemple que la moyenne des

termes correctifs des générations est nulle
16
7 ¢, = 0. Lles résultats sont représentés a la figure 6.
k=1 :
L'’effet intrinséque de 1’dge ne présente aucun maximum. le tesr
d’ajustement fournit un x? de 46,9 pour 66 - 11 - 16 + 1 = 4OCMQ
qui n‘est pas significatif.
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2 - ETUDE GLOBALE

En pratique le probléme se pose, a partir d’un tableau de
mortal ité:age x époque, de détecter la présence, éventuel lement
" simultanée, d’efflets “période” et d’effets "génération”. Avant
d’étudier une -généralisation des modéles 1 et 2’ prcécédents, |f
est possible de raisonner graphiguement.

,

Fin définitive le tableau initial, nous |"avons vu, est suscep-
tible d’é8tre représenté sous ta forme de quatre graphiques qui
contiennent la méme information.

Il est aisé de voir que les deux graphiques (3ge a époque
constante) et (Age & génération constante) ne constituent en
réalité q’une scul et méme graphique (Figure 7). En reliant
différemment les points du graphique, on passe immédiatement de

|“un & 1’autre, permettant ainsi de voir si l’effet dge se

présente différemment selon que !’on raisonne a époque ou a génda-
q 9

tiom constante : c’est ce qui se passait dans | “exemple précédent
puisque cet effet présentait ou non un maximum selon le cas.

L’analyse des graphiques représentant | “effet époque ou
|'effet génération a &age constant est par contre moins directiou
raisonnera sur un exempl!e théorique. La figure 8 suppose le
probléme résolu et représente les variations des 3 composantes
de la mertalité dans le modéle complet

log t, . = a; thy * ey E:ij (modéle 3)

qui comprerd a la fois un effet age intrinseéque (ai) un effet

1

période(bj) et un effet génération (Ck) dans un cas simple

- effet linéaire de 1'dge

- diminutioﬁ brusque de |’effet période & partir de 1955

- augmentation brusque de {’effet génération & partir de la
génération née en 1915.

Les figures 9 et 9 bis donnent les graphiques période a ay
constant et génération & dge constant que | “on peut reconstitue.
On s’apercoit que les effets période et génération peuvent en
effet &tre repérés dans chacun des graphiques : S i “|’accident
effet période (respectivement génératicn) s’observe d’une maniex

synchrone sur le graphique période (respectivement générationb
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| "effet génération s’observe décalé dans le temps en fonction des

classes d“dge, |’accident étant visible a des époques d’autant
plus anciennes que |‘4ge est bas. Il cen est de méme pour |'effet
période dans le graphique génération mais cette fois=-ci, l’accident

est visible pour des générations d’autant plus récentes que 1 4ge
est bas,

Cet exemple théorique montre la complémentarité des deux
éraphiques pour |’analyse des variations de mortalité en s’atta-
chant & repércr les points caractéristiques des courbes (change—‘
ments de pente, extrema ...) et leur concordance éventuelle sur
[“un ou |’autre graphique. On congoit qu’en l’absence de points
caractéristiques sur les courbes des graphiques période ou
génération a age constant, |‘identification d’éventuels effets
devienne trés hasardeuse. A la limite si les variations sont
linéaires, il n'est théoriquement pas possible. de distinguer
un effet période et un effet génération, ainsi que le montre le
raisonnement suivant : dans le modéle 3 une relation linédaire
(& | constant) entre log tij et - j peut s’interpréter également

comme témoignant d’un effet période . pur : log tij = a; + b x j

i

ou d’un effet génération pur :log tiJ = a; + cli=1) + c(j-i+1)
a'i * ¢ x k avec les notations précédentes. .

Cette remarque a une conséquence importante : il n’est pas
possible d’identifier sans ambiguité simultanément un effet
période et un effet génération a partir des variations de

mortalité, autrement dit les paramétres du modéle 3 ne peuvent pas

8trc estimés de facon unique : & une solution constituée d’un
ensemble de a;, de bj et de €+ on peut substituer une solution
équivalente en ajoutant une fonction |indaire arbitraire du temps

aux a; et i et en la retranchant des bj'

Néanmoins il est possible d’analyser le modéle 3 par la

méthode des moindres carrés définie plus haut.

- sur le plan de !’estimation des paramétres il convient en plus

des deux contraintes :

7 bi = 0 et Zz-ck = 0 d'ajouter une contrainte
J o k

supplémentaire qui léve |’indétermination précédente. Le programme

GLIM fixe 3 zéro la derniére valeur des c

k-
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- sur le plan du test d’adéquation du modéle, il n'existe cerendadt
aucune difficulté, il est obtenu par un x? dont le nombre de
degrés de liberté s’obtient comme d’habitude par le nombre Fobof
d’observations (1J) auquel on retranche le nombre total de
paramétres auquel on rajoute le nombre de contratntes entre
ces paramétres soit lJ - 1 - J - (I + J - 1) + 3 soit
1J = 2 (1 + J) + 4. 1l permet de tester si |’ introduction d'wn
effet période dans un modeéle qui contient déja un effet génea ~
tion est significative ou réciproquement.

Dans |’exemple de ta mortalité par cancer du poumon, |’iptw-
duction de |’effet période au modéle avec effet génération fat
passer le x? d’ajustement (non significatif) valant 46,9 pour
40 ddl 3 la valeur de 23,2 pour 36 ddl ce qui représente unaabw
significatif (x? = 23,7 pour 4 ddl). L’estimation des paraméhe
par le programme GLIM fournit une solution particuliérement noa
satisfaisante comme on pouvait le penser a priori par le chox
de la contrainte C16 = 0 alors que |’analyse du seul effet
génération avait montré que |’effet des générations les plus
récentes est au contraire maximum.

Différents auteurs ont proposé des techniques pour tenten
de dépasser cette difficulté et obtenir des solutions qu’ils
souhaitent non ambigues (cf. C. OSMOND). Enfin des modetles p&u

particuliers ont été étudiés (cf. I.R. JAMES par exemple) .
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CHEAPITRE ZIX. \\\

MESURE DE LA MORBIDITE =T DE LA MORTALITE

TI.Standardisation

o
—

_ Tncroduction : La standardisation pour quoi 7 .

Les mesures de morbidité intrcduites au chapitre précédent, prévalence
2 5 : - K " - 1 3 -
incicdence, incidence instantanée, correspondalentc au simple “constat" d'une
iruation. Pour avancer dans l'analyse é-iologigue, l'épidémiologie proccce

comme on le sait de fagon comparative

"la mertalité pour cause de cancer de la vessie est-elle "trop" élevée chez les
travailleurs du caoutchouc ?".

Vient alors imméﬁiateﬁeﬁt 4 1'esprit le probléme cGu choix d 'uvne pepulation
Ge référence et celui de la prise en cecmdte des facteurs de risgue susceptibles
G'introduire une différence "artificiell=" entre les populations étudiées et de
référence.

La nécessité de définir des masures de morbidité et de mortalité stan-
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Nous comparerons ces deux méthodes du point de vue des informations
sur lesquelles elles sont fondées, des guantités qu'elles estiment et de leur

précision statistique (§ 2.3.).

Enfin, nous verrons comment on peut tester l'existence d'un écart

significatif entre une mesure standardisée et une valeur de référence (§ 2.4.).

Afir d'adopter un langage plus concret, nous nous intéresserons dans
ce chapitre au cas trés frégquent de la standardisation de la mortalité sur l'age.
Les méthodes décrites pourront bien entendu étre utilisées lorsque l'on souhaite
standardiser des valeurs de mortalité ou de morbidité sur d'autres facteurs de
risque (sexe, catégorie socio-professionnelle, etc...) pourvu gque 1'on dispose

des informations nécessaires .

Par ailleurs, nous supposerons disposer d'observations sur un groupe
de sujets que nous appellerons échantillon pour l'opposer & la population qui
nous fournira des valeurs de référence concernant la distribution statistique
des ages ou des mortalités par classe d'ages. Cette terminologie présente bien
entendu un certain arbitraire, suivant les situaticﬁsconcrétes, 1l'"échantillon”
pourra par exemple étre constitué par 1l'ensemble des habitants d'une région,
1l'ensemble des salariés d'une entreprise, ou l'ensemble des sujets effectivement

tirés au sort dans une population plus large.

La population de référence pourra elle aussi varier d'un cas particulier

4 l'autre : ensemble des habitants d'un R§y§< d'une région, cohorte fictive subis-

B
N

sant des taux de mortalité par classe Q'adge§ constatés & un moment donné sur des
)
1

sujets de cohortes différentes d'une région>\_//



2.2. Les deux méthodes de standardisation : méthode directe, méthede indirecte

Nous supposerons avoir observé dans un échantillon des taux de mortali-
L (a) . " Cee s - .
teé ti i =1,2,....1 dans différentes classes d'ages. Par ailleurs, nous note-

x) . . : . . . - .
rons\dJ'i( )1 = 1,2....1I la distribution statistique des &ges dans la population

b
de référence ( ).

Le taux de mortalité standardisé par la méthode directe est la movenne

(=),
]

i

des taux (t ) de 1'échantillon pondéré p par la distributiond'age 0 dans

la population de référence. Ce taux s'écrit donc :

L= 2wt

S T

(1)

Dans la standardisation par la méthode indirecte, on dispose au

contraire de valeurs des taux de mortalité par classe d'ages dans la population

de référence t: i=1,......,1 et on utilise la distribution des éages de 1'échan-
tillon (ni i= 1,....,I)‘c)pour caleculer un nombre de décés attendu !
4 *
Q i (N *_ )
- AT Y
1z

(&) Nous ne préciserons par ici si la mesure de mortalité adoptée est une inci-
dence instantanée ou non, par ailleurs ce qui sera développé & propos des inciden-
ces pourra en fait étre repris dans le cas de prévalenc )6

(b)Remarque: Il peut s'agir d'une répartitionde sujets d proprement parler avec
—=n./ (% n.) comme d'une répartition de personnes-années, avec W =
A 7
PE.Y/ (S PAL).

(¢)Remarcue: n. peut étre un nombre de sujets ou de personnes x années.



qui tient compte de la structure d'age de l'échantillon. On rapporte ensuite

le nombre total de décés cbservés dans 1l'échantillon "O" & cette valeur

pour définir le “Rapport Comparatif de Mortalité”(§).
lsma = 100 x g (3)

_____ " e
Javico.

(§)Remarque: Noté SR compte tenu de 1 'expression Standarcized Hortaiity



2.3. Comparaison des deux méthodes de standardisation

. , . , C . . (=
Les informations nécessaires au calcul du taux de mortalité standardlse( )

sont plus détaillées gue celles qui servent de base au calcul du rapoort comparatif
de mortalité puisque l'on doit connaltre non seulement la répartition des sujets

de l'échantillon par classe d'dges mais encore celle des décés. Dans la plupart

des situations on dispose simultanément des deux informations, on peut tcutefois
imaginer des situations ou tel n'est pas le cas. Ainsi, si l'on veut standardiser
sur l1'&ge maternel & l'accouchement 1l'incidence d'un certain type de malformations
4 la naissance dans une région donnée, on est contraint d'utiliser la méthode
indirecte si les seules informations statistiques dent on dispose sont le nombre
total de naissances d'enfants atteints de cette malformation et la réparctition de

l'ensemble des naissances par classe d’égéalnaternelxc

Pour comparer les guantités estimées par le taux de mortalité standar-
disée et le rapport comparatif de mortalité, nous nous raménerons a deux guantités

proportionnelles ayant la méme"dimension’ celle du rapport de deux taux :

t
SD o vl X
- le rapport RD : — de la mortalité standardisée & la mortalité t

t
de la population de référence ;
o) . s pes .- s
- le rapport RI : T qui différe des rapports comparatifs de mortalité
par le seul facteur 100.
Le taux de mortalité "exact" estimé par le taux ti de 1l'échantillon sera noté
. " v
Ti et le rapport Ri = Ti / t i de ce taux & la valeur correspondante dans 1la

population de référence est le risque relatif de mortalité dans la iéme classe

d'age-

(%) on sous-entend en général "par la méthode directe"



En remarquant que :

ii) Nuk)% ) k:i- Qj; (; (*l‘Lﬁ\ = r‘ﬁl = C)~ﬂlgb ) Q; y
, L \
l'espérance de RD s'écrit :

EE ?wa‘kt—l 2 \,u&-L,‘L o RN

-
-

L+ iwg. , }fk

(4) QZ ( ﬁlﬁb\> =

Pour obtenir l'espérance de RI on notera que les nombres observeés et

atrendus de décés de l'échantillon peuvent s'écrire :

(%)
2 O

o

= JRVENRY
2 My — 2 M VOIS {h
l

C = ZML.JL%Z N é,w .JL-\

QJ\L&MO\‘

| 2w o L
@m_L_/ﬂj)_i 3L
R e

(§)Remarque: ou n. est le dénominateur de ti’ c'lest d dire un nombre de sujets
ou de personnes anndes et n = :in
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Si le risque relatif prend des valeurs identiques dans les différentes

classes d'ages : RRi«— RR les expressions (4) et (5) ci-dessus prennent des

valeurs identiques et égales a cette valeur commune RR

]

E (RD) RR

E/RI)

RR

Les méthodes directes et indirectes estiment donc dans ce cas essen-
tiellement la méme quantité qui est le risque relatif "age spécifique” ce l'échan-
tillon par rapport & la population de référence.

Dans le cas contraire, on dit qu'il existe une "interaction”(g)entre
1'age et le facteur de risque distinguant l'échantillon de la popula-
tion de référence. L'utilisation d'un unique indice mesurant l'écart de la morta-
1ité dans l'échantillon par rapport a la oopulation de référence n'a plus alors
de sens clair sinon celui d'un risque relatif "moyen". La standardisation par la
méthode directe est alors la seule qui élimine & proprement parlerl’efiet de la
structure d'age de l'échantillon, on constate en effet en comparant les expressions
(4) et (5) :

- que l'espérance de RD est une moyenne pondérée des risques relatifs

dge-spécifiques ol les poids (V§1t:) ne dévendent vas de l'échantillon nais de la
seule population de référence,

- que l'espérance de RI estime également une moyenne pondérée des
risques relatifs &ge-spécifiques mais que les poids (&Git:) dénendent en fait
de la structure d'dge de l'échantillon.

S'agissant des précisions statistiques des deux estimateurs RD et RI,
on peut montrer que la variance d'échantillonnage de RD est toujours supérieure ou
égale a celle de RI, 1'égalité étant uniquement atteinte lorsque la répartition

d'age de l'échantillon est identique & celle de la population de référence.

(5)Remaraue: cette notion sera définte plus précisément au chapitre 5.



La standardisation par la méthode indirecte est donc plus précise. On comprend
d'ailleurs intuitivement gque la pondération des mortalités par classes d'age
de la méthode directe peut conduire 4 une trés mauvaise précision statistique
s'i]l existe une forte disparité entre les styuctures d'dge de l'échantillon et
de la population de référence : dans une classe d'age donnée, une mortalité
érabli€ sur un trés faible nombre de sujets peut en effet recevoir un poids
important si cette classe d'age est fréquente dans la population. A 1'inverse,
dans la méthode indirecte, le nombre observé de décés, O ijéi = i%:ni X ti
donne a chaque estimation ti un poids qui est inversement proportionnel a sa

variance.

La méthode indirecte est donc plus précise que la méthode directe et
ne requiert pas de connaitre la répartition des 3écés par classe d'dge ; elle
présente pouxr seul inconvénient de ne pas supprimer totalement l'influence de

la structure d'dge de l'échantillon s'il existe une interaction.

/S



2.4. Comparaison de la mortalité observée a une valeur de référence

. 2,
Celle-ci peut étre effectuée en utilisant un h></ a 1 ddl

’><JZ _ (O-E)2
) E

ot les quantités O et E nombre observés et attendus de décés ont éte définis

au § 2.1, ci-dessus.
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CHAPITRE 1V

-___..._...._______-_..__-_.._.......________...__.___._____..._____._..

Nous dirons trés généralement qu'ijl existe une relation entre 1'exposi-
tion & un facteur et la maladie si cette exposition est associée & ("entraine")
une augmentation de la probabilité d'étre malade. Nous supposons implicitement
que la maladie "apparait" sous la forme d'un événement en tout ou rien et ceci
sera commun d& 1'ensemble des chapitres ultérieurs. D'autre part, nous supposons
que 1'exposition du facteur ne joue pas un rdle protecteur mais tout ce que nous
dirons s'applique également dans ce cas. Si cette d&finition théorique de 1'exis-
tence d'une relation n'est guére ambigu&, la mesure de cette relation va dépendre
du choix d'un modéle qui 1ui méme peut &tre 1ié & la nature de 1'é@tude entreprise

Bien que le raisonnement soit finalement identique quel que soit le type d'exposi
tion étudiée (qualitatif, quantitatif) nous traiterons successivement les diffé-
rents cas.

1. L'EXPOSITION AU FACTEUR EST QUALITATIVE
Prenons 1'exemple de la recherche d'une relation entre 1'exposition de

femmes enceintes & un toxique et 1'existence d'anomalies congénitales chez les
enfants. I1 est possible d'imaginer simplement une étude permettant d'é&tudier

1'existence d'une relation,en effet &tant donné un groupe de femmes enceintes,
la présence ou non d'anomalies congénitales chez les enfants peut étre &tablie
dés leur naissance et sa probabilité est estimée par le pourcentage d'enfants

porteurs d'anomalies. I1 suffira d'estimer cette probabilité pour un groupe de
femmes exposées et non exposées pour répondre & la question.

Dans cet exemple, le temps en quelque sorte n'intervient pas puisque
dés qu'une mére est recrutée dans 1'étude, on sait "définitivement" (éventuelle-

ment & quelques mois prés) si son enfant est “"malade" ou non.

Nous allons étudier dans un premier temps cette situation.
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1. 1 - Les événements sont observés & "date fixe”
Nous appellerons P1 et PO les probabilités que 1'enfant soit atteint

selon que la mére était ou non exposée. L'existence d'une relation implique alors
P1>PO. L'intensité de cette relation est d'autant plus grande que P1 est grand

par rapport a PO.

Le modéle additif exprime la relation par la différence Pl-POr A

appelée "risque en excés" (excess risk)

Le modéle multiplicatif implique quant & lui que 1'exposition au
facteur multiplie la probabilité de la maladie par

un coefficient R = P1 appelé "risque relatif”
Po

Cependant bien d'autres choix peuvent gtre faits pour exprime~r la
relation, le plus important pour la suite, correspond &galement & un modéle

multiplicatif :

\f P / Po 1'"odds ratio" représente le rapport des "chances"
1-Po relatives d'étre malade ou

ou non malade selon 1'exposition. Le choix entre ces diverses mesures ne peut étre

guidé que par des considérations propres aux probléme étudié : par exemple il

peut exister des modéles "explicatifs" de la relation (ce cas est hélas rare) qui

pourraient impliquer une forme particuliére de la mesure. Plus habituellement

le choix est fait empiriquemént . la stabilité de la mesure lorsque la re:ation

est atudiée dans des populations différentes ou dans une méme population en foncti

de caractéristiques diverses des sujets est 1'argument essentiel. Dans la plupart

des cas, les modéles multiplicatifs vérifient beaucoup mieux ce critére aue le

modéle additif et leur emploi est de ce fait trés général.

1. 1.1 - Nature de 1'étude
Le recrutement des sujets dans 1'exemple étudié ici peut s'effectuer

de plusieurs maniéres et classiquement on distingue trois cas :

_ On recrute un échantillon représentatif de femmes enceintes {ou de meéres
récentes) d'une population que 1'on classe selon 1'exposition et selon
que leur enfant porte ou non une anomalie (type I). On a les notations
suivantes pour les probabilités qu'une mére de la population soit dans

chacune des catégories.
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£ E
Mt p Py (1-p) P, p
M| p(1-P1) (1-p) (1-Py) 1-P
p 1-p

. On recrute un échantillon de femmes exposées et non exposées (type IT)

et £
M+ P1 ' PO
M 1-Pq 1-Pg
1 1

Dans chacun de ces cas 1'étude permet d'atteindre les quantités Py et Pq
donc permet le choix de n'importe quelle mesure de la relation entre
1'exposition et 1a maladie.

. On recrute un échantillon d'enfants atteints et non atteints et les méres

sont classées en fonction de leur exposition (type III ou &tude "cas-

témoin").
e’ E”
M Pl 1-pq 1
M” Po 1-p, 1

L'étude ne permet pas d'avoir accés aux quantités Py et P, sans infor

mation complémentaire (par exemple la fréquence P de la maladie ou p de 1'expo-

sition). Cependant, une mesure particuliére de la relation peut étre obtenue a

partir de p1 et po : i1 s'agit de "1'odds ratio" en effet lorsque 1'information
est compléte ona -

et

25|
1-py

p Py P (I‘Pl)
PL = g etpg s
Po  PPI p (1-P)) SO M S U LT
1-po P-p P1 1-P-p+p P, 1-Py | 1-P-p+pPy 1-P1 [ 1-pq



Iv-4

On peut remarquer a cette occasion que lorsque Py et P, sont"petits"
c'est & dire lorsque la maladie est rare, "1'odds ratio" est approximativement
égal au risque relatif

¥=R+R-1 Py + ...

R
On obtient donc le résultat habituel : dans une &tude de type III 1'odds ratio
peut étre estimé et si la maladie est rare c'est une approximation du risque
relatif (ce dernier résultat est cependant indépendant de la nature de 1'étude).

1. 1.2 - Autres expressions de la relation exposition-maladie

Les mesures de la relation que nous venons de voir expriment
“1"intensité du lien étiologique" entre le facteur et la maladie. Bien d'autres
mesures ont été proposées dont certaines visent & calculer la proportion de cas
"dds" a la maladie.

Nous appellerons "fraction étiologique" la proportion de cas chez

les exposés qui seraient évités si 1'exposition était supprimée ... et si la
relation était causale !

FE= PPL-PPo o - 1 i1 ne s'agit donc pas d'une mesure
p Py R

nouvelle en elle-méme.

Par contre, la proportion de cas de 1'ensemble de Ta population qui
dans les mémes conditions seraient évités a un sens trés concret sur le plan
de la santé publique : elle est appelée "risque attribuable".

A= PPL-PPo . P (R-1) . P10
p Pp +(1-p) Po p R+ I-p I-p

RA ne peut donc étre obtenu que dans les études de type I sans autre information.
Dans les études de type IIT et si 1a maladie est rare dans la population, on peut
approximer FE et RA par :

FE £ 1-1 et
v

RA 4L p1 - D
T -po
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1. 1.3 - Ordre de grandeur des différentes approximations

Le tableau donne cet ordre de grandeur dans le cas d'un risque
relatif "moyen" (R = 2) et "fort" (R = 10) en fonction de la fréquence P de la
maladie et celle p de 1'exposition au facteur.

Alors que RA' = p% - Pg est toujours de l'ordre de grandeur de RA
- Po

dans les limites des valeurs des paramétres que 1'on a fixées, ¥ devient nettement
trop grand par rapport & R (> 10%) dés que la fréquence de la maladie atteint

0.10 et que celle du facteur est inférieure & 0.10 pour R = 2 ou quelle que soit
celle du facteur pour R = 10.

R =2
3 2 1
P = 10 10 10

pz
0.10 v 2.00 2.02 2.22
(RA= 0.09) RA' 0.09 0.09 0.10
0.50 y 2.00 2.01 2.15
(RA= 0.33) RA® 0.33 0.34 0.36
0.80 Y 2.00 2.01 2.13
(RA= 0.44) RA' 0.45 0.45 0.47

R =10
_3 _2 _1

\\\\\f = 10 10 10

p:
0.10 Y 10.05 10.50 20.00
(RA= 0.47  RA' 0.47 0.48 0.50
0.50 Y 10.02 10.17 - 12.00
(RA= 0.82) RA 0.82 0.82 0.83
0.80 Y 10.01 10.11 11.25
(RA= 0.87) RA' 0.88 0.88 0.89
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1. 1.4 -Casd'un facteur qualitatif a plusieurs classes :
I1 peut s'agir d'un facteur authentiquement qualitatif

(type de toxique de 1'exposition par exemple) ou quantitatif en réalité mais
traité en classes (degré d'exposition par exemple). Dans les deux cas une classe
est choisie comme référence (classe 0) et la mesure de la relation de chaque
classe d'exposition par rapport & la classe 0 peut étre calculée. C'est 1'ensemb]

des k-1 mesures obtenues qui exprime la relation cherchée.

Si on réunit les k-1 classesd'exposition que 1'on compare & la
classe 0 (ce qui revient & rendre dichotomique 1'exposition) la mesure de la
relation que 1'on obtient ainsi n'a plus la qualité de mesure "&tiologique" car
elle dépend de la distribution des différentes classes d'exposition ainsi que le

montrent les résultats suivants :

. Soit 11, ,Tﬂ ..M. les fréquences d'exposition des classes du facteur
dans la population (type I).

alors fS risque en excés de toutes les classes d'exposition par rapport

i

d la classe 0.

Lo
A - Z T(: A ol A;est le risque en excés de la classe i/

Lze .
classe 0,
L
E_ T(z Rl
de méme R = ‘='4 -~ od Ri est le risgue relatif de la classe i/
T He

classe 0.

. 51 on choisit 1'odds ratio (en particulier si &tude du type III), 1'odds ratio
aprés réunion des classes s'écrit en fonction de celui de chaque classe de la
!
méme fagon que R mais LA ER TRt sont alors les fréquences respectives
des classes d'exposition dans le groupe non-malade
k-t t
\f' .Z 7{; *:

A-1T

*

. Si la mesure choisie est le risque attribuable, aprés réunion des classes
d'exposition, i1 est bien entendu la somme des risquesattribuables de chaque

classe. RQ"— E:‘Rﬂ;

A
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Exemple numérique

Ftude cas témoins sur la relation entre le cancer des voies aériennes

supérieures et le tabagisme.

Malades Témoins v i RAG' %
non fumeurs 26 83 - 0.190 -
1-19 ¢/ 66 97 2.2 0.217 0.07
20-39 c/j 248 197 4.1 0.441 0.39
> 40 ¢/ 143 68 6.9 0.152 0.25
tous fumeurs 457 362 W=2i260igl7+.. = 4.1 0.71

x Ce dernier calcul suppose la maladie rare ce qui est le cas ici.

1. 2 - Les évdnements sont observés lors de la "surveillance d'une cohorte"

La notion de "probabilité d'étre malade" qui permet de définir la
relation exposition-maladie doit étre précisée puisque cette probabilité dépend
de la durée d'observation des sujets. C'est A(t) incidence instantanée qui est alor
le paramétre d'intérét. Les études les plus classiques pour lequel le recrutement
des sujets est effectué par la surveillance d'une cohorte sont les é&tudes prospec-

tives de type I (&tude prospective sur les cardiopathies ischémiques par exemple)

mais ce ne sont pas les seules.

1. 2.1 - Choix d'un modéle
On rappelle que 1'incidence instantanée d'une maladie lors de 1a

surveillance d'une cohorte s'écrit :

A{t) = - dS(t o0 S(t) est la probabilité de ne pas étre encore
S(t) dt
atteint au temps t de surveillance (fonction survie dans le cas d'une étude de

mortalité). Rappelons que cette fonction S(t) s'écrit

exp - S a(t)dt
o}
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IT y a relation entre 1'exposition et la maladie si A1(t) (exposés)
>xo(t) (non exposés).

Le choix d'une mesure de la relation est dans ce cas essentiellement
guidé par le fait qu'il est souhaitable qu’elle soit indépendante du temps. Par
exemple la quantité & = Ay(t) - Xo(t) peut étre choisie (modéle additif) si

elle demeure constante en fonction de t, on pourra 1'appeler le risque instan-

tané en excés. Dans ce cas les courbes de "survie" des exposés et non exposés
doivent étre telles que

So(t)
09 Si(t)

Plus généralement, c'est la quantité r = X7(t) qui demeure constant
holt)

conduisant & 1'emploi du risque relatif instantané r. Les courbes de survie

vérifient alors :

L‘) Su(¥)

Ce modéle s'appelle modéle de COX.

S, (F
Loy (

1. 2.2 - Retour au cas précédent

Lorsque 1a surveillance s'est déroulée durant T années pour tous ls
sujets de 1'étude, on peut se ramener au cas du paragraphe 1.1 en considérant la
probabilité d'étre malade en T années comme le paramétre d'intérét, soit Py dans
le groupe exposé et Py dans le groupe non exposé. Dans le cas du modéle multipli-
catif ci-dessus de paramétre r, on s'apercoit que r ne s'écrit pas simplement en
fonction de :

R= Py mais r = 09(1-P1)

Po Log(T-Po)
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Le risque relatif aprés T années {R) n'est donc une approximation du

risque relatif instantané r que si P; et Pg sont petits, c'est & dire si 1'inci-

dence de la maladie est faible ou la durée de surveillance petite. Mais dans ce
cas 1'odds ratio ¥ calculé dans les mémes conditions, étant voisin de R, est

aussi une approximation de r. Plus précisément, il est aisé de voir que R<r<v.

1. 2.3 - Ordre de grandeur des approximations

I1 est donné au tableau suivant en fonction de la fréquence de la

maladie dans le groupe non exposé aprés T années (Pg) et le risque relatif instan-

tané r.
_3 1 _1

\\\\\Po = 10 10 3.10

r =
R 1.99 1.90 1.70
2 ¥ 2.01 2.11 2.43
R 4.90 4.10 2.77
5 y 5.10 6.24 11.55
R 9.56 6.51 3.24
10 y 10.47 16.81 80.27

1. 2.4 - Nature de 1'étude
. Le cas classique est celui rappelé en introduction de ce chapitre :une populatic

"non malade" est suivie et les événements sont identifiés et leur date connue
ainsi que 1'éventuelle exposition au facteur pour tous les sujets (type I).
Tout aussi classique est 1'étude de type II constituée de la surveillance,
simultanée en principe, d'une cohorte de sujets exposés et d'une cohorte de
sujets non exposés.(type II)

L'information fournie permet d'étudier la mesure de la relation la plus
satisfaisante entre 1'exposition et la maladie c'est & dire le risque relatif

instantané r.
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En pratique cependant le probléme de calculer r se pose, ce sera fait dans un
chapitre ultérieur (modéles de survie). Une estimation simple (qui n'est pas
en général la meilleure) est néanmoins classique : en effet les quantités

Log S(t) peuvent se mettre sous la forme :

|4
J[\X(?)A“ incidence "cumulée"
o
51 tous les sujets sont suivis pendant un temps T, on peut écrire :
- T
] lx " 4 N (AR
() o) -
2 < _3 - 2 -

L‘ St[T) " ) A : T
3 )Q\A J'H -LM

oG on reconnait 1'incidence "moyenne" durant T dans les groupes exposés et non
exposés. On obtient une estimation de r en estimant ces incidences moyennes :

M

oft Te dénominateur est la somme des

T(“““‘)" Zti personnes x années des sujets de i'étude
L o)

"d risque™

Comme on 1'a montré dans un chapitre précédent, c'est 1'estimation du maximum
de vraisemblance dans le cas ol dans chacun des deux groupes la survie est
supposée exponentielle

Remarquons que cette méthode d'estimation de r se représente simplement :

Leysit?)

AJSJT)
. Le second cas est celui d'une étude de type I et II dans laquelle les maiades sont

identifiés au temps T sans connaissance des dates individuelles. On ne connait
donc que les paramdtres P1 et Py (pourcentages de malades dans les deux groupes).
Le risque relatif R ou 1'odds ratio ¥ fournissent néanmoins une approximation

de r si P et Py sont faibles.
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. Enfin i1 peut se produire que 1'on ne connaisse 1'exposition que pour les cas
observés d 1'instant T et pour un échantillon des non malades (cas d'une enquéte
Cas-témoin réconstituée & partir d'une &tude cohorte). L'odds ratio ¥ est une

approximation de r dans les mémes conditions que précédemment.

1.3 - Les événements sont observés dans une population en "état stationnaire".

Dans une étude cas-témoin (type [IT) le recrutement des malades et des
témoins n'est pas en général éffectué dans une cohorte aisément identifiable mais
plutdt dans une "grande population" constituée de malades et de non malades dont
les flux d'entrée et de sortie peuvent étre considérés comme constants durant la
période de recrutement. On distinguera deux cas selon que les cas sont recrutés
lors de Teur apparition dans la population ("cas incidents") ou s'il s'agit de
cas existants ('"cas préva]ents“).-me\j~aau-l%to>l~*“ Lads s e Al Lo 3k44ff-
_;\v-z Codds alio 30 Qiliic tey Yemonn 'TAM‘\“ Yoo e condu bl UTM«-Q- & I L‘L“L"{

. . . \ \f;,_‘,_r’(,‘,' ! \_L{ Vi JG/‘L“"- .
1. 3.1 - Recueil de 'cas incidents" N - ‘

Un bon exemple de cette situation est la planification d'une étude
cas-témoins effectuée & partir d'un "registre" de la maladie étudiée dans une méme
zone g€ographique, par exemple un registre d'infarctus du myocarde dans un dépar-
tement. Les cas de 1'2tude sont recrutés lors de leur apparition dans la population
suppesee stationnaire par exemple des hommes de 40 & 65 ans habitant le département.
Remarquons qu'une définition relativement précise de 1a "grande population" peut
ici étre donnée.

Appelons I 1'incidence de la maladie dans la population. Remarquons
que I ne répond pas en toute rigueur d la définition que nous avons donnée de
1'i€§iiﬁnce instantanée i dans une étude de cohortes puisque la population se
renouvelle au cours du temps et ne se dirige pas vers "l'extinction" comme pour
une cohorte fixée au départ de 1'étude. I1 s'agit tout simplement du rapport entre
le nombre de nouveaux cas observés par unité de temps au nombre N de sujets de la
population susceptibles de devenir malades (effectif total de la population auquel
on a soustrait le nombre de cas déji malades). L'hypothése de "stationnarité" conduit
& considérer que I et N sont des constantes au cours de 1'étude. Par définition e
recrutement de M malades s'effectuera durant un temps t tel que :

M=INTt

Appelonsp0 la proportion de sujets exposés dans la population de N
sujets susceptibles de devenir malades, (c'est aussi la proportion d'exposés chez
les sujets témoins de 1'étude), I1 et 10 respectivement 1'incidence des sujets
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exposés et non exposés et p = 11/10 le risque relatif ainsi défini.

En écrivant que les M malades se recrutent d'une part chez les
exposés et chez les non exposés, on a :

M=p0 TI1INt+ (1-p0) ION T

On en déduit 1a proportion d'exposés chez les malades :
pt =p0 p/ (p0O p + 1-p0)
puis :
e = (p1/(1-p1)/(p0/(1-p0)

On reconnait au deuxiéme membre de cette formule 1'odds-ratio OR
de 1'étude cas-témoins. Dans un tel modéle 1'odds ratio est donc égal au risque
relatif dans la population supposée stationnaire. Il reste maintenant a étudier
dans quelle mesure le risque relatif p représente le risque relatif instantansg r»
tel qu'il aurait &té obtenu par une étude de cohortes.

Appelons a et E les limites d'dge définissant la population,i (u)
T'incidence instantanée de la maladie & 1° dge u que 1'on suppose 1ndependante du
temps t et f{(u) la distribution de 1° dge dans la population (densité de probabi-
11té) distribution qui ne dépend pas du temps t & cause de 1'hypothése de station-
narité.

L'ingjdence I par unité de temgs s'écrit

¢
/dt f}T(u) i(u) du = /fr(u) i(u) du
[+ a

Le risque relatif 1nstantang's’écrit :
iy (u)
r= ____  supposé indépendant de u (modile de COX)
To(u)
On a donc : &

a4

Lo Jfﬁnj(u) ig{u) du

o~

€> Lo [T u) de(u) du
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Le risque relatif p est égal au risque relatif instantané r si la
distribution de 1'dge dans la tranche (a,b) est la méme chez les exposés et les
non exposés. On obtient donc le résultat suivant : 1'odds ratio "ajusté par age"
de 1'etude cas-témoins est égal au risque relatif instantané et bien entendu si
1'exposition au facteur est indépendante de 1'3ge, ceci est vrai pour 1'odds
ratio lui-méme.

1. 3.2 - Recrutement de "cas prévalents"”

S1 on souhaite étudier par une étude cas-témoins la relation entre
le "rhumatisme” et 1'exposition & un facteur, le modéle de recrutement précédent
ne peut évidemment s'appliquer : le moment ol débute la maladie est difficilement
identifiable et la durée de la maladie est trés longue. Par contre, 1'échantillon
de malades sera aisément constitué de sujets atteints dans la population au moment
du recrutement.

IT est néanmoins possible & partir de la prévalence de la maladie de
définir une incidence fnstantanée/ si on suppose que la population est stationnaire
au sens ou on 1'a défini plus haut, en effet on a alors la relation :

Id

1+71d

P = o0 d est la durée moyenne de la maladie

En appliquant ce résultat aux exposés et non exposés on a :

——PJ—'=I151 et _Po = 1, 4
1-P1 1-Pg

Si on suppose que malades exposés et malades non exposés ont en
moyenne la méme durée de maladie :

fa: I'l = pl /PO = pl /po = VY
To 1-P1 1 1-pg 1-py [ 1-p,

avec les notations habituelles.

Ceci montre que dans une étude cas témoins ayant un recrutement de
"cas prévalents”, 1'odds ratio ¥ est &gal au risque relatif instantané sous
1'hypothése d'indépendance entre 1'exposition et la durée de la maladie.



Iv-14

2. L'EXPOSITION AU FACTEUR EST QUANTITATIVE

Nous avons dit en introduction que les développements faits dans le
cas ol 1'exposition au facteur est qualitatif s‘appliquait intégralement au cas
quantitatif. Nous ne ferons donc dans ce chapitre que reprendre ce qui a été
dit plus haut en introduisant de nouvelles notations.

2. 1 - Les événements sont observés & "date fixe"
Appelons P(x) la probabilité d'étre malade si 1'exposition est x
(une dose par exemple). Il y a relation entre la maladie et 1'exposition si P(x)
dépend de x et sauf cas particulier pour lequel il existerait un modéle explicatif
qui stipulerait une relation autre, P(x) sera considéré comme une fonction crois-

e(x)

1.-.-—- -—— —— — - -

sante de x donc de la forme :

x
Définir la relation entre la maladie et 1'exposition x revient a

modéliser P(x).

Parmi Tes modéles les plus simples, on distinguera :
. P(x) = ax + b modéle appelé additif (1)

. Log P(x) = ax + b modéle muitiplicatif (2)
P(x)
1-P(x)

. Log = ax + b autre modéle multiplicatif appelé modéle logistique (3’

qui peut également s'écrire :

k exp ax

P(x) = avec k = exp b

1+ k exp ax

Remarquons que sur le seul plan mathématique, le modéle logistique
a 1'avantage de permettre d 1'exposition x de prendre une valeur absolument

quelconque.

Si, en réalitéd, 1'exposition est dichotomique (x = o ou 1) on retrouve
les modéles &tudiés précédemment comme cas particuliers :
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en effet o - risque en excés = Py - Py =a (1)
R = risque relatif = El = exp(a + b)/exp b =ed (2)
Po
¥ = odds ratioc = il_ Po ed (3)
1-P1 7 1-Py

La encore, la possibilité de connaitre les paramétres a et b des modélec
ci-dessus dépend de la nature de 1'étude.

. Dans une étude de type I ou II, on peut atteindre directement la probabilité
d'étre malade si 1'exposition est x soit P(x), on peut donc estimer les paramétrec
de n'importe quel modéle.

. Par contre, dans une étude cas témoin (type III) ceci n'est pas possible. En effet
1'information ne permet que de connaitre les distributions de x chez les malades
f1(x) et chez les témoins fy(x). Appelons f(x) la distribution du facteur x dans
1'ensemble de l1a population; en appliquant le théoréme de Bayeson peut écrire :

f(x) = PO o f = (FPX) F(X)
P 1-p

ot P, probabilité inconditionnelle d'étre malade (fréquence dans la population)

doit vérifier : P =-}rP(x) f(x) dx

Des relations précédentes on tire : P(x) / P fi(x)

1-P(x) { 1-P fo(x)
En conclusion, dans une &tude de type III,la connaissance de fi(x) et
de fo(x) permet de connaitre le rapport P(x a une constante multiplicative
jtpT%)

prés. (P fréquence dans la population n'est- pas connue). Seul le modéle logis-
tique (3) peut donc étre appliqué & cette étude et seul le paramétre a peut étre
estimé sans information complémentaire. (on retrouve le fait que lorsque le
facteur est dichotomique, seul 1'odds ratio peut étre atteint). Remarquons que
le modéle logistique, si cela était nécessaire, pourrait s'écrire plus générale-
ment :

Log Plx) = Hf (x) ot Wﬂ serait par exemple un polyndme de degré

1-P(x) supérieur a 1.

ool
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2. 2 - Les événements sont observés lors de la "surveillance d'une cohorte"

C'est T1'incidence instantanée A(t, x) qu'il convient de modéliser
de la fagon la plus simple et la plus réaliste.

Le modéle de COX stipule que le risque relatif instantané X (t, x
A {t, xo)

n'est une fonction que de la différence d'exposition x-xo {en particulier il ne
dépend pas de t) : X (t, x)
A {t, Xo)
de 1'exposition dichotomique avec x = o ou 1.

=r (x - x0) 11 généralise donc le cas particulier

La modélisation la plus courante de la fonction r(x -xo) s'écrit
exp@(x - x0) qui indique que le risque relatif instantané pour deux niveaux
d'exposition est une fonction exponentielle de la différence de ces niveaux.

Ceci entraine que 1'incidence instantané A(t, x)

"

A{(t, xo) exp(-axo)es

A(t, x)

n

Y(t) exp ax

qui est la forme usuelle du modéle de COX.

Ecrivons la probabilité S(t,x) d'étre encore indemne & 1'instant t
Torsque 1'exposition est x :

S(f,x):'wr—f;(u,x)o\,“ : oy (_ L"T”f;{“)'h‘)

- o

(k) - LJ»(&)]

Cette relation implique le graphique suivant qui résume les conditions
d'application du modéle de COX :

Ly (~Lo3§(}lx)) m

2
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Ecrivons maintenant la probabilité d'étre malade @ un instant T fixé

que nous appellerons P{x)

Log (1-P(x)) = k exp ax

Si quel que soit x, la maladie est peu fréquente alors :
Log P{x) #* ax + b (modéle 2)

et aussi bien :

P (x) #+ ax + b (modéle logistique 3)

1-P{x)
c'est & dire que lorsque la maladie est peu fréquente, le modéle de COX pour les

incidences instantanées revient pratiquement & appliquer le modéle logistique pour

la fréquence de la maladie & 1'époque T.

2. 3 - Les éveénements sont observés dans une population en "état stationnaire"

Par analogie avec le cas gqualitatif, on distingue les cas de recueil

"incident" ou "prévalent"”.

Dans le premier cas, on obtient :

P (x) f1 (x) o
= k = k' exp ax ot f (x) est la distribution de x dans la
1-P(x) f (x)

population générale, c'est & dire que le modéle logistique appliqué a cette étude

de type III particuliére ol les témoins sont issus de l1a population générale
fournit le méme paramétre a que celui qui modeélise 1'incidence instantanée
X (x) = h exp ax dans la population.

Dans le second cas, on obtient :

= k' dx exp ax ol fy (x) est cette fois la distribution

de x chez les non malades (témoins)

L& encore, si dx durée moyenne de la maladie ne dépend pas de x, le
modéle logistique appliqué & 1'étude de type III fournit le paramétre a qui modéiise
1'incidence instantanée A (x) = h exp ax dans la population.
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Dans toute étude étiologique on est en pratique amené 3 &tudier la
relation entre la maladie et plus d'un facteur. Plusieurs situations se présentent :
soit d'emblée on s'interroge simultanément sur le réle étiologique de ces facteurs,
soit un facteur étiologique est déja bien établi et 1'on souhaite &tudier le role
“propre" d'un nouveau facteur, soit méme il se peut qu'un facteur non étiologique
soit 1ié par exemplie aux conditions de diagnostic de la maladie et étant également
1ié & 1'exposition au facteur étudié, i1 peut introduire un biais dans 1'étude.

Ces questions seront développées dans le chapitre traitant des "facteurs de
confusion”, pour 1'instant nous supposerons étre dans la situation ol 1'on étudie
simultanément deux facteurs étiologiques en relation avec la maladie.

Plagons nous pour fixer les idées dans le cas ol 1'exposition aux
facteurs soit dans les deux cas dichotomique et que la nature de 1'étude permette de
connaitre  1a "fréquence" de la maladie que 1'on appellera Py1> P1os Po1> Poo
chez les sujets exposés simultanément aux deux facteurs, & 1'un d'entre eux et
chez les non exposés. La généralisation aux autres cas est directe.

DEFINITION -

I1 n'y a pas d'interaction entre les deux facteurs si la mesure de
1'association d'un facteur avec la maladie est la méme quel que soit le niveau
de 1'autre facteur. La conditions de non interaction s'écrit différemment selon

la mesure utilisée,

Dans le modéle additif, elle s'écrit par exemple P11 - Pop = PlO - PDO
soit P11 = Pip Po1 - Pog- S1 on prend Te groupe non exposé a aucun des facteurs

pour référence, cette condition peut s'écrire en termes de risques relatifs :

J Rip = Ry +Rp -1 | @

Dans le cas de modéles multiplicatifs en choisissant le risque relatif

comme mesure, on obtient la condition :

o P00 o soit | RiL=Rio Rl | O
P00 Poo P00
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De méme, si 1'odds ratio est lamesure,la condition s'écrit

Y11 = Y10 You ©,

REMARQUES -

Sauf dans un cas trivial (R10 ou Ryp = 1) i1 n'est pas possible que deux
parmi les trois conditions ci-dessus soient simultanément vérifiées. En conséquence,
alors que 1'absence de relation entre 1'exposition et la maladie pour une mesure

implique qu'elle est vraie pour les autres, i1 n'y a absence d'interaction que
q

pour une mesure donnée.

Néanmoins, si les fréquences P de la maladie sont faibles, les conditions
(@ et (3) reviennent approximativement au méme.

EXEMPLE -

Dans une étude cas témoin sur 1'étiologie des cancers des cavités
orales, on étudie simultanément 1'effet de la consommation d'alcool et de tabac
(ROTHMANN K.J. et KELLER, 1972).

Un tableau simplifié des résultats est présenté ci-dessous :

non fumeurs fumeurs
cas témoins cas témoins
;g;;iég“ 21 77 220 263
Consommation

d'alcool forte 5 8 237 99

Les odds ratios|Vy = pl _Eg mesurant la relation tabac x maladie &
T-p1| T-pg

"alcool constant" valent respectivement :

non fumeurs fumeurs

nulle ou
oo 1 3.06

Consommation modéree
d*alcool forte 1 3.83
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Les deux odds ratios ont des valeurs proches, d'autant plus que le
deuxiéme est assez imprécis (faibles effectifs de non fumeurs i consommation
forte d'alcool). Ces données n'impliquent donc pas une interaction ("multiplicative")
entre les deux facteurs.

On aurait aussi bien pu raisonner sur la relation alcool x maladie
d "tabac constant" et on aurait obtenu les odds ratios suivants et la méme
conclusion.

non fumeurs fumeurs
nulle ou 1 1
modérée
forte 2.29 2.86

Cependant, & titre d'exercice, on peut rechercher s'il existe une
interaction "additive" entre les deux facteurs. En effet, en assimilant les
odds ratios a des risques relatifs, 1'absence d'interaction "additive" devrait
conduire & :

Y11 7 Yo+ Yo - 1

Y11 s'obtient & partir du tab]eau( 21 77 ) ¥11 = 8.77
237 99

¥gy et Y1 mesurant la relation "propre" d'un facteur, on a pour chacun d‘eux
deux estimations que 1'on a trouvées proches. On verra dans un chapitre ultérieur
Ta possibilité d'en obtenir une estimation commune.

L'estimation de MANTEL-HAENSZEL donne :
Y10 (retation alcool x maladie)

2,83
3,17

Y01 (relation tabac x maladie)
On retrouve 1'absence (approximative) d'interaction "multiplicative" car :
‘yll = 8.77 # ‘{’10 X ‘}’01 = 8,97

Par contre, il existe une forte interaction "additive" puisque :
“Plo + ‘i"Ol - 1 = 5 <8.77



CHAPITRE VI

__...._..._...__.__...__..__..__..._..__.._._..-._..-—__———._.-.——.—-—.-..o-—.—_...__.._._.___.

On o introduit au Chapitre 1V différents parametres permettant

de mesurer dans une population |’association entre | “exposition &

un facteur et |”existence (ou l'occurence) d’une maladie. Ce
chapitre a pour but de montrer comment on peut, 3 partir d’un
échantillon

- tester |‘existence d’une association

_ estimer un parametre de mesure de cette association.

On a vu que la nature des parametres mesurables dépend du

type d’étude @ on peut mesurer le odds ratio (OR) dans les trois

types d’études alors qu’on ne peut mesurer le risque relatif (RR)

que dans les études de type échantillon représentatiF

témoins.

ou exposeés-—

(Pour ce qui concerne plus particu\iérement les enquétes
cas-témoins, ‘plusieurs méthodes sont déve loppées dans le livre

de BRESLOW et DAY, Chapitre 1v).
1 - NOTATIONS ET RAPPELS

1-1. Dans la population d’ étude

-..-__—-.....__._.—.__-.-.....__...-..__.__.——_.

- i P, =P (M*/E*S
W \ \ p_= P (W/E)
M- \ o 5, =P (€7D
| | 6, = P (ET/MD) _
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- Dans les études de type échantillon représentatif ou exposés-

P P
p 1 / o
RR = 1/ , OR =
Py 1—Pl/ I-P_

- Dans les études de type cas-témoins

L o}
L Po

témoins

1-2. Dans un échantillon de taille n, les observations se

e . ——— A - - — - —

répartissent suivant le tableau

+ -~

£ £
M | b
a n
1
M c d n
o
m m n
1 0
ny = nombre de malades
ng = nombre de non-malades
my = nombre d’exposés -
m, o= nombre de non-exposés
n + n = m + m = n
1 o) 1 o

b2

— TEST DE L’ASSOCIATION ENTRE L/EXPOSITION AU FACTEUR ET LA
MALADIE

L’hypothése nulle d’absence d’association peut s‘exprimer de

maniére équivalente sous les formes suivantes

1) P, =P,
2) P, =Py
3) RR =1
4) OR = 1

et on arrive au méme test quel que soit le type d’étude.



(1)

(2)

V-3

2-1, Test exact

Le “meilleur” test, c’est-a-dire non biaisé¥, uniformément le
plus puissant®¥® est un test conditionnel aux marges comme on le
verra au Chapitre x1{1.0n va donc construire le test en supposant

connus les effectifs de sujets exposés et non-exposes, et de sujets
malades et non-malades.

Dans un premier temps, on conditionne sur my et m_. Si on
appelle A (resp. B) la variable aléatoire : nombre de malades
chez les exposés (resp. les non-exposés), A et B suivent deux lois

binomiales indépendantes avec les parametres
A (mg, Py
B : Y (m_, P)

A et B résument toute !’information du tableau et
-b

a a Mm% b o
P(A = a, B = b/ml, mo) = le Pl (l«Pl) Cmo

m
P° (1-P )
) o

Si on suppose de plus que ny et n sont connus, alors A résume
toute |’ information du tableau puisque
B =n, - A
et |’on obtient
P (A = a/ml, mos Ny no)

3 partir de (1) en tenant compte des différentes combinaisons de
a et b compatibles avec la condition

a + b

"1
m,=& n,-a n,—-3 m -n,+a
CZ1 Po(i-p ) L oc bt aep ) 0t
P(A = a/ml,mo,nllno) = . o]
Z, My=X Ny=X N,=X m = n,+tx
2. 2expaepy b e M e T N ap )0
X'_—Zl 1 mo © o
ou zy = max- (o, ﬂl"md)
zy = min (ml’ nl)

Si on introduit P = OR, paramétre symétrique en Pl et Po ou
p; et pg (2) s’écrit

a3t

un test est non biaisé si toutes les hypothéses qui constituent
|“alternative ont une plus grande probabilité d'étre rejettées que’{o

(LEHMANN, Ch. 1V)

un test est uniformément le plus puissant si sa puissance est max | mum
contre toutes les hypothéses qui constituent l’alternative
(LEHMANN, Ch. 111)



(3)

(4)

(5)

(6)
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n,-a
a 1 A
‘ le Cmo g
P(A=a/m1,m0,n1,no;\v) =
T2 ax AT x
2. e oy
= 1 o
1
(loi hypergéométrique non centrée)
et 1] ne reste que QIcomme paramétre.,
Remargue : Si, au [ieu de commencer par conditionner sur m,oet m_,

on commence par conditionner sur ny et ngr en raisonnant sur les loic

des wvariables A et C, nombres d’exposés chez les malades et che-=

A :rb (nyr py)

¢ :15 (no’ po)

on arrive a8 la formule suivante

les témoins

- . 1 o
P(A = a/ml,mo,nl.»,n0 ,\k)

qui est la méme que (3).

On a donc bien le méme test quel que soit le type d’étude, ce qui

est logique puisque ky est un paramétre symétrique en Pl' P et

o
pll pO' - |
Sous H_ : kf =1, (4) s’écrit_
c@ C 1-a
n n
_ - - 1 o
P(A = a/ml,mo,nl,no,\¥ 1) S n =%
£ Cn Cn
X 1 o
m,—a
a 1
Cn Cn
_ 1 o
¢
n,+n
1 o

c’est-3-dire une loi hypergéométrique.

Si on note :

PI = P(A £ a/mlfmo,nl,no;3/=1)

ml—x
a ny C
- &

X = sup (o,nl—mo) le

n
[¢]
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De méme

PS = P(A > a/ml,mo,nl,no;LY‘=1)

N m=x
inf(n,,m,) C C
(7) PS =2 1771 N1 "%
x=a my
C
n

C’est le test exact de Fisher.

Test unilatéral :.Ho :\¥= 1 contre Hl:\¥ > 1

on rejette Ho au risque a si P, < a

S
Test unilatéral : Ho :\¥= 1 contre HI:\Y < 1
on rejette H0 au risque o si PI < a
. Py . . = N e
Test bilatéral : HO .\¥ 1 contre H1 q/ 7 1

une solution approchée est obtenue en rejettant HO au risque a

si 2 1nf (PI,PS) < a

Exemple : Diethylstilbestrol (DES) pendant la grossesse et

adenocarcinome du vagin chez les filles (HERBST)
DES
Out Nen
Cas 7 1 8
Témoin | 0o 32 32
by 33 40
Test unilatéral Ho Y= 1 cuntre H1 Y > 1
lci : a =7 et inf. (nl, ml) =7
Ps se réduit a : C7 COO
P =—..¢
S /
40
_ 8! 2 40!
70 x 17 X/ 7T 33!
= 8 x 7 x 6 x5 x4 x 3 x 2 = 4,3 10—7

34x35x36x37x38x39x40

Il v a eu significativement plus (p < 10_6) d'exposition
au DES chez les méres des jeunes filles ayant un adenocarcinome

‘du vagin que chez les méres de témoins.



(S)

(9)

(10)

(11)

V-6

2-2, Test approché

Le test exact n’est faisable pratiquement que pour des petits

échantillons. Dans le cas général, on suppose que A, condition-

nellement aux marges Mmysm snyang suit une loi normale de moyenne

E (A ;Ly) et de variance V (A ;Q’)-Sous | “"hypotheése HO :¥Y =1

on a les ~valeurs suivantes de la movenne et de

4

la vartance

m, n
ECA ;L¥= 1) = 1n 1
m,n,m n
V(A ;\-r= 1)= })100
n~ (n-1)
menqm n_
N -~
n\)

Ces derniéres formules sont celles de !a movenne et de la variance
dune loi hypergéométrique.
On peut alors calculer P] et P _ pour une loi normale dont

tes paramétres sont estimés par (8) et (9). Cela revient & calculer

la quantité

1l

(a - E(A ; V% 1))3
V(A ;Y

1)

qui suit une loi du x2°3 1.d.d.1.

En fait (10) s’écrit & partir des formules (8) et (9)

2
(ad ~ be) xn

m, m_ n, n
1 "o 1 o

qui est le test du x? habituel pour un tableau 2 x 2, avec les

conditions habituelles sur les effectifs théoriques (conditions

pour que A suive une loi normale).

Remarque : au lieu de la formule (11),on trouve parfois une

formule du x* corrigé , ouw X e ‘ya&ﬁg-

(Jad =~ be] - D2 x n

m

1 ™ "1 "

o]
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On introduit une correction de continuité (g) pour approcher une

Lo

distribution discréte par une distribution continue

Figure @ Approsimarion noeaale JTune dixtrribution de
1 NI

probabilitd discrire.

Lnrs = distributian noemale de 7,5 & 1Minfim
lI(l/,J

SR = dixtribution discrete pour lex valoues N, 9, 1C,

025l -
a20ia ;
0151
ol
oos |
/
\aat |/ I ! 1 1 I ! Sy
o ) 2 3 4 5 5 7 8 s 10

valeur observée
{(odupté <de BRESLOW et DAY}

Exemples

1. Association entre consommation d’alcoo! pendant la grossesse

et hypotrophie de l’enfant : enquéte prospective. Paris 1962-69
(données de KAMINSKI et al.)

— Consommation totale d’alcool estimée en cl de vin par Jjour en

7 classes selon que inférieure ou égale 3 40 ¢l par jour, ou
supérieure 3 ce seuil.
- Hypotrophie : poids de naissance inférieur au 3éme percentile

compte tenu du terme
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Enfant Consommgtién d’alcool
hypotrophique >40 cl <40 ¢l Total
Co
Oui ; 20 \ 189 209
Non 392 ! 7.372 7.764
. i ‘
Total 412 | 7.561 ! 7.973
P 4,9 % 2,56

Test d’association consommation d’alcool x hypotrophie
. _ (20 x 7372 - 392 x 189)% « 7973
412 x 7561 x 209 x 7764

8,49

X

it

31 d.d.l : test significatif a p < 0,01

2. Etude cas témoins de |’ association entre mononucléose

infectieuse et antécédent d’amvgdalectomie chex= des étudiants
de 18 a 24 ans (données de MILLER)

Amygdalectomie

Oui - Non Total

P
Cas 40 145 185 22 %
Témoins 235 420 655 36 %
Total 275 565 840

Test d’association

oo (40 x 420 - 145 x 235)% « 840 - 13,3
275 x 565 x 185 x 655

3 1 dd! :test significatif a3 p < 0,001
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3 - ESTIMATION DU RISQUE RELATIF

Dans les études de type échantillon représentatif, ou exposés-
témoins, on peut estimer le risque relatif comme mesure d’associa-

tion {(voir Chapitre V).

3-1. Estimation bonctuelle du risque relatif

o o e e v e ——t v a4 —— . = ——— A e et A e . e e S e e

Les probabilités de maladie chez les sujets exposés et non-
exposés sont estimées (estimateurs du maximum de vraisemblance)

par

1§

~ a
Pl /m1

~
p
(o]

]

b
/rn0

et le risque relatif par

~ _ P,o,a _ A b
(13) R = 1/P0~;n-———/m
1 o

3-2 igtgcxgllg_gg_gggfiggge pour le risque relatif (KATZ et alt.)

o e —t v — — — a ———— ey A e A e —

h
On suppose que Log RR suit une loi normale de moyenne estimée

par L?j (EE / EE)_LOQ RR cqnverge‘plus rapidement vers une loi
1 o normale que RR.,

la transformation logarithmique a en outre |’avantage de

faire jouer un rdle symétrique a P1 et Po'

3-2-1. Estimation de la variance de Llog RR

o L e e

N -~ ey

Log RR = Log P1 - Log P0
var. log ﬁh = var Log 31 + var Llog 30
; . . ) ) :
var log Pl = var P1 . (Log P)é“ = Py(1-Py1) -
1 my p =
_1-N 1
my P1

que |’on estime par

C

mla
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s
D’ou, var Log RR est estimée par

(14) c _ , d
my a my b
3=-2-2 Intervalle de conftance pour RR

—— et v v = e - —— i —— s ma At = - ———— o —

Irtervalle de confiance au risque o pour Llog RR

(15) Log Q%. / %‘) £, v < + _d
1 o

Intervalle de confiance au risque « pour RR : en prenant

| "exponentielle des bornes de |’intervalle de confiance pour

Log RR.
3-2-3. Méthode de Miettinen pour estimer |lintervalle
de_confisnce_de RR (MIETTINEN 1074)
Méthode utilisant la valeur du x?* du test d’association
Lol P R NACH
(RRy, RRg) @ RR )
Miettinen a proposé cette méthode en supposant que le x?
2
habituel du tableau 2 x 2 et la quantité log” RR —— sont deux
var log RR
maniéres équivalentes de tester |’hypothése nulle : RR = 1 et

que par conséquent |’égalité

Log? RR .,
- . ——X
var Log RR
est a peu prés vérifiée.
En résolvant cette égalité pour en tirer une estimation
Y
de la variance de Log RR, on obtient
3 ~
log RR

2

var Log RR =
X
‘d’ol la formule (16)

Cette méthode approximative ne donne de résultats

-valables que si RR est voisin de 1.

Remarque : si on peut calculer un intervalle.de confiance pour RR,

on peut en déduire un intervalle de confiance pour la fraction

étiologique FE, puisque FE = 1 = —%—
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Exemple

Consommation d’alcool x hypotrophie (exemplie 1 du

paragraphe 2)
a) RR = 20/412/ 189/5c61 = 1,94

b) Log RR = 0,66

var log RR = mc - md i 392 + 137%
1 o 412 x 20 7561 x 1389
= 0,033
Intervalle de confiance pour Log RR
log RR : 0,66 + 2 V0,053
(0,20 ; 1,12)
en prenant |‘exponentielle, intervalle de confiance pour RR
RR : (1,22 ; 3,00)
c) méthode de Miettinen : intervalle de confiance pour RR
9 A
L os (1 + \/_8_15) C L os (1 + 0,686)
(1,23 ; 3,06)
4 - ESTIMATION DU ODDS-RATIO
4-1. Estimation_ponctuelle du_oddszratio
Si l'on revient au mod&le exact introduit en 2-1, !’estimateur

du maximum de vraisemblance de *’, conditionnellement aux marges,
N

est la quantité q)mv cond. qui maximise la vraisemblance

conditionnelle de%«observations, c’est-a-dire la formule (4). On

peut montrer que \¥ mv cond. est solution de |’équation
a = E/iA/ml, M, Nye Dy *’)
C’est-a-dire que‘k mv est la valeur du parameétre Q( pour laquelle

| espérance conditionnelle de A est égale a la valeur observée

pour le nombre de malades exposés.




(19)

(20)
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Cette équation polynomiale de degré éleve est compliquée
3 résoudre quand n est grand. Une solution approchée de (15) est
Py

G - e

bc

Remarque : on peut aussi raisonner comme pour le risque relatif,

en constdérant que

P P P " p
\% I S o (ou 1 // S )
1-P 1-P 1-p 1-p
1 o 1 o

et estimer P1 et Po (ou P, et po) 3 partir des observations selon

le tvpe d’étude ; par exemple pour des études de tvpe echantillon
représentatif ou cas-témoins, les estimations du maximum de
vraisemblance de Py et p_ sont
5, = —
1 n
1
~ _ c
Po n
o

et on retrouve

G ) e e
b/n1 d/nO : be

Si un des effectifs a, b, c ou d est nul, la formuie (19) n'est
pas utilisable, et il faut résoudre | “équation (18).
4-2. Intervalle de confiance_pour le odds-ratio

.._...__.._.__._____.....ﬂ_._-....__.....___._...._.__._._...._._.__.__...

L’intervalle de conFIance pour q/au risque a

est compris entre les bornes P%I,\ks) telles que

= &
JP (A < a/ml, moe Nys Ny ,ﬂ/l) 5
o a .
LP (A > a/ml, mos Nps Ny ;%IS) =3
On peut théoriquement calculer ces probabilités a partir
de (4) mais comme pour |’estimateur Q’mv cond on est amené a

résoudre des équations polynomales de degré élevé,
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Si on fait, comme en 2 - 2, l’hypothese que A
suit, conditionnellement aux marges, une loi normale de moyenne

£ (A ;‘%) et variance V (A ;q/), (20) se raméne, avec une

.

correction de continuité, a :

[ a - E (A ; ?’l).:

\.

1] =

= &*VFQar (A ;GP])

a - E (A ;<%S) + =-%iv var (A ;¥ g)

1] —

~

E (A ;\Y) est solution de |’équation
{A ;\V) X [no - M + B (A ;kyﬂ
ng - E (A ;\\()] [ml - E (A ;‘-t’)]

-\’_

et

-

1 1 1 1 -1
vV (A ;\&() ={ + W +
E(AY) ngmE(AW) ml-E(AH’) no-m TE(AGY)

Remarque : pourﬂk= 1, on retrouve (8) et (9).

On ne peut résoudre (21) que par des méthodes iteratives ;
mais les limites de Cornfield constituent la meill.-ure approximation
de |’intervalle de confiance si |’approximation normale de ;é loi
de A est justifiée.

4-2-3. Méthode des logits (WOOLF)

- - —— k- SR e e —

Définition : Logit p = log - o

alors logVy = Llogit py - Logit p

Cette transformation logarithmique permet d’avoir une
distribution plus proche de la loi normale et 3 |’avantage de
faire jouer un rdle symétrique a Py etpo (ou P1 et PO).

o .
On suppose donc que Log ¥ suit une loi normale dont la

- 'ad

‘moyenne peut &tre estimée par log be
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A
Estimation de la variance de Loq‘%

L%i\Q

= logit p - Logit B
fS1
Var logit 61 = var log
1 - B,
o] /A
= Var(pl) X (Log T—— -
-p
\ p
1
N
o Py 1-Ry) /1 -
- . x ;
—_ /
1 l(1 pl)f,
) ! . 1
npPptiteyd MPr Mii-p))
u’on peut estim a L
q p s er par = 5

A
On peut donc estimer Var log Yy par

~

(24) Var Log d{ = é + % + % +

al—

0’0 |‘intervalle de confiance au risque a pour Log\{

A A

3 . _a_c_i_ 4 _1_ _1_ e l. + .};

(-J) ( LDQ \i'/ ] ’ Log L‘k S) . Log bC - £a J a + b . ' d
t’intervalle de confiance pour est obtenu par transformation

exponentielle des bornes ainsi calcuiées.

Cette méthode a |’inconvénient de fournir un intervalle de

confiance trop étroit si les effectifs sont faibles.

4-2-4. Méthode de Miettinen (MIETTINEN 1976)

Méthode utilisant la valeur du x?* du test d’asso-

ciation {voir explication au paragraphe 3-2-3.)
/\ ~ ad (1 i 8G / v Xz )
(\k)ll \'\/S) '.-BE' Y

Cette méthode approximative ne donne des résultats valables que
s \k est voisin de 1. Sinon, elle fournit selon les cas des

interval les trop larges ou des intervalles trop étroits.
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Des études ont comparé les différentes méthodes d’estimation
par intervalle du odds-ratio : elles ont montré que c’est la
méthode de Cornfield qui fournit les meilleurs résultats, et ont

décrit les erreurs dues aux deux autres méthodes (GART et’THOMAS).En
Prahpue ,roukebors . co sond S dewn methodel  cwa Somv led pled ahiligess .
Exemple : Mononucléose infectieuse et antécédent d’amygdalectomie

(exemple 2 du paragraphe 2)

1) estimation du odds~-ratio

A
\V _ 40 x 420 - 0,49

145 x 235 _
2) intervalle de confiance pour log \k

a) méthode des logits

A b _"
(Logky ¥ Log\;} g Log\l( + Z V var log W

Log W 0,713
Og = = : / J
B . 1 1 1 1
Var Log\% = — + + + = 0,0383
40 420 145 235
~ . -~ —
(Log\.r S otegwy ) ¢ - 0,713 & 2 V 0,0385

(- 1,106 ; - 0,320)

D'ou pour

(Y, i \J(/S) = (0,33 0,73)

b) méthode de Mietfinen

(:*\’l' C\\/s) ;\’J;’ Kl f / Yx_:)

or y?* = 13,32
(Y, &g = 0,49 [y 13,3.)

(0,33 ; 0,72
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5 - FACTEUR QUALITATIF A PLUSIEURS NIVEAUX DEXPOSITION

5-1. Notations

- - — -

Niveau d’exposition

0 1 ! 2 i k
| | i | |
+ 1 'i i | |
M | 3, 3y f an | a, ! | ay ! ny
M ; 5 :’ : Z
M : CO Cl : C2 { | Ci : ‘ CL . r\O
! ' i ;
l m g : my Comg i i m. my n
pi=P(M*/Ei) i = 0,1 ...k
P].I— P (E!/M—) 1= 0,1 k
p =P (Ei/M—) i=0,1 ... k
On suppose qu’il vy a k + 1 niveaux d’exposition et que le
niveau Q est celui choisi comme référence.
- Pour une étude de type échantillon représentatif ou exposés-
témoins P.l Pi Po
RR. = — Y. = R, = —— ) ——
P 1-p./ 1-P
o i o
~ Pour une étude de type échantillon représentatif ou cas-témoins
P, . P .
\k' = OR = _l.l_ ol
‘ Yo1-p /) 1-P .
I ol
5- Test de |’association entre |’exposition au facreur et

Hypothése nulle d’absence d’association

1} Tous les PE.SOnt égaux

2) Les distributions de'ai et p_; sont identiques
3) Tous les RRi sont égaux & 1

4) Tous les ORi sont égaux a 1
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5-2-1. Test du x?

Si 1’hypothese alternative est qu’il existe une association
entre facteur et maladie, sans orécision sur la forme de cette
association, le test utilisé est le test du x? sur un tatleau
2w (k o+ 1)

Si e, est le nombre attendu de malades au niveau

d’exposition |

I U
o, =
1 n
— 'a. - e.) 2
27 o (e Ly Ex i =i _ )
1 o 1=0 i

suit une loi du x?* a k ddl.

5-2-2, Test de tendance du risque selon le niveau

.-—._.‘..._....-..._.—.._._.-_..._.__._—_.___-_......—._.—._-_..._.-_.—._.._._.

Si |’hypothése alternative 3 |’absence d’association est
["existence d’un effet d’autant plus important que le ntveau
d’exposition est plus élevé, plus exactement que {a frégquence de
la maladie Pi croit linéairement avec le niveau d’exposition, le

test de tendance d’Armitage est plus puissant que le test du ¥x?

habituel.

Si x, est le niveau d’exposition dans la classe | (x.l
peut étre simplement ééal 3 i si les classes sont ordonnées), on
étudie la régression de (ai - ei) sur x;

o3 l’_z‘.k < (a, - ei)}z
=0
-k 2 k 2
Ny Mg §n>€ xTomo- (%‘ X mi)

suit une lot du x* 3 1 oddl.

Ce test n’'a pas d’interprétation dans les études cas-témoins.

5.3. Estimation du_risque relatif

Y e e e A e e e

pour chaque niveau comparé au niveau QO

a . a
N { o

RR. = o /=
1 [¢]

dont la variance est estimée comme dans le cas du facteur a 2

classes (voir 3.2)
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5-4. Estimation du odds-ratio

Pour |’intervalle de confiance, voir 4.2.

Exemple : consommation d‘alcool pendant la grossesse et hypotro-
phie = étude de |’effet de la quantité d'alcool.

- 7 . '
Consommation d’alcool en cl/vins jour

0 1-20 21-40 41-59 60 + Total
Afant Oui - Qs 63 ; 32 . 13 7 21¢Q
. i : ; i . -
ypotrophique Non 3853 1 2485 | 1136 | 315 | 81 7550
f - ' '

Total 3948 ' 2528 l 1168 \ 328 ‘ 83 | SQ00

p 2,4% 2,5% 2,7% 4,0% S,0%

RR/0 1 1,04 1,13 1,63 3.31

e. 102,9 65,9 30,4 8,5 2,3

x 1 2 3 4 5

Lt - 8060 (L. s L_y[(102,9 - 95)* | (65,9 - 63)% , (32 - 30,4)"
210 7850 3948 2528 1168
)2 a2
. (13 - 8.5) +(7-~,3>]
328 88
= 13,17 p < 0,05 (4 ddI)
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-

. . 8000 [?Qw-102,9)+°(6g 65,9)+3(32-30,4)+4(13-8,5)+5(7 :,3)]2
73 ;oleoxL8060(3948T-, 528+9x1168+16x328+235x83)

- (3948%+2x2528+ 3x1168+4x328+5x88)“J

80603 x 32, 6"
7850 x 210 x [8060 x 32020 - 1426031

n

6,17 p < 0,03 (1 dd1)

L“hypothese d’une augmentation linéaire des taux d’hypotrophie

avec la consommation d’alcoo!l est donc compatible avec les données.
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CHAPITRE VII

" FACTEURS DE CONFUSION "

Supposons qu'‘une étude vise @ rechercher si 1'exposition & un toxique
professionnel augmente la fréquence de troubles de la glycoréqulation. Dans cette
stude, des sujets exposés et non exposés, par exemple d'une grande entreprise,
sont comparés et aucune différence nette n'apparait entre ces deux groupes quant
3 la fréquence de 1'hyperglycémie. On peut imaginer que les sujets
exposés sont vraisemblablement plus jeunes que les non exposés et comme la
fréquence de 1'hyperglycémie augmente avec 1'dge, 1'effet du toxique peut étre
masqué. Si tel est le cas, nous dirons que 1'dge est un facteur de confusion

pour 1'étude du toxique. La réflexion sur 1'existence de facteurs de confusion
dans une étude étiologique est essentielle car elle met en cause la possibilité
de biais dans la relation entre la maladie et le facteur d'intérét. Nous verrons
également que la puissance de 1'étude pour mettre en évidence cette relation
peut également en dépendre.

Prenons un autre exemple : le tabagisme est un facteur trés

important de 1'étiologie de la bronchite chronique; dans une

étude concernant tout autre facteur éventuel (poliution par exemple), le facteur

tabac peut jouer potentiellement un réle de facteur de confusion car il suffirait

pour cela, ainsi que nous le verrons, qu'il soit également 1i& & 1'exposition.Il est

donc nécessaireque 1a notion de tabagisme soit connue pour les sujets de 1'étude
(exposés/non exposés ou cas/témoins) et peut étre méme i1 en sera tenu compte

dés la planification de 1'étude.

Dans les exemples ci-dessus, les relations &ge x maladie et tabagisme X

maladie sont considérées comme "causales" et connues a priori. Plus difficiles

i détecter sont les facteurs de confusion associés non pas & la maladie elle-
mémeQ'bio]ogiquement")mais aux conditions de son diagnostic dans 1'étude Eéffi'
culiére entreprise : par exemple lorsqu'on compare des malades hospitalisés a

des témoins de la population générale, la répartition des classes sociales est
vraisemblablement différente dans les deux groupes et se révélerait ainsi un
facteur de confusion pour 1'@tude d'un facteur qui lui serait associé.
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Finalement le probléme posé peut &tre défini de la fagon suivante
alors que T'on s'intéresse au rdle étiologique d'un facteur E, on cherche i
connaitre la répercussion que peut avoir le fait que E soit 1ié a un facteur C
lui-méme associé “"causalement" (biologiquement ou non) & la maladie, sur la
relation entre £ et la maladie.Soit \f’ la mesure de la relation entre le facteur E
et Ta maladie observée dans 1'étude. Soit %9 la mesure de cette relation pour
les sujets ayant le méme niveau du facteur C. Nous supposons donc que %9 reste
identique quel que soit le niveau du facteur C : cette condition est celle d'une
absence d'interaction entre E et C pour la mesure %9 . Ceci montre bien que 1'on

ne s'intéresse pas simultanément aux deux facteurs E et C et donc & leur interac-

tion mais que 1'on cherche seulement & éliminer le biais que C pourrait introduire
dans 1'€tude de E. C'est seulement dans le cas ol il n'y a pas interaction entre
les facteurs que des résultats généraux peuvent étre dbtenus. Soit %9'1a mesure

de la relation entre le facteur C et la maladie pour les sujets ayant le méme
niveau du facteur E. L'hypothése d'absence d'interaction entre £ et C pour 1la
mesure Y’ indique que Hﬂ ne dépend pas du niveau de E. Nous dirons que C est

facteur de confusion pour E si Y & %9 . On imagine aisément que 1'effet de
confusion puisse é&tre positif ? >‘f ou négatif %7 £ %’ . Nous distinguerons
p?us1eurs cas selon la nature qualitative ou non de 1'exposition aux facteurs

E et C et selon 1a nature de la mesure

1. L'EXPOSITION AUX FACTEURS E ET C EST QUALITATIVE A DEUX CLASSES
Les notations suivantes sont utilisées et sont valables quel que soit

le type de 1'étude :

C C
et £ et £
+
M a b a b
1 1 2 2 ol a1 ...... sont
M~ c, dl c, d, Tes effectifs
e -_— T — R observés,
N no Ny
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1 - Modéle additif

On peut é¢rire :

by = 1 ta, byt
np o+, N+ W
nyo N, N

v
o, N

Un calcul direct montre que :

A =8+ 4" (py = Ps) ol pr - M _ prob (ct/eh)
P 1 7 S -
1t
etp,= "1 = Prob (cV/E7)
[

On en déduit que pour que C soit de confusion, i1 faut qu'a la fois :

. A # 0' c'est a dire que C soit 1ié & la maladie par classe de E.
- Py L Ps c'est 4 dire que C soit 1ié & E dans 1'ensemble de la popu-

lation (comprenant & la fois les malades et non malades).

Modéle multiplicatif (risques relatifs)

On peut écrire :

Rp ; a1 + a2 N1 + N2

nptn, by Db

R4 M a, N

b, n, = b, n,

2

1 M 2 "2
R4 M2 M
%2 M b2 Ty



On en déduit :

1 2
b, - Ny by
b, R
2
d'ol
n1 b1 + n2 b1
Rp = R N1 + N2 N1 N1 R
ny + n, b1 + NZ bl
”1 E
soit
n n
n +1n R' + n E n
R =R 1 2 1 2
P N N

1 2
Ny + R, RE+ N+ T,

VIT -4

N1 + N2 n, R'" + n

—

ny + n, N1 R+ N

Avec les notations précédentes, on obtient :

Ro= r PPR*1-p
p2 RT" + 1 - p2

Comme dans le modéle additif pour que C soit facteur de confusion,

il faut qu'd la fois :

. R'" #1 c'est & dire que C soit 1ié

-

- Py +# Po c'est a dire que C soit 1ié

population.

or

la maladie par classe de E
d E dans 1'ensemble de la

La quantité EE yqui exprime le degré de confusion entrainé par C pour

R

Te risque 1ié & £ prend le nom de "rapport de confusion"” (confounding risk ratio).

L'effet de confusion est positif si R'>1 et P{>p, OU R'<l et P1<P,

et négatif dans les autres cas.

On s'intéresse & la relation entre classe sociale (I ou II) et

1'infarctus du myocarde dans une étude prospective. lLes sujets appartiennent soit
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d laclasse d'dge 40-49 ans, soit 50-59 ans. Dans chaque classe sociale, le risque
relatif de la 2éme classe d'dge est 2,1 par rapport i la premiére. Chez les
sujets les plus jeunes, 30 % appartiennent & la classe II et 60 % chez les plus
dgés,

On observe dans 1'ensemble de la population un risque relatif de 1

entre les classes sociales,

Le rapport de confusion entrainé par 1'dge sur la relation entre
classes sociales et maladie s'écrit

1 x 0,6+ 0,4 1.3
I x0,3+0,7 = =

2,
2,

Aprés &limination de 1'effet de 1'dge, le risque relatif entre classes
sociales n'est plus que :

1,1 _
13° 0,85

1. 3 - Modéle multiplicatif (odds ratio)

On écrit :

v, - (37 *+ 3,)(dy + dy)
(P1 * By)(Cy * )

vy o= 219 3 d
ST P

yoo= 1% b4
3 ¢ by dy

On en déduit :

d1+d2=w(b1°1+bzcz)=v(blcl+bzazcl"’)
a a, ay 3 81
- c '
=¥ C1 (b + b, ¥')
!
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d'ot b2 v+ bl
vy = ap +a, by +by ¥ . b, + D, by + b,
b1 + b2 ay + a, ¥ 2, y . a1
32 + [)2 al + 62
soit
)
y =y TGy +4-7, ot {4 = Prob (CT/E7 et M%)

p _
Prob (CT/E" et M)

B]

T(l)u +4— rft Trz_

On obtient une relation semblable au cas précédent (risque relatif)
mais en plus de la conditions ¥' # 1 pour qu'il y ait confusion, il faut que
R; # W; c'est & dire que chez les malades E et C soient 1iés. Un méme calcul
Prob (CT/E" et M)

1

montre que la formule ci-dessus est &galement vraie si ﬁq
et T, = prob (CT/E7 et M7).

I1 y a donc confusion si, & la fois, C est 1i& & la maladie par classe
de £ et si C est 1ié & E conditionnellement au groupe malade et au groupe témoin.

La condition d'absence d'interaction entre E et C posée au départ impligue que
si C et E sont 1iés dans le groupe malade, ils le sont aussi dans le groupe témoin
et réciproquement.

1. 4 - Conditions pour qu'‘une relation soit entiérement "expliquée" par

un facteur de confusion.

Raisonnons en prenant les notations des risques relatifs :

R+ 1P R -1
ST R=1 alors R_= P1 ou R'-1 = 'p
P R + I‘p2 pPy-P R
Py 172 °p

R' et Rp étant supérieurs a 1, cette relation implique :

- P
Py " Py Rp>0 soit 1 SR
Pp P

Py = Py Rp<1 soit R >Rp
17 est donc nécessaire que le facteur de confusion présente dans
chaque classe de E un risque relatif (R') au moins aussi grand que celui (Rp)

observé pour E dans 1'ensemble de la population et qu'il soit au moins Pp fois
plus fréquent en présence de £ qu'en son absence.
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Par exemple si on retient un risque relatif de cancer du poumon
de 9 pour le tabagisme, pour que cette relation soit entiérement explicable

par un facteur de confusion, ce dernier devrait présenter un risque relatif au

moins 9 chez les fumeurs et les non fumeurs et devrait étre 9 fois plus fréquent,
au moins, chez les fumeurs que chez les non fumeurs.

Ceci montre que plus un risque relatif est élevé, plus i1 est
plausible qu'il ne puisse pas &tre expliqué par un facteur de confusion et donc

qu'il soit possiblement

causal.

2. LE FACTEUR DE CONFUSION EST QUALITATIF A PLUSIEURS CLASSES

Les formules obtenues généralisent celles ci-dessus sans difficulte.
Ecrivons celle correspondant au choix de 1'odds ratio.

Soit Wp 1'odds ratio pour E dans 1'ensemble de 1a population, ¥ 1'odds

ratio pour E dans chaque
et Y. 1'odds ratio de la
de E. Avec des notations

ou

classe Ci du facteur C (supposé constant quel que soit 1)
classe Ci par rapport d& la classe CO dans chaque classe
évidentes, on a pour tout i

et Wi = bi do
o i Z EEE: ¥
J: do
Sar Sk L L

= T

f EC;_ Lﬁé_‘: .
by e z do 14

f’ Z"'J; Zg;*; - ‘{/ Z C\o’,‘. ’ Zc!

T Tdiye S MY /ZA;
{% 71/ /:: '7:: = i?w\v (CC/E-}‘!'H’)
7‘; \}/ t=o avee

V. | T’t' - flb ( C;/E_d'”—)

LY
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Le rapport de confusion s'écrit E:‘Pi P1i. n apparait une différence
S ¥ Po
importante avec le cas ol le facteur C n'avait que deux classes : si les conditions

¥, = 1 et Pii = Poj quel que soit i sont suffisantes pour qu'il n'y ait pas

confusion, elles ne sont pas nécessaires ainsi qu'en témoigne 1'exemple suivant :

le facteur C a 3 classes et les odds ratios par classe du facteur E (dichotomique)
sont respectivement 1 (classe 0), 2 et 3. L'association de C et de E chez les

témoins est décrite au tableau suivant :

Co C1 C2
v 1 2 3
Py; 0.5 0.3 0.2
Poi 0.4 0.5 0.1

Le facteur C n'entraine pas de confusion dans la relation de E avec

1a maladie car le rapport de confusion s'écrit :

0.5 x1+0.3x2+0.2x3 _ 1
0.4 x 1 +0.5x2+0.1x3

3. AUTRES CAS .
Des développements du méme ordre peuvent étre obtenus. Par exemple
si le facteur x est quantitatif et le facteur y de confusion est également
quantitatif, le modéle logistique s'écrit :

Logit P = ')p x + I siPestila probabilité de la maladie Lorsque

1'on tient compte du facteur de confusion supposé sans interaction avec x :

. !
Logit P = A x+ A'y+ [

Si la régression de y/x est supposée linéaire, on a alors :

X ot a est la pente de cette régression.

xp = A+ a y/x

y/x
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4, STRATIFICATION ET AJUSTEMENT
Nous venons de voir les principes généraux gqui permettent de tenir

compte, dans la mesure de la relation, de 1'effet de confusion créé par une autre
variable C : nous avons effectué un ajustement., Dans te cas ol le ou les facteurs
de confusion sont connus avant la réalisation de 1'étude on peut se demander si
dans sa planification il n'est pas possible d'en tenir compte afin que la mesure
de la relation soit débarrassée du biais qu'ils entrainent. Pour cela il convient
de distinguer différents cas selon la nature de 1'étude entreprise. On n'envisa-
gera pas le cas de 1'étude de type I qui par définition recueille 1'information
sur 1'ensemble d'une population.

4. 1 - Etudes de type II
11 s'agit de comparer un groupe de sujets exposés a t (E+) a un

groupe non exposé (E ), la mesure de la relation étant 1e risque relatif. Dans
le recrutement des sujets, il est toujours possible de faire en sorte que la
proportion de sujets ¢t chez les E¥ soit la méme que chez les £ . Nous réalisons
ainsi une stratification sur le facteur de confusion C.

Si on reprend les notations du paragraphe 1.2 ci-dessus, la stratifi-
cation entraine la condition Py =Py qui suffit & assurer 1'égalité Rp = R

et donc & débarrasser le risque relatif de 1'effet de confusion. Par exemple,
dans une é&tude prospective sur la bronchite chronique en relation avec un facteur
d'environnement on stratifiera les sujets sur leur consommation de tabac, c'est

i dire que 1'on prendra un pourcentage fixe d'exposés et de non exposés dans
chaque strate constituée d'une classe de tabagisme.

Dans une telle étude, il est possible d'étudier également 1'effet
du facteur C par le risque relatif R' et évidemment discuter de son interaction

éventuelle avec le facteur E.

Remarquons que 1'appariement est un cas particulier de la stratifica-

tion, i1 permet "d'équilibrer" les deux groupes Ef et E£7 pour un ensemble de

facteurs de confusion ce qui en pratique est difficile & réaliser par stratifi-
cation en classes.
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4, 2 - Etudes de type III

Dans chaque groupe, malades ou témoins, la proportion d'exposés & E

est aléatoire, on ne peut donc réaliser la condition 1T, = M,  (paragraphe 1.3)
puisque ces proportions sont conditionnelles d chaque groupe.

La seule “"standardisation” possible est de prendre 1a méme proportion
de C* dans le groupe malade et dans le groupe témoin. Il est important de
remarquer que cette standardisation ne réalise pas 1'autre condition ¥' =1
suffisante pour la disparition de 1'effet de confusion puisque 1'absence de
relation facteur C x maladie devrait étre conditionnelle d 1'exposition au facteur

£. Dans ce cas, le biaissur Wp ne peut étre totalement supprimé. Cependant, Wp

ne peut plus étre quelconque (a priori) par rapport a ¥ en effet on montre que
si

LY >l alors 1<wp<w

.Y <l alors W<wp<l

C'est & dire que 1'effet de confusion résiduel conduit a diminuer
1'intensité de 1a relation facteur x maladie sans en changer le sens.

Exemple :
ct ¢
et E et £ et £
mt 20 30 40 10 60 40
M 20 80 60 40 80 120
Y = 2.67 Y = 2,67 y = 2.56

p

I1 conviendra donc de tenir compte de la stratification dans 1'analyse
(faire 1'ajustement) pour obtenir une estimation non biaisée de V.

5. QUAND FAUT-IL TENIR COMPTC D'UN FACTEUR DE CONFUSION ?
Les développements précédents pourraient donner 1'impression qu'il

convient de multiplier le nombre de facteurs "possiblement de confusion™ dont il

faut tenir compte dans 1'analyse, voire dans la planification, afin d'éviter
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que 1'un ou plusieurs d'entre eux n'introduise un biais important dans 1'Btude
du facteur d'intérét,

Rappelons la condition pour que C soit effectivement un facteur de
confusion : C est 1ié "causalement” & la maladie, C est 1ié au facteur E (sans
préciser le type de 1iaison). La situation la plus courante est celle ol on
tiendrait compte d'un facteur C alors qu'il n'est pas 1ié & la maladie indépen-
damment de E.

Tenir compte de C n'enléve aucun biais dans la relation E x maladie
puisqu'il n'est pas facteur de confusion, mais ont montre que Ja précision de
I'estimation de la relation E x M est affectée par le calcul d'ajustement et
la puissance de 1'étude est diminuée (voir chapitre plus loin).

Par exemple, ce n'est pas parce que les fumeurs ont souvent les doigts
Jaunis que ce dernier facteur doive &tre considéré comme de confusion pour 1la
relation tabac x cancer du poumon. On imagine aisément la perte de puissance
que cela entrainerait puisque dans chacun des deux groupes "doigts jaunis ou
non" Ta variabilité de la consommation de tabac est considérablement réduite
(gros fumeurs dans le premier, petitsou non fumeurs dans le second).

Cet exemple est bien entendu caricatural et en pratique i1 n'est pas
toujours aisé de définir les facteurs & prendre en compte dans la planification
et 1'analyse.

D'autres situations peuvent se produire pour lesquelles il convient
de s'interroger avant de tenir compte d'un facteur C, c'est la signification bio-
logique des facteurs étudiés qui permet de guider le choix.

Par exemple, supposons que E soit une "cause" du facteur C et que 1'on
ait un modéle simple du type :
E (obésité)——— C (hypertension artérielle)—— M (infarctus)

Considérer 1'hypertension comme un facteur de confusion pour la
relation obésité x infarctus conduit & considérer qu'il n'y a pas de relation
entre 1'obésité et 1'infarctus alors qu'en réalité ce facteur lui est 1ié par
une “chaine causale".
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Un autre exemple de ce type est lorsque les facteurs C et E sont
deux aspects du méme phénoméne : si 1'hypertension artérielle est cause d"infarctus
la mesure de la pression diastolique ne peut &tre considérée comme
un facteur de confusion pour la mesure de la pression systolique car ol serait
te biais qu'il permettrait de supprimer ? Dans tous ces cas, on parle de
“sur ajustement" (dans 1'analyse) ou de "sur appariement" (dans la planification),
la prise en compte du facteur C détruit la relation cherchée entre E et M.



CHAPITRE VIII

1 - LE PROBLEME

Ce chapitre concerne les bitais qui, dans une enquéte ¢épidé-
. . . . estirmation B .
miologique, peuvent conduire & une erronée de la relation
entre la maladie et un facteur de risque. || ne traite pas des

biais portant sur la mesure de la seule maladie (ou des seuls
facteurs de risque). Dans ces derniers cas la solution consiste
en [’étude de groupes “représentatifs” de la population, a
définir précisément, que 1’on étudie ou méme en | "enregistrement
systématique de faits concernant des populations entiéres
(exemple des registres).

La littérature relative a ce probléme est trés importante.
Dans la référence [1], plus d’une cingquantaine (!) de biais
possibles sont listés. La plupart des articles restent cependant
“descriptifs”. Le but de ce chapitre fortement inspiré de Lf]

est de présenter une approche “quantitative” du probléme.

2 - LES SOURCES DE BIAIS

On peut distinguer 3 sources possibles de biais
- les facteurs de confusion, traités au chapitre précédent-
- les biais de sélection qui entrainent que la mesure de la
relation maladie x facteur sur la population d’étude n’est pas
égale a la mesure.dans la population & laquelle on s’intéresse

" [
(population cible). Un cas particulier trés important est celui
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d’un mauvais choix des témoins (non malades dans les enquétes

cas-témoins, non exposés dans les enquétes cohortes).

les biais dusa des erreurs de classification portant sur

la
maladie ou le facteur d’exposition.
3 - LES BIAIS DE SELECTION
3-1. Le_modéle
La table | représente la population “cible”, la table ||

la population réelle (celle qui est en fait étudiée) d’‘ou

proviennent les échantilltons sur lesquels porte | “analyse (Table

I11). Ces échantillons sont représentatifs de la population réelle.

'l peut y avoir biais parce que la population réelle est diffé-

rente de la population “cible”.

+ - ' +

E 3 E £” ' E”
MT A B M* | A’=aA | B’=8B MT a b
M” C D M: c'=Yc |D’=sD. M—/ c c

(1) (11) (1)
Population cible Population réelle Echantillon

a, B, Y, ¢, désignent les probabilités qu’un individu de la
population cible appartienne & la population réelle,

selon son
. + - o + -
état (M ou M ) et son exposition [E ou E }.

Les vraies mesures de |’effet sont

P
ﬁ'= il et R = A 8 - 1 (P probabilité de maladie)
BC A+C | B+D PO
alors que [’7échantillon estime
» ’ ! ! !
= A’D’ et R¥* = A B
B/CI AI+CI 8’+Df
On a les relations évidentes
1
¥ = aé \}1 et R¥ = ¢ A s 8 (1)
B“ GA"'“C gB+4D



31 on i1ntroduit les quantités
Tm= 2 : rapport des probabilités de sélection (ou de
-+ —
¢ des E et E chez les malades
T - sgzrapport des probabilités de sélection {(ou de
z 4 _
des E et E chez les non malades
ng = o : rapport des probabilités de sélection (ou de
- + _
¥ des M et M chez les exposés

13- f_.rapport des probabilités de sélection (ou de
"%

+ - .
des M et M chez les non exposés,

les relations (1) s’éecrivent

FoRS L Uhys te
) £o AN

- R L.

(,’9"_, 5 (4.

VITIZ

o

survet ! lance)
surveillance)
surveillance)
survei |l lance)

?.)

. &(hﬂn(ﬁﬁfgbw
Rz R
(;,Qm,ﬂ(.u.r« n(ﬂ

@ e Pia (A-%)

o 3 Te ?oﬂ(/\-?‘) i qj-ﬁ‘b% o1 {A- ?.)
: R~7;~-; LL?«*(‘-?Q' Te Te Pax (A-04)

(dans le cas d’une maladie rare PO et Pl sont voisins de O et
R# ~ R 28 qui est la méme relation que pour VY ).
8Y
3-2. Discussion
3-2-1. Odds-ratio
¥ Tz o T%:WE
'* =\Y N Tz,
Un cas particulier est celui ou Tm: L s > , qui signifie que

la sélection (ou la surveillance) est indépendante de

—_— e

| "exposttion

. /
tant chez les malades que cheg les non malades. Ue meme 1! n'y a

L ST S
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pas de biais si la sélection est indépendante de |’état du sujet
chez les exposés et les non exposés.
4 . -
X est plus grand que Y si an'kg(o\“w7i.\} et plus pet it

dans le cas contraire.

Si Y est supérieur a 1 (relation positive entre le factecur et
la maladie) et ﬁ*‘7* la relation est surestimée ; si Y
est inférieur a 1 (relation négative) et ‘X*v * , la relation
est sous-estimée si X'Lﬁ , mais peut étre trouvée invarsée
: 1
Sy 5,
3-2-2. Risgue relatif
£ -L'— 'L.-.Y & /\_?v\
R= R » ._E_.: L’ (

Te Te Qﬂﬁ(&-'?‘)

Contrairement & ce qui se passe pour Y , méme si Tezle® T
il y a biats. {1l vaut

rPy * (l-PO)

rPy o+ (1-p1)

'l est positif si rPO + (I—PO) > rPl = (I—Pl) soit (r-l)(P1~PO)<O.

On peut donc dresser le tableau ci-dessous qui donne le sens du

P

biais selon |la valeur de r et R = —

Po

r > 1] R¥> R R¥< R

Si r <1 (a <'% et B < 6) les malades sont moins sélectionnés
(ou moins suivis que les non malades) ; c’est la situation

inverse qui prévaut si r > 1.



VIIT -5

3-3. Qgglgues situations tvpes (parmi beaucoup d'autres)

o o - e e o~ — -

a) Etude transversale des relations entre M et une exposition
professionnelle : les malades exposés sont plus souvent sous-
traits au risque que les non malades, ce qui se traduit par
u<\‘et8>6

tb) Etude cas-témoins (sur des cas prévalents) et mortalité
différentielle selon £ : a < 8

¢) Probléme des non répondants (& une convocation, ...) de
facon différenticlle

d) Enquéte cohorte ou les sujets exposés (par exemple & |’amiante)
sont micux suivis quant a la maladie (par exemple, le cancer
du poumon)

e) Enquéte cas-témoins oU les malades sont mieux interrogeées sur
£ (ou répondent plus facilement)

f) L’exposition entraine un symptome qui conduit & rechercher fa
maladie. Un exemple célébre est constitué par les études
destinées & rechercher si la prise d’oestrogénes est liée
au cancer de l’endométre. La prise d’oestrogénes occesionne
des saignements qui poussent la femme & consulter. Ainsi, | a
proportion de cas diagnostiqués sera plus grand chez Ef que
chez E7 (a > B).

3-4. Un exemple classique : le biats_de Berkson

Il concerne les enquétes cas-témoins ol les sujets des
2 groupes sont choisis dans des populations hospitalieéres.

Soit & rechercher la relation entre M et E ol E est
lui-méme une maladie (ou un symptome) qui peut conduire a
| "hospitalisation. Les témoins sont des sujets atteints de la
maladie M’.

Appelons Pyr Pnv p3 les fréquences de M, £, M’ dans la
population générale et admettons qu’il y a indépendance entre
ces 3 maladies.

Le tableau suivant donne les probabilités des diverses

combinaisons des malades dans la population générale.

o/
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et E” -
|
[
MEM ME MM/ M 1
M
|
M’E M’ |
W qQqP,P qQ{GaP :
17273 17273 i
- i
E ;
ni M ni M’ |
Q1QED3 Q1q2q3 :
]

Soient Gyr Gny Gg les taux d’hostpialisation des 3 maladies

et admettons encore qu’il y ait indépendance. Ainsi un sujet
(MEM‘) a la probabilité 1 - (1-a1)(1-a9)(1—a3) d’étre hospita-
l[isé, etc
Exemple numérique [2] PPy T Py TPy < .10

ay = ,05 a, = .15 03 = ,20

Le tableau ci—dessous donne les effectifs de chacun des

groupes {(on a supposé que la population comprend 100.000 sujets)

et leurs probabilités d’hospitalisation.
e’ £
MEM~ ME MM’ M
M 100 900 900 8100
.354 .1925 .24 .05
M'E M’
M7’ 900 8100
.32 .20

e’ E” ¢/ \\u £ E”
M 1000 | 9000 M |208,65| 621

M 900 85100 M7 288 1620

Population générale Population hospitaliere
x

Y= 1 v o= 1,89
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Le biais crée une apparente liaison positive.

On décrit généralement le biais de Berkson en disant qu’un
sujet qui a 2 maladies (ici M et E) a plus de chances d’'étre
hospitalisé que s’il n‘en a qu’une et donc plus de chances de
figurer dans |7échantillon.

En réalité, le biais de Berkson peut créer une apparente
liaison négative. Dans |’exemple précédent, supposons a = 1.

(Tous les cas sont hospitalisés). Les effectifs dans la population

hospitalisée sont alors

+ -

£ E

M 1000 9000

M7 | 288 1620

Pendant longtemps le biais de Berkson a été considéré
comme une possibilité théorique. Ces derniéres années, plusieurs

exemples réels ont été publiés Kl].

4 - LES ERREURS DE CLASSIFICATION

— - ——

Les 2 tables IV et V donnent les effectifs théoriques

en |’absence et en présence d’erreurs de classification.

r~ ~
e E” £ £
+ ~
M A B M A’ B
a4
M~ C D M c’ D’
(1v) (V)



VI _%

introduisons Ieﬁvnotions de sensibilité u et spécificité v

G(MZET) = priMt /M
u(M/E7) = Pr[ﬁi/M
vIM/ET] = Pr(M7/M
vIM/ET] = PriM /M

et des expressions analogu

On dit que les class

i et E+]

! et £ )

+
et E ]
et E )

es relatives & E.

ifications de M et

de £ sont sans biais

W(M/ET) = u(M/ET) = uy u[E/MT] = WlE/MT)= o,

VIM/ET) = vM/ET) = vy 5P VlE/MT) = vIEMT )= vy
c’est-a-dire si la classification de |‘une des deux variables,
M ou E,ne dépend pas du niveau de |’autre.

On peut, si les classifications de M et E sont indépendantes,
calculer A", B, C’, D’ en fonction de A, B, C, D et des u et v,
et donc mesurer le biats.
4-2. Discussion
En général, il n'existe pas de réponse claire quant &

la valeur et au sens de ce
Toutefois, si les
peut démontrer le résultat

erreurs de classifications

biais.

classifications sont sans biais, on

suivant, évident a priori : les

sur |‘une ou |’autre des 2 variables

sous—~estime |la mesure de |la relation facteur-maladie.

Vérifions le sur

E' T
+
M7 100 50 | 150
M~ 25 50 75

un exemple.

ug = .80

.90

. 80
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Le tableau ci—-dessous donne |l¢os probabilités de classement
~  ~ ~ o~ ~ ~
MToE" MTOET MToET MTOET
+ 4+
M E uy ug uM(l—uE) (l—uM)uE (l-—uM (l—uE)
+ - .
M E uM(l-vE) UnVe (l—uM)(l—vE) (l—uM)»E
-+
M E (1-~vM)uE (l—vM)(1~uE) VMY E vM(l—uE)
M E (1~VM)(1—VE) (l—vM)vE VM(l“VE) VoV E

Tous calculs faits on obtient les calssements

~. ~
E £

~J
M 81,5 68,5 150
N-—
M 28,5 46,5 75

110 115

+

\f = 1,94 < 4 Le biais est tres important

4~3., Erreurs de classification en présence d’un facteur

—mm v m b sy v v vt At M A A mm = e T e e e mA ah me e - — e - -

——y - —— - ——— ——

Limitons-nous au cas d’une enquéte cas-témoins et
étudions diverses situations possibles & partir d'exemples.

4-3-1. Erreurs de classification sur £ seul

otk ot At dn At M s A A v v e - ek et e e —

ler cas C est une variable de confusion.

Si les effectifs “réels” sont
100 ] 50 ‘ 80 25 180 75
25 | 50 | 80 | 100 105 | 150
c* c” Total
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les effectifs qui résultent du classement sont

- ‘ | ' |
S5 65 66,5 38,5 |151,5 1035
25 50 | 74 106 | |99 1 150 |
¢’ o Total
L] 6 ¥ b4
= 2/ A = 2: 7 = ?" 1
¥ Y= 2,4 U
Comme annoncé, la mesure de la retlation maladiesfacteur
est sous-estimée ; de plus il y a création d’une "interaction”.

On peut a |“inverse imaginer des situations ou une inter-

action réelle est annulée par des erreurs de classification.
Effectifs réels
UG -
1 %5 100
L850 200

| 45 | 200 :
| 30 | 400

-
(@]

Aprés classement

l78 | 107 56 | 189
84 | 196] 64 | 366
x >
y= 1,70 §= 1,69
)
2&éme cas C n’est pas facteur de confusion car * = 1 (indépendance

conditionnelle de M et C)
Effectifs réels
120 | 100
80 | 200

200 | 165 | 300
400 | 110 | 600

[ NN
(@R RS

C+ - Total

C
=3 ¢ =3 Y, = 3

Aprés classement

106 114 56 189 162 303
84 196 64 366 148 562
¢t c” Total
X » <
Y= 2,17 ¥ = 1,69 Y = 2,03
Lles conclusions sont les mémes : il y a sous estimation de |’effet

et création d’'une interaction apparente.
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Jéme cas C n’est pas facteur de confusion car € et [ sont

conditionne! lement indépendants

Effectifs réels
| 100 50 200 100' 300 [ 150
100 | 200 50 | 100 I

)

(@]
«
—
o
t
o

Aprés classement

85 65 170 130 255 | 195 |
100 | 200 50 100 150 300
* 3 + .
N'= 2,615 Y =2,615 “r; 2,615
La conclusion est cette fois différente : la mesure de la relation
est toujours sous-—estimée, mais il n’y a pas création d’une
interaction apparente.
4-3=2. Erreurs _de classification sur__C_seul
Supposons u, T .80 et Vo .90
Effectifs réels
[240 | 200 [ 30 100 [270 ] 300
| 80 | 200| ;40 | 400 | 120 | 600
C+ c” Total
‘.\’.: 3 \*= 3 +p = 415

Dans ce cas, ne pas tenir compte de C conduit & une méme sous-

estimation de .

Apreés erreurs de classement sur C

195 170 75 130
68 200 52 400
¥ ~
C C
? »
Y = 3,37 Y= 4,44
Il y a surestimation de * : c’est normal, puisque ne pas tenir

compte de C surestime < et que faire des erreurs sur C revient
a ne pas le prendre totalement en compte. De plus il y a création
d’une interaction (mais on peut construire des exemples ou une

interaction réelle n'apparait plus sur des observations mal

classées).
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4-3-3. Erreurs de c]assificating sur C et E

-

Aucun résultat énéral ne peut 8tre dnoncéd , toutes
¢ P

les situations sont possibles.

5 - CONCLUSIONS

En ce qui concerne les biais de sélection, la notion de

“existence possible de trés nombreux biais doit &tre prasente
a l'esprit de ceux qui établissent e protocole. Les engquétes

cas-témoins sont généralement |es plus sujecttes 3 des biais et
posent. e probléme difficile du choix des témoins non-mal.ades.
Cet aspect est abordé dans la plupart des ouvrages d’'épidimio-

logie générale.

Pour ce qui est des erreurs- de.classification | “exemp ¢

numérique qui figure en 4-2. montre que des erreurs relativement
faibles peuvent entrainer une sous-estimation importante de la
mesure de la relation exposition-maladie. Eflecs se traduisent
donc d’une certaine facon par un “manque de puissance” dans e
test de |’existence de cette relation.

Dans l’exemple, il y avait erreur sur, a la fois M et E ;
toutefois dans les enquétes cas-témoins il n‘y a généralement
pas d’'erreur sur M ; de méme dans les enquétes cohorte ou un
Qroupe exposé est comparé a un groupe non exposé, tl n'y a
vraisemblablement pas d’erreur sur E. Par contre dans les
enquétes cohorte ol de nombreux facteurs £ sont enregistrés sur
un échantillon d’une population, il peut y avoir erreur sur E

aussi bien que sur M.
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CHAPITRE IX

ETUDE SIMULTANEE DE DEUX FACTEURS QUALITATIFS, INTERACTION,
FACTEUR DE CONFUSION, TRAITEMENT STATISTIQUE SIMPLE

it 8 A b v b o b v 4 W AR A =t W= = et A% - — " = = = am = = e = a

Lorsqu’on analyse [‘association entre |’exposition & un
facteur qualitatif et une maladie comme on |’a vu au Chapitre V|,
on est amené dans certains cas a faire cette analyse en prenant
en compte un facteur de confusion (Chapitre VIl ), et ce qu’il
v ait eu ou non stratification a priori (voir Chapitre XIiI). Ce
chapitre présente des méthodes simples de tests et de mesures
d’association en ajustant sur un facteur de confusion. || présentce
également des méthodes permettant de tester |’existence d’une
tnteraction entre deux facteurs J’exposition, interaction qui a
été définie au Chapitre V.

1 - NOTATIONS

1-1. Dans la population d’étude

T —— et = v e g e ————— - o —

Si C est un facteur de confusion & p classes : Cl’ Ch. ,
Ci’ .. Cp ; dans la classe (ou strate) i, on note
Pyp = P (M7 /ET, ¢

+ -
+ +
+ -
pOi = P (E /M K; Ci)

et RRi et ORi respectivement les risqué relatif et odds-ratio.

Rappelons (Chapitre V) que dans les enquétes de type échan-

tillon représentatif ou exposés-témoins

p. . P .

RR. = Pli///P OR. = —11 o
oi ! 1-P . 1-P .

| (o]




Dans les enquétes de type cas-témoins

P1i Poi

OR. = /
l—pll l—poi
1-2. Dans_un_échantillon de taille n, avec n. sujets, dans la
strate i (%ni = n)
1
+ —
E E
+
M a. b n, .
I | 1i
M~ c. d no.
i i X
i
i
My ! Mo i N
i
Dans chaque strate, on peut utiliser les tests et mesures

d’association décrits au Chapitre VI, en particulier estimer RRi
ou ORE selon le type d’enquéte.
Si, avec la mesure d’association choisie, il n'y a pas

d’interaction entre les deux facteurs C et E, c’est-a-dire si,

selon le cas, les RR[ ou les ORi sont les mémes dans toutes les
strates, on peut tester si, aprés ajustement sur le facteur de
confusion, il y a association entre le facteur d’exposition et

la maladie (paragraphe 2). On peut estimer cette association par
des méthodes appropriées selon le type d’enquéte (paragraphe 3).
Pour faciliter !’exposé, le test d’existence d’une interaction
entre £ et C est présenté au paragraphe 4, mais les paragraphes

2 et 3 supposent vérifiée |’absence d’interaction.

2 - TEST DE L’ASSOCIATION ENTRE L/EXPOSITION AU FACTEUR ET LA
MALADIE APRES AJUSTEMENT SUR UN FACTEUR DE CONFUSION

Ce test suppose |’absence d’interaction entre les deux
facteurs, c’est-3-dire que dans toutes les strates les odds-
ratio ont une valeur commune ORC

oR, = OR_ My

}

ou alternativement les risques relatifs ont une valeur commune RR_

RR, = RR_ Vo
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L'hypothése nulle d’absence d’association entre facteur et

maladie s’exprime par ORC = 1 (ou alternativement RRC =1},
Si on appelle Ai la variable aléatoire : nombre de malades
chez les exposés dans s classe i du facteur C, et si les effectifs

sont suffisants pour supposer que chaque Ai suit une loi normale
conditionnel lement aux marges® sous Ho)on peut calculer la moyenne

et la variance de A, par (voir formules (8) et (9) du Chapitre W).

N
£ (A; ’kklz 1) =-—-—ni___
"1 M My Mo
y (Ai ,W’= 1) = =
niu (ni - 1)
“ypon i My m i
soit V (A. Y= 1) o~ ° __o!
' 3
n.
i
On compare le nombre total de malades observés chez les

exposés;ilai, au nombre attendu : ¥ E (Ai ,Lf= 1) 3 1’aide de la
quantité

<Eai-E_E(Ai;?= 1))2
ZV(Ai;‘{/=I)

QUi suit sous H0 une loi du x? 3 1 dd] - c’est le test de Mante |
Haenszel (MANTEL—HAENSZEL).

Remargues

1. Ce test est parfois utilisé avec une correction de
continuité

2
Uza;*ZE(M ﬂ*=1)1—%)
>V (Ai H %’= 1)
'o/-u
¥t Le meilleur test, c’est-~3-dire non biaisé, uniformément le plus

Puissant est conditionnel dux marges, c’est-3-dire que dans
chaque strate on Suppose connus les effectifs de sujets malades
et non malades et de sujets exposés et non~exposés,
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2. Le test de Mantel-Haenszel est identique au test

d’ajustement de Cochran (COCHRAN, RUMEAU et al.) : en effet, on
retrouve la formule de Cochran en remplagant dans (4) les estima-
tions des espérances et variances des Ai par les expressions (1)
et (3): par exempf% dans le cas d’une enquéte type exposés-témoins:

on arrive 3 la formule

m . m .
1] ol . 2
(6) Z_Ti“_ (P - Poy)
p. (1 -p.) tiToi
1 i i n.
Pi = P(M+) dans la strate .

J - ESTIMATION DE LA MESURE D’ASSOCIATION ENTRE L’EXPOSITION AU
FACTEUR ET LA MALADIE, APRES AJUSTEMENT SUR UN FACTEUR DE
CONFUSION dans [’'hvpothése d’absence d’interact.on entre

les deux facteurs,

Rappelons que |’on pourra estimer le odds-ratio dans les trois
types d’'étude, alors qu’on ne pourra estimer le risque relatjf
que dans les études type échanti]lon représentatif.ou exposés-

témoins.

3-1. Estimation du risque relatif commun

At e e e = . —— e . — e e — e — — n —— - -

(Etudes type échantillon représentatif ou exposés-témoins).

On suppose & nouveau que tous les RRE sont égaux & une méme
qgantité RRC. Dans chaque strate on estime les risques relatifs
RRi selon la Fotfuie (13) du Chapitre Vi. L’estimateur du risque
relatif commun RRC est construit 3 partir d'une moyenne pondérée

~~ - P
des RRi' En fait on estime Log RRC et non directement RRC.
~ W Log RR,

(7) Log RRC
PR
ou ”
(8) WiR = 1 / Var Log RRi
Yar Log ﬁhi étant donné par la formule (VI - 14)

On a alors

(9) © Var Log RR_ = 1 /5 Wig



(10)

(11)
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~
Si on suppose que log RRC suit une loi normale, on peut

donc obtenir un intervalle de confiance au risque a pour Log RR..

puts RRC.

Remarque : La transformation logarithmique choisie pour estimer

le risque relatif commun permet
. A\
- le calcul de la variance de Log RRc
~ le maintien de la symétrie entre les 2 niveaux

d'exposition, c’est-ad-dire que
~ + _

_ A
RR.E /) g- =1 /RRC E /¢

3-2. Estimation_du_odds-ratio_commun (quel que soit le type
d’enquéte)
I Id -
On suppose que tous les ORE (notes Lki) sont égaux a une

méme quantité LYC.

. - = 4 4w et = - ——— - —

3-2-1-1. Estimation du maximum de vraisemblance

—— = v T = vt = ¢ ¢ v = e = = = —— . - = —_ -

-,

L’estimateur du maximum de vraisemblance de %J , .
c cmv cond

conditionnellement aux marges comme dans le cas non ajusté

(Chapitre VYl, paragraphe 4) est la solution de |’équation

Ty = LE (A/mpgn mgn g ngg i )

qui est compliquée & résoudre. L’estimation de la variance de

nécessite aussi des calculs compliqués.
cmy cond

Dans la pratique cette méthode est peu utilisée.

(WOOLF, ARMITAGE)
A
On estime - . Log %’CL par une moyenne des lLog *Ji pondfres par
| "inverse des variances. {(Comme pour RRc’ on estime Log */c ¢ et

~

non directement q)c ).

- TW., Log Y.
s ey

Y
Rappelons que
A a.d.

%ﬁ btc{

Il
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' A
et Wil = 1 / Var Log %ﬁi = (%f +

|

+

OIH
+
Q_Iv—*

1
b.
1
(Chapitre Vi, paragraphe 4—3—2)
V. = <
Yer Log %/cl 1/ W
Cette méthode n'est utilisable que si les effectifs de
chaque cellule sont suffisamment grands. Si,dans une strate, un

des effectifs est nul, la contribution de cette strate n’‘est pas

définie et la méthode ne peut pas &tre utilisée.

3-2-1-3., Méthode de Mantel!-Hsenszel (MANTEL—HAENSZEL,

ARMITAGE)
(% _ozadi/n
¢ mh Zblct/n]
e bje;  n;
’ . I ?
(moyenne des U(i pondérés par " , bici étant de |’ordre de
grandeur de la variance de ﬁ’i, dans le cas ou *’c est vorsin de 4
C’est |’estimateur de %’c le plus utilisé en pratique
utilisable méme si certains effectifs observés sont faibles ou
N
nuls, et trés proche de &V emv cond S! les effectifs sont
importants (BRESLOW-DAY).
3-2-2., Intervalle de confiance pour le odds-ratio commun

SRR ST A et e et e e e e e Gt ot v 8 - — 4 = " v ———— a Aoy At —t b - ——

A e e e e - —— " - A — ——— a4 ————— o - — e — — - — "

(BRESLOW-DAY)
. . ~ ~ .
Les limites ( q/cl’ LFCS) de |’intervalle de confiance

au risque a pour %Jc sont obtenues en supposant que Z:ai suit

une lot normale de moyenne

SE (A )
et de variance

ZVar' (A} ;\{Jc)

(voir Chapitre V|, paragraphe 4-2-2)



(13)

(14)

(15)

| X=7

fad A

\VCI et ﬁjcS sont solutions de

Zlai - EZE(Ai ; *’cl) -

Zai~zﬁui;$&)+

E VV”(N Py

a

= -Lx \j Var(Ai ; ky cS)

O —

B[ =

3-2-2-2., Méthode des [oqi§§

-\
Intervalle de confiance construit & partir de Log ﬁl )
c

(LOQK"CI,LOQ\-\'CS):LOQC\%th £ . \/ A
A A E:wil

et on obtient ( q/cl’ \?CS) en prenant les exponentielles des
bornes de cet intervalle.

3-2-2-3. Méthode de Miettinen

e e -t e v =t - — —— — —

Comme dans le cas non ajusté (Chapitre Vi, paragraphe
—')- . . ~ » -
4-2-4.) en utilisant \+th comme estimateur de q/c et le test de
Mantel Haenszel comme valeur pour le x?

(1 + ¢£ a /szmh)

o~ A

A
(\¥ cl’ %ICS) : L{"cmh

T e R e e e e e e o — —— e ———— = — o

Ces trois méthodes ont les mémes avantages et

inconvénients respectifs que dans le cas non ajusté (Chapitre Vi,

paragraphe 4-2).

La méthode de Cornfield est la meilleure, mais beaucoup
plus compliquée et rarement utilisée. La méthode des logits est
utilisable 3 condition que les effectifs observés ne soient pas

trop faibles, la méthode de Miettinen, & condition que \% c soit
voisin de 1 (BRESLOW-DAY).

4 - TEST D’INTERACTION ENTRE DEUX FACTEURS D"EXPOSITION

Alors que le test de |’association entre un premier facteur
d’exposition et une maladie, aprés ajustement sur un deuxiéme

facteur, est indépendunt de la mesure d’association choisie, la



définition méme de | i nteraction 9épend de la mesure d’association

choisie, risque relatif ou odds-ratio (Chapitre .V).

4-1, Test d’interaction basé sur la décomposition du Chi=2?

4-1-1. Principe (FLE!SS)

Soit Y une mesure d’association, Y.

. 1
la strate i et o Sy S Cn suppose de plus que les Yi Suiven-

. | N
une loi normale. Donc sous |’hypothése nulle d’absence d'associa-

cette mesure dans

tion (c’est-a-dire espérance des Yi nulle), Y. YV W. suit une
— i i

loi normale centrée réduite, et

N
?:; Wi Yi “ suit une loi du x? 3 p dd!.
-1

Cette quantité peut étre décomposée en deux quantités

permettant |’une de tester |’association moyenne sur les p strates

12
(16) Lo )

x? a 1 dd!
= W,
{“autre, [’interaction entre le facteur d’exposition et le facteur
de stratification
- 2
_ (S W.Y.)
(17) Sowov. P L x* 3p -1 ddl

I !
. SW.
. .
dl '51. Ye esk I estimatiocn Ccmmune. de
ossoliakrion. ¥ Sy Uensemble dec  chrahec
lQ- g,o_(m\,_[)e_ (1;‘) '-erz_d- S/QC,(‘.‘N’. .

G Soowe (Ve oo Vel

la Mmesufa.

Yo = Zwy /s,
g

4-1-2. Test de !’interaction & partir du risque relatif

—— e — —— - — o — . —— t — —— - ——_ " o —— " . %0 v v ) S et e e e e

(enquétes de type échantillon représentatif ou exposes-—
témoins). Y = Log RR. '
Test de !|’interaction par la qqutigé .
- ‘ ~ o (ZW., Log RR.) < 1. o
18) ZWiR (Log RRi)'* - 2 iR 9 b :Z WLQ‘(LOﬂRQ«. -LinQt_)

PARLET:

4-1-3., Test de |’interaction & partir du odds-ratio en

e n ey A iy iy - - A Tt vt b ey A S iy My e At M A mm e e e

utilisant les logits.
Y = Log\F
Test de |’interaction par la quantité
. A~ (ZW- Log ‘-{/-)“ — 4 A X
: 2 4 t - : -
.19) . Z Wi! (Log klvl) - ! - ZW"&(LQS . Loj %)

7. Wi,
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N

1)

Remargque : Cette méthode ne peut étre utilisée que si les effectifs

observés sont suffisamment élevés. Par a(Uums/ Cnprak?ut ,ononouhibfe

pag la Formule 1€ Ho +echer Vexichence 3lumeassocuabon | mout plutsh
Le. tesk de Mankel -f‘{qu.s'sd vu plus hauk.

4-2. IEEE_EE”EE"Eit surﬁligstigggggr du odds-ratio commun
A -~
S q/c est l’estimateur du odds-ratio commun estimeé
sous |’hypothéese d’absence d’interaction,mais s'il y a interaction,
et si, dans la strate i le odds-ratio est plus élevé que la

movenne, l|le nombre a, de cas observés chez les exposés sera plus
- -
elevé que le nombre attendu calculé sur %’c, E(Ai ; %’c) ; on

peut donc tester |’hypothése d’un odds-ratio commun par la quantité
N 2
N (ai - E(Ai i kfc)>
L G
v (Ai ! kf’c)

qui suit un x* a p - 1 ddil.

A
En pratique, on peut prendre pour q/c ["estimateur de
-~ -~
- - 2 : .
Mantel-Haensze]l %/cmh (formule 12), et E(Au ; \ycmh) et
~
V(Ai ; &Y th) sont calculés dans chaque strate 3 partir des

formules (22) et (23) du Chapitre V.

Remarques : 1) Si le nombre de strates est élevé, et les effectifs

observés faibles, la distribution de (20) peut ne pas suivre une
loi du x?2.

2) Ce test est peu puissant contre certaines hvpotheses
alternatives comme celle d’une tendance linéaire du odds-ratio par
rapport au critére de stratification.

Dans ce cas on peut utiliser :

< ° :
41 . (ai - E(AI ; \Yc)) }

5 = = —
IR IERE PR [Z"; o B RS (g G )
qui suit une loi du x* a 1 ddl.

3} Il n'existe pas de bon test d’interaction, dans la
mesure ou tous les tests sont peu puissants (BRESLOW-DAY). Les
conséquences en sont © "+ génantes lorsqu’on cherche & détecter
une interaction plutdt qu’a vérifier une homogénéité pour faire

un test d’association ou estimer cette association.

o/
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5 - FACTEUR D’EXPOSITION A PLUSIEURS NIVEAUX

La statistique qui généralise au cas oU !|’on ajuste sur
un facteur de confusion le test d'association entre une maladie
et un facteur d’exposition & plusieurs niveaux (Chapitre VI, para-
graphe 5-2) fait appel a du calcul matricie!l (BRESLOW-DAY).

Les méthodes exposées au Chapitre XI|| permettent de
prendre en compte simultanément plusieurs facteurs 3 plusieurs

niveaux et de tester les interactions.

6 - EXEMPLES

Exemple 1 : Association entre consommation d’alcool pendant la

—— e — ——

rossesse et hvpotrophie en ajustant sur |’usage du tabac.
vYp J

1>

~2). Données tirées de
KAMINSK] et al. ( Ddetos! des calewls . voir page 1x-12)

On ajuste sur |’usage du tabac, parce que cette variable est

(exemple 1 du Chapitre V|, paragraphe

un facteur de confusion : lide a3 |’hypotrophie et & la consommation
d’alcool.
2 classes : non fumeuses et fumeuses).

Sous | ’hypothése d’absence d’interaction

(S - 2;”11 ”15) 2
' N _ (20 - 11,34)2 - 7. 24
— "1 nos M1 Mo 10,36
ZL 3
n

Chi 2 &8 1 ddl significatif a8 p < 0,01,

2 - Estimation du risque relatif commun

- e e ———— e b A Ry e ih e e - —

Sous |’'hypothése d’absence d’interaction

~
~ w' ].Og RR
Log RR_ = 2 Vi L= 12.03 - 9,63
‘Z\ViR 18,96

W =] , 4 )
iR
ml.a. m b
. 1

d’ou ﬁhc = 1,88 (alors que le risque relatif non ajusté était
de 1194) M
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1
=~ 1
Yar Log RRC = = /18,96 = 0,0527

2. MR
o

LY
Intervalle de confiance a 95 % pour Log RRC

0,63 + 2V 0,0527

{o.17 ; 1,09]
. . A
Intervalle de confiance & 95 % pour RRC
[1,19 ; 2,97] trés voisin de |’intervalie obtenu pour

le risque relatif non ajusteée.

et les fumeuses.

’~ o]
-~ (SW., Log RR.}” 2
o] O
ZwiR(Log RRI)_ - iR L~ = §,49 -L'L—B’—=O,86
SOW. 18,96
iR
x* & 1 ddl : test non significatif ; on ne rejette pas |’hvpotheése
d’homegénédité,
4 - Si dans cette étude type échantillon représentatif on

s'intéresse au odds-ratio, si on estime le odds-ratio commun par

la méthode Mantel-Haenszel on obtient

Yah = 1840 79 54 = 1,89

-

trés voisin de RRC, puisque la fréquence de |’hypotrophie est

faible.
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Exemple 2 : Mononucléose infectieuse et antécédent d’amvgda-

lectomie en ajustant sur |’3ge (exemple 2 du chapitre Vi paragraphe

722 . données tirdes de MILLER J. (Detail des caleuls voir page ix.ic).
1 ~ Test d‘association ajusté sur |’adge (en 7 classes)
Test_de_Mantel-Haenszel - sous |’hypothése d’absence

d’itnteracttion

L) —— )
2 S T U1 ST 71t S
mh m,.m .N,.NO. nQ 20)
< 1t o1 11 1 23,90
YA "53
«? & 1 ddl significatif a p < 0,01 : la fréquence d’antécédents
d’amygdalectomie est plus faible chexz les sujets atteints de

mononuc léose infectieuse que che= les témoins.

2 Estimation du odds-ratio commun par la méthode de Manctel-

e v e s o ——— v W = e ————

v e - ————— o —————— —— - s —

——— - —— . -

Q J23 dn 19,84 /L g ss
th Zbi ci/ni 33,89 !
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3 - Estimation_du_odds _ratio_commun par la méthode des_logits
C s
A 2 W Log v 2
Llog g = L. o128 g gy
SoWL 23,70

A

d'ob \_}/Cb: 0'58
1
PANK)

= 1:23,70 = 0,0422

A
Var LDQ\*/CQ/=

Intervalle de confiance & 95 % pour Llog Yoep:

- 0,54 + 2 VQ,0422

[-0,95 ; - ©,13]

lntervalle de confiance & 95 % pour kF f

Lo.39 ; 0,88]

o ——— . - O —— A b - — o ———t b — =

Miettinen
(1 + Z/Y—r~*‘ .
k{/cmh X mh ’
1+ 2/ Yy 8,95
0,55
(0,55 167 ; 0,55 9:33)
0,37 ; 0,82]
S - Iszt_éLbemeséaéité~§9_9§§§_cetLe_één§~12§_§E:§ES§_en
utilisant les |ogi§§

—————— v+ — ——— - —— —

A Log & )2
2. i

2
)
= 12,76 - (l:'_'il_) = 5184
23,70
Test du x? 3 6 dd! = non significatif
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6 - Test d’homoqgénéité construit sur

Pl
___________ Aq;F————~:———————~—-— *’cmh

Z (ai - E(Ai' \chh))-

— -\

On obtient E(Ai' %/cmh} et V(Ai'k¥cmh) en résolvant les

équations suivantes

{(on note E(Ai’ W/cmh) par(]i)

aﬁ (noi oMy Q) 7
(nyi-Q;) tmy;-a;) e

A
V(Ai’ %/cmh):=[l_ ’ — : ¥ 1 }
Qi ot mmQ o (o

et

Pour la lere strate (1S ans)

Cy (49 = 23 + Q) = 0,55 (23 =43, ) (23 = ¢7,)
1 4 &y

€équation du 2é&me degré qui a pour racine positive

cela donne

4
5,4-/
“ -1
VO o) | e e L L]
$,42 23-5,42 © 23-5,42  49-23+3,42)
On trouve finalement icj
< (ai - E(Ai’ q’cmh ) = 6,14
L. v S ) o
(Ai’ q)cmh
x* & 6 ddI non significatif.
St on veut utiliser le test de tendance |inéaire

Sx; (o, - E(A;, @_ ) 2

cmh
-ty

Z"12 V(Ai’ \‘Pcmh) B [Z

2
} 3,80 4= 0,21
383,95 . 3517
24, 3%

X’ & un dd! non significatif.

xiv(Ai.’ _*cm’h)] /Zv(Ai' :Pth)
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CHAPITRE X

APPARTEMENT "t TRAITEMENT STATISTIQUE SIMPLE

et i e ey e e R e e e s A4 e e - At e A At - —— — —

Lorsque la méthode de stratification utilisée dans une
enquéte de type exposés-témoins, ou de type cas—-témoins est un
appariement individuel, |’analyse reléve de technique statistiques

particuliéres exposées dans ce chapitre (pour plus de détail voir

FLEISS).

1 - NOTATIONS
Les notations utilisées dans la population sont celles du

Chapitre VI (voir paragraphe §-1-1.)

Sur un échantillon de N paires par exemple de type cas-

témoin, on répartit les paires en 4 groupes selon le schéma

suivant
Témotins
E+ E-
£+ cas et témoins exposés : n | Paires
' "1 "o 1
1 cas exposé~témoin non exposés n
Cas lo
n n cas non exposé-témoin exposé n
E- ol 0o P P ol
cas et témoin non exposés S R

2 - APPARJEMENT COMME CAS PARTICULIER DE STRATIFICATION

On considére chaque paire cas-%émoin comme une strate
d’effectif 2, cas particulier du Chapitre [X . les résultats

possibles sont |’un des quatre tableaux 2 x 2 ci-dessous.



Exposition

+ - + - + - + -
Cas f 1 0 1 ( 0 0 1 { o | 1
Témoin ‘ 1 0 0 / 1 1 0 ‘ 0 ] 1
2 0 1 1 1 1 0 2
~type de paire (1) - (2) (3) (4)
-nombre de paires n
de ce type "11 "o ol "oo
Pour chaque strate, compte tenu de son effectif, on utilise

le modéle exact, décrit au Chapitre VI, paragraphe 2-1, et qui est
conditionnel aux marges : on utilise la distribution condition-
nelle du nombre de cas exposés (l’équivalent de a dans le
Chapitre VI), les marges étant fixdes.

Conditionnel lement aux marges, les tableaux de type (1) ou
(4), dans lesquels un total marginal est nul, ont une probabilité
1 d’@tre observés et ne fournissent pas d’information sur OR.

Les tableaux de type (2) ou (3) sont les deux configura-
tions possibles avec les mémes marges : un sujet exposé et un
sujet non exposé (paires discordaptes).ﬁbit T la probabilité
qQu’une paire soit de type (2) : cas exposé x témoin non exposé,
sachant que c’est une paire discordante.

Si Py et P, sont les probabilités d’exposition respective-
ment chex les cas et chez les témoins ) la probabilité pour qu’une

paire soit de type (2) est pl(l-po) et de type (3) : Po(l—Pi)

p,(l-p )
done T = 1 2
pl(l-po) + po(l*pl)
(1) = by T
Remarque : (1) est un cas particulier de la formule (3) du
Chapitre V! avec my = m, = ny = no=a = 1,



(2)

(3)

(4)

(6)

K-3

Soit NIO la variable aléatoire : nombre de paires de type (2)
la probabiiité pour qu’il y ait N0 paires de type (2) sachant
qu’il y a 10 + N o1 paires discordantes, est donnée par la ioi

binomiale

n
_ ) _ 10 n n
P(Njg = nig/rig + "1+ Pre o) = (C - 190 -1 Ot
10701

-

3 - TEST DE L’ASSCCIATION ENTRE FACTEUR D7EXPCSITION ET MALADRGE

L’hvpothése nulle d’absence d’association peut s’exprimer

par {(voir Chapitre VI, paragraphe 2-1).
Yo

c’est-a-dire ici par
-1

2

On peut tester Ho en utilisant directement les probabilités

exactes de la loi binomiale

_ 1
P(Njg > nyg  [T= N )
Si l’échantillon est assex gran%lNlo suit une loi normale de
moyenne '
!
E(Nyg) = 5 (nyg * ngy)
et variance ;
V(N,~) = 1 1 x (n t Nag) = 1 (n + Nay)
10 s 5 10 01 , 10 01
Alors (n‘o _ n\Oq.“O\)Z‘
suit une loi du x?* & 1 ddl,
1
= (n + naq)
4 10 01
tl s’éerit sous la forme
2
(nig = 0™ 7/ (n, . # n)

C’est le test de Mc Nemar
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Remarque : C’est un cas particulier du test ajusté de Mantel-
Haenszel (Chapitre IX, formule (4)).

En effet, ici/

ZZ a, = np;y + N1 ( nombre de cas exposés)
o Y

- ici ny. vaut 1 et n, 2, dans toutes les strates
!’
- m;,; vaut 2 pour les paires de type (1)
1 pour les paires de type (2) ou (3)

0 pour les paires de type (4).

donc
= _ _ 1
2 B b= 1) = 5 (2ngy mongg ongy)
Ei.V(A . Lku 1) = 5 "1 Mo ti "oi
oY== 2 )
n (n. - 1)

(dans chaque strate |’effectif est 2, donc on prend |’estimation

exacte de la variance).

1
VA 5 Y= 1) = 7 (ng * ngpy

car mg,. m_. ny;on est nul pour toutes les paires de type (1)
ou (4).
Finalement le test de Mantel Haenszel donne
1 2 2
(nyy *nyg =g =~ g (g *mgy? 7 nyg = ngy)
1 /. . n + n
I ("0 * noy? 10 01

4 - ESTIMATION DU ODDS RATIO
4~1. Estimation ponctuelle

L’estimateur du maximum de vraisemblance de T

conditionne! lement aux marges, est le pourcentage observé de

paires de type (2) parmi les paires discordantes
' -~ "10
(8) oy
n + n
10 01
on en déduit
-
W = 10/
my



(10)

A
Remarque k¥ ! estimateur du maximum de vraisemblance condi=-

tionnel lement aux marges pour des données stratifiées, dans le
cas particulier des séries appariées est également | “estimateur

de Mantel|l Haensze! (Chapitre X, formule (12)).

A Z:a;di/Ni
VWah - =
Z bici/N;
No= 2, ¥
aidi non nul seulement si paire de type (2) : il y en a N
bici non nul seulement si paire de type (3) : il y en a Noq
n
\%/mh B A N 1O/no1 - *)mv
Ql/2 :
4-2. intervalle__de_confiance pour W
On établit un intervalle de confiance pour W, paramétre
de la loi binomiale {1) ., et a partir de (2) on calcule

|”intervalle correspondant pour %’ .
L’intervalle de confiance pour 11 peut &tre établi &
partir de tables, dans le cas de petits effectifs ou par appro-

ximation par la loi normale si les effectifs sont suffisamment
grands (SCHWARTZ).

Remarque : On a vu ci-dessus comment, dans le cas de séries
appariées, tester l’existence d’une association entre exposition
3 un facteur et maladie : le test a été construit & partir du
odds ratio et peut donc &tre utilisé pour les etudes exposés-
témoins comme pour les études cas-témoins. On a vu auss |

comment estimer le odds ratio, estimation possible dans les

deux types d’étude également. Par contre, dans le cas d’etude
exposés-témoins, on pourrait souhaiter estimer le risque relatif,

. . i directe ]
mais on ne dispose pas de méthode /pour cela. On peut toutefois,

si on connait Po’ estimer RR & partir de H;gra&e a la relation

existant entre ces trois paramétres

“
RR = —— '
P +
TP _+ Y P,
Par ailleurs on peut estimer d’autres mesures d’associa-

tions décrites par FLEISS.



5 - CAS PLUS COMPLIQUES

Les méthodes décrites ci-dessus s’appliquent au cas ou

1) & chague cas, on n’a apparié qu’un témoin et
2) le facteur d‘exposition n’a que deux niveaux.
Les cas oU h
-~ on a plus d’un témoin, que ce nombre de témoins soit fixe,
ou variable selon le cas,
- le facteur d’exposition a plusieurs niveaux,
~ on veut tenir compte de un ou plusieurs facteurs autres
que celui sur lequel on a apparié, soit pour faire un

ajustement, soit pour rechercher des interactions,

se traitent mieux avec des modéles appropriés (voir Chapitre XV)

Des techniques classiques sont toutefois décrites par BRESLOW

et DAY.

6 - EXEMPLE

Cas : femme ayant un cancer du sein vérifié histologiquement et

traitée dans une des 73 cliniques privées participantes

Témoin apparié : femme ayant une intervention chirurgicale pour

une maladie bénigne dans la méme clinique et de la méme

classe d’3ge

Relation entre cancer du sein et nombre d’enfants

Les 1032 "paires” se répartissent de la maniére suivante

Témoins
0 enfant 1 ou +
Cas 0 enfant 25 178
I ou + L 102 727




1 - Test de Mc Nemar

“
(178 - 102)~ _
178 + 102

x* a4 1 dd!l significatif & p <0,001.
Les femmes avant un cancer du sein ont significativement

moins d’enfants.

12

- Estimation du odds ratio

v - et - ——— e = — ——

/\
Y o= 178/102 = 1,73

3 - lnzervalle de_confiance pour \Y
o 17%

= — /= = 0,64

Intervalle de confiance a8 95 % pour T

/ .
0,64 + 2 v 204 x 0,30

(0,38 ; 0,70)

_ 1\
\k 1 -T
D’ou intervalle de confiance pour LY "

(1,38 ; 2,33)
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CHAPITRE X

NOMBRE DE SUJETS NECESSAIRE

1 - RAPPELS

On sait (1) que pour que le test de comparaison (au risque
de premiére espéce a) des 2 distributions binomiales de paramétres
PA et PB ait une puissance T = 1.8 (B risque de secondc espéce),

il est nécessaire que les effectifs, supposés égaux, de chacun

des 2 groupes sotent au moins égaux a

13
B (ibk* LL&) (1)
" L(Ovvg, OQW Ot »'«WBY

A -

ot t est donné par la .table de l’écart-réduit.

Cette formule est valable dans le cas d’un test unilatéral ;
dans le cas bilatéral, 220 dJoit &tre remplacé par EG

Dans le cas plus général d’effectifs inégaux, les effectifs

N et ng doivent vérifier

L (2)
N A ng n
ol n est donné par la formule (1), Aussi, si le rapport nB/nA a
une valeur fixée X
=n L+ =0
N A 5 ( : ) et ng 5 (1 + 1)
Les formules (1) et (2) peuvent &tre utilisées de 2 fagons

. . . . rd —
soit calculer les effectifs qui assurent une puissance donnée ™
soit inversement déterminer la puissance correspondant & des
effectifs donnés, ce qui revient a calculer ¢ 3 partir des

28
éléments connus.



L‘utilisation de

| "écart-réduit peut poser de petits
problémes pratiques 1

si 8 >.5,28 est supériecur a ! ; on peut
trouver des valeurs négatives pour
Aussi

228,""
par Q(uu) =

vaut—-tl mieux

introduire

les quantités u,

définies
1 - a ou ﬁ est |’intégrale de la densité de la loi
normale réduite (voir figures ci-dessous)

Aussi

s1 a <

a 2q’ tandis que si
u = -t
a

a >
2(1 - a)

tof —

Il est facile de voir qu’en fonction de ces quantités}(l)
s'écrit

(*Nq-*”ﬁﬁ
I

 (3)
l(owuoéafﬁg- “~°“V“§?§)

si le test est bilatéral, u, est remplacé par Uy /2

2 -

AUTRES FORMULES POSSIBLES

Les formules précédentes ne sont, en toute rigueur, qu’appro-
chées. D’autres approximations sont possibles; une, souvent
utilisée, est la suivante {2]

I 3
(waNzeg - M\-\\IQAQO,* "’Q‘Ke)
n’ = N (4)
(- ®0)
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On pourra vérifier sur des exemples numériques que (3) et (4)

conduisent a des valeurs trés voisines., Dans lte cas d'effectifs
n
_A
n
B
2

(A~¢Qi“1”>\?zk-*%nd?kQ“l}*chs\
o (o)

inégaux avec = A, 17équivalent de (4) est

On peut montrer que les formules (3) et (4) conduisent & des
effectifs légérement trop faibles pour assurer la puissance

requise. lUne formule plus exacte, mais plus compliquée a été
proposée par f3).

Cependant, les formules pour calculer des nombres de sujets

nécessaireSne sont destinées qu’a donner des ordres de grandeur.

On peut donc utiliser sans problémes les formules 3 ou 4.

3 - APPLICATION AUX ENQUETES EPIDEMIOLOGIQUES

’

On distinguera le cas de !’enquéte “Cas-témoins” de celui

de I“enquéte “Cohorte”.

3-1., Enquéte cas-témoins

-t e v o — — — m — ——— —

Les PA et PB des formules sont alors Py et P+ pourcen-
tages d’exposés chez les témoins et les malades. Raisonnons sur
un exemple
- supposons que |‘on connaisse, au moins approximativement, le

pourcentage d’exposés chez les témoins, soit P, = .30, Combien
faut-il de sujets parr groupe si |’on veut avoir une probabilité

< -

étant effectué avec un risque de premiére espéce a = .05 7

.9 de détecter un risque relatif R = 2, le test (unilatéral)
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On sait que dans une telle enquéte on ne peut calculer
que le odds-ratio
Pl P Py p

\\} = / Q = / o}
1-p 1-P l—p1 1~p1

De cette relation on tire

P,

P1
1+p0(*‘f1)
si la maladie est rare, on peut approcher ﬁrpar R, donc
g .
Py = _= x.30 _ .462
1 +.30

(1,645 + 1.282)°
2(arc sin L4062 - arc sinY.30)

152

La formule (3) donne donc n = q

]

3-2. Enquéte cohorte

———t - ———— e = ————

On peut distinguer 2 situations.

3-2-1, Lles sujets sont suivis pendant une méme durée T.

— o AL e e e et e e A e e e e e G A A A et M At e = = v -

Les P

maladie pendant |la période du temps 7.

A et PB sont alors les probabilités de faire la

Supposons connue Jla probabilité de la maladie Po chez
les non-~exposés (ou dans la population générale, si |’exposition

est rare), et qu’on veuille détecter un risque relatif R.

G*a”*éf

Alors P, = R.P et n = ”
1ku~to;~{:;°_ a~°ork§7:)

1 o

Dans le cas, trés fréquent en pratique, oul Po est faible,

cette formule se réduit 23

Sl (5)
n = g Y D
L e, {da.a}
Exemple numérique : a = ,05 ; N = .90 ; P =2 % ; R = 3.

on trouve n = 400.
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3-2-2. Les sujets sont suivis pendant une durée variable

Si.i0 est |“incidence de la maladie chez les non-caposés
pendant [‘unité de temps, disons |’année, |’incidence en k ans
sera, a trés peu prés, kio. Si on veut déceler un risque relatif e
et si les sujets sont suivis un an, il faut des groupes au moins

égaux 3

U
KM« . Mq)
n =

(6)

. - S
A Ve
Si les sujets sont suivis 2 ans, le dénominateur est double, et
i1 faut 2 fois moins de sujets. Ainsi la formule (6) doit-elle 8tre

tnterprétée comme le nombre de personnes x années nécessaire

n sujets suivis 1 an, n/2 suivis 2 ans,’ ou n’ sujets sutvis

de fagon différente, mais donnant au total n personnes X années.

4 - INTERET DES EEFECTIFS. INEGAUX

Pour une discussion générale, on pourra se reporter a il].

Dans d’assez nombreuses situations, on est amené &
prendre plusieurs témoins pour un méme malade. La motivation
n‘en est presque jamais une diminution du nombre des malades pour
arriver a la méme puissance, mais plutdt une variété des témoins

qui peut rendre plus crédibles les différences constatées.

Soit une population dont le pourcentage d’exposés est

p =1 - g. Plutdt que suivre un groupe d’exposés et un groupe de
non-exposés, définis a priori, on peut décider de suivre un
échantillon de cette population.

Le rapport des effectifs des 2 groupes (non exposés et

exposés) est A = g .
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Le nombre de non-exposés nécesseire est

1 . ,
n, = % (1 + x) = % 5 celui des exposé est
n 1 +x )
n, =5 — < %— soit un total de N =n_+ n, = 3
1 N 2q 0 1 loq

n étant donné par les formules (5) ou (6).

5 - CALCUL D"UNE PUISSANCE

Ce calcul peut 8tre utile pour interpréter des résultats
négatifs d’études basées sur des effectifs réduits, comme ¢ 'est
souvent le cas d’enquétes “Cas-témoins” publiées dans la

ltttérature médicale.

Exemple 1 : Quelle est la puissance d’une enquéte Cas-Témoins
basée sur 2 x 50 sujets lorsque la fréquence de | “exposition chex
les témoins (ou la population générale) est P, ~ .30 et que le
risque reflatif R est 2.
Alors py = .4615 (en admettant que R =Y )
(u, - u )2
50 = " S u_ - u = 1.672
(

2 x (.1672)° ¢ '

comme u_ = 1,645 (test unilatéral), uyo = ~.027 et W = 49

On a plus d’une chance sur deux de ne pas mettre en

évidence la différence ; mais |’enquéte n’est pas tres lourde.
!
Exemple 2 Sans une population de 1000 sujets dont 100 sont
exposés et 900 non-exposés, quelle est la probabilité de détecter
un risque relatif R de 2, lorsque Po = .05 (en 5 ans)
- 2 ~ -
1,1 _ 4 x .05 x (X@—l) u, T U = 1,757
100 900 (u - v )
a -«

u

~.112 et A = 45

<\
Peut-8tre vaut-il mieux ne pas se lancer dans une cnquete
aussi lourde pour des résultats aussi incertains.
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6 - PLUS PETIT RISQUE RELAT!IF (OU ODDS-RATIO) NETECTABLE

Une autre fagon d’évaluer la puissance potentielle d’une
enquéte est de calculer le plus petit risque relatif (ou odds-

ratio) qu'elle est capable de détecter avec une pulssance donneée

Exemple 1 : 50 malades sont comparés a 50 témoins. On estime a
Py T .25 H le pourcentage d’exposés chex les témoins (ou dans la
population générale). On décide de faire un test bilatéral au
risque de premiére espece a = ,05. Combien doit valoir py. Pours
centage d’exposés chez les malades, pour que la puissance du
test soit = .80 7

On utilise toujours la formule (1), mais cette fois, n, «,

B et Ps sont connus et Py est Inconnu.

(1,960 + 0.842)"

| “équation 50 = s donne
2(arc sin VEE—.SQSéO)"
arc sin VE& -.52360] = .2802
soit arc sin V_Bl = .8038 Py = .5184
arc sin V p1.= .2434 Py = .0581

La premiére valeur conduit a un odds~-ratio de

5184 / =23 - 3.23 et la seconde & un odds ratio de
4816 75

L0581 , .25 _ 49

.9419 .75

Si on peut faire | “approximation *’= R, on peut dire que

sculs des risques relatifs supérieurs a 3.2. ou inférieurs a .2
ont une probabilité au moins égale & .8 d’étre détectés.
Exemple 2 : n=50; « = .05 (bilatéral) ; ¥ =90, p_ = .90

O

(1,060 + 1,645)°

| “équation 50 = - + donne

2(arc sin VE& - 12490)°

Iar‘c sin Vp; - 1.2490 | = . 3605

soit arc sin VB} = 1.6095 ou arc sin VE; = ,8885
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Or il n’existe aucun p tel que arc sin VB& = 1.6095, la
valeur maximum étant arc sin 1 =ﬂ% = 1,57. Ainsi, quelle que
soit la valeur Py (> po), | “enquéte ne peut avoir la puissance
désirde.

On peut inversement trouver une limite inférieure a arc
sin VEE qui soit négative. Ceci indique que quel que soit
Py (<p0), | “enqudte ne peut avoir la puissance désirée.

7 ~ ANALYSE SEQUENTIELLE

On a mis au point [41 des procédés séquentiels qui peuvent
étre sommairement décrits de la fagon suivante

Comparer k malades (ou k exposés) & k témoins (ou k non-

exposés) ; si la différence est significative, conclure ; stnon
prendre 2 nouveaux sous~groupes de k malades et k témoins ; compa-
rer les 2k malades aux 2k témoins ; si la différence est signifi-
cative, conclure ; sinon prendre 2 nouveaux sous—-groupes ectc

On. se fixe généralement le nombre total K d’étapes. En
fonction des exigences (a et™ ), |’effectif k est calculé. 11
faut par ailleurs remarquer que les limites de signification a
chaque étape ne sont pas les limites habituelles, pour tenir comp
de la multiplication des tes.s effectués.

Ces procédes ne semblent pas avoir été utilisés dans des

enquétes réelles.

8 - NOMBRE DE SUJETS NECESSAIRE DANS LE CAS DE SERIES APPARIEES

Raisonnons sur l’exemple d’une enquéte cas-témoins.

On rappelle que le test est basé sur les seules paires dis-
cordantes (-+)=,(malades non-- exposés, témoins exposés) en nombre
no1 et (+-) (malades exposés, témoins non exposés) en nombre

ny 0 (nld + TOI = N) et qu’il revient a comparecer a 1/2 le

n n . 3 .
pourcentage _1O0 (4y _Ql) si P est le pourcentage théorique
N N
de paires (+-), le test aura une puissance égale a® , st le
nombre nécessaire de paires discordantes est donné par ['une des

2 formules
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"
(Ua/z - Ug )u (

5
4{arc sinVP-arc sin V.5)"

=z
|
~1
—

i
u
a/2 —
5 - u Y pQ

=z
]
!
>
P
s

La formule (7) est !’analoque de la formule (1) et la

formule (8) est |’analogue de la formule (4). La formule {(N) est

plus volontiers utilisée.
) . 5 Y R : .
Par ailleurs on sait P = (~ st la maladie est
1+Y 1+R
rare).
Exemple :. Combien de paires discordantes sont nécessaires pour
détecter un risque relatif de 2 avec une puissance v = o,
2 2
p 1 4 —r—
1+2 3

N= (1.960 + 1.282)2
-7 2
4(.95532-,78540)7

g [1;§§9 + 1,282 V
tandis que (8) donne N= -—— . = 90

i

Les valeurs trouvées sont a peu preés égales.

La formule (7) donne = 0]

ol
b
L] rt

o] —

ool

I est cependant important de se souvenir que les formules

donnent le nombre nécessaire de paires discordantes,

Si p, désigne le pourcentage de ces paires parmt toutes les
d

paires possibles, alors le nombre total des paires nécessaires

doit etre M = N

Pd
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Py dépend de la corrdlation entre les expositions des 2
Cléments de la paire, molade et témoin, «i on fait |"hypothose
qu’ il v a indépendance ontre ces expositlions Py~ LA AP

C (@]

o’

ou comme d'habitude, Py €T by désianent les pourcentaues
d'exposcs chez les témoins of les malades.

En fait cette hypothese d’indépendance est peu plau~ible
et on doit s'attendre & une corrdlation pPostitive pulsque e
clemen ts de 1a paire sont apparidés sur des critores vraisemhlg-
blement |iés & |'exposition. Ceci entraine que e py reel wst

plus arand que celui calculd sous I “hypothése d’indépendance.

N -
La formule M = apparait donc comme

Pa% 7 P19,

“conscrvative” dans la mesure ouU elle conduit a un nombre tTrop €lev
de paires.

Dans [’exemple précédent, supposons qu’'on ait | “esr imarion

Py .30, Alors p; = 4062 (valeur calculée plus haut) et

Py = 30 x .54 + 046 x .70 = .484.
Ainsi M = 186 paires

Cn peut évidemment utiliser (7) ou (§) pour calculer

en fonction de N la puissance du test.
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CHAPITRE XI1

STRATIFICATION OU AJUSTEMENT 7

o e e s = -~ n o An e  —— — A = e — —

1 - INTRODUCTION
Le Chapitre 11X a montré comment au moment de !’analyse des
résultats, il est possible de tenir compte d’un facteur de

confusion C et présenté les techniques statistiques appropriées
(ajustement). Cependant comme indiqué au Chapitre VIIlI on peut
essayer d’en tenir compte au moment de la pltanification méme de
| “étude (stratification). Se pose alors le probléme de la compa-
raison de ces 2 attitudes, du double point de vue du biais dans
| ’estimation de la mesure de la relation facteur de risque X
maladie et de la précision de cette estimation.

Nous distinguerons comme d’habitude les situations ou la mesure
de la relation est exprimée par le risque relatif (habituel lement
études de cohorte) et celles ol elle est exprimée par le odds-

ratio (enquétes cas-témoins).

2 - ENQUETES COHORTE

2-1. Le modéle

Nous rappelons la formule

R'p, + (I-py)
R =R 1 ! (1)

R'py + (1-py)
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en renvoyant au Chapitre Vi1l pour la définition des symbdles
qui y figurent.

Pour tenir compte de C on peut comme on !‘a dit, soit
ajuster (ou comme on dit parfois “post-stratifier”), soit stra-
tifier, c’est-a-dire faire en sorte que la distribution de C
soit la méme chez les exposés et les non exposés (pl Py = p).

Alors Rp = R, quel que soit R’. Le biais sur

le risque relatif
est supprimé par la stratification.
Ainst du point de vue du biais sur Rp, | "ajustement et la

stratification sont équivalents. Toutefois, aprés stratification

on a, au moment de |’analyse, encore 2 options ne pas tenir compt
du-fait qu’il existe 2 strates, ou au contraire en tenir compte.

Au total 3 stratégies sont possibles Ajustement (A) ;
Stratification sans ajustement (S} ; Stratification suivie

d’un ajustement (SA) ; nous désignerons de plus par le symbdie (o),
ta stratégie consistant & ne pas tenir compte de C.

Ces attitudes vont 8tre comparées du point de vue de Ia
précision de |’estimation de R.

Les N sujets étudiés se distribuent en fonction des classes

de C et E

Le tableau 2 donne les incidences théoriques pour chacune des

selon les valeurs théoriques données par le tableau 1.

combinaisons de C et E (sous le modéie de non-interaction).
e £ £’ E”
A (1-P)p, c™ | RRY R i
C™ | P(1-py) [(1-P)(1-p,) c” | Ri s
P (1-P)
Tableau 1 Distribution de C et E Tableau 2 Incidences

ro
l
o
=
K.
C
w
t
(14
3
o
3
t

+ T+
Ajuster revient a estimer R séparément chez C (R ) et

C (R ) puis & calculer une ecstimation commune R,
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Un procédé habituel pour obtenir R est de |’estimer par la

moyenne de R et R pondérés par l’inverse de leurs variances.

Toutefois, ainsi qu’il a été dit au Chapitre Vi, 11 est préférable
de travailler avec les logarithmes des risques relatifs qu’avec

les risques relatifs eux-mémes.

P
; On rappelle que si R =1 (Pl et Po étant 2 incidences calculées
: P
respectivement sur ny et ng sujets), log R = log Pl - log Po ;

var Eiog (R)] = var log Pl + var log PO =

var Pl var P Ql Q
. +o—— + (2)
Pl Po niP1 "o'o
. . . 2+ 1 .
Ainsi la variance de log R est (au facteur N prés)
Lo R L RR
) =

R’i(l—P)p2 RR’ i Ppy

de méme la variance de log R est
. 1 - Ri
VT o= 1 - +
i(1-P)(1-p,) Ri P(l—pl)

1

On sait que |’estimateur combiné a pour variance VA telle

que l— = l: + lﬂ_
YA Ya o Va
| Vi Va
soit VA = ;:—:—;: (3)
A A

2-3, Stratification

On stratifie généralement sur la distribution de C chez
les exposés ; c’est-3-dire que l1‘on choisit p, = Py et le

tableau 1 devient
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E £
o Pp, (1-P)p, Py
c™ P(1-py) (1—P)(1-p1) 1-p,
P AP

L’incidence de la maladie chez |’enscmble des exposés (en
proportion P) est
+ _ RR7iPp + Ri P(1-p)) .

17 = . = Rj \R’ py + (1-p,) ] = Rip

on a posé p = R’pl + (l—pl).

L’incidence de la maladie chez |’ensemble des non exposés

(en proportion 1-P) est de méme

RUi{1-P)p; + i(1-P)(1-p )
[ = = ip

1 - P
*
(on vérifie bien que R = — : |a stratification élimine le bia
|
Ainsi Vg (variance de logarithme de |’estimation de
. +
R = l: ) est d’aprés (2)
|
p Y Y
1-Rio  1-ip D *PR-1)-Rie A - Ry
\ = , . .
S Rio p | ip(1-P)  Ris P(1-P) Rip P(1-P)

(on a posé A =1 + P{R-1)

2-4. Stratification suivie d’un ajustement

A e e e e e - s - ——— i —— -

. ) +
La variance de |’estimateur chez C est

+ I - RR7; I - R"j A - RR’;
Ysp = > —— ——— = ’
RR"i Ppy R%i (1-P)py RR’ p, P(1-P)

de méme chez C

A - Ri
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La variance de |’estimateur combiné est

+ - . YRS
y i vSA vSA _ (A - R})(A - RR'Y) -
SA ¥ o s

VSA * Vg, Ri P(1~P)(AD—RR<|)

2-5. Comparaison de VA . VS, )

—————————————— SA
a) On peut montrer que VS > VSA
VS A-Rij»p (A-RiIY(A-RR’ )
En effet —= = ' -
VSA p A.Q - RR*

donc VS - VSA a le signe de (A~R§p)(Ab~RRf])~ b(A—Ri?{A—RR’i)

On trouve aprés des calculs algébriques élémentaires que

VSHVSA a le signe de AR pl(l—pl)(R’—l)z. I'l est donc toujours
positif,
Ainsi il vaut mieux, du point de vue de |a précision des esti-

mateurs, ajuster méme aprés une stratification.

Ceci est l’équivalent de ce qui se passe avec une "méthode
des blocs” en analyse de la variance, ol bien qu’il vy ait équilibre,
il vaut mieux, pour augmenter la puissance de | "expérience, tenir
compte de |’effet “bloc”,

La différence entre VS et VSA dépend des § paramétres
R, R, i, P; et P. En particulier elle est d’autant plus grande
que R’ est différent de 1. Mais elle nfest réellement importante

Que si la relation facteur de confusion x maladie est forte,

voire trés forte (R’ grand)

______________ sa et Yy

'l n'y a aucun résultat général, ainsi que le montrent les

exemples numériques ci-apreés.,

E* E”

¢t ’.125 .375
C" 375 | 125

.5 .5
Distribution de F et C Incidences

o
[\
(&
—
o)
"
i
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lei p, = PP[C+/E+] = .25 et p, = Pr [C+,/E_J = .75
La formule (1) donne R = 2 x 15 x 1/4 + 3/4 = 2, lﬁ = .78
P 15 x 3/4 + 1/4 46
le biais introduit par C est énorme puisqu’il renverse
méme le sens de la liaison ; nous avons une illustration du
paradoxe de SIMPSON : existence d’une relation positive chex
C+ et C séparément, mais négative au total.
e + A - 33,78 :
.15 x .375 .30 x .125
VA = 32,0
Vpom ¢ ——98 - 922,67
.01 x .125 .02 x .375
V;A _ .70 . .85 - 64
.30 x .125 .15 x 125
Y = 55,07
- . ) S 4
v, = —28 + 99 = 394,67 A
.02 x .375 .01 x .375
Dans cet exemple VA <-VSA
Exemple 2 : méme tableau des incidences, mais distribution de C

et £ donnée par la table ci-dessous

£ £
¢t 1375 125
o .125 .375

On vérifiera aisément que VA = 47.79 > VSA = 20.96

Dans chacun des 2 exemples, les différences entre VA et
VSA apparaissent importantes ; mais a la fois ]pl—pzl et R’ sont
treés grands. Dans des situations plus réalistes, |‘écart entre

VA et VSA est moins 1mportant.
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T e e e T e et ittt e v e - wm e A e v v v M e s b e

Alors soit Py T Py soit R’ = 1.

2-6-1. Py = Py (indépendance entre C et E)

Les observations sont de fait stratifidées. On a vu en
2-5 a) que Vap < Vg (sauf si R’ = 1, auquel cas i1l y a égalite),
c’est-a-dire qu’il vaut théoriquement mieux ajuster. Ce résultat
conduirait a tenir compte au moment de |’analyse de tous les
facteurs liés a la maladie mais pas & |’exposition. Cependant
le gain est minime sauf si R’ est grand. Ainsi, dans |7 étude
d’un facteur étiologique E du cancer du poumon on a intérét a
ajuster sur la consommation de tabac, méme si £ n’est pas lié

3 cette consommation.

Lla stratégie la plus simple consiste évidemment & ne pas

tenir compte de C.

+ - + -

£ E E £
¢t Ppy (1-P)p, “oMoRg i —-‘

¢™ | P(1-py) | (1-P)(1-py)| CT| Ri i ’

Distribution de C et E ncidences

La variance de log R, estimé sur |’ensemble de | a

population est

1 . 1 - Rj 111 - 1 - Rj
V. o= =+ - == + ' = C + D
0 i (1-P) Ri P i 11 - P RP

oud |’on a posé C = —— et D = —m—

t (1-P) R P i

Par ajustement on obtient une estimation dont la vartance est

donnée par (3) ol l'on & fait R = 1.
. . - _ C D
on a ainsi VA = -  F ——
P2 P
de méme V; - € + 0
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Quelques manipulations algébriques élementaires montrent
7 4 1 4 1 .
que |’on a VA > VO (avec égalité si Py pz).
On peut vérifier ce résultat général sur |’exemple

particulier ci-dessous.

Exemgle
E* £ £ £”
¢t .30 .10 ¢t .20 ‘ .10
™ .30 .30 c” .20 ‘ .10
Distribution de C et E Incidences
.80 .90 -
VO = + = 29,17
.20 x.60 .10 x 40
v_ = 180 + -90
A 20 x .30 .10 x .30 - 43,33 ¢ Vy = 30,53
vy - —=80 + 20 = 103,33
.20 x .30 .10 x .10
Ainsi, si R” =1 (C non 1ié 3 la maladie, mais |ié 3 £),

l"ajustement est une procédure qui fait perdre de la puissance.

2-7. Conclusions

La décision de stratifier au lieu de simplement ajuster
doit résulter de la constatation que VS est assez nettement
inférieure & VA. Si on stratifie, on doit en plus ajuster si

R’ est assez grand.

3 - ENQUETES CAS-TEMOINS

3-1. Introduction

— e . — —

On rappelle la formule
ypy * (1-py)

$p = (6)
k'*’pz + (1"132)

ou les \Y sont des odds-ratio.
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]

* mesure la relation (conditionnelle) facteur de confusiona
maladie chez les exposés {ou !es non exposés) ; Py et p, sont
les pourcentages de C+ chez les témoins exposés et non exXposés.

Comme indiqué au Chapitre VIIlI, la seule stratification
possible dans une enquéte cas-témoins consiste & rendre M et C
marginalement indépendants (méme distribution de C chez les
malades et les témoins), mais ceci n’assure pas Qque *’ = 1 (qui

est une indépendance conditionnelle).

En conséquence la stratification n’élimine pas le biais

sur f » On sait seulement qu’elle biaise vers 1 le odds~ratio,

c’est-a-dire que

sio Y1 ¥y < et si ¥ >1 1 <Y <Y

Elle tend donc & masquer la relation facteur de risque x
maladie.
Aussi, toute stratification doit-elle €tre nécessairement

suivie d’un_ajustement. On est alors en droit de se demander quel

est 1’intérét d’une stratification (qui sera suivie d’un ajuste-
ment) par rapport a un ajustement seul. lLa réponse & cette
question résulte de la comparaison des variances VSA et VA des

estimateurs de \Y sous les 2 stratégies.

3-2. Le modéle

——— e ——— -

Soit P le pourcentage d’exposés chez les témoins i Py
. + N . .
et p, étant toujours les pourcentages de C chez ces mémes témoins,

exposés et non exposés.

On a ainsi la distribution suivante. ches les témoins
ct e’ ¢t e c” e’ ¢” E”

Il est facile de calculer (le faire ') cette méme distri-
]
bution chez les malades en fonction de P, P+ Py et Y, *’
On trouve au total (tableau 3)
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+ - + -

£ E Total E E Total
) ) + +
M" **Ppl/z *(1"P)D2/1 K M \*‘P(l"pl)/z (1—p(]-‘p2)/z | 1—K+
M Po | (1-P)p K~ M1 P(l-p,) | (1-P)(1=p,) | 1-X~
1 ‘ 2 1 2 I
| | |
+ - ead
C C
Tables 3

)] )
ou |’on a posé Z- Yv Ppl + Y (1—P)p2 + ‘¥ P(l—pl) + (1-P){1-p,)

3-3. Ajustement

|l revient a estimer Y {ou mieux log % Yséparément chexz
+ C - . N S 1
C et puis a calculer une moyenne pondérée par |'inverse de

variances (voir 2-2).

On sait par ailleurs (Chapitre VI) que var log Y est
estimée par la somme des inverses des effectifs des 4 cases.
+ -
Vv, V
Ainsi ¥V, = A A avec vio= A !
A v ooy A T
A A cases de C

1
et V; = 2:

cases de C

3-4. Stratification

et o - mn —— v

Fille consiste & faire en sorte que la distribution de C
che= les témoins soit la méme que chez les malades (c’est-a-dire
un pourcentage K" de C+ et un pourcentage 1 - k" de C7). La
ctratification conduit ainsi & la distribution théorique ci-dessous

(Tables 4)

} )
t4Pp, /T Y(1-P)p,/Z K" ¥ P(1-py)/Z (1-P)(1-py)/ & -k
K K| g 1-x" 1K)
Ppy Y= (1-Plpy == | K P(1-p )=—_ | (1=P)(1-py)—— | 1=K
K K 1-K 1-
¢’ C

Tables 4
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Conclusion : le schéma stratifié (plus un ajustement) est plus
puissant que le schéma non stratifié (avec ajustement).
)
Exemple 2 * 5 ; *‘= 1 (C n'est pas facteur de confusion ;
P=".5;p = .9 py=.1

1

On vérifiera que cette fois la conclusion est inversée
Po= 07 = qc '
\A 27,47 < VSA 35,78

La table en annexe empruntée a [IJ donne le rapport {(x 100)

-— pour différentes combinaisons des paramétres. Le schéma

stratifié est meilleur si ce rapport est inférieur a 100,
)
La différence ne semble importante que pour ¥ grand ou Py

trés différent de Po-

3-6. C n'est pas un facteur de confusion

La plus simple des stratégies possibles est évidemment
de ne pas tenir compte de C ; ceci conduit & une estimation

de log * dont la variance est notée VO.

Trois stratégies sont alors 38 comparer : ne pas tenir
compte de C, stratifier puis ajuster, ajuster.
Nous distinguerons les 2 situations ou C n'est pas

facteur de confusion.

On remarque que méme dans ce cas, stratifier (sans
ajuster) conduit & un biais, comme on le voit sur |’exemple

suivant (les nombres sont des effectifs)

£F £ £

3 €
MY 80 | 10] 90 M7 16 | 6 | 22 M| _96 | 16| 112
ML s s 10wl o] 3| 4w 6 | sl o1
¢’ c” Total
= 8 = 8 =S
v ¥ T



Il faut

v

ajuster,

+ -
Vsa - Vsa
TF

Vsa

\'i
SA + v

SA

3-5.

La

avec pouyr
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variance de |’estimateur combiné est

2. 1

V;A et VSA ilavaleur

cases

'l n"existe pas de résultat général ains] que le montrent

les exemples ci-dessous.
)

Exemple 1 \¥= 2 ; * = 5 ; P= .1 ; Py = -4 py = .2
Les tables 3 sont
£ E” E" £
m .40 .90 1.30 .12 2 84
2.14 2.14 2.14 2.14 2.14 2,14
M 04 .18 22 .06 .72 .78
¢’ c”
+ -
Vy = 38,28 Vy = 38:86
Vy = 19,28
Les tables 4 sont
et E” ! £”
.40 .90 1.30 .12 .72 L84
Mt 2.14 2.14 2.14 2.14 2.14 2.14
r- 04x}:30 1§ 4o 1.30 1| 1.30 06284 1 70,284 1\ . 84
2.14 .22 2.14 .22 2.14 2,14 .78 2.14 7 2.14
¢t c”
T -
% = 14,11
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La stratification conduirait aux effectifs

o | 10] 90 | | j22 96 | 16
45 1+ 45| 90 |s,5]16,5(22 50,5 | 61,5

C C Total

En ce qui concerne les variances des divers estimateurs

a) VA et VSA ne sont pas en relation simple : on lit en effet
dans la table en annexe Qque pour *)= 1, il existe des valeurs
des paramétres pour lesquelles VA > VSA et d’autres pour lesquelles
Va < VSA' Ce résultat n’est toutefois pas trés intéressant eu égard

aux résultats b) et c).

b) on peut démontrer que V, > V_. On perd de la puissance en

ajustant.

c) de trés nombreux exemples numériques suggérent fortement que

| “on a aussi VSA > Vo'

La conclusion importante est qu‘on perd en putssance en
tenant compte d’une fagon ou d’une autre d’un facteur qui n'est
pas 1ié & la maladie (c’est un cas particulier de ce qu’on

appelle le “sur-ajustement”).

Dans cette situation et contrairement a la précédente,
la stratification ne crée pas de biais comme le montre la

démonstration ci-~apreés

le % qui figure dans les tables 3) vaut

) )
Xt Pp + Y (1-P)p + ¥ P(1-p) + (1-P)(1-p) = oo’

]
avec P = ”YP + (1-P) et p’ = ‘fp + (1-p)
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Les tables (3) sont

)
1
WY pp Y (1-P)p 1“( o ¥ P(1-p) (1-P) (1-p) 1-p
po’ pp’ | p’ pp’ pp’ ‘ o’
|
i
Pp (1-P)p I p P(1-p) (1-P)(1-p) 1-p
|
+ -
C C
qui se totalisent en la table (5)
¢ P | 1=P
p p
P 1-P

s
On construira aisément les tables (4), qui résultent de
la stratification et on vérifiera qu’elles se somment aussi

selon la table 5.
)

hf P(1-p)

-t
La case (M E) par exemple est Pp +
p’ o’
Donc stratifier (sans ajuster) revient trés exactement

P etc

3 ne pas tenir compte de C.
Des trois stratégies possibles : ne pas tenir compte de C,

ajuster, stratifier puis ajuster, on peut montrer que VO = VSA < VA

On a intérét & ne pas tenir compte de C.

Il y a perte de puissance & en tenir compte.

2-7. Conclusion générale

1) ne stratifier que dans les situations ou VSA est nettement

inféricur a VA ;

2) ajuster obligatoirement aprés une stratification.
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CHAPITRE X111

LE MODELE LOGISTIQUE : 1 - ENQUETES “COHORTE"

1 ~ INTRQDUCTION

Les chapitres précédents ont uniquement considéré le cas d'un
facteur de risque dichotomique (présent ou absent), étudi¢ soit
isolément {(Chapitre VI), soit en présence d’un facteur de confu-
sion qualitatif 3 pIJsieurs classes (Chapitre 1X). Cependant dans
de treés nombreuses situations, on a a étudier simultanement de
nombreux facteurs (de risque aussi bien que de confusion) de
nature quelconque (qualitative ou quantitative). Ceci ne peut se
faire de facon efficace qu’en ayant recours & un modele dont on
pense qu’il décrit de fagon convenable les faits observés. Le
modéle logistique qui va &tre maintenant présenté est, pour un
certain nombre de raisons qui apparaitront clairement dans la

suite, extrémement utilisé.

2 - LE MODELE LOGISTIQUE DANS L/ENQUETE COHORTE

Soit X un facteur de risque quantitatif (par exemple la
pression artérielle, le taux de cholestérol ...) ou une fonction

(par exemple le logarithme) de ce facteur. Appelons P(x) fa

probabilité qu’un sujet chexz qui X = x développe la maladie au
cours d’un délai T fixé, le méme pour tous les sujets (c’est la
situation décrite au Chapitre IV, paragraphe 1.1 ). Dans le
cas fréquent ol T est variable d’un sujet & |’autre on doit

utiliser les techniques introduites plus loin au Chapitre XVI,
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Le modéle logistique stipule que

g A
¢ )
() - (1)
A4 (/df()"x‘
S5 X croit de —= 3 to, P(x) croit de 0 3 1 selon une courbe c¢n S
Par définition on appelle logit d’un pourcentage P, g4

qQuantité logit P=log =p - Si P =9, le logit est -=, gi p = >, il

vaut Q ; s; P = 1, le logit est teo,
Le modéle logistique est donc % logit P(x) = ax + 2 Lle logre
de " incidence est une fonction l'inéaire de |a valeur du facteur

de risque.

Le choix du modéle togistique conduit logiquement &
mesurer la relation facteur-maladie par le coefficient 3.

Si X est une variable dichotomique (absence, présence) on

peut lui attribuer des valeurs 0 ou 1 et Je mgdele se réduir g

d ¢ .
v Qa( 9 . _(’___rl c\'m: e, G: E‘_. /""—' B QIJ
0" " ) 4~ *1(—” ) A-21 «ch
At Asv e
Ainsi 'Mutilisation du modéle logistique implique que la

relation facteur-maladie Soit mesurée par le "odds-ratio” (et
non par Je risque relatif) méme dans le cas d’une enquéte c¢oharte,
Une conséquence particuliérement importante de ce point, est que

ainsi que nous Verrons au chapitre suivant, le modale logistique

peut &tre également utilisé dans Jes enquétes cas-témoins,
lesquelles comme nous le savons Permettent d’estimer * . Par
ailleurs, sj "incidence de |a maladie est faible Y ¥ RR,

3 - CAS D’UN FACTEUR QUALITATIF X A PLUSTEURS CLASSES

Appelons X Xy X1 les classes en nombre k + 1. g7} y
a un ordre sur |esg classes i) est quelquefois possible de lecur
attribuer une valeur numérique transformant le facteur qualitat;f

en un facteur Quantitatif. Si tel n‘est pas le cas, ou si on ne



XI1i-3

peut raisonnablement assigner des valeurs numériques aux classes

7

on peut remplacer la variable X par k variables (Xl, ey Ki ;..}Xk)
qui prennent les valeurs O ou 1 selon que'Xl b Npoou Xi TN
(s1 X = xolles k variables Xi prennent la valeur Q).

On est ainsi ramené au modéle logistique multivariable

qui sera décrit plus loin.

4 -~ ANALYSE STATISTIQUE

Différents problémes peuvent se poser
al v-a-t-il une relation entre le facteur et la maladie 7 cuoci

revient a tester |’hypothése nulle HO : B = Q
b) mesurer cette relation, c’est-a~dire estimer 2.
¢} éventuellement, tester I"adéquation du modéle aux observations.

Ces observations sont constitudes de |’ensemble des N
(N = nombre de sujets étudiés) paires (xi, yi) ou x, est [
valeur de X du sujet i et y; est la variable (malad ou non malade)

du méme sujet.

La vraisemblance de la paire (xi yi) est

Lﬁwﬁil
N”'="“TT‘_*; si le sujet est malade
v o
Av A0
ou ™ - 1 s’i|l est non malade.

I'l est alors facile de voir que la vraisemblance de

l “ensemble des observations est

R \cflmw’)
N — .
T\(A*L&1?x0

= 3
d-‘ “,
son logarithme est L = fwk.ﬂ[gix;_ iuQO%[NrL p (3)

ou n désigne le nombre des malades (2)
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Sous certaines hvpothéses asse= restrictives on peut

estimer a et 8 par les techniques de discrimination |incaire.

(Cette méthode est présentée et discutée 4 la fin du
chapitre suivang.

Autrement on peut estimer o« et 8 par la méthode habituel | e
du maximum de vraisemblance : les estimations & et 3 sont les
valeurs qui rendent maximum (2) ou de facon équivalente (3", ou
encore qui annulent les dérivées de L par rapport a ao et ¢

’

c’est-a-dire sont solution du systeme

N o 4 L
W om T r
Y .
" Ax ¢ ‘P
. (1)
> "o S -
oL = T ~ "L‘—-—‘l - =
b(} 41(, ‘1‘{5 .

On remarque qua la premiére éauation signifie que le
nombre total! attendu de malades sous le modéle est égal au nombre
observé.

De fagon générale le systéme (4) n’a pas de solution
explicite. On ne peut le résoudre que sur ordinateur.

On sait que les estimateurs du maximum de vraisemblance ont
de “bonnes propriétés puisque lorsque les ¢ . ectifs sont arands
{tendent vers |’infini)

a) ils convergent vers les valeurs des paramétres inconnus
b) leur distribution tend vers la distribution normale,
Par ailleurs on peut montrer que leur matrice de variances

covariances (osymptotique) est | ou | est |’opposée de |a
matrice des dérivées secondes de L par rapport aux paramétres

iNncConnus.

Ces notions théoriques sont explicitées par |’exemple

trés simple ci-dessous.




ln exemple
— Etxempie

presentent sSQous
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X est drchotomlquc de s

orte que leg donndes ge

fa table 2 2

la forme de

N 2 classique
X=1 X=0
R, e S S (3) est simplement "
A
M7 a b n L = ’\,.QT(SQ.- N 2»°(A+c p)-No Q‘Z(Af°>
—t—— .
_ de scrte que le systeéme (d) est
M c d m
. l 2afp <
| Ny Noo o N AN L
«4;‘\? a4 (47)
. o N,é‘P = ©
e Aqeal
La résolution de ce Systeme est immédiate. On trouve Jesg

résultats,

evidents g4 prior;

@ = Jq E
99
> ad ~
8 = log be = log *
On vérifiers apres quelques calculs algébriques ¢lementaires
que 4.0
d 3
MLty N vouP N, ©
— . + S S
S “ ~)
ey \ub('i ("\-1'9*) &’\*’9*1(5‘) k‘\)f(, .>L
.. =
StL L B <.
— 1 f Ny L
pv N, ¢ L
b-&)(ﬁ G ‘k by u-\(ﬂ L
d . (e ey (Axe >
ont INverse est o A Kﬁ*t)
A (A&L) -
—_ — No s
Lg% b‘ (B ;)
AN
A ‘) (Alb X
Y
1. Qﬁ;) ‘ﬁ_Q*t P L .
- N, f
My ¢t N v -
Cette matrice est |ga matrice de VGPiOﬂCGS“COVGFiOﬂCUS de
(a,s). Pour en avoir une estlmatlon, tl suffit d’y remplace,-
e’ et e8 par leyrs estimations % et gg. Tous calculs faits on
trouve
/:‘__Q L - L' 1}
A I bW
-~'A
1 -
A
(Lo bt
& W ® v o d
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Ce résultat est bien celut qu’on attendait : en particulier
| “estimation de la variance de 8= log¥y est 1/a+1/b+1/c+1/d

comme prouvé directement au Chapitre VI.

4-2. Test du coefficient 8

Plusiecurs tests sont disponibles

4-2-1, Test exact

- — o m —————

Considérons le logarithme de la vraisemblance (3). Elle

contient les paramétres inconnus a et B, et des quantités qui

sont aléatoires (n : nombre de malades et %,xi : somme des x
des sujects malades). La théorie [1] indique, que le “meilleur”
test (uniForméQ?nt le plus puissant non biaisé) de HO ;8 = 0
rejette HO S 2:<i est soit trop grand, soit trop petit, les

limites de rejet étant obtenues & partir de la distribution de

X conditionnelle au fait gque nombre de malades est n.

Ce résultat est assez intuttif : s’ il v a une

liaison positive entre facteur et maladie, les mailades carres-

pondront Plutdt & des valeurs élevées de x;. et a des valeurs
plutot basses si la liaison est négative.
~S
La distribution exacte de 7 X conditionnelle a n est
assez compliquée : on peut par contre calculer assez facilement
. 1
sa movenne , et sa variance O sous Ho. On trouve
~
"
V: —-th'“vi(u moyenne des N valeurs x.) (6)
N i I

w
I - Y
N_m\, k" T \\.[H-"‘)
Gl=m£ l iﬂW'K—‘}}: gb(okvariance des N valeurs x.)
x| Ux ' S A
N.p N N N-A '

~
—

Comme l.xi a une distribution qui tend vers la normale

si N tend vers [’infini, une forme approchée du test exact

revient & considérer que la qualité

La "
Tw, - ™A

A

a sous H une distribution normale réduite.
o
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Exemple : X est dichotomique
E X est la somme des x des n malades. C’est donc a.

Lle test exact est donc basé sur la distribution de a condition-

nellement & n. C’est le test de Fisher comme indiqué au Chapitre VI.

Comme X a une distribution de Bernouilli de paramétres 2
N
ﬁl N1 ) N1 . Nl_ NO
N Tn PLONT x N N
. Ny Ny
la moyenne de a sous H_ est LN, et sa variance est § = n.o— =
° N N-1 N N

ce qui conduit & la statistique

(- %Nq‘ o (o-€) NY(¥-A)

AN ﬂ{ }Jv Y N‘ N‘D

YO (7)

: n
On peut facilement vérifier que le x? habituel Z'Lglgl— s‘écrit

2 .3 £
LQ:El__E_ de sorte que (7) est le x? habitue! au facteur Nl pres.
nm.N1 N

0

4-2-2, Test basé sur la distribution de 8

ey > —. - o - —— At = e v e et mm v b e -

D’aprés les propriétés énoncées plus haut des estimateurs

du maximum de vraisemblance {normalité asymptotique) la quantité

N suit, sous Ho' une loi normale réduite.
<
B
Dans |‘exemple de la tabile 2 x 2
~ ~9
g a b c d

Donc sous H
o L
e

(o8

a
) '.']09""5

B — suit une loi normale réduite.
\/1 1 1 1

= 4+ = 4+ S + -~
a b c d

Une forme alternative/a estimer s< sous |’hypothése nulle HO:8=O
consiste B
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Le terme correspondant de la matrice {5) est sous HO

2
L1+ e™-

S+
R ¢ §
NO Nl e
Comme sous H0 la vraisemblance L = No - n log (1+e”) est maximum
o _ N e« _ 8
pour e . p- (1+e m)
2 3
2
j“estimation de sX est (——l + l—) HW moo N ce qui
N N L n \
8 0 1 m nm Nl NO
conduit & la statistique
() ad )=, N3
x? = °9 te
N1 NO n m

M
Le lecteur pourra essayer de voir pourquoi (0-E)7 n’est pas

trés différent de (log Eo

ady2
'id) .

4-2-3. Test du rapport des vraisemblances et score-test

Nous en donnons une présentation trés intuitive dans le

cas simplifié ot il n’y a qu’un seul! paramétre inconnu 8. Le

graphe du logarithme de la vraisemblance comme une fonction de 8

a |l"allure représentée sur la figure 1.

L\ﬁ\
H[Q

Par définition l’estimateur 8 du
maximum de vraisemblance vérifie

L(B) maximum et L'(g)=0

;\')}M'u 4,

Supposons qu’on veuille tester |’hypo-
N thése nulle H : 8= B,.
E o 0
Si H est vraie,B.n’‘est pas "“"trop” loin
o L

de @o ce qQui se traduit de différentes

fagons (i) 1’écart B8 n‘est pas”trop” grand (ii)L(8) n’'est pas

"tres” différent de L(BO) (i) L’(Bo) pente de L(B) en 8 n‘est

pas’

"trop” différente de O.
"

L’approche (i) est celle qui a été décrite en 4-2-2.

<}est basé sur 8_80)
—
<”

8
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L’approche (i1i) conduit au test ditG2 du rapport des maximum

de vraisemblance. || s’enonce rigoureusement de la fagon suivante
soit un modeéle (1) considéré comme exact et un sous modele (11),

cas particulier du modéle |.

L et L0 sont les maximum des logarithmes de la vraisemblance sous

1 <ot II . Alors sous l’hypothése Ho que le sous modéle |1 est
vrail la quantité 2 (L - LO) suit un x? dont le nombre de degrés
de |liberté est la différence entre les nombres de paramétres des

modéles (1) ou (11), ou de fagon équivalente le nombre des
parameétres spécifidés par le modeéle (11).
Dans le cas particulier du modéle logistique le modéle (1)

est logit P{x) = a + 8x ; le modele (I} est logit p(x) = a. ||

'y a 2 paramétres dans le premiére modéle, 1 dans te second ; le
x? aura 1 d.d.! qui est aussi le nombre de parameéetres dont la
valeur est spécifide par (11} (8 = 0).

L’approche (iii) conduit & ce qui est appelé le “score test”.

On peut le décrire de la fagon ci-aprés
soit LD le vecteur des dérivées premiéres du logarithme de la
vraisemblance par rapport aux paramétres inconnus du modéle (1)
et-| la matrice des dérivées secondes de L.

Calculons la quantité L’ I—1 LD, dans laquelle les para-

métres inconnus sont remplacés par leurs valeurs, fixées ou

estimées, sous le modéele (11).

Alors sous Ho' cette quantité suit un x? qui a le méme

nombre de d.d.l que le test du rapport des maximum de vraisemblance.

Ces résultats théoriques sont explicités toujours sous

|"exemple de la table 2 x 2. . )
1 ; . =
Sous le modeéle (1) L:ﬁ~d1 ?uM_VQQ»%(AVQ r)' Q°Q‘0(AT°

qut atteint son maximum pour Q;bé&_ X h- Q,::)"_’é; Ce maximum vaut
Q_, M. o ' A %C.
l..-_ kw«(r)Q—”é ;f‘*% Y —\&«L\Qﬂd‘%’ - (%-’:"“BQ") Nef b

Sous le modele (11) Lzmda w 1°3KA'J)
qui est maximum pour N
L e T

Ce maximum vaut -~

N
\‘o: (O»-ﬂ:w 9»’}(:; - {0‘1L*L*&) 9"’3 -:\‘J
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Pour calculer L - LO’ cherchons par exemple le coefficient
de a. [l vaut
log b + log ad _ log Nl - log L log N
d bc C m
log 2 x 38 , &, m N _ , _ aN
°9 J X g X Nl n m o9 an
= log :N_— = log % ou O désigne |’effectif observé (a) et E
Nl | “effectif calculé sous HO (T NI)
N
On aboutit ainsi & la statistique
62 =2 T0 log @
E
Venons en maintenant au score test
N't‘!rb N %
Lp est le vecteur he Y - oY
ﬁ%cdﬂﬁ Avet AR
N_th’(w'
A-n,"‘\(é’
sous le modéle (I11), B=0 et [ “estimation de B8 est &= log %.

L’estimation de LD sous Ho est ainsi

o N
N
o L N.\'t—: O,E
N
Pour calculer I-1 il suffit de remplacer o« et 8 dans la
matrice (5) par & et 0. Secul ~ le derpier terme de la diagnole
. : L .1y N°m _ N
est utile. 1l vaut (V + N) R T
"0 T mYoa 0 1
X X o (0—5)2 N3
xt = (o, 0-E)x 03 , - (0-E)7 N°
X NN mn| |o-E NoNp mn

B
qQui est trés exactement le x* habituel ZT-LQLEL—.
E
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4-2-4., Discussion

—— - - .y

Nous avons donné des méthodes trés générales de consti-

tution de tests d’ hypothéses. Par ailleurs pour une méme hypotheése
Ho' il peut exister plusieurs tests possibles. A priori ces tests
sont, du point de vue de leurs qualités, équivalents. Mais || se
peut que pour des problémes particuliers, |’un soit plus facile

a obtenir que les autres,

4-3. Test du modale

e e ——— -

I't s’agit de savoir si les observations sont compatibles
avec le modéle logistique(l). Un test possible est le suivant

=~ on découpe la variable X en un certain nombre c de classes.

Dans la classe J(Jj=1, .. ¢) sont observés les nombres nJ et mj
de malades et de non malades (nj + m; = NJ) qQu’on compare aux
nombres attendus. Ces nombres attendus s’obtiennent trés simple-
ment : si un sujet i de la classe J a X, pour valeur de X, sa
probabilité d’&tre malade est si le modele est vrai

it crp

4 Lu‘fs'u.

estimée par ﬁ- calcurge en remplagant o et B par leurs estimations
& et 8. Le nombre attendu des malades est donc 2z p ou la somme

porte sur tous les sujets de |a classe j, et celui des non-

malades est de méme 7 q

La statistique de test est comme d’habitude y? = § LEE)

N
{(ou G7 = 2 20 log %) qQui sous |’hypothése H0 que le modéle est

valide a une distribution du x? avec ¢ - 2 d.d.| (nombre de
classes - nombre de paramétres estimés). Un exemple numérique
est donné plus loin dans le cas multivariate.

Ce test est assez peu puissant : il est cependant utile
de [’effectuer pour détecter de gros écarts au modele. D’autres
tests ont été proposés - ils reviennent a tester le modéle logis-
tique comme sous-modéle d’un modéle plus compliqué ; mais i
peut y avoir des difficultés dans la spécification de ce modeéle

plus large.
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5 - PLUSIEURS FACTEURS DE RISQUE - ANALYSE MULTIVARIATE

5-1. Le modeéele

Ce qui précéde s’étend immédiatement au cas de plusieurs

facteurs de risque Xl, XZ’ - Xk. Le modéle correspondant est
logit P(xl, ...xk) = 8, By Xy oot Bl Xk (8)
qQui conduit A& une vraisemblance dont le logarithme est
W

LS ~
L= nB +8; Tx, + CotBL T x —Log (1 + offBaxy..*8 x)

Les B sont estimés par la méthode du maximum de vraisemblance

(ou éventuellement . par analyse discriminante). Lles estimations

sont solution du systéme

b__--n b—-‘:-*"—' I.-.. ) \D—L:’ =0 i
bfbv- D(’l b(bx

La matrice des variances covariances des k + 1 estimations

ﬁ, B, est encore |’opposéede |’inverse de la matrice des dérivées

o

secondes de L par rapport aux , et Bi ; elles permet en parti-

culier d’obtenir des intervalles de confiance pour les parameétres
tnconnus.
Quant aux tests sur les B, ils peuvent &tre construits soit

R . . B i
a partir des expressions

S soit comme tests du rapport des

B .
|

maximum de vraisemblance, soit comme score-tests.,

-t = -

Fl est emprunté 3 | “enquéte de Framisgham [2] . 742 hommes
dgés de 40-45 ans ont été suivis 12 ans. S8 ont développé une
cardiopathie ischémique. Les variables considérées ont éto

t"dge (anndées) le cholestorol (mg/d1), la pression artéricelle

. X . poids Chos
{(nm Hg), le poids relatif (100 x boTds idéai)' I “hémoglobine
(g9/d1), la consommation quotidienne de cigarettes (0 = non

fumeurs, 1 =<20 cig : 2 = 20 cig ; 3 = >20 cig), !"E.C.G.

(O = normal, 1 = anormal ).
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Lles résultats de |’analyse ont été

. 8 < p = & Coefficients

B Sa standardisés
-13.2573 - - -
Age L1216 .0437 2,78 3376
Cholestérol .0070 .0025 2,80 L3034
Pression artérielle .0068 .0060 1,13 .1320
Poids relatif L0257 .0091 2,82 L3452
Hémoglobine - .0010 .0098 0,10 -.0012
Cigarettes 4223 .1031 4,10 L1952
E.G.G. L7206 .4009 1,80 L1750

5-3. Importance relative des variables, Coefficients

B sl il S B Rl et

——— s v At v o

On peut se poser le probléme de | “importance relative
des variables.

|| est évident que la comparaison des B n’a aucun sens
puisque leur valeur. dépend des unités avec lesquelles sont
exprimés les x.. Une fagon de tourner cette difficulté est de
les exprimer avec comme unités - les écarts types des distributions

*
des variables correspondantes.

L LR .
Si a x correspond B.., & - correspond Gvcxz
G

(puisque le produit 8. x. doit &tre invariant). Ces coefficients
[

standardisés sont trés souvent utilisés, mais i} faut bien

comprendre qu’aucune conclusion biologique, ou méme opérationnelle,

ne peut étre tirée du seul examen de ces coefficients.

5-4. Test du modele

On opére comme indiqué en 4-3, mais avec |’ adaptation

suivante : les classes sont constituées & partir de la variable

+

81 X4 .. T Bk X1
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Le nombre de classes est habituellement fixé autour de la
dizaine, les limites de classe étant telles que les nombres de
sujets par classe soient a peu pres les mémes.

Les données numériques relatives a | “exemple qui précede
sont

Deciles

de p? 1 2 3 4 5 6 7 8 0 10 Total

O(malades) 1 4 3 8 5 9 11 6 14 27 88

E(malades) 2,1 3,3 4,2 5.1 6,2 7,4 8,9 11,5 15,2 24,1 88

O(non- 73 - 654

malades

E(hon- 71,9

malades)

Ch
(Wal
iy

On trouve x? = 7,84 avec 8 d.d. I,

| “ajustement parait trés bon.

6 - DISCUSSION ET INTERPRETATION DU MODELE LOGISTIQUE

6-1. Facteurs de risque ou facteur de confusion

_—....._....__h.__—..._....__-._......___.....__—___.____._....__-...__

Le modele (8) étudie |’effet de Xi’ les autres facteurs
Xl""Xi—l’ Xi+1 Ce Xk étant contrdlés.

Ces autres X peuvent donc €tre aussi bien des factcurs
de risque que des facteurs de confusion (auxquels on ne s’'intdresse
pas direétement, mais dont on veut tenir compte). Le modéle (§)
permet de traiter de fagon symétrique - sur le plan des calculs -
les différentes catégories de variables qui interviennent dans

le probléme étudie.

6-2. Interaction
Tel qu’il est écrit |e modéle (8) est un modéle sans
interaction. Pour nous en convaincre, supposons qu’il ne contient
que 2 variables X1 et X, toutes 2 dichotomiques (absence = Q ;

présence = 1),
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o ; e }z.. Lt }?,,__ Y
AN 2. o ,-—. A er Qe
on @ ﬂ&A/ Qae ALY

Yoaa): b e X LO)K)

Il 'y a multiplication des odds-ratio, qui est la définition

de |’absence d’interaction (voir Chapitre V).

Une fagon de prendre en compte |’interaction est de

considérer le modeéle
logit P = Bo + lel +82 X $6 Xy X g (0}

ou X1 Xo désigne le produit du Xy par X,.
(Avec ce modéle, |’effet de X1 mesuré par le odds-ratio, dépend

du niveau de X9

= c’est la définition méme de "interaction).
Tester s’il y a une interaction revient donc a tester

| “hypothése nulle Ho 1920, soit au moyen du rapport Kﬂj , soi?

par le test des rapports de maximum de vraisemblance G~ =2 [L—Loj

L maximum de la vraisemblance sous (9) et LO maximum sous (3).

Si le modéle (9) est retenu, les estimations de 81 et 8,
et | sont imprécises du fait de la forte correlation entre les
variables XI’ X2 d’une part et la variable K1 Xs. Une fagon de
tourner la difficulté est de remplacer Xl et X2 par XI_E(Xl) et
X2~E(X2).

En effet cherchons la covariance de Xl—E(Xl) avec

(Xl—E(Xl).(Xz—E(Xz) . C'est par définition

g , 2
£ i(xl-E(xl)).(x1~E(x1))(x2-E(x2)1 = Ef[{xl-E(xl)) .(XE—E(XQ)}
Si X1 et X2 sont indépendants, cette covariance vaut

E((X1~E(X1))2.E(X2—E(X2)). Le deuxiéme terme du produtt étant
nul, (X1~E(X1)) est indépendant du produit (XI-E(XO))(X2~E(XQ)).

L'estimation du (9) n’est pas modifiée par ce changement

de variable : cependant les variances des estimations de 3, et 8,

(pas celle de‘6 ) sont plus petites quand on travaille sur les
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variables transformées. Ce résultat est important : g; dans
¢quation de régression (l'indaire ou logistique) on introduit
des termes produit, il Ffaut travailler avec des variables
transFormées, X-E(X) (ou X - mode (X)).

7 = APPLICATIONS Dy MODELE LOGISTIQUE

Elles sont trés nombreuses., Les techniques d’ajustement,
comme cas particuljep de I"utilisation du modeéle logistique,
seront présentées oralement 3§ partir d’un exemple numérique.

Pour une discussion approfondie voipr Y3] .
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Le chapitre précédent g pgésenté une modélisation parti-
culierement intéressante de la probabilité de Survenue d’une
maladie en Fonction des valeurs prises Par un certain nombre de
facteurs de risque (modeale logistique). Tel qu’it 4 ére déerit,
il ne semble pouvoir s’ appliquer qu’aux enquétes cohorte {(dans
lesquelles les valeurs des facteurs de risque sbnt considérées
comme fixées et lNétat malade/non malade aléatoire).

Cependant un treés important résultat est qu’il est possible
d’analyser ay moyen de ce modéle une enquéte cas-temoins (oy les
nombres de malades et de témoinsg sont fjxés par f’investigateur,
et ou les valeurs des facteurs de risque sont aléatoires) exac-
tement comme s’ s’agissait d’une enquéte cohorte,

Ce résultat Peut paraltre trés surprenant ien fait on en

a dé jja rencontré un cas particulier, C'est celu; ou | n'y g
qu’une secule variable de risque dichotomique fole odds-rario
Pl p
%’= —_— / 2 (ol les P sont des pProbabilités de maladie)
1-p 1-
1 o

Peut €tre estimg dans une enquéte cas-témoins auss;] bien que

dans une enquéte cohorte,

Le but de ce chapitre egt de présenter plusicurs approches

Pour établipr Je résultat. Son intérét est donc essentiel lement

théorique.

I - APPROCHE DE MANTEL (1)
—==_% MANTEL

z

et qu’a la finp de la durée de surveillance Ny de ces sujerts SO ieént

devenus malades, leg N-n = Mo 8utres restant sajns. Décidons
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de faire f’analyse sur un Pourcentage ﬁl des malades et un
Pourcentage 'ﬁo Sur non malades, oy de fgq
malade rentrera dang I’ana!yse avec une probabiits T‘l et

non malade avee la probabilitg Wb. Typiquement e

un
1 Sera pris
¢gal a 1, tandis que ﬁTO Sera beaucoup Plus faible.
Soit comme d’habityde

a+tBx

P(x) = Pr[M/xi = S‘““EIEK la Probabilitg de fajre ]
L & %

lorsque le vecteyp X des facteyups de risque ga

a mafadie,

la valeyr x (8 est

lui-méme Un vecteyp) . Calculons la méme probabi!ité, mais syp

f’échantillon d’étude il est clair Qu’elle est d’auvtant plus

grande que le rapport dy nombre de malades gy nombre de non

malades tudiés estplus grand. De facon Plus précisge on a 3

calculep PIM/x . 7 1], en appelant 7 |4 variable quj vaut Q

St le sujet ne fait pas Partie de !’échanti!lon, et 1 s/i| en
fait Partie,

Le théoréme de Bayesg (1) donne

T im Pz, M k] P(~) w
?1[“/&32:4]: 1‘. [1] L / - '
12,43 T 420, 1 e
™, (’d-f(l.n '::!‘r_: Ld*ﬂ'& c‘*/\‘_
= = x
Toq T, o 1P~ A4 T pe AgeT1p
~ W
€N posant o = 0‘*’%%—:
Ainsi [g4 Probabilitg d’'8tre malade, dans f’échantif!on

s'exprime Sous [g Forme iogistique avec deg Paramétres g qu i

S0nt ceyx cherchés (3 est bien entendy di fFférent de a,

dépend Jde TTI et WO)' (Le caley| Précédent Suppose que WO et
ﬁ'l ne dépendent Pas de |, valeur de x),

H‘*\_' ———— ~ \
(1) Je théorame de Bayes «¢

s'éerit de Facon 9eénérale

Puisqu’; |

PILAIE]: _P-\.[A-], \’1&‘5/&]
Pxiﬁ]

W%MMW A




Si donc on admet que les malades d’une enquéte cas-témoins
constituent un echantillon de malades provenant d’une cohorrte
“sous-jacente” (peut étre pas treés bien définie) er qu’il en
est de méme des témoins, on peut estimer les g comme dans une

enquéte cohorte,

Cette approche a le mérite de |a simplicité : elle souffre
d’une petijte imperfection théorique. Puisque chaque sujet (e
j’enquéte cohorte a une probabilité ( WO ou WI) d’étre inclus
dans |’étude cas-témoins, les nombres de malades et de témoinsg
de cette ¢tude sont en fatt aiéotoires, alors qu’en réalite its
sont certains, Puisque fixés par l'investigateur. Elle s“applique
Par contre parfaitement a "enquéte cohorte ou une fraction des
malades (généra!ement tous) est comparée a une fraction de non

malades, par exemple s’|| g’g4 it d’étudier un dosage couteux Que
p [ ¢

l'"on peut effectuer longtemps apreés le prélévement .,

2 - APPROCHE CONDITIONNELLE [2)

L’enquéte cas-témoins compare n; malades et ng témoins
{(n = Ng + nl). Les n vecteurs des facteurs de risque sont
{xl, Xor au. xn} dont Certains, disons les Nypremiers, corres-
pondent 3 desg malades et [esg autres 3 des témoins,

Etant donnésnl, ng et ["ensemble (x , ...xn) on cherche |a

probabilité de |a configuration observée c’est-a-dire |a proba-

bilité que Jes ny malades aient les vecteurs des facteurs de

risque X171 X, TeeX

A titre d'exemplé, et pour bien comprendre |e calcul, on va
chercher cette probabilit¢ lorsque ny = 2 et n,y o= 3.

Les vecteurs desg facteurs de risque sont {xl,xz,xg,x4,x5},
X, et X9 €orrespondant aux malcdes,

'ty a 10 = (g) configurations, en Ce qui concerne les X

Possibles pour les malades ; ce sont (xl x2) , (xl, X4)
3

(x4,x5).
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Cherchons |3 probabilité d’une de ces conFigurations, par

exemp | e (xz, xs). C’est

Boinind. Bv(mxg), SINERY UMY R ) &

La Probabilité de la configuration réellement observée

(x s Xae ) est
1

2 dﬁﬁl, J’ﬁ‘b

e - v

1“7 (A, Qaf(sm;)

Ainsi la probabilité de cette conFiguration, conditionnel]
a nye Ny et x est Je rapport de (2) 3 la somme des 10 probabilitg
de type (1), C’est apreas stmplification
BUGNER
T o Py
De facon générale, |4 protabilité (oy vraisemblance)

conditionnelle vaut
L{‘)(I‘a-.- + 1'\\)

V = T P (xaean r Xiwl) (3)

. . . - N
l'a somme figurant ay dénominateyr Porte sur leg (n ) Fagcons de

1

choisip Ny vecteurs {x} Parmi les n.
L'estimation de B s'obtient Par maximisation de (3. Avant
de discuter cette approche conditionnelle consitdérons yn exemple

simple de calcul de I’expression (3).

Exemple Pl onty g qu’un sey] Facteur de risque X dichotomique,
—Xempie )

Prenant la valeur 1 ou O selon qu’il est présent oy absent . Leg
données Peuvent alors se résumer en te tableay 2 x02 introduit

au Chapitre V.
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£. . .
E Le numérateur de V est stmplement eBm
+ . . . . .
M a b n Le. dénominateur est a peine moins sim
1 P
M c d . Les n valeurs x sont les suivantes
0 N
1 Q
m m n .
4 o ymy fois oMy fois
1 Qo
et il faut en choisir nl;si on en chaoisit x parmi les my et
. L, B x
Ny = x parmi les my . la quantité correspondante vaut e "
Ceci peut &tre fait de (m]) 'm0 ) fagons différentes.
7).
1
En posant eB =Y , on retrouve bien la formule (3) du
. . . B Y m N .
Chapitre Vi,au facteur multiplicatif /ml) ( 0 ) prés qui ne
1
dépend pas de‘f . (Dans |a démarche du Chapitre V| ,on cherche
la probabilité que a parmi les Ny soient exposés; ici il s'agit
de la probabilité que a sujets nommément désignés soient eXposés,

La vraisemblance conditionnelle (3) est la méme pour les
enquétes cohortes et les enquétes cas-témoins, puisqu’ellie est
calculée en supposant connus & la fois les nombres de malades
et de non malades et les valeurs de facteurs de risque : seuls
sont aléatoires les couples "malade~valeur des facteurs de
risque’”.

De fagon générale, maximiser (3) condgit a des calculs qui
sont rapidement inextricables (méme avec un ordinateur puissant)
quand ny et ng deviennent grands. Cependant, on peut montrer (3}
que les estimations de 8 qui maximisent la vraisemblance non
conditionnelle (dans une enquéte cohorte) qui figure au chapitre
précédent, et Ia vraisemblance conditionnelle (3) sont proches
numériquement et d’autant plus que ny et Ny sont grands.

Donc, plutét que maximiser (3), on maximise |a vraisemblance
non conditionnelle des observations d’une enquéte cohorte. Cec;

est une deuxiéme Justification du résultat annoncé en début de

ce chapitre.
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Les considérations qui précédent, dont certaines géné-
ralisent ce qut a été dit au Chapitre V[,pourraient laisser croi
que vraisemblance conditionnelle et vraisamblance inconditionnel
peuvent &tre utitisées indifféremment (aux complexités de calcul
prés). Le chapitre suivant montrera qu’il n’en est rien : dans
certaines situations bien particuliéres, seule |’approche

conditionnelle est valable.

3 - APPROCHE DE PRENTICE ET PYKE [4]

Cette approche est plus subtile que les précédentes. Elle
utilise le fait que dans une enquéte cas-témoins, ng et ny

(nO + n, = n) sont donnés, mais les X aléatoires.

Appelons Fo(x) = Pr[x/M], la probabilité (ou la densit¢) de
chez les témoins et Fl(x) = Pr{x/M} la méme quantité chez les

mal ades.

|l existe une relation entre Fo(x) et Fl(x) qui tient a

l“existence de la relation}P(M/x))qui lie M a x (fonction logis
tique).
Considérons une valeur particuliere Xg de X. Les quantités
Pr(M/xq) filx) f,0x)
PP(T/X) / — & et - 1 / O - sont ¢gales
Pr(M /x) Pr(M/xO) Fl(xo) Fo(xo)
[l suffit en effet d’appliquer le théoréme de Bayes sous la
forme
\ Pr(M)f, (x)
Pr(M/x) = Pr(M).Pr(x/M) _ 1 et
Pr(x) Pr(x)
_ Pr(R). Fy(x)
Pr(M/x) = :
Pr(x)
Dailleurs les 2 quantités précédentes ne sont rien d’autre
P P P P
que :l—— / SV et ! / 0 ou les P sont les probabilités
l-Pl l—PO l—pl l—po
de maladie pour Xq et x et les p sont les probabilités de < c¢h

les malades et les témoins (X n’‘a que 2 valeurs possibles x er
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a+B X
Par hypothése Pr(M/x) = & ST A On trouve immédiatement que
1+e
fox) fo(x)
1 / 0 eﬁ(X—XO)
Fl(xo) FO(XO)
ouU encore Fl(x) = c Fo(x)eﬂx oU c est une constante normal isatrice

(I"intégrale de Fl doit &tre égale a 1).

Considérons la population constituée par le mélange de n

0

témoins et Ny malades. La loi de X dans cette population est

n f lx)
Fo(x) + ;l Fl(x) Shils

F(x) = ")

.3'3
o

[no + cnle

On peut inversement exprimer Fo(x) et Fl(x) en fonction de f{x).

On trouve que

l' n

Fo(x) = ” T f(x)
e ng
§+B8x n
Flfx) = EL_E:E_ o of(x) (ot 1’0n a posé el= c —l)
1+e n n
1 0
La vraisemblance des observations XpeXgs weex est
"0 "1
TT fo(xj), T‘ Fl(xi)
Elle vaut (3 une constante multiplicative prés)
n
W (878X CF(xy) Flxo) .. f(x.). (4)
1 2 n
nA~+tn

O’[Tl(l'*eGﬂaxi)

Les inconnues sont §, 8 et f(x). f(x) contient une certaine
information sur 8., Mais si I’on renonce a cette information, f(x)
doit &tre considérée comme totalement non explicitée. On a donc
a estimer séparément 6,8 ct les f(xi) soit au total n + 2 paramétres

'l existe une contrafﬁteentre ces parametres : elle exprime

que FO et Fl sont des lois de probabilité, c’est-a-dire que

0. () dx (ou ot = | S25 () g0
_ = ———— f(x) dx {(ou — = —  f(x) dx).
n 1+e5+8x n 1+e5+8x
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'l faut donc trouver les paramétres sujets 3 cette contraij
Qui maximisent (4).

Le calcul relativement stmple montre que
n(xi)
a) F(xi) = ., ou n(xi) est le nombre de sujets dont le X

vaut X

b) les estimations § et B qui satisfont |4 contrainte. sont cel]
qui maximisent |a quantité
gl

N (78X

n
W (1+e 878X

des observations considérées comme issues d’une enquéte cohorte

qui est précisément |a vraisemblance

(xi donnés, ng et ny aléatoires).

Ce dernier point démontre le résultat annoncé,

4 - APPROCHE PAR L’ANALYSE DISCR.IMINANTE

La démarche précédente ne supposait rien sur la forme de
Fo(x) (et Fl (x)) distribution de facteurs de risque chez les
témoins (et Jes malades). Faisons maintenant [ "hypothése que

Fo(x) est multinormale de vecteur moven uy et de matrice de

variances—covariances Z

to] —

fol) = Kiexp =g [x - ug1r il - ).

La relation Fl(x) = ¢ Fo(x)esx prouve que FI est aussi
multinormale et 3 la méme matrice de varianceshcovariances pa

Si donc on fait | "hypothése que FO et Fl sont multinormales

de moyennes by et Hy et ont la méme matrice de variances-

covariances 2. , c’est qu’on adopte e modéle logistique, dont
les coefficiénts 8 sont simplement donnés par
, Fl(x)
Bx = log + K
Fo(x)
I'l est facile de montrer que
folx)
1 Y e =1 -1
IOg ‘{."6()()' = (f:,._.p—l—')z (Ul - }JO) dOI"’lC B =Z (pl - Uo) (5)

f),.-'}\'ll
(‘x-\\_.*?k*',

N b
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Ainsi sous |’hypothése faite (FO et Fl multinormales, de
h . . -1 .
meme matrice I-) on peut estimer B par le vecteur S (m] - mo),ou
est |’estimation de la matrice commune, my et My, sont les estima

. tions
des vecteurs moyennes de 2 populations.

Or ce vecteur n‘est autre que |’ensemble des coefficients
du plan de discrimination linéaire entre M et M.

On dispose ainsi d’une autre estimation de la fonction
logistique, valable d’ailleurs aussi bien dans 1’étude de cohortes
que d’enquétes cas-témoins,

|1 est & noter que les coefficients de la fonction discri
minante ne sont autres que les coefficients de la régression
linéaire de la variable Y (1 pour les malades, O pour les
témoins) sur les facteurs de risque.

Le tableau ci~dessous compare les avantages et les in-

convénients des estimations par la méthode du maximum de vrai-

semblance et |’analyse discriminante.

maximum de analyse
vraisemblance discriminante
Ristribution - quelconque multinormales
des x - peuvent étre
discrets
Calculs - |ltératifs non—-i1tératifs
On peut montrer [5) que si les hypothéses de normalité ne
sont pas vérifiées, |’analyse discriminante conduit & des estima-

tions de B qui peuvent &tre assez fortement biaisées, mais que
feur test a O peut &tre considéré comme satisfaisant. On peut donc
proposer {(si on est limité au point de vue des calculs) la démarch
suivante : 1) trouver au moyen d’analyses discriminantes les
facteurs de risque & faire entrer dans une équation logistique

(il y a généralement plusieurs essais) ; 2) trouver |’équation

par la méthode du maximum de vraisemblance, les premiéres valeurs

du calcul itératif étant fournies par |’analyse discriminante.
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CHAPITRE XV

LE MODELE LOGISTIQUE : 111 ~ ECHANTILLONS APPARIES

e e s =t e e v 4 e v v = T = = R rm v A G Ae o b v v v T v e - . — - e e e

Ce chapitre généralise les notions qui ont été présentées

au Chapitre X.

1 - ENQUETE COHORTE

Imaginons que pour |’étude d’un facteur de risque E, on
décide d’apparier chaque sujet exposé a un sujet non exposé.
A la fin du suivi de la cohorte, les N paires de sujets se

répartissent en les 4 groupes ci-dessous

E+ E- nbre -de paires
(a) M Y oo
(b) T -M "10 }”10 + gy = 0
(c) M M no1
(d) M M N1
TOTAL N

Le protocole des séries appariées peut 8tre cons|déré comme
un cas particulier d’un protocole avec stratification, les
strates étant formées de 2 sujets, un exposé et un non exposé,

'l est donc raisonnable de vouloir appliquer les technigues
vues au Chapitre XI|I! paragraphes 5 et 7.

St X désigne |’exposition (X = 1 pour E+ et X = 0 pour E7)
t‘d;.,(ﬁ-x.

> .
“L1ﬁ“
Atve

le modéle logistique qui stipule que XQ*Q <
se réduit ici a

o, 4 v
ot e v

%y
< A+ ¢
At ¢

Lo
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:

ouU a. est une caractéristique de |a strate, ici de
|

la paire,
« 7 . 4 A
La vratsemblance d’une Paire de type (a) est — N
Ayt Aretinp
«* ﬁqp
" py (d) est ot . & <
oy
" 2 (C) est J——'d. v -
Ave ° Axe, “P
7] " e A

(b) est “ i .
\"tu| A*C,"‘*p

La vraisemblance totale est e produit de n

vratsemblances (a), Niy vraisemblances (d) etc,

00

My a N + 1 inconnues, les N a. et 8.

Soit A estimer par:la méthode du maximum de vraisemblance

le a. d’une paire de type (a). La dérivée de la vraisemblance

ra t
par pport 3§ o, es d;*o
i“’”“"

¢
1
(A—!c_ Q\"' (‘“‘pj

Qui ne peut &tre nulle que si @, = ==, la vraisemblance corres-
pondante est 1, quel que soit B) on verrait de méme que l’esti-
mation de e, dans les paires des types (d) est a. T +t= , et que
la vraisemblance est également 1| quel que soit 8.

La vraisemblance a maximum se réduyjt ainsi a

Net *o
™o d\.‘. _— v
-ﬁ—( A 1 Y (b LA
. - -(‘
S ETACTI SRR At ArTf

~

~ — 1P
. Qo oo (Acc
dont le logarithme vaut 13 q‘*'“‘°e -2 A*b ) ?ﬂ ( ' )

On peut facilement montrer que les estimateurs du

maximum de vraisemblance sont

e P i
v L)

()
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Ainsi la méthode du maximum de vraisemblance conduit pour

. B . .
le odds-ratlo\% = e a la valeur incorrecte (dans le sens Qu'elle

n 2 n
10) au lieu de la valeur 10

no1 not

phénoméne, a priori surprenant est |a suivante : on sait que les

est biaisé% ( L'’explication de ce

estimateurs du maximum de vraisemblance ont de “bonnes” propriétés:

en particulier, les estimations tendent vers les vrates valeurs

des paramétres 3 estimer, lorsque les effectifs sont grands
(tendent vers ["infini). Cependant, ceci n'est vrat, qui si les
parametres & estimer sont en nombre fini . Or dars le probiéme

qui nous occupe, le nombre de paires, donc le nombre des a. a
estimer, augmente avec le nombre total des observations, et dans
ce cas les estimateurs n’‘ont plus les propriétés "optimales”
enoncées,

Comment peut-on échapper & cette difficulté ? En écrivant
une vraisemblance qui ne dépende pas des paramétres o dont le
nombre augmente avec l’effectif : ceci est possible si pour chaque

strate (ici chaque paire) on se place conditionnellement aux

marges. On se rappellera la formule (3) du Chapitre XIV qui
montre bien que cette vraisemblance conditionnelle ne dépend
que de B.
Pour chacun deé cas (a) & (d) la vraisemblance conditionnel )
figure au Chapitre X. On peut aussi les obtenir comme cas parti-

culier de la formule (3) du Chapitre XIV.

2 - ENQUETES CAS-TEMOINS

Dans le chapitre précédent on a insisté sur le fait que la
vraisemblance conditionnelle est la méme dans le cas de cohortes
que dans celui d’études cas-témoins.

Ce qui suit concerne donc aussi bien le premier type d’en-
quétes que le second. Dans la présentation, nous parlerons

essentiellement en termes d’enquétes cas-témoins.
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e —— LY

Supposons pour débuy
associés k = St

"tr‘ipj_eti_: ’
E_E

ter qu’y chaque malade sont

'exposition est dichotomique

sont Jeg SUivants

les

O{111
2 l'll,z
o 3 0 2 1
€N nombre
12 "11 "02 "1o0 701 "00
(nij est le nombre de tripletsg ou

i(0,1) malades et J(O,l;)
témoins témoins sont exposés).

Les vraisemblances correspondantes sont

1 2 W A 2 1
2y +1 2y 41 24y 2+

Comme application de

utilise |ga Formufe(3)

mémes § des facteurs

la formule 3 du Chapitre v, (S}
du Chapitre Xy,

on

les expressions sont les
multiplicatifs preés).

la pProbabilité de

(tvki)*u 2

Par exemple, la 5& table est

Proportionnel e 3
\t .
(L“{-rk)’\“?\'b (2’_‘ \{’) N o4 My a

dont Je lograithme (n11+n10)fog‘f—(n11+n02)Fog(2ﬁ'+1)-(n10

+001)|og
) (3+ % )
est maximum .
N r e '\\“..,“f\)o . L Mug "'\a\..) X (.“l'*'“
pour M verifiant % L__:__—- _—zf—h—
% 1Y 14 3
%' est solution ( une equation d’un second degré dont une seule
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3-2. ¢ k témoins

Considérons maintenant le cas général de k—témoinsg.
On peut opérer exactement comme | vient d’&tre fait pour K = 2
Parmi Jes (k + 1)*‘\3J° on peut observer 0, 1, .. . k+
sujets exposés,
" Sil v a au total m exposés,ce Peut etre le malade
et(ﬁ—l) témoins ou m témoins

Les tables correspondantes sont
E# £- [ €

m k-m+1 (k+1) m k-m+1 k+1

en nombre
n, . n
1;m-1 O'm

S vraisemblances correspondantes sont

A . _C 3( )
COCT)CET Vs -

qui se simplifient en

‘z’{."'*n“
- e
- -
e . A L (PN
yp et X4
s v
La vraisemblance totale est
k
1-m-1 Ny, m
ﬂTT P 9 (en Principe le produit va de m = 0 a
m-1 m = k+1, mais Pour ces valeurs extreéemes |a

vraisemblance vaut 1),

Son logarithme {(a une constante additive preés)

Zn\ 24:5 q‘,_ ("l\«)m\.‘* "'\,'m\ QA-)(.**?“'_.__..

‘4
‘X‘m A ~
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A . X .
a une dérivée qui s‘annule pour “) satisfaisant 3

W
i‘ NnTm» (ﬂ)
Z Maraa ™ Y
A ™ M\‘\'Tk.'\i’\
ol Tm désigne le nombre total de (k+1) *dﬁh ou il y a
exactement m exposés,
C’est une équation algébrique que I'"on.peut résoudre de

fagon itérative par les méthodes classiques.

_._.__,____.___._._,_.._._,._._.__._.______._.___.._

Les calculs numériques qui précédent peuvent &tre treés
lourds. Un estimateur immédiat a obtenir a €té proposé par Mante

Haenszel, Son expression est la suivante

é ("1-""\1-“ milm-&
\}, - wrd (1)

M T e

I e T S et

Nbre de témoins
exposés

Nbre de Tl =23 + 17 = ¢
malades 0 1 2
exposés Tz = 53

0 n00=12 n01=23 Ngp=11

1 n10=17 n11=42 n12=31

L’équation du maximum de vraisemblance est

17 + 42 =Y 40 + g;iiﬁ

] qui se simplifie en
K2 2y +1
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68“;2+57\\’—118=0

A
dont la seule racine positive est ‘K

I
—
(0]
O

~ N o )
quant a k M_H 11 vaut 2 x 17 + 42 Zé = 1,00

23 4 2 x 11 45

3-5. Précision des estimations

3-3-1. Estimateur du maximum de vraisemblance

On rappelle que si Y est |’‘estimateur du maximum de

vraisemblance, sa variance asymptotique est
.L —A
a Q:I Vﬂ

ott ] est |’opposé de la dérivée seconde du logarithme de la
vraisemblance par rapport & ¥ . En fait, comme log k a une

distribution qui tend vers la normatle plus rapidement que celle

de % R il vaut mieux chercher un intervalle de confiance pour
log q
A
La variance de logq est lide & celle de ¥y par la
2
g g v A
: (8 X . NS N
. o o
relation © Ly L soit SL R T

Calcuions 1(y ) dans le cas ou k=2 (2 témoins pour un
malade). La dérivée premiére du logarithme de la vraisemblance
(n + ngn) 2T T
étant 11 107 2 - L la dérivée seconde vaut
Y 2y +1 2+
ny1 T ono 4T, T

2 1
- - + +
*2 (2~g+1)2 (2+ Y )2
Pour en avoir une estimation, il suffit de remplacer Y
par son estimation %
n + n 2T T n ton
or 11 = 10 _ AZ + 1« . En remplagant R LY par cette
N 2% +1  2+Y

valeur, on trouve aprés des calculs simples que
~

By %o ’v?\”

M

T
%:
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A
d’ol la variance de log %

~N
G'l - A
(n-o:( N ~ :‘_- \ Ta ]
1)t Arad)

~dans le cas de k témoins on peut montrer de i|g4 meéme facon que
Ry A

N 1~\K -
1“():2 =
el e

et A
" -
N o (L,,,; C‘), L-z Y v T'v\k’ﬁ-'*m«y‘\) ' (3)

i (gt i)t

3-5-2, Estimateur de Mantel~Haensze|

—_._...__——.-..__....—....-~-.—_..._._.——.—__..._.

Un travail trés récent [2] donne I;expression suivante pour
~
ta variance duy log de % M-

LN
W 3 o PR N
. y N b sz_m.n) Ty s \Yt\_“ - ’ (L,)
o | 3\‘{'\\‘“} T i ; ) 1
{%{-“\1'\ ’“1\%\’\}

et

Considérons I "exemple suivant qui figure dans ce travail

Témoins
0 1 2 3 4
Malades / )
0 ’ Ngg = 0 4 / 1 1 / 1
1 I Nig = 3 17 , 16 15 I 5

L'équation (1) du maximum de vraisemblance est

_ 7 2 x 18, 3 x17 4x16:\
37 v s ‘*ﬁ_*+4+§ﬁ+3*+2+4ﬁ,+1
Sa solution est.% = 7,95

et var (logq ) calculé selon ta formule (3) vaut 0.177, d’ou

Nd

$
l"intervalle de confiance pour W = 7.95(exp.t1.96q 0.177)=(3.5,18.°
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L'’estimateur de Mante| Haensze| est

3 x4 + 17 x 3 + 16 x 2 + 15
4 x 1 + 1 x 2 + 1 x 3+ 1 x 4

= 8,46

et la variance de son logarithme

i 2 2] ) " n n o) )
4 x3 #3717 + 27x16 + 1°x15 + 8,467 (4+27 .1 + 3°%1 + 47.1)
(4x3+3x17+2x16+1x15)

Qui donne un intervalle de confiance de (3.4 ; 21.1) tres volsin
de celui du maximum de vraisemblance, mais beaucoup plus simple

a obtenir.

3-6. Test de = 1

I'l peut &tre basé sur le rapportijQ i

BT

si on ne s’intéresse pas a |’estimation du risque-relatif,

construit bien plus simplement a partir du raisonnement suivant

Considérons les Tm (k+1)w€h ot figurent exactement
m exposés ; ils sont de 2 types, ceux ol le malade est exposé

mY

(en proportion théorique Py = m\f+k:aIT) et ceux ol le malade

, a . . , K—-m+ o
n‘est pas exposé (en proportion théorique qa, =—é—£Li—— ). Sous
m Y +k-m+1
" N . - m - k-m+1
| "hypothése nulle, ces proportions sont P ) et Q. e
me
Ainsi sous H , n,, 8 pour espérance et pour variance
o 1" m-=1
k+1
mik-m+1 , .
Tm mk-m+1) et .Tnl, 1 @ Pour espérance et pour variance la
(k+1) me

somme de ces espérances et variances,

Le test est ainsi basé sur la statistique

(a0

W
Z K\‘,"‘"\— ™ Cuas

Sty : , (5)
::\ \/ T T ™ (eman)

qui sous H0 est normale réduite,
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Dans |’exemple précédent

A

»
log ¥ _ 2.073 = 4,93 log jfﬂ—H _ 2.135%

—_——— ~ = = 4,357
<(log} Vo.177 ” §(1og \ .
(log3) C A \/0.215

quant & (5) il vaut

(3 - )+ (172808, (163512 | (5 4x16,

B 5 5 B 5 = 5 58

% VF7 x 4 + 18 x 2 x 3 + 17 x 3 x 2+ 15 x 4 x 1 I

Les 3 résultats sont trés voisins.

I'l faut remarquer que la méthode (5) s’appligque

immédiatemen
s’il y a un nombre variable de témoins par malade.

4 - PLUSIEURS FACTEURS DE RISQUE DE NATURE QUELCONQUE

Supposons que dans une enquéte cas-témoins, ol chaque malade es
apparié a un témoin, plusieurs facteurs de risque, qualitatifs ou

quantitatifs, sont simultanément considérés. Appelons x, et Y

les vecteurs des valeurs de ces facteurs respectivement chesz

le malade et le témoin de la paire i,

La vraisemblance conditionnelle pour la paire |
(3) du Chapitre XIV) est

’L; PK-L\"S':)
a .t ©)

O L@;; Ax P80

est (formule

La vraisemblance totale est le produit sur | de ces

vraisemblances élémentaires. La quantité (6) est la probabilité de

succes dans un modéle logistique, quand la variable prend Jla

valeur ;o= Y Ainsi pour estimer les paramétres B8, on peut

utiliser les programmes qgénéraux d’estimation des paramétres de
p

la fonction logistique, en prenant pour valeurs des variables

“explicantes ” Xy (différences malades-témoins) et pour

valeurs de la variable “expliquée” (succés ou échec) toujours

la valeur “succes”,
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5 - GENERALISATION A UN NOMBRE QUELCONQUE (ET VARIABLE) DE
TEMOINS PAR MALADE [3].

Si pour le malade i il existe ki témoins appariés (ki peut ne
pas €tre constant par suite de données manquantes etc ...) et si
X désigne les valeurs des facteurs de risque chez le malade,

(1) (k.) . . :
et Y1 cee Y chez les témoins, la vraisemblance du (kijl)*ﬁh-

considéré est, toujours selon la méme formule (3) du
Chapitre XIV,
Pm& A
e

: * . ; s Blub 1
P TSNS

i 2

L’estimation des B et les tests portant sur leurs valeurs

s’obtiennent selon la méthode habijtuelle.

6 - CAS PARTICULIER D’UN FACTEUR D'EXPOSITION A PLUSIEURS CLASSES

6-1. Le modéle

- ———— e ——

Soit l’exemple suivant emprunté a [4]. On veut rechercher
par une enquéte cas-témoins avec appariement, s’il existe un
lien entre une maladie et le groupe sanguin., Les données {fictives)

en nombre de paires figurent dans le tablesu ci-dessous.

malades témoins
0 A B AB
64 18 8 3 93
66 74 14 6 160
4 2 4 2 12
AB 12 10 12 2 36
146 104 38 13

La variable étant 3 4 classes on peut définir, ainsi qu’il

a été dit au Chapitre XII11{, 3 variables Xoi Xgu Xy qui prennent
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respectivement les valeurs 0 ou 1 selon que Ile groupe sanguin est
A ou non A, B ou non B, AB ou non AB. Ainsi O est codé 0-0-0
A est codé 1-0-0 i B est codé 0-1-0 et AB est codé 0-0-1.

Considérons une paire (i1j) od i = 1,2,3,4 est le Qroupe

sanguin du malade et J =1,2,3, 4 est le groupe sanguin du témoin

8, Xo + 83 X1 + 84 X4 valant 0O, 82, 63, 84 sefon que e
sujet est 0, A, B, AB il est facile de voir que la vraisemb!ance
(6) se réduit a -
(B b Yol v

S A T A U CR ¢
ol I’on a posé * L= e I (1 =2,3,4) et *1 = 1
4y \™M
La vraisemblance des paires (ij) est ainsi Q:f’;_
[R

et la vraisemblance de toutes les observations est
ng My
T
il
'\LB Q\’(\.R\&;) "

Pour estimer les % on peut estimer les 8 en utilisant les

(N\B:'\\’\"qf\’\i;)

programmes généraux d’estimation de |a fonction logistique, comme

indigué au paragraphe 5.

A A _ A .
On trouve *1 =1, *’2= 3.503, ‘XS = ,559, ‘\4 = 4.669 qui
conduisent pour le logarithme de la vraisemblance & une valeur

de ~81,40,

6-2. Test de la relation maladie x facteur

-—___...._.-....._—_._._—__._-_-.‘_...—......_.—._ﬁ_._...—_...—.

a) Tester cette relation revient & tester | "hypothése nulle

H

° = * 3 = ‘K4 = 1. Sous Ho’ fa vraisemblance vaut

{2
Vil
AN Y
XR‘(}> ¢ son logarithme est - log 2, Z.Ni-
»L) |<J J

i est le nombre de paires discordantes, dans | "exemple 137,

Z y

. < . . .
teJlogarlthme de la vraisemblance sous Ho vaut donc -108,82.
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Le test du rapport des maximum de vraisemblance de HO

s‘obtient en considérant la quantité

2 (108,82 - 81,40) = 54,84 qui sous HO est un yx* a 3 d.d.1.
On en conclut que la relation entre le groupe sanquin et

fa maladie est trés hautement significative.

b) On peut construire un autre test de Ho (c’est la forme
“score test”, & laquelle il a été fait allusion au Chapitre XI111).
Considérons les totaux marginaux Nk. et N.k' Comme sous
Ho’ les n;; ne sont pas “treées” différents des N il en est
de méme de Nk. et N.k' Le test revient donc & comparer les 2
distributions marginales.
Cherchons les moyennes des N.k et leur matrice de

variances-covariances Sous Ho

N = g P onge T gyt
n + n, ng;, * n
Sous H E(n ) 1k k1 et var (n ,) = 1k ———El (binomiale

de paramétres %).
tandis que E(nkk) = Mk et var (nkk) = 0 (on se place condition-

nellement a "k + Ny fixé comme on le fait dans !a méthode des

couples).

De ces valeurs on déduit aisément que

N + N
E(N ) = =k K
' 2
N + N n

var (N k> - -k k. _ Ek

. 4 2

Cherchons maintenant la covariance de N k et N t
cov(nlk + n2k +..+n|k + Ty nlf + n2? R nkP) =
Nk

cov(nrk, nk?) = —var(nl-) i

k 4
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On vérifiera que la matrice Y de variances covariances dans

le cas de |'exemple précédent est

27,75 - 21 -3 V- 3,75
V - 21 29 -4 -4

- 3 - 4 10,5 ¢+ - 3,5

- 3,75 - 4 ~ 3,5 11,25

Comme la somme des N " est la méme que celle des N %

marginales

se raméne & comparer seulement 3 composantes de ces vecteurs par

comparer les 2 vecteurs constitués par les distributions

exemple les 3 premiers.,

La statistique de test est alors
1

(0-E)" V31 (0-E)
ou O est le vecteur des 3 premiers N " observés (146 ; 104 ; 38),
E le vecteur des valeurs attendues correspondantes (119,5 ; 132

25) et V2 la matrice 3 x 3 de variances covariances correspondante.

Sous Ho’ la statistique a une distribution de x® a 3 degrés
de liberté (nombre de modalités de E moins un). On trouve que
x? = 79,8
3

Cette valeur est assez éloignée numériquement de la valeur

trouvée par |’autre test (54,84), mais & ce degré de signification,

les différences ne sont guére importantes.

6-3. Test du modéle

On a obtenu comme valeur du risque relatif * »:. du groupe

A par rapport au groupe 0 la valeur 3,503,

En fait les données permettent d’avoir directement des
estimations de * o
66
10

d’autres estimations sont possibles : ainsi le risque relatif

Par exemple les paires O0-A fournissent = 3,67. Mais
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de A par rapport & B est %ﬂ = 7 et le risque relatif de B par

rapport a 0 est 4/8 =+5, qui fournit pour Yg une nouvelle
estimation 7 x .5 = 3,5, etc

Tester le modéle c’est voir s’ y a cohérence entre les
différentes estimations. Cec] peut se faire en comparant les
effectifs observés aux effectifs calculés sous le mode e .

L'effectif calculé de la case (i) est tout simplement

v{c ﬁ%u*A . On obtient ainsi le tableau des effectifs calculés,
B *L“‘*a ' )
0 A B AB
- : 18,654 7,697 2,646
A 65,346 - 13,801 6,865
B 4,303 2,199 - 1,497

Deux statistiques de test sont possibles:
" N
a) la premiére est G“ = 2 T:nijlog J (c’est le test du rapport

n. . . .
IJ des maximum de vraisem=-

)2 blance)

b) la seconde est i — L L)
A. .

'J

qui sous Ho sont toutes les 2 distributions selon un x? &

(k-1)(k-2)
2

d.d.l (k est le nombre de modalités du facteur).

On trouve ici que Gz = 0.50 avec 3 d.d.l. Le modéle colle

particuliérement bien aux données (fictives, rappelons=-le).
Resterait & interpréter un résultat significatif : si des

estimations du méme * calculées sur des paires différentes sont

différentes, c’est qu’i! existe une interaction avec les facteurs

sur lesquels est fondé |’appariement.
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