N

N

Fonctions Spéciales et Probabilités
Thomas Simon, Guillaume Bellot, Christophe Louckx

» To cite this version:

Thomas Simon, Guillaume Bellot, Christophe Louckx. Fonctions Spéciales et Probabilités. Master.
Probabilités et fonctions spéciales, Lille, France. 2023, pp.190. hal-04442303

HAL Id: hal-04442303
https://hal.science/hal-04442303v1
Submitted on 6 Feb 2024

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://hal.science/hal-04442303v1
https://hal.archives-ouvertes.fr

Notes de cours

Fonctions Spéciales et Probabilités

SIMON Thomas
BELLOT Guillaume
LOUCKX Christophe

2023



Introduction

De la part de Guillaume BELLOT et Christophe LOUCKX, 2023

Ce présent document constitue une version mise au propre de notes du cours en Fonc-
tions spéciales et probabilités dispensé par M. SIMON. Nous avons suivi ce module dans le
cadre du M2 Parcours Recherche a I'Université de Lille aux seconds semestres des années
universitaires 2021-2022 et 2022-2023.

Pour pouvoir comprendre ces notes, il est nécessaire d’avoir des notions de probabilités
et d’analyse complexe. Les énoncés de la premiere partie de ce cours sont accessibles a un
public niveau fin de L3. En effet, aucune référence ne sera faite aux notions de probabilités
de M1 que sont ’espérance conditionnelle, les martingales, les chaines de Markov ... Nous si-
gnalons aussi la présence d’analyse fonctionnelle dans certaines démonstrations (qui peuvent
étre omises en premiere lecture). Les deuxieéme et troisieme parties ne sont abordables qu’en
M2. Par ailleurs, les notations qui risqueraient d’étre inconnues du lectorat verront leur si-

gnification précisée a leur premiere apparition.

Nous remercions vivement M. SIMON pour son enseignement. Son cours est d’une grande
richesse avec des raisonnements variés, des méthodes de calculs étonnantes, et constitue une

introduction & un domaine vaste et aux nombreuses questions encore ouvertes.

Ces notes sont un travail collectif enrichi au fil du temps, ainsi qu’une tentative de re-

transcription de ’enthousiasme communicatif de notre professeur.
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Premiere partie

Fonctions spéciales et variables

aléatoires réelles






Chapitre 1

Fonction I

1.1 Définition et premieres propriétés

1, —x

Proposition 1.1.1 Pour tout t > 0, la fonction x — z'~te™% est intégrable sur ]0;+o0|.

PREUVE DE LA PROPOSITION 1.1.1 : On a

wt—le—x ~ .’L't_l
z—0
intégrable en 0 car t — 1 > —1.
De plus la fonction z — z!~le™" est intégrable en +oo. O

Définition 1.1.2 Pour tout t > 0, on définit la fonction Gamma :

I'(t) = /O+OO 7 te™® dx. (1.1)

Remarque 1.1.3 En fait, on peut définir I pour tout z appartenant au demi-plan fRe(z) > 0.

(‘xz—le—x‘ I:O xf)%e(z)—l')

Proposition 1.1.4 (Formule de concaténation)
Vi>0, T'(t+1)=t-T(t). (1.2)

9



10 CHAPITRE 1. FONCTION T

PREUVE DE LA PROPOSITION 1.1.4 : Soit t > 0.

+o00 M
Lt+1) = / rle™ dx = lim zle™ da

M
= Mlirﬂ (/ t-atte ™ dx — [:Ute_x]é\/[> par intégration par parties
—+00 0

+oo
= / 27l dx =1t -T(t).
0

O
Remarque 1.1.5
— Comme I'(0) = 1, on en déduit par récurrence immédiate que
VnelN, I'(n+1) =nl!
C’est pourquoi on interprete I' comme la version continue de la factorielle.
1
— Nous avons I’ <2> = /7. En effet :
F <1> — /+Oo e_xdi
2 0 NZ3
Foo u? x?
= / V2e T du, avec x = —
0 2
= V21 x V2 xP(Z >0), ot Z ~N(0,1)
1
=2 X /7 X 3= V.
Corollaire 1.1.6 P4 1) )
+
rg)=—= ~ -. 1.3
®) t t—0t ¢ (1.3)
On donne a présent la formule de Stirling qui nous sera utile a plusieurs reprises :
Théoréme 1.1.7 (Formule de Stirling pour la fonction I)
'l+z) ~ 2mza¥e™ ™.
T—>—+00
—

PN . . t
PREUVE DU THEOREME 1.1.7 : Pour tout x > 0, grace au changement de variable

(t = sv/z + z, puis dt = \/zds) :

NG

+oo +oo
'l+zx) = / tYetdt = / (svx + :L‘)x e VITT Jxds.
0 —Vz



1.1. DEFINITION ET PREMIERES PROPRIETES 11
On en déduit :

e = (3 e [ (Get) muen () e [ Lt

s
Posons pour tout z > 0 et pour tout s appartenant a |—/x, +00[: p,(s) = z1n ( + 1) — sy/x.

NI

+o00
Nous allons démontrer que pour tout x > 0: lim e?()ds = V2r.
r—+00 -z
Si s appartient & | — \/x, 400, pour > 0 assez grand, alors d’apres la formule de Taylor

avec reste intégral, pour tout u appartenant a | — 1,0], on a :

u? U (u —t)? 2
In(1 =u— — dt.
n(l+u)=u 5 +/0 5 X TETE

+oo ('LL _ t)2 2 - U2
Or:/0 5 ><(1+t)3dt§0.Douln(1+u)—u+?§0.
En appliquant cette inégalité a u = ﬁ €] —1,0]:

2
S s s
n({l+—|——+—<0.
< * ﬁ) Vi e s
Ainsi, en multipliant les deux membres par x > 0, la derniere inégalité :

2

xln<1+8> —s\/ES—S—,

N3 2
2
c’est-a-dire : p,(s) < 5
u2 52 ’
De plus, In(1 +u) = u — — + o(u?), donc nous avons : lim @, (s) = ——. Egalité valide,
2 z—+00 2

quand z tend vers +oco, donc pour tout s réel.

Le théoréme de convergence dominée donne alors :
+o00o $2
(Vs —— [ e~ Tds =2r.
-z xr—+00 R

Ce qui permet de conclure. O

Proposition 1.1.8 (Extension de I' a des valeurs négatives) Il existe un prolongement
unique encore notée I' qui vérifie la formule de concaténation de la proposition (1.1.4) étendue :

pour tout n entier naturel, pour tout t €] — 1;0[, pour tout t appartenant a | —n — 1; —n|:

T(t+1)

DY) = ——
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PREUVE DE LA PROPOSITION 1.1.8 : I possede un prolongement a une fonction méromorphe,
encore notée I'. I' est holomorphe sur C/(—IN). I" a alors des poles d’ordre 1 en chaque entier
négatif, et n’a pas de zéro. Et I' vérifie, pour tout entier naturel m :

: (=)™

lim (z+m)['(z) = . (1.4)

z——m m)

C’est 'unique prolongement régulier de T.

Ainsi pour tout ¢ appartenant a un intervalle de la forme | —n — 1; —n[, pour n € IN :

T(t+1) T(t+2) T(t+n+1)
t t(t+1) tt+1).. (t+n)
Ceci définit une fonction sur R/(—IN)(Méme sur C/(—IN). O

Notation 1.1.9 Notation de Pochhammer (ou factorielle ascendante) :

Pour tout t appartenant a C, et pour tout n dans IN :
O =tt+1)(t+2)---(t+n—-1)(t+n), et : (t)o=1.
En particulier : (1), = n!.

F(t+n)'

n

Ainsi, pour tout t tel que —n <t < —n—1:T(t) =

Et alors nous avons : (t)gyn = (t)k X (t + k), car :

_D(t+k+n) TE+k+n) TOH  _ Okin
b ="t = T CTaeh - (O

Graphe approximatif :

Gamma function

24




1.1. DEFINITION ET PREMIERES PROPRIETES 13

On voit (par concaténation) que la suite uy = | I]?Hll k[\F(t)| est décroissante vers 0 sur
te]—k—1,—

IN/{0}. (On peut montrer que cette suite tend en fait vers 0 & une vitesse de convergence

factorielle).

Définition 1.1.10 Soit f : C — R ot C est un ensemble conveze (éventuellement sur C).

i) On rappelle que f est convezxe si
VA€ [0;1], Vo,y € O, f(Az + (1= A)y) < Af(x) + (1= A)f(y).

i1) On dit que f est log-convexe (respectivement log-concave) si f est strictement positive

et lnof est convexe (respectivement concave). Ceci équivaut a :
VA € [0;1], Va,y € O, fAz+ (1= Ny) < [f(2)]* + [F ).

1
Et nous avons : f log-concave < 7 est log-convere < —1In(f) est conveze.

Proposition 1.1.11 Soit f : C —]0; +oo| (éventuellement de classe C?).

Si f est log-convezxe alors f est convexe (la réciproque est fausse).

PREUVE DE LA PROPOSITION :
Cas C?: Comme Inof est convexe et réguliere, sa dérivée seconde est positive :

" g JZ—/:IZ2
SLICES L

Vo € C, (Inof)"(x)

D’ou
Ve e C, f"(x)f(x) = [f'(2))* = 0.
Par positivité de f, on a la positivité de f” et donc la convexité de f.

Cas général : Soient A € [0,1],s,t € C, alors :

f(As+ (1 = \)t) =exp[(Inof)(As + (1 — \)t)]
<explA(Inof)(s) + (1 - A)(Inof)(t)]
<Aexp[In[f(s)]] + (1 — A) exp[In[f(s)]], car exp est convexe
M($) + (1= N (D)

Réciproque fausse : la fonction carré est convexe sur |0, +o00[, mais pas log-convexe, car

21In(z) est concave.
U
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Proposition 1.1.12 Soit X une variable aléatoire positive telle que
Vs €]a;b[: E(X?®) < 4o0.

Alors la fonction (ou transformée) de Mellin s — IE(X®) est log-convexe sur |a;b|.

PREUVE DE LA PROPOSITION : Soient A €]0; 1] et s,t €]a; b[.

“+o00
E |:X>\S+(1*)\)t} — / x)‘sx(lf/\)t dIPX(J,‘) ol IPX est la loi de X
0

([T @) ([0 ap
0 0

1 1
par inégalité de Holder pour p = X et q = T

1-X

< [BXHP [BXH]

0

Remarque 1.1.13 En particulier, si X a tous ses moments finis alors la suite de terme

général p, = IE(X™) est convexe :

Vn € IN, 42 < fin—1 - fhns1-

Corollaire 1.1.14 ¢t —— I'(t) est :
i) log-conveze sur]0,+o0].
ii) log-conveze sur | —n,—n+ 1] si n est un entier naturel pair non nul.

iii) concave sur | —n,—n+ 1] si n est un entier naturel impair.

PREUVE DU COROLLAIRE :

t—1
i) On introduit, pour tout ¢ > 0 la loi Gamma ~; de densité : x — me_z]l}07+oo[(:n).
T'(t
Nous avons, pour tout s > —t : E(y]) = (F(—;)S)
L+ s)

D’apres la proposition précédente : s — est log-convexe sur | — ¢, +00].

[(u)
I'(¢)

()

est log-convexe sur |0, 4+00].

En posant w = s+, u+—
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r
ii) Sur | —o0,0[, pour tout t €] —n, —n+1[, I'(t) = %i_n) Alors si n est pair, T'(¢) > 0,
car (t), > 0. Alors :
Bl
In[(t)n] =) In[(t+ 2k — 1)(t + 2k — 2)]
k=1
5 5
=> In[(1-2k—t)(2-2k—1t)] = In(1—2k—1t)+1In(2 -2k —1t),
k=1 k=1

qui est une somme de fonctions concaves, donc concave, ainsi : — In[(¢),] est convexe.
D’autre part, d’apres (i) : ¢t — I'(t + n) est log-convexe sur | — n, —n + 1].
Finalement : In[I'(¢)] = In(T'(t + n)) + [ In((¢),)] est alors une somme de fonctions
convexes sur | —n, —n + 1[, donc convexe.
" est alors log-convexe sur | — n, —n + 1].

iii) Sin est impair : I'(¢) < 0, et tI'(¢) > 0.

I(t
Or : tT(t) = (t+n)
(t+1)---(t+n)
1 I'(t+n)
- X
t (t+1)---(t+n)
sur | — n,—n + 1[, donc log-convexe (facile a prouver), et donc I' est concave sur

| —n,—n+1[.

, qui est log-convexe, par 'argument du (ii). Et donc :

—F(t) - _

, qui est un produit de deux fonctions log-convexes

0

Remarque 1.1.15 Rappelons :
i) Transformée de Laplace : Si X > 0, on définit, pour tout A > 0 :

Lx(\) =E (e**X) .

ii) Fonction génératrice des moments : Mx(\) = E(e*¥). (n’a pas forcément de sens).

Formellement : B(X™)
_ n
Mx(N) =) - A,
n>0 N——
moments entiers normalisés

Imaginons que Mx(A) < +oo, pour X > 0,\ > 0. Alors E(X"™) < +o0, pour tout n > 0.

Et X est déterminé par ses moments entiers. En effet, Mx(\) a un rayon de convergence

strictement positif, et détermine la loi de X. Cependant, si x ~ N(0,1), Y = X, alors :
n2
Vn>1:EY") =ez < +oo,et: VA >0: My(\) = +o0.

Et Y n’est pas déterminée par la suite (IE(Y™)),,. Autrement dit, il existe Z de loi différente
et telle que : Vn > 1: E(Z") = E(Y™).
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Exemple 1.1.16 Nous avons, pour tout ¢ > 0, pour tout A > 0 :

1 +oo 1 y
=E e M| =— Ot gy = — = le changement : z = —>— | .
L, (N [e } ) /0 e ' de T avec le changement : T

En conséquence :

Proposition 1.1.17 (Identité en loi gamma) Pour tous s,t > 0: Yiys = vs + Vi, 0U s

et v sont indépendantes.

PREUVE DE LA PROPOSITION 1.1.17 : En effet, la transformée de Laplace de deux membres

1
de l’égahté vaut : m O

Proposition 1.1.18 (Intégrale de Frullani) Pour tous a,b> 0 :

+o0 e—ta o 6_tb a
Z(a,b) :/ C—C dt=In(-).
L )

s dt ds
PREUVE DE LA PROPOSITION 1.1.18 : En effectuant le changement : ¢t = —, 5 =5 on
S

b +oo o=t e—)\t
a:Z(a,b) =1 (1, > . En considérant, pour tout A > 0: Z(1,\) = / fdt, nous
a 0

avons : a7 Too
7(1,1) =0, —(1,)\) = “Mdt =
=0 o= [

>| =

b

Alors (par intégration par rapport a A) : Z(1,A) = In(\). Avec A = —, on obtient le résultat.
a

O

1.2 Loi Béta

Définition 1.2.1 Soient a,b > 0. On appelle Intégrale eulérienne de deuxiéme espéce :

1
Bla,b) = / 11— L,
0

['(a)L(b)

Proposition 1.2.2 Pour tous a,b > 0: B(a,b) = m
a

PREUVE DE LA PROPOSITION 1.2.2 :
On a, d’apres la Proposition 1.1.17 : 7,44 £ Yo+ En effet, on identifie alors les densités.
1
xa—f—b—le—x

A gauche : “———
gauche Tlatb)
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c—1
A droite : Si, pour ¢ > 0, f.(u) désigne %e_u]l}oj_s_oo[(u), alors la densité de v, + 7
c
pour tout x > 0 est égale a :
+oo (35 o y)a—lyb—l
o(T — dy=e" —— =
/R fa(z =) fo(y)dy /0 M) W

:EaerflefJ; 1 L b1
= —_—— 1 —2)%"2"""dz.
oS Ty 1)

Or, un simple changement ¢ = 1 — z prouve que B(a,b) = B(b,a), et donc nous
T'(a)T
obtenons : B(a,b) = B(b,a) = 1“((2)_1_(:))'
O

Définition 1.2.3 Soient a,b > 0. On appelle variables aléatoire Béta de seconde espece, la

variable notée B, de densité par rapport a la mesure de Lebesgue, égale a :

Lla+0b) . -
Wt Y1 =)0 4 (1).

Déterminons la fonction génératrice des moments d’une telle loi :

Proposition 1.2.4 Pour tous a,b > 0, on a l'identité, pour tout réel X :

+oo 1
(@n  \n_ Tla+b) tra— -
> 7(a+b>nn!/\ = F(a)F(b)/O M1 — ¢)P Lt

n=0

PREUVE DE LA PROPOSITION 1.2.4 : Nous avons :

a 1
(o) = 15(((1);(?) /O Aa=1(1 — 1)t

D’autre part : E(eMev) = }: A PWap)
n=0
Or, pour tout s > 0, nous avons :

n!

sy Dla+b) 1 . 1., Bla+sb) T(a+s)I(a+b)
I a,b)—w/o L )t = = = Rt bt s)

(2.1)

, ny_ Llatn)lla+d)  (a)al(a)l(a+b) _ (a)n
Donc : pour tout n > 0, E(3;,) = T(@Tatbtn)  Ta(atbath)  (atbh

D’ou I'identification annoncée. O
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Définition 1.2.5 On appelle fonction de Kummer (ou hypergéométrique confluente de premiére espéce),

de parameétre ¢ > a > 0, la série entiére en z € C :

11

c (@) n!  T(a)(c—a

n=0

a X (a), 2" c
;Z] — Z ( )ni _ F( ) ) /01 eztta—l(l _ t)c—a—ldt — E(ezﬁa,c,a)‘

Proposition 1.2.6 (Identités en loi Béta) Pour tous a,b >0, et pour b > c:
L
a’) ﬁa,b = ﬁa,c j<L /8a+c,b—c'

F(a+b) b—+o00
)t N

L
C) Ya = Ba,c j<L Ya+c-

1 c
d — 1=+ 7:
)ﬁa,b A1 ¢

b°, et bBay —— Ya.
b—+o00

Remarque 1.2.7 Voici deux rappels :
i) Soit X une variable aléatoire positive a densité f par rapport a la mesure de Le-

besgue, et soit ¢ > 0, alors ¢X a pour densité par rapport a la mesure de Lebesgue :

lef(f).

¢’ \c
x d 1 /x
En effet : P(cX <z) =P (X < 7), et donc : o [P(cX <z)]=-f (—) .
c x ¢’ \c
ii) Soient X,Y deux variables aléatoires strictement positives indépendantes de densités
X
par rapport a la mesure de Lebesgue égales respectivement a fx, fy. Alors v est de

densité par rapport a la mesure de Lebesgue est définie pour tout u > 0 par :

“+oo
fx(u) = /0 Fx(uy)yfy (9)dy.

Y

En effet, pour toute fonction mesurable positive g :

elo(3)] = [ o (%) s@mtianea = [ o ([ retwmusa)

Yy

Et 'on identifie la densité.

PREUVE DE LA PROPOSITION 1.2.6 : ( )
a)n

———— et a droite :
(a+b),

a) On identifie les moments entiers de chaque coté. A gauche :

(a)n (a+c)y N (an)

(a—l—c)nx(a—i-c—i-b—c)n (a+0)y

D’ou le résultat.
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b) D’apres le (a), on en déduit que : bfq, £ Ba,e X (bBatep—c) -
i

D’autre part, en utilisant la remarque (a) précédente, bf,; a pour densité :

sttt () () e = i 0 5) ™ e

PR Ka®le™ ™o (),

+00 -1
ou K est la constante égale & : [/ :L'“_le_xdx} =
0

I'(a+0)
['(a) b-too

1

I'(a)’
Nous en déduisons donc que : b®. Et le lemme de Scheffé nous permet

de déduire que : bB,p £ Ya-
7 b—+oo

c) En utilisant (a), en partant de 1'égalité en loi : b3, £ Ba,c % (bBatep—c), en faisant
1
tendre b vers 400, le membre de gauche tend en loi vers 7,, et a droite bB,4p—. tend
en loi quand b tend vers +00 vers v,4.. Ainsi on obtient : 7y, £ Ba,e X Yate-
1

Voici une démonstration alternative, pour tout s > —a > —(a + ¢), et sachant que :

T r
E(B,.) = FEZ)—{I_‘(S&) +(CCL j: 3, alors, par indépendance :
S s s F a + S s
B [(Bne X 200 = E(32.) X Bliise) = ™) =Bl

d’ott, pour tout s > —a : E [(ﬂw X 'ya+c)s] = E(v%). Les moments fractionnaires
1

(transformée de Mellin) sont les transformées de Laplace du logarithme des variables

aléatoires, donc caractérisant les lois, cela suffit pour conclure.

1
d) Posons Tj,, = — — 1. Alors pour tout > 0 :
a,b
Fr (@) =P(Tyy<2) =P (—— <z+1) =P (Bap> — I-F, !
x) = xTr) = X = _ = | — .
Ta,b ab = Ba,b_ a,b—x_i_l Ba,b l’—f—].

Ainsi :

d 1 1
I, :aFTa,b(x) =— (_(l’+1)2> f8ap <x+ 1)

. 1 F(a + b) 1 b—1
(z+1)2 % ['(a)T'(b) x (x4 1)o—1 (1 T+ 1) ]l[o,+oo[(a:)
_Pla+b) 4 1

“T@ro)® X @ e ol @)
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D’autre, grace a la derniére remarque (b), pour tout > 0 :

+o0 (xy)b—l —x ya_l .
fu () :/0 r) ¢ Boteel(@y) Xy X Fse o ool (4)dy:

+oo
_ / wb—lya-&-b—le—y(xﬂ-l)dy
b) Jo

:L'b_l “+o0o Za—i—b—l
= — —— |
(z=y(=+1)) '(a)T'(b) /0 (@+ et

D’ou le résultat.

([l
1.3 Identités sur la fonction I
1.3.1 Formule de Gauss
Théoréme 1.3.1 (Formule de Gauss) Pour tout z > 0,
| z
I'(z) = lim nn :
n—+oo z(z +1)... (2 +n)
PREUVE DE LA PROPOSITION 1.3.1 (PROBABILISTE) : Soit (L1, ..., L;,) un échantillon de

~v1 = £(1). Dans un premier temps, on montre que

L L
Xn:Ll_i_?z_F..._F?némax(Ll’...,Ln).

Soit x € R.

P (max(Ly,...,Ly) <z) = [[P (L <2)=(1-e )"
k=1

Pour 'autre variable aléatoire, on procede par récurrence sur n > 1.
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Le cas n = 1 de I’égalité est trivial.

L
P (X1 < o) = (Xn <a- ﬁi)

Ly,
/0 P(X —y) fa(y)dy ol f,, est la densité de p ji

/ (1 —e ). (n+ 1)e~(+Dygy
0
/ (n-+ 1) Ve — e ) dy
0
1
= / (n+1)(z — e *)"dz par le changement de variables z = e
/ (n+1)(2)"dZpar Z=2z—¢€""

0

— (1 _ efz)nJrl.

On considere Y;, = max(Lq,..., L) —In(n).

P (Y, < z) = P[max(Ly,...,Ly,) <z +In(n)] = (1 - e*ﬂ?*ln(n))n

e T\ " e
:<1— > ——e ¢ .

n n—-+oo

Or x — e~¢ " est la fonction de répartition de G = —In(£(1)). Donc Y, converge en loi
vers G.
Donc

VA <0, E (e)‘y"> _ _E (e)‘G)

n—-+00
On a, VA € R,
+o0
E (eAG> = IE)( 7)‘1n(L)) =K (If)‘) = / e dx
0

d’out

Par ailleurs, VA € R,
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D’ou :

1 — 1
AYn) _
V)\<1,E<e )_m||1_2

1, k
=-n Hiennotantz:l—)\
n k—1+=z
k=1
n+z n? n!
on z(14+2)...(n+2)
On conclut, puisque (n i z> 1, que pour tout z > 0 :
n n—-+oo
: " r(1- ) =r()
n- - - == Z).
z(142)...(n+2z) n—+oo
O
1.3.2 Formule de Weierstrass
Théoreme 1.3.2 Pour tout z € C,
1 +00 5 /
_ vz 1 7) —z/n
() ze H ( + " e
n=1
ot 7y désigne la constante d’Euler-Mascheroni.
PREUVE DU THEOREME 1.3.2 (PROBABILISTE) : On démontre la formule pour z > 0.
n n
zZ\ _ _ 1 k+2z
z]}:[l(l—kk)e 2k = 5 e %ZEU ’ ou v, = H, —In(n)
1 n
—_ 5, In?
=e nz-n!H(Z+k)
k=0
1
e 7* d’apres la formule de Gauss.
n—+o0 I'(z2)
O

Corollaire 1.3.3 Soit (Li)r>1 une suite i.i.d de loi £(1). Alors :
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PREUVE DU COROLLAIRE 1.3.3 Soient L ~ &(1) et z € C tel que Re(z) > —1.
E (ezln(”) —B(L*) =T(z +1).

D’apres la formule de Weierstrass :

In(L) too ez/n
zln =z

E (e > =e H 112

n=1 n

W |
= lim e*HMn7?
n—-+00 kl;[l 1+ %
nZ

notoo (14 2)... (14 2)

= HETOO]E {exp [z (ln(n) - l;:)] } .
k=1

En particulier, il y a convergence simple des fonctions caractéristiques. Donc d’apres le

théoreme de continuité de Lévy, il y a convergence en loi. O

Remarque 1.3.4 Si L ~ &(1) alors —In (L) est une variable aléatoire dite de Gumbel (loi
extréme de type I).
On a

—x

P(—In(L) <z)=P(L>e®) =e°

Ainsi —In(L) est de densité z — e=*7¢"" sur R.

Théoréme 1.3.5 (Formule des compléments) Pour tout 0 < z < 1,

™

I'iz) I'1l — 2) = .
(2) I( ) sin(7z)

Il y a plusieurs démonstrations de la formule des compléments. On peut procéder par théoreme
des résidus ou utiliser la formule de Gauss. Voici la démonstration a ’aide de la formule de
Gauss (Théoreme 1.3.1), nous avons besoin de 1’égalité (qui sera prouvée a 'occasion de

létude des zéros de la fonction de Bessel de premiére espece) valable pour tout z complexe :

sin(rz) = mﬁ <1 - ZZ) . (3.1)

PREUVE DU THEOREME 1.3.5 Nous avons, d’apres la formule de Gauss :

F(z)T(1—2)= lim v,(2),

n——+oo
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ol : -
n*n! n —*nl

et (zhn) -2 —2)n—2)mtl—z)

vp(z) =

Nous avons alors :

n
n 1
vp(z) =
n(2) Z(n+1_z)k1_[11—23

D’ou, grace a I'égalité (3.1) :

1.3.3 Formule de Malmsten

Théoréme 1.3.6 (Formule de Malmsten) Pour tout A\ < 1,

+oo du
[(1—M\) =exp (7)\ +/ (M —1— )\u)e> .
0

PREUVE DU THEOREME 1.3.6 On a

“+o0 —+o00
L1 1 I S
et —1 et 1—e ¢ ev
n=0 n=1

D’ou, d’apres le théoreme de Tonelli :

/0+°° <€f/\u —u— 1) u(eju—l) _ nz:/o*m (e,,\u o 1) %e,nu

Ainsi, grace a la Proposition 1.1.18

~+o00 d n
YA+ / (= 1= ) (7“ = lim (A= AH,+Y Ty,
0 u

U — —
e 1) notoo =

. - p
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Donc
oo du 1+ k
Au 1 ) = : - | | v
exp (fy)\ + /0 (6 1 Au) u(ev — 1)> nEI—sr—loo nA P E—X\

Or on a vu dans la démonstration de la formule de Gauss (Théoreme 1.3.1) que :

1 1 1 1 &4k
FA=2)= lim °X (1—A1_g> =t s

Corollaire 1.3.7 a) La fonction A — T'(1 — \) est croissante sur |0;1].
b) T'(1) = =

PREUVE DU COROLLAIRE 1.3.7 D’apres le théoréeme de dérivation sous l'intégrale (appliqué

localement)
du

e —1

+o0
;}\In(F(l—A)):’H/O (X — 1) >0,

Ainsi Papplication A\ — In (I‘(l — /\)) est strictement croissante sur |0; 1[ ce qui implique la

stricte croissance de l'application A — I'(1 — A) sur le méme intervalle.

En particulier

d —T'(1-X\)
— In(I'(1 - X\)) = =
dA 2o n (I ) L(1-X) |2 !
c’est-a-dire
(1) = —y

Proposition 1.3.8 (Formule intégrale de v) Nous avons :

+0o0 -z —x
’y = / ( ¢ - e) dl’
0 1—e® T

PREUVE DE LA PROPOSITION 1.3.8 Nous partons de la défintion de la constante d’Euler

Mascheroni :
= i 1+1+ +1 In(n)
v=lim 5 - n(n).

Or,

n

1 I T kg 5
1+2+~--+n_; AL (3.2)
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D’autre part, d’apres la Proposition 1.1.18 (intégrale de Frullani) :
+oco _—x _ _—nz
In(n) = / S (3.3)
0 xr

Combinant les relations (1.1) et (1.2), et faisant usage de la convergence monotone (deux

fois) :

O

Conjecture 1.3.9 v appartient-il a Q ? De nombreuses recherches ont été faites sur cette

question...Sans réponse a l’heure actuelle.

1.3.4 Fonction digamma

Définition 1.3.10 Pour tout z > 0, on définit la fonction digamma par :

I'(2)
w(z) - F(Z) .
Proposition 1.3.11 i) De la méme maniére que I' est une généralisation de la facto-

rielle, 1 est une généralisation du nombre harmonique :
Vne]N*:w(n+1):Hn—~y:1+...+%_7.
it) Généralisation : pour tout z > 0 :
Y +2) = +9(2)

PREUVE DE LA PROPOSITION 1.3.11

i) Tout d’abord, grace au Corollaire 1.3.7, nous avons : ¢ (1) = = —9.

Ensuite, pour tout n € IN* :

1 I"(z) 1 _ 1xDI(n)+nxI'(n)
vln) + n  I'(z) n n x I'(n)
_ET@N () _ [P+ 1)](n) A
=0~ TmiD (par concaténation)
I'(n+1)

= mzzﬁ(n#—l).
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D’ou le résultat.
ii) D’apres la formule de concaténation : I'(1 4+ z) = 2I'(2), en passant aux logarithmes,

puis en dérivant :

T (1 + 2)] = In(z) + W[(z)] = o2 1

Dot : (1 + 2) = % +(2).

Proposition 1.3.12 Pour tout z > 0,
00 1
/ J—
T/J(Z)—§ (z+n)2'

n=0

PREUVE DE LA PROPOSITION 1.3.11 D’apres la formule de Malmsten, pour tout s > —1:

too dx
M+ 9] ==+ [ e = 1)
teo e *dx
S —sT _q e %
734—/0 (e —i—sx)x(l =

D’apres le théoreme de dérivation sous le signe somme deux fois :

2 +oo 32 e *dr
o) = ) = [ e ]

ds? ds? x(l—e®)
+o00 —z(s+1) 400 +00
= / xei,dl‘ :/ ge~ 2+ (Zem> dz
0 I—e® 0
n=0

+00 400
= Z / ze~ M dg (dapres le théoreme de Tonelli)
n=1"0

DI
= —.
— (s+n)

Corollaire 1.3.13 Pour tout z > 0:

—+00

1
W) =7+ (=D
! g(nﬂan)
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PREUVE DE LA PROPOSITION 1.3.11 On intégre la derniére formule sur Uintervalle [1, z|, et

en faisant usage du théoreme de Tonelli :

+00 oo
06 = v =0 +1 =3 (47— 210 SR MoesT o)

n=0

O

Remarque 1.3.14 On retrouve, grace a ce dernier calcul, que la fonction I' est strictement
log-convexe sur |0, +oo[. Et comme nous avions prouvé la log-convexité de I' sans passer par

cette derniére proposition, I'on pouvait deviner que v est croissante sur |0, +oo.
Proposition 1.3.15 (Formule intégrale de ) Pour tout z > 0:
+o00 —x —xz
e e
z) = — dz
¥(2) /0 < x 1- ea’)

PREUVE DE LA PROPOSITION 1.3.15 Partant de la fin de la derniere démonstration, pour
tout 2 >0, (z=s+1):

+OO +oo
Y(z) = Z /0 ze~ R dy

k=0

+o0o
= / (Z e ) dz (d’apres le théoreme de Tonelli)
0
/+°° s, xdw
= e .
0 1l—e*
Ainsi, pour tout z > 0 :
o=
- +°°/
= / 7dx.
0 1—e2

D’autre part, nous savons que : (1) = = —~. Or, d’apres la formule intégrale de ~y

dxdu

dud:c (d’apres le théoréeme de Tonelli)

(Proposition 1.3.8) :
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Ainsi :

29
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Chapitre 2

Loi et fonction de Mittag-Leftler

2.1 Formule de Legendre-Gauss

Théoréme 2.1.1 (Formule de multiplication de Legendre Gauss) Pour tout z > 0,

et pour tout m € IN* :

r <i> T (ZH) x o xT <Z+m_1) = (21)"T m3T(2).

m m m

Remarque 2.1.2 Voici une démonstration ”trigonométrique” du cas m = 2 :

2+ 1

I'(z)l < > = V/m272 (2z),

2 1
Ou encore : I'(z)I' T

) = /7 x 21720 (22).

Soit x > 0, alors :

1
= B(z,x) :/ 271 — )T tde
0

jus

= 2/2 [sin(¢) Cos(cp)]z(x_l) sin(¢p) cos(¢)dy en posant t = (sin(p))?
0

jus . 2(z—1) .
_ 2/2 <81n(2<p)) " sin(2¢p) dy
; 2 2

2 [T, o
— 223:_1/ (sm(2<p))2 Yde
0

= 2272 % /0 W(sin(@b))%_ldw.

31
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Or, la fonction sin prend les mémes valeurs dans [0, g] que dans [g, 77] Donc :

o 2—2x g sin 2rx—1
St = 27 [ s g,

Effectuons le changement de variable u = (sin(v))?, alors :

du = 2COS(¢) Sll’l('(,b)dlb = QMﬁdw, donc dw = 21\/ﬂ\/,7
— U/ U

et donc :

L(z)I'(x) 2-2 /1 -1 du 1-2 /1 -1 -1 1-2 <1 >
= Q44 T3 % = 27T =41 — 2du=2"*B| -,
T'(22) Ou oV —ava Ou (1 —w) 2du 5
1 rr
Enfin : B (,x) = M D’ou le résultat.
2 I(5+2)

PREUVE DU THEOREME 2.1.1 Pour tout z > 0, pour tout k entier compris entre 0, et m — 1,
dans Pordre grace a la formule de concaténation (Proposition 1.1.4), la formule de Gauss

(Proposition 1.3.1) et la formule de Stirling :

(i)t e a)
m m m m m m

. V2mn x (2)" x it 2rm™ x ()" x netm—3
= lim = lim
n——4o00 n—1 . X noyLoo 1 .
HO(E+E+J) _Ho(z—l—k—i-m])
J= =

m m
k= (z+ &+ myj)
Jj=0
m—1 (1.2)
) +(’Ex)
vV o2 X (M)mn X nm(ﬁ_%) xn (kz::O
= lim £
n—-+o0o m—1 n—1
II (z + k + my)
k=0 j5=0

Or, le produit au dénominateur parcours tous les restes modulo m avec tous les quotient de

0 & (n — 1), ainsi nous parcourons tous les entiers de 0 & mn — 1. Ainsi, en posant N égal a
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nm :

V™ X (22)™ s ()™ 2) x (e
1

= lim
n—-+00 mn—
H (z+1)
1=0
(1.3)
o V2T X (%)N x N*73 x m3~*
N—1>I—Ii-10<> mn—1
(z+1)
1=0
. Vo % V2rN (&))" x N*71 x ms—*
_N—1>I—Ii-loo mn—1

Dans ’ordre, grace a la formule de Stirling, la formule de Gauss, et la formule de concaténation :

mt z k N2 T X NI N oma T x (z—1)
Tr = lim
0

e m m N—+o0 ( )Nl_—Il( )
- z—1 z+1
1=0 (1.4)
=(2m)"7 m2 (2 = )T (z - 1)
=(2m) "7 m2 T (z)

2.2 Conséquences probabilistes, loi de Mittag-Leffler
Proposition 2.2.1 Soient a > 0, et m un entier naturel non nul. Alors :
L

Ya =M <'7

En particulier, nous retiendrons :
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PREUVE DE LA PROPOSITION 2.2.1 Considérons les variables aléatoires indépendantes,
suivant respectivement les lois : ye,Vati, -+, Vatm—1.
m m

Alors pour tout z > —a, d’apres le formule de Legendre-Gauss 2.1.1 :

o Tla+z) . T(%52)  T(“2H) D (===
B (€ B € B =y

m
a
m
=B (4£) xB (1F) x - x B (1 )

Comme la transformée de Mellin caractérise une loi, les lois sont bien égales. O

Théoréme 2.2.2 Pour tout « appartenant a ]0,1[, il existe une variable aléatoire X, > 0

dont la transformée de Mellin vérifie :

't +s
Vs> —1: E(X)) = F((l—i—ozs)‘)'
PREUVE DE LA THEOREME 2.2.2 Soient p < g deux entiers naturels non nuls, z un complexe
tel que Me(z) > 0. Rappelons que lors de I’étude de la loi S, 4, nous avions établi 1'égalité
(2.1) :

I'(a+s)I'(a+0b)

F'(a)T(a+b+s)’

Va,b>0, Vs >0: E(8;,) =

qui peut se prolonger a tout complexe s tel que PRe(s) > 0.

Alors, d’apres le formule de Legendre-Gauss 2.1.1, I’égalité (2.1) puis comme la Proposi-
tion 2.2.1 :

o) r(+)
RO e v e GO ) IR )
0 S
P P
e SGrQ) o rRe)r()  r(es) o r(sted)
() er(es) (R r() r()
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Notons Zp g = 1 1_1 X -+ X Bp=1 p-1_p-1 X
q’p q_IL 1 q ' p g 1

2.1 pour tout z complexe tel que PRe(z)0

- X yg—1. Alors, nous déduisons des égalités

X -
A1 1L q
ra+s) _ P(1+axs) £, N DAY
= —Zpq —Zpa .
F(1+§z) F(l +p§) pr pe
Par holomorphie des deux membres de I’égalité, on peut prolonger au domaine Re(z) > —1.

Pn

dn

v

Y]

Soit v appartenant a |0, 1[. Et soit ( > de rationnels de 0, 1[ convergeant vers a. Alors
nelN

exp <it In ( I Z;;jﬂn))] .
j2

définie sur R est la fonction caractéristique de la variable

pour tout réel ¢ :

it
D(1+it
F<1+Z—:zt) pn

(1 4+ it)

Ainsi la fonction ¢t —
r (1 n f;—:z't)

aléatoire : In

Et pour tout reel t:
I'(1+dt) (1 +at)
an

, qui est continue en 0.

D’apres le Théoreme de Levy, il existe une variable aléatoire In(X, ) de fonction caractéristique :

I'(1+it
t—> (;,Z), et qui vérifie la convergence en loi :
I'(1+ ita)
qn n L
In an an m ln(Xa)
pn
Dot : I gam £y
n—+o0o
o (1+3)
I'(l+s
E ticulier, tout s > —1: E(X?) = ———. O
n particulier, pour tout s (X?2) T+ as)

Définition 2.2.3
— La variable X, du Théoréme 2.2.2 est appelée variable de Mittag-Leffler de paramétre «.

— On appelle fonction de Mittag-Leffler de paramétre o appartenant a ]0,1[ (fonction

introduite dans les années 1890), que l'on note E, la fonction génératrice de X,

E,(z)=E (eZX‘*) .
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Définition 2.2.4 — On dit qu’une fonction f définie sur )0, +oo[ est complétement monotone

st elle est indéfiniment dérivable sur cet intervalle et telle que pour tout entier naturel :
df
den

— On dit qu’une fonction f définie sur [0,4o00[ est complétement monotone si elle est

vt >0: (—1)"SLt) >o.

de plus définie et continue & droite en 0.

Proposition 2.2.5 Soit a un réel de |0, 1[. Nous avons :
— La série entiére de Eo(z) a un rayon de convergence infini, donc la fonction de Mittag-
Leffler E,(z) est holomorphe sur C.

— Pour tout compleze z :

+o0 n
E,(2) :nz:% T ran)

— La fonction x — E,(—xz) est de classe C* sur R, continue a droite en 0, et d

dérivées de signes alternés :

dn

Donc E, est complétement monotone sur RT.

PREUVE DE LA PROPOSITION 2.2.5
1

[ d’ pa
T(1+an) & PFS

— Considérons la série du membre de droite, alors, en notant a, =
le formule de Stirling :

—(1+na)

_1
an™ o~ (\/ﬂ) " (1+an)7%70‘+ie —n
n——+oo
[ In(v2m) 1
n

1
= exp + -+« exp[(—a—)ln(l—kna)} —e*x0=0.
n 2n n—+00

Le rayon de convergence de la série est donc infini.
— Ainsi :
400 +o00
E(X™)2" I'l1+4n)z
E = _— —_—_—
a(2) ng() n! ng n! T(14 an) Z I'(1+an)

— Nous avons, pour tout z > 0 :

dn = .
D g (B 2) = ];l T+ an)(k—n)l =
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2.3 Théoreme de Bernstein, autre construction de la loi de
Mittag-LefHler

Théoréme 2.3.1 (Bernstein) Soit f : [0, +00[—]0, 00| de classe C°.

— La fonction f est complétement monotone si et seulement si c’est la transformée de

Laplace d’une mesure borélienne positive finie v sur [0, 4+o00[ telle que :

Ve >0: f(z) = /+00 e tdu(t).
0

— Si f(0) = 1, alors v est une mesure de probabilité. Et alors, il existe une variable

aléatoire réelle X,, de loi égale a v.
+oo
Ve>0: f(z) = / e dv(z) = E [e "] .
0

PREUVE DU THEOREME DE 2.3.1 Le ”si” est une conséquence du théoréme de dérivation
sous le signe intégral. Montrons le ”seulement si”. Soit f une fonction numérique définie sur
R complétement monotone.

Alors, pour tout entier naturel n : & — (—1)"f(")(z) est positive décroissante sur R*. Ainsi

pour tout entier naturel n : (™ admet une limite en +o0, et cette limite sera notée f() (+00).

Premiere étape : D’apres la formule de Taylor avec reste intégral, pour tout entier n > 0,

et pour tous réels x,a > 0 :

! (2) (n) z r(nt1)
f@-f@) = et wmapi 0 oy [T 0 0y
(3.1)
Pour tout entier n > 0, (—1)"f(") = ‘f(”)| , et comme (—1)"f(™) est décroissante sur

R™, alors, pour tout x > 0 : (méthode des rectangles (inégalité de la moyenne)), pour

tout réel z > 0 :

10@] <2 [Car
_2x (=D (1@ - 1o (2)) (3.2)

-2t - ()]

2 1
Des lors, pour n = 1, au voisinage de +oo, |f'(z)] = =o(1) = o (), puis grace a
x x
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I'inégalité (3.2), par récurrence :

Vn >0 ‘f(")(:r)‘ _ <1) . (3.3)

xn
Des lors, en faisant tendre vers 400 le réel a dans I'égalité (3.1) et faisant usage de

3.3, on obtenons, pour tout réel x > 0 :

x (n+1)
f@) - pioe) = [ LW

too n!

_1\n+1 +o00
(z —y)"dy = (1n),+/ (y — )" " (y)dy.

(3.4)

En effectuant le changement de variable y = %, la relation (3.4) devient :

) - s = G () () e ()

On a donc montré que :
+oo

V2 0.¥n € N/(O) : f(@) ~ f(+o0) = | an(atidpnlt) (3.6)

T\ "
ou ¢p(x) = (1 — E) Ljg (), et pn est la mesure sur RT ayant pour densité par

rapport & la mesure de Lebesgue la fonction positive :

v (810 ()

Des lors, par le Théoreme de Beppo-Levy, cette égalité reste vraie pour = = 0, soit :

Yn € N/{0}: f(0) = f(+00) = pn(RT). (3.7)

Seconde étape : Les mesures (uy,), pour tout n > 1, ont, dans I'espace des mesures de

Radon M™(R™") finies sur R, toutes pour norme : R = ||u,|| = f(0) — f(400).
MT(RT) est le dual topologique de I'espace Co (R™) des fonctions continues sur R™
tendant vers 0 en +oo, muni de la norme uniforme | - ||o. Muni de la topologie
x-faible, la boule (en fait la sphere) fermée de centre 0 de rayon R est compacte
d’apres le Théoreme de Banach-Alaoglu, et métrisable (car (Co, || - ||o) est séparable).
Le Théoreme de Bolzano-Weierstrass s’applique, il existe donc une sous-suite (fin, )k
«-faiblement convergente, vers une mesure positive u. (qui est encore de normé égale
A R = £(0) - f(+00))

Alors nous allons montrer que f est la transformée de Laplace de la mesure v =
f(400)dp + p. En effet, tout d’abord puisque (g, ) converge *-faiblement vers p :

+o00 400
| e o [ e antn
0 k——+oo 0
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D’autre part, (¢,), converge uniformément sur R* vers la fonction g : t — e™t. Et

alors :

+oo
/0 (¢nk (.I‘t) - e_xt) d,unk

L’inégalité, pour tout x > 0 :

< Rl[¢n; — glloo —— 0.
k—4o00

s - [ emann| = [0 - s - [T eau)

+oo +o0
< | [T ontetun - [ eau)
0 0
+00 —+o00 “+oo
<[ @ttt dno| 4| [ e a0 - [ eau)
0 0 0
permet de conclure. Tout le résultat est valide méme sans f(0) = 1. Mais le cas

f(0) =1 offre une mesure v de probabilité.

Complément : Sil’on abandonne ’hypothese de continuité a droite en 0 pour f, ’équivalence
reste vraie mais seulement sur |0, +00|, et pour une mesure positive v pas forcément
finie mais telle que toutes les mesures e~*dv/(t), pour a > 0 soient finies.

En effet, pour tout a > 0, la fonction x — f(a + x) vérifie les hypotheses du raison-

nement ci-dessus, ainsi notons v, la mesure associée telle que :
+oo
Ve>0: fla+z)= / e " dy, (t).
0

Et pour tous 0 < a < B, on a :

+00 +oo
Ve >0: /0 e dug(t)= f(B+az)= fla+B—a+z)= /0 e~ B=e+tqy, (1).

La transformée de Laplace des mesures est injective, donc pour tous réels g > a > 0,
vg admet comme densité par rapport a v, la fonction ¢ —— e (B-a)t,
Il existe alors une unique mesure borélienne v ayant pour densité, pour tout o > 0,

par rapport a v, la fonction ¢t — e, telle que :

Ve >0: f(z) = /+°0 ey, (t) = /+00 e tdu(t).
0 0

(Ainsi les valeurs de la fonction complétement monotone f sur les intervalles [or, +-00]
pour o > 0 déterminent la fonction sur tout |0, 4o0l.)
O
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Remarque 2.3.2
— Ainsi, nous pouvions définir la fonction de Mittag-Lefller de maniére ad hoc par le biais
du (iii) de la Proposition 2.2.5, en faire I’étude et constater que z — E,(—x) était
complétement monotone sur [0, +oo[. Le Théoréme de Bernstein aurait alors garanti
I'existence de la loi X,.
— On a facilement que pour tout « de 0, 1], la fonction = —— E,(z) est croissante
en x sur RT. Mais dans I’étude des fonctions spéciales, il est courant de regarder le

parametre comme une variable. La question de la monotonie de o« — E,(z), = fixé

. . 1 .
est encore une question ouverte. Précisément sur {2, 1| la décroissance est connue,

. . 1
mais la décroissance sur [0, 3 n’est pas encore démontrée.

2.4 Extension fractionnaire de I’exponentielle

Remarque 2.4.1 La fonction de Mittag-Leffler est une extension ”fractionnaire” de I’expo-
nentielle puisque :
Ve e R, Ei(z) = €.

L’objectif de cette section est d’étudier une autre extension fractionnaire, via la loi a—stable

positive.

_1
Définition 2.4.2 Pour tout « de |0, 1], on pose Zo = Xo *, 0t X4 est la variable de Mittag-
Leffler.

Zq est la variable stable positive d’indice o (ou de loi a—stable positive).

Remarque 2.4.3 Nous avons immédiatement, pour tout réel x :

E (exZ;a> =E (e"**) = E,().

Lemme 2.4.4
i) Pour tous \,s >0 :

A8 = L /+OO 6_>\$$S_1d$
L'(s) Jo

it) Soit X une variable aléatoire presque surement strictement positive, alors pour tout

s>0:
1

“+oo
E(X™%) = F(s)/o E (e*wX) ¥ e
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i11) Pour tout X > 0, et pour tout s appartenant a]0,1] :

1—s [T
N / (1 —e M)z~ 1dz.
L'(s) Jo

PREUVE DU LEMME 2.4.4

i) A laide du changement de variable ¢t = Az :
+oo +oo
I'(s) = / et = AT x )\/ ¥ le My,
0 0
ii) D’apres le (i), pour tout s > 0, nous avons presque strement :

+o00o
X% (w) = 1 / e X W51y
I'(s) Jo

Alors d’apres le Théoreme de Tonelli :

1 Foo ¥ 1 Foo
-5\ _ —zX(w),.s—1 _ —zX\ ,.s—1
E(X™%) ) /0 /Qe 2*7dP(w)dx ) /0 E (e ) 25 Nz,

iii) Les deux membres de 1’égalité & prouver valent 0 si A vaut 0. Il suffit de vérifier que

leurs dérivées sont égales. D’apres le Théoreme de dérivation sous le signe / :

d s S too —\z —s5—1
d)\[A_F(l—s)/O (1-e)a df”]

= s\t - _5 /+OO re Mar— Iy
F(]. — 8) 0
1 +0o0
=3 [/\“ — F()/ e”x“ldx] avecu=1—s
u) Jo

= 0, d’apres (i).
O

Les trois propriétés suivantes (plus la Remarque 2.4.3) caractérisent chacune la loi a—stable

positive :

Théoréme 2.4.5 Soit Z, de loi a—stable positive, pour o« appartenant a 10,1[. Elle est
caractérisée par l'une des trois égalités suivantes :

i) Pour tout s appartenant a |0, of:
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it) Pour tout réel x > 0 :
E (e_xz(’) =e ",
i11) Pour tout réel x > 0 :

+o0
E (e_g”Z“) = exp [/0 (e‘w — 1) F(la_a)qﬁlﬁa
PREUVE DE LA PROPOSITION 2.4.5 Ces égalités caractérisent la loi de Z,, car il s’agit de
formule portant sur les transformées de Mellin et de Laplace de Z,,.
i) Nous avons pour tout s appartenant a |0, «: —2 > —1, alors grace au Théoreéme 2.2.2,

nous avons :

E(Z:) = E (Xﬁ) m

ii) Appliquons le Lemme 2.4.4 (ii), pour X = Z, :

T gy 1. (142 B s
/0 E(e %)% dr = IWF(S) = éI‘ (—) ,

s toeo oo 1 s
r <—> = a/ E (e_SZ“) ¥ N = / E <e_y°‘Z°“) yotdy, (4.1)
0 0

(07

soit :

avec le changement de variable x = yé
Cette formule (4.1) peut étre interprétée comme une formule donnant la transformée
1
de Mellin M de la fonction f, : y — E (e_y“ ZQ) , C’est-a-dire :
S S
Vs > 0: M(fa) (f—1) :r(f).
e o
Or, pour tout s > 0,
“+o0o
S N 21 —y o S
My = exp(—y)] (* - 1) = / yo e Vdy =T (*) :
[0 0 «
Par injectivité de la transformée de Mellin, on a pour presque tout y > 0 :
E e_yéZ“ =e Y.
Les deux membres étant réguliers, 1’égalité a lieu pour tout y > 0, alors avec y = =% >

0, on conclut :

@

E (e*mZ“) =e 7.

iii) En appliquant le Lemme 2.4.4 (iii), avec s = o, et * > 0, on a :

o « /+oo (1 B —tm) tafldt
T T —a) c ‘

Or d’apres (i) : In [E (e_xz‘*)] = z“. D’ou le résultat.



2.4. EXTENSION FRACTIONNAIRE DE L’EXPONENTIELLE 43

Remarque 2.4.6 Le (iii) de cette Proposition 2.4.5 dit que la transformée de Laplace est

du type Levy-Khintchine, ces formes seront étudiées au chapitre des moments Gamma.
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Chapitre 3

Fonction de Bessel

3.1 Définitions et premieres propriétés

3.1.1 Les cas d’indice entier

Définition 3.1.1 Pour tout entier naturel n et pour tout complexe z, on pose :

1= (5)'S e (3

C la séri tie d mfini 1 < L l
omme la série entiére a un rayon de convergence infini (ay == ———————— < — |, la

Y J BT R tn — k) 22k = K
fonction J, est bien définie.

On Uappelle fonction de Bessel de premiere espéce d’indice n € IN.

On pose également, pour tout entier naturel n et pour tout complexe z : J_p(z) = (=1)"Jn(2).

Remarque 3.1.2 Dans le cas n négatif, la définition de J,, est légitime. En effet, en fait,

pour tout p > 0, lorsque n <1 —p: limI'(z 4+ 1 + p) = to0.
r—n

Ainsi, 'on peut considérer comme nul, sin < 1—p. Donc :

T(l+p—n)
+00 too
(_1)p 2p—n 2\ 2p—n
;M() "L § p+1_np|(§)
_ R (=1)tn (5>2<q+n>—n
D(g+n+1-n)(g+n) \2

=0
+oo

_ n (_1)q z 2q+n

= (=1 q—zo I'(g+1+n)g! (2) ’

45

=)
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car I'(g+ 1)(g+n)! =T(g+1+n).

Proposition 3.1.3

Ve C/{0}, Ve € S 1 (2) = exp ['; (t - 1)] .

neZ

z
PREUVE DE LA PROPOSITION 3.1.3 En notant ©u = — :

2
400 k
AN (ut)
P (?) L
SR IC)
TP T 2w
D’ou par produit :
p 1 (ut)k un L " (_1)luk+l
exp[z(t—tﬂ =3 i (p) = X | | e =k
k,l€N nez k>0
_ Z o Z u2l+n<_1)l
1
= N ({+n)l
I+neN
. n n 2l+n
S0 (5 Spvs )+zt > i
nelN n<0 I>—n
_ ", g +n u2k—n t k= l
= Z +Z Z k:' en posant k =n +
neN n<0 k>0
_ n n AN (_1)k z\ 2
=2 ")+ ) (-1)" % (5) 2 (k —n)! (5)
neN n<0 k>0
Y Y L)
nelN n<0

Corollaire 3.1.4 Pour tout entier m, pour tous x,y complexes :

m(T+y) = ZJ (y).

nez
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PREUVE DE LA COROLLAIRE 3.1.4 On procede par série entiere puis identification :

5 ) = e [THY (- )| = (S ) | Sew)

mez PEZ €2
= > ) Ty = Y (ZJn@f)Jm—n(y))-
p,qgEZ meEZ \n€z

3.1.2 Cas d’indice non entier

Définition 3.1.5 Soit un réel v, et soit z appartenant ¢ C/R~. On pose :

Z\Y = —1)k z
Tu(z) = (5) kzzo k! r((y +1)1+k) <§>2k'

Cette fonction J, est appelée fonction de Bessel de premiére espéce d’indice v.

Remarque 3.1.6
— Encore une fois, par le méme argument que pour n entier, la série entiere ci-dessus est

de rayon de convergence infini pour tout réel v. Et donc J,, est holomorphe sur C/R~.

3.2 Zéros et factorisation de la fonction de Bessel

Nous aurons besoin des résultats de cette section a 1’occasion de I’étude du processus de
diffusion de Bessel.
Hormis pour z = 0, pour v > 0, les racines de la fonction z — J,,(2) sont celles de la fonction
paire :
+00
(—1)P ( z > 2p
Z— —_— | =
p_zo p! T(v+1+p) \2

Théoréme 3.2.1 Soient v > —1, et H, : L*([0,1],dz) — L([0,1],dx), ou :

o () o

Alors H, est un opérateur auto-adjoint et de Hilbert-Schmidt.
+00

400 “+00
Soit alors sa représentation spectrale : f = anen — Ho(f) = Z)\nfnen, avec ZA% < +00.
n=0 n=0

n=0

Hs) o [ Vares -0+
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Alors les zéros de J, sont tous des réels, et ses zéros strictement positifs j,,, sont :

2(v+1)

Yn>1:j,,= 3
mn

Définition 3.2.2 Soit Zanz” une série entiére de rayon infini.
n>0
L’ordre de la série entiere est le réel p défini par :

1
p = lim sup nin(n)

n—+o0o |p (ﬁ) '

Exemple 3.2.3 Dans le cas des fonctions de Bessel de premieére espece : pour Jy(z) :
(14 .
gy = ——"————a = 0.

2p p! T(v+1+p) 2+l

Alors :
p = limsup 2pIn(p) =1
notoe pIn(4) +In(p) + In(T(v+1+p))

car, d’apres la Formule de Stirling 1.1.7 :

In(p!) + n(C(v +1+p)) o~  2pln(p) (1 +0(1)).

I~ V2rpPtie? o) ~ ol . .
En effet : pp%“’ﬁpp et = () v pla@)L+o()]

Tw+14+p) ~ V2r(v+p)Prze ) — In(T(1 + v +p)) L P+ o(L)] '
p o]

p——+o0o

Théoréme 3.2.4 (Factorisation de Hadamard-Weierstrass) Soit ¢ une fonction entiére
d’ordre p < 1 et telle que ©(0) = 1. Alors :

VzeC: ¢(z)_ﬁ<1_;>,

n=1

0l (zn)n>1 est la suite des zéros de .

Corollaire 3.2.5 Soient v > —1, z appartenant ¢ C/R~. Alors :

n=1

Ju(z) =

0l (Jun)n>1 est la suite croissante des zéros strictement positifs de la fonction J,. Et nous
+oo
1
avons : Z - < —+00.

n=1 Jvn
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PREUVE DE LA COROLLAIRE 3.2.5 Prenons la fonction : z — (%)VF(V + 1)J,(2) qui reste
d’ordre 1 et I'on a fait en sorte qu’elle vaille 1 en 0, et possede les mémes zéros que J,(2).
Donc le Théoreme 3.2.4 de factorisation de Hadamard-Weierstrass s’applique. Et nous avons

donc, les agp+1 étant nuls, la fonction est paire, donc :

v “+00 2
2
Vze C/R™: <Z> r1+4v)J,(z) = H <1 _ ;) )
n=1 v,n
D’ou le résultat. OJ

Nous sommes maintenant en capacités de montrer la formule (3.1) que nous rappelons :

Corollaire 3.2.6 (Formule du produit d’Euler)

singz) _ ﬁ" (1 B ZZ) (2.1)

n=1

1
PREUVE DE LA COROLLAIRE 3.2.6 Avec v = 3 :
R (—1)P 2\ 2
Ji(2) = (5) 2 T (3+1+p) (5) ‘

Mais grace a la formule de Legendre-Gauss 2.1.1 :

p!F<Z+p> =T +pT <2+p)

2p + 1)!
=272 W (2p +2) = %.

Donc :

2 /z\3 +OO p22p 3
J%(z):ﬁ(iy Z (2p+1)! (2

p=0
. , . sin(z) 1 .
Des lors, les zéros ji , de Ju (z) sont ceux de 22 = . Et alors j1 , = nm,n > 1.
27 2 yA 29

Finalement, le Corollaire 3.2.5 s’applique et donne :

sinz(Z) _ ?();) Ji(z) = ﬁo (1 - nj;> '

n=1

Et en appliquant la formule, non pas a z, mais a 7wz, on obtient la formule d’Euler. [l
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Remarque 3.2.7 Et la série des inverses des carrés des zéros? Dans notre cas, nous avons

. “+o00
sin(mwz 1
le céleébre raisonnement : (m2) =1-22 ( E 2) + 0(2%), et le développement limité du
TZ n
n=1
sinus nous permet d’identifier :
+00 2
Zi_l
5= —-
—=mn 6

3.3 Une transformée de Fourier perturbée

1
Proposition 3.3.1 (Von Sommel ou Schlémilch) Soientv > —5 et z appartenant a C/R™.

Alors : (Z)y .
J(z) = —20 / it (] _ 23t
O= ey [0

PREUVE DE LA PROPOSITION 3.3.1 : Notons A(z) le membre de droite de ’égalité & montrer.

Ona:
1 1 +00 /. \np
itz 1_21/—1:/ 1_21/—l (ZZ) n
/_16 a-eyi= [ ooy (3 B a

n=0
+oco . 1
"
=3 ( ? / (1 — £2)r"2dt,
n. -1
n=0

grace au Théoreme de Fubini. En effet :

1 oo (iz)"
/ (1 _t2)y7% (Z ZZ‘ dt)
—1 0 n:
1 L +OO’Z‘"
- / (1—¢2)2 (Z'\t\”> dt
-1 =0 n.

1
= 2/ (1-— tz)”*%et‘ddt (par parité)
0

t?’L

1
d
= 2/0 (1- u)”*%e‘dﬁﬁ (avec u = t?)

/%(1 ) . e\le/ﬁd /1(1 ) . elZ\\/ﬂd
= —u) "2 —du + —u)V "2 U
0 Vu 1 Vu

U u

-

2

/;(1 ) 1e\z|ﬁd /; 1e|zW—vd ( —w)
= —u)" 2 U+ T2 u (avecv=1—u
0 Vu 0 v1i—w

1
= <+oo,car1/—§>—1.
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Or :
1 2 2 1 1 1 1 2
/ (1 —t*)""2dt = / u""2(1 —w)’ " 2du (avec u = t%)
~1 0
_ F(n—l—%)F(V%-%)
F'n+v+1)
1 1
(Intégrale eulérienne de deuxieéme espece (Proposition 1.2.2) avec a =n + 2 b=v+ 5)
D’ou : . )
1 X (=) (2)P 922D (p+ L
Ap = LE) LG e ty),
vV \2 = Fv+p+1) (2p)!
Et nous avons :
2p (1) (1
22T (p+1) 27T (3) (3),,
@)t =
(H (2k)> X (H (2k + 1)>
k=1 k=0
o 2m(2p—-1)x (2p—3) x---x1
ol x (2p—1(2p—3 x --- x 1))
_ VT
=
ce qui permet de conclure. O

1
Corollaire 3.3.2 Pour tout z appartenant a C/R~ et pour tout v > 5 on a:

(3)’%(1 + V) (2) = B (e,

ot X,, est une variable aléatoire réelle ayant pour loi :

I'(+v) 2\V =3
dPx, = ————< (1 -1 2154 q5(2).dt.

PREUVE DE LA COROLLAIRE 3.3.2 La Proposition 3.3.1 justifie I’égalité, il suffit de prouver

que dPx, est une mesure de probabilité.

1 L1 1 L1 1 L du
/ (1-1) 2dt:2/ (1-t)"2dt= 2/ (1—u)""2——, avec u = t*
-1 0 0 2y/u
1
= / u%_l(l—u)”+%_1du
0

_TEIrE+3)
F'v+1)

1 1
(Il s’agit encore d’une intégrale eulérienne de deuxiéme espece, avec a = ok b=v+ 5 >0
(Proposition 1.2.2)) O
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Remarque 3.3.3
— Pour v = 50 on retrouve la loi uniforme sur | — 1,1][.

— Pour v =1, la densité de X, est t — %\/ 1 — t2, la densité du demi-cercle de Wiguer.

1
— Pour v > 2 cette densité est appelée densité du demi-cercle généralisée.




Chapitre 4

Moments de type Gamma

4.1 Infinie divisibilité

Définition 4.1.1 — On dit qu’une variable aléatoire x est n-divisible, pour n > 2 s’il
existe les variables aléatoires i.i.d X1, -+ , X, telles que :
n
X£ 3 X
k=1

— Si X est n-divisible pour tout n > 2, alors X est dite infiniment divisible (ID).

Exemple 4.1.2 N (0, 1) est ID. 1l existe des variables aléatoires finiment décomposables qui

ne sont pas ID. |NV(0,1)| n’est pas ID. On ne sait pas si elle est 2-divisible.

Théoréme 4.1.3 (De Finetti, Levy-Khintchine) Soient ¢ > 0, et u une mesure positive
sur 10, +oo] telle que :

400
/ min(1, z)dp(z) < +oo.
0

Alors il existe une variable aléatoire positive X telle que :

YA>0:E (e*AX) = exp {—q)\ - /0%0 (1 - e*M) du(:c)} .

Corollaire 4.1.4 (De Finetti) Soit X une variable aléatoire positive X telle qu’il existe

q > 0 et une mesure positive sur |0, +oo| tels que :

VA>0:E (e_’\X) = exp {—q)\ - /+OO (1 - e_M”) d,u(a?)} .
0
Alors X est ID.

93
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PREUVE DU COROLLAIRE 4.1.4 Pour tout n > 2, le réel positif 4 et la mesure positive
n

2 vérifient aussi I’hypothese du Théoreme de De Finetti 4.1.3. Alors il existe une variable

n
aléatoire Y positive telle que :

N20E () = ep[-Da- [T (1-e) aki)].

n

Soit des lors (Y7,---,Y,) un échantillon de la loi Y. Alors :
+o00
VA>0:E (6_)‘(Y1+"'+Y”)) = exp [—qA - / (1 - 6—)\35) du(x)] .
0
Donc: X £V, +---+Y,. 0

Remarque 4.1.5 De Finetti a montré que cette écriture de la transformée de Laplace

caractérise les lois ID positives.

—T
Proposition 4.1.6 — La loi vy, est ID, et : q =0, et du = ac dz, = > 0.
x
— La loi a-stable positive, pour o appartenant a 0,1 est ID, et ¢ = 0, pour x > 0 :
du(z) Q dx
)= —F———F.
a 'l —a)zott

— La loi de Poisson de paramétre v > 0 est ID et ¢ =0, u = vd.

PREUVE DE LA PROPOSITION 4.1.6

— Nous avons : )
IE( 7/\%> _ _ p—aln(1+A)
¢ 1t ¢

1 > dx
_ — — (1+N)z m) A N e s
Or, —In(14+ ) =1In <1 )\> /0 (e —e —, grace & une intégrale de

Frullani (Proposition 1.1.18). Et donc :

E (ef)ﬂa> = exp [— /+OO (1 — e*/\x) a(;_mda:} .
0

1
— Pour 0 < A < —, d’apres le Lemme 2.4.4 (iii) :
a

E (e_AZ“) = =exp [_I‘(la— ) /O+OO (1 — e_’\x) x(iil] .

— Pour la loi de Poisson de parametre v > 0 :

— (1) — oxp [— /Om (1 - e*M) Vdél(x)] .

—>\)7’l
!

+
E (67)\7)y> —_ fefu (Ve
n=0 n
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Théoréme 4.1.7 (Levy-Khintchine, 1932) Soient des réels q, 0 et p une mesure positive

sur Ry telle que :
+00
/ min(1, 2?)dp(z) < +oo.
0

Alors il existe une variable aléatoire réelle X telle que :
2

YAeR,E <e_i’\X) = exp [iq)\ - 02% + /]R (emc —1—idzl_yy (m)) d ,u(:n)] ,

q est le coefficient de dérive
ot { o est le coefficient de diffusion .

w est la mesure de sauts

Remarque 4.1.8
— Levy montra que cette écriture de la fonction caractéristique caractérise les lois ID
réelles. (confere [10])

— L’appellation de mesure de sauts est justifiée par :

B () = [i [ (e -1) anto].

ot (NV¢)¢>0 est un processus de Poisson de parametre v > 0, et §; reflete la heuteur de

1 des sauts du processus.

Corollaire 4.1.9 Soit X une variable aléatoire telle que :

iAX) _ . 2)‘72 iAT ,
YAe R, E (e ) =exp |igA— 0o 5 + e =1 — Al _y (@) ) du(z) |,
R

ou q,0 et u respectent les hypothéses du Théoréme de Levy-Khintchine 4.1.7.
Alors X est ID.

, g ;.
PREUVE DU COROLLAIRE 4.1.9 Pour tout n > 2, les réels g, T et la mesure H vérifient les
n n n

conditions du Théoreme de Levy-Khintchine 4.1.7. On procede des lors que pour le Corollaire
de De Finetti 4.1.4. O

Nous retiendrons aussi le théoreme de Tucker suivant :

Théoréme 4.1.10 (Tucker, 1964) Soit X une avriable aléatoire ID, telle que dans sa

représentation de Levy-Khintchine : 02 > 0 et sa mesure p est a densité non intégrable

au voisinage de 0. Alors X est a densité.
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Remarque 4.1.11 Caractériser les lois ID ayant une densité en fonction de (g, 02, 1) est

encore un question ouverte actuellement.

Exemple 4.1.12 On a, par exemple avec la loi gamma, :
0 e
E(eSIH(,ya)) = exp |:—$7,/J((l) + /_'00(6_858 -1 S.T)m(l_em)div] .

Cette formule, par holomorphie en s, se prolonge analytiquement sur iR, et alors, nous avons :

0 ax

E <€1‘51n(7a)) = exp |:—z's"¢(a) +/ (eisﬂf —1- Z'Sw)x(le_ex)dx]

. —isx ; e®® ) ’ o
= exp [—zs¢(a) + /R(e —1—iszl_y) ($))mdx +1s /_Oo 1 _ oo dx}

—exp Kl i_:_l - 1/1(a)> is + /R(em — 1 —isal ) (:c))x(lea_:x)dm} .

Le Corollaire de Levy-Khintchine 4.1.9 nous dit alors que In(~,) est ID avec les parameétres :
e—a

Ga = 1 671 - 1/)(‘1)
0,=0
. e[lil?
e est de densité mﬂ]—wo[(f’f)

Définition 4.1.13 On dit qu’une variable aléatoire positive strictement X est log-ID siln(X)

est ID. Autrement dit, pour tout réel s :

E(X™) = exp L’bs -3 +/ (7 =1 — szl q)(2))dp(z)|

*

Exemple 4.1.14 Ainsi 7, et ¢V sont log-ID. On retiendra aussi que Bab, Za, N (0,1)],

aussi et on montrera plus loin que |C| l'est aussi.

4.2 Probleme des moments Gamma

4.2.1 Position du probleme, et premieres solutions dans certains cas

Remarque 4.2.1 On généralise par prolongement analytique, la notation de Pochhammer.
1,sin=0 _ T(a+n)
ala+1)---(a+n))sin>1 I'(a)

F(a+s)_ s
W—E(%)‘

SinE]N,aEC:(a)n:{

Deslorssise R/Z nelN,aeC: (a)s =
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Notation 4.2.2 Soit a = (ay,--- ,ap) appartenant a RY.,. Alors, nous noterons, pour tout s
appartenant a R/Z~ :

n

I(a; +s) x -+ xT(ay, + s)
(@)= Ty, - D XMt

k=1

Soient m, n, p, q des entiers naturels, et soient a, b, ¢, d appartenant respectivement a R'",, R}, Rﬁ_*, ]Rz_*
des listes de réels strictement positifs chacune rangées dans l’ordre croissant :

O<ar<ax<---<ap

0<by <ba <---< by

0<a<e<--<g

0<dy <dy <---<dy

Si par exemple : m = 0, alors nous considérons la liste a comme étant la liste (+o0).

EZ)S)((;;_S est alors définie sur l'intervalle | — a1; c1[. (tous les a; + s doivent
S —S

ne jamais s’annuler, ainsi que tous les ¢ — s. pour avoir un numérateur bien défini, et 'ordre

La fonction s —

croissant entre alors en jeu)

Définition 4.2.3 On appelle fonction de Meijer une fonction Gp" (si elle existe), telle que :

oo m,p a T :L‘S_l T = (as)(c)—s
G’W(z) d ) =

0

Cette fonction peut étre définie, avec a, b, ¢, d fixés sur ]0, 1[U]1, 400[, avec éventuellement un

atome en 1. (ce qui sera rencontré)

Question 4.2.4 A quelles conditions sur a, b, ¢, d existe-t-il une variable aléatoire X, . q

positive ou nulle telle que :
(as)(c)-s
E(X? = 7
( a,b,c,d) (b)s(d)—s

Ce probleme est appelé probleme des moments Gamma, et dans le cas ou la réponse est

(a5)(e)—s est alors appelé moment Gamma. .

(0)s(d)—s

affirmative,

Remarque 4.2.5 En revanche si a et b sont vides, le probleme Gamma n’a pas de solution,
car dans ce cas W est une fonction log-concave en s, alors qu'une transformée de
C)s\@)—s

Mellin est log-convexe.

Présentons des cas de résolutions faciles du probleme :
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— Si b et d n’existent pas, on cherche une variable aléatoire positive ou nulle X, _ . _ 4

telle que, pour tout s appartenant a | — ay, ¢

E (X3 )= I(a; + s) . L(am + s) y I(c; —s) " - Tl —s)
e I(a1) I(am) I(e1) I(ep)
=B (33,) % x B (1,) < B(757) x -+ x B (35°)
m
IT vas
Alors : X, _ o — £ k=l , toutes les lois gamma présentes dans ce produit étant

p
[T
=1

prises indépendantes entre elles.

— Si cet d n’existent pas, et si m > n, avec pour tout ¢ compris entre 1 et n : a; < b;, nous

avons cette fois, grace a la Proposition 1.2.4, pour tout s appartenant a | — aj, +oo[:

~ TI'(a1+s) L(am + s) I'(b1) '(by)
EXab-)= “Fay XX Faw) X Tli+s) < Tt s
_ Dlar+s)I'(br —a1 +a1)  T(an + 5)I'(bp — an + an) I'(an+1 +5)  Dlam + 5)
[(a)T(by — a1 + s) I(an)T'(by — an + s) I'(an+1) C(am)

= ]E( ;17171—0,1) X X ]E( CS'/'rubn_an) X ]E (ry;n+1) X X E (/ysm) :

n m
L N . .
Donc: Xgp - - = Hﬁak,ba—ak X H Ya;, OU toutes les lois beta et gamma sont prises

k=1 l=n-+1
indépendantes entre elles.

La condition disant que a; < b; pour chaque ¢ compris entre 1 et n, n’est pas la plus
faible pour avoir une solution (par contre il faut m > n), dans le cas ol ¢ et d n’existent
pas.

Nous allons donner des conditions plus générales pour avoir des solutions au probleme Gamma

dans le cas ou ¢ et d sont vides :

Proposition 4.2.6 Pour que le probléeme Gamma ait des solutions dans le cas ot ¢ et d sont
vides (Les deux premiers points étant indispensables pour obtenir une solution non triviale) :
L alSZH,

e m>n,
m n

(] j{:aif;jz:bf
i=1 j=1

PREUVE DE LA PROPOSITION 4.2.6
e Supposons a; > by, alors E(X?) est définie sur | — aq,+o0o[, donc en particulier en
s =—by > —aj. Or:
I(ay +s)---T(am + s)I'(b1) ---T'(by)
T(ay) - T(am)T(by + ) --T(by+s)

E(X*) =
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Donc E(X %) =0, car lim = oo. Ce qui implique : X = 0, P-p.s.

S—)(—bl)
e Supposons m < n alors d’apres la formule de Stirling (Théoreme 1.1.7) :

s+x
SRR C ) I
s—+00 e s—+oo €
Ainsi : )
£ m
Eeept = [ee] o ED
(b)s s—400 (§)n s—4oo
&
Or l'inégalité de Jensen nous dit que E (X§> < [IE(XS)]% . 0, donc X = 0,
S—+00
P-p.s.

e Admis, nous verrons 'aspect nécessaire a 1’occasion d’un raisonnement plus tard.
d

Lemme 4.2.7 Soit t > 0. Alors pour tout A > —t :

ot Y est la fonction digamma, v la constante d’Euler-Mascheroni.

PREUVE DE LA LEMME 4.2.7 Appliquons la formule de Malmsten (Théoreme )1.3.6), pour
tout > 0:

+oo du
F(1+upu)=T1—-(—pn)) =exp [—’7,& —I—/O (e™"* — 1+ pu) e] . (2.1)
En prenant p =t + A — 1, 'égalité (2.1) donne :
Ft+AN)=T1+({t—-A—-1)]

= exp [(t+>\—1)7+/0

+oo

(e_(t+’\_1)" —1+(t+Ar- 1)u)

Et en prenant u =t — 1, ’égalité (2.1) donne :
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Des lors les égalités (2.2) et (2.3) donnent :

NuED

| = e a- vy - -y

+oo
+ / (ef(H)‘fl)“e*(t*l)u +(t+A—1Du—(t— 1)u)
0

Foo du
_ —(t4A—Du _ _—(t-1u _au
)\7+/0 (e e +)\u) W —1)

wle =1 oy

0 dU
_ _ (t+2—1)v _ (t—1)v _ 4 _
== )\ / / (6 e )\’U) ’U|(e|v| 1) avec v = Uu.

D’autre part, nous avions vu lors de la démonstration de la Proposition 1.3.15 (formule

o= = [ (o) 52

intégrale de ) que :

oo 4 (2.5)
A (t—1v _ v
7 /0 (e 1) =1
Alors cette égalité (2.5)
0 tv
v e”dv
_ 1
w(t)ﬂ/oo (e m) g
:vA+A/O <e(t_1)”—1> dv +/0 (e/\vl)\v>ewdv
oo eV —1 oo v(l —ev)
0 0
d d
=Y\ + /\/ (etv - 6”) = + / (e(’\H)U  — /\vet”) _
o l—ev  J_o v(l —ev) (2.6)
0 - E v ’
_ 7>\+/ StA-Do _ =1 _ ] €AV
oo b lo(l—ev)
0 . .
_ ’Y)\+/ ptHHA=Dv _ (=)o _ 3, _ dv
oo lole v —1)
o r 1 e'dv
— _/ QA _ (=D _ g, .
el I ol =e)
Les égalités (2.4) et (2.6) donnent ’égalité annoncée. O

Proposition 4.2.8 Soient n < m et considérons a,b des éléments respectivement de R, et
R ,, dont les éléments sont pour chacun rangés dans l’ordre croissant.

Supposons que pour tout x <0 :

m n
Oop(x) == Ze“ix = Zebﬂ'z > 0.
i=1 j=1
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Alors il existe une variable aléatoire X, — _ positive ou nulle et infiniment divisible telle que
(a)s
(0)s

PREUVE DE LA PROPOSITION 4.2.8 Grace au Lemme 4.2.7, nous avons pour tout ¢ > 0, et

pour tout s > —ay : E(z%) =

pour tout A > —t:

In[(t)x] = In [W} = =)\ + /_OOO (e“ —1- )\v> U(eltidzv).

Alors, pour tout s > —ay :

m
B Z eai:v

Inf(a)s] = —¥(a)s + /_OO (e® — 1 — sx) ﬁdx,
ol 1(a) = Zzﬂ(aﬁ. Ainsi :
i=1
(@)s = ex [(J(b) — J(a)) s+ /0 (e’ —1— sx) ea’b(‘r)dx}
b, " o 2(1 - %)
0 i ! Oa 0 sx 907
= exp [(1/}(()) —Y(a) — /Oo j(l’_b(;))dx> s+ /OO (e =1 — sl <1 (x)) x(lb_(?x)dx] .

(2.7)

Par holomorphie en s, I’égalité précédente est prolongeable analytiquement sur iR. Ce qui

donne :

18 7 s ! 9(1 . 0 ST . 9‘17
((Z;is = exp [(1/1(()) —¢(a) — /oo 4;;1 _b(g) dx) is + /OO (e —1— zsx]l|z|§1(x)) T0—en) b_(l;)x)dx} )

L’hypothese 0, () > 0, pour tout = < 0 donne grace au Corollaire de Levy-Khintchine 4.1.9

I'existence de la variable X,; _ _ positive ou nulle et ID telle que :

(a)s
(b)s

E (Xis) = (a)is, en particulier pour s > —a; : E(X?) =

(b)is
]

O0<ar <---<am

Définition 4.2.9 Soientn < m, et soienta = (a1, - ,am),b = (b1, ,by) avec )
0 < bl S e S bn

On dit que a_minore b, que l’on note a < b, si :

Vi € {1,”' ,n} : Zl:aj < Zz:bj.
j=1 j=1
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Lemme 4.2.10 (Schur, 1900)

n n
a<b=VYtec[0,1]: pup(t) := Zt“i - thi > 0.
i=1 i=1
PREUVE DU LEMME 4.2.10 C’est évident pour n = 1. Pour n = 2, on étudier la positivité
de la fonction définie pour ¢ dans [0, 1], par : t% 4 t%2 — (¢ + %), avec les hypotheses :
O0<al < b1
a; < ag, by < by
0<ay+as <by+by
— Sia; = by, on est ramené A t%2 — 2 n = 1.
— Si a; < by, on est ramené A montrer 'inégalité : 1 4 ¢~ > ¢M—4 4 2701 4yec
as—ai1 >0
by —ay; >0 ,deplus by — a1 +by — a1 > az — ay.
by —a; >0
Pour tout ¢ de ]0,1] : z — t* = e*™(®) est décroissante convexe.
Siag — ag < by — by alors 192791 > h2=b1 o ghr—a2 < 1

Si ag — ay > by — by, alors par croissance des pentes :

toe2—a1 _ ¢ha—as th2—aitaztar _ q

- )
by —a1 —as+aq by —a1 —as+aq

c’est-a-dire : 92701 — gh2—a1 > gba—az _ | > ygbhi—az
0<a < b1

a; +az < by + by
— Pour n > 3. On suppose donc :

a1+ +an <by+-+ by
Comme 0 < a; < by, alors il existe un certain A\ de ]0, 1] tel que a; = A1by.

Sia; <as <by <byousia; <b <ag <by,iln’y arien a faire (notons que dans ces
deux cas, ag s’écrit comme Aab2, pour un certain Ao appartenant a [0, 1]).

Sia; < by <bgy <aog,alors by <aj + ag < by + by, soit by — a1 < ag < by —ag + bo.
Alors, il existe un Ay de [0, 1], tel que :

ag = by —ay + Aoba = (1 — A1)by + Aabo.

Supposons par récurrence que ay_1 = Ap_1bg_1, pour un certain Ap_1 de [0, 1].
Siap_1 < bp_1 < ap <bg, ouag_1 < ap < bp_1 < b, alors ag s’écrit A\pbr, ou A
appartient a [0, 1].
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Sinon : ar = (1 — A\g—1)bg—1 + A\kbg, ot A appartient a [0, 1].
Alors, nous avons bien t4, + -+ + % > 4 ... 4 ¢bn car :
o Siag_1 <bp_1 <ap <bpouap_1 <ap < b1 < b, alors :
$0—1 4 g0 = pMe1beo1 ARl > b t’\kbk, dans le cas olt ap < by < bgt1 < a4
ag < b < agy1 < bgga -
W1 g — gMe—1bk1 g Awbe > b1 4 bk dang e cas ol {
ag < agy1 < bg < bgya
o Siap_1 <bp_1 <bg<ay, alors :
$aR—1 4 40k — $Ak—1bk—1 4 (1= —1)bk 1+ Ak by, > o1 4 t)\kbk7 siap < by < bpg1 < Qs
ap < by < agyr < by -

$ah—1 4 40k — $Ae—1bk—1 4 (1= Ak —1)bk 1+ Ak by > thr-1 | tbk7 si {
ap < agy1 < bp < bggy

O
Corollaire 4.2.11
— Sin=m eta <b, alors il existe une variable aléatoire positive ou nulle Xqp — _ telle
a
que pour tout s > —ay : B(X5, )= ( )S.

(0)s
— Sin < m et sia=<b alors il existe une variable aléatoire positive ou nulle Y telle que

la variable Xqp — — égale a'Y X g, X -+ X Vg, v€rifie bien : pour tout s > —ay :
1 L1

E(Xg,__)= ((Z;: <et avec donc : B(Y?®) = IEEZI’:;:) .

PREUVE DU COROLLAIRE 4.2.11 : Le Lemme de Schur 4.2.10, nous dit alors que pour tout
n

z >0, (donc —x <0,) avec t = e~ " € [0,1] : Ogp(z) = @ap(—2) = Ze*“i‘” — e %% >0. La
i=1
Proposition 4.2.8 puis la Remarque 4.2.5 permettent de conclure.

0

Remarque 4.2.12 Ainsi dans le cadre de I'hypotheése ¢, > 0, on peut donc se limiter

grace a ce dernier Corollaire, a m = n.

Proposition 4.2.13 On suppose m = n et p,p(x) > 0, pour tout x < 0. Alors il existe

une variable aléatoire Xop — — a valeurs dans [0,1], log-ID qui vérifie, pour tout s > —ay :

e
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PREUVE DE LA PROPOSITION 4.2.13 : Reprenons, en changeant la variable x par —x :

(a)s _ exp [(@(b) - J(@) s+ /O (67 =1+ s2) de} :

oo z(l—e ")

n

Alors : pap(—z) = Z (e_“”” - e_bix> et (ibl - ai> x = 0(x).
i=1

. i=1
Puis :

(a)s b ) y /+OO ik /*OO sz _Pable”")
1 = b) — d - 1—e* : dz.
n [(b)s ¥(b) —¥(a) + Z ; o= dz|s ; (1—e*7) p—— z
Grace a la représentation intégrale de la fonction digamma (Proposition 1.3.15) :

+oo e~ WiT _ e—bim +oo e~ @i e~ +oo e—bix e~
- dz= ~ 2 )da— - dz = —p(a;)+(b;).
/0 1—e2 . /0 (1—6—”” T ) . /0 <1—e‘x T > v Wlas)+10(bi)

Donc finalement :

e e /;OO (o) £l ]

z(l—e®)

La formule de De Finetti (Corollaire 4.1.4) donne 'existence d’une variable Z positive ou
—SZ) (CL)S

0N

Alors Xgp - — = e~Z, est bien la solution au probleme Gamma et est bien & valeurs dans

[0, 1]. O

nulle et ID telle que, pour tout s > —a; : E(e

Proposition 4.2.14 On suppose toujours m = n et pqp(x) > 0, pour tout x < 0. Et soit

Xap—,— la variable solution au probléme Gamma selon la Proposition 4.2.13.
n n n n
o Si ;a@- = ;bi, alors Z];[1 Tas) <1, et P(Xqp,——=1) = Zl;[l T(ay) (il s’agit d’un

aton;e)

n n
o 51 Zai < E bi, alors Xqp — — est a densité.
=1 =1

PREUVE DE LA PROPOSITION 4.2.14 :
n n

e Cas Zai = sz-, Comme X, — _ est a valeurs dans [0, 1], alors nous allons montrer
que i=1 i=1
n n
. . (ai)s L'(b;)
P(X,p__=1)= lim E(X? =1 = .
( b=, ) s%linoo ( a’b’f’f) SHHJPOO paie (bi)s el F(ai)
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Ce qui impliquera tout le résultat dans ce cas.

Pour la premiere égalité, en fait (et ceci s’observe dans la démonstration de la formule

de De Finetti...) la variable Y telle que Xgp — — = e~ Y suit une loi de Poisson com-
—+00 )\n *7 —+o0 —xT
L Fap . ble 1
posée : e ’\nz_:o n!a ,ou X = 7(]0, +00[) = /0 ;?i_(e_x))dx, et dpgp(x) = Xfa,b(fv)dx’
(Pa,b(eix)

ol fqp(w) = mﬂ}o,+m[($)~
P(Y =0) = e, et en fait :

APy (z) = e *ddo(x) + (1 — e M) dpap(z),

puis :
dptg p(—1
APy (z) = e *déy(z) + (1 — e)‘)ﬁub(mn(m)). (2.8)
Et alors :
400 —x)
. . . s S s . (Pa,b(e )
P(Xqp——=1)=P(Y =0)= SBIJPOOE(@ )= sgrfooE(X“’b””) = exp [/0 21— ) e_m)dx] .

Pour la seconde égalité, encore par la formule de Stirling (Théoréme 1.1.7), pour tout

1 compris entre 1 et n :

(ai)s _ L'(b;) % I'(a; + s) -~ L'(b:) g%i—bi
(bi)s F(ai) F(bi + 8) $—+00 I‘(ai) ’
Et donc :
i—bi
s (a)s g ()
E( a,b,—,—) = ~ H ] :
(b)s s—+o0 paie} I'(ai)
(Puisque P(X,p—,— = 1) < 1, nous trouvons sur notre passage une justification de la
troisieme condition donnée dans la Proposition 4.2.6).
n
I'(b;
Comme 'exposant est supposé nul, nous trouvons donc que P(X,;, - — =1) = H FE Z)) .
5 a;
=1
o T(by) Z
Ce qui donne une autre condition sur a et b : H <1
el CD
e Cas ;ai < ;bl Dans ce cas P(Xqp—— = 1) =0, et alors : m S ; bi — a;

qui n’est pas intégrable au voisinage de 0. Le Théoreme de Tucker 4.1.10 donne la
conclusion.

O
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a1 <h
Remarque 4.2.15 La condition (C) : est suffisante dans le
ap+-+ap <by+--+by

cas m =n = 1,m = n = 2, mais plus quand n > 3, pour obtenir "¢, (z) > 0, pour tout

x < 0. Voici un exemple :

16 17 11 12
ai y a2 5,003 5,1 5,2 5,3
43
Nous avons a1 4+ a2 + az = = = by + by + b3.
S’il y avait une variable aléatoire positive ou nulle X,; _ _ solution au probléme Gamma,

alors, ’atome en 1 serait de probabilité :

_ . T@)T(b)T(bs)  3x4xT(F)T(¥) 25
P =1 = a0l (as) ~ 2T () BT (4) 117

ce qui est impossible.
4.2.2 Recherche de la densité dans le cas : ¢,d vides et n =m = 2

Remarque 4.2.16 Dans le cas n = m = 1, ¢,d vides, nous avons vu que si 0 < a1 < by,

alors :
(a ) 1si ayp = bl
1)s
]E(X(SQI)V(bl)v_v_) = (bl)s = F(a’l + S)F(bl) Si a1 < b
(b +8)(a)
Nous reconnaissons : X(4,) (p,),—,— £ Bay bi—a,» avec comme convention B4, 0 = 1. Des lors

dans le cas ou a3 < by, nous avons que X(q,) (5,) a pour densité :

I'(b1)
F(al)l“(bl — (11)

Pour étudier le cas n = m = 2, nous allons introduire une nouvelle famille de fonctions, les

[

33“1_1(1 — :U)bl_al_l]l](]’l[(a:).

séries hypergéométriques de Gauss (ou de Kummer de seconde espece).

Proposition 4.2.17 Soient A, B,C trois réels, tel que C ¢ 7.

A), (B
Alors la série entiére E Wz" a un rayon de convergence égal a 1.
n!
n>0 "

PREUVE DE LA PROPOSITION 4.2.17 : Nous avons, par un raisonnement déja vu via la
formule de Stirling (Théoreme 1.1.7) que :

[<A>n<B>n] NN

(C)pn! n—+00 (2)2

e

= 1.

Par le critere de Hadamard, la série a un rayon de convergence de 1, la série converge sur le

disque unité ouvert. O
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Définition 4.2.18 Soient A, B,C trois réels, tel que C ¢ 7.~

On appelle série hypergéométrique de Gauss ou fonction de Kummer de seconde espéce la série

entiere définie pour tout compleze z de U, le disque unité ouvert :

AB S~ (Aa(B)
F = AT n
2471 o z nz% (C)nn! z

Voici des propriétés de cette fonction, que nous admettrons :

Théoréme 4.2.19 (Euler) Soient A, B,C trois réels, tel que C ¢ Z~. Alors pour tout
complezxe z tel que |z| < 1:

e Premiére formule d’Fuler : SiC' > B >0 ousiC>A>0:

AB

2 Iy y 2
C

! B-1 C—-B-1 —A
= F(B)F(C—B)/o u” (1 —w) (1 —zu)""du

e Deuxieme formule d’Euler :

AB

Théoréme 4.2.20 (Formule de Kummer) Pour tous réels A, B,C et tout complexe z tel
que |z] <1 et Re(z) < 3 :
A B

, 2

C

= (1—2)_A>< 2F1

AC-B
c | z-1|

Remarque 4.2.21

z
— La formule est légitime pour z tel que |z| < 1 et ‘1’ < 1, cette seconde condition

donnant : .
z
<1< 2R < 1.
|Z o 1| 6(2’)
AB
— Felix Klein (1890) a compté le nombre de zéros dans | — 1,1[ de o F} , 2
Théoréme 4.2.22 La variable aléatoire réelle X,y — _ solution du probléme Gamma dans

le cas oum=m=2 eta <b et ay,as,bi,by tous distincts a1 + as < by + by est de densité :

['(b1)T(bg)z® (1 — g)brtbe—ar—az2—1 bi —a1 by — a1

Jap(@) = I'(a1)T(a2)L'(by + by — a1 — ag)

X 2F1
b1 +b2y—a1 —as

y 1-— .’I]] ]1]0,1[(1').
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PREUVE DU THEOREME 4.2.22 : Remarquons premi¢rement que dans le cas olt deux nombres
parmi ai,ao, by, bs sont égaux, nous revenons aux cas n = 1 = m, oun = 1,m = 2, ou
n =2,m =1 (ce dernier qui n’a pas de solution) tous déja vus et résolus.

Plagons nous dans le cas : 0 < a1 < b1, ag < bg, alors lors de la Remarque 4.2.5, nous avons

pu voir que :

L
Xa,b,f,f = Bal,lnfal X Bag,bgfaz'
1L
. oo x dy .
Faisant la convolution des densités | fxy(z) = / x| = fyrly)— |, la densité f que
0 ) Y

nous cherchons est telle que :

fa,b(x> =

D (b (b2)2 " L0 1/(a) /(

bi—ai1—1
T
1— — 1— ba—as—1 a2—a1—ld )
(@) (aa)E (b1 — ) (ba — a2) ) L-9)* ™y v

Y

R(z)
(2.9)

Des lors, pour tout x de ]0, 1[:

1
R(w) = [yt - gy

1—x
= / (] —(p 4 )2 N e 4 )2 0dt avec t =y —
0

1 r—1 az—bi
— / (1 . x)bl—al—lubl—al—l(l . x)b2_a2_1(1 . u)bg—ag—lxag—bl <1 . U> du,
0

T
(2.10)

t

— x '

Des lors, grace a la premiere formule d’Euler (Théoreme 4.2.19), avec A = by —ag, B = by—ay,

avec u =

et C' =by + by — (a1 + a2) > by — a; > 0, nous avons :

F(bl)F(bg)xa1+“2_b1_1(1 _ x)b1+b2—a1—a2—1]l]0’1[(x)
I'(a1)I(a2)T'(by + b2 — a1 — as)

X oI

fa,b(x) =

bi+by—ay—as T
(2.11)

Les roles de A et B dans la fonction de Kummer étant symétriques, puis grace a la formule

by —az b1 —ay x—l]

de Kummer (Théoréeme 4.2.20), avec z = ™ ¢ 10, 1], sachant que si x € ]0,1], alors :
x
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z
z—1

=1-—2€0,1[:

= oF

o Iy

by —az by —ay x—l]

b1+b2—a1—a2’ T

by —ar by —ao :c—l]

1)1—1-[)2—@1—&27 Z

— 1\ (brma1) by —a; by +by—a1 —az— b1 +a
_ <1_x ) P 1—0101+02—a1 —az—0; 2’ | (2.12)
T /2 by + by —ay —as
_ (1>a1_b1F1 broarb = R
L/ 2 by + b2 — a1 —az
Combinant les égalités (2.11) et (2.12) :
(b)) (bg)x®2 (1 — g)brtbe—ar—az—1 by —ay by—a
fap(z) = GYAC) ( ) X o ; =] g q((z).
['(a1)I(a2)T'(by + b2 — a1 — a2) by + by — ay — as

Comme by —aj; > 0, b —aj; > 0,(by + b2) — (a1 + a2) > 0, 1 —x > 0, par analyticité de
la dépendance en les parametres, la formule s’étend a toutes les configurations telles que
b1 + by — (a1 + a2). En effet, grace a la deuxieéme formule d’Euler (Théoreme 4.2.19) que pour

tout = appartenant a |0, 1[:

bi —ar by —ay
227 o By , T

by +by —a; —as

by —as by —as
, 1—=x
b1 +by —a1 —as

Remarque 4.2.23
— Le théoreme taubérien faible nous dit que la série de Gauss admet une limte qund z
tend vers 17. Et si C > A + B, la premiere formule d’Euler (Théoréme 4.2.19) nous

dit qu’elle correspond a la limite quand x tend vers 1~ de l'intégrale :

I(C) 1uB—1 B ) Adu
)/0 (1 — w1 - 2u)~Adu,

I'(B)I'(C-B
c’est-a-dire :
AB re) 1
li F = B-1(1 C-B-A-1
xlr{{ o F1 , T (BYT(C )/o u? (1 —w) du

Intégrale B c—B—a

_ (o)  L(B)N(C — A-B)
- I'(B)I(C—-B) T(B+C—B-A)
_ I(C)r(C—-A-B)

- I(C-AT(C-B)
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— Une méthode non constructive aurait consisté a calculer les moments d’ordre s > —ay

avec la densité annoncée et montrer qu’il s’agissait bien des ((Zg <A
S
+oo
/ Jap(x)zde
0
L'(b1)I(b2)

F(al)I‘(ag)F(bl + by —a; — ag)

+
y i:.o (bl — al)n(bQ - al)n /1 x5+a2_1(1 _ x)”+b1+b2_a1_a2_ld$
n:On!(bl + b2 — a1 — ag)n 0

Intégrale B(s+az,n+b1+ba—a1—a2)
L'(b1)T(b2)
F ag)F(bl +by —ay — ag)
(b1 — a1)n(b2 — a1)n " I(s+ a2)l'(n+ by + by — a1 — as)
n' (b1 +b2—ai—a2)n, T(s+n+az+b+by—a —as2)

_ I'(by P(b ['(s+az) Ji.f (b1 — a1)n(b2 — a1)n
~ T(a)T(a2)T(s + b1+ by — ar) \ &= nl(s +b1+by—ai) )

Or, avec C = s+byj+by—a1, A =by1—a1, B =bs—aq, alors C > bi+by—ai1—a1 > A+B,

car s > —aj. Et la derniere remarque, nous dit que :

+Zoo (b1 —a1)n(ba —az)n  I'(s+0b1+ by —a1)l'(s +a1)

= nl(s+by +by—ai), (s +b2)'(s + by)
Ainsi :
/ T atde = — LOULBI(s+02)  Dls+bi+by —a))l(s +a1)
o T(a1)l(a2)T(s + b1 + b2 —a1)  D(s+bo)l(s+by)
D(bOD(b2)0 (s + an)I(s + az) _ (@),
T(a1)T(az)l(s +b2)T(s+b1)  (b)s
Théoreme 4.2.24 (Dufresne, 2010) La variable aléatoire réelle X, — — solution du probléme

Gamma dans le cas oun=m =2 et a < b et a1 + as = by + by a pour loi :
dPx,, (z)= 722@1(9@) + fap(z)dz

b —a1+1 bg—ar1+1

ou : fayb(x) = Wlﬂaila)l — al)(bQ — 0/1> X9 Fl 5 y 1—=x ]1]071[(.:(}).
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PREUVE DU THEOREME 4.2.24 : Dans ce cas, il y a présence d’un dirac en 1 et alors I’égalité
(2.8), donne un début :

AP (8) = Ty A1) + fap(e)de

Pour trouver fa p on va faire usage d’une limite de fonctions f quand ¢ tend vers 0.
Soit grace a la Proposition 4.2.14 (second cas) la densité de la variable aléatoire X ), _ _
solution au probleme (I';) :

Vs > —ap : B(X®) = ~—~2, ot a° = (a1,ag — ¢).

D’apres le Théoreme 4.2.22, nous avons (grace aussi a la seconde formule d’Euler (Théoreme
4.2.19)) :
F(bl)r(bg)xalfl(l — {L‘)gil by —as+e by—as+e

Mla)l(a — o)~ 21 _ L= Lo (w).

On développe en série entiere ffb), son premier terme est égal, pour tout z de ]0,1[ &
F(bl)F(b2) ZL’al_l(l

I'(a1)T(ag — )T(e)

effet, en intégrant sur |0, ¢[ pour t < 1:

— z)°7!, Patome en 1 provient de I'intégrale sur |0, 1[ de ce terme...En

— Comme sur |0, [, z — (1 — 2)*~! croit et donc est majorée par (1 —¢)s~1
Donc, comme a; > 0 :

al tal

¢ t
t
a1—1 1— sfld a1—1 1—¢ z—:fld =2 (1—¢ e—1 .
/0 T (1—2x) :1:</0:I: ( ) T al( ) R al(l—t)<+oo
L'(b1)I(b2)

— N 0, r — r I'e) —— .
ous avons : ()T — 9)T(E) o0 car I'(ag—¢) " (a2), T'(e) " +o0
(b1)T(bo) /t 1 —1
D : U1 —2)"d 0. Et 1 t=1:
onc Ta ) (03— )T 27 (1 —x) x F orsque

F(b))T(bs) vty ety TBOT(n)  T@)Ne)  T(uD(y)
r<a1>r<az—e>r<e>/o A = R T (as — 9T T(ar +2) wvor’ Tan)F(an)’

Intégrale B(ai,e)

(latome)

Le reste de la série est une fonction fésb) positive (& termes positifs) sur |0, 1[. Et, pour tout
x de ]0,1[:

ffb) (m) _ F(bl)r(b2))xa11 (io (b1 —ag + €)n(b2 —az + 5)n (1 . x)eJrnl) 1}071[(‘%)7

I'(a1)T(ag —¢€ (€)pn!

n=1
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(()n, =T(e +n)) et cette fonction, quand ¢ tend vers 0", converge vers :

— +o00 — a9, ~ay), -
Jap(x) = mxal_l (Z o 0 i)l)(?zx o 2 (1—a)" 1) o)
n=1
+0o0 — a9),, —ay),
= mxal—l (7;) (b1 nQ!)x+(17§b_,2_ o 2)nt1 (1- x)n) 10./(2).

(b1 —a2)py1 = (b1 —a2)(by —az +1) x --- x (by —ag +n+1) = (by —az) x (b1 —az + 1),
Or: < De méme : (by — az)p+1 = (ba — ag) X (b —ag + 1),

(n+ 1) = (Dny1 = 1% (2)n
Ainsi finalement :

e Lb)T(b2) 451 = (b1 —ag +1)p(b2 —ag + 1),
a = a b j— b — 1_ n
o) = B (a0 (2 x @ Y
F(bl)r(bg) a1 bi—as+1 by —as+1
— 7)) a — — F 1-— 1 .
Tla)T(ay) 1@t —a) e By ) » 1= Tpo(2)
11 est facile de voir (Beppo-Levy en ¢) que pour tout ¢ de |0, 1[:
t — t
/ féeb) (x)de —— [ fop(x)de.
0 ’ e—=0t Jo
L sur |0,1] c A . .
Donc X ) _ _ X4,p—,—- Ce qui clot la démonstration. ]
T e—0t

4.3 Meélanges 7., quasi-ID, un résultat pour ¢ non vide

Conjecture 4.3.1 S’il existe une variable aléatoire X, — _ telle que :

a)s
Vs > —a1, B(X5, )= ((b)) ,

alors Xqp — — est log-ID.

C’est-a-dire que le moment Gamma aurait une représentation :

. (a)s _ 0 ST ea,b(x)
Vs > —ayq : 0, exp [qs+/_oo(e —1—3:r)mdx ,

m n
avec Vo < 0: Ogp(x) := Ze‘”x — Zebfx > 0.
i=1 j=1
Autrement dit :

IXep—— >0] Vs> —a; : E(X?®) = ((Zis <= Vo < 0;: 0,(z) > 0.
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On va voir que cette conjecture ne s’applique pas au cas plus général : s €] — ay, c1[: W
s —S

Proposition 4.3.2
c [ _ o .
IC| = -2 ou 1 et y1 sont deux copies indépendantes de la loi 1.
"yl 2 2 2
2

PREUVE DU PROPOSITION 4.3.2 : On va identifier les transformées de Mellin sur | — 1, 1].
Pour tout -1 <s < 1:

2 [T g
E(C|®) = — ——=d
(e 7r/0 1+ 22 v
1 400 ts+1_1
:/ : dt avec t = 22,
T 0 1 +t
. 1 du 1
En effectuant le changement de variable u = ——, dt = ——, t = — — 1, alors :
t+1 u? u
I o1 1-sd SR s
E(cl) =1 [(1-wFu TP =1 [
™ Jo u ™ Jo
Intégrale B1—s 1+s
T
1 1 1
() r (- 10
T 2 2
L ! ace a la f le d 16 ts (Théore 1.3.5)
s = = , grace a la formule des compléments éoreme 1.3. .
sin (m (1))~ cos (5)"° ’
o _ Dla+ts) o
Or, sachant que pour tout a > 0, pour tout s > —a : E(v}) = W, alors par indépendance :
a

E

1\’
2
on
2

Proposition 4.3.3 Il existe une variable aléatoire X positive ou nulle telle que :

L
|C| :’YQXX.
A1
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PREUVE DU PROPOSITION 4.3.3 : La preuve repose que la formule permettant d’avoir la

densité d’un quotient de deux variables aléatoires indépendantes :

+oo
fa(x) = /0 Fx(zy) fy (9)dy.

Y

2 1 2 1
La densité de |S| est < 2) =—|1l-—=
T \1l+zx m 1+(%)

D’autre part :

D’ou :

(1 + x2)

2 —+oo 2 —+o00

= — (1 —/ et cos <t> dt> = / et [1 — cos (tﬂ dt
T 0 T T Jo T
2

+oo
/ xe (1 — cos(y))dy avec t = xy
T Jo

2 [To° 1 — cos —
2 / (e x ng « iy
0

2
oo 1 . g 2
= ; Jre (2y) X - (Smg(2)> ydy car 1 — cos(y) = 2 (sin %) '

On va montrer a présent que y — % [sinc (%)] 2 110, +00((y) est une densité de probabilité, on

sinc(z) désigne le sinus cardinal :

sin(z)

, (Pourquoi ”cardinal” ? Parce que la courbe de cette

fonction autour de l'origine ressemble au chapeau des cardinaux de I’Eglise catholique).

€y= siu/(Az)

T
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Grace au théoréme de Fubini :

[ @) n-

/ Sln($)d:c =1 car / Sm(z:)dx (Dirichlet).
0 0

T

T 2

Il existe donc une variable aléatoire positive ayant cette densité de probabilité. Et donc on a

bien |C| = 72 x X. O
A1

Remarque 4.3.4 Stentel (1973) a conjecturé et Kristiansen 1994) a démontré que les
variables aléatoires positives du type 72 x X qu’on appelle "mélanges ~,” sont ID.
i

En particulier, |C| est ID et sa Laplace, d’apres le Théoréme de De Finetti (Théoreme 4.1.3)

est de la forme :

T 1+ 22 U

2 +oo Az 400
/ £ dr= exp [—/ (1-— e)‘")gp(u)du} ,
0 0

ou p(u) > 0.
Diédhion (1998) a démontré que ¢ décroit. On parle d’autodécompoabilité (notion que ’on

rencontrera lors de I’étude des processus de diffusion)

1
(2()157())8_3170117“ tout s appartenant a }—;,;[ est un moment

N[

Proposition 4.3.5 s +—

[\][%)

Gamma.

PREUVE DE LA PROPOSITION 4.3.5 : Grace a la derniere Proposition 4.3.3 :

E(IC") = E(y2) E(X?).
D’o, grace a la formule de Legendre-Gauss (Théoréme 2.1.1) :

rE)riss) . re)riss
(2 + 5) 20/l (14 5) T (

)

=)

E(X*) =

[\l O8]
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En posant Y = (2X)2, on en déduit :

L TG-s) Th+s (L0
S vl R T ey b R B

Remarque 4.3.6
(2),
(1’ %)s

1
C’est la ”perturbation” <2> qui en fait un moment Gamma.
—S

— En reprenant la relation (2.7) (et en 'adaptant...)

(). (3)_,

(0
enf(owsG) ()0 (3)) e -
e (1)H()d [ <>H()

exp [qs n / (o1 sx)(P(x))dx} ,

|z|(1 —e=®

s

n’est pas un moment Gamma, car m = 1 < 2 = n. (Proposition 4.2.6).

E(Y*) =

=] _ 3l=|

ol p(x) = (6’7 —ef—em% ) 1o of(%) + € 2 1jg ool (2)-
Et cette fonction ne demeure pas positive sur R entier, ce qui contredit dons la condi-

tion rencontrée quand c était vide.

Définition 4.3.7 On dit qu’une variable aléatoire X est quasi-ID si sa fonction caractéristique
est de la forme :
2

In [E (eitX)] = qit — 02% + / (e — 1 — itu)p(u)du,

oa/ min(1, u?)|¢(u)|du < 400, et @ est signée.
R

Présentons a présent une solution explicite & un autre probleme Gamma avec a,b, ¢, d non

vides. Les résultats sont inspirés de I'article [12] :
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(3), (a
‘L @,0 70 )

Gamma, et la loi de la variable aléatoire X(l) (1), (e 1+0),— associée est a densz’té :
2 b b b b

Théoréeme 4.3.8 Soit o > 0, alors pour tout s de ]— est un moment

(1 + Jg x*%
f(%)=(1)7(0671+04)7—(x) - (F(a)a> (:1: >]1]0,+oo[(33)a

ou Jo désigne la fonction de Bessel de premiere espéce d’indice a.

Nous avons besoin de la formule suivante :

Lemme 4.3.9 (Formule de Weber-Schafheitlin)

Pour tout a > 0, et pour tout s appartenant a ]—%, a[ :

oo B I(s+3)T(a—s)
/0 L e)de = 2ﬁr(1+2s)r(a+1+s)‘

, s 1
PREUVE DU THEOREME 4.3.8 : Pour tout s de } —2,04[:

X

o _Tta) pr= Ji(e)
(x)x’de = (o) /0 x . d
_ M oo —2s Jo%(y)
~ I(a) /0 T

(1) [T
= T /0 y IR (y)dy.

Zondly3dy avec x =y 2

Le Lemme 4.3.9 nous dit alors que :

/+oof (x)dex_QI’(l—i-a) F(S—l— )F(a—{—%—s—%)

o G)Mette),-  T(a) 2yal (A +s+ DT (a+i+s+13)
M1+ a)l (3—1—5) INa—s)'(1 ) (%)S(a)_s
() T@T(s+ )T (a+s+1) (1, L+a)

PREUVE DU LEMME 4.3.9 : D’apres la formule de Von Lommel (Proposition 3.3.1)

Jolz) = W (g)a /_11 et(1 — $2)° 2t
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Alors, grace au théoreme de Fubini :

+00
/ 723 1J2( )d.CL‘

0

+o0 —25 1 1 1
:/ / / 0T (1 _ $2)9=3 (1 _ 2)0 5 dudtd
0

22a

_ / / p2a—2s—1 z(t+u)x( i z)af%(l_u%a*%dxdudt
[-1,1]2

2 2 N .
= 2 / (1- t2)a_§(1 —u?)*2 (/ xzo‘_QS_lel(t+“)xdx> dudt.
™ (F (a + %)) [—1,1]2 0
Le membre de gauche étant un réel, alors :
+oo
/ 272 (2)de
0

92« L . +o0
- 2/ (1—)"2(1—u?) 2 </ 22725 cos((t + u)q:)dx> dudt
Q0 l [_171]2 0

+00
= o 102 / (12273 (1—u?)o2 / 2272 cos((t — u)x)da | dudt
w0 2 ) e :

2—2a 1 1 +o00
= 2/ (1—tH*2(1 —u?)* 2 (/ x27 25 cos (|t — u|:c)d:1:> dudt
([ (a+3))" Jap2 0

(3.1)

+o0
Nous allons devoir calculer 'intégrale de type Fresnel : / 22072571 cos(|t — w|z)dz, pour
0

t # u.
1 )
Comme s € —5 al, alors —1 < 2a — 25 < 0. Donc la fonction : f: z — ZRa=2sgilt—ulz gy
entiere. D’apres la formule de Cauchy :
/) ) dz = 2ir f(0) =
z

80.)

N
ol Ow est le contour suivant :

iR
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R Q—25—1 ilt— 3 0 2a—2s—1 ilt—ul Ret? . 0 0 %0251 ilt—uliz -
0= glam2s—lgilt—ulz gy (Re’ ) elt=ulRe™ i ReOd0+ [ (ia)2e— 25 Leiltmulimiqy,
0 0 R

Or :

R ‘ +o00 )
° l,ro—Zs—lez\t—uktdx 33‘2a_25_162|t_u|$d$.
0 R—+4o00 0

bl oN20—25—1 L
° / (Rew) ez|t u|Re ZRezBde
0

car —1 < 2a—2s < 0.

< /2 R2a—256—\t—u|sin(0)d0 < ERQOC-ZS 0,
0 2 R—+o00

e A T'aide du changement de variable w = [t — u| :

0
/ (7;(%)204—25—1e—|t—u\xid.r

R
0 20251
_ / o5 (20-2s) < w ) e o dw
lt—u|R It —ul |t — ul
eim(a—s) R|t—u| o251 eim(a—s)
_ |t_u’2a_28/0 w T s i g TR - ).

Et finalement, grace a la formule des compléments (Théoreme 1.3.5) :

/+OO 22725 cos(|t — ulz) = Re [—M(OC_S)F(QQ - 25)]
0 |t — uf2(es)
I'(2a — 2s)
= —cos(m(a — s))m
) 1 I'(2a — 2s)
-
B (2 — 29)
Cft—u =T (a—-s+ )T (1 (a—s+1))
(2 — 2s)

:|t—u|2°‘*231‘(a—s+%)I’(s—a—}—%).

Ainsi, I'égalité (3.1) devient

+oo
/ 25712 (2)de
0

—2a —
_ 22 (2 — 25) / (1- t2)o¢—% (1— UZ)Q—% |t — u|_2(a_s)dtdu.
Tt DI T st P Gar D) o

(3.2)
A ce stade, nous avons besoin de connaitre les intégrales de Selberg (que nous admettons) :
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Lemme 4.3.10 (Intégrales de Selberg) Pour tous A >0,B >0,C € R:

Sapc = / / A= VB — 1) Bty — 12O dt dty

T'(A+1) [(B+1) I(1+2C)
(A+B+C) F1+C)L(A+B+2C)"

t+1
o=t

Alors, en posant nous avons, grace au Lemme 4.3.10 :

2
u+1"
tQZT

/ (1—t2)2"2(1 — u?)* 2|t — u| 209 dtdu
L2

_ / [—221 (1 — )] %72 [<22a(1 — £)]° 7% [2t1 — o] 2 x ddtydty
0.1

2204+288a+ a+2,8 .
2 2
_ g2a42s [C(a+3)]" [ (s+3)] T +2s —20)

F2a+1+s—a)l2a+14+2(s—a)l(1+4s—a)

_gperae, (@ ) [D (s +3)]°T(1 + 25— 20)
Fla+s+1)I'(2s+1)I'(1+s—a)

L’égalité (3.2) devient :

+oo
/ 2712 (2)da
0

— 9—2a+2a+2s o I'(20 — 25)
[T (a+H]PT(a—s+1)T(s—a+1)
[T (a+ ]P0 (s+ 5)]°T1 + 25 - 20)
MNa+s+DI'2s+1))I'(1+s—a)
T(2a — 2s) [T (s + 3)]°T(1 + 25 — 20)
F(a—s+3)T(s—a+i)T(a+s+HI'(2s+1)T'(1+s—a)

(3.3)

= 2% x

La formule de Legendre-Gauss (Théoreme 2.1.1), donne alors :

1 1
o I'(2a0 — 2s) = 7 x 220725 DD (o — §)I (v — 5 + 5
s

. F[2(s—a)+1]zf[2<s—a+;>] :\/1%2282ar<5—a+;>r(s—a+1).

e I'(2s+1)=T [2 <5+ ;)] = \}7?2% (s+ ;) (1 + s).
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Enfin, I’égalité (3.3) devient :

+o00
/ x5 2 (2)da
0

92s+2a—2s—14+2s—2a—2s Fla—s)T(a—s+3) [T (s+ %)]2 F(s—a+HI'(s—a+3)
= X

7r ﬁf(a—s—i—%)F(s—a+%)F(s+a+1)I‘(s+%)F(s%—l)I‘(s—a—i—l)
1 TD(a—s)(s+3)
27 l(s+ Dl (s+a+1)
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Deuxieme partie

Processus de diffusion et fonctions

spéciales

83






Chapitre 5

Résultats généraux, premier

exemple

5.1 Processus markovien

Sauf contre-indication, on suppose que b, o sont des fonctions définie sur R globalement
Lipschitziennes (et donc a croissance linéaire). Soient un réel z et (B;);>p un mouvement

brownien réel. On considere I’équation stochastique réelle :

{ dX; = o(X;)dB; + b(By)dt, t > 0 .

Xo==x

Sous ces conditions, I’équation (1.1) admet une unique solution qui s’exprime alors sous la

forme intégrale :
t t
Xi==x +/ b(Xs)ds + / o(Xs)dBs .
0 0

(Intégrale d’Tto)
Le but de ce chapitre est d’étudier pour certaines équations du type (1.1) la loi du temps
d’atteinte des points a :
To = inf{t > 0| Xy = a} € [0, +o0].

X

I S
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On va faire apparaitre les distinctions : ¢« = x,a > x, et a < x.

Définition 5.1.1 (Propriété de Markov faible) On note P, la loi du processus (Xt)i<o
issu de x (ie : Xo = ) On dit que (X¢)i>0 posséde la propriété de Markov faible si pour toute

fonctionnelle mesurable bornée F, on a, pour toutt > 0 :
E, [F ((Xt+u)u20) | Fi] = E; [F ((XU)HZO)} :

La solution d’'une EDS du type (1.1), a la propriété de Markov simple parce que :
u u —
Xt+u = Xt —|—/ b(Xt+s)dS + / O'(XH_S)dBS,
0 0

ou (Bs)s>0 est un mouvement brownien indépendant de X.
Présentons a présent la version forte. On considére un temps d’arrét T relativement a la

filtration (F)e>0. T est alors une variable aléatoire positive telle que :
VE>0:{T <t} eF.

On définit la filtration arrétée : Fpr ={A e F| Vit >0: An{T <t} € F;}.
Faits : T, By, X1 sont Fpr-mesurables.

Définition 5.1.2 (Propriété de Markov forte) On dit que (X;)i>0 posséde la propriété
de Markov forte si pour tout temps d’arrét fini T, on a, pour toute fonctionnelle mesurable

bornée F :
Ey [F (X74u)uz0) | Fr] = Exq [F ((Xu)uz0)]-

Théoréme 5.1.3 La solution de [’équation 1.1 posséde la propriété de Markov forte. De

plus, sous des conditions standards sur o et b, ce processus a des trajectoires continues.

On définit le noyau Markovien P; : pour tout réel ¢ > 0, pour tout réel x :

Plf(2)] = Ee[(f (X0))]-

La famille (P;);>0 forme un semi-groupe. En effet, en utilisant la propriété de Markov forte :

(Pro Plf(2)] = BalBs[f (X0l = Ea[Ex,[f (Xl = Eulf (Xess)] = Prys[f ()]

5.2 Temps d’atteinte, exemple du brownien

Notation 5.2.1 Soit a un réel, on notera 7, le temps d’atteinte :

7, =inf{t > 0| Xy = a}.
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Exemple 5.2.2 Observons le temps d’atteinte 7, pour le processus : Xy = = + By. (cas
b=0, c=1).

Par la loi du 0 — 1 du brownien : si x = a : 7, = 0. Et pour x # a la loi de 7, sous P, est
égale a la loi de 74— sous Py car (By):>0 ne dépend pas de x. On se ramene alors a ’étude

de 7, sous Py.
JT . . . L .
Par symétrie des trajectoires du brownien, on a 7, = 7_,. On se restreint donc au cas a > 0.

On rappelle alors la propriété d’auto-similarité spécifique au brownien :
Ve > 0: {Bu,t >0} = {/eB,t > 0}.
Ce qui entraine, sous Py, pour tout a > 0 :
. L . 1
To=mf{t >0|B;=a}=inf{t>0|-B;=1
a
£ inf{t>oyB%:1}
2. t
a“inf¢ = >0|B: =1
a o2

£ 42 inf{s >0| Bs =1} £ 2.

On est donc ramené a 1’étude de 71 sous Pg. Pour tout ¢t > 0 :

{m gt}:{ sup Buzl} € F;.
0<u<t

(Donc 71 est un temps d’arrét). De plus P(7; < 400) (par récurrence du mouvement brow-
nien). La propriété de récurrence du brownien est la suivante : en dimension 1, (¢a marche
en dimension 2 aussi) : ’ensemble {¢t > 0 | |B; — x| < r} est non borné pour tout réel z et
tout 7 > 0.

Enfin : B;, = 1, par continuité des trajectoires du brownien.

On considére Mt(/\) = e_)‘Bt_AT%, pour un A > 0. (Le brownien géométrique de parametre \)
Nous avons :

A2t A2t
2

2
]EO(Mt()‘)) = e_%]EO(eABt) =e 2 xez2 =1

Le brownien géométrique ayant la propriété de Markov forte :
2 2
EO[MT(l)‘)] =1,or: M;’\) = eA_¥, donc : I (e‘A2T> =e N

NeTrs
Des lors pour tout u > 0 : Eg (e*’m) = Iy (e 2 1> = e*\/ﬂ, qui est la transformée de

Laplace d’une variable suivant la loi 271, ou Z1 est la loi positive §—stable.
2 2
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Proposition 5.2.3 Le temps d’atteinte 7 pour le processus Xy = x + By vérifie :
P

Loy £ 1

27 .
271
2

T1

(SIS

Et la loi explicite de 11 est :

e 2z
]PTI = \/ﬁﬂ}o7+m[(aj) dx
On en déduit pour tout a > 0 :
a2
L L a ac” 5

, et est de densité : x —

% V2rad

PREUVE DE LA PROPOSITION 5.2.3 La premiere égalité en loi vient d’étre explicitée. Pour
la seconde égalité en loi, deux approches :

— Par changement de variable successif :

e " ez x x
— . = —)d(=) =—1 .
dIP’Y% \/71}0#00[(@ dr = dlp?‘/% \/7951]074'00[ (2) d (2) V2rx ]O’+OO[(x) d

e"3%3 1 1
= dP 1 = 7]1]0 +oo] <) d ()
271 \/E ’ z z

2

z e 2z

I~

Nous allons montrer que 27 en montrant que ces deux lois ont la méme

32y
2
transformée de Laplace. Ce qui revient a prouver que pout tout A positif ou nul :

+oo 6_% N
Iy = / e A dr = e V2
0 Vorx3

Nous avons a ce stade deux moyens différents pour établir cette égalité :

i) Par équations différentielles : A —— e~ V2 est la solution unique sur |0, +oo[ a
, 1
. y = _72-/ .
I’équation : V2A" Nous allons montrer que A — 7y est aussi cette

y(0) =1

+oo
solution. Tout d’abord : Zy = /
0

e 2z e 2z

dz =1, car x —
V23
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une densité de probabilité.

Ensuite, par dérivation sous le signe intégral, et changement de variable v =

2 x :
+00 -
€ 2x
Iy = — / e dz
A 0 \V2Tx
/+oo s e—)\v < ) dv
= e 20— X
0 27 X ﬁ 22
400 f)\v 1
= dv = ———17,.
\/ / \/ 2mv3 V2
+o00 —)\z—i—\/ﬁ
ii) Par un calcul direct : ’égalité est vraie si et seulement si / de =1,
) , 0 V2ra?
oo 25 5)
c’est-a-dire : / dr = 1. Or, en posant = V2 :
0 23

2
o0 6_%(Mﬁ_ﬁ) \/> o0 ¢ % y—*
—_—dz =1 <:> / ——dy =1
/0 Vo3 Y

+oo
\/2'“/ e —5(2 2d—jzl.
z—\fy z

1
Or en faisant le changement de variable : z = n :

+oo 1 +oo w
= / e 7V dy = / e 2 dw = ﬁ
(v=u—21) Jo VI Jo V2H

D’ou le résultat.
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1
— Grace a la formule de Gauss : il y a un lien assez évident avec la loi positive i—stable,

nous avions prouvé :

Or, d’apres la formule de Gauss :
I(1-2s) 47T (3—2s)
I(l1-s) N

Mais :
S 1
1 400 e 45 +00 1 45 1
I = 45/ x® dx = / w(5=2) ety = 2T ( - s> .
[(‘%) ] o Ve Val v \2
1
Les transformées de Mellin correspondent donc : Z 1 £ o
Y1
2

0

Remarque 5.2.4 Nous avons un moyen de retrouver la loi de la variable aléatoire Sy :=

sup B,.
0<u<t
Tout d’abord, nous savons d’apres le principe de réflexion du brownien, pour tout réel x

P (S, <) =2P(B, < z) = P(|By| < z), donc S, £ |By|.

D’autre part, en fait :

2

IP(StS:L'):IP(TzZt):IP<2::/1 zt):]P(Mg).

Or on sait que |By| £ Vt|By|. 11 suffit d’écrire les densités de 21 et de |B;| pour constater
2

que ce sont les mémes.

5.3 Générateurs infinitésimaux et équations différentielles or-

dinaires

Définition 5.3.1 Le générateur infinitésimal du processus ayant la propriété forte de Mar-

kov (X¢)i>0 qu’on note L est une application linéaire de C*(R) vers C°(R) définie pour toute
f de classe C*(R) par :

(0(2))?

I p () + ) f @)

L(f):x+—
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Rappelons, la définition d’un processus d’It6, ainsi que la formule d’It6.
Définition 5.3.2 On dit que (X¢)i>0 est un processus d’Ité s’il est donné par :
dXt = U(t)dt + U(t)dBt,

ot u : [0, +0o[xQ — R appartient presque sirement a L'([0,t[), pour tout t > 0
et v : [0, 400[xQ — R est mesurable, adapté a la filtration naturelle du brownien et appar-
tient a L2([0,t]), pour tout t > 0.

Théoréme 5.3.3 (Formule d’Itd) Soit (Xi)i>0 un processus d’Ité donné par l’équation
aux dérivées stochastiques :
dXs = o(X;5)dBs + b(Xs)ds

Et soit une fonction numérique déterministe appartenant a la classe C*(R).

Alors le processus (f(X¢))i>0 est lui aussi un processus d’Ité donné par la formule :

F(X, /f dX+/f”

.= 0(Xs)?

P; est alors associé au générateur infinitésimal L :

ou :

Proposition 5.3.4 Considérons le noyau (P;)i>0 Markovien de l’équation (1.1), alors P;

qui s’écrit sous la forme e'~.

PREUVE DE LA PROPOSITION 5.3.4 En partant de la formule d’It6 :

XS)T ds+/0t F1(Xs)o(X,)dBs,

FX)b(Xs) + f(Xs)Z

F(X0) = Fo) + /0

et donc :
B(f) — f@) _ E.[f(X0)] - /(@)
t t
1 t / 1 2
e[ (f(Xs)b(Xs)+f( S+ 1 Uf e
t )2
= % E, [/0 (f’(Xs)b( s) + (X, > ] <Car / (X s)dBs est centree)
1
= Ex |3 [ L0 o B 6] = £07) (o), o contimaie
t Jo t—0
, P —1d T . . P o0
D’o = L. On en déduit 'expression avec le générateur infinitésimal : P; = e*~.
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Proposition 5.3.5 Pour toute fonction f déterministe de classe C*(R) :

E. (0] - B | [ t L] = f0).

PREUVE DE LA PROPOSITION 5.3.5 Encore d’apres le formule d’It6, on a pour tout réel
t>0:

t t
fx0) — [ £HX)ds = fa) + [ F(X(X)dB.
0 0
Or </t f’(XS)a(XS)dBS> est une martingale centrée.
0 t>0

- t
Alors on en déduit que ( f(Xy) — / L(f)(X s)ds) est aussi une martingale d’espérance
0 >0
constante égale a f(z). Ainsi, en passant aux espérances sous & :

B, (0] - B | [ t LX) = f0).

O

Remarque 5.3.6 (importante) Cette propriété s’étend aux (F;)q>o—temps d’arréts finis :

) = Bl - ' £ 0]

Soit f une solution de I’équation différentielle ordinaire : £(f) = 0 sur un intervalle ]a, b].
Alors, pour tout x de ]a, b[:
f(z) = Eq [f(X7)] .-

On a alors transformé par une méthode probabiliste une équation différentielle ordinaire en

une équation sur une moyenne.

5.4 Loi du temps d’arrét

Soit T un temps d’arrét de loi exponentielle de paramétre A > 0, indépendant de X,

solution de I’équation (1.1). On note le processus "tué” :

0 sinon

)

ou 0 est un ”point cimetiere.”

On rappelle que P(Ty > t) = e M, et (Xt()‘)> - est un processus de Markov. Son noyau est :
t=>
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Pt(’\) = e MP;. C’est un semi-groupe, car pour tous s, > 0 :

PO [P(f)] (@) = XD R P()(2)

— e*)\(tJrs) P

() (@) = PO (@).

Des lors :
P(f) = e NP(f) = BTy > 1) x Byl f(X0)] = Bl f(X0) L] = B [£(XV)] .

(égalité encore valide en remplagant ¢ par un temps d’arrét fini presque strement) D’autre
part :
PN _1d eM-1_ P-1Id
= P+
t t t t—

Le générateur infinitésimal associé est alors : LMV = £ — \Id.

» L — Md.
0

D’apres la formule de Dynkin, appliquée & un temps d’arrét 7' fini presque sturement et au

processus tué : .
fl@) =B, [f (X?))} “E, [/0 E(A)(f)(XS(’\))ds] .

Alors, si f® est une solution de la ”bonne” équation différentielle : LN = 0, et en considérant

le temps d’atteinte 7,, la formule de Dinkin devient :
f (@) = E, [f (ng)ﬂ —-0=E, [GAW FO( XT@)} ~E, [efm FO (a)} — [V ()E, (efm> .

D’ou :

Ce point de vue va permettre de déterminer la loi du temps d’arrét, via sa transformée de
Laplace. L’espace vectoriel LM = 0 est de dimension 2. Et Pon a supprimé une dimension
en divisant par f ()‘)(a). La transformée de Laplace étant unique, il faut imposer une autre

condition.

Théoréme 5.4.1 (Dynkin)
— L’EDO LW = 0 admet une unique solution positive u(([\) valant 1 en © = a et
décroissante sur [a,+00|, et elle est donnée par la relation :
Ve > a:uM(z) = E, (e*)‘“) .
— L’EDO L™ = 0 admet une unique solution positive ug’\) valant 1 en x = a et croissante

sur | — oo, al, et elle est donnée par la relation :

Ve < a:uM(z) = E, (e*)‘“) .
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1
Exemple 5.4.2 Revenons sur le mouvement brownien, dans ce cas L(f) = 3 f”, et donc

1
LV(f) = 3 " — \f. Les solutions de 'EDO £®) = 0 sont de la forme :

ae VP | Be‘/ﬁx, a, B € R.

Faisant usage du Théoreme de Dynkin 5.4.1
— Siz > a,alors : E, (e) = e~ V2Mz—a)
— Six < a, alors : T, (e_)”'a) — ¢V2A(z—a),
Le brownien étant invariant spatialement, on se ramene a x = 0, puis par symétrie a a > 0,

et I'on retrouve l'objet de la Proposition 5.2.3, qui donne le résultat.



Chapitre 6

Etude du mouvement brownien

avec dérive

Définition 6.0.1 On appelle mouvement brownien avec dérive tout processus de la forme :

Xy = By + pt, avec p # 0.

— Si p > 0, alors presque strement : Xy ——— +00.
t—+00

— Si p < 0, alors presque strement : Xy ———— —o0.
t—+00

Ainsi (X¢)i>0 est un processus transitoire, c’est -a-dire qu’il quitte tout compact en un temps
fini presque strement. Et si a = x = X alors 7, = 0 presque sirement, du fait des variations
infinitésimales du brownien.
Si x # a, il y a 4 cas distinctes a considérer :

i) u<0, x> a,

i) >0, z<a,

i) p<0, z<a,

iv) u>0, z>a.
Dans les cas (i) et (ii), la divergence presque siire du brownien avec dérive assure que 7, est
presque fini stirement. Dans les deux derniers cas, 7, peut étre a priori infini.
Du fait de la symétrie du brownien, on va se contenter de traiter les cas (i) et (iv), qui
deviennent les cas :

i) p<0, a<0,

iv’) p>0,a<0.
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6.1 Transformée de Laplace du temps d’atteinte

Proposition 6.1.1 Siz =0 et si a,u <0, alors pour tout A > 0 :

E. (e_AT“) = ea(“+ v 2)‘+“2).

1
PREUVE DE LA PROPOSITION 6.1.1 Nous avons : dX; = dB; + udt. Donc : L(f) = Qf” +uf’,

1
puis LM = §f” +uf = Mf.
On doit donc résoudre 'EDO : f” +2uf’ —2\f = 0.
On pose f(z) = e“g(z), et alors : f/(x) = ceg(x) + e“¢'(z) = e [cg(z) + ¢'(x)] .
f'(@) = ce [eg(x) + ¢'(x)] + e [eg'(x) + " ()] = e [eg(@) + (c + 1) () + ¢ (2)] -
L’équation donne alors :

e [eg(x) + (c + 1) () + ¢"(x) + 2 (cg(x) + ¢'(2)) — 2A] =0

= e [¢" () + (c+ p)g'(x) + (¢* + 2puc — 2\)g(x)] = 0.

En choisissant ¢ = —p I'équation différentielle devient : g” — (u% 4+ 2X)g = 0, et nous sommes

revenus a une EDO croisé pour le cas brownien, les solutions étant de la forme :
g(z) = ae™™V Dikp® 4 Be*V 2’\'“‘2, ou:a,BeR.
Et donc la solution générale est de la forme :

Fa) = o (VARE) 4 goe(0v2) o g e R,

Comme 7, est presque surement fini, on peut appliquer le Théoreme de Dynkin 5.4.1. En
constatant la positivité ou la négativité des arguments des exponentielles, et sachant qu’en a

la sution doit valoir 1 on en conclut que dans le cas a < 0, u <0:

Eg (B_MG) = ea(”Jr v 2/\+“2).

0

Corollaire 6.1.2 Dans le cas du brownien avec dérive, ot p,a < 0: 7, est infiniment divi-

sible.

PREUVE DE LA COROLLAIRE 6.1.2 Comme g < 0, alors : \/A+ 2 4 = /A + p2 — /2.
Or, pour tout t > 0, et pour tout s de |0, 1[:

5 — S /+oo (1 . —t:p) fsfld
= 7F(1 — 5) o e X xT.
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€T2

1 1 +oo o dr 1 [tee iy dx
Alors,avecs:Q,alors:\/fzzr(;)/o (1_67596)3;322”/0 (1_6153;)73.

Avect = A+ p?, et t = p? cela donne :

+00 +o0
VAERE i = (1= e Oe) v 1 (1-e) d
2T 0 T2 2T 0 xr2
_ <e—u2r _ e—(/\+#2)m) dz
3
2w 0 T2
L ()
2w 0 .'17%
Ce qui donne :
A7 ee Az ’a|€_M2$d
E0<675“>:exp —/ <1—€7 )733 .
0 2V s
|ae#*® . o . .
En posant dv(z) = ———.dz, le Corollaire de De Finetti 4.1.4 nous dit que 7, est bien
PAVE

infiniment divisible. U

Remarque 6.1.3 Cela se comprend notamment par invariance spatiale et continuité des

. . X . L X a . . . 2a
trajectoires : atteindre a a partir de 0 est équivalent a passer par — a partir de 0 puis — a
n n

. a L
partir de —, etc : 74 = Ta + -+ + Ta.
n n n

6.2 Densité du temps d’atteinte

Proposition 6.2.1 Pour tout a < 0, la densité de 1, issu de O est :

al o
prlt) = = exp | =2z — oo fap] | D soc(2).

. PR _2A _ /.2
PREUVE DE LA PROPOSITION 6.2.1 Nous avons, de ce qui précede : g (e 2“) = elatl x e~lalvVi?+A,

Nous allons exprimer le second facteur comme la transformée de Laplace de la variable

~ a o N oL
Ta _£ oo grace a la Proposition 5.2.3.

2
Nous avons vu que dans le cas a < 0, pour tout 8 > 0 : g <6_6ﬁ> — ¢~ 191V i il nous faut

B2+ A

. Des lors, en notant ¢~ la densité de 7, :

2
BN ~
Ta) — €|aMI]E0 (e_ 2 Ta,)

+oo 2
_pitA
:e|a“|/ e 2 Yoz (r)de.
0

20 = p? + \, donc 6 =

N[>

EO <€_
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Par identification, la densité de 7, est :

2
(@) = €57 o (o)
2
afe~%-

W]]-[O7+OO[($)
la]

2
a
= S exp | —2u’x — ot lap| | Lo 4oof()-

2
B
_ ol

Remarque 6.2.2
— 5, est appelée densité du semi-groupe stable relativiste, ou encore semi-groupe stable
tempéré d’indice 5
— La propriété de semi-groupe provient du caractere infiniment divisible de 7,. En effet
I’égalité en loi :
£ ot éTaE—f—TaL—k

n

Ta

3e

peut s’interpréter par : ¢, = ¢, EXPT k-

En fait, on peut montrer par un calcul direct de convolution que pour tous a,b < 0 :

Prate — Pra ¥ Prp-

— Lors de la démonstration du caractere "ID” de 7,, on a vu que :

u?t

Eo (e‘ATa) =exp |—|a| /+00 (1 - e_)‘t) Zdt
0 V273

M2t

Il s’agit d’'une mesure de Lévy tempérée par un parametre exponentiel e” 2 qui

dépend donc du drift u.

6.2.1 Casa<ux,u>0

On se ramene a nouveau au cas ¢ = 0, soit a < 0, et les calculs conduisant a IEg (e‘”‘l) sont

identiques, et I'on trouve :

Proposition 6.2.3 Pour tout p <0 :

B (o) = 20
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Corollaire 6.2.4 Pour tout u > 0:
Pr, ([ 7a < +o0) = P,

ou 7, est le temps d’atteinte pour —pu, et Pr, (. | 7 < +00) est la loi de 7, sachant I’événement
{Ta < +OO}

PREUVE DU COROLLAIRE 6.2.4 Nous avons :

P(7, < +00) = limE, (e_)‘T“> = limeﬁal( Y 2)‘+M2+M) = e 2aln <1
A—=0 A—=0
Et donc : P(1, = +00) = 1 — e 29l > (. Avec probabilité égale & 1 — e~2l9lt 16 brownien
avec dérive p > 0 issu de x > a n’atteint jamais la valeur a.

D’autre part, on a :

-\ —A\Ta —
Eo (e_m“ | 7o < +OO) - = (e T]l(m<+oo)) = Fo (e ) = ea<“+ 2””2) =T (6’_Am>
¢ Py(7, < 400) e2at '

0

Remarque 6.2.5
— On en déduit alors la loi de 7, dans le cas a < 0,0 >0 :
2

—9la a a
4B, () = (1= e 20) 5, + — e [olalu— & — 2% 1 )

— Le cas (ii) : p > 0,a > 0 est donc analogue au cas a < 0,4 < 0 :

a

2V

— Enfin le cas (iii) : p < 0,a > 0 est analogue au cas : > 0,a < 0:

2
exp |:—2u256 _a a,u] Lo, 4 oo (7)da.

AP, (z) =
(@) .

2

a
exp [2a,u T 2,u2t] Lo, 400 (t)dt

dP,, (t) = (1 — €2™) 6400 (t) +
(1) = ( ) 0400(t) 573
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Chapitre 7

Etude du processus de
Ornstein-Uhlenbeck

Définition 7.0.1 On appelle processus de Ornstein-Uhlenbeck le processus solution de [’équation

aux dérivées stochastiques :

XO = T
dX, = dB; + cX;dt,
ot ¢, x sont des réels.

La formulation intégrale est :

t
Xt:x+Bt+c/ X,ds.
0

Remarque 7.0.2 D’apres le Théoreme 5.1.3, ce processus a une version a trajectoires
continues et est de Markov.

t
Proposition 7.0.3 Pour toutt > 0: X; = e (m +/ e_CSdBS> .

0

PREUVE DE LA PROPOSITION 7.0.3 En effet, e®(z + 0) = # = Xg. Et en posant X; = Y},

t
ounY; = JJ+/ e “°dBs :
0

dX; = ceY, + e“dY; + d <eCt, Yt>
= ceY; + e“e 'dB; + 0, car e est déterministe

= cXydt + dB;.
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Proposition 7.0.4 Considérons le cas ¢ < 0 :

1
i) On a: X, Lm/<0,—
t——+o0 2c
o c 1 . L 1
i) Si Xo =N 0,—2— , et st Xo L (By)i>0, alors : ¥Vt >0: Xy =N (0, ~5 )
c = c

PREUVE DE LA PROPOSITION 7.0.4
i) At fixé, X; est une Gaussienne (c’est une intégrale de Wiener (gaussienne centrée)

plus une constante, le tout multiplié par un facteur déterministe), et son espérance

t 2
</ e_CSdBS>
0

est : e(z + 0) = ex. Et sa variance est :

t
E(X?) — [E(X))]? = B[e*?2?] + 2“2 B (/ e_csst> +e*E — e2ty?
0

=0

—e2ct HeicSHQH([O,t}) par isométrie

t 1 t
— 2¢(t—s) — _ = | p2c(t—s)
/0 ¢ ds 2c {e }0

_ i 2ct _i
- 20( ) t—otoo  2¢

ii) X; est dans ce cas toujours une gaussienne, comme somme indépendante de deux

gaussiennes, multipliée par un facteur déterministe, et alors par indépendance :

t
E(X;) = e“E(Xp) + (/ e‘CSdBS) =0,
0

ey s [ o) ([ =o))

2ct 2ct 1

_ _6 € _ —2ct _
a 2¢ +0+ 2¢ (1 ¢ ) 2¢’

et cette fois :

B(XP) = e

Remarque 7.0.5
— Pour ¢ < 0, le processus de Ornstein-Uhlenbeck est en fait récurrent positif. On peut
montrer que pour tous a,x réels : E,(7,) < 400, (c’est pareil que le brownien sur
ce point). Dans ce cas, le terme c¢X; est une force de rappel vers 'axe des abscisses,

quelque soit le signe de X;.
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a>0

Py 1y, .
Xo~N(0,— 2 | indépendante de (B) l
\ c/ =

a<0

— Sic>0,o0na:
1 2ct _
?C(e — 1) = Var(Xt) m) —+00

__ct : )
E(Xy) =e m:l:oo,,su*c#o

Il n’y a donc plus de convergence en loi. Le processus est dit transcient.
Comme le brownien drifté (brownien avec dérive dans les cas (ii) et (iv)), on s’attend
aPy(r, = +00) >0, siaz#0. Dans ce cas ¢X; agit comme une force de répulsion

vers +00 ou —oo, suivant le signe de X;.

7.1 Transformée de Laplace du temps d’atteinte

Le processus de Ornstein-Uhlenbeck a des oscillations browniennes infinitésimales, la loi
du 0 — 1 dit que : P,(7, = 0) = 1. Donc on exclut le cas a = z.
Fixons les réels A, ¢, et considérons x — [, <e_)‘7‘56>) , ol TCEC) désigne le temps d’atteinte
en a du processus de Ornstein-Uhlenbeck partant de Xo = x et de parametre c.
Le générateur infinitésimal pour I’équation : dX; = b(X;)dt + o(X;)d By est :
f"(z)

L(f) (@) = ) () + o) 57

Alors ici b(z) = cx,0(x) = 1, Et donc :

)

£(P@) = exf @) + L0 puis £0(z) = eng(@) + L)

2

— A(x).

Nous cherchons donc a résoudre ’équation différentielle ordinaire :

f'(@) + 2cxf'(x) — 27 f(x) = 0 (£)
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+oo
Cherchons des solutions en séries entieres : f(x) = g anz".
n=0

+o0 oo
fl(x) = Znanazn_l, et 2cxf'(x) = ZQnan:C”
n=0 n=0
+oo “+o0o
f(z) = Zn(n — Dayz™ % = Z(n +2)(n + 1)ap42z™.
n=2 n=0
L’équation (&) devient :
+oo
Z [(n 4+ 2)(n+ 1)anto + 2cna, — 2 a,]z" =0
n=0
= (n+2)(n+ )nlapts + 2ennlay, — 2Anla,
-y [ | } =0,
n!
n=0
XRbpya + 2cnb, — 2\b
En posant b, = a,n! (on a by12 = ant2(n+2)!), la série de Taylor Z n+2 ; n R pn
n!
n=0
est nulle, pour tout réel x, donc chaque coefficient est nul, nous en déduisons :
A
bnt2 = (—2cn + 2X\)by, = 2b, (A —cn) = —2¢(n — p bp. (1.1)
— Sin=2p:
A
bopt2 = (—2¢) { 2p — - bap
A
= (-4 —— b
(=19 (n= 52 ) b
A A
= (—4¢)* (p- = - — = _
(—4e) (p 20) <p 2c 1> bap-2
A
T (—4c)p <—2) bO-
/p
— Sin=2p+1:

A
bop+s = (—2¢) (217 +1- c) bap+1

c— A\
= (—4c) <p—|— 2 > bap+1
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by et by sont donc des degrés de liberté. La solution générale de (£) est donc :

(A (=), X (P (5),
f(x)_bopz_[:)(zp)!a: —i—blpz_:ow s

:bOiOW(—%) —Hna:Z 2p+1 (c;c’\)p.

p=0 p=0
1
(2p)! = 4Pp! <>
2 p

(2p+1)! = 47! <;’>

Mais la formule de Legendre-Gauss (Théoreme 2.1.1) donne :

P
Donc, I'égalité 1.2 devient :

+o0 ( A) (_sz)p +o0 (02—)\) ( o )p
f(ZL‘) = b() 2c/p + blx c P
Zwm, 4 MEw, s
A c—A (1.3)
=by 1F] 2; ;o —cx” | +bix 1 Y 203 R
2 2

f(z) =, <e_’\7‘gc>) pour by et by bien choisis tels que f(a) = 1.

Remarque 7.1.1 A ce stade, un lien peut se faire avec les lois ,¢. En fait, nous avions

vu :
+o0 A\

E (ewa,e> _ ZHE( ")

n=0

F 7 A
_Z U+9 o o486 '

7.2 Lecasc<0

Lemme 7.2.1 Dans le cas du processus d’Ornstein-Uhlenbeck (Xt)¢>0 a parameétre ¢ < 0 :
i) La loi de TC(LC) sous P, est égale a la loi de TS?

i1) La loi de TCEC) sous Py est égale a la loi de Té;% sous P /—.

sous IP_.

PREUVE DU LEMME 7.2.1
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t
i) L’intégrale de Wiener / e~ “®d B;. est une gaussienne centrée, donc symétrique. Alors :
0

79 sous P, = inf{t > 0| X; = a} sous P,

a
t
= inf {t >0 | et (m +/ e_CSdBS> = a} sous PP,
0
t
inf {t >0 e (x — / e_csst> = a} sous P,
0
t
= inf {t >0 | et (—x +/ e_csst) = —a} sous P,
0

£ inf{t >0 | X; = —a} sous P_,
(o)

=7, sous P_g.

ii) L’auto-similarité du brownien donne un changement d’échelle :

¢
X, = % (az +/ e_CSdBS> sous P,
0
—ct
ct (z +/ e“dBu)
O —C

1 —ct
ect (x + \/_—C . eudBu) car (B%>u>0 = ﬁ(BU)UEO

I~

1>
>
—_

r e(fl)x(fct) —ct
= ——F— (zvV—c+ e“dB,
o (v [ ean)
(—1)x (—ct) —ct
£ " (z/=¢ ~(-v4B
L e e,
1 —
= \/?X_Ct sous IPI\/TC,
ou )/(tjt est le processus d’Ornstein-Uhlenbeck de parametre ¢ = —1, et T = xy/—c.

Alors :

79 sous P, = inf{t > 0| X; = a} sous P,

inf{t>0| X_tha sous P, —
\/7 x C

= inf{_c >0| X, :a\/—c} sous P, —

I

1. ~
— inf{u > 0| X, = av/—c} sous P, —

L (-1
_ - P .
o Tav=c sous P, —

1>
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Ainsi, pour tout ¢ < 0 :

E, (e_’\TéC)) = E, = <62715¢%) . (2.1)
Ce qui permet de se ramener au cas : ¢ = —1. Donc :
x L+
f(z) =bo 111 % o |+ 1B 3 2022
2 2
Définition 7.2.2 En prenant bé)‘) = 2)\11(\/71?2)\), b?) = 2AI\{7(?;‘)’ la fonction f(x) obtenue

est appelée fonction de Hermite.

Remarque 7.2.3 Ce choix de by, by va faire apparaitre la formule de Legendre-Gauss.

Nous nous plagons dans le cas x > a, (grace au Lemme 7.2.1, (i)) alors d’apres le Théoreme

de Dynkin 5.4.1, nous devons montrer que H_(z) est croissante sur [a,+o0o[ et vaut 1 en

T = a.
Nous avons : \
— +oo (A 2p
bgk) 11 % ;o | = 3 VT 3 <?)px, (2.2)
5 2F(T) p=0 (Epp
Or, nous avons :
( 1 (2p)! _ (2p)!
) (z) pl=—"~=
1) (2)pp ot )
A 1+ 1o
(2)T 5 r — )=V 272" 7 I'(\) (Legendre-Gauss 2.1.1, cas m = 2)
VT aT(d) 23
AT (1) 2 T())
3) (A) T (3+p)
9 - A
2 P F(E)
En injectant (1), (2) et (3) de (2.3) dans I’égalité (2.2), nous obtenons :
A () = T +o)
9 1IT(A) X T (2+p
b 2; 2| _ 21 \2 2  92P:2p
0 11(1 x 21“(,\)FZOF(;)(QP @
2 (2.4)
LS ()
2T (A = 2 (2p)!
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De méme : L4 A
- +oo (1£A
ng)x 1F1 2 .1‘2 = — :L‘ﬁ ( § )pxi% (2 5)
; X . .
g 2r(3) = (3), P
Or, nous avons :
( 3 2p+ 1) (2p+1)!
@ (3 p!_(p ) (pz)
2 » 4p 22p
7T 1T (2
2T (3) 2 T(N)
©) (1+)\> T (H2 +p)
- A
2 P r (17)
En injectant (4), (5) et (6) de (2.6 dans I’égalité 2.5, nous obtenons :
71 +A 1+A) +oo 14+
b(A)gch1 2 .2 :_EF(T)Z F(T+P) « 92P.2p
I 2 TV 25 T (%) (o + 1)
2 (2.7)
1 = r ()\—i- 2p+ 1) (—2x)%pt!
T 9T(N) |
2I'(N) = 2 (2p)!
Ainsi, les égalités (2.4) et (2.7) donnent :
+oo
1 A+n\ (—22)"
H_ = —/—— I 2.
M) = Sy nz:;) ( 2 ) n! (28)

C’est une série alternée dont on peut calculer la transformée de Mellin sur |0, A\[. C’est grace

au Théoreme dit "maitre” de Ramanujan, qui appliqué a H_j, dit que :

Feo x I'(s) ()\ - s)

Vs €]0, A[: H_\(Z) 2 lde = r , 2.9
10, Al 0 A (2) 2T (N 2 (29)

or, par changement de variable x = 2y :

oo I'(s) <)\ — s)
27¢ H_ sTldy = r . 2.10
Donc :
Ty () —tdy = —) _p(A=s (2.11)
A A DT eV OY) 2 ) ‘

La stratégie qui va suivre, passer par les transformées de Mellin, nous permettra d’identifier
H_) a une fonction définie par une intégrale, et 'expression de cette intégrale nous permettra
de justifier le sens de variation de H_j sur [a, 400l

Nous avons ce lemme :
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Lemme 7.2.4

. too sl B F(t—s)
Vi>s>0: /0 mda}— 0 I'(s).

En particulier, pour tout s de |0, 1] :

/-l-oo 51 T
dr = — )
o 1+=z sin(7s)

PREUVE DU LEMME 7.2.4 : On applique le Lemme 2.4.4 (ii), & la variable aléatoire X = ~,

ce qui donne, pour tout 0 < s < t:

1 I(t+(—
Or, d’apres 'Exemple 1.1.16 : I (e_m’f) = —— etl& (’yt_s) = M D’ou le résultat.

i+a) ()
Pour le cas particulier, la Formule des compléments (Théoreme 1.3.5) offre la conclusion. [J

A s
En appliquant ce Lemme 7.2.4, avec t = —, et s := —, nous avons :

2 2

F(AES) s\ +oo .51 N

0 F<2) - /0 7(1+x)%d . (2.12)
I'(s)

Cependant dans ’égalité (2.11), nous avons : . Nous allons faire apparaitre I <§>

25+1F()\)
A
et I <2>, a I'ide de la formule de Legendre-Gauss 2.1.1, cas m = 2 :

) = /72 75T (s)
) = vRzono).

N = N =
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Donc :

'(s)
25H1T ()

—

()= PG yrr )

2 /m21=s % 91+sT (%) T (/\+1)
() (A=s) T3
(;\>F( 2 ) 2>\+1F(>\+1)

s+1 400 5—1
= r( E ) / - (Lemme 7.2.4)
0

A 1
w2dw avec r = —
2 w

or (£ Foo
“FTh

1 too
Or:T (S i ) = / P e ?dz, donc d’apres le Théoreme de Tonelli :

+oo A—s—1 1
/ / —=z 2 e “dzdv
(vV24+1)2
+oo  p+oo )\ s— 1 9 9
= / / (zv)*te ™V gzv?dzdv avec z = 2%0?, en x

(v2+1) W +1)3
+OO/+oo

)\ s—1
21 A +o00 +o0o o
= 2 e " dzdu
>\+1
u2 + 22)

/+oo /+oo 21 A )\ e~ o1
= du | °" “dx par Tonelli.
o Lo TED @y mZ)%

que l'on appelle F(z)

s—1 _—u2 (U 2
—r _—u e —) dzdu avec u = zv, en v
T

w\y

w\y

Ainsi nous avons, pour tout s appartenant a ]0, A[:

“+oo F(S) )\ — s “+00
_ Sild pr— F pr— 871 .
; H_x\(y)y* dy CRRINeY ( 5 > /0 Fy(z)z* 'dx

Par identifications des transformées de Mellin :

+o00 217)\ €7u2

H_,\(a:):F,\(x):/O F(}\_gl)u/\(qﬂ_’_:pz);du. (2.13)
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C’est cette forme intégrale qui permet d’affirmer que H_) croit ou décroit. En effet, soit
1 Al ( () -z

gr:xr+— ——————— Alors gy (2) = ——

(u? —|—l‘2)% A (u? +x2)1+%

sur |0, 4o00[ et croit sur | — 00,0

. Comme A > 0, gy, (et donc Fy) décroit

[.
(=1) H_
Et alors finalement, comme E, [e"\“ ' } = A(@) |

H_x(a)
H,)\(.T})
H,)\(a)
H_)\(z)
H_)(a)

décroit sur |0, +00], en particulier sur |a, +00].

— Sia >0, alors: x —

— Sia <0, alors : x —> croit sur | — 0o, 0] donc en particulier sur | — oo, af.

Des lors, grace au Lemme 7.2.1, nous obtenons :

Proposition 7.2.5 Pour le cas ¢ < 0, la transformée de Laplace du temps d’atteinte du
processus d’Ornstein-Uhlenbeck est :

— Six>a:
@Y (i) _Aa (-1 A
B () m () - O
7\ A H) (av/—c¢)

— Stz <a:

Corollaire 7.2.6 Dans le cas ¢ < 0, pour tous réels a, x : IPm(TéC) < 4o00) = 1.

PREUVE DU COROLLAIRE 7.2.6 Placons nous dans le cas ¢ = —1. Puisque :

—u2

+oo 21—)\ e

d 2 /+OO v’y = 2v/2
U= —= e U = ,
3 NZ

li H_ = i
,\Jﬂw A#) P 0 F(%)u (u2 + 22)

alors :
_ H_)(ex)

IPI(T(_I) < +OO) = lim ELE <€_>\7—(§71)) = Hi()
_alea

@ A0+

:1’
oue = +1. OJ

Remarque 7.2.7 Pour montrer que I, (TCEC)> < 400, il suffit juste calculer la dérivée en

() . . N ,
A, pour A = 0 de la Laplace : E, (e_)‘Ta ) , qui est égale a cette espérance.
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7.3 Calcul explicite de la densité dans le cas a =0, ¢ <0

Toujours par symétrie (Lemme 7.2.1 (i)), on peut se ramener au cas x > a, ie x > 0, et

on va inverser la transformation de Laplace :

c H)\ (z +oo
Ea: <ef)\7'é )) _ (z+/—c) \/»/‘ U u2 . C$2)7%du.

Hx 0)
Et toujours grace au Lemme 7.2.1 (ii), on se ramene au cas ¢ = —1:
(c) £_1
Ty sous P, = —ETO sous ]Px\/_—c.

La transformée de Laplace devient :

(-1) 2 [T e A
E, (e_ATO ) = — e uMu? + 2?) " 2du
VT Jo

P e _2 u
= NG e T e M 02 + 1) 22 edw avec v = —
T x

A
- = eV ) dv
VN v2+1

2z 22w w \?2 dw B
-2 <w+1) S e v = Vo

2 A

+oo e~ T W w b
= _ dw
0 Vv TTWw
+oo —z 2
= re ( z? > ~2dz avec z = 2w
zZ
0 \/Wﬁ + .z
Py
2

+o0 e %
-/ <> de.
0o Vmz\z?+z

Or z — ]l]o +oof(2) est la densité de la loi L Ainsi :

A
(-1 Hoo z 2 e
Ex( Ao ) = / 5 —d
¢ 0 2tz) iz

Et donc par identification des transformées de Laplace, nous avons :

_ 1 2
Sous Py, : Té 1)é21n<1+x>.
"3
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Et donc grace a nouveau au Lemme 7.2.1, (ii) :

Proposition 7.3.1 Dansle casa =0, ¢c<0, x >0:

c 1 2
Sous P, : Té)é—ln<l—cx>.

c Y1
2

(résultat donc encore vrai si v < 0, grace au Lemme 7.2.1, (1))

Remarque 7.3.2 Lorsque c tend vers 07, T(§07) va se comporter, par développement limité,
2

2 _z
xT° r 2 . . xre 2t . ..
comme — = 2x°Z1, qui a pour densité : —=1 +OO[(t), d’apres la Proposition 5.2.3, et
Y1 2 Vontd

2
qui se comporte comme

x
quand ¢ tend vers +o0o. On est a nouveau dans une situation
Vort3

"récurrent nul”.

Nous présentons maintenant une preuve stochastique de ce que nous venons d’obtenir, nous

ferons usage du Théoreme de Dubins-Schwarz :

t
Théoréme 7.3.3 (Dubins-Schwarz) Considéronst —s M; := / XsdBs la martingale lo-
0

t
cale L%, sur [0, +oo|, de crochet C(t) = / X2ds.
0

Alors M? — C(t) est aussi une martingale locale sur |0, 400, [ et nous avons :

L :
(Mi)i>0 = (Bc(t))tzo (loi de processus).

Remarque 7.3.4 La démonstration de ce théoreéme est dans [13]
t t
A nouveau dans le cas ¢ = —1,: X; = e ¢ (9: + / esst), alors en notant M; = / e®dBs,
0 0

nous avons, sous P, :

t
inf {t >0 | e_t/ e’dBs = —xe_t}
0
t
= inf{t >0 | / e’dB;s = —m}
0

t
= inf {t >0 | / e’dBs = 1‘} par symétrie de l'intégrale de Wiener
0

(1)

To

I~

= inf{t > 0| My = z}.

(M;);>0 est une martingale locale L2, et son crochet est, par isométrie :

t t 1
/ e*dB, = / eds = = (eZt — 1) .
0 0 2

2
Ct) = ’

L2(Q)
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Alors le Théoreme de Dubins-Schwarz 7.3.3 donne :
(-1 _ . _ £ . _
75 = inf{t >0|M; =2} = inf {¢t > 0| Boy =z}

Or la fonction C' est une bijection croissante de [0, +oo[ ( valant 0 en 0, 400 en +oo, et de

1
dérivée égale & €?* > 0) et sa réciproque est C71(t) = 5 In(1 + 2t).

Alors, ngBt) désignant le temps d’atteinte en x du mouvement brownien, il suit la loi

M=

d’apres le Proposition 5.2.3, nous obtenons :

Té_l) = inf {C7(t) > 0| B, =z}
= ¢ (inf{t > 0| By = a}) = 7V (7{5)

2 1 2

Eo [ )£ 1+ 2 ).
271 2 71
2 2

Remarque 7.3.5 Et que se passe-t-il pour la loi de TCSC) quand a > 0, (toujours dans le cas
c<0)?

— Danslecasx >a >0,0n a:

anl®
()

e
a (6_>‘Tf50) )
(¢)

(c) (c)
Et alors : IE, (e_MO ) =1, (e_’\T“ ) x Eq (e_ATO ), ce qui donne en termes de lois,

danslecasc <0, z>a>0:

E (_M@) Hy(zv/~c) H(0) E,
x| € a = c c
E

H%(O) XH%(a —c):

(Téc) sous ]Pm> £ <T(C) sous IPx) 1— (Téc) sous ]Pa)
= [—210111 <1 - ;i)] = (ngc) sous IPa) *

On retrouve évidemment 1’aspect markovien du processus.

1 2
——In(1- cd

2c 271

2

(3.2)
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X

Casxz>a>0

0 Lex incognita ———= 7, sous P, T Sous P,

—

Indépendant d’avant 7,

A C . . ’ . .o . ’ .
Pour connaitre ng ) sous IP,, il faudrait ”déconvoler”...En fait voici un début de rai-

(c)

sonnement : on peut montrer que 7~ sous Py est infiniment divisible, tout comme

ngc) sous IPg. Des lors, si g désigne la mesure de Levy de TC(LC) sous Pg, p, celle de ngc)

sous Pg, alors, d’apres le Théoreme de De Finetti 4.1.3, d’apres le Proposition 7.2.5 :

Eo (ef/\r,i“‘)> - Hi[j([z\(ﬁ) = exp [— /0+oo (1 — e%t> d/ia(t):|

(©)
De méme pour I (e_”’” ) L’égalité (3.2) donne alors :

(¢) (c) (c)
Eq (ef)‘T“ ) =, (ef)‘fr ) x Eq (ef)‘f”” )

By () exp [— /0 - (1-e%) dua(t)}

(c)
— ATy _ _
— T, (e ) = = —

B () e
= o[- [ (1= - 0]

(a — pz Teste une mesure positive, car la mesure de Levy associée est croissante et

a > x > 0) Mais déterminer p, par exemple revient, d’apres la Proposition 7.3.1, &

avoir une représentation exponentielle pour :

H (

n\ym ol
—
|
S— S~—
1
/N
—_
|
Q
23
no
~
|
e}

— Et dans le cas a < 07 le Lemme 7.2.1 (i), nous permet d’avoir :

— Cas 0 > a > z, il s’apparente a (—z) > (—a) > 0, et alors par indépendance et
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symeétrie :

(T(gc) sSous ]Pr) (TéC) sous IP(_:"))
(T((i)a:) sous IP(—@)) j[ (Téa) sous IP(_J”))

(7'3(30) sous IPa> I (Téc) sous IPI>

I

(1>

Cas0>a >=x

Indépendant d’avantr,
Lex incognita

T, sous P, Ty sous P

.
0 T

@

— Cas = > 0 > a, une relation analogue a (3.1) est :

E, <€*AT§C)> _ (‘T\/jc) B H% (1: _C) H% (0)

H c c
(av=e) ~  Ha(0) Hi(av=0) = Ex (ewé )) Eo (ewé )>'

H

o> [al>

On aurait : (TC(LC) sous IPx> £ (Tégc) sous IPx) + (nﬁ’“’) sous IP(]) . Mais 1a on connait
1

encore moins de termes de la somme indépendante (Téc) sous IPO). C’est encore

plus difficile.
— Lescas: 0 < x <aet0>x>a,le Corollaire 7.2.6 nous enseigne que par exemple
dans le cas 0 < x < a et malgré la force d’attraction vers ’axe des abscisses, que ce

soit avant 7y ou apres, 'ordonnée a sera presque surement atteinte par X;.

7.4 Le cas transitoire ¢ > 0

L’équation différentielle (€) : f” + 2cxf’ — 2Af = 0 est a résoudre pour ¢ > 0. Posons

f(x) = e¢**g(z), alors nous avons :

{ f'@) = = 2exf(@) + e g () |
f"(z) = —2cf(x) — 2cxf'(x) — 2cxefcmgg’(:1:) + efcng”(x)
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L’équation (&) devient :
o—cz? [g” +2cxg — 2\g — 4c*aPg — 2cq — dexg’ + 402;029] =0

Finalement : ¢ — 2cxg’ — 2(\ + ¢)g = 0 qui est une équation de type (£) mais dans le cas
¢ < 0, car cette fois ¢ = —2¢ < 0, et N = A+ ¢ > 0, et donc tout le travail du cas ¢ < 0

donne :
g(x) = HL (ix\fc’) = H e (tzve) = f(z) = e—ca:2H_1_% (£ave) .

Et alors, cette fois, nous aurons un résultat analogue au Lemme 7.2.1 (ii), appliqué & —¢ = ¢

pour se ramener au cas ¢ = 1 :

1
iii) La loi de Téc) sous PP, est égale & la loi de 57'536 sous P, /z.

Des lors, nous avons, 1’égalité de série entiere, dans le cas c=1:

L),

Haa@) = e 5D P!

p=0

)\ 1 “+o00 _ —+o00
Or:T (T) = / £ et = 2/ yP eV dy, via le changement y2 = t,
0

donc grace au Théoreme de Tonelli :

1 too [P x (—2z)P 2
Honto) = iy [ (220 e
F(l + )\) 0 p:() p:
1 +oo 2 2
= — —22y=y" A dy.
T(1+)\) /0 ¢ vy

. L. 2 e 1 9ay—a?
Cette fonction décroit sur R en x car hy(z) = y e 2%Y~Y" a pour dérivée : —2y e~ 22¥Y

qui est négative.
Et alors, pour > a, le produit 6“2_$2H_1_)\(a;) décroit sur |0, +oo[, et donc d’apres le
Théoreme de Dynkin 5.4.1, sia > 0:

ey _ f(®@) e " H_1 ()
e (e ' ) ~ fla) e ®H_y_x(a)



118 CHAPITRE 7. ETUDE DU PROCESSUS DE ORNSTEIN-UHLENBECK

C’est encore la bonne solution si a < 0, en effet il suffit de prouver que 6“2_9”2H_1_ A(x)

décroit encore sur [a,0]. En fait le produit e~ H_;_(z) décroit aussi sur | — oo, 0], car :

71.2H o 1 +o0 *2272xy7y2 )‘d
e a—i(z) = () e y dy
0

L1+ Jo

_ / @ gy / T et g,
T+ Ly .

1 . .
= T+ [i(x) + j(z)].

Nous allons prouver que ¢ et j décroissent pour z < 0.

— Pour j :

. oo _ 2 by oo 2 A
j(e) = / @Ay = / e u+ (—a)Mdu,
— (u=z+y) Jo

fonction qui décroit car : t <z <0 == VYu>0:[u+ (=t)]* > [u+ (—z)]*.

— Pour i (c’est la que ca se gate) :

i(x) = / e~ @)% Ay = / e_”2[(—m) — v .
0 (v=(=2)~y) Jo

Soient ¢ < z < 0, on va prouver que i(t) > i(x).
Pour tout v €]0, —z:

(—t)—v>(—2)—v>0=>e [(—=t) —v

En intégrant sur 0, —z[, sachant que |0, —z[C]0, —¢[:

—t -z -z
i(t) = eV [(—t)—v] v eV [(—t)—v dw e [(—z)—v] Mo = i(z).
0= [ e ln=a s [ - > [ e (o) i)

Donc finalement, e %" H_1_y(z) décroit aussi sur ] — 00, 0).

Et dans le cas x < a, le changement —x rend décroissante e~ H_1_\(—x) sur R, on prend :

’ ( ) I / (:E ’,_l/)2 )‘d
e H_,_ X e s

qui est croissante sur R en z. Et donc, cette fois, pour = < a :

e\ _ fl@) e H  A(-a)
Es (e ’ ) - fla) e H_i_\(—a)

En effectuant le changement de 1 & ¢ > 0 :
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Proposition 7.4.1 Pour le cas ¢ > 0, la transformée de Laplace du temps d’atteinte du

processus d’Ornstein-Uhlenbeck est :

— Siz<a:
E (e—)\T,E@) _ ec(az—a:2) H_l i\(_x\/é)
: H o\ r(—ave)

— Siz>a:

7.5 Lien avec le brownien passant une frontiere parabolique
Revenons a T,Sc) sous P, en général pour x # a. Nous avons, par symétrie de I'intégrale
de Wiener et au Théoreme de Dubins-Schwarz 7.3.3 :

t
7\ = inf {t >0] e <:1: + / eCSdB5> = a}
0
t
= inf {t >0 | / e “dB; = ae” " — 3:}
0 (5.1)

t
inf {t >0 | / e “dBs = x — aeCt}
0

£ inf{t > 0| Be,) =« —ae” "},

t
ou C(t) est le crochet de la martingale (Mt(c))tzo = (/ eschS) . Cest-a-dire :
0 £>0

t 2
</ e_schs>
0

C.(t), quelque soit le signe de c est croissante (de dérivée e2* > 0), positive, s’annulant en
t =0, et de limite en +00 égale a 1 si ¢ > 0, et & +00, si ¢ < 0. Sa réciproque quand elle est
définie est : O (y) = o In(1 — 2cy). Des lors :

c

— Si ¢ < 0, C.(t) réalise une bijection croissante de 0, 400, et donc :

Cu(t) = E

— /t e—QCst — i (1 _ e—QCt)
0 2c '

¥sous P, £ inf{t > 0| Be,) =« —ae” "}

inf{Cc_l(t) >0|By=x— ae—cCgl(t)}
= 7t [inf{t > 0] By = — ae ™0 )]

= —iln[1—2cinf{t>0|Bt:m—a\/1—2ct H-
2c
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Voici les es graphiques qui illustrent les situations :

Cas:ec<0,z>a>0

z-a
x — a1 — 2ct Tr—a

\A B, Cas:c<0,z>0>a

Cas:lc<0,0>x>a

z —avI— 2cl \ " Cas:c<0,a>z >0

B,

xr —avl—2ct

Cas:c<0,a>0>x

Cas:¢c<]0,0>a>x

Bt
x —av1l—2ct

B,
— Si ¢ > 0 nous obtenons cette fois :
1 1
9sous P, £ —2—ln [1 — 2cinf {t € ]0,2[ | Bi=x —aVv'1—2ct }} .
c c

Voici les graphiques qui illustrent les situations :
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Cas:c>0,z>a>0

"E/ Cas:c>0,z>0>a \
._M/LW'L— B,

r —av1l—2ct

L— 2ct

Cas:c>0,a>x >0
Cas:c>0,0>x>a

€T B.e
T —a Bc
x+avyl— 2ct
x
Cas:c>0,a>0>=x
B,
t Cas:c>0,0>a >
T —ayl— 2ct
x B,
x —avy1l— 2ct
r—a m—a\
x

Remarque 7.5.1 Dans le cas ¢ > 0, avec a = 0, nous avons en fait :

1‘2

Co(r$) £ inf{t >0 | B =2} £
27%

)
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donc : P (Téc) = +oo) =P (’y% < ca:Q) > (. Il y a un dirac en 400 pour Téc).

7.6 Compléments sur les fonctions de Hermite

En premier lieu, rappelons la relation (2.8) définissant la fonction de Hermite, sous la

1 = A+n\ (—2x)"
Hox(z) = 2F(>\)7;)F< 2 ) nl

forme d’une série :

Définition 7.6.1 Le polynome de Hermite d’ordre m > 0 est le polynome Hp,(z) de degré

m égal a :

Ho(2) = (—1)m- (6—32) x e?.

dzm

Proposition 7.6.2 Pour tout entier naturel m, Hy,(z) est un polynéme de degré m (appelé

polynéome de Hermite d’ordre m).

PREUVE DE LA PROPOSITION 7.6.2

Nous avons, pour ¥ = m entier naturel :

L (*5") oai
=0, pour n > m, et n < m, avec m — n impair.
I'(=m)
Donc
E(%)
Hp(z) = ) p(n)(=22)"7",
n=0
avec :
[ (—n+ ™t )1l (14 2L !
¢(n) = lim (=n 7) = lim —t( Jma I 7) = (—1)7"_"&,
t=m 2T (=t)(m —2n)!  tom 2 (25 T(m —t+41)(m — 2n)! n!

ol (x)m+1 est la notation de Pochhammer : (z),, =2 x (x + 1) X -+ X (z +m).
Et alors :

(3 2

—1)P(22)™*"m)!

Hy,(z) = E (=1)"(2z) m qui est polynomiale de degré m.
~ nl(m — 2n)!




7.6. COMPLEMENTS SUR LES FONCTIONS DE HERMITE

(Ho(2) =1, Hy(2) = 22, Ho(z) = 42% — 2)

Calculons la fonction génératrice exponentielle des Hy(z).

123

Grace au Théoreme de de Fubini :

E(m
+o0o Hm(z)tm _ +200 (22:) (_1)n(22)m—2ntn'
= m)! =\ = pl(m — 2n)
B +i:’o(l)n < i’f (QZ)m—Zntn>
- | | _ |
~= nl m:2nn.(m 2n)!
3O (e
- ! !
= n = k!
B i’f (—1)m2n i’f(zz)ptp
= n! = p!
— p2at—t?
X (=1)™Hyp(2) 2 2
Donc, nous avons : Z L mmAm = o= ()72,
m!
m=0
dm 2 2
Et par unicité du développement de Taylor : H,(z) = (—1)mdz—m (e_z ) e =Hnm(z). O

Proposition 7.6.3 Pour tout réel x, pour tous u, A >0, on a :
2
[H (3 (2)]
H_x\(x)H_(xi2p) (@)

— Hypix— est décroissante sur R.

_ T _ 1+
Pour tous A > 1, u>0: xgr—ir-loo%)\’u(x) 1+,

PREUVE DE LA PROPOSITION 7.6.3 Prenons ¢ = —1, u > 0, et x > y, alors on a par 'inégalité
de Cauchy-Schwarz :

E, (e*(Aﬂi)ﬂﬁ_l)) =E, (6_(%-5-#)7?571)@*%7@5_1))

< [l ) e ()

Ce qui se traduit, grace a la Proposition 7.2.5 :

< H-pwap (z)H_x(z) [H (0 ()] [H_ () ()]

, Ou encore :

[H—(M—u) (1‘)] ?

H oy ] = Hogow (W) H-A(y) H_\(@)H_(\y2p) ()

H_\(y)H_(xy2,) ()
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[H_ (e (@)]”
H_x\(@)H_(x12p)(2)

D’autre part, nous avons vu que : H_y_1

est décroissante sur R.

1

@) = sa
le changement v = A + 1, pour tout v > 1:

H _ L oo tl/—l —t2—2$tdt
W=y e

Ainsi : H : 2 —

oo
/ t/\e_tQ_mdt, donc en effectuant
0

1 400 $2
=—TI(v) s¥7le™ 12 ds avec s = 2xt
(2z)” 0

() <r(1y) /0 o s”_le_sds) — (22)".

Les fonctions de Hermite sont toutes strictement positives (la représentation intégrale le dit),
et donc, pour A > 1, u>0:

(2$)—2(>\+u)
z—+oo (2x)"A x (2x)~(A+2m)

D’ot1 le résultat. t

Hk,u(fﬂ)

On en déduit alors :
Corollaire 7.6.4 — Pour tout réel x, et pour tous A>1, u>0: on a :
[H xyu(@))? > Hox(2)H ppo(2),

donc pour tout réel x, la fonction : A —— H_x(x) est log-concave sur |1, +0o0.

— Inégalité de Turdan : pour tout réel x et pour tout A > 1:

H_\(z)H__s(z) < [H_y_1(x)]?

— FEn notant, pour tout entier n > 1, le polynome H,, le n-eme polynome de Hermite,

on a aussi, pour tout réel x :
[Hy1(2)]” > Hy(2) Hpyo ().

PREUVE DU COROLLAIRE 7.6.4
— Hx,, décroit vers 1.
— C’est I'inégalité quand A > 1, et = 1.
— Lorsque A =n > 1, H_)(z) est le polyndéme de Hermite H,(x).
]

H,)\(l')

H_»(0)
Nous avons un quotient de deux fonctions log-concaves en A qui donne une transformée de

(=1)
Remarque 7.6.5 Nous avions pour z > 0 : pour tout A > 1 : I, (e_ATO ) =

Laplace qui est donc log-convexe en .



Chapitre 8

Etude de la diffusion de Bessel

Définition 8.0.1 On appelle diffusion de Bessel un rpocessus solution de l’équation aux

dérivées stochastiques :
XO =T

c
dX; =dB; + —dt
t t+Xt )

(0.1)
ouc>0

Remarque 8.0.2
— x est non nul, sinon nous avons un probleme de définition.
— Si ¢ =0, il s’agit du cas limite : X; = B; + .
— Si ¢ est non nul, on se ramene a x > 0, par symétrie. Pour x,a > 0, nous allons donc

(c)

R e . .
chercher a calculer E, <e ATa ) , puis la loi de 75 7 sous P,.

8.1 Un lien avec le mouvement brownien n-dimensionnel

Soient pour n > 1: (Bt(l))tzo, BRI (Bt(n))tzo, n browniens indépendants issus tous de 0.
n
AN 2
Et considérons Z; = Z (Bp) .
i=1
A\ 2 .
Pour tout 1 < ¢ < n, par la Formule d'It6 5.3.3 ((Bt(l)) = f(Bt@), ou f est la fonction

carré) :
Zy= y? +nt+22/ aBM <

Puis :

dZ; =ndt+2 Y BaB. (1.1)
i=1

125
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Soit alors Y; = x++v/Z; = x+g(Z;) ou g est la fonction racine carrée. Alors d’apres la Formule

d’It6 5.3.3 :

l\D‘l—‘[\D
MN
OOM—tl\D‘H

Vo)

(Zs)
\/7

Or, nous avons, par indépendance :

Alors :

ou M, désigne la martingale : Z /

=0+

=47

dYs

=1

v3 (Camyz) 1
S

n n 2
d(Z,) = n?(ds)?® + 4n (ZBgﬂngi)) ds + 4 (ZBgﬂngi))

0+4 Y  B{BYAB{dBY

1<i,j<n

i=1
ds.

dZ; —lx 4Zds
2/Zs 8  Zg\Zs

dZs —ds nds —ds
+

> (80)’ (ng»)Z) s (z <Bg>)2) s

(2

=1

27, 2Y
n—1
= M,
5Y. ds+d
(z
Bs” 150

s -

En fait, nous avons (M;), = t. En effet, des calculs précédents, on tire :

AZ,ds
dy, =
s 2Y,
AM, = dv, - "L
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Alors :

d(M,). = (dM;)? = [dYS _n 5 1ds] [dYS _n 5 1ds]

—1
= (dYy)? - (an ) av,ds
C(dz)? 1 1 n—1
=17 a7 Zds+ 5 dZds - ——dZds

n

4 ; 1
= (Z) 2 = — =
17 (g (By") > ds 7 X Zsds = ds.

i=1 §

Et donc cette martingale (My); est un mouvement brownien (une martingale de crochet t)).

Et alors, le processus (Y;)i>0 ainsi construit & partir de (Z;); résout I’équation (0.1), pour

toute condition initiale non nulle z, dans le cas ¢ = —5

8.2 Transformée de Laplace du temps d’atteinte

8.2.1 Résolution de I’équation différentielle associée

Remarque 8.2.1 Considérons le processus solution (Y;);>o, trouvée a I’équation (0.1) dans

n—1
la sous-section précédente, donc dans le cas ou ¢ = —5 o nE IN/{0,1}.
Le Théoreme du potentiel du mouvement brownien n-dimensionnel (n > 2) entraine que :

n—1

VnZQ:T( 2 ):inf{t>O\Yt:0}:+oo, P —p.s.

Le Théoreme de comparaison des diffusions entrainent par ailleurs que si ¢ < ¢, alors nous

avons Téc) < TéC/). Donc Téc) = +o0, P — p.s, pour tout ¢ > ok

(c)

Ainsi dans le cas o1 @ = 0, on sait comment se comporte 7, si ¢ > —~. (Nous redémontrerons

1
’ 2 .
ce résultat par un autre moyen)

1
Ainsi dans le cas a = 0, il faudra étudier Téc) pour 0 < c < > parce que si ¢ = 0, nous

©) £ c 2?
retrouvons : X; = x+ By, et nous savons que 75’ = T_; = 5
Y1

2

,ou 7_, est le temps d’atteinte

du brownien (By); de la valeur (—z) (Proposition 5.2.3)

o(x)=1
Soit ¢ # 0, et soient a,z > 0, nous avons : dX; = 0(X;)dB;s + b(X;)ds, ou : o) -
x)=—

x

Donc, le générateur infinitésimal est :

(0(2))? 1

L)) = TEL f1(@) + b(e) (@) = 5"(@) + Sf (o),
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Ainsi I’équation différentielle ordinaire associée a 1’équation (0.1) est :

L)) = 0= 5"(@)+ S f'() = A () =0
< af"(z) + 2¢f'(z) — 2 zf(z) = 0.

(2.1)

Comme dans le cas du processus d’Ornstein-Uhlenbeck, nous allons chercher une solution a

+o0o
cette équation (2.1) sous la forme d’une série entiere : f(x) = Zan:p”.
n=0

+oo +oo
Nous avons : f'(z) = Znanx"_l, et f(x) = Zn(n — Danz" 2. Alors :
n=0 n=0

+o0 +oo +o0
zf’(x) +2¢f' () — 2Xzf(z) = 0 = Zn(n — Dapa™ 1t + ZQcannxnfl + Z(—Q)\)anx’”l =0

n=2 n=1 n=0
+oo
= 2cay + Z [(n 4 2)(n 4+ 1anio + 2¢(n + 2)anse — 2Xan] " =0
n=0
( 2ca1 =0

— ao est un degré de liberté

Sin>1: (n+2)(n+ 1antz + 2¢(n + 2)an+2 — 2Xa, =0
a; =0, car ¢ # 0

— ao est un degré de liberté

2X\an,
(n+2)(n+1+2¢)

Sin>1: apio =

— Sin=2p+1l,oup>1:

(g = 2)\a2p_1 _ /\azp_l
TG D12 20+ i+
AP
— ... = al - 0-

— Sin=2p,oup>1:

gy = 2/\a2p_2 _ )\agp_g
P@2p)(2p+14+20)  2p (p + % + c)

AP
= ... = mao.
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B 1 _T(v+p+1) _
Donc, en posant v = ¢ — 3 et comme (V)p = W’ alors :
+00 2
agA\P 7P
f(@) = —
pz:[:) 2°(v), p!
Foy S (VA z \*
—cot) pz:[:) C(v+p+1)p! <\/§>
. 2
. F(l/) +Z 1 xrvV 2A i
- = I'(1+v+p)p! 2 '

Définition 8.2.2 On appelle fonction de Bessel modifiée la fonction I, définie pour tout z

appartenant a C/R™ et pour tout v complexe, par :

“+o00

1 2\ 2pt+v
Lu(2) = pz::O T(v+p+ 1)p! (5) '

Nous avons des lors une premiere famille de fonctions solution de ’équation (2.1) :

—V 10 2p+v —v
fip(x) = apl'(v) (a: 22>\> Z T ! (x\/ﬁ> = aol'(v) <\/227/\> xx VT, <x\/ﬁ> )

= (I4+v+p)p! 2

On cherche une seconde famille de solutions a ’équation (2.1), (les solutions forment un

espace vectoriel de dimension 2), sous la forme : fo, () = =2 g(z). Nous avons des lors :
fl@) = —2va™ lg(z) + 2~ g(x)
{f"(ac) = w2+ 1)z ¥ 2g(z) — dva 2 g (2) + 2 g ()
Ainsi, apres calculs :
zf"(z) + 2cf (z) — 2 zf(2) = 0 = 2% [z¢"(z) + 2v + 1)¢'(z) — 2Azg(z)] = 0.

Donc g(x) est la solution de I’équation différentielle :

- 1—-2v

zg"(z) + 2¢¢'(z) — 2 zg(z) = 0, ot ¢ = 5 = 1—ec. (2.2)
Alors, d’apres tout le travail fait pour I’équation (2.1), une solution de ’équation (2.2) est de
la forme : ) .
g(x) = 7V I;(zV2\), ot ¥ = ¢ — ;=5 =V

Donc : g(z) est de la forme xZ_, (xv/2)). Et donc finalement la deuxieéme famille de solutions

de I’équation (2.1) est constituée des multiples de :

fou(x) =27 22"T_,(xV2X) = 27VT_,(xV2)N).
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8.2.2 La fonction de Mac Donald

Définition 8.2.3 La fonction de Mac Donald est la fonction K, pour tout v appartenant a

C/Z, et pour tout z appartenant a C/R~ par :

T I ,(2) —T,(2)
2 sin(mv)

Ku(z) =

Remarque 8.2.4 Présentons quelques propriétés élémentaires des fonctions Z,,, IC,, :
— Nous avons de maniére immédiate que : Z,(z) = i"7,(iz), ou J, désigne la fonction
de Bessel de premiere espece d’indice v (Définition 3.1.5)
— On en déduit que pour tout entier naturel n > 1, et tout z de C/R™ : Z_,,(2) = Z,(2),

car nous avions vu J_p(2) = (—1)"Tn(z), et alors :
T_n(2) =i M IT 1 (i2) = i"(=1)"Tn(i2) = (=) Tn(iz) = i "Tn(iz) = Ln(2).

Donc, dans le cas ou v est entier, la question de définir k), ne se pose pas vraiment.
— Pour tout v complexe non entier, K_, = IC,,, car sin(—nv) = —sin(wv).

— x7YK, pour v = ¢ — % est une solution de ’équation (2.1), car combinaison linéaire
de fLV et f27l,.

Proposition 8.2.5 Pour tout v réel non entier, et pour tout réel x > 0 :
“+oo
Ky (x) —/ e s ()14,
0

Lemme 8.2.6 — Pour tout réel x > 0, non entier :

1
T - _ _ \z—1 7zd
(z) 2i sin(mx) /5;( ) ez

8%
ot 0w est le contour limite quand & tend vers 0T, € tend vers 0T et R tend vers +oo
mn

du contour 8w5757 R Suivant :

E+i5 R+i§

\_~/g_m‘ R—i§

— Formule de Hankel : pour tout réel x > 0 :

[}

Y

1 1
- — )" T3]
I'(x) 2im 8%( ?)Tede

PREUVE DU LEMME 8.2.6



8.2. TRANSFORMEE DE LAPLACE DU TEMPS D’ATTEINTE 131

— Soit f(2) = (—2)* e %, on va calculer / . f(2)dz, en fonction de 9, ¢, et R.

awé,s,R

/a . fxdz= /E [—(r 4 i0)]" e " ¥dr

Ws.e,R R
27 —05 r—1 o
; i /2 2 im 160 .
+ / (\/ 52 + 526”‘-619) eVe +o%etTe d <\/ €2 + 52610>
Os

R
+ / [—(r — ié)]xil e Ty,
€

ou 05 est la mesure entre 0 et 7 de 'argument du complexe € + 4. Lorsque J tend vers

0F :
— Dans la premiere intégrale de 1’égalité ci-dessus : —(r + i9) — e iy,
6—0
— Et dans la troisieme : —(r — i) — €'
§—0t
— Dans la seconde intégrale : §5 —— 07, et :
d—0t
2m—0s i 0\l /e rgzeimei 0 2 i 0\ Tl cgimeit
/ (\/ g2 4 §2e"e’ ) eVeEtotemenq (\/ g2 + §2¢' ) — (eze“rez ) e ¢ iedh.
05 §—0t Jo
Donc :
; € —aT
lim . fx)dz= e_”(x_l)/ e Ay
6=0% Jows . r R

2w : i0 z—1 i 10 : ( _1) R 1 i
+ (66”62) e® ¢ 4edf + e r®=re® Tdr.
0

€

Or, nous avons :

27 N | in i 27 27
/ (56”6’9) e ¢ isdﬁ‘ < sx/ e—eeos(@)qp < 61/ e °df = 2me¥e™® —— 0,
0

0 0 e—0t

car > 0. Donc, par convergence monotone (pour les deux autres intégrales) :
) 0
lim lim f(z)dz = em@=l) /

(a2
e—0t §—0t Owse.r

. ) R )
Pl + em(:vfl) / re=1eer qp.
R 0

Et enfin, encore par convergence monotone :

/m(—z)zlezdz: lim lim lim . f(2)dz

9w R—+00 =01 =0t Ows.e.r

—+o0o —+o00
_ _e—iw(x—l)/ Tx_le_TdT-l—eiﬁ(z_l)/ Pl dy
0 0
— (efwrx _6171':1:)/ 7,,:1371677"(174
0

= — 2isin(mx)l ().
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— PourO<ax<1:

—x)= — L —2) T lem2q, = ot —z) e *dz
ra ) 2isin(m(1 — x)) /5;( ) d 2isin(mx) /5;( ) d

Grace a la Formule des compléments (Théoreme 1.3.5) :

T P(l-a)= —1/m(—z)_xe_zdz.

sin(rz)T () 2isin(rz) J5s

1 1
Donc pour tout 0 < x < 1: —— = /

—— —z) Te *dz.
I'(z) 2im 3%( @) Terda

En considérons & complexe, les deux membres de la derniere égalité sont holomorphes

1
I'(z)

avec x en —o0) et sont égaux sur tout l'intervalle réel 0, 1] et ne s’annulent pas. Alors

z T

en x appartenant a C ( est entiere et e~ * 'emporte sur tous les mondmes z~

par prolongement analytique, les deux membres sont égaux pour tout réel strictement

positif. (en fait pour tout complexe).

0

PREUVE DE LA PROPOSITION &8.2.5 : Grace a la Formule de Hankel (Lemme 8.2.6 (ii)), pour

tout & > 0, et pour tout p entier naturel, pour tout réel v :

P~ :.'L'piy / (_Z)y—p—le—ZdZ
Flp—v+1) 2ir Ji
P~V ol —

= - /m (—sz)" P e "ds, avec z = s, dz = zds.
1T 0w
1

=~ 5 |~ (—s)""P~te75%ds (le coutour n’est pas affecté).
1T ) ow

p+v 1
Et de méme : v - /m (—s)*”*pflefszds.
Fv+p+1) 2 )55
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Des lors, pour tout x > 0, tel que x et 2z ne sont pas entiers :
Z,(2x) —I_,(2x)

il
2 sin(mv)

—+00

_ T Z (L’ip xp"’_’/ B :L,p—u
~ 2sin(7v) — p |[Tp+v+1) Tp-v+1)

+00
1 7P
= — — _g)vPpl (g p—1] oSz
4isin(7v) Z—:o p! /af; [(=9) (—s) le 5

— pr Sln T”j Z p' /+°° — 7t$ [t—y—l (eimj - efz‘m/) + tufl (ez'm/ . efim/)] dt

_ 1(7”/) /+oo +oo (_t$)_p€—t:p [t—ufl (eimj - efim/) + w1 (eiﬂ'u _ e*im/)] dt
0

(]

— ‘
47 sin = p!
1 oo to—Z 1 1
- x 2i si —tr=% () ae
4isin(mv) /0 isin(mv)e ( + )

Encore, par contour :

1 oo :
W X / 2isin(rv)e T (¢ 4V dt

47 sin

+oo
= e Sln 7TV Z p' / - ftx [t,y,l (eim/ . e*im/) _'_tufl (eim/ . efim/)] dt

+oo | Foo —p , ' ' '
= 1(7”/)/ Z ( tw) e—tm [t—l/—l (ezm/ _ e—zmj) —|—tV_1 (ezm/ _ e—zm/)] dt
0

— '
47 sin = p!
1 e to—=Z 1 1
= X 21 si B (i tTV) de
4isin(mv) /0 isin(mv)e ( + )

400
= ;/ e o (H7) (11 ¢ Yy at,
0
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ef:(:(tJr%) (tu—l + t—y—l) dt

)
+o0 Fo0
/ e—x(tﬂ)tuldt_i_l/ e t(tHi) =1y
0 0
J

2

+0o0
e e(tH1) 144 + ;/ e*:”(%JF“)u”_ldu, avec t = =
0 u

“+oo
:/ e_x(t'i_%)ty_ldt.
0
+oo x 1
Et donc, en remplacant 2z par x : K, (z) = / e 3 () =1y, O
0

8.2.3 Le résultat sur les transformées de Laplace

Proposition 8.2.7 Soit (X;)¢>0 la diffusion de Bessel, pour x > 0,¢ > 0.
— Six >a >0, alors pour tout A > 0 :

w0y VK (2v/2)
E, (e ”)):M‘

— 510 < x < a, alors pour tout A >0 :

arle a T, (xV2\
E, (e Aé)):a_éyga\/;i;.

PREUVE DE LA PROPOSITION 8.2.7 :
— Cas z > a > 0: d’apres la Proposition 8.2.5, et sachant que ="/, (xv/2\) est solution
de I’équation 2.1 :

+oo
TV (xV2N) = / e 5 (HHi) VA -1y
0

too /ax 1 t dt
= / e~ 5 (utgg)Vah v () du, avec u = —, du = —
0 xu x x

expression qui montre que VK, (zv2\) décroit en z > 0, donc sur [a, +o00[. Des lors

le Théoreme de Dynkin 5.4.1 s’applique :

_agle VI, (22X
E, <e Ars >> _ aui}jga\/;i;.
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— Si 0 < 2 < a: on cherche une solution de ’équation 2.1 croissante sur |0, a/.

v v (2van)”

2 gt

1
est croissante et strictement positive en x > 0 pour v > 0, c’est-a-dire ¢ — 3 > 0. Et
donc :

— Si ¢ > = : le Théoreme de Dynkin 5.4.1 donne cette fois :

N =

@ aTVT(zV2A
Ex<e Aé)):q_yiyga\/;;\\;.

T

1 _
— Sil0<e< > alors v < 0, et dans ce cas, (5) VIl,(l'\/ 2)) est encore croissante et

strictement positive en x > 0. La conclusion s’en suit.
O

8.3 Loi du temps d’atteinte

8.3.1 Lecas 0 <a <z (et a proche de 0)

Remarque 8.3.1 Nous allons retrouver la conclusion de la Remarque 8.2.1 quand ¢ > %,

pour Téc).

Proposition 8.3.2 Considérons 0 < a < z, alors :

1
— Siv <O, iec<§:

P, (T,gc) < —i—oo) =1, et Téc) £ %
2’}/1_6
2
. ) 1
— Siv >0, zec>§:
2c—1 1
P, (Téc) < —1—00) = (E) , en particulier : P, (Téc) < +oo) =l<=c< ok
T

PREUVE DE LA PROPOSITION 8.3.2 : Pour a proche de zéro, nous tombons dans la situation

0 < a < x, nous avons :

B, () = T Ky @V (avVEN VK, (V) )
’ a Ko (aV2h) | (aVZN) VK, (aV2N) '
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Des lors, pour tout x > 0, d’apres la Proposition 8.2.5
+oo

(+v2n) " Ku(evan) = / e BV (pyan)

0
Too o 1 —v+
= / e 2 (“xm+uz\/ﬁ)m (x\/2)\) : Vu_”_ldu, avec t = zuv2\
0

(3.2)

— Si v < 0, alors par convergence monotone, nous avons :

—v 400
lim (:U\/Z)\) ]CZ,(I'VQ)\):/ e zeu " Ldu
A—07F 0
“+o0 v—1
= / (L) (3.3)
0 2v 2U2

1\" [t
= <> / vV e = 27T (—v).
2) Jo

: e . V2N) TV, (2 V2N)
P, (r(© — lim By (e7) = fim & ~1
(77 <-+o0) = Jim B (720 = i o oV

. C ’ A N
Et dans ce cas de v < 0, concernant la loi de Té ), nous avons alors trouvé, grace a

Pégalité (3.2), et la fin du calcul (3.3) :

+oo 2 1
o / e /\uefﬂufufldu
(&
E, (ef/\TO ) _Jo

+oo i
/ e zau " du
0
“+o0
2 1 .,
/ ezAue QUUVIdu
0

27T (—v)

(xz)—u—l +o00 22
:M()/ e Ne 2y ldy, avec y = z2u.

Ainsi, pour tout a > 0,

Avec un raisonnement analogue a la démonstration de la Proposition 5.2.3 :

Py (0) =553

7V e g oo (£)dt

($2)—V+1 2

I |
= IPzﬁu (y) = me vy 110,400 (¥)dy-

oL x* ¢ a?

2v_, 2'7%—(:'

En identifiant les Laplace, nous avons bien lorsque v < 0 : 7
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— Si v > 0, Quand nous faisons tendre A vers 0, nous aurons :
—v 400 o
<a\/2)\> Ky (av2h) = (av2h)™ / o5tV -1,
0
+oo 4 w N v—1
_(a\/ﬁ)'// e 2(%+ )mx( 2u ) X 2du
0 av2A av 2

—2v +oo a2 2
= (aﬁ) / e_“e_TuAu”_ldu, avec t = —o
0 av 2\

~ (aﬁ>_2y /0+Ooe“ =l — (aVA) T (v).

A—07F

Ainsi, pour tout x >a > 0:

c 2v
Po(rl) < 4o0) = lim Ey(e ) = (9) . (3.4)

A—0+ x

Et alors, lorsque a tend vers 0, nous retrouvons, pour v > 0, c’est-a-dire ¢ > %, pour
tout x > 0:

P, (1 < +00) = lim <%>2V_0:>IP (” ):1.

a—07t

— Etude du cas v = 0. Supposons v > 0 petit. Par comparaison des drifts (égalité (3.4)) :

pour t > 0 assez grand :

O<i<vy =P, <( )§t>ZIPx<T(562)St>

a

Faisant tendre vy vers 0 : Py (7\?) < +00) > (g>y. Ainsi : P, (7 O - +o0) = 1.

8

1
En conclusion P, (, (C)<+oo)—1<:>1/§0<:>c§ 7

1 a\ 2v 2c—1
Et dans le cas v > 0, ie ¢ > 2 donne : P, (7{9) < +o00) = (5> = (E) .
(0) £

x :
Enfin, lorsque v = —3, alors ¢ = 0, et nous retrouvons 7,’ = e (le cas brownien).

o=

O
Discutons a présent de la loi pour 0 < a < x : Par la propriété de Markov :
Téc) sous P, £ (Téc) sous IPx> + (Téc) sous IPa) .
1

Ce qui donne grace a la Proposition 8.3.2, dans le cas v < 0 :

2 2

1 2 1 2
L E a —+ (’Téc) SOus IPa) = é (E) + ) (T(Sx) sous IPI) . (35)
2’}/711 27 1 A ’7%70 T ’y%*C 1Lz
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Définition 8.3.3 Soit X une variable aléatoire positive ou nulle.

On dit que X est autodécomposable si pour tout ¢ appartenant a 10, 1], il existe une variable

aléatoire X, indépendante de X telle que :

X £ X+ X,
iR

Remarque 8.3.4 Dans mon mini-mémoire, j’ai étudié la classe £, dont les éléments sont

exactement les variables autodécomposables (tout signe confondu).

Proposition 8.3.5 Une variable aléatoire positive ou nulle est autodécomposable si et seule-

ment sil existe K > 0, et f :]0,+o00]— R, décroissante tels que :

f(z)

T +—

E (e — M) = exp [—K)\ . /O+Oo (1 - e_)‘$> f(;)dx] '

est intégrable au voisinage de + oo

Remarque 8.3.6
f(x)

T

— En particulier z est infiniment divisble avec mesure de Levy ayant une densité

avec f décroissante.

— Par Dégalité en lois (3.5), on observe que est autodécomposable et donc la

1
3 C

variable (Téc) sous P,) l'est aussi.

Soit alors f,, la fonction spectrale décroissante correspondant a , alors partant de ’égalité
-V

2

(3.1), et ayant identifié la densité de

Y—v

E, () = 27T(—v) (xv2X) Ky (2v/2))

“enl [T e () [ 0o (3)
=en{ [0 6 () 2 ()] -

+o0
Grosswald a calculé en 1976 : f,(z) = / e o, (y)dy, avec ¢, explicite.
0
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832 Casl0<z<a

X (—1)k 2 2k+v
Rappelons la fonction de Bessel de deuxieme espece : J, () = Zm (§> .
v+p p!

k=0
Nou avions vu que Z,(z) = i~ J,(iz), donc :

(3 o= ()t

La factorisation de Hadamard (Corollaire 3.2.5), nous donne pour v > —1 (ie ¢ > —3) :

o (3) o= (- 5.

oot Fom

ou0< g1 <+ <Jyn<--- sont les zéros de J,.

— Tout d’abord dans le cas ou x = 0, comme 0 > ¢, ie v > —% > —1, la Proposition

8.2.7 donne :

o <ef)‘7‘gc>> _ 1 _ _ 1 _
T(1+ ) (a 2”) "I(av2))  T1+v) (mﬁ) " T (iav/2N)

+oo

1 1
ey 1 I e
Jv,n

+oo
—2a2 )€,
— E ]E (6 g]g,n> ,
n=1

ou les ;2 sont indépendantes et suivent respectivement la loi exponentielle de pa-

rametre j2, > 0. Donc, dans ce cas :
’

+oo
(Tlgc) sous IP0> £ 9¢? Z &2 .-

n=1(1)

— Si 'on prend maintenant x > 0, alors une factorisation de Hadamard au numérateur

en = et au dénominateur en a, donne :

ity () B e
' T t0) (ar

5

)ﬂ/ T (izv/2))
) T(av2y) T(1+v) (i“ 2”)_” T, (iav/2N)

too 1 — (wm)Z oo 14 22
)

I/

ﬂw

_ H ]un
2 2)\a2

1+
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(a,x)

ou les X, sont indépendantes, et de lois respectives :

332 2

?50( ) + (1 - CL) Jl/n jg’ntﬂ]o,-l-oo[(t)dt'

2 Az
En effet, on vérifie que les Laplace des Xg.‘;’“") sont les facteurs ‘Mi_i_a;
vim ]1/ n

En identifiant les Laplace, on obtient :
Jv,n

+00
(749 sous P,,) £ 242 Z X(-a’x)

Remarque 8.3.7 Kent (1980) a donné les densités de ces fonctions sous forme de séries :

— Danslecas x =0:

f ( () = Lo, +oo[(t) f ]5;1 67];2’;575
‘ 2vT(1 + V) Jv+1 (]V,n) '

— Dans lecas z > 0:

frot) = M() Z]Vn )e .22«12.

Ces densités sont deux exemples de densités de mélanges d’exponentielles.




Troisieme partie

Fonctions spéciales et processus de

Levy
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Chapitre 9

Un premier exemple pour ’étude

du processus de Cauchy

Définition 9.0.1 On considére un mouvement brownien bi-dimensionnel issu de [’origine.
Soient la droite horizontale d’équation {y =t} et Cy labscisse du brownien au premier instant

ot il touche cette droite. Le processus (Ct)i>o est appelé processus de Cauchy.

Ainsi si By = (Bt(x),Bgy)), et si 1y = inf{u > O,Bq(f/) = t}, alors pour tout t > 0, nous

avons : Cy = Bgf)y

Remarque 9.0.2
— Comme le brownien est récurrent, C; est P-ps fini et donc (Cy)>0 est bien défini.
— Cp = 0 par continuité du brownien bi-dimensionnel.
— Par Markov, Tt7yJL{B1(f)7u > 0}.

Proposition 9.0.3 Pour tout t > 0, C} £ tC.

143
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PREUVE DE LA PROPOSITION 9.0.3 : Nous avons :

]E (eiACt) — ]E <61AB$:,)y>

=K (e”‘\/ﬂBix)) = E (e_AQTtT’y) .

2
Or, on a vu : 7y £ £ 227, .
271 2
2
E <ei)\Ct) - F <€—>‘227—t7y> - F <6_)\2t22%> — e 242 _ €‘>\|t.
L
Donc, C; = tCh. O

Proposition 9.0.4 La loi de Cy est la loi de Cauchy (d’ot le nom du processus)

PREUVE DE LA PROPOSITION 9.0.4 : On calcule la densité de Cy (f¢,), par inversion de
Fourier :

1 .
fo,(x) = 5. €R e~ Ple=Aq )

1 [ T\ e T i
= — / e e d)\+/ e e d)x]
27T 0 0
1 1 o AT +oo_~_ 1 o~ A—izA oo
1+ iz . 1+ ix .

o
1 Lo, 1 B 1
C2n \l—iz  1+4idz) 7w(1+22)

Remarque 9.0.5
— (C} est symétrique , pour tout ¢t > 0.
— Nous avons vu lors de la démonstration de la Proposition 4.3.2, et grace a la formule

des compléments 1.3.5 que la transformée de Mellin de |C1| est pour tout s appartenant
. 11
a|l—=,=|:

|2

1 1+s 1—s 1 1
E(|Ci)?)= -T r = = .
1ah= 2 (5)r (%) - wem -
En fait, pour tout réel s, (par extension & iR par holomorphie) :

1
ch (%)

E(IC1]*) =
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qui est la fonction caractéristique de la loi logistique. Donc In(|C}|) a pour fonction

b
ch (%)

caractéristique , et donc a pour densité : (la densité de la loi logistique).

mch(x)

9.1 Transformée de Stieljes

Définition 9.1.1 Soit f une fonction continue strictement positive sur ]0,+o0[ telle que

+o0
t
/ fi)dt < +00. On définit sa transformée de Stieljes par :
1

+oo
Ve e C/R: S(f)(g)z/o tff)gdt.

Remarque 9.1.2 Les hypotheses dans la définition ci-dessus ne sont pas minimales mais ca

suffira ici.

Proposition 9.1.3 Pour toute fonction continue strictement positive sur |0,4o00[, S(f) est

une double transformée de Laplace.

PREUVE DE LA PROPOSITION 9.1.3 : Nous avons pour tous ¢,£ > 0 :

1 oo
— / e_’\(”f)d)\,
t+¢ 0

Proposition 9.1.4 Pour tout fonction f continue strictement positive sur |0,+oo[, nous

avons, pour tout x > 0 :

fo)— 1 U i) = S()(a i)

n—07+ 2

)

que nous noterons (abusivement) :

S(f) (we=im) = S(H)(we™)

um

fz) =
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PREUVE DE LA PROPOSITION 9.1.4 : Nous avons, pour tout z > 0 :

S(f)(—w—z’n);&f)(—x“n): 1 +°°f(t)< Lo '>dt
i 2im Jo t—z—i1m t—x+1in
2in [T f(Y)

= ————=dt
2T Jo  (t—x)2 +n?
(u=t—z) T J_, u? + 772
n—0t
=K [f(l‘ + Cn)]l(cn>—:p)] m f(z),
.. . n—0t
par convergence dominée car f est continue et Cj, IP—> 0. g
—ps

Exemple 9.1.5 (simple et illustrant les calculs) Considérons pour tout réel z > 0: f(x) =

Ljo,1)(), et g(x) = xf(x). On a, pour tout § appartenant a C/R™ :

+oo
s = [ 20

ot 1
_/0 Mdt_1—§10g<1+§>

Des lors, calculons pour tout x > 0, la transformation de Stieljes inverse, grace a la Proposi-
tion 9.1.4, montrons que nous retrouvons f(x) :

1 T

[S (we™) = & (2e'™)] = [:ce_” log (1 + em) — 2e' log (1 n 6?)]

2imx

2Ty

O,six>1
1 1 —T 1 % .
1+—|log| —+e —log| —+e =1,si0<zx<1
29w T T
= Ly (x) = f(2).
Présentons a présent 'aspect ”Levy” du processus de Cauchy :

Définition 9.1.6 On appelle processus de Levy tout processus a accroissements indépendants
et stationnaires (P.A.L.S).

Proposition 9.1.7 (Ci)t>o est de Levy.

PREUVE DE LA PROPOSITION 9.1.4 : Par la propriété de Markov du brownien, pour tous
t>s>0:

—_—~—

C, = B = B! )IB

Ts Tt—s?
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—

ol Bg_)s A1 Bg). Donc Cy = Cs + a\_/s, ol (6’;)»0 est une copie de (Cy)¢>0 indépendante de
H > >
(C)t>0. Donc (Cy)>0 est de Levy. O

Proposition 9.1.8 A tout processus de Levy (X¢)i>0 on peut lui associer la marche aléatoire
(Xn)nzl-
PREUVE DE LA PROPOSITION : Pour tout n > 1,
Xn=(Xn—Xn-1)+ (Xpno1 — Xp—2) + -+ (Xo — X1) + X7,
tous les termes a droite sont i.i.d de loi X7. OJ

Considérons la "marche aléatoire de Cauchy” pour n > 1 : {C,,,n > 1}. ou C), £ nCh,

ui a pour densité ———.
amap m(x? + n?)

C
[t > 0} construit sur la marche aléatoire (Cy,)p>1.
n

Et soit le processus dit ”discrétisé” : {

C
Proposition 9.1.9 Pour toutt > 0: Zlnt] notoo, Ct.
n

PREUVE DE LA PROPOSITION : Elle se démontre a ’aide des fonctions caractéristiques :

E (e C) = o e
n—-+0oo

0

Remarque 9.1.10 En fait, par accroissements indépendants et stationnaires, on peut mon-

trer que :

C
{ Lnt] Jt> O} 3_%30% {Cy,t > 0}, (lois de processus) dans 'espace de Skorokhod.
n
Nous avons donc une approche discréte du processus continu. Confere [17]
9.2 Temps de dépassement d’un processus de Cauchy

Remarque 9.2.1
e Pour z > 0, 7, = inf{t > 0,C; = z}. Le processus de Cauchy ne visite pas les points,

on peut montrer que pour tout x > 0: 7, = +o0.
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e Soit pour z > 0: T, = inf{t > 0,Cy = z} le temps de dépassement de x. On va dans

cette partie trouver la loi de 7.
Considérons M; = max{C,,0 < wu < t}. Alors : M; = tM, car

M; = max{C,,0 <u <t} £ max{uC1,0 <u <t}

I~

tmax{%Cl,O <u< t}

= tmax{vC1,0 < v < 1} = tM;.

Proposition 9.2.2 (C});>1 est 1-autosimilaire.
PREUVE DE LA PROPOSITION 9.2.2 : En effet, pour tous 0 <ty < t; < --- < t,, nous avons

par accroissement indépendants et stationnaires, et sachant que pour tout ¢t > 0: C £ tCh -
(n)

£ (ton)), (t1 — to)C£1)> sty — th—1)C) ),

(CtO,Ctl - Cto’ T 7Ctn - Ctn—l)

ou (Cfo), e ,C’fn)) est un échantillon de taille n + 1 de Cj.
-, C) = F(C’to,Ctl —Cliyy -+, Cy, —Ctn71)7 ou pour tout (xg,---,xy)

Des lors, (Cy,,- -

dans R"*! :
F(xo,--+ ,zn) = (0,71 + T0, -+ , 21 + T2 + -+ + Tp),
qui est linéaire dans R"*!, donc borélienne. Ainsi :
(Cryy-+,C,)=F (C’to,C’tl —Ci, -+, Cy, — Ctn—l)
£F (tocf)), (t1 —to)C - (b — tn_l)C{"))

= (toC, 1,00, - 1,0,
O

Proposition 9.2.3
T, £ £ Mil
PREUVE DE LA PROPOSITION 9.2.3 : Pour tous x,t > 0 :
P(T, > t) = P (inf{s > 0,Cs > z} > t)
= P (sup{Cy,0 <u <t} <z
—P(M; < z) =P(tM, < z) =P <M1 < %) .

D’autre part :
P(T,>t) =Pl >t =P (11> L) =P~ <?
g €T = — — JE— — .
T 1 1 z Tl t
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Proposition 9.2.4 Nous avons :

n—-+00

Cln
[nt) 0<t<1}—£—>maX{Ct,0§t§1}:M1,

1
—max (0,C1, - ,Cy {
n

t

£

S

Nous avons en particulier : Mt o =
1

|

Corollaire 9.2.5 Pourt de |0,1[: G(t) désignant la loi géométrique, soit Gy ~ G(t)+ 1, avec
Gy L {Cy,u > 0}. Alors :
max(0,C1,---,Cq,) ¢

M.
Gt t—1— !
+o0o
PREUVE DU COROLLAIRE 9.2.5 : Rappelons la densité de la loi géométrique : Z(l —)t"oy,.
n=0

Tout d’abord justifions le fait suivant : G, Povs, +o00.
t—1-
En effet, G; prend ses valeurs sur les entiers naturels non nuls, et pour tout k entier naturel

non nul :
P(Gi=k) =P(G =k—1)=(1-t)th "1 —0.
t—1-
Donc : P(Gy = +o0) —— 1. Alors, d’apres la Proposition 9.2.4 :
t—1-
5 . max(0,C,---,Cp) ¢ M,
n = .

n n—-+oo
Ceci équivaut, pour réel A, a :
bo,(\) = B [e27] —— B (¢?).
n—-+00

Des lors par indépendance de G; par rapport a {C,,,u > 0}, pour tout A réel :
$o. (\) = [E (a’mGt | Gtﬂ — S E (e“M1> .
¢ t—1-
D’ou le résultat annoncé. ([l

Nous allons trouver la loi de T (donc de T,) par le biais de M;. Nous allons utiliser le

Théoreéme suivant :

Théoréme 9.2.6 (Baxter-Spitzer, 1956) Soit (Sy)n>0 une marche aléatoire issue de 0.
On note, pour tout n > 1, et pour tout x > 0 :

do(z) =
bn(z) = E
(@) = E[e*wmax(o,sn)}

—_

[e—x max(0,51,52, 7Sn)i|
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Alors, pour tout t tel que |t| < 1, et pour tout x > 0 :

= = Yn(@)
n
Z t"on(z) = exp Z Tt" :
n=0 n=1
En particulier, la loi de M,, = max(0,S1,---,S,) est encodée par la loi tronquée S, =

max (0, Sy).

Remarque 9.2.7 La démonstration de ce théoreme est détaillée dans l'article [14]

Remarque 9.2.8
— Nous avons :

on(r) = B[-2xM,] —— P(M, =0) = P(T} > n).

Tr—-+00

Et:
Yule) = B (75 ) —— P(S} = 0) = P(S, <0).

T—r+400

Donc quand x tend vers +oo, la formule de Baxter-Spitzer devient la

formule de Sparre-Anderson (1954) : pour tout t tel que |¢] < 1:

+oo e

P(S, <
Z t"P(Ty > n) = exp Z (Sn_())t”] . (2.1)
n=0 n=1

— M, Sp, T, sont définissables pour un processus de Levy autre que (Cy)>o.

Corollaire 9.2.9 Soit i la loi de S1. Si p est symétrique sans atome, alors :

1
= 1 2n
VnEO:IP(T1>n):(iL)'":4n< )

n

PREUVE DE LA COROLLAIRE 9.2.9 : Dans ce cas, S, est aussi symétrique de loi sans atome,

1
et alors : P(S, <0) =P(S, <0) = 5 Et donc pour tout t tel que |t| < 1:

= P(S, <0) e EIEX gn 1 [t ds 1
nz::l n nz::lzn /0<nz:%2 ° 2/01—3 pnll=1)

Alors, la formule de Sparre-Anderson (2.1) donne :

+oo 1 1 +o0 (%)
> P(T: "= ——In(1-t)| = => ngn

1
= 1 2n
Et l'on identifie coefficient par coefficient : P(T} > n) = (2)” = — ( > . O
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Considérons maintenant la marche aléatoire de Cauchy : (Sp)n>1 = (Cn)n>1-

Théoréme 9.2.10 (Darling, (1956)) La densité de Ty est :

B 1 1 (% In(u)
fi(z) = mexp {_W/o 1 +u2du:| 110 4+ oof(T)-

PREUVE DE LA THEOREME 9.2.10 : Nous avons, en reprenant les notations présentes dans

le Théoreme de Baxter-Spitzer 9.2.6, grace a la symétrie de C, :

n e Y

_zCt oo
o =B () = w2 [

1 1 400 e~ TV
=+ — / ———dv, grace au changement v =
0

Y
2 1+wv n’

Donc en faisant usage du Corollaire 9.2.9, et du fait que pour tout X tel que |X| < 1 :

+oo n
—ln(l—X):Z—,pourtoutttelque [t] < 1:
n=1 n
- om | x 2
= n ot 2n 7w J = n 1+y (2.2)
1 1 [t dy
= —Tln(l—-t)- - In(1—te @) 2,
2n( ) 71'/0 n( N )1—I-y2
1 1 2 [t d
Or::x/ L , alors I’égalité (2.2) devient :
2 2 s 0 1+y2
+oo +o0 400
1 In(1—t¢ 1 d
e 7 = R AR (SR
= n T Jo 14y T Jo 1+y (2.3)

“+o0o
— _1/0 In[(1-1¢) (1_t6xy)]131$2_

s

Le Théoreme de Baxter-Spitzer 9.2.6 affirme que pour tout x > 0, et pour tout ¢ tel que
|t <1:

+oo “+o0o
Dt (x) = exp [Z ‘”"é"”)t"] . (2.4)
n=0 n=1
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Transformons cette égalité (2.4), nous avons grace a ’égalité (2.3) (astucieusement) :

+00 +00
(1-1) (; t"cbn(w)) = (1—t)exp [—i/o n [(1—#) (1 —te™)] 5 iyy2]

= exp _ln(l —t) — 1 /+<><> In[(1—1)(1—te™)] dy
I 7™ Jo 1+ y?
[2 [T 1In(1 —¢) 1 [t dy
— exp |~ i S In[(1—1t) (1 —te2v)] -2
exp_ﬂ/0 i W W/o n[(1—1¢)(1—te )]1+y2
[ 1 [T In[(1—¢t)(1—te )] —2In(1 —
ap| L [T 00 e 0,
L T Jo L+y
e __1/+°° In 1—te ™ dy
R = 1-t )1+y2)° s
2.5
Or, nous avons pour tous réels x,y :
+00 +00
—x (_xy)n (_1)71, n
1—te y:1—t<§:0 =t 231 ()" |
En appliquant cette égalité a& x = (1 — t)z), pour tous réels z,y :
S
L—te 0 = (1 —t) =t [ > (1 —t)"(zp)"
=1 v (2.6)

~ A= —1x(=)(1—tzy ~ (1—1)(1+z).

t—1— t—1—

Donc, appliquant cet équivalent (2.6) a 1’égalité (2.5) pour = = (1 — t)z, nous obtenons :

“+oo —(1—
1 [to° 1—te (1-t)zy dy
(1-1) [Z " by, [(1t)z]] = exp [W/ ln[ 17 T
n=0 0 Y (2.7)
+o0 dy
— —— In(1 .
+o0 In(1
/ ng_:_zy)dy est appelé intégrale de Darling. Et pour calculer cette intégrale, le chemin
0 )
sera long...

Reprenons le membre de gauche de 1’égalité 2.5, et considérons G; la variable aléatoire réelle
suivant la loi de G(¢) + 1 et indépendante de {Cy,u > 0} et que nous avions croisée dans le
Corollaire 9.2.5.

Par cette indépendance, le membre de gauche de I’égalité 2.5, fait penser a une espérance via
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la loi géométrique de parametre ¢, comme suit :

+oo +00
103 ] = X e o
n=0 n=0

= Bfpa, ()] = B [ on 00 e (28)
~ B[]
avec Og, = max(0, C1, - - ’CGt)'
Gy
Pour z = (1 —t)2, avec z # —1, nous avons :
+o00
E [e—z(l—t)Gt] — (1 _ t) (Z tn—le—z(n—l)(l_t)>
n=1
__ 1=t 1—t
Cl—te=(07D) 1t 4t (1— e =(1D) (2.9)
_ 1 1
- t - RApe
L S e A N +z
1+ T (1 e )

qui est la transformée de Laplace de la loi Fzp(1).

D’ou (1 —t)Gy £, L), ot L est une variable aléatoire suivant Exp(1).
t—1—

D’autre part, le Corollaire 9.2.5 nous dit que 9, N M, (indépendamment d’ailleurs de
t—1—

G (Proposition 9.2.4)). Alors nous allons montrer en conditionnant par rapport a Gy :
B (em20-06 06, ) —— | (em21M) (2.10)
t—1-
ou L 1L M. En effet, il existe un évenement presque sur Q* tel que pour tout w appartenant
a*:

VN1 >1,30 >0 |Vt >0:01 -t <= Gi(w) > Ny. (2.11)
D’autre part, pour tout réel y :
E [e71706 ] — B (e7vF) (2.12)
t—1—

Comme G L (Cy)u>0, alors a la limite : Gy 1L M.
Des lors, la relation (2.12) devient :
E [ 006 s (A0 L), (2.13)
t—1—
Ensuite, la suite de variables aléatoires (0,,), est convergente en loi vers M, donc la suite

des transformées de Laplace converge simplement vers la transformée de Laplace de My,

Ve >0,z € RN 2 1|Vn = Ny [B () B (e5¥1)| < (2.14)
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Alors appliquée a z = (1 — t)yGy, la relation (2.14) donne, pour tout n > No :

[ (e50) B (=)

<e. (2.15)

D’autre part cette suite des transformées de Laplace est aussi de Cauchy ponctuellement, ce

qui se traduit par :

Ve >0,¥z € R,3Ny > 1| ¥n, k> Ny : ‘]E (e—zf‘jn) _E (e_za’“> <e (2.16)

Alors pour un § > 0 assez proche de 0, pour tout ¢ > 0, tel que 0 < 1 — ¢ < 4, presque
sturement : Gy > max(Ny, Na), et pour tout k > N3 :

‘]E [e—z(l—t)Gtéct] _E [e—z(l—t)Gtiﬁk}

- el )] el (o )<

(2.17)

Finalement, pour tout z réel, pour 6 > 0 assez proche de 0, pour ¢t > 0 tel que 0 < 1—1¢) < §,,
lon ait presque stirement G; > max(Ny, Na, N3), et pour tout k > max (N2, N3), les relations
(2.13),(2.15) et (2.17)

’E (e_z(l—t)Gt50t> _E (e—zLM1)

< ’E (efzuft)@act) _E (efz(lft)Gt6k> ‘

+ ‘E (e—z(l—t)GtE}k) _E (6—2(1—t)GtMl>‘ (2.18)
+ [ (e0-000m) _ g (oshn)
< 3e.

+oo
D’ou (2.10). Et donc par unicité de la somme (1 — ) <an(x)t”> , finalement pour tout z
n=0

1 [T log(1 + zy)
E (e *LM1) = - / 222 gy
(e ) P [ T Jo 1+ y? Y

non nul :

D’autre puisque L ~ Exp(1l), et L 1L M :

1 1
—zL M
Bl 1)_E<1+zM1>_ E<1+£>

T +eo
_® ( 1 ) _ / zfi (:E)dg;7 ou fi est la densité de T}
T, + 2 0 x4+ z

= S(zf1)(2).
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Il va donc falloir inverser la transformée de Stieljes de la fonction

1

+oo
G:zr+— E (e M) = exp [—/ In(1 + 2y)
0

1+ y?

)
m

puis diviser par x. Ainsi d’apreés la Proposition 9.1.4, pour tout x > 0 :

1

fi(z) = Sire [G(ze™™) — G(ze'™)] . (2.19)
Nous avons des lors, n étant égal a +1
) 1 +ool 1 + nm
log [G(xemﬂ)] _ _ / Og( ZC@;e )
o by 2.20
1 /alc log (1 + zye™™) d 1 /+°° log (1 + zye™™) (2.20)
R 1+ y? - 1 1+ 2

(La premiere intégrale étant sur un intervalle bornée et vaut la méme chose quand 1 vaut
1 ou —1, €™ ne pose plus de probléme de définition, et est changé en —1) En effectuant le
changement de variable u = zy dans la premiere intégrale, et le changement v = xy — 1 dans

la seconde intégrale ci-dessus, 1’égalité (2.21) devient :

) 1 11 1— 1 +001 nm
log [Glacm)] = — — [ Uy, L [T losle)
ol ()0 e 1 ()

o 1/1 In(1 — u)d x /+°° log(e™™v)
0

T _oeC v
xm Jo 1+(%)2 T 22+ (v+1)2

1 _ +o0 +oo inm
_ m/ lngl ’L;) du — x/ i In(v) do — x/ log(e"™) o
T Jo r*+u TJo 22+ (v+1)? TJo 22+ (v+1)2
_ oz Yn(1 — w) oz +eo In(v) i +oo dv
= 72 du 2 gdv 2 2
T Jo z*4u TJo 22+ (v+1) T Jo 22+ (v+1)
teo dv z [ [ In(1 —u) Feo In(v)
= i | TV Wa / S R
xm/o 2y (vt 1) w[/o P " NN CES e ”}
oo dv z [ [ In(l —u) T In(w — 1)
= —am vz ik Sl ey |
(w=v+1) arm/o 22+ v+1)?2 [/0 22t * /1 2 + w? w}

,/+°O dv x/+°°ln(|1—u|)d
= —ani —_—— — ————*du
g o 22+ (w+1)2 7/ x? + u?

(Y
, 1ous avons :

(2.21)

o
=

avec le changement de variable ¢ =

./+°° dv , /+°° dt K ; 1
—xni —_— = —i ——— = —in |- —arctan | — | | .
K o 22+ (v+1)2 o1y 2 x
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Finalement :

log [G(ze™)] = —in E — arctan CU)] - /:Oo In(1 = ul) g,

T 2 + u?

2.22
——'acta()—x/JmOIn(u—uDd ( )
= —dnarctan(z) - — ; 22
Ainsi, les relations (2.22) et (2.19) donne :
1 x [T In(|1 —ul) , .
fi(x) = 5mip &P [_W/o Wdu [exp (i arctan(z)) — exp (—¢ arctan(x))] 023
! sin [arctan(z)] e < /+OO (e u’)du |
= — Xp | —— — .
T P77 0 z? + u?

x étant positif ou nul, alors sin[arctan(z)] > 0, et donc :

. 1 1 x
sin[arctan(z)] = v/1 — [cos(arctan(z)]? = \/1 ~ T fan(arctan(@))2 =4/1- 52— A

(2.24)
D’autre part, en effectuant le changement ¢ = L
x
T In(ju — 1 1 [T In(|at — 1
o[, L[ et
™ Jo T4+ u ™ Jo 1 +t2
Et en effectuant le changement de variable t = tan(y) :
oo In(ju — 1 1 [2
x/ Mdu = — /2 In[| tan(p)z — 1|]de
s 0 xr +U s 0 (2 25)
1[5 1 (3 '
=~ [Tl - cost@llde - 1 [T cosel] e
T Jo T Jo
Or, grace & la relation (2.24), et ayant observé larctan(z)] = ——
r, grace a la relation (2.24), et ayant observé que cos[arctan(z)] = ——— :
® Y 4 Vita?

In [| sin(¢)x — cos(¢)|] =In [‘ sin(gf/)%)s(cpﬂ] +1n (\/ 1+ xz)

= In [|sin[arctan(x)] sin(p) — cos[arctan(x)] cos(p)|] + %ln(l + z2)

= In[|cos[¢ + arctan(z)]|] + %ln(l + 2?).
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Alors, la relation (2.25) devient :

oo ] -1
:r/ n(lu—1))
0

T 22 + u?

% ln(l + 23 dp + — /2 [In [|cos[¢ + arctan(z)]|] — In[| cos(p)|]] de

5 +arctan( x) z

a leos(6)) 48 + [

arctan(x)

A
_ M . l /2+arctan ) o [eos(0)[] df — /arctan z) o [ cos(6 )|]d9]
|

4 T
cos (;T + ﬁ) H ds — /arctan(x) In [cos(0)] d@]

In(1+2?) 1
=~/
4 T

In [jcos(6) ] 46 — /0 * In [ cos(e) ] ds@]

arctan J:

In(1 + x2)

il

0

In(1 + z?)

arctan(z arctan(z
== + / n [|sin(B)|] ds — / ln [cos(6)] dO
0

1
™
arctan(z
=B I an(sas
1
T

1(1+x) / ln(u)d
= _ u.
(u=tan(B)) 4 o 1+ u?
(2.26)
Et alors, grace aux relations (2.24) et (2.26), la relation (2.19) devient :
1 1 1 (% In(u)
z) = ————exp |—~In(1+2?)| ex —/ du]
o) = o a2 [T
1 1 /1
7T(1+$2)§+Z ™ Jo 1+U
]
Corollaire 9.2.11 La densité de My est g1(z) = fl(x)
NE
PREUVE DU COROLLAIRE 9.2.11 : Tout d’abord, nous avons (cela parait au premier abord
surprenant) :
+oo
/ n(u)2 du = 0. (2.27)
0 1 +u

En effet, par le changement v = —
U

1 1 1 _ +oo
/ n(u)Zdu _ / ln(’UZdv _ _/ ln(v)zdv.
o 1+u +m—(1+v7)02 1 1+
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L’égalité (2.27) découle alors de la relation de Chasles.

1
Des lors, puisque d’apres la Proposition 9.2.4 : M, £ T donc :
1

1
1 1y 1 1 % In(u)du 1
0= 52 (1) = ) )zze"p[ A e (3):

1
z 1 ] 1
Or, / n(u) du = / Mdu est invariante par le changement v = —. En effet, tout
1+ u? o 1+u? u

d’abord en effectuant le changement v = — :

/i In(u /+°° In(v
0 1+u2 1+v2

+o0o +o0 T
B / In(v) do — / / In(v / In(v) v,
. 1402 0 1—}—1}2 1—}—7}2 o 1+02

grace a ’égalité (2.27). Finalement :

Des lors :

B 1 ox 1 (" In(u)du . ~ fi(=)
g1(e) = (1 +22)1z p[ w/o 1+u2h]0;+°°[( )= Vo



Chapitre 10

Subordinateurs, exposant de

Laplace

10.1 Subordinateurs, fonction de Bernstein

Théoréme 10.1.1 (Plongement de Levy (1930)) Soit X une variable aléatoire infini-

ment divisible. Alors il existe un processus de Levy unique en loi de processus tel que X3 £x.

Exemple 10.1.2 Un premier processus de Levy a été vu avec le processus de Cauchy.
Outre ce processus, nous avons le processus de Poisson (Ny);>0 de parametre A qui est bien
a accroissements indépendants et stationnaires :

e Pour tout £ > 0 : IV; suit une loi de Poisson d’intensité t\.

o Pour tous ¢ > s> 0: Ny — Ny £ Ny_y, et Ny — Ny L o({N,,0 < u < s}).

e La fonction caractéristique de Ny est, pour tout réel z :
E (e“N’f) = exp [—)\t (e“C — 1)] .

La transformée de Laplace de IV; est, pour tout réel z :

E (e7™N) = exp [-At (1 —e )]
— exp [—u /0 e d61(u)}
— exp [—t /O e d()\él)(u)]

Pour tout ¢t > 0, N; est ID. En effet, pour tout entier naturel non nul n :

Ny = (Nt _N(n—l)t) + (N(n—l)t _N(n—2)t) 4+ -+ + Nz,

159
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qui est égal en loi & une somme indépendante de copies de N+ qui suit la loi de Poisson

: PR ) . I :
d’intensité —. Cette démonstration se généralise a tous les processus de Levy, ce qui
n

donne...
Proposition 10.1.3 Si (X¢):>0 est un processus de Levy. Alors pour tout t > 0, X; est ID.

Définition 10.1.4 Soit (X,)n>1 une suite de variable aléatoires i.i.d de loi de probabilité
7. Bt soit (Ly)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes suivant toutes Exp(\), ou
A>0.

On appelle processus de Poisson marqué, noté (NZT’)‘) " le processus défini par :
t>

0, st0<t< Ly
X1, 81 L1 <t< Li+ Lo

N7r,)\: )
' X1+ X, i Ly + Ly <t < Ly + Lo+ Ly

On peut démontrer que (Ngr ’/\) , est un processus de Levy et pour tout réel x :
>0

E(e—xNZ”*) = exp [—t /0 o (1— ™) d(Mr)(u)

Lorsque A tend vers 400, Exp()\) % 0, ce qui signifie que les sauts ont lieu de plus en
plus fréquemment. Et en faisant converger m vers &y, de fagon convenable (de fagon a ce que

AT converge vers une certaine mesure), on montre le théoréme suivant :

Théoréme 10.1.5 (De Finetti, version processus) Soit m une mesure positive sur |0, +o00|

telle que :
+00
/ min(1, z)dn(z) < +o0.
0

Alors il existe une unique processus de Levy croissant (S¢)i>o tel que pour tout t > 0, et tout

A0 Foo
E (e—wt) = exp [—t /0 (1 - e_’\“c) dw(az)] .

Remarque 10.1.6 Une démonstration se trouve dans [1 1]

Définition 10.1.7 On dit que le processus (St)¢>0 rencontré dans l’énoncé Théoréme 10.1.5

est un subordinateur.
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Remarque 10.1.8 ”Subordinateur” : Terminologie du changement de temps pour les pro-
cessus de Markov.

Définition 10.1.9 Soit ¢ : RT™ —]0,4+o00[. On dit que ¢ est une fonction de Bernstein si

¢ est complétement monotone. Autrement dit, d’aprés le Théoréme de Bernstein 2.3.1, s’il

existe une mesure positive | telle que :

Vo >0:¢(z) = /+00 et du(t).
0

Proposition 10.1.10 Une fonction ¢ est de Bernstein relativement a une mesure positive
u <= elle admet une représentation de Levy-Khintchine, c’est-a-dire : il existe q,b > 0 et

une mesure T intégrant x au voisinage de 0 et 1 au voisinage de +o0o, tels que :

+oo
Ve >0:¢(z) =q+br+ / (1—e ™) dr(t).
0

PREUVE DE LA PROPOSITION 10.1.10 : oo
<= La condition d’intégrabilité se traduit par : / min(1, z)dr(z) < +oc0.
0

Par dérivation sous le signe / , pour tout x > 0:

¢ (z) = b+/0

ot du(t) = bog(t) + tdm(t).
— : Soit x > 0, alors :

¢(z /¢(ydy—//+ooe Ydp(t)
(Tonelli) / /0 e Vdy dp(t) /0 [_etyt}zdﬂ(t) (1.1)

o ( >u() /0%0(1_6—“)(1;;@)‘

Posons g = ¢(0),b = p({0}), et dm(t) = . (du(t) — bdp(t)).

Alors :
+oo T +o00
¢<37) = ¢(0> +/0 (1 — e_xt) dt(t) + A (1 . e—xt) M

—+00

+o0
te”dn(t) = / e " dpu(t),
0

t
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Il reste la condition d’intégrabilité sur  :

e On a, grace a Iégalité (1.1) :

[fstrtrs [ o= [ ecsanio
<e /0 1 e~Tdu(z) = e/ (1) < +oc.

e Et, encore grace a I’égalité (1.1), puisque 0 ¢]1; 4-o0l:

/1+Ood7r(x): /1+°° duf):/lmmd“(x)

0

On déduit du Théoreme de plongement de Levy 10.1.1 et du Théoreme de De Finetti 10.1.5

le corollaire suivant :

Corollaire 10.1.11 (De Finetti) Soit X une variable aléatoire positive.
Alors X est ID <= Pour tout A > 0, & (e_)‘X> = e_qm), ot ¢ est une fonction de Bernstein.
Dans ce cas, le processus de Levy (Xi)i>0 associé a X est le subordinateur, ainsi pour tous
t,A>0:

E (e_AXt> = ¢ 0,

Remarque 10.1.12 (Retour sur le processus ( )t>0)
0,si Ly >1
e ¢ est le parametre de meurtre : En posant X = , ou Ly suit la loi
+o0, 81 Ly <1
Exp(q), pour g > 0, (IE) (e_AX) P(L, > 1) q) alors le processus de Levy associé
a cette variable X est en fait : X; = (400) ]l{t>Lq}
e b est le parameétre de dérive : Si Xy = bt : E (e 1) = ™M,

e 7 est la mesure de saut : Considérons 7. la mesure 7 restreinte a 'ouvert |e, +o00].

+o00
D’apres 'hypothese / min(1,¢)dn(t) < 400, alors . est une mesure finie de masse
0

. s
égale A m. = 7. (e, +00]), et alors 7. = — est une mesure de probabilité.
€

Des lors, si ¢ = b =0, pour tout A > 0 :

E (e_)‘X"> = ¢t = Elg& exp [ tme /6+OO (1 - 6_/\$> dfg(:v)] .
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Nous avons deux phénomenes possibles :
— Si m, croit, quand ¢ tend vers 0", vers un réel positif m, alors (X;);>0 est un

processus marqué (d’intensité m).

Exzp(m.) Exp(m.)
— Si me croit, quand ¢ tend vers 0T, vers +oo, alors (X;);>0 est un subordinateur

d’intensité infini : le processus saute infiniment souvent.

Exemple 10.1.13

e Subordinateur Gamma : Considérons, pour tout ¢ > 0, 7+ de loi gamma de densité :

1
@xtfle*x]l]o#oo[(x). Nous avons (c¢’est du revu), pour tout A > 0 :
E (e_/\%) _ b
(14 A)

1 o0 p—z _ 67(1+)\):1:
= exp |tln T =exp |-t ; #dm ,

d’apres la Formule de Frullani (Proposition 1.1.18).

Ainsi :

+oo ,—z _ ,—(1+N)z
E(e_)"“> = exp —t/ A
0 T

(=¢(\) (Bernstein))

D’apres le Corollaire 10.1.11, il existe donc un processus de Levy (I't):>0 appelé

le subordinateur Gamma (d’intensité infinie, sans meurtre ni dérive : b = ¢ = 0,

dr(z) =

dz) tel que pour tout ¢t > 0: I'y £ Vi
x

(Ce qui correspond bien a la relation : pour tous t,s > 0 : ysq¢ £ Vs + Vi)
1

e Subordinateur stable positif d’indice « appartenant a |0, 1[:

Soit Z, la loi a-stable positive, dont nous rappelons la transformée de Laplace (Théoreme
2.4.5) : pour tout A > 0: E (e*)‘ZQ) = e,
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! +oo e\ do
D’apres le Lemme 2.4.4 (iii) : A\* = F(l—a)/o (1 —e” x) prn Alors :

+o0
Ao\ _ —z adz
= (e > - _t/o (1 — ¢ > Il — a)zet!

(=4(\) (Bernstein))

D’apres le Corollaire 10.1.11, il existe donc un processus de Levy (Zt(a) )e>0 tel que

pour tous t,\ > 0:
() a
E (e—)\Zt ) oAt

Concernant ce processus stable, nous déduisons de cette construction la proposition

suivante.

400
10.2 Variable / e ?tdt, ou (0¢)t>p est un subordinateur
0

Soit (0¢)¢>0 un subordinateur, tel que pour tout A > 0 :
+o0o
d(N\) = q¢+br+ / (1 - e_)‘t) dt.
0

Et soit : ¢(A) = ¢(\) — ¢, ayant pour subordinateur associé (0¢)t>0, avec :

ot = oly<p,y + (+00)Lys ), o0t Ly ~ Exp(q), et Ly L (01)i>0-
t —_—~
Proposition 10.2.1 Considérons, pour toutt > 0: I; = / e 7udu. Alors :
0

— Pour tous t, A\ > 0, I; admet un moment d’ordre A. Et si A > 1, alors :
t .
E (Iﬁ) Y / e PV (Iﬁj) ds.
0

+oo Lo
— Soitl = / e %udu <qm est en fait égal a / e_o“du> . Alors la variable aléatoire
0 0

I est déterminée par ses moments d’ordres entiers.

PREUVE DE LA PROPOSITION 10.2.1 :

— La fonction dérivée de s — [, = e~ du est égale & e~ . Ainsi, pour tout ¢ > 0,

0
et tout A > 1:

)\/Ot(lt—ls)’\_le_a:ds: {—(It—ls))‘};: . (2.1)
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0

Or, nous avons

t ot optes
I, — I, = / e Pudu= % [ e )y = % e~ (Tuts=0s) qy (2.2)
s s 0

, ; ~  ~ L
Etant en présence d’un processus de Levy, alors, pour tous u,s > 0: 0y1s — 05 = 0Ty,

et ours — 0s L G5, oll (05)s>0 est une copie indépendante du processus (Js)s>0-

Ainsi les relations (2.1) et (2.2), le Théoreme de Tonelli et 'indépendance donnent,

t N t—s A-1
)\/ E [e 77 (/ (f”“du) ds
0 0
t N t—s A=l
= )\/ E (e_)‘gs> E (/ e‘”“du) ds
0 0
t
— A / e PVE (Iﬁ_—;) ds.
0

— Nous allons maintenant démontrer que pour tout A > 1: E(I?) = TE(I AL,

En effet, L, L (04)¢>0, le Théoreme de Tonelli, et la relation (2.2) donnent :

Ly A
</ e"“du)
0
+oo t N A
= / ge 'R </ e"“du) dt
0 0
“+oo
= / qe”E(I})dt
0
+oo t ~
— \g / e~dt [ / e VE (If:;) ds} dt
0 0
+oo ~ +oo
A / ge=59) [ / E (13_;1> dt] ds
S(i)()\)/ —q(t+S)E <I)\ 1) dtds

A / /0 o ge"F (Iﬁ—l) dtds

0

pour tout A > 1:

E (Iﬁ)

E(IM =E

+oo
A etV IA 1) ds
0

AE (1A 1) x/ T emsoNgs — d)a)la (IH).
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On en déduit alors que I est déterminée par ses moments entiers, puisque pour tout

entier n > 1:

E(I") = %E(ﬁl—l) =" nt - 11 L
(k) k=l
1

|
Comme ¢(A) > g, alors : E(I") < % Et alors pour tout 0 <z < ¢:

q
+o0 n T n
E(ef) < >~ (q) < +o0.
n=0

0

Lq ~
Remarque 10.2.2 Considérons I, = / e ?tdt, on va étudier le comportement quand
0

q tend vers 0.
P—ps

Tout d’abord : Ly —— +4o0.
q—0t
En effet, pour tout t > 0: P(L, >t) =e % —— 1.
q—0t
Donc :

P(Ly=+400)= lim P(Ly>t) —— lim 1=1.

t——+o00 qg—0t t—=+o0

Des lors, par convergence monotone, IP-ps :

Ly ~ +oo ~
I, = / e 7tdt —— e %tdt = 1.
0 =0 Jo
Et nous avons : IP-ps : I < 400, parce que :
1 1
E(ILq) - ~ ~ < +OO,

q+¢(1) a=0% (1)

sauf si ¢ = b =0, ce qui équivaudrait a 5(1) =
Tk n!
Et alors, pour tout n > 1: E(I") = < .
11555 = Gy

Proposition 10.2.3 Nous avons :

a) Pour tout ¢ > 0 : M;\(;\‘_)C) . 1.
b) Pour tout A >1:
PN

1
= v+ [ @ m (= In(o): +oo)]da,

+oo
ot 7(Ju; +00]) = / dn(t).



“+oo
10.2. VARIABLE E~°TDT, OU (or)r>0 EST UN SUBORDINATEUR
0

PREUVE DE LA PROPOSITION 10.2.3 :

a) ¢ est croissante concave, alors pour tous A\, ¢ > 0 :

PA+¢) = d(A) + oA +¢) — ¢(N) < d(A) + ¢(c) — ¢(0)
—_—

décroissante en A

o) dA+o) o) — 4(0)
e e R PV R

En appliquant le Théoreme des gendarmes, on obtient le résultat.

Donc :
1=

b) Nous avons pour tout A > 1:

167

(;5()\) q /+oo 1 — e M /1 1 /+oo 1 — e~ N
— = —+b ——dn(t) = d b —dn(t). (2.3
3 >\++0 y 7(t) Ox mq—i—o y 7(t). (2.3)
_ oAt
La fonction ¢t — ———— a pour fonction dérivée : t — e . Et dn(t) a pour
primitive —m (]t; +o0o[) . Alors, par intégration par parties :
+o0 1— 6—/\t +o00
| an 0 = ol + [ e s ot
0 0
1— e—/\t +o00
= lim ——— (J¢t; +00[) +/ e~ M (Jt; +o0[) dt.
t—0+ A 0
1—e M
Or, lim ——— (]t; +o0[) = 0. En effet :
t—0t A
1—e M

+o0o
S t, et m(Jt; +00) = —/t dr(s).

Et alors, pour tout € > 0, et pour tout 0 <t <e:
1—e M
0< ————m(Jt;+ool) < tm (Jt; +o0])
< tw (|t e]) + tm (Je; +o0f)

< t/: dm(s) + tr (Je; +00]) < t (/E dr(s) +7r(]€;+00[)) ;

0
et le Théoreme des gendarmes permet de conclure.

Finalement la relation (2.3) devient :

(b()\/\) = b+ (/le’\ldx> q-+ /(:Oo e M (Jt; +oo) dt
b+ (/01 x’\ldx> q+ /01 22 (] — In(x); +oo[), ot & = e

b —i—/o 2 g+ 7 (] — In(z); +o0[)] dz.
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Remarque 10.2.4 Ainsi, pour tout A > 1:

1
50 [b+ | @ m Q= ta@y+oclde =1 (2.4)

Ce qui offre une loi de probabilité.
Définition 10.2.5 Soit X une variable alétoire positive ou nulle. Et soit un réel t tel que

0 < B(X?) < +00.

Alors la variable aléatoire biaisée par la taille issue de X par t est la variable aléatoire posi-

tive notée X vérifiant : pour tout fonction mesurable bornée f :

B [X1/(X)
]E[ x® ] e S Sl |
Exemple 10.2.6 Si X suit la loi 3,3, pour deux réels a,b > 0, alors pour tout ¢t > —a :
X® guit la loi Batt,b-

Théoréme 10.2.7 Soit (01)>0 un subordinateur de triplet (b, q, ).

Soit Y1 une variable aléatoire positive de loi égale a :

APy, (x) = gb(ll) [b 61 (z) + (¢ + 7 (] — In(x); +00])) Lo (z)da]

et soient pour tout entier k > 2 : Y}, la variable aléatoire biaisée de Y1 par k — 1.
Considérons les Yy indépendantes, et soit (Ty,)n>1 la suite de variables aléatoires positives

telle que, pour tout n > 1 :

)

PREUVE DE LA THEOREME 10.2.7 : Puisque pour tout k& > 2, Y} £ Yl(k*1 , alors sa loi est :

APy, () = o~ [b (@) + 257 (g 4 7 (|~ In(e); +00D) Ty ()]

(9
et nous avons :
B = o (o4 [ otk m (=) roch)de] = FHEE0
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0

grace a la relation (2.4) appliqué en A = k + 1.
Alors chaque E(T},) vaut 1, et (T,,),>1 est une martingale positive L!(Q2) pour sa propre
filtration, elle converge IP-presque stirement vers une variable aléatoire positive T'.
1
T

(1) #(1)

ont les mémes moments entiers. D’apres le Théoreme de Tonelli et grace a I'indépendance,

Pour démontrer que [ £ T, nous allons montrer que les deux variables I et

pour tout entier n > 0,

I S T =1 R D (D) .
" [<¢(1)T°O> ] N [¢>(1)]”H1 0k + 1) DOF)-

k=

Or, de nouveau gréace a la relation (2.4) appliqué a A=k +n:

! n
B(Y]) = ¢£2){b4—]€ xk+n1(q+-ﬂ(]——hﬂx)y+oob)dx]:: (:i?;;%d;,
ainsi donc :
L n _ 1 +o00 (k+1)n[¢(k7)]n_1 y ¢(k‘—|—n)
[ (G7) }‘ e AL B+ 0T " Th
L (h+)"[6(k)]" _ (k +n)

:[MDPNE%%ﬂV[( 1)k 1X k+n

L e Dtetr et m oy pp et DOk L olk+ )

C o] 1 ek + DR k4 Nﬁi% G+ D"k ktn
_ 1 abx e n \" retktn) L P (kDO $(k +n)
TP a1 x o) (¢<n>> R == | Sy ey

N
n! (N1 ok +n) k+1
= — X IHH
LI H¢

n N-+oo[p(N + 1)]n—1 E+n
[Te0G)
j=1
n! . (N +1)nt ¢(k +n)
= 1 e —
[Ts0) TV T NHM k+n
j=1
n—1 n—1
::nn! XNME[£X1?W11 %y::j;)
[T¢0) k=l
j=1
”’L‘

= — Xx1x---x1=EU").
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En effet, chaque facteur dans le produit a pour limite 1 quand N tend vers oo, d’apres la

Proposition 10.2.3 (a), appliquée en ¢ =1,2,--- ,n. O

Exemple 10.2.8 Traduisons le Théoreme 10.2.7, dans certains cas :

— Avec un meurtre pur : ¢ > 0,b = 0, 7 est la mesure nulle, alors :

Lq 1
I= / 1dt = Ly = —L, ou L ~ Exp(1).
0 q

#(1) = ¢, et pour tout k > 1: dPy, (z) = kxkil]l]o;l[(x)dx, qui est la loi de la variable

U, ot U est de loi uniforme sur 10; 1]. Alors le Théoreme 10.2.7 donne :

+o0
L= ] (1 + ;) Ut (en fait : L £ —In(U)).

k=1

Et nous obtenons la formule de Knar : pour tout s > 0 :

o E 1INk
I(1+s)=E(L") = W
() ot

— Avec un drift pur : b > 0,¢ =0, 7 est la mesure nulle, alors le cas est pathologique :

= % 6(\) = b, dPy, (z) = do, ().

— Cas sans saut : b,q > 0, la mesure 7 est nulle.

B /Lq gy £ 1 — e—blq L 1- e—gL
N 0 a b a b
1 -y
—Ua
£ 5 (car L = —1In(U))

I~

1
3 Br,a (évident avec un calcul de la densité)

k+1)(k+1
Nous avons ¢(1) = ¢ + b, et alors : ¢I€((I;z](€k++1§) = (k: 2;6 l (1 ++g3). Donc :

k _
APy (@)= o5 (bdél(a:) + gt 1]1]0,1[(,7;)@)
k _
= 7 (dél(x) + %xk 11}071[(x)d3:> :

Et, a I'aide du Théoreme 10.2.7, et en notant k = % > 0, nous obtenons :

co 1 ﬁ" (nt R+l

Pro = 1+ 24 n(n+1+k) "
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0

— Prenons enfin le subordinateur (o )¢>0 associé au triplet : b = ¢ = 0, et 7 (] — In(z), +o0[) =

Yac(x), ot a>1,0<c<1, et @q. désigne la densité de la loi ¢, soit :

F(CL + C) xafl

T(a)T(c) (1—2)" o ().

Pa,c (33) =

Alors, dans ce cas, pour tout £ > 1:Y} £ Ba,c €t :

o(k)
k

- a+k—1
= E (B(]:,Cl) = E(ﬁ&-‘rk—l,lﬁ) = (1/+C+k _ 1

Et ¢(1) = 1, Le Théoreme 10.2.7 donne, si 74,1 désigne la variable aléatoire ol

I
E(I)’
at+c+n

Ba+n,c, Prises indépendantes :
a+n

—+00
I= / e %tdt, et sipourn > 1 : X, désigne
0

—+00
L
E,l,c = H Xn)
n=0

le produit existant IP-presque stirement.

Remarque 10.2.9 (Retour sur le processus de Cauchy, questions ouvertes)
e T désignant le temps de dépassement en 1 du processus (Ci);>1. Kuznetsov-Pardo,

en 2013, ont prouvé que :

C 7-111

T, = ——2 (quotient indépendant).

Pest.

e On ne sait pas si 77 est infiniment divisible. Mais il a été prouvé que
a,l,c
Cependant, on a un critére pour savoir si 77 est infiniment divisible :
Si f,, désigne la densité de T,, (1), £ nT}) : si fi a une courbe dite ”baleiniére” /” whole

shape”, c’est-a-dire :

card ((f,) 71 ({0})) = card ((£,)"'({0})) = 1,

alors 17 sera ID.
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Whole Shape

10.3 Fonctions caractéristiques et processus de Levy

Présentons maintenant un résultat pour les fonctions caractéristiques des variables aléatoires

réelles ID (plus nécessairement positives) :

Théoréme 10.3.1 (Levy-Khintchine, version processus) Soit X une variable aléatoire
réelle infiniment divisible. Alors il existe un processus de Levy (Xt)i>0 unique en loi, tel que

X1 £ X. De plus, pour tout réel \, pour toutt >0 :
E (ei)\Xt> — o)

ot
2

B\ = ibA — 02% n /]R o (ei)‘x —1— il gy (x)) dr(z),

et ou :

e le réel b est le paramétre de dérive,

o 02 est le paramétre de diffusion,

e 7, appelée mesure de saut, est une mesure positive sur R/{0} telle que :

/ min(1,2?%) dr(z) < +oo.
R/{0}

Exemple 10.3.2
A2 22
2

e Le mouvement brownien : E (ei’\X> = ¢ 2 .Onretrouve: pourtoutt > 0:E (ei’\Bt> = e

e Processus de Cauchy : Cy a pour densité z — , la fonction caractéristique

m(x? + t?)
étant : £ (ei’\cf) = et
En fait :

1 , d 1 ; d
Al = lim — (e””’\ — 1) e / (e”\w —1 =izl _q (w)) <
e=0t T Jiz|>e x2 T JR/{0} ’ 2
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e Considérons la loi v, pour a > 0. Et considérons X (® = 1In(,). Nous avons, pour tout

A>—a:
B () =6 (2) - e

Nous avions vu, par la Formule de Malmsten (Lemme 4.2.7) :

[P g [ (1)

F(a) —o0 (1 - e—x)’
formule en A > —a, qui s’étend a iR. Ainsi :
0
A\ x (@ , “dx
E (X = . A / Ar ] _ iy €
<e ) exp |i(a)\ + . (e i x) =)

Le Corollaire 4.1.9, affirme alors que X (@ est ID, pour tout a > 0, de mesure de saut :

axr
H(lei_x)]l}_oo 0[(;13)d:v, et le Théoreme 10.3.1 nous dit qu’il existe un processus de
z| (1 —e ;

Levy associé (Xt(a))tzo : le processus log-Gamma.

10.4 Exposant de Laplace

Soit (0¢)¢>0 un subordinateur. On considére le processus & dérive, pour ¢ > 0 fixé, et pour
tout t > 0: Z; = ¢t — oy.

Alors (Z;)i>0 est aussi un processus de Levy, appelé processus de Cramer-Lundberg.

Exemple 10.4.1 En assurance : ct désigne les cotisations, oy désigne les sinistres (il faut

un processus non tué : ¢ = 0).

Calculons donc sa fonction génératrice des moments, pour ¢ = 0. Pour tout réel A et pour
tout t > 0:

B () =B () = Mexp [ (<= [T (1= ) anlo)) o

= MW oxp —t/ (1 - 6)‘35) dﬂ'(—x)]
L 0

= Aeb)t gy :t /_ OOO (> 1) dTr_(:c)} (ott 7 (] — 00, —a]) = ([, +00]))
= Mt exp <)\ /_ 01 xdn™(z) + /_ OOO (e” —1- Ax]l]_l,o[(x)) d7r_(x)> t]

— e [t /0 (&x 1 M]IHO[(J;)) dw(:v)] :

— 00
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B 0
oub= c—b+/ xdr™ (x).

1
En étendant sur iR, nous obtenons, pour tout réel X :
E (eD‘Zt> = exp [i)\i)t + TZ()\)t] )

~ 0 .
ouy(N) = / (e”‘m —-1- iA:Ell]_l,o[(x)) dn ™ (z), ce qui présente une représentation de type
—00

Levy-Khintchine, avec o = 0,supp(nr~) C R™.

Définition 10.4.2 Un processus de Levy est dit sans saut positif ou spectralement négatif si

sa mesure de saut dans sa représentation de Levy-Khintchine est a support dans R™.

Du calcul précédent, pour tout processus de Levy spectralement négatif (Z;)¢>0, on définit

pour tout A >0 :

b0y = ir— o2y [ (P =1 - it d
- 2 ]71,0[(x> l/(l')7

—o0

ol v est une mesure positive a support dans R™.

Cette fonction v est appelé exposant de Laplace de (Z;);>0. Cette fonction v est analytique
sur {z € C | Im(z) < 0}. Et pour tout A >0: E (e“‘zt) = VO,

En posant, pour tout A > 0: ¢(A) = ¢(—i\), on retrouve : E (e’\Zf) = W(=1A) = ete(N) et :

A) = bA 2\ ’ A1 — Azl d
o(N) = +o 2+ e ol op(w) ) dv(z).

Exemple 10.4.3
e D’apres la formule de Malmsten (Lemme 4.2.7) :

0
d

- E <e>\1n(L)> ’

— 00

ou L ~ Ezp(1).
In(L) est la variable aléatoire de Gumbel, que 1'on peut associer a un processus de
r—e®

Levy spectralement négatif (Gt):>0, avec donc Gy £ In(L) est qui a pour densité e

e Soit « appartenant a ]1,2]. Considérons pour A > 0: (X)) = \*.

-1 [F= d A
D’apres le Lemme 2.4.4 (iii) : A1 = 11(0[2—a)/0 (1 — e*)“/”) x—i Et ! = ¢()\),
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donc :

w=u = pem [ (1) &

2—a) J_o ||
o — 0 z
_ ?‘22—;;/_00 (eklw\ — 1) |i’a = In []E (eAZa‘l)} ;

Zq—1 désignant la loi stable positive d’indice de stabilité o — 1.

Ainsi, () est 'exposant de Laplace d’un processus qui est spectralement négatif. En

effet :
AMa-1) +eo ) dT
— 1 — T _—
YN =1 / ( ¢ > 2o
—1 Je*4ar—11"" ala—1) [T A dz
- e’ N 4 g 1
I‘(Z—a)[ 7o ]0 +r(z—a)/0 (7 + o )xaﬂ
ala—1) Y dz
g I — 1
T2-a) /0 A ) zotl
ala—1) 0 du 1 o du
= ~1 — Uy —1) ——
F—w Lo (=) e = g L, (1)
a, du
et min( u? ‘a+1 < +00

Donc : w( ) = /_OO ( — Au— 1) dve(u), ou :

1 dz
dva(z) = mﬂ] —o0,0] (@ )MTH

Définition 10.4.4 Soit a appartenant a |1,2].
0

Le processus d’exposant de Laplace () = / (e’\" — Au — 1) dve(u), ou :

—00

1 dx
dvg(z) = mﬂ]foo,ol (JJ)W'

est appelé processus stable spectralement négatif, et est encore noté (Zt(a))tzo.

Proposition 10.4.5 Considérons, pour «a appartenant a )0, 2], le processus (Zt(a))tzo. Alors :
— Pour toutt > 0: Zt(a) £ téZﬁa).

1
— Le processus (Zt(a))t>0 est ——autosimilaire. Nous avons en fait :
= a

Ve>0: (Zc(g))tZO £ (CéZt(a))tZO-
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PREUVE DE LA PROPOSITION 10.4.5 :

— Nous avons en effet, pour tous t,A\ > 0:

oA e—(/\téy - E [e—/\tclxz{‘”] .

1
— Il s’agit de la méme démonstration (a adapter avec I’exposant —) que celle de la
Q@
Proposition 9.2.2.
O

Remarque 10.4.6 Le subordinateur a-stable vu ci-dessus est le seul processus (a une
constante multiplicative pres) de Levy autosimilaire. Ce qui devient faux pour les processus

a accroissements indépendants (sans accroissements stationnaires) (processus dits de Sato).

Remarque 10.4.7
— Les processus (Zt(a))tzo (respectivement les variable Z(®)) pour a appartenant & ]0, 2],
donc dit ”positif” (en fait : )”spectralement positif”) pour « dans |0, 1] et ”spectrale-
ment négatif” pour a dans |1, 2[ font partie d’une classe de processus (respectivement
variables) plus générale : les processus et variables aléatoires stables (dont les lois n’ont
plus nécessairement leur support sur |0, +oo[ ou | — oo, 0[). Voir Lois stables pour un
résumé ou pour des éléments plus précis encore : [10]
e (Cp)i>1 est en fait le processus stable symétrique pour a = 1... Connaitre la loi du
temps de dépassement pour un processus stable, et savoir si cette loi est ID sont des
problemes ouverts (sujet de these en 2023).

e Enfin, une conjecture relative a ce sujet :
T} est ID pour un processus stable d’indice o appartenant a ]0,2[ <= a > 1.

L’exemple du processus (Zt(a))tzo stable spectralement négatif d’indice o dans |1, 2],

Y(A)
A

la classe de Jurek.

ol Y est un exposant de Laplace | motive une généralisation que nous allons présenter :

Définition 10.4.8 La classe de Jurek est l’ensemble des fonctions ¢ de Bernstein dont la

mesure poitive w associée (en vertu du Théoréme de Bernstein 2.5.1) est a densité décroissante.

Proposition 10.4.9 Soit ¢ une fonction de la classe de Jurek.
Alors, la fonction ¢ : A — Ap(A) est l'exposant de Laplace d’un processus de Levy spectra-

lement négatif.


https://fr.wikipedia.org/wiki/Loi_stable

10.4. EXPOSANT DE LAPLACE 177

PREUVE DE LA PROPOSITION 10.4.9 : D’apres la Proposition 10.1.10, il existe b,q > 0, il

+oo
existe une mesure positive p sur ]0, +o0o[ telle que / min(1,¢)du(t) < 400, tels que :
0

+oo
YA S0 p()) = q—l—b/\+/ (1 —e_At) du(t).
0

Par hypothese, il exixte une fonction f positive décroissante sur |0, +oo[ telle que du(t) =

f(x)dt.
Ainsi, pour tout A > 0:

Ap(\) = gh+bAZ + /;OO Y (1 - e—M) F(b). (4.1)
Comme f décroit sur |0, +o0[, alors il existe une mesure positive v sur |0, +oo] telle que :
Ve >0: f(z) =v(z,+o0]).
t— A (1 - e_)‘t) a pour primitive t — e M 4+ X\t — 1, et t — f(t) = v (]t, +o0[) a pour
dérivée : —dr(t). Par intégration par parties, I’égalité (4.1) devient, pour tout A > 0 :

—+00

Ap(A\) = g\ + b\ + {(e*” + At — 1) f(t)} + /Oﬂo (e*” + At — 1) dv(t).  (4.2)

0

Il faut prouver que le crochet intégral, dans ’égalité (4.2) ci-dessus, est nul.

On va en fait prouver que lim tf(¢) = 0, et lim ¢f(t) = 0, (les seules limites posant
t—0+ t——+o00
probléme).
+o0 +o00 1
Partant de / min(1,t)du(t) = / min(1,t)f(t)dt < +o0, on a : / tf(t)dt < +o0.
0 0 0

T

Ainsi par convergence monotone : / tf(t)dt — 0.
z z—0
2

Mais comme f décroit :

[ftf(t)dtz f(x) ﬁctdtz (g) [t;I

Donc : 22 f(z) — 0.
z—0t

+oo +oo T
Puis / du(t) = / f(t)dt < 400, alors : / f(t)dt —— 0.
1 1 £

T—>+00

Mais, toujours par décroissance de f :

T—r+00

/,:C f)ydt > f(x) x g, donc : zf(x) — 0.
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Donc finalement :

Y(A) = gh+bAZ+ /0 = (e*M 1+ At) du(t). (4.3)

1
D’autre part : / tf(t)dt < 400, or encore par intégration par parties :
0

1 B 2 1 142 B f(l) 142
1
: 2dv Q0.
donc./0 t“dr(t) < +

“+oo
Enfin, comme / f(t)dt < +o0, de maniere analogue :
1

+o0 +o0 +oo t+oo
/1 Fdt = [ + / tdu(t) = —f(1) + / b (t) > / )

+o00
donc nous avons : min(¢?, 1)dv(t) < +oo.

0
Et alors, I’égalité (4.3) devient, pour tout A > 0 :

() = g\ +bA2 + /0 (e‘M 1+ >\t> din(t),

— 00

ou v (] — oo, —t[) = v (Jt, +a]) . O

Remarque 10.4.10 Tous les exposants de Laplace de ce type s’écrivent sous la forme Ap(\),

ou ¢ est dans la classe de Jurek.

Définition 10.4.11 Une fonction ¢ est une fonction de Bernstein compléte si ¢ ~ (q,b,v),

ot la mesure v est a densité f complétement monotone.

Remarque 10.4.12 En particulier, f décroit est ¢ est de Jurek.

En écrivant f(z) = v(]a,4+00[), v a pour densité —f’ qui est, elle aussi, completement mo-
notone. Donc A@(A) est exposant de Laplace d’un processus de Levy spectralement négatif
dont la mesure de sauts a une densité absolument continue sur R~ (ses dérivées sont positives
sur R7).
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10.5 Temps de passage des processus de Levy spectralement

négatifs

Soit (X¢)s>0 un processus de Levy spectralement négatif issu de 0 et d’exposant de Laplace

1. Et considérons le temps de passage, pour tout x > 0 :
T,= inf{t>0]| Xy =2} = inf{t >0| X; > x}.

Le processus (X¢):>0 saute vers le bas, comme le graphe ci-dessous en exemple :

X
r+y / l/
it
|
’ . S :
PV L
; I :
. / / : |
! X X .-
0 v EF.J T.n+y t—

Ainsi x — T, est une fonction croissante IP-presque sturement. De plus :

Va,y>0:Tory—To Lo({X; |t <Th}), et Toyy —Th = T,

Ainsi (T)z>0 est un subordinateur. Soit alors ¢ la fonction de Bernstein associée. Uene ques-

tion se présente alors : quel est le lien entre ¢ et ¢ 7

Proposition 10.5.1 Soit (X¢)i>0 un processus de Levy spectralement négatif, d’exposant de

Laplace ¥. On consideére le processus positif défini pour tout t > 0 :

M gk) — AXe—t(N)

9

ot A >0 est fixé tel que : Vt > 0: M?) € LY(Q).
Alors (./\/lg)‘))tzo est une martingale positive L pour la filtration de (X¢)t>o-

Et nous avons, pour tous x,t > 0:

E | M min(re,o) =¥ AN) min(Te ) | 1 (5.1)
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PREUVE DE LA PROPOSITION 10.5.1 : Pour tous t,s > 0 :

A X —(t+s s X
E M§+)s | F )] — (VR [e)‘X+ | F )]
R R LIEY) ) [GA(Xt+S—Xs) A | ]:t(X)]

— M ()P VR [€A<xt+s—xt) | ;;X)}

— A= (tH)v VR {e’\XS} , car (X¢)i>0 est de Levy

—  AXe— ()N o5 (N) — AXe—t(N) ng\)'

On applique alors le théoreme d’arrét au temps d’arrét min (75, t) :

E[MO) g ] = 1= B [MV], done s 1= B [eXXmincre =omin(Teb)]

min(

D’apres la Définition 10.4.2, nous avons :

2

0
PY(A) = bA+ 02% + / <6>‘I -1- )\3?11]71;0[(350 dr(z)

11 s’agit d’une somme de fonctions convexes sur [0, +oo[ donc convexe, et 1)(0) = 0. En effet

0
X — 0222 est convexe sur [0, 400, et la fonction 7 : A — DA + e — 1 — \zlly_q.op(x) ) d(z)
2 ]-1;0[
—00
est aussi convexe sur [0, +o0o[ puisque :

n(\) = b+ /0 x (e” — ]l]_l;o[(a:)) dr(z), et : '(\) = /0 e dr(z) > 0.

—0o0 —00

Remarque 10.5.2 Nous avons :

E (e”ﬁ) — W ot B (Xle)‘Xl) — P (N)ePD s (0,

A—0t

donc : ¢¥'(0) = E(X;) € [—00,+00[. Deés lors, trois cas se présentent :
e '(0) < 0, alors d’apres le loi des grands nombres : X} % —o00. Le Théoreme du
potentiel dit alors que pour tout > 0 : P(T,, = +o00) > 0.
e ¢//(0) > 0, alors encore d’apres le loi des grands nombres : X; % +00. Le Théoreme
du potentiel dit alors que pour tout > 0: P(7, = +00) = 0.

e ¢/(0) = 0, on trouve aussi pour tout z > 0: P(T, = +o00) = 0.

Ainsi deux cas se présentent :
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10.5.1 Cas ¢/'(0) >0

Dans le cas ¢'(0) > 0, par convexité ¢ croit et tend vers +o0o quand A tend vers +oo, et par
analyticité sur |0, +o00], ¥ est strictement croissante et pour tout A > 0, () > 0.
Xmin(Tl,l) <

Nous avons, pour tous At > 0 : .
P(A) min(Ty,t) >0

La relation (5.1), pour tout ¢ > 0 : IE [eAXmin(TZati()‘) min(Tz’t)} = 1 donne par convergence
bornée, quand t tend vers +oc0 : 1 = [E (eAI*w(’\)TZ), car Xpin(Tpt) ——— X1, = %, €t
’ t——+o0

P(T, < +o0) = 1, d’apres les deux derniers cas de la Remarque (10.5.2). D’ou :
VA>0: E (e_‘b(A)Tx) — e,

La fonction v est strictement croissante, convexe sur [0, 400 et nulle en 0. Alors elle admet

une fonction réciproque ¢ strictement croissante concave sur [0, +o00[ (et qui s’annule en 0).

P (d):y==

Cas: ¥(0) > 0

On obtient alors, pour tous x, A > 0 :
E (ef)‘T“”> = ¢ 20,
Donc ¢ = )~ ! est la fonction de Bernstein associée au subordinateur (7 ) z>0-

Exemple 10.5.3 Avec ¢(\) = A* ol « appartient a |1, 2] (le processus a-stable spectrale-
1
ment négatif), alors (T%),>0 est le processus [-stable positif ou 5 appartient & [2; 1 [

1
En effet, dans ce cas ¢(\) = A5, o1 § = e
Et alors : T3 £ x®Ty, avec E (e*)‘ﬂ) = e*)‘ﬁ.
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Proposition 10.5.4 Soit ¥ un exposant de Laplace, alors :

Ve>0: lim v = 0.

A—400 A2te

PREUVE DE LA PROPOSITION 10.5.4 : Nous avons, pour tout € > 0 :

(N

)\2+a

=bAIE e x z2dr(z)

12 N /0 M — 1 — Axly_yo(z)
2 A2x2

—00
Le crochet du membre de droite est bornée indépendamment de A, car pour tout u < 0 :
ev <1+ u+u?

Donc : 0 < YY) <O TITELANTEM ——— 0. O
)\2+‘5 A—+o00

Remarque 10.5.5
— A-t-on la réciproque ? Si v est de Bernstein avec ¢(0 = 0,, alors ¢! est-1 un exposant

de Laplace ? La réponse est non. Un contrexemple est donné par le cas : 1(A) = A%,

1
ou « appartient a ]0, 3 [ On a, pour tout € > 0 :

1/}71(/\) _ 1_o ¢
A2+e A A——+00 o0

D’apres la Proposition 10.5.4, la fonction 1/ ~! ne peut pas étre un exposant de Laplace.
— Cependant, sous le hypotheéses : 1 Bernstein et 1(0) = 0, trouver une condition
nécessaire et suffisante pour laquelle 1»~! est un exposant de Laplace est encore au-
jourd’hui un probleme ouvert.
— Un autre exemple ot ¢/(0) > 0 est () = A* + ¢ ou ¢ > 0, le processus stable avec

dérive.

10.5.2 Cas ¢/'(0) <0

Dans le cas ou 1(0) < 0, nous avons vu, d’aprés la Remarque 10.5.2, que pour tout > 0 T},
possede un atome en +oo.

— Si pour tout t > 0, Xy = —o; ol (0¢)i>0 est un subordinateur, alors on a P-presque
surement : T, = +oo, car x > 0, et Y(A) = —¢p(N\) < 0, ou ¢ est la fonction de
Bernstein associé a (0¢)¢>0.

— Si (Xt)¢>0 n'est pas l'opposé d'un subordinateur, alors nous allons démontrer que

h(N) —— +o0, et qu'il existe un seul zo > 0 tel que (zp) = 0.
A—+o00

2 0
YA > 0:1p(N\) = bA+ 02% +/ (e/\x —1- /\xll],l;o[(x)> dm(z).
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0

e Cas ou la variation est finie : / |z|dm(x) < 4o00. Alors :
-1

_ 2 oo 7 (Jt; +ool) = m(] — o0; —t)
P(A) = b)\—i—aQ% —/0 (1 - _)‘$> dr(z), avec e / .

Puisque (X¢)i>0 n'est pas 'opposé d’un subordinateur, alors b >0, ou bien o > 0.
-z -z

1—
Nousa,vons:%gl, siA>1,etsiA>0, alors%ﬁx.

1 — -z
Donc au final : + < min(1,z). Et £ — min(1,z) est intégrable, ainsi :

+o0 1— ef)\m ]

/ ﬁd%(aj) est majorée par M = / min(1, z)d7(z) qui est indépendant
0 N 0 \2

de ), et alors quand A — +o0, alors bA ou 0’2? I’emportent.

Donc ¢(A) ——— +oo.
A—+400

0
e Cas ou la variation est infinie : / |z|dm(x) = 4+o00. Il suffit de montrer que :
-1
1 0
E(N) = )\/ (em -1- )\a:]l},l,o[(x)) dr(z) Fu— +00. £(A) emportera sur bA
—00 —+o0

quand A tendra vers +oo, quelque soit le signe de b.

Nous avons :

€0 = % / B (X — 1) dn(a) + / 01 (WA L x> dr(z)  (5.2)

o0

La premiere intégrale du membre de droite tend vers 0 quand A tend vers +oco. Et
la seconde intégrale est croissante en A et tend vers : / —zdn(z) = +00, quand
-1

A tend vers +o00, par convergence monotone.

Ainsi, ¢ devient définitivement croissante a partir d’'un certain A et donc le théoréeme
des valeurs intermédiaires assure l’existence d’un unique zo > 0 tel que ¥(zg) = 0. Par
convexité, 1 définit une bijection de [z, +oo[ dans [0, +o0], soit alors ¢ sa réciproque :
¢ : 0, +00[— [20, +00].

Alors cette fois-ci, pour tout A > zp, la relation (5.1) donne par convergence bornée :
E (e_T“Z’()‘)) = e

Alors pour tout x> 0, (A = ¢(u)), nous obtenons : | (e*“TI) = ¢~ Faiant tendre

w vers 0, le membre de droite tend vers P(7T, < +o0) et celui de droite tend vers :
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e~ %%0, Donc, finalement :

P(T, < +00) = e”**0 alors zp est un parametre de meurtre.

'(’[; (d):y==

Z0

Cas: ¥(0) <0

Exemple 10.5.6 Considérons le processus de Gumbel : ¢(\) = In[I'(1 + A)]. D’apres la

Formule de Malmsten :

B(A) = —7A+/0 (e”—l—/\x)m

e el 1)

Alors ¢'(0) = —v < 0. Soit T} son temps d’atteinte en 1. Alors :
E (€—>\T1> — 6—45()\)7
ot p(A) = p~L(N\), pour A > 0. ¢ désigne la fonction réciproque de A — In [['(A)] sur [2, +o0]
qui est de Bernstein.
10.6 Processus d’Ornstein-Uhlenbeck généralisé

Définition 10.6.1 Soit (Z;)i>0 un processus de Levy spectralement négatif.

On peut donner un sens (via "le calcul d’Ito avec sauts”) a ’EDS :

X() =T
AX; = - \X,dt +dZ,

La solution de cette EDS est appelée processus d’Ornstein- Uhlenbeck généralisé.
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Remarque 10.6.2

— La solution est donnée par un intégrale de Wiener :

¢ ¢
X;=e M (x —i—/ e’\SdZS> , oll / eMdZ, est une limite de sommes de Riemann.
0 0
(6.1)

— Remarquons que la filtration naturelle du processus (Z;);>0 est la méme que celle du

processus (X¢)¢>0, soit :
Vs >0: Fsi=0({Zu,0<u<s}) =0c({Xy,0<u<s}).

Proposition 10.6.3 Soit ¢ l’exposant de Laplace du processus (Zy)i>0.
Pour tous 0 < s < t, pour tout z > 0 :

¢
E (eZXt | fs) = exp <ze)‘(ts)Xs +/ 0 (ze)‘(“*t)) du> .

s

PREUVE DE LA PROPOSITION 10.6.3 : Nous avons :

s t
X, = e*/\(tfs) |:€)\s <I+/ eAstu+/ e)\'udZv>:|
0 s
t
= ¢ A=) <Xs + e)‘s/ e)‘”dZv> )

t
e* Xt = exp [z (eA(tS)XS + e)‘t/ e)‘”dZv>} ,

S
donc :

t
E (eZXt | .7:5) = exp (zef)‘(tfs)X5> E [exp <ze/\t/ e/\UdZv> | .7:5] .
S
Or:s=t) <ty <--- <ty <tys1 =t désignant toute subdivision de taille n + 1 du segment

¢
[s,t], et faisant tendre n vers +oo, par définition de I'intégrale stochastique / eMdz, :
S

t n
E [exp (ze”/ eA”dZU> \fs] =E nligrloo exp (z“e”z:ez”i(zti+1 — Zq)) u—;]

i=1

n
— 1 —At )\ti _ . . . 3
=E HETOO exp (ze z; e ( 2y, Zti)> car les accroissements sont indépendants
1=
n
= lim E exp( ze’\(ti_t)(ZtHl—Zti)) par Beppo-Levy
n—-+oo 1
1=

= lim exp [Z(ti+1 — ;)Y <ze)‘(ti_t)>] , par indépendance et par définition de v

n—-+4o0o
=1

= exp [/:¢ (ze/\(“_t)) du] .
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Donc finalement :

¢
E (e*Xt | Fy) = exp [ze_k(t_s)Xs —|—/ G (Zek(u_t)) du} :
S

O

Novikov a étudié en 1981 le cas du processus a-stable. La loi de Z; a t > 0 fixé est caractérisée,

avec « appartenant a |1,2[, par :
Vt,z>0: & (ezzt) = ",
Nous allons nous placer dans ce contexte pour la suite de cette section.

Corollaire 10.6.4 Nous avons :

c A

t t——+o00 (Oz/\)é ’

PREUVE DU COROLLAIRE 10.6.4 : D’apres la Proposition 10.6.3, et sachant que dans le cas

du procesus stable ¢ = %, on a :

- t

E [eZXt |]:s] = exp |ze M9 X, +/ zaea)‘(t“)du}
- stfs

= exp ze)‘(tS)Xs—i-/

zo‘ea)‘“du]
0

= exp |ze MIX, + i}\ (1 — e_o"\(t_s))} .
a

On applique cette égalité & s =0 :

z - 1 —o 2 i
E(e Xt) = exp [ze My 4 5y (1 —e /\t)] meXp (a)\> =k [exp ((a)\);21>] :

0

Remarque 10.6.5
— Ce processus (X;);>0 n’a pas de saut vers le haut, il y a alors un probleme de définition
de T, =inf{t >0| X; =a},sia <z
— On étudie le cas a > x et A > 0, derniere hypothese qui s’exprime par une ”force de

rappel” vers ’axe des abscisses dans la définition du processus.
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Proposition 10.6.6 Soit a > x, et A > 0.

La transformée de Laplace du temps d’arrét T, vaut :

B () = G

1 0
ou L est la transformée de Laplace de la variable aléatoire (a)\'yu);, ol U = —.

a

PREUVE DE LA PROPOSITION 10.6.6 : Considérons, pour tout y > 0 :

1 Y (u) 1Y 1
- - Mgy = —— a=ldy = — (1—y9).
9(y) A/1 " du o [, s du M( y*)

Et on considere, pour tout 8 > 0 :

+oo 0
T,0) = /0 3 exp (42X, + g(y)) dy.

(e}

—y—, sachant que 1 < a < 2.

0
Cette intégrale converge bien car — > 0, et : g(y) ~
y—too

A
Par le théoreme de Tonelli :

+oo 0
E@©) = [yt B e (1% + ()]
__—10 /+oo gfl 1 (1 a) E( th)d
=e€ 0 Yy exp al Yy € Yy
o [T 0y a o, 1 A
=t / yX " exp [wye_ t (1 —y“e @ t)} dy
0 Oé)\

too 6 1 A
= / uX exp [qru +—(1- ua)} du, avec u = ye .

0 O[)\

Cette intégrale est finie et ne dépend pas de . Voila notre fonction spéciale!

On vérifie sans difficulté que (Z;(#)):>0 est une martingale.

Appliquons des lors le théoreme d’arrét pour cette martingale et le temps d’arrét borné
min(7,,t) :

B [e-omnmn [T 8 (xn o 0 Y g B[ T gt e (50— ) d
€ YA " exp | YAmin(T, z) Yyl = Yyr Texp | yAo Y
0 aA 0 a

“+o00 P ycx
= / y>'exp (xy — ) dy.
0 a)\

(6.2)
+oo

(6%
Notons alors : fy(z) = / yA " exp (zy ; y/\> v
(0%

En faisant tendre ¢ vers +oo dans 1’égalité (6.2), on obtient 1’égalité :

too «
e [t (o 2] = o] =
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ou encore : E (e_eTa> _ Jfo(®)

— fola)

L1 « a
On considere la variable aléatoire réelle v, qui a pour densité : myo‘“_le_y 110,400 (¥)-
u I

Alors nous avons :
< ‘1"> o e au—1_xy yo‘d
E (e * —/ YT e TV dy.
L(u) Jo

+oo 0 (e L
Or, on peut écrire fy sous la forme : fy(z) = /1/ yx le v eleN @2y gy
0

0
Donc finalement, avec u = — :
a\

m(ak)ivéﬂ
GM;%;H
)]
)]

E [exp

_or,\ _ Jo(x)
E(e w) - fZ(a) - E[exp

_l= /|

E {exp <x (A )
E [exp <a (A vy)

Q=

Remarque 10.6.7

1

— La variable aléatoire réelle [oz)\*y 0 } “ est une variable de Weibull de parameétre o > 1.
aX

—+00
— On peut démontrer que la fonction x —— / Yy e V" e ™ dy définie sur 10, +o00]
0

est du type ce”Y(®) of U est une fonction de Bernstein si et seulement si

0 < a < 1. Cela a un rapport avec la question de savoir quelles puissances de la loi

Gamma sont infiniment divisibles.
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