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Introduction

De la part de Guillaume BELLOT et Christophe LOUCKX, 2023

Ce présent document constitue une version mise au propre de notes du cours en Fonc-

tions spéciales et probabilités dispensé par M. SIMON. Nous avons suivi ce module dans le

cadre du M2 Parcours Recherche à l’Université de Lille aux seconds semestres des années

universitaires 2021-2022 et 2022-2023.

Pour pouvoir comprendre ces notes, il est nécessaire d’avoir des notions de probabilités

et d’analyse complexe. Les énoncés de la première partie de ce cours sont accessibles à un

public niveau fin de L3. En effet, aucune référence ne sera faite aux notions de probabilités

de M1 que sont l’espérance conditionnelle, les martingales, les châınes de Markov ... Nous si-

gnalons aussi la présence d’analyse fonctionnelle dans certaines démonstrations (qui peuvent

être omises en première lecture). Les deuxième et troisième parties ne sont abordables qu’en

M2. Par ailleurs, les notations qui risqueraient d’être inconnues du lectorat verront leur si-

gnification précisée à leur première apparition.

Nous remercions vivement M. SIMON pour son enseignement. Son cours est d’une grande

richesse avec des raisonnements variés, des méthodes de calculs étonnantes, et constitue une

introduction à un domaine vaste et aux nombreuses questions encore ouvertes.

Ces notes sont un travail collectif enrichi au fil du temps, ainsi qu’une tentative de re-

transcription de l’enthousiasme communicatif de notre professeur.
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6.2 Densité du temps d’atteinte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97

6.2.1 Cas a < x, µ > 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98

7 Étude du processus de Ornstein-Uhlenbeck 101

7.1 Transformée de Laplace du temps d’atteinte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103

7.2 Le cas c < 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105
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7.6 Compléments sur les fonctions de Hermite . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122

8 Etude de la diffusion de Bessel 125

8.1 Un lien avec le mouvement brownien n-dimensionnel . . . . . . . . . . . . . . 125

8.2 Transformée de Laplace du temps d’atteinte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127
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Chapitre 1

Fonction Γ

1.1 Définition et premières propriétés

Proposition 1.1.1 Pour tout t > 0, la fonction x 7→ xt−1e−x est intégrable sur ]0; +∞[.

Preuve de la proposition 1.1.1 : On a

xt−1e−x ∼
x→0

xt−1

intégrable en 0 car t− 1 > −1.

De plus la fonction x 7−→ xt−1e−x est intégrable en +∞. �

Définition 1.1.2 Pour tout t > 0, on définit la fonction Gamma :

Γ(t) =

∫ +∞

0
xt−1e−x dx. (1.1)

Remarque 1.1.3 En fait, on peut définir Γ pour tout z appartenant au demi-plan Re(z) > 0.

(
∣∣xz−1e−x

∣∣ ∼
x→0

xRe(z)−1.)

Proposition 1.1.4 (Formule de concaténation)

∀t > 0, Γ(t+ 1) = t · Γ(t). (1.2)

9



10 CHAPITRE 1. FONCTION Γ

Preuve de la proposition 1.1.4 : Soit t > 0.

Γ(t+ 1) =

∫ +∞

0
xte−x dx = lim

M→+∞

∫ M

0
xte−x dx

= lim
M→+∞

(∫ M

0
t · xt−1e−x dx−

[
xte−x

]M
0

)
par intégration par parties

= t

∫ +∞

0
xt−1e−x dx = t · Γ(t).

�

Remarque 1.1.5

— Comme Γ(0) = 1, on en déduit par récurrence immédiate que

∀n ∈ N, Γ(n+ 1) = n!

C’est pourquoi on interprète Γ comme la version continue de la factorielle.

— Nous avons Γ

(
1

2

)
=
√
π. En effet :

Γ

(
1

2

)
=

∫ +∞

0
e−x

dx√
x

=

∫ +∞

0

√
2e−

u2

2 du, avec x =
x2

2

=
√

2π ×
√

2× P(Z ≥ 0), où Z ∼ N (0, 1)

=2×
√
π × 1

2
=
√
π.

Corollaire 1.1.6

Γ(t) =
Γ(t+ 1)

t
∼

t→0+

1

t
. (1.3)

On donne à présent la formule de Stirling qui nous sera utile à plusieurs reprises :

Théorème 1.1.7 (Formule de Stirling pour la fonction Γ)

Γ(1 + x) ∼
x→+∞

√
2πxxxe−x.

Preuve du théorème 1.1.7 : Pour tout x > 0, grâce au changement de variable
t− x√
x(

t = s
√
x+ x, puis dt =

√
xds

)
:

Γ(1 + x) =

∫ +∞

0
txe−tdt =

∫ +∞

−
√
x

(
s
√
x+ x

)x
e−s
√
x−x√xds.
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On en déduit :

Γ(1 + x) =
(x
e

)x√
x

∫ +∞

−
√
x

(
s√
x

+ 1

)x
e−s
√
xds =

(x
e

)x√
x

∫ +∞

−
√
x
e
x ln
(

1+ s√
x

)
−s
√
x
ds.

Posons pour tout x > 0 et pour tout s appartenant à ]−
√
x,+∞[: ϕx(s) = x ln

(
s√
x

+ 1

)
− s
√
x.

Nous allons démontrer que pour tout x > 0 : lim
x→+∞

∫ +∞

−
√
x
eϕx(s)ds =

√
2π.

Si s appartient à ] −
√
x,+∞[, pour x > 0 assez grand, alors d’après la formule de Taylor

avec reste intégral, pour tout u appartenant à ]− 1, 0], on a :

ln(1 + u) = u− u2

2
+

∫ u

0

(u− t)2

2
× 2

(1 + t)3
dt.

Or :

∫ +∞

0

(u− t)2

2
× 2

(1 + t)3
dt ≤ 0. D’où ln(1 + u)− u+

u2

2
≤ 0.

En appliquant cette inégalité à u = s√
x
∈]− 1, 0] :

ln

(
1 +

s√
x

)
− s√

x
+
s2

2x
≤ 0.

Ainsi, en multipliant les deux membres par x > 0, la dernière inégalité :

x ln

(
1 +

s√
x

)
− s
√
x ≤ −s

2

2
,

c’est-à-dire : ϕx(s) ≤ −s
2

2
.

De plus, ln(1 + u) = u− u2

2
+ o(u2), donc nous avons : lim

x→+∞
ϕx(s) = −s

2

2
. Égalité valide,

quand x tend vers +∞, donc pour tout s réel.

Le théorème de convergence dominée donne alors :∫ +∞

−
√
x
eϕx(s)ds −−−−→

x→+∞

∫
R

e−
s2

2 ds =
√

2π.

Ce qui permet de conclure. �

Proposition 1.1.8 (Extension de Γ à des valeurs négatives) Il existe un prolongement

unique encore notée Γ qui vérifie la formule de concaténation de la proposition (1.1.4) étendue :

pour tout n entier naturel, pour tout t ∈]− 1; 0[, pour tout t appartenant à ]− n− 1;−n[:

Γ(t) =
Γ(t+ 1)

t
.
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Preuve de la proposition 1.1.8 : Γ possède un prolongement à une fonction méromorphe,

encore notée Γ. Γ est holomorphe sur C/(−N). Γ a alors des pôles d’ordre 1 en chaque entier

négatif, et n’a pas de zéro. Et Γ vérifie, pour tout entier naturel m :

lim
z→−m

(z +m)Γ(z) =
(−1)m

m!
. (1.4)

C’est l’unique prolongement régulier de Γ.

Ainsi pour tout t appartenant à un intervalle de la forme ]− n− 1;−n[, pour n ∈ N :

Γ(t) =
Γ(t+ 1)

t
=

Γ(t+ 2)

t(t+ 1)
= · · · = Γ(t+ n+ 1)

t(t+ 1) . . . (t+ n)
.

Ceci définit une fonction sur R/(−N)(Même sur C/(−N). �

Notation 1.1.9 Notation de Pochhammer (ou factorielle ascendante) :

Pour tout t appartenant à C, et pour tout n dans N :

(t)n = t(t+ 1)(t+ 2) · · · (t+ n− 1)(t+ n), et : (t)0 = 1.

En particulier : (1)n = n!.

Ainsi, pour tout t tel que −n < t < −n− 1 : Γ(t) =
Γ(t+ n)

(t)n
.

Et alors nous avons : (t)k+n = (t)k × (t+ k)n, car :

(t+ k)n =
Γ(t+ k + n)

Γ(t+ k)
=

Γ(t+ k + n)

Γ(t)
× Γ(t)

Γ(t+ k)
=

(t)k+n

(t)k
.

Graphe approximatif :
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On voit (par concaténation) que la suite uk = min
t∈]−k−1,−k[

|Γ(t)| est décroissante vers 0 sur

N/{0}. (On peut montrer que cette suite tend en fait vers 0 à une vitesse de convergence

factorielle).

Définition 1.1.10 Soit f : C → R où C est un ensemble convexe (éventuellement sur C).

i) On rappelle que f est convexe si

∀λ ∈ [0; 1], ∀x, y ∈ C, f(λx+ (1− λ)y) 6 λf(x) + (1− λ)f(y).

ii) On dit que f est log-convexe (respectivement log-concave) si f est strictement positive

et ln ◦f est convexe (respectivement concave). Ceci équivaut à :

∀λ ∈ [0; 1], ∀x, y ∈ C, f [λx+ (1− λ)y] 6 [f(x)]λ + [f(y)](1−λ).

Et nous avons : f log-concave ⇔ 1

f
est log-convexe ⇔ − ln(f) est convexe.

Proposition 1.1.11 Soit f : C →]0; +∞[ (éventuellement de classe C2).

Si f est log-convexe alors f est convexe (la réciproque est fausse).

Preuve de la proposition :

Cas C2 : Comme ln ◦f est convexe et régulière, sa dérivée seconde est positive :

∀x ∈ C, (ln ◦f)′′(x) =
f ′′(x)f(x)− f ′(x)2

f(x)2
> 0.

D’où

∀x ∈ C, f ′′(x)f(x) > [f ′(x)]2 > 0.

Par positivité de f , on a la positivité de f ′′ et donc la convexité de f .

Cas général : Soient λ ∈ [0, 1], s, t ∈ C, alors :

f(λs+ (1− λ)t) = exp[(ln ◦f)(λs+ (1− λ)t)]

6 exp[λ(ln ◦f)(s) + (1− λ)(ln ◦f)(t)]

6λ exp[ln[f(s)]] + (1− λ) exp[ln[f(s)]], car exp est convexe

=λf(s) + (1− λ)f(t).

Réciproque fausse : la fonction carré est convexe sur ]0,+∞[, mais pas log-convexe, car

2 ln(x) est concave.

�
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Proposition 1.1.12 Soit X une variable aléatoire positive telle que

∀s ∈]a; b[: E(Xs) < +∞.

Alors la fonction (ou transformée) de Mellin s 7−→ E(Xs) est log-convexe sur ]a; b[.

Preuve de la proposition : Soient λ ∈]0; 1[ et s, t ∈]a; b[.

E
[
Xλs+(1−λ)t

]
=

∫ +∞

0
xλsx(1−λ)t dPX(x) où PX est la loi de X

6

(∫ +∞

0

(
xλs
) 1
λ dPX(x)

)λ(∫ +∞

0

(
x(1−λ)t

) 1
1−λ dPX(x)

)1−λ

par inégalité de Hölder pour p =
1

λ
et q =

1

1− λ
6 [E (Xs)]λ

[
E
(
Xt
)]1−λ

�

Remarque 1.1.13 En particulier, si X a tous ses moments finis alors la suite de terme

général µn = E(Xn) est convexe :

∀n ∈ N, µ2
n ≤ µn−1 · µn+1.

Corollaire 1.1.14 t 7−→ Γ(t) est :

i) log-convexe sur ]0,+∞[.

ii) log-convexe sur ]− n,−n+ 1[ si n est un entier naturel pair non nul.

iii) concave sur ]− n,−n+ 1[ si n est un entier naturel impair.

Preuve du corollaire :

i) On introduit, pour tout t > 0 la loi Gamma γt de densité : x 7−→ xt−1

Γ(t)
e−x1]0,+∞[(x).

Nous avons, pour tout s > −t : E(γst ) =
Γ(t+ s)

Γ(t)
.

D’après la proposition précédente : s 7−→ Γ(t+ s)

Γ(t)
est log-convexe sur ]− t,+∞[.

En posant u = s+ t, u 7−→ Γ(u)

Γ(t)
est log-convexe sur ]0,+∞[.
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ii) Sur ]−∞, 0[, pour tout t ∈]−n,−n+1[, Γ(t) =
Γ(t+ n)

(t)n
. Alors si n est pair, Γ(t) > 0,

car (t)n > 0. Alors :

ln[(t)n] =

n
2∑

k=1

ln [(t+ 2k − 1)(t+ 2k − 2)]

=

n
2∑

k=1

ln [(1− 2k − t)(2− 2k − t)] =

n
2∑

k=1

ln(1− 2k − t) + ln(2− 2k − t),

qui est une somme de fonctions concaves, donc concave, ainsi : − ln[(t)n] est convexe.

D’autre part, d’après (i) : t 7−→ Γ(t+ n) est log-convexe sur ]− n,−n+ 1[.

Finalement : ln[Γ(t)] = ln(Γ(t + n)) + [− ln((t)n)] est alors une somme de fonctions

convexes sur ]− n,−n+ 1[, donc convexe.

Γ est alors log-convexe sur ]− n,−n+ 1[.

iii) Si n est impair : Γ(t) < 0, et tΓ(t) > 0.

Or : tΓ(t) =
Γ(t+ n)

(t+ 1) · · · (t+ n)
, qui est log-convexe, par l’argument du (ii). Et donc :

−Γ(t) = −1

t
× Γ(t+ n)

(t+ 1) · · · (t+ n)
, qui est un produit de deux fonctions log-convexes

sur ] − n,−n + 1[, donc log-convexe (facile à prouver), et donc Γ est concave sur

]− n,−n+ 1[.

�

Remarque 1.1.15 Rappelons :

i) Transformée de Laplace : Si X ≥ 0, on définit, pour tout λ ≥ 0 :

LX(λ) = E
(
e−λX

)
.

ii) Fonction génératrice des moments : MX(λ) = E(eλX). (n’a pas forcément de sens).

Formellement :

MX(λ) =
∑
n≥0

E(Xn)

n!︸ ︷︷ ︸
moments entiers normalisés

λn.

Imaginons que MX(λ) < +∞, pour X > 0, λ > 0. Alors E(Xn) < +∞, pour tout n ≥ 0.

Et X est déterminé par ses moments entiers. En effet, MX(λ) a un rayon de convergence

strictement positif, et détermine la loi de X. Cependant, si x ∼ N (0, 1), Y = eX , alors :

∀n ≥ 1 : E(Y n) = e
n2

2 < +∞, et : ∀λ > 0 :MY (λ) = +∞.

Et Y n’est pas déterminée par la suite (E(Y n))n. Autrement dit, il existe Z de loi différente

et telle que : ∀n ≥ 1 : E(Zn) = E(Y n).
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Exemple 1.1.16 Nous avons, pour tout t > 0, pour tout λ > 0 :

Lγt(λ) = E
[
e−λγt

]
=

1

Γ(t)

∫ +∞

0
e−x(λ+1)xt−1dx =

1

(1 + λ)t

(
avec le changement : x =

y

1 + λ

)
.

En conséquence :

Proposition 1.1.17 (Identité en loi gamma) Pour tous s, t > 0 : γt+s = γs + γt, où γs

et γt sont indépendantes.

Preuve de la proposition 1.1.17 : En effet, la transformée de Laplace de deux membres

de l’égalité vaut :
1

(λ+ 1)t+s
. �

Proposition 1.1.18 (Intégrale de Frullani) Pour tous a, b > 0 :

I(a, b) =

∫ +∞

0

e−ta − e−tb

t
dt = ln

(a
b

)
.

Preuve de la proposition 1.1.18 : En effectuant le changement : t =
s

a
,

dt

t
=

ds

s
, on

a : I(a, b) = I
(

1,
b

a

)
. En considérant, pour tout λ > 0 : I(1, λ) =

∫ +∞

0

e−t − e−λt

t
dt, nous

avons :

I(1, 1) = 0,
dI
dλ

(1, λ) =

∫ +∞

0
e−λtdt =

1

λ
.

Alors (par intégration par rapport à λ) : I(1, λ) = ln(λ). Avec λ =
b

a
, on obtient le résultat.

�

1.2 Loi Bêta

Définition 1.2.1 Soient a, b > 0. On appelle Intégrale eulérienne de deuxième espèce :

B(a, b) =

∫ 1

0
ta−1(1− t)b−1dt.

Proposition 1.2.2 Pour tous a, b > 0 : B(a, b) =
Γ(a)Γ(b)

Γ(a+ b)
.

Preuve de la proposition 1.2.2 :

On a, d’après la Proposition 1.1.17 : γa+b
L
= γa+

⊥⊥
γb. En effet, on identifie alors les densités.

À gauche :
xa+b−1e−x

Γ(a+ b)
,
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À droite : Si, pour c > 0, fc(u) désigne
uc−1

Γ(c)
e−u1]0,+∞[(u), alors la densité de γa + γb

pour tout x > 0 est égale à :∫
R

fa(x− y)fb(y)dy = e−x
∫ +∞

0

(x− y)a−1yb−1

Γ(a)Γ(b)
dy

=
(y=xz)

xa+b−1e−x

Γ(a)Γ(b)

∫ 1

0
(1− z)a−1zb−1dz.

Or, un simple changement t = 1 − z prouve que B(a, b) = B(b, a), et donc nous

obtenons : B(a, b) = B(b, a) =
Γ(a)Γ(b)

Γ(a+ b)
.

�

Définition 1.2.3 Soient a, b > 0. On appelle variables aléatoire Bêta de seconde espèce, la

variable notée βa,b de densité par rapport à la mesure de Lebesgue, égale à :

Γ(a+ b)

Γ(a)Γ(b)
ta−1(1− t)b−11]0,1[(t).

Déterminons la fonction génératrice des moments d’une telle loi :

Proposition 1.2.4 Pour tous a, b > 0, on a l’identité, pour tout réel λ :

+∞∑
n=0

(a)n
(a+ b)nn!

λn =
Γ(a+ b)

Γ(a)Γ(b)

∫ 1

0
eλtta−1(1− t)b−1dt.

Preuve de la proposition 1.2.4 : Nous avons :

E(eλβa,b) =
Γ(a+ b)

Γ(a)Γ(b)

∫ 1

0
eλtta−1(1− t)b−1dt

D’autre part : E(eλβa,b) =
+∞∑
n=0

λnE(βna,b)

n!
.

Or, pour tout s ≥ 0, nous avons :

E(βsa,b) =
Γ(a+ b)

Γ(a)Γ(b)

∫ 1

0
ts+a−1(1− t)b−1dt =

B(a+ s, b)

B(a, b)
=

Γ(a+ s)Γ(a+ b)

Γ(a)Γ(a+ b+ s)
. (2.1)

Donc : pour tout n ≥ 0, E(βna,b) =
Γ(a+ n)Γ(a+ b)

Γ(a)Γ(a+ b+ n)
=

(a)nΓ(a)Γ(a+ b)

Γ(a)(a+ b)nΓ(a+ b)
=

(a)n
(a+ b)n

.

D’où l’identification annoncée. �
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Définition 1.2.5 On appelle fonction de Kummer (ou hypergéométrique confluente de première espèce),

de paramètre c > a > 0, la série entière en z ∈ C :

1F1

[
a

c
; z

]
=

+∞∑
n=0

(a)n
(c)n

zn

n!
=

Γ(c)

Γ(a)Γ(c− a)

∫ 1

0
eztta−1(1− t)c−a−1dt = E(ezβa,c−a).

Proposition 1.2.6 (Identités en loi Bêta) Pour tous a, b > 0, et pour b > c :

a) βa,b
L
= βa,c ×

⊥⊥
βa+c,b−c.

b)
Γ(a+ b)

Γ(a)

b→+∞∼ ba, et bβa,b
L−−−−→

b→+∞
γa.

c) γa
L
= βa,c ×

⊥⊥
γa+c.

d)
1

βa,b
− 1

L
= γb ÷

⊥⊥
γa.

Remarque 1.2.7 Voici deux rappels :

i) Soit X une variable aléatoire positive à densité f par rapport à la mesure de Le-

besgue, et soit c > 0, alors cX a pour densité par rapport à la mesure de Lebesgue :

x 7−→ 1

c
f
(x
c

)
.

En effet : P(cX ≤ x) = P
(
X ≤ x

c

)
, et donc :

d

dx
[P(cX ≤ x)] =

1

c
f
(x
c

)
.

ii) Soient X,Y deux variables aléatoires strictement positives indépendantes de densités

par rapport à la mesure de Lebesgue égales respectivement à fX , fY . Alors
X

Y
est de

densité par rapport à la mesure de Lebesgue est définie pour tout u > 0 par :

fX
Y

(u) =

∫ +∞

0
fX(uy)yfY (y)dy.

En effet, pour toute fonction mesurable positive g :

E

[
g

(
X

Y

)]
=

∫
R2

g

(
x

y

)
fX(x)fY (y)dλ2(x, y) =

u=x
y

∫ +∞

0
g(u)

(∫ +∞

0
fX(uy)yfY (y)dy

)
du.

Et l’on identifie la densité.

Preuve de la proposition 1.2.6 :

a) On identifie les moments entiers de chaque côté. À gauche :
(a)n

(a+ b)n
, et à droite :

(a)n
(a+ c)n

× (a+ c)n
(a+ c+ b− c)n

=
(an)

(a+ b)n
.

D’où le résultat.
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b) D’après le (a), on en déduit que : bβa,b
L
= βa,c ×

⊥⊥
(bβa+c,b−c) .

D’autre part, en utilisant la remarque (a) précédente, bβa,b a pour densité :

1

b

Γ(a+ b)

Γ(a)Γ(b)

(x
b

)a−1 (
1− x

b

)b−1
1]0,b[(x) =

Γ(a+ b)

baΓ(a)Γ(b)
xa−1

(
1− x

b

)b−1
1]0,b[(x)

−−−−→
b→+∞

Kxa−1e−x1]0,+∞[(x),

où K est la constante égale à :

[∫ +∞

0
xa−1e−xdx

]−1

=
1

Γ(a)
.

Nous en déduisons donc que :
Γ(a+ b)

Γ(a)
∼

b→+∞
ba. Et le lemme de Scheffé nous permet

de déduire que : bβa,b
L−−−−→

b→+∞
γa.

c) En utilisant (a), en partant de l’égalité en loi : bβa,b
L
= βa,c ×

⊥⊥
(bβa+c,b−c) , en faisant

tendre b vers +∞, le membre de gauche tend en loi vers γa, et à droite bβa+c,b−c tend

en loi quand b tend vers +∞ vers γa+c. Ainsi on obtient : γa
L
= βa,c ×

⊥⊥
γa+c.

Voici une démonstration alternative, pour tout s > −a > −(a + c), et sachant que :

E(βsa,c) =
Γ(a+ s)Γ(a+ c)

Γ(a)Γ(a+ c+ s)
, alors, par indépendance :

E [(βa,c × γa+c)
s] = E(βsa,c)× E(γsa+c) =

Γ(a+ s)

Γ(a)
= E(γsa),

d’où, pour tout s > −a : E

[
(βa,c ×

⊥⊥
γa+c)

s

]
= E(γsa). Les moments fractionnaires

(transformée de Mellin) sont les transformées de Laplace du logarithme des variables

aléatoires, donc caractérisant les lois, cela suffit pour conclure.

d) Posons Ta,b =
1

βa,b
− 1. Alors pour tout x ≥ 0 :

FTa,b(x) = P(Ta,b ≤ x) = P

(
1

βa,b
≤ x+ 1

)
= P

(
βa,b ≥

1

x+ 1

)
= 1−Fβa,b

(
1

x+ 1

)
.

Ainsi :

fTa,b =
d

dx
FTa,b(x) = −

(
− 1

(x+ 1)2

)
fβa,b

(
1

x+ 1

)
=

1

(x+ 1)2
× Γ(a+ b)

Γ(a)Γ(b)
× 1

(x+ 1)a−1

(
1− 1

x+ 1

)b−1

1[0,+∞[(x)

=
Γ(a+ b)

Γ(a)Γ(b)
xb−1 × 1

(x+ 1)a+b
1[0,+∞[(x).
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D’autre, grâce à la dernière remarque (b), pour tout x ≥ 0 :

f γb
γa

(x) =

∫ +∞

0

(xy)b−1

Γ(b)
e−xy1]0,+∞[(xy)× y × ya−1

Γ(a)
e−y1]0,+∞[(y)dy.

=
1

Γ(a)Γ(b)

∫ +∞

0
xb−1ya+b−1e−y(x+1)dy

=
(z=y(x+1))

xb−1

Γ(a)Γ(b)

∫ +∞

0

za+b−1

(x+ 1)a+b
e−zdz

=
xb−1

Γ(a)Γ(b)
× 1

(x+ 1)a+b
Γ(a+ b)1]0,+∞[(x).

D’où le résultat.

�

1.3 Identités sur la fonction Γ

1.3.1 Formule de Gauss

Théorème 1.3.1 (Formule de Gauss) Pour tout z > 0,

Γ(z) = lim
n→+∞

n! nz

z(z + 1) . . . (z + n)
.

Preuve de la proposition 1.3.1 (probabiliste) : Soit (L1, . . . , Ln) un échantillon de

γ1 = E(1). Dans un premier temps, on montre que

Xn = L1 +
L2

2
+ · · ·+ Ln

n

L
= max(L1, . . . , Ln).

Soit x ∈ R.

P (max(L1, . . . , Ln) 6 x) =

n∏
k=1

P (Lk 6 x) = (1− e−x)n.

Pour l’autre variable aléatoire, on procède par récurrence sur n > 1.
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Le cas n = 1 de l’égalité est trivial.

P (Xn+1 6 x) = P

(
Xn 6 x−

Ln+1

n+ 1

)
=

∫ x

0
P (Xn 6 x− y) fn(y)dy où fn est la densité de

Ln+1

n+ 1

=

∫ x

0
(1− e−x+y)n · (n+ 1)e−(n+1)ydy

=

∫ x

0
(n+ 1)e−y(e−y − e−x)ndy

=

∫ 1

e−x
(n+ 1)(z − e−x)ndz par le changement de variables z = e−y

=

∫ 1−e−x

0
(n+ 1)(z̃)ndz̃ par z̃ = z − e−x

= (1− e−x)n+1.

On considère Yn = max(L1, . . . , Ln)− ln(n).

P (Yn 6 x) = P [max(L1, . . . , Ln) 6 x+ ln(n)] =
(
1− e−x−ln(n)

)n
=

(
1− e−x

n

)n
−−−−−→
n→+∞

e−e
−x
.

Or x 7−→ e−e
−x

est la fonction de répartition de G = − ln(E(1)). Donc Yn converge en loi

vers G.

Donc

∀λ < 0, E
(
eλYn

)
−−−−−→
n→+∞

E
(
eλG
)
.

On a, ∀λ ∈ R,

E
(
eλG
)

= E
(
e−λ ln(L)

)
= E

(
L−λ

)
=

∫ +∞

0
x−λe−x dx

d’où

∀λ < 1, E
(
eλG
)

= Γ(1− λ).

Par ailleurs, ∀λ ∈ R,

E
(
eλYn

)
= E

(
eλ(L1+···+Ln

n )−λ ln(n)
)

=
1

nλ

n∏
k=1

E
(
eλ

Lk
k

)
=

1

nλ

n∏
k=1

∫ +∞

0
e
λ
k
xe−x dx.
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D’où :

∀λ < 1, E
(
eλYn

)
=

1

nλ

n∏
k=1

1

1− λ
k

=
1

n
nz

n∏
k=1

k

k − 1 + z
en notant z = 1− λ

=
n+ z

n
· nz · n!

z(1 + z) . . . (n+ z)

On conclut, puisque

(
n+ z

n

)
−−−−−→
n→+∞

1, que pour tout z > 0 :

nz · n!

z(1 + z) . . . (n+ z)
−−−−−→
n→+∞

Γ(1− λ) = Γ(z).

�

1.3.2 Formule de Weierstrass

Théorème 1.3.2 Pour tout z ∈ C,

1

Γ(z)
= z eγz

+∞∏
n=1

(
1 +

z

n

)
e−z/n.

où γ désigne la constante d’Euler-Mascheroni.

Preuve du théorème 1.3.2 (probabiliste) : On démontre la formule pour z > 0.

z

n∏
k=1

(
1 +

z

k

)
e−z/k = z e−γnz

1

nz

n∏
k=1

k + z

k
où γn = Hn − ln(n)

= e−γnz
1

nz · n!

n∏
k=0

(z + k)

−−−−−→
n→+∞

e−γz
1

Γ(z)
d’après la formule de Gauss.

�

Corollaire 1.3.3 Soit (Lk)k>1 une suite i.i.d de loi E(1). Alors :

n∑
k=1

Lk
k
− ln(n)

L−−−−−→
n→+∞

− ln (E(1)) .
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Preuve du corollaire 1.3.3 Soient L ∼ E(1) et z ∈ C tel que Re(z) > −1.

E
(
ez ln(L)

)
= E(Lz) = Γ(z + 1).

D’après la formule de Weierstrass :

E
(
ez ln(L)

)
= e−γz

+∞∏
n=1

ez/n

1 + z
n

= lim
n→+∞

ezHn−γz
n∏
k=1

1

1 + z
k

= lim
n→+∞

nz

(1 + z) . . .
(
1 + z

n

)
= lim

n→+∞
E

{
exp

[
z

(
ln(n)−

n∑
k=1

Lk
k

)]}
.

En particulier, il y a convergence simple des fonctions caractéristiques. Donc d’après le

théorème de continuité de Lévy, il y a convergence en loi. �

Remarque 1.3.4 Si L ∼ E(1) alors − ln (L) est une variable aléatoire dite de Gumbel (loi

extrême de type I).

On a

P(− ln(L) 6 x) = P(L > e−x) = e−e
−x
.

Ainsi − ln(L) est de densité x 7−→ e−x−e
−x

sur R.

Théorème 1.3.5 (Formule des compléments) Pour tout 0 < z < 1,

Γ(z) Γ(1− z) =
π

sin(πz)
.

Il y a plusieurs démonstrations de la formule des compléments. On peut procéder par théorème

des résidus ou utiliser la formule de Gauss. Voici la démonstration à l’aide de la formule de

Gauss (Théorème 1.3.1), nous avons besoin de l’égalité (qui sera prouvée à l’occasion de

l’étude des zéros de la fonction de Bessel de première espèce) valable pour tout z complexe :

sin(πz) = πz
+∞∏
n=1

(
1− z2

n2

)
. (3.1)

Preuve du théorème 1.3.5 Nous avons, d’après la formule de Gauss :

Γ(z)Γ(1− z) = lim
n→+∞

vn(z),
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où :

vn(z) =
nzn!

z(z + 1) · · · (z + n)
× n1−zn!

(1− z)(2− z) · · · (n− z)(n+ 1− z)
.

Nous avons alors :

vn(z) =
n

z(n+ 1− z)

n∏
k=1

1

1− z2

k2

.

D’où, grâce à l’égalité (3.1) :

Γ(z)Γ(1− z) =
1

z

+∞∏
n=1

1

1− z2

n2

=
π

sin(πz)
.

�

1.3.3 Formule de Malmsten

Théorème 1.3.6 (Formule de Malmsten) Pour tout λ < 1,

Γ(1− λ) = exp

(
γλ+

∫ +∞

0
(eλu − 1− λu)

du

u(eu − 1)

)
.

Preuve du théorème 1.3.6 On a

1

eu − 1
=

1

eu
· 1

1− e−u
=

1

eu

+∞∑
n=0

e−nu =
+∞∑
n=1

e−nu.

D’où, d’après le théorème de Tonelli :∫ +∞

0

(
e−λu − u− 1

) du

u(eu − 1)
=

+∞∑
n=1

∫ +∞

0

(
e−λu − u− 1

) 1

u
e−nu

=

+∞∑
n=1

(∫ +∞

0

e(λ−n)u − e−nu

u
du− λ

∫ +∞

0
e−nu

)

=

+∞∑
n=1

(∫ +∞

0

e(λ−n)u − e−nu

u
du− λ

n

)
.

On reconnait des intégrales de Frullani :

Ia,b =

∫ +∞

0

e−ax − e−bx

x
dx.

Ainsi, grâce à la Proposition 1.1.18

γλ+

∫ +∞

0

(
eλu − 1− λu

) du

u(eu − 1)
= lim

n→+∞

γλ− λHn +
n∑
p=1

Iλ−p,p


= lim

n→+∞

−λ ln(n) +
n∑
p=1

ln

(
p

p− λ

)
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Donc

exp

(
γλ+

∫ +∞

0

(
eλu − 1− λu

) du

u(eu − 1)

)
= lim

n→+∞

1

nλ

n∏
k=1

k

k − λ
.

Or on a vu dans la démonstration de la formule de Gauss (Théorème 1.3.1) que :

Γ(1− λ) = lim
n→+∞

1

nλ

(
1

1− λ
. . .

1

1− λ
n

)
= lim

n→+∞

1

nλ

n∏
k=1

k

k − λ
.

�

Corollaire 1.3.7 a) La fonction λ 7−→ Γ(1− λ) est croissante sur ]0; 1[.

b) Γ′(1) = −γ

Preuve du corollaire 1.3.7 D’après le théorème de dérivation sous l’intégrale (appliqué

localement)
d

dλ
ln
(
Γ(1− λ)

)
= γ +

∫ +∞

0
(eλu − 1)

du

eu − 1
> 0.

Ainsi l’application λ 7−→ ln
(
Γ(1− λ)

)
est strictement croissante sur ]0; 1[ ce qui implique la

stricte croissance de l’application λ 7−→ Γ(1− λ) sur le même intervalle.

En particulier
d

dλ

∣∣∣∣
λ=0

ln
(
Γ(1− λ)

)
=
−Γ′(1− λ)

Γ(1− λ)

∣∣∣∣
λ=0

= γ

c’est-à-dire

Γ′(1) = −γ.

�

Proposition 1.3.8 (Formule intégrale de γ) Nous avons :

γ =

∫ +∞

0

(
e−x

1− e−x
− e−x

x

)
dx

Preuve de la proposition 1.3.8 Nous partons de la défintion de la constante d’Euler

Mascheroni :

γ = lim
n→+∞

1 +
1

2
+ · · ·+ 1

n
− ln(n).

Or,

1 +
1

2
+ · · ·+ 1

n
=

n∑
k=1

∫ +∞

0
ekxdx. (3.2)



26 CHAPITRE 1. FONCTION Γ

D’autre part, d’après la Proposition 1.1.18 (intégrale de Frullani) :

ln(n) =

∫ +∞

0

e−x − e−nx

x
dx (3.3)

Combinant les relations (1.1) et (1.2), et faisant usage de la convergence monotone (deux

fois) :

1 +
1

2
+ · · ·+ 1

n
− ln(n) =

∫ +∞

0

(
n∑
k=1

e−kx

)
dx−

∫ +∞

0

(
e−x − e−nx

x

)
dx

−−−−−→
n→+∞

∫ +∞

0

e−x

1− e−x
dx−

∫ +∞

0

e−x

x
dx

=

∫ +∞

0

(
e−x

1− e−x
− e−x

x

)
dx.

�

Conjecture 1.3.9 γ appartient-il à Q ? De nombreuses recherches ont été faites sur cette

question...Sans réponse à l’heure actuelle.

1.3.4 Fonction digamma

Définition 1.3.10 Pour tout z > 0, on définit la fonction digamma par :

ψ(z) =
Γ′(z)

Γ(z)
.

Proposition 1.3.11 i) De la même manière que Γ est une généralisation de la facto-

rielle, ψ est une généralisation du nombre harmonique :

∀n ∈ N∗ : ψ(n+ 1) = Hn − γ = 1 + · · ·+ 1

n
− γ.

ii) Généralisation : pour tout z > 0 :

ψ(1 + z) =
1

z
+ ψ(z)

Preuve de la proposition 1.3.11

i) Tout d’abord, grâce au Corollaire 1.3.7, nous avons : ψ(1) =
Γ′(1)

Γ(1)
= −γ.

Ensuite, pour tout n ∈ N∗ :

ψ(n) +
1

n
=

Γ′(z)

Γ(z)
+

1

n
=

1× Γ(n) + n× Γ′(n)

n× Γ(n)

=
[zΓ(z)]′ (n)

nΓ(n)
=

[Γ(z + 1)]′(n)

Γ(n+ 1)
(par concaténation)

=
Γ′(n+ 1)

Γ(n+ 1)
= ψ(n+ 1).
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D’où le résultat.

ii) D’après la formule de concaténation : Γ(1 + z) = zΓ(z), en passant aux logarithmes,

puis en dérivant :

ln[Γ(1 + z)] = ln(z) + ln[Γ(z)] =⇒ Γ′(1 + z)

Γ(1 + z)
=

1

z
+

Γ′(z)

Γ(z)
.

D’où : ψ(1 + z) =
1

z
+ ψ(z).

�

Proposition 1.3.12 Pour tout z > 0,

ψ′(z) =
+∞∑
n=0

1

(z + n)2
.

Preuve de la proposition 1.3.11 D’après la formule de Malmsten, pour tout s > −1 :

ln [Γ(1 + s)] =− γs+

∫ +∞

0
(e−sx − 1 + sx)

dx

x(ex − 1)

=− γs+

∫ +∞

0
(e−sx − 1 + sx)

e−xdx

x(1− e−x)
.

D’après le théorème de dérivation sous le signe somme deux fois :

ψ′(s+ 1) =
d2

ds2
[ln(Γ(1 + s))] =

∫ +∞

0

d2

ds2

[
e−sx − 1 + sx

] e−xdx

x (1− e−x)

=

∫ +∞

0
x
e−x(s+1)

1− e−x
dx =

∫ +∞

0
xe−x(s+1)

(
+∞∑
n=0

e−nx

)
dx

=

+∞∑
n=1

∫ +∞

0
xe−x(s+n)dx (d’après le théorème de Tonelli)

=

+∞∑
n=1

1

(s+ n)2
.

�

Corollaire 1.3.13 Pour tout z > 0 :

ψ(z) = −γ + (z − 1)
+∞∑
n=0

1

(n+ 1)(z + n)
.
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Preuve de la proposition 1.3.11 On intégre la dernière formule sur l’intervalle [1, z], et

en faisant usage du théorème de Tonelli :

ψ(z)− ψ(1) = ψ(z) + γ =
+∞∑
n=0

(
1

n+ 1
− 1

z + n

)
= (z − 1)

+∞∑
n=0

1

(n+ 1)(n+ z)
.

�

Remarque 1.3.14 On retrouve, grâce à ce dernier calcul, que la fonction Γ est strictement

log-convexe sur ]0,+∞[. Et comme nous avions prouvé la log-convexité de Γ sans passer par

cette dernière proposition, l’on pouvait deviner que ψ est croissante sur ]0,+∞[.

Proposition 1.3.15 (Formule intégrale de ψ) Pour tout z > 0 :

ψ(z) =

∫ +∞

0

(
e−x

x
− e−xz

1− e−x

)
dx.

Preuve de la proposition 1.3.15 Partant de la fin de la dernière démonstration, pour

tout z > 0, (z = s+ 1) :

ψ′(z) =
+∞∑
k=0

∫ +∞

0
xe−x(z+k)dx

=

∫ +∞

0
e−xz

(
+∞∑
k=0

e−kx

)
dx (d’après le théorème de Tonelli)

=

∫ +∞

0
e−xz

xdx

1− e−x
.

Ainsi, pour tout z > 0 :

ψ(z)− ψ(1) =

∫ z

1

∫ +∞

0
e−xu

x

1− e−x
dxdu

=

∫ +∞

0

∫ z

1

xe−xu

1− e−x
dudx (d’après le théorème de Tonelli)

=

∫ +∞

0

e−x − e−xz

1− e−x
dx.

D’autre part, nous savons que : ψ(1) =
Γ′(1)

Γ(1)
= −γ. Or, d’après la formule intégrale de γ

(Proposition 1.3.8) :

−γ =

∫ +∞

0

(
e−x

x
− e−x

1− e−x

)
dx.
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Ainsi :

ψ(z) =ψ(1) +

∫ +∞

0

e−x − e−xz

1− e−x
dx.

=

∫ +∞

0

(
e−x

x
− e−x

1− e−x

)
dx+

∫ +∞

0

e−x − e−xz

1− e−x
dx

=

∫ +∞

0

(
e−x

x
− e−xz

1− e−x

)
dx.

�
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Chapitre 2

Loi et fonction de Mittag-Leffler

2.1 Formule de Legendre-Gauss

Théorème 2.1.1 (Formule de multiplication de Legendre Gauss) Pour tout z > 0,

et pour tout m ∈ N∗ :

Γ
( z
m

)
× Γ

(
z + 1

m

)
× · · · × Γ

(
z +m− 1

m

)
= (2π)

m−1
2 m

1
2
−zΓ(z).

Remarque 2.1.2 Voici une démonstration ”trigonométrique” du cas m = 2 :

Γ(x)Γ

(
2x+ 1

2

)
=
√
π21−2xΓ(2x),

Ou encore : Γ(x)Γ

(
2x+ 1

2

)
=
√
π × 21−2xΓ(2x).

Soit x > 0, alors :

Γ(x)Γ(x)

Γ(2x)
= B(x, x) =

∫ 1

0
tx−1(1− t)x−1dt

= 2

∫ π
2

0
[sin(ϕ) cos(ϕ)]2(x−1) sin(ϕ) cos(ϕ)dϕ en posant t = (sin(ϕ))2

= 2

∫ π
2

0

(
sin(2ϕ)

2

)2(x−1)

× sin(2ϕ)

2
dϕ

=
2

22x−1

∫ π
2

0
(sin(2ϕ))2x−1dϕ

= 22−2x × 1

2

∫ π

0
(sin(ψ))2x−1dψ.

31
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Or, la fonction sin prend les mêmes valeurs dans
[
0,
π

2

]
que dans

[π
2
, π
]
. Donc :

Γ(x)Γ(x)

Γ(2x)
= 22−2x

∫ π
2

0
(sin(ψ))2x−1dφ.

Effectuons le changement de variable u = (sin(ψ))2, alors :

du = 2 cos(ψ) sin(ψ)dψ = 2
√

1− u
√
udψ, donc dψ =

du

2
√

1− u
√
u
,

et donc :

Γ(x)Γ(x)

Γ(2x)
= 22−2x

∫ 1

0
ux−

1
2 × du

2
√

1− u
√
u

= 21−2x

∫ 1

0
ux−1(1− u)−

1
2 du = 21−2xB

(
1

2
, x

)

Enfin : B

(
1

2
, x

)
=

Γ
(

1
2

)
Γ(x)

Γ
(

1
2 + x

) . D’où le résultat.

Preuve du théorème 2.1.1 Pour tout z > 0, pour tout k entier compris entre 0, et m−1,

dans l’ordre grâce à la formule de concaténation (Proposition 1.1.4), la formule de Gauss

(Proposition 1.3.1) et la formule de Stirling :

Γ

(
z

m
+
k

m

)
=

(
z

m
+
k

m
− 1

)
Γ

(
z

m
+
k

m
− 1

)
= lim
n→+∞

n!× n
z
m

+ k
m
−1

n−1∏
j=0

(
z
m + k

m + j
)

= lim
n→+∞

√
2πn×

(
n
e

)n × n z
m

+ k
m
−1

n−1∏
j=0

(
z
m + k

m + j
) = lim

n→+∞

√
2πmn ×

(
n
e

)n × n z
m

+ k
m
− 1

2

n−1∏
j=0

(z + k +mj)

.

(1.1)

Par produit, (1.1) donne :

m−1∏
k=0

Γ

(
z

m
+
k

m

)
= lim
n→+∞

√
2π
(
mn
e

)n × n z
m

+ k
m
− 1

2

n−1∏
j=0

(z + k +mj)

= lim
n→+∞

√
2π

m ×
(
mn
e

)mn × nm( zm−
1
2) × n

1
m

(
m−1∑
k=0

k

)
m−1∏
k=0

n−1∏
j=0

(z + k +mj)

.

(1.2)

Or, le produit au dénominateur parcours tous les restes modulo m avec tous les quotient de

0 à (n− 1), ainsi nous parcourons tous les entiers de 0 à mn− 1. Ainsi, en posant N égal à
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nm :

m−1∏
k=0

Γ

(
z

m
+
k

m

)
= lim
n→+∞

√
2π

m ×
(
mn
e

)mn × nm( zm−
1
2) × n

1
m
×m(m−1)

2

mn−1∏
l=0

(z + l)

= lim
n→+∞

√
2π

m ×
(
mn
e

)mn × (mn)m( zm−
1
2) ×mm( 1

2
− z
m)n

1
m
×m(m−1)

2

mn−1∏
l=0

(z + l)

= lim
N→+∞

√
2π

m ×
(
N
e

)N ×N z− 1
2 ×m

1
2
−z

mn−1∏
(z + l)
l=0

= lim
N→+∞

√
2π

m−1 ×
√

2πN
(
N
e

)N ×N z−1 ×m
1
2
−z

mn−1∏
l=0

(z + l)

(1.3)

Dans l’ordre, grâce à la formule de Stirling, la formule de Gauss, et la formule de concaténation :

m−1∏
k=0

Γ

(
z

m
+
k

m

)
= lim
N→+∞

√
2π

m−1 ×N !×N z−1 ×m
1
2
−z × (z − 1)

(z − 1)
N−1∏
l=0

(z + l)

=(2π)
m−1

2 m
1
2
−z(z − 1)Γ(z − 1)

=(2π)
m−1

2 m
1
2
−zΓ(z).

(1.4)

�

2.2 Conséquences probabilistes, loi de Mittag-Leffler

Proposition 2.2.1 Soient a > 0, et m un entier naturel non nul. Alors :

γa
L
= m

(
γ a
m
×
⊥⊥
γa+1

m
×
⊥⊥
· · · ×
⊥⊥
γa+m−1

m

) 1
m

.

En particulier, nous retiendrons :

γa = 2
√
γa

2
×
⊥⊥
γa+1

2
.
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Preuve de la proposition 2.2.1 Considérons les variables aléatoires indépendantes,

suivant respectivement les lois : γ a
m
, γa+1

m
, · · · , γa+m−1

m
.

Alors pour tout z > −a, d’après le formule de Legendre-Gauss 2.1.1 :

E [γza] =
Γ(a+ z)

Γ(a)
= mz ×

Γ
(
a+z
m

)
Γ
(
a
m

) × Γ
(
a+z+1
m

)
Γ
(
a+1
m

) × · · · × Γ
(
a+z+m−1

m

)
Γ
(
a+m−1
m

)
= mzE

(
γ
z
m
a
m

)
× E

(
γ
z
m
a
m

)
× · · · × E

(
γ
z
m
a+m−1
m

)
=
⊥⊥
E

[
m

((
γ a
m
× · · · γa+m−1

m

) 1
m

)z]
.

Comme la transformée de Mellin caractérise une loi, les lois sont bien égales. �

Théorème 2.2.2 Pour tout α appartenant à ]0, 1[, il existe une variable aléatoire Xα > 0

dont la transformée de Mellin vérifie :

∀s > −1 : E (Xs
α) =

Γ(1 + s)

Γ(1 + αs)
.

Preuve de la théorème 2.2.2 Soient p < q deux entiers naturels non nuls, z un complexe

tel que Re(z) > 0. Rappelons que lors de l’étude de la loi βa,b, nous avions établi l’égalité

(2.1) :

∀a, b > 0, ∀s ≥ 0 : E(βsa,b) =
Γ(a+ s)Γ(a+ b)

Γ(a)Γ(a+ b+ s)
,

qui peut se prolonger à tout complexe s tel que Re(s) > 0.

Alors, d’après le formule de Legendre-Gauss 2.1.1, l’égalité (2.1) puis comme la Proposi-

tion 2.2.1 :

Γ(1 + qz)

Γ(1 + pz)
=

Γ(1+qz)
Γ(1)

Γ(1+pz)
Γ(1)

=
qqz

ppz
×

Γ
(

1+qz
q

)
Γ
(

1
q

) × · · · × Γ
(
q+qz
q

)
Γ
(
q
q

)
Γ
(

1+pz
p

)
Γ
(

1
p

) × · · · × Γ
(
p+pz
p

)
Γ
(
p
p

)

=
qqz

ppz
×

Γ
(

1
q + z

)
Γ
(

1
p

)
Γ
(

1
q

)
× Γ

(
1
p + z

) × · · · × Γ
(
p−1
q + z

)
Γ
(
p−1
p

)
Γ
(
p−1
q

)
× Γ

(
p−1
p + z

) × Γ
(
p
q + z

)
Γ
(
p
q

) × · · · ×
Γ
(
q−1
q + z

)
Γ
(
q−1
q

)
=
qqz

ppz
× E

[(
β 1
q
, 1
p
− 1
q
×
⊥⊥
· · · ×
⊥⊥
β p−1

q
, p−1
p
− p−1

q
×
⊥⊥
γ p
q
×
⊥⊥
· · · ×
⊥⊥
γ q−1

q

)z]
.

(2.1)
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Notons Zp,q = β 1
q
, 1
p
− 1
q
×
⊥⊥
· · · ×
⊥⊥
β p−1

q
, p−1
p
− p−1

q
×
⊥⊥
γ p
q
×
⊥⊥
· · · ×
⊥⊥
γ q−1

q
.Alors, nous déduisons des égalités

2.1 pour tout z complexe tel que Re(z)0 :

Γ (1 + z)

Γ
(

1 + p
q z
) =

Γ
(

1 + q × z
q

)
Γ
(

1 + p zq

) = E

[(
qq

pp
Zp,q

) z
q

]
= E

[(
q

p
p
q

Z
1
q
p,q

)z ]
.

Par holomorphie des deux membres de l’égalité, on peut prolonger au domaine Re(z) > −1.

Soit α appartenant à ]0, 1[. Et soit

(
pn
qn

)
n∈N

de rationnels de ]0, 1[ convergeant vers α. Alors

pour tout réel t :

Γ(1 + it)

Γ
(

1 + pn
qn
it
) = E

( qn

p
pn
qn
n

Z
1
qn
pn,qn

)it = E

[
exp

(
it ln

(
qn

p
pn
qn
n

Z
1
qn
pn,qn

))]
.

Ainsi la fonction t 7−→ Γ(1 + it)

Γ
(

1 + pn
qn
it
) définie sur R est la fonction caractéristique de la variable

aléatoire : ln

[
qn

p
pn
qn
n

Z
1
qn
pn,qn

]
.

Et pour tout réel t :

Γ(1 + it)

Γ
(

1 + pn
qn
it
) −−−−−→

n→+∞

Γ(1 + it)

Γ(1 + αit)
, qui est continue en 0.

D’après le Théorème de Levy, il existe une variable aléatoire ln(Xα) de fonction caractéristique :

t 7−→ Γ(1 + it)

Γ(1 + itα)
, et qui vérifie la convergence en loi :

ln

[
qn

p
pn
qn
n

Z
1
qn
pn,qn

]
L−−−−−→

n→+∞
ln(Xα).

D’où :
qn

p
pn
qn
n

Z
1
qn
pn,qn

L−−−−−→
n→+∞

Xα.

En particulier, pour tout s > −1 : E(Xs
α) =

Γ(1 + s)

Γ(1 + αs)
. �

Définition 2.2.3

— La variable Xα du Théorème 2.2.2 est appelée variable de Mittag-Leffler de paramètre α.

— On appelle fonction de Mittag-Leffler de paramètre α appartenant à ]0, 1[ (fonction

introduite dans les années 1890), que l’on note Eα, la fonction génératrice de Xα :

Eα(z) = E
(
ezXα

)
.
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Définition 2.2.4 — On dit qu’une fonction f définie sur ]0,+∞[ est complètement monotone

si elle est indéfiniment dérivable sur cet intervalle et telle que pour tout entier naturel :

∀t > 0 : (−1)n
dnf

dtn
(t) ≥ 0.

— On dit qu’une fonction f définie sur [0,+∞[ est complètement monotone si elle est

de plus définie et continue à droite en 0.

Proposition 2.2.5 Soit α un réel de ]0, 1[. Nous avons :

— La série entière de Eα(z) a un rayon de convergence infini, donc la fonction de Mittag-

Leffler Eα(z) est holomorphe sur C.

— Pour tout complexe z :

Eα(z) =
+∞∑
n=0

zn

Γ(1 + αn)
.

— La fonction x 7−→ Eα(−x) est de classe C∞ sur R+, continue à droite en 0, et à

dérivées de signes alternés :

∀n ∈ N, ∀x ≥ 0 : (−1)n
dn

dzn
(Eα) (−x) ≥ 0.

Donc Eα est complétement monotone sur R+.

Preuve de la proposition 2.2.5

— Considérons la série du membre de droite, alors, en notant an =
1

Γ(1 + αn)
, d’après

le formule de Stirling :

a
− 1
n

n ∼
n→+∞

(√
2π
)− 1

n
(1 + αn)−

1
n
−α+ 1

2n e
−(1+nα)
−n

= exp

[
− ln(

√
2π)

n
+

1

n
+ α

]
exp

[(
−α− 1

2n

)
ln(1 + nα)

]
−−−−−→
n→+∞

eα × 0 = 0.

Le rayon de convergence de la série est donc infini.

— Ainsi :

Eα(z) =
+∞∑
n=0

E(Xn)zn

n!
=

+∞∑
n=0

Γ(1 + n)zn

n! Γ(1 + αn)
=

+∞∑
n=0

zn

Γ(1 + αn)
.

— Nous avons, pour tout x ≥ 0 :

(−1)n
dn

dzn
(Eα)(x) =

+∞∑
k=n

xk−nk!

Γ(1 + αn)(k − n)!
≥ 0.

�
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2.3 Théorème de Bernstein, autre construction de la loi de

Mittag-Leffler

Théorème 2.3.1 (Bernstein) Soit f : [0,+∞[−→]0,+∞[ de classe C∞.

— La fonction f est complètement monotone si et seulement si c’est la transformée de

Laplace d’une mesure borélienne positive finie ν sur [0,+∞[ telle que :

∀x ≥ 0 : f(x) =

∫ +∞

0
e−xtdν(t).

— Si f(0) = 1, alors ν est une mesure de probabilité. Et alors, il existe une variable

aléatoire réelle Xν de loi égale à ν.

∀x ≥ 0 : f(x) =

∫ +∞

0
e−xtdν(x) = E

[
e−xXν

]
.

Preuve du théorème de 2.3.1 Le ”si” est une conséquence du théorème de dérivation

sous le signe intégral. Montrons le ”seulement si”. Soit f une fonction numérique définie sur

R+ complétement monotone.

Alors, pour tout entier naturel n : x 7−→ (−1)nf (n)(x) est positive décroissante sur R+. Ainsi

pour tout entier naturel n : f (n) admet une limite en +∞, et cette limite sera notée f (n)(+∞).

Première étape : D’après la formule de Taylor avec reste intégral, pour tout entier n > 0,

et pour tous réels x, a > 0 :

f(x)−f(a) =
f ′(a)

1!
(x−a)+

f (2)(a)

2!
(x−a)2+· · ·+f (n)(a)

n!
(x−a)n+

∫ x

a

f (n+1)(y)

n!
(x−y)ndy.

(3.1)

Pour tout entier n > 0, (−1)nf (n) =
∣∣f (n)

∣∣ , et comme (−1)nf (n) est décroissante sur

R+, alors, pour tout x > 0 : (méthode des rectangles (inégalité de la moyenne)), pour

tout réel x > 0 : ∣∣∣f (n)(x)
∣∣∣ ≤ 2

x

∫ x

x
2

(−1)nf (n)(y)dy

=
2× (−1)n

x

(
f (n−1)(x)− f (n−1)

(x
2

))
=

2

x

∣∣∣f (n−1)(x)− f (n−1)
(x

2

)∣∣∣ .
(3.2)

Dès lors, pour n = 1, au voisinage de +∞, |f ′(x)| = 2

x
o(1) = o

(
1

x

)
, puis grâce à
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l’inégalité (3.2), par récurrence :

∀n > 0 :
∣∣∣f (n)(x)

∣∣∣ = o

(
1

xn

)
. (3.3)

Dès lors, en faisant tendre vers +∞ le réel a dans l’égalité (3.1) et faisant usage de

3.3, on obtenons, pour tout réel x > 0 :

f(x)− f(+∞) =

∫ x

+∞

f (n+1)(y)

n!
(x− y)ndy =

(−1)n+1

n!

∫ +∞

x
(y − x)nf (n+1)(y)dy.

(3.4)

En effectuant le changement de variable y =
n

t
, la relation (3.4) devient :

f(x)− f(+∞) =
(−1)n+1

(n− 1)!

∫ n
x

0

(
1− xt

n

)n (n
t

)n
f (n+1)

(n
t

) dt

t2
. (3.5)

On a donc montré que :

∀x ≥ 0,∀n ∈ N/{0} : f(x)− f(+∞) =

∫ +∞

0
φn(xt)dµn(t), (3.6)

où φn(x) =
(

1− x

n

)n
1[0,n](x), et µn est la mesure sur R+ ayant pour densité par

rapport à la mesure de Lebesgue la fonction positive :

t 7−→ (−1)n−1

(n− 1)!

(n
t

)n
f (n+1)

(n
t

)
× 1

t2
.

Dès lors, par le Théorème de Beppo-Levy, cette égalité reste vraie pour x = 0, soit :

∀n ∈ N/{0} : f(0)− f(+∞) = µn(R+). (3.7)

Seconde étape : Les mesures (µn), pour tout n ≥ 1, ont, dans l’espace des mesures de

Radon M+(R+) finies sur R+, toutes pour norme : R = ‖µn‖ = f(0)− f(+∞).

M+(R+) est le dual topologique de l’espace C0 (R+) des fonctions continues sur R+

tendant vers 0 en +∞, muni de la norme uniforme ‖ · ‖∞. Muni de la topologie

∗-faible, la boule (en fait la sphère) fermée de centre 0 de rayon R est compacte

d’après le Théorème de Banach-Alaoglu, et métrisable (car (C0, ‖ · ‖∞) est séparable).

Le Théorème de Bolzano-Weierstrass s’applique, il existe donc une sous-suite (µnk)k

∗-faiblement convergente, vers une mesure positive µ. (qui est encore de normé égale

à R = f(0)− f(+∞))

Alors nous allons montrer que f est la transformée de Laplace de la mesure ν =

f(+∞)δ0 + µ. En effet, tout d’abord puisque (µnk)k converge *-faiblement vers µ :∫ +∞

0
e−xtdµnk −−−−→

k→+∞

∫ +∞

0
e−xtdµ(t)
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D’autre part, (φn)n converge uniformément sur R+ vers la fonction g : t 7−→ e−t. Et

alors : ∣∣∣∣∫ +∞

0

(
φnk(xt)− e−xt

)
dµnk

∣∣∣∣ ≤ R‖φnk − g‖∞ −−−−→k→+∞
0.

L’inégalité, pour tout x > 0 :∣∣∣∣f(x)−
∫ +∞

0
e−xtdν(t)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣f(x)− f(+∞)−
∫ +∞

0
e−xtdµ(t)

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣∫ +∞

0
φnk(xt)dµnk(t)−

∫ +∞

0
e−xtdµ(t)

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣∫ +∞

0

(
φnk(xt)− e−xt

)
dµnk(t)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫ +∞

0
e−xtdµnk(t)−

∫ +∞

0
e−xtdµ(t)

∣∣∣∣
permet de conclure. Tout le résultat est valide même sans f(0) = 1. Mais le cas

f(0) = 1 offre une mesure ν de probabilité.

Complément : Si l’on abandonne l’hypothèse de continuité à droite en 0 pour f , l’équivalence

reste vraie mais seulement sur ]0,+∞[, et pour une mesure positive ν pas forcément

finie mais telle que toutes les mesures e−atdν(t), pour a > 0 soient finies.

En effet, pour tout α > 0, la fonction x 7−→ f(α+ x) vérifie les hypothèses du raison-

nement ci-dessus, ainsi notons να la mesure associée telle que :

∀x ≥ 0 : f(α+ x) =

∫ +∞

0
e−xtdνα(t).

Et pour tous 0 < α < β, on a :

∀x ≥ 0 :

∫ +∞

0
e−xtdνβ(t) = f(β + x) = f(α+ β − α+ x) =

∫ +∞

0
e−(β−α+x)tdνα(t).

La transformée de Laplace des mesures est injective, donc pour tous réels β > α > 0,

νβ admet comme densité par rapport à να la fonction t 7−→ e−(β−α)t.

Il existe alors une unique mesure borélienne ν ayant pour densité, pour tout α > 0,

par rapport à να la fonction t 7−→ eαt, telle que :

∀x > 0 : f(x) =

∫ +∞

0
e−0×tdνx(t) =

∫ +∞

0
e−xtdν(t).

(Ainsi les valeurs de la fonction complétement monotone f sur les intervalles [α,+∞[

pour α > 0 déterminent la fonction sur tout ]0,+∞[.)

�
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Remarque 2.3.2

— Ainsi, nous pouvions définir la fonction de Mittag-Leffler de manière ad hoc par le biais

du (iii) de la Proposition 2.2.5, en faire l’étude et constater que x 7−→ Eα(−x) était

complètement monotone sur [0,+∞[. Le Théorème de Bernstein aurait alors garanti

l’existence de la loi Xα.

— On a facilement que pour tout α de ]0, 1[, la fonction x 7−→ Eα(x) est croissante

en x sur R+. Mais dans l’étude des fonctions spéciales, il est courant de regarder le

paramètre comme une variable. La question de la monotonie de α 7−→ Eα(x), x fixé

est encore une question ouverte. Précisément sur

[
1

2
, 1

]
la décroissance est connue,

mais la décroissance sur

[
0,

1

2

[
n’est pas encore démontrée.

2.4 Extension fractionnaire de l’exponentielle

Remarque 2.4.1 La fonction de Mittag-Leffler est une extension ”fractionnaire” de l’expo-

nentielle puisque :

∀x ∈ R, E1(x) = ex.

L’objectif de cette section est d’étudier une autre extension fractionnaire, via la loi α−stable

positive.

Définition 2.4.2 Pour tout α de ]0, 1[, on pose Zα = X
− 1
α

α , où Xα est la variable de Mittag-

Leffler.

Zα est la variable stable positive d’indice α (ou de loi α−stable positive).

Remarque 2.4.3 Nous avons immédiatement, pour tout réel x :

E
(
exZ

−α
α

)
= E

(
exXα

)
= Eα(x).

Lemme 2.4.4

i) Pour tous λ, s > 0 :

λ−s =
1

Γ(s)

∫ +∞

0
e−λxxs−1dx

ii) Soit X une variable aléatoire presque sûrement strictement positive, alors pour tout

s > 0 :

E(X−s) =
1

Γ(s)

∫ +∞

0
E
(
e−xX

)
xs−1dx
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iii) Pour tout λ > 0, et pour tout s appartenant à ]0, 1[ :

λs =
1− s
Γ(s)

∫ +∞

0
(1− e−λx)x−s−1dx.

Preuve du lemme 2.4.4

i) A l’aide du changement de variable t = λx :

Γ(s) =

∫ +∞

0
ts−1e−tdt = λs−1 × λ

∫ +∞

0
xs−1e−λxdx.

ii) D’après le (i), pour tout s > 0, nous avons presque sûrement :

X−s(ω) =
1

Γ(s)

∫ +∞

0
e−xX(ω)xs−1dx

Alors d’après le Théorème de Tonelli :

E(X−s) =
1

Γ(s)

∫ +∞

0

∫
Ω
e−xX(ω)xs−1dP(ω)dx =

1

Γ(s)

∫ +∞

0
E
(
e−xX

)
xs−1dx.

iii) Les deux membres de l’égalité à prouver valent 0 si λ vaut 0. Il suffit de vérifier que

leurs dérivées sont égales. D’après le Théorème de dérivation sous le signe

∫
:

d

dλ

[
λs − s

Γ(1− s)

∫ +∞

0

(
1− e−λx

)
x−s−1dx

]
= sλs−1 − s

Γ(1− s)

∫ +∞

0
xe−λxx−s−1dx

= s

[
λ−u − 1

Γ(u)

∫ +∞

0
e−λxxu−1dx

]
avec u = 1− s

= 0, d’après (i).

�

Les trois propriétés suivantes (plus la Remarque 2.4.3) caractérisent chacune la loi α−stable

positive :

Théorème 2.4.5 Soit Zα de loi α−stable positive, pour α appartenant à ]0, 1[. Elle est

caractérisée par l’une des trois égalités suivantes :

i) Pour tout s appartenant à ]0, α[:

E (Zsα) =
Γ(1− s

α)

Γ(1− s)
.
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ii) Pour tout réel x > 0 :

E
(
e−xZα

)
= e−x

α
.

iii) Pour tout réel x > 0 :

E
(
e−xZα

)
= exp

[∫ +∞

0

(
e−xu − 1

) α

Γ(1− α)

du

u1+α

]
.

Preuve de la proposition 2.4.5 Ces égalités caractérisent la loi de Zα car il s’agit de

formule portant sur les transformées de Mellin et de Laplace de Zα.

i) Nous avons pour tout s appartenant à ]0, α[: − s
α
> −1, alors grâce au Théorème 2.2.2,

nous avons :

E (Zsα) = E
(
X
− s
α

α

)
=

Γ
(
1− s

α

)
Γ(1− s

α × α)
.

ii) Appliquons le Lemme 2.4.4 (ii), pour X = Zα :∫ +∞

0
E(e−sZα)xs−1dx =

Γ
(
1 + s

α

)
Γ(1 + s)

Γ(s) =
1

α
Γ
( s
α

)
,

soit :

Γ
( s
α

)
= α

∫ +∞

0
E
(
e−sZα

)
xs−1dx =

∫ +∞

0
E

(
e−y

1
αZα

)
y
s
α
−1dy, (4.1)

avec le changement de variable x = y
1
α .

Cette formule (4.1) peut être interprétée comme une formule donnant la transformée

de Mellin M de la fonction fα : y 7−→ E
(
e−y

1
αZα

)
, c’est-à-dire :

∀s > 0 :M(fα)
( s
α
− 1
)

= Γ
( s
α

)
.

Or, pour tout s > 0,

M[y 7→ exp(−y)]
( s
α
− 1
)

=

∫ +∞

0
y
s
α
−1e−ydy = Γ

( s
α

)
.

Par injectivité de la transformée de Mellin, on a pour presque tout y > 0 :

E

(
e−y

1
αZα

)
= e−y.

Les deux membres étant réguliers, l’égalité a lieu pour tout y > 0, alors avec y = xα >

0, on conclut :

E
(
e−xZα

)
= e−x

α
.

iii) En appliquant le Lemme 2.4.4 (iii), avec s = α, et x > 0, on a :

xα =
α

Γ(1− α)

∫ +∞

0

(
1− e−tx

)
tα−1dt.

Or d’après (ii) : ln
[
E
(
e−xZα

)]
= xα. D’où le résultat.

�
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Remarque 2.4.6 Le (iii) de cette Proposition 2.4.5 dit que la transformée de Laplace est

du type Levy-Khintchine, ces formes seront étudiées au chapitre des moments Gamma.
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Chapitre 3

Fonction de Bessel

3.1 Définitions et premières propriétés

3.1.1 Les cas d’indice entier

Définition 3.1.1 Pour tout entier naturel n et pour tout complexe z, on pose :

Jn(z) =
(z

2

)n +∞∑
k=0

(−1)k

k!(n− k)!

(z
2

)2k
.

Comme la série entière a un rayon de convergence infini

(
ak :=

1

k! (n− k)! 22k
≤ 1

k!

)
, la

fonction Jn est bien définie.

On l’appelle fonction de Bessel de première espèce d’indice n ∈ N.
On pose également, pour tout entier naturel n et pour tout complexe z : J−n(z) = (−1)nJn(z).

Remarque 3.1.2 Dans le cas n négatif, la définition de Jn est légitime. En effet, en fait,

pour tout p ≥ 0, lorsque n ≤ 1− p : lim
x→n

Γ(x+ 1 + p) = ±∞.

Ainsi, l’on peut considérer
1

Γ(1 + p− n)
comme nul, si n ≤ 1− p. Donc :

+∞∑
p=0

(−1)p

Γ(p+ 1− n)p!

(z
2

)2p−n
=

+∞∑
p=n

(−1)p

Γ(p+ 1− n)p!

(z
2

)2p−n

=

+∞∑
q=0

(−1)q+n

Γ(q + n+ 1− n)(q + n)!

(z
2

)2(q+n)−n

= (−1)n
+∞∑
q=0

(−1)q

Γ(q + 1 + n)q!

(z
2

)2q+n
,

45
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car Γ(q + 1)(q + n)! = Γ(q + 1 + n).

Proposition 3.1.3

∀t ∈ C/{0}, ∀z ∈ C :
∑
n∈Z

tnJn(z) = exp

[
z

2

(
t− 1

t

)]
.

Preuve de la proposition 3.1.3 En notant u =
z

2
:


exp

(z
2
t
)

=

+∞∑
k=0

(ut)k

k!

exp
(
− z

2t

)
=

+∞∑
k=0

1

k!

(
−u
t

)k .

D’où par produit :

exp

[
z

2

(
t− 1

t

)]
=
∑
k,l∈N

(ut)k

k! l!

(
−u
t

)l
=
∑
n∈Z

tn

∑
k≥0

(−1)luk+l

k! l!

 avec n = k − l

=
∑
n∈Z

tn

 ∑
{
l∈N
l+n∈N

u2l+n(−1)l

(l + n)! l!


=
∑
n∈N

tn

(
un

+∞∑
l=0

(−1)l

l! (l + n)!
u2l

)
+
∑
n<0

tn

∑
l≥−n

(−1)l

l! (l + n)!
u2l+n


=
∑
n∈N

tnJn(z) +
∑
n<0

tn

∑
k≥0

(−1)k + n

k! (k − n)!
u2k−n

 en posant k = n+ l

=
∑
n∈N

tnJn(z) +
∑
n<0

(−t)n ×
(z

2

)−n∑
k≥0

(−1)k

k! (k − n)!

(z
2

)2k


=
∑
n∈N

tnJn(z) +
∑
n<0

tn(−1)nJ−n(z).

�

Corollaire 3.1.4 Pour tout entier m, pour tous x, y complexes :

Jm(x+ y) =
∑
n∈Z

Jn(x)Jm−n(y).
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Preuve de la corollaire 3.1.4 On procède par série entière puis identification :

∑
m∈Z

tmJm(x+ y) = exp

[
x+ y

2

(
t− 1

t

)]
=

∑
p∈Z

tpJp(x)

∑
q∈Z

tqJq(y)


=
∑
p,q∈Z

tp+qJp(x)Jq(y) =
∑
m∈Z

(∑
n∈Z

Jn(x)Jm−n(y)

)
.

�

3.1.2 Cas d’indice non entier

Définition 3.1.5 Soit un réel ν, et soit z appartenant à C/R−. On pose :

Jν(z) =
(z

2

)ν +∞∑
k=0

(−1)k

k! Γ(ν + 1 + k)

(z
2

)2k
.

Cette fonction Jν est appelée fonction de Bessel de première espèce d’indice ν.

Remarque 3.1.6

— Encore une fois, par le même argument que pour n entier, la série entière ci-dessus est

de rayon de convergence infini pour tout réel ν. Et donc Jν est holomorphe sur C/R−.

3.2 Zéros et factorisation de la fonction de Bessel

Nous aurons besoin des résultats de cette section à l’occasion de l’étude du processus de

diffusion de Bessel.

Hormis pour z = 0, pour ν > 0, les racines de la fonction z 7−→ Jν(z) sont celles de la fonction

paire :

z 7−→
+∞∑
p=0

(−1)p

p! Γ(ν + 1 + p)

(z
2

)2p
.

Théorème 3.2.1 Soient ν > −1, et Hν : L2 ([0, 1],dx) 7−→ L1([0, 1],dx), où :

Hν(f) : x 7−→
∫ 1

0

√
xy exp

[
−(ν + 1)

∣∣∣∣ln(xy
)∣∣∣∣] f(y)dy.

Alors Hν est un opérateur auto-adjoint et de Hilbert-Schmidt.

Soit alors sa représentation spectrale : f =
+∞∑
n=0

fnen 7−→ Hν(f) =
+∞∑
n=0

λnfnen, avec
+∞∑
n=0

λ2
n < +∞.



48 CHAPITRE 3. FONCTION DE BESSEL

Alors les zéros de Jν sont tous des réels, et ses zéros strictement positifs jν,n sont :

∀n ≥ 1 : jν,n =

√
2(ν + 1)

λn
.

Définition 3.2.2 Soit
∑
n≥0

anz
n une série entière de rayon infini.

L’ordre de la série entière est le réel ρ défini par :

ρ = lim sup
n→+∞

n ln(n)

ln
(

1
|an|

) .
Exemple 3.2.3 Dans le cas des fonctions de Bessel de première espèce : pour J0(z) :

a2p =
(−1)p4−p

p! Γ(ν + 1 + p)
, a2p+1 = 0.

Alors :

ρ = lim sup
n→+∞

2p ln(p)

p ln(4) + ln(p!) + ln(Γ(ν + 1 + p))
= 1,

car, d’après la Formule de Stirling 1.1.7 :

ln(p!) + ln(Γ(ν + 1 + p)) ∼
p→+∞

2p ln(p) (1 + o(1)) .

En effet :


p! ∼

p→+∞

√
2πpp+

1
2 e−p =⇒ ln(p!) ∼

p→+∞
p ln(p)[1 + o(1)]

Γ(ν + 1 + p) ∼
p→+∞

√
2π(ν + p)ν+p+ 1

2 e−(ν+p) =⇒ ln (Γ(1 + ν + p)) ∼
p+→+∞

p ln(p)[1 + o(1)]
.

Théorème 3.2.4 (Factorisation de Hadamard-Weierstrass) Soit ϕ une fonction entière

d’ordre ρ ≤ 1 et telle que ϕ(0) = 1. Alors :

∀z ∈ C : ϕ(z) =

+∞∏
n=1

(
1− z

zn

)
,

où (zn)n≥1 est la suite des zéros de ϕ.

De plus :
+∞∑
n=1

1

|zn|2
< +∞.

Corollaire 3.2.5 Soient ν > −1, z appartenant à C/R−. Alors :

Jν(z) =

(
z
2

)ν
Γ(1 + ν)

+∞∏
n=1

(
1− z2

j2
ν,n

)
,

où (jν,n)n≥1 est la suite croissante des zéros strictement positifs de la fonction Jν . Et nous

avons :

+∞∑
n=1

1

j2
ν,n

< +∞.
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Preuve de la corollaire 3.2.5 Prenons la fonction : z 7−→
(

2
z

)ν
Γ(ν + 1)Jν(z) qui reste

d’ordre 1 et l’on a fait en sorte qu’elle vaille 1 en 0, et possède les mêmes zéros que Jν(z).

Donc le Théorème 3.2.4 de factorisation de Hadamard-Weierstrass s’applique. Et nous avons

donc, les a2p+1 étant nuls, la fonction est paire, donc :

∀z ∈ C/R− :

(
2

z

)ν
Γ(1 + ν)Jν(z) =

+∞∏
n=1

(
1− z2

j2
ν,n

)
.

D’où le résultat. �

Nous sommes maintenant en capacités de montrer la formule (3.1) que nous rappelons :

Corollaire 3.2.6 (Formule du produit d’Euler)

sin(πz)

πz
=

+∞∏
n=1

(
1− z2

n2

)
. (2.1)

Preuve de la corollaire 3.2.6 Avec ν =
1

2
:

J 1
2
(z) =

(z
2

) 1
2

+∞∑
p=0

(−1)p

p!Γ
(

1
2 + 1 + p

) (z
2

)2p
.

Mais grâce à la formule de Legendre-Gauss 2.1.1 :

p! Γ

(
3

2
+ p

)
= Γ(1 + p)Γ

(
3

2
+ p

)
= 2
√
π2−2−2pΓ(2p+ 2) =

√
π(2p+ 1)!

22p+1
.

Donc :

J 1
2
(z) =

2√
π

(z
2

) 1
2

+∞∑
p=0

(−1)pz2p

(2p+ 1)!
= Γ

(
3

2

)(z
2

) 1
2 sin(z)

z
.

Dès lors, les zéros j 1
2
,n de J 1

2
(z) sont ceux de

sin(z)

z
z

1
2 =

sin(z)√
z
. Et alors j 1

2
,n = nπ, n ≥ 1.

Finalement, le Corollaire 3.2.5 s’applique et donne :

sin(z)

z
=

(
z
2

) 1
2

Γ
(

3
2

)J 1
2
(z) =

+∞∏
n=1

(
1− z2

n2π2

)
.

Et en appliquant la formule, non pas à z, mais à πz, on obtient la formule d’Euler. �
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Remarque 3.2.7 Et la série des inverses des carrés des zéros ? Dans notre cas, nous avons

le célèbre raisonnement :
sin(πz)

πz
= 1− z2

(
+∞∑
n=1

1

n2

)
+ o(z2), et le développement limité du

sinus nous permet d’identifier :
+∞∑
n=1

1

n2
=
π2

6
.

3.3 Une transformée de Fourier perturbée

Proposition 3.3.1 (Von Sommel ou Schlömilch) Soient ν > −1

2
, et z appartenant à C/R−.

Alors :

Jν(z) =

(
z
2

)ν
√
πΓ
(
ν + 1

2

) ∫ 1

−1
eitx(1− t2)ν−

1
2 dt.

Preuve de la proposition 3.3.1 : Notons A(z) le membre de droite de l’égalité à montrer.

On a : ∫ 1

−1
eitz(1− t2)ν−

1
2 =

∫ 1

−1
(1− t2)ν−

1
2

(
+∞∑
n=0

(iz)n

n!
tn

)
dt

=
+∞∑
n=0

(it)n

n!

∫ 1

−1
tn(1− t2)ν−

1
2 dt,

grâce au Théorème de Fubini. En effet :∫ 1

−1
(1− t2)ν−

1
2

(
+∞∑
n=0

∣∣∣∣(iz)nn!
tn
∣∣∣∣ dt
)

=

∫ 1

−1
(1− t2)ν−

1
2

(
+∞∑
n=0

|z|n

n!
|t|n
)

dt

= 2

∫ 1

0
(1− t2)ν−

1
2 et|z|dt (par parité)

= 2

∫ 1

0
(1− u)ν−

1
2 e|z|

√
u du

2
√
u

(avec u = t2)

=

∫ 1
2

0
(1− u)ν−

1
2
e|z|
√
u

√
u

du+

∫ 1

1
2

(1− u)ν−
1
2
e|z|
√
u

√
u

du

=

∫ 1
2

0
(1− u)ν−

1
2
e|z|
√
u

√
u

du+

∫ 1
2

0
vν−

1
2
e|z|
√

1−v
√

1− v
du (avec v = 1− u)

= < +∞, car ν − 1

2
> −1.
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Or : ∫ 1

−1
t2n(1− t2)ν−

1
2 dt =

∫ 1

0
un−

1
2 (1− u)ν−

1
2 du (avec u = t2)

=
Γ
(
n+ 1

2

)
Γ
(
ν + 1

2

)
Γ (n+ ν + 1)

.

(Intégrale eulérienne de deuxième espèce (Proposition 1.2.2) avec a = n+
1

2
, b = ν +

1

2
.)

D’où :

A(z) =
1√
π

(z
2

)ν +∞∑
p=0

(−1)p
(
z
2

)2p
Γ(ν + p+ 1)

×
22pΓ

(
p+ 1

2

)
(2p)!

.

Et nous avons :

22pΓ
(
p+ 1

2

)
(2p)!

=
22pΓ

(
1
2

) (
1
2

)
p(

p∏
k=1

(2k)

)
×
(
p−1∏
k=0

(2k + 1)

)
=

2p
√
π(2p− 1)× (2p− 3)× · · · × 1

2pp!× (2p− 1(2p− 3× · · · × 1))

=

√
π

p!
,

ce qui permet de conclure. �

Corollaire 3.3.2 Pour tout z appartenant à C/R− et pour tout ν > −1

2
, on a :(

2

ν

)ν
Γ(1 + ν)Jν(z) = E

(
eizXν

)
,

où Xν est une variable aléatoire réelle ayant pour loi :

dPXν =
Γ(1 + ν)
√
πΓ
(
ν + 1

2

) (1− t2)ν− 1
2 1]−1,1[(t).dt.

Preuve de la corollaire 3.3.2 La Proposition 3.3.1 justifie l’égalité, il suffit de prouver

que dPXν est une mesure de probabilité.∫ 1

−1

(
1− t2

)ν− 1
2 dt = 2

∫ 1

0

(
1− t2

)ν− 1
2 dt = 2

∫ 1

0
(1− u)ν−

1
2

du

2
√
u

, avec u = t2

=

∫ 1

0
u

1
2
−1(1− u)ν+ 1

2
−1du

=
Γ
(

1
2

)
Γ
(
ν + 1

2

)
Γ(ν + 1)

.

(Il s’agit encore d’une intégrale eulérienne de deuxième espèce, avec a =
1

2
, b = ν +

1

2
> 0

(Proposition 1.2.2)) �
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Remarque 3.3.3

— Pour ν =
1

2
, on retrouve la loi uniforme sur ]− 1, 1[.

— Pour ν = 1, la densité de Xν est t 7−→ 1
π

√
1− t2, la densité du demi-cercle de Wiguer.

— Pour ν >
1

2
, cette densité est appelée densité du demi-cercle généralisée.



Chapitre 4

Moments de type Gamma

4.1 Infinie divisibilité

Définition 4.1.1 — On dit qu’une variable aléatoire x est n-divisible, pour n ≥ 2 s’il

existe les variables aléatoires i.i.d X1, · · · , Xn telles que :

X
L
=

n∑
k=1

Xk.

— Si X est n-divisible pour tout n ≥ 2, alors X est dite infiniment divisible (ID).

Exemple 4.1.2 N (0, 1) est ID. Il existe des variables aléatoires finiment décomposables qui

ne sont pas ID. |N (0, 1)| n’est pas ID. On ne sait pas si elle est 2-divisible.

Théorème 4.1.3 (De Finetti, Levy-Khintchine) Soient q ≥ 0, et µ une mesure positive

sur ]0,+∞[ telle que : ∫ +∞

0
min(1, x)dµ(x) < +∞.

Alors il existe une variable aléatoire positive X telle que :

∀λ ≥ 0 : E
(
e−λX

)
= exp

[
−qλ−

∫ +∞

0

(
1− e−λx

)
dµ(x)

]
.

Corollaire 4.1.4 (De Finetti) Soit X une variable aléatoire positive X telle qu’il existe

q ≥ 0 et une mesure positive sur ]0,+∞[ tels que :

∀λ ≥ 0 : E
(
e−λX

)
= exp

[
−qλ−

∫ +∞

0

(
1− e−λx

)
dµ(x)

]
.

Alors X est ID.

53
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Preuve du corollaire 4.1.4 Pour tout n ≥ 2, le réel positif
q

n
et la mesure positive

µ

n
vérifient aussi l’hypothèse du Théorème de De Finetti 4.1.3. Alors il existe une variable

aléatoire Y positive telle que :

∀λ ≥ 0 : E
(
e−λY

)
= exp

[
− q
n
λ−

∫ +∞

0

(
1− e−λx

)
d
µ

n
(x)

]
.

Soit dès lors (Y1, · · · , Yn) un échantillon de la loi Y. Alors :

∀λ ≥ 0 : E
(
e−λ(Y1+···+Yn)

)
= exp

[
−qλ−

∫ +∞

0

(
1− e−λx

)
dµ(x)

]
.

Donc : X
L
= Y1 + · · ·+ Yn. �

Remarque 4.1.5 De Finetti a montré que cette écriture de la transformée de Laplace

caractérise les lois ID positives.

Proposition 4.1.6 — La loi γa est ID, et : q = 0, et dµ =
ae−x

x
dx, x > 0.

— La loi α-stable positive, pour α appartenant à ]0, 1[ est ID, et q = 0, pour x > 0 :

dµ(x) =
α

Γ(1− α)

dx

xα+1
.

— La loi de Poisson de paramètre ν > 0 est ID et q = 0, µ = νδ1.

Preuve de la proposition 4.1.6

— Nous avons :

E
(
e−λγa

)
=

1

(1 + λ)a
= e−a ln(1+λ).

Or, − ln(1 + λ) = ln

(
1

1 + λ

)
=

∫ +∞

0

(
e−(1+λ)x − e−x

) dx

x
, grâce à une intégrale de

Frullani (Proposition 1.1.18). Et donc :

E
(
e−λγa

)
= exp

[
−
∫ +∞

0

(
1− e−λx

) ae−x
x

dx

]
.

— Pour 0 < λ <
1

α
, d’après le Lemme 2.4.4 (iii) :

E
(
e−λZα

)
= e−λ

α
= exp

[
− α

Γ(1− α)

∫ +∞

0

(
1− e−λx

) dx

xα+1

]
.

— Pour la loi de Poisson de paramètre ν > 0 :

E
(
e−λPν

)
=

+∞∑
n=0

e−ν
(νe−λ)n

n!
= eν(e

λ−1) = exp

[
−
∫ +∞

0

(
1− e−λx

)
νdδ1(x)

]
.
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Théorème 4.1.7 (Levy-Khintchine, 1932) Soient des réels q, σ et µ une mesure positive

sur R∗ telle que : ∫ +∞

0
min(1, x2)dµ(x) < +∞.

Alors il existe une variable aléatoire réelle X telle que :

∀λ ∈ R,E
(
e−iλX

)
= exp

[
iqλ− σ2λ

2

2
+

∫
R∗

(
eiλx − 1− iλx1[−1;1](x)

)
d µ(x)

]
,

où


q est le coefficient de dérive

σ est le coefficient de diffusion

µ est la mesure de sauts

.

Remarque 4.1.8

— Levy montra que cette écriture de la fonction caractéristique caractérise les lois ID

réelles. (confère [10])

— L’appellation de mesure de sauts est justifiée par :

E
(
eiλNt

)
= exp

[
itν

∫
R∗

(
eiλx − 1

)
dδ1(x)

]
,

où (Nt)t≥0 est un processus de Poisson de paramètre ν > 0, et δ1 reflète la heuteur de

1 des sauts du processus.

Corollaire 4.1.9 Soit X une variable aléatoire telle que :

∀λ ∈ R,E
(
eiλX

)
= exp

[
iqλ− σ2λ

2

2
+

∫
R∗

(
eiλx − 1− iλ1[−1,1](x)

)
dµ(x)

]
,

où q, σ et µ respectent les hypothèses du Théorème de Levy-Khintchine 4.1.7.

Alors X est ID.

Preuve du corollaire 4.1.9 Pour tout n ≥ 2, les réels
q

n
,
σ√
n

et la mesure
µ

n
vérifient les

conditions du Théorème de Levy-Khintchine 4.1.7. On procède dès lors que pour le Corollaire

de De Finetti 4.1.4. �

Nous retiendrons aussi le théorème de Tucker suivant :

Théorème 4.1.10 (Tucker, 1964) Soit X une avriable aléatoire ID, telle que dans sa

représentation de Levy-Khintchine : σ2 > 0 et sa mesure µ est à densité non intégrable

au voisinage de 0. Alors X est à densité.
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Remarque 4.1.11 Caractériser les lois ID ayant une densité en fonction de (q, σ2, µ) est

encore un question ouverte actuellement.

Exemple 4.1.12 On a, par exemple avec la loi gamma :

E(es ln(γa)) = exp

[
−sψ(a) +

∫ 0

−∞
(e−sx − 1− sx)

eax

x(1− ex)
dx

]
.

Cette formule, par holomorphie en s, se prolonge analytiquement sur iR, et alors, nous avons :

E
(
eis ln(γa)

)
= exp

[
−isψ(a) +

∫ 0

−∞
(eisx − 1− isx)

eax

x(1− ex)
dx

]
= exp

[
−isψ(a) +

∫
R

(e−isx − 1− isx1[−1;1](x))
eax

x(1− ex)
dx+ is

∫ 0

−∞

eax

1− ex
dx

]
= exp

[(
e−a

1− e−1
− ψ(a)

)
is+

∫
R

(e−isx − 1− isx1[−1;1](x))
eax

x(1− ex)
dx

]
.

Le Corollaire de Levy-Khintchine 4.1.9 nous dit alors que ln(γa) est ID avec les paramètres :
qa =

e−a

1− e−1
− ψ(a)

σa = 0

µa est de densité
eax

x(1− ex)
1]−∞,0[(x)

.

Définition 4.1.13 On dit qu’une variable aléatoire positive strictement X est log-ID si ln(X)

est ID. Autrement dit, pour tout réel s :

E(Xis) = exp

[
ibs− σ2 s

2
+

∫
R∗

(eisx − 1− isx1[−1,1](x))dµ(x)

]
.

Exemple 4.1.14 Ainsi γa et eN (0,1) sont log-ID. On retiendra aussi que βa,b, Zα, |N (0, 1)|,
aussi et on montrera plus loin que |C| l’est aussi.

4.2 Problème des moments Gamma

4.2.1 Position du problème, et premières solutions dans certains cas

Remarque 4.2.1 On généralise par prolongement analytique, la notation de Pochhammer.

Si n ∈ N, a ∈ C : (a)n =

{
1, si n = 0

a(a+ 1) · · · (a+ n)) si n ≥ 1
=

Γ(a+ n)

Γ(a)
.

Dès lors si s ∈ R/Z−n ∈ N, a ∈ C : (a)s =
Γ(a+ s)

Γ(a)
= E (γsa) .
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Notation 4.2.2 Soit a = (a1, · · · , ap) appartenant à Rp+∗. Alors, nous noterons, pour tout s

appartenant à R/Z− :

(a)s =

n∏
k=1

(ak)s =
Γ(a1 + s)× · · · × Γ(an + s)

Γ(a1)× · · · × Γ(an)
.

Soientm,n, p, q des entiers naturels, et soient a, b, c, d appartenant respectivement àRm+∗, R
n
+∗, R

p
+∗, R

q
+∗

des listes de réels strictement positifs chacune rangées dans l’ordre croissant :

0 < a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ am
0 < b1 ≤ b2 ≤ · · · ≤ bn
0 < c1 ≤ c2 ≤ · · · ≤ cp
0 < d1 ≤ d2 ≤ · · · ≤ dq

Si par exemple : m = 0, alors nous considérons la liste a comme étant la liste (+∞).

La fonction s 7−→ (as)(c)−s
(b)s(d)−s

est alors définie sur l’intervalle ]− a1; c1[. (tous les ai + s doivent

ne jamais s’annuler, ainsi que tous les ck− s. pour avoir un numérateur bien défini, et l’ordre

croissant entre alors en jeu)

Définition 4.2.3 On appelle fonction de Meijer une fonction Gm,np,q (si elle existe), telle que :∫ +∞

0
Gm,pn,q

(
a c

b d

∣∣∣∣∣x
)
xs−1dx =

(as)(c)−s
(b)s(d)−s

.

Cette fonction peut être définie, avec a, b, c, d fixés sur ]0, 1[∪]1,+∞[, avec éventuellement un

atome en 1. (ce qui sera rencontré)

Question 4.2.4 À quelles conditions sur a, b, c, d existe-t-il une variable aléatoire Xa,b,c,d

positive ou nulle telle que :

E
(
Xs
a,b,c,d

)
=

(as)(c)−s
(b)s(d)−s

?

Ce problème est appelé problème des moments Gamma, et dans le cas où la réponse est

affirmative,
(as)(c)−s
(b)s(d)−s

est alors appelé moment Gamma. �

Remarque 4.2.5 En revanche si a et b sont vides, le problème Gamma n’a pas de solution,

car dans ce cas
1

(c)s(d)−s
est une fonction log-concave en s, alors qu’une transformée de

Mellin est log-convexe.

Présentons des cas de résolutions faciles du problème :
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— Si b et d n’existent pas, on cherche une variable aléatoire positive ou nulle Xa,−,c,−,d

telle que, pour tout s appartenant à ]− a1, c1[:

E
(
Xs
a,−,c,−

)
=

Γ(a1 + s)

Γ(a1)
× · · · × Γ(am + s)

Γ(am)
× Γ(c1 − s)

Γ(c1)
× · · · Γ(cp − s)

Γ(cp)

= E
(
γsa1
)
× · · · × E

(
γsam

)
× E

(
γ−sc1
)
× · · · × E

(
γ−scp

)
.

Alors : Xa,−,c,−
L
=

m∏
k=1

γak

p∏
l=1

γcl

, toutes les lois gamma présentes dans ce produit étant

prises indépendantes entre elles.

— Si c et d n’existent pas, et si m ≥ n, avec pour tout i compris entre 1 et n : ai ≤ bi, nous

avons cette fois, grâce à la Proposition 1.2.4, pour tout s appartenant à ]− a1,+∞[:

E (Xa,b,−,−) =
Γ(a1 + s)

Γ(a1)
× · · · × Γ(am + s)

Γ(am)
× Γ(b1)

Γ(b1 + s)
× · · · × Γ(bn)

Γ(bn + s)

=
Γ(a1 + s)Γ(b1 − a1 + a1)

Γ(a1)Γ(b1 − a1 + s)
· · · Γ(an + s)Γ(bn − an + an)

Γ(an)Γ(bn − an + s)

Γ(an+1 + s)

Γ(an+1)
· · · Γ(am + s)

Γ(am)

= E
(
βsa1,b1−a1

)
× · · · × E

(
βsan,bn−an

)
× E

(
γsan+1

)
× · · · × E

(
γsam

)
.

Donc : Xa,b,−,−
L
=

n∏
k=1

βak,ba−ak ×
m∏

l=n+1

γal , où toutes les lois beta et gamma sont prises

indépendantes entre elles.

La condition disant que ai ≤ bi pour chaque i compris entre 1 et n, n’est pas la plus

faible pour avoir une solution (par contre il faut m ≥ n), dans le cas où c et d n’existent

pas.

Nous allons donner des conditions plus générales pour avoir des solutions au problème Gamma

dans le cas où c et d sont vides :

Proposition 4.2.6 Pour que le problème Gamma ait des solutions dans le cas où c et d sont

vides (Les deux premiers points étant indispensables pour obtenir une solution non triviale) :

• a1 ≤ b1,
• m ≥ n,

•
m∑
i=1

ai ≤
n∑
j=1

bj .

Preuve de la proposition 4.2.6

• Supposons a1 > b1, alors E(Xs) est définie sur ] − a1,+∞[, donc en particulier en

s = −b1 > −a1. Or :

E(Xs) =
Γ(a1 + s) · · ·Γ(am + s)Γ(b1) · · ·Γ(bn)

Γ(a1) · · ·Γ(am)Γ(b1 + s) · · ·Γ(bn + s)
.
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Donc E(X−b1) = 0, car lim
s→(−b1)

=∞. Ce qui implique : X = 0, P-p.s.

• Supposons m < n alors d’après la formule de Stirling (Théorème 1.1.7) :

(x)
1
s
s =

[
Γ(x+ s)

Γ(x)

] 1
s

∼
s→+∞

(Γ(x+ s))
1
s

∼
s→+∞

(2π)
1
s (s+ x)

1
2s

(
s+ x

e

) s+x
s

∼
s→+∞

s

e
.

Ainsi :

[E (Xs)]
1
s =

[
(a)s
(b)s

] 1
s

∼
s→+∞

(
s
e

)m(
s
e

)n −−−−→
s→+∞

0.

Or l’inégalité de Jensen nous dit que E
(
X

s
s

)
≤ [E(Xs)]

1
s −−−−→
s→+∞

0, donc X = 0,

P-p.s.

• Admis, nous verrons l’aspect nécessaire à l’occasion d’un raisonnement plus tard.

�

Lemme 4.2.7 Soit t > 0. Alors pour tout λ > −t :

ln

[
Γ(t+ λ)

Γ(t)

]
= −ψ(t)γ +

∫ 0

−∞

(
eλv − 1− λv

) etvdv

v (1− ev)
,

où ψ est la fonction digamma, γ la constante d’Euler-Mascheroni.

Preuve de la lemme 4.2.7 Appliquons la formule de Malmsten (Théorème )1.3.6), pour

tout µ > 0 :

Γ(1 + µ) = Γ(1− (−µ)) = exp

[
−γµ+

∫ +∞

0

(
e−µu − 1 + µu

) du

u (eu − 1)

]
. (2.1)

En prenant µ = t+ λ− 1, l’égalité (2.1) donne :

Γ(t+ λ) = Γ[1 + (t− λ− 1)]

= exp

[
(t+ λ− 1)γ +

∫ +∞

0

(
e−(t+λ−1)u − 1 + (t+ λ− 1)u

) du

u (eu − 1)

]
.

(2.2)

Et en prenant µ = t− 1, l’égalité (2.1) donne :

Γ(t) = Γ[1 + (t− 1)]

= exp

[
(t− 1)γ +

∫ +∞

0

(
e−(t−1)u − 1 + (t− 1)u

) du

u (eu − 1)

]
.

(2.3)
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Dès lors les égalités (2.2) et (2.3) donnent :

ln

[
Γ(t+ λ)

Γ(t)

]
= (t+ λ− 1)γ − (t− 1)γ

+

∫ +∞

0

(
e−(t+λ−1)ue−(t−1)u + (t+ λ− 1)u− (t− 1)u

) du

u (eu − 1)

= λγ +

∫ +∞

0

(
e−(t+λ−1)u − e−(t−1)u + λu

) du

u(eu − 1)

= λγ −
∫ 0

−∞

(
e(t+λ−1)v − e(t−1)v − λv

) dv

|v|(e|v| − 1)
avec v = −u.

(2.4)

D’autre part, nous avions vu lors de la démonstration de la Proposition 1.3.15 (formule

intégrale de ψ) que :

ψ(t) = − γ −
∫ +∞

0

(
e(1−t)u − 1

) du

eu − 1

= − γ −
∫ −∞

0

(
e(t−1)v − 1

) dv

e|v| − 1
.

(2.5)

Alors cette égalité (2.5)

− ψ(t)λ+

∫ 0

−∞

(
eλv − 1− λv

) etvdv

v(1− ev)

= γλ+ λ

∫ 0

−∞

(
e(t−1)v − 1

) dv

e−v − 1
+

∫ 0

−∞

(
eλv − 1− λv

) etvdv

v(1− ev)

= γλ+ λ

∫ 0

−∞

(
etv − ev

) dv

1− ev
+

∫ 0

−∞

(
e(λ+t)v − etv − λvetv

) dv

v(1− ev)

= γλ+

∫ 0

−∞

[
e(t+λ−1)v − e(t−1)v − λv

] evdv

v(1− ev)

= γλ+

∫ 0

−∞

[
e(t+λ−1)v − e(t−1)v − λv

] dv

v(e−v − 1)

= γλ−
∫ 0

−∞

[
e(t+λ−1)v − e(t−1)v − λv

] evdv

|v|(1− ev)
.

(2.6)

Les égalités (2.4) et (2.6) donnent l’égalité annoncée. �

Proposition 4.2.8 Soient n ≤ m et considérons a, b des éléments respectivement de Rm+∗ et

Rn+∗, dont les éléments sont pour chacun rangés dans l’ordre croissant.

Supposons que pour tout x ≤ 0 :

θa,b(x) :=
m∑
i=1

eaix −
n∑
j=1

ebjx ≥ 0.
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Alors il existe une variable aléatoire Xa,b,−,− positive ou nulle et infiniment divisible telle que

pour tout s > −a1 : E(xs) =
(a)s
(b)s

.

Preuve de la proposition 4.2.8 Grâce au Lemme 4.2.7, nous avons pour tout t > 0, et

pour tout λ > −t :

ln[(t)λ] = ln

[
Γ(t+ λ)

Γ(t)

]
= −ψ(t)λ+

∫ 0

−∞

(
eλv − 1− λv

) etvdv

v(1− ev)
.

Alors, pour tout s > −a1 :

ln[(a)s] = −ψ̃(a)s+

∫ 0

−∞
(esx − 1− sx)

m∑
i=1
eaix

x(1− ex)
dx,

où ψ̃(a) =

m∑
i=1

ψ(ai). Ainsi :

(a)s
(b)s

= exp

[(
ψ̃(b)− ψ̃(a)

)
s+

∫ 0

−∞
(esx − 1− sx)

θa,b(x)

x(1− ex)
dx

]
= exp

[(
ψ̃(b)− ψ̃(a)−

∫ 1

−∞

xθa,b(x)

x(1− ex)
dx

)
s+

∫ 0

−∞

(
esx − 1− sx1|x|≤1(x)

) θa,b(x)

x(1− ex)
dx

]
.

(2.7)

Par holomorphie en s, l’égalité précédente est prolongeable analytiquement sur iR. Ce qui

donne :

(a)is
(b)is

= exp

[(
ψ̃(b)− ψ̃(a)−

∫ 1

−∞

xθa,b(x)

x(1− ex)
dx

)
is+

∫ 0

−∞

(
eisx − 1− isx1|x|≤1(x)

) θa,b(x)

x(1− ex)
dx

]
.

L’hypothèse θa,b(x) ≥ 0, pour tout x ≤ 0 donne grâce au Corollaire de Levy-Khintchine 4.1.9

l’existence de la variable Xa,b,−,− positive ou nulle et ID telle que :

E
(
Xis
)

=
(a)is
(b)is

, en particulier pour s > −a1 : E (Xs) =
(a)s
(b)s

.

�

Définition 4.2.9 Soient n ≤ m, et soient a = (a1, · · · , am), b = (b1, · · · , bn) avec

{
0 < a1 ≤ · · · ≤ am
0 < b1 ≤ · · · ≤ bn

.

On dit que a minore b, que l’on note a ≺ b, si :

∀i ∈ {1, · · · , n} :
i∑

j=1

aj ≤
i∑

j=1

bj .
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Lemme 4.2.10 (Schur, 1900)

a ≺ b =⇒ ∀t ∈ [0, 1] : ϕa,b(t) :=
n∑
i=1

tai −
n∑
i=1

tbi ≥ 0.

Preuve du lemme 4.2.10 C’est évident pour n = 1. Pour n = 2, on étudier la positivité

de la fonction définie pour t dans [0, 1], par : ta1 + ta2 − (tb1 + tb2), avec les hypothèses :
0 < a1 < b1

a1 ≤ a2, b2 ≤ b2
0 < a1 + a2 ≤ b1 + b2

.

— Si a1 = b1, on est ramené à ta2 − tb2 , n = 1.

— Si a1 < b1, on est ramené à montrer l’inégalité : 1 + ta2−a1 ≥ tn1−a1 + tb2−a1 , avec
a2 − a1 > 0

b1 − a1 > 0

b2 − a1 > 0

, de plus b1 − a1 + b2 − a1 ≥ a2 − a1.

Pour tout t de ]0, 1] : x 7−→ tx = ex ln(t) est décroissante convexe.

Si a2 − a1 ≤ b2 − b1 alors ta2−a1 ≥ tb2−b1 et tb1−a2 ≤ 1.

Si a2 − a1 > b2 − b1, alors par croissance des pentes :

ta2−a1 − tb2−a1
b2 − a1 − a2 + a1

≥ tb2−a1+a2+a1 − 1

b2 − a1 − a2 + a1
,

c’est-à-dire : ta2−a1 − tb2−a1 ≥ tb2−a2 − 1 ≥ tb1−a2 .

— Pour n ≥ 3. On suppose donc :



0 < a1 ≤ b1
a1 + a2 ≤ b1 + b2

· · · · · · · · ·

a1 + · · ·+ an ≤ b1 + · · ·+ bn.

.

Comme 0 < a1 ≤ b1, alors il existe un certain λ1 de ]0, 1] tel que a1 = λ1b1.

Si a1 ≤ a2 ≤ b1 ≤ b2 ou si a1 ≤ b1 ≤ a2 ≤ b2, il n’y a rien à faire (notons que dans ces

deux cas, a2 s’écrit comme λ2b2, pour un certain λ2 appartenant à [0, 1]).

Si a1 ≤ b1 ≤ b2 ≤ a2, alors b1 ≤ a1 + a2 ≤ b1 + b2, soit b1 − a1 ≤ a2 ≤ b1 − a2 + b2.

Alors, il existe un λ2 de [0, 1], tel que :

a2 = b1 − a1 + λ2b2 = (1− λ1)b1 + λ2b2.

Supposons par récurrence que ak−1 = λk−1bk−1, pour un certain λk−1 de [0, 1].

Si ak−1 ≤ bk−1 ≤ ak ≤ bk, ou ak−1 ≤ ak ≤ bk−1 ≤ bk, alors ak s’écrit λkbk, où λk

appartient à [0, 1].
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Sinon : ak = (1− λk−1)bk−1 + λkbk, où λk appartient à [0, 1].

Alors, nous avons bien ta1 + · · ·+ tan ≥ tb1 + · · ·+ tbn , car :

• Si ak−1 ≤ bk−1 ≤ ak ≤ bk ou ak−1 ≤ ak ≤ bk−1 ≤ bk, alors :
tak−1 + tak = tλk−1bk−1 + tλkbk ≥ tbk−1 + tλkbk , dans le cas où ak ≤ bk ≤ bk+1 ≤ ak+1

ak−1 + tak = tλk−1bk−1 + tλkbk ≥ tbk−1 + tbk , dans le cas où :

{
ak ≤ bk ≤ ak+1 ≤ bk+1

ak ≤ ak+1 ≤ bk ≤ bk+1

.

• Si ak−1 ≤ bk−1 ≤ bk ≤ ak, alors :
tak−1 + tak = tλk−1bk−1 + t(1−λk−1)bk−1+λkbk ≥ tbk−1 + tλkbk , si ak ≤ bk ≤ bk+1 ≤ ak+1

tak−1 + tak = tλk−1bk−1 + t(1−λk−1)bk−1+λkbk ≥ tbk−1 + tbk , si

{
ak ≤ bk ≤ ak+1 ≤ bk+1

ak ≤ ak+1 ≤ bk ≤ bk+1

.

�

Corollaire 4.2.11

— Si n = m et a ≺ b, alors il existe une variable aléatoire positive ou nulle Xa,b,−,− telle

que pour tout s > −a1 : E(Xs
a,b,−,−) =

(a)s
(b)s

.

— Si n < m et si a ≺ b alors il existe une variable aléatoire positive ou nulle Y telle que

la variable Xa,b,−,− égale à Y ×
⊥⊥
γan+1 ×

⊥⊥
· · · ×
⊥⊥
γam vérifie bien : pour tout s > −a1 :

E(Xs
a,b,−,−) =

(a)s
(b)s

(
et avec donc : E(Y s) =

n∏
k=1

(ak)s
(bk)s

)
.

Preuve du corollaire 4.2.11 : Le Lemme de Schur 4.2.10, nous dit alors que pour tout

x > 0, (donc −x ≤ 0,) avec t = e−x ∈ [0, 1] : θa,b(x) = ϕa,b(−x) =
n∑
i=1

e−aix − e−bix ≥ 0. La

Proposition 4.2.8 puis la Remarque 4.2.5 permettent de conclure.

�

Remarque 4.2.12 Ainsi dans le cadre de l’hypothèse ϕa,b ≥ 0, on peut donc se limiter

grâce à ce dernier Corollaire, à m = n.

Proposition 4.2.13 On suppose m = n et ϕa,b(x) ≥ 0, pour tout x ≤ 0. Alors il existe

une variable aléatoire Xa,b,−,− à valeurs dans [0, 1], log-ID qui vérifie, pour tout s > −a1 :

E(Xs) =
(a)s
(b)s

.
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Preuve de la proposition 4.2.13 : Reprenons, en changeant la variable x par −x :

(a)s
(b)s

= exp

[(
ψ̃(b)− ψ̃(a)

)
s+

∫ 0

−∞

(
e−sx − 1 + sx

) ϕa,b(e
−x)

x(1− e−x)
dx

]
.

Alors : ϕab(−x) =
n∑
i=1

(
e−aix − e−bix

)
∼

x→+∞

(
n∑
i=1

bi − ai

)
x = O(x).

Puis :

ln

[
(a)s
(b)s

]
=

[
ψ̃(b)− ψ̃(a) +

n∑
i=1

∫ +∞

0

e−aix − e−bix

1− e−x
dx

]
s−

∫ +∞

0

(
1− e−sx

) ϕa,b(e
−x)

x(1− e−x)
dx.

Grâce à la représentation intégrale de la fonction digamma (Proposition 1.3.15) :∫ +∞

0

e−aix − e−bix

1− e−x
dx =

∫ +∞

0

(
e−aix

1− e−x
− e−x

x

)
dx−

∫ +∞

0

(
e−bix

1− e−x
− e−x

x

)
dx = −ψ(ai)+ψ(bi).

Donc finalement :

(a)s
(b)s

= exp

[
−
∫ +∞

0

(
1− e−sx

) ϕa,b(e
−x)

x(1− e−x)
dx

]
.

La formule de De Finetti (Corollaire 4.1.4) donne l’existence d’une variable Z positive ou

nulle et ID telle que, pour tout s > −a1 : E(e−sZ) =
(a)s
(b)s

.

Alors Xa,b,−,− = e−Z , est bien la solution au problème Gamma et est bien à valeurs dans

[0, 1]. �

Proposition 4.2.14 On suppose toujours m = n et ϕa,b(x) ≥ 0, pour tout x ≤ 0. Et soit

Xa,b,−,− la variable solution au problème Gamma selon la Proposition 4.2.13.

• Si

n∑
i=1

ai =

n∑
i=1

bi, alors

n∏
i=1

Γ(bi)

Γ(ai)
< 1, et P(Xa,b,−,− = 1) =

n∏
i=1

Γ(bi)

Γ(ai)
(il s’agit d’un

atome)

• Si
n∑
i=1

ai <
n∑
i=1

bi, alors Xa,b,−,− est à densité.

Preuve de la proposition 4.2.14 :

• Cas

n∑
i=1

ai =

n∑
i=1

bi, Comme Xa,b,−,− est à valeurs dans [0, 1], alors nous allons montrer

que :

P(Xa,b,−,− = 1) = lim
s→+∞

E(Xs
a,b,−,−) = lim

s→+∞

n∏
i=1

(ai)s
(bi)s

=

n∏
i=1

Γ(bi)

Γ(ai)
.
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Ce qui impliquera tout le résultat dans ce cas.

Pour la première égalité, en fait (et ceci s’observe dans la démonstration de la formule

de De Finetti...) la variable Y telle que Xa,b,−,− = e−Y suit une loi de Poisson com-

posée : e−λ
+∞∑
n=0

λnµ∗na,b
n!

, où λ = π(]0,+∞[) =

∫ +∞

0

ϕa,b(e
−x)

x(1− e−x)
dx, et dµa,b(x) =

1

λ
fa,b(x)dx,

où fa,b(x) =
ϕa,b(e

−x)

x(1− e−x)
1]0,+∞[(x).

P(Y = 0) = e−λ, et en fait :

dPY (x) = e−λdδ0(x) + (1− e−λ)dµa,b(x),

puis :

dPX(x) = e−λdδ1(x) + (1− e−λ)
dµa,b(− ln(x))

x
. (2.8)

Et alors :

P(Xa,b,−,− = 1) = P(Y = 0) = lim
s→+∞

E(e−sY ) = lim
s→+∞

E(Xs
a,b,−,−) = exp

[∫ +∞

0

ϕa,b(e
−x))

x(1− e−x)
dx

]
.

Pour la seconde égalité, encore par la formule de Stirling (Théorème 1.1.7), pour tout

i compris entre 1 et n :

(ai)s
(bi)s

=
Γ(bi)

Γ(ai)
× Γ(ai + s)

Γ(bi + s)
∼

s→+∞

Γ(bi)

Γ(ai)
sai−bi ,

Et donc :

E(Xs
a,b,−,−) =

(a)s
(b)s

∼
s→+∞

(
n∏
i=1

Γ(bi)

Γ(ai)

)s( n∑
i=1

ai−bi
)
.

(Puisque P(Xa,b,−,− = 1) < 1, nous trouvons sur notre passage une justification de la

troisième condition donnée dans la Proposition 4.2.6).

Comme l’exposant est supposé nul, nous trouvons donc que P(Xa,b,−,− = 1) =
n∏
i=1

Γ(bi)

Γ(ai)
.(

Ce qui donne une autre condition sur a et b :

n∏
i=1

Γ(bi)

Γ(ai)
< 1

)

• Cas

n∑
i=1

ai <

n∑
i=1

bi.Dans ce cas P(Xa,b,−,− = 1) = 0, et alors :
ϕa,b(e

−x)

x(1− e−x)
∼

s→0+

1

x

(
n∑
i=1

bi − ai

)
qui n’est pas intégrable au voisinage de 0. Le Théorème de Tucker 4.1.10 donne la

conclusion.

�
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Remarque 4.2.15 La condition (C) :

{
a1 ≤ b1
a1 + · · ·+ an ≤ b1 + · · ·+ bn

est suffisante dans le

cas m = n = 1,m = n = 2, mais plus quand n ≥ 3, pour obtenir ”ϕa,b(x) ≥ 0, pour tout

x ≤ 0. Voici un exemple :

a1 = 2, a2 =
16

5
, a3 =

17

5
, b1 =

11

5
, b2 =

12

5
, b3 = 4.

Nous avons a1 + a2 + a3 =
43

5
= b1 + b2 + b3.

S’il y avait une variable aléatoire positive ou nulle Xa,b,−,− solution au problème Gamma,

alors, l’atome en 1 serait de probabilité :

P(X = 1) =
Γ(b1)Γ(b2)Γ(b3)

Γ(a1)Γ(a2)Γ(a3)
=

3× 4× Γ
(

11
5

)
Γ
(

12
5

)
12
5 Γ
(

12
5

)
× 11

5 Γ
(

11
5

) =
25

11
> 1,

ce qui est impossible.

4.2.2 Recherche de la densité dans le cas : c, d vides et n = m = 2

Remarque 4.2.16 Dans le cas n = m = 1, c, d vides, nous avons vu que si 0 < a1 ≤ b1,

alors :

E(Xs
(a1),(b1),−,−) =

(a1)s
(b1)s

=


1 si a1 = b1

Γ(a1 + s)Γ(b1)

Γ(b1 + s)Γ(a1)
si a1 < b1

Nous reconnaissons : X(a1),(b1),−,−
L
= βa1,b1−a1 , avec comme convention βa1,0 = δ1. Dès lors

dans le cas où a1 < b1, nous avons que X(a1),(b1),−,− a pour densité :

Γ(b1)

Γ(a1)Γ(b1 − a1)
xa1−1(1− x)b1−a1−11]0,1[(x).

Pour étudier le cas n = m = 2, nous allons introduire une nouvelle famille de fonctions, les

séries hypergéométriques de Gauss (ou de Kummer de seconde espèce).

Proposition 4.2.17 Soient A,B,C trois réels, tel que C /∈ Z−.

Alors la série entière
∑
n≥0

(A)n(B)n
(C)nn!

zn a un rayon de convergence égal à 1.

Preuve de la proposition 4.2.17 : Nous avons, par un raisonnement déjà vu via la

formule de Stirling (Théorème 1.1.7) que :[
(A)n(B)n

(C)nn!

] 1
n

∼
n→+∞

(
n
e

)2(
n
e

)2 = 1.

Par le critère de Hadamard, la série à un rayon de convergence de 1, la série converge sur le

disque unité ouvert. �
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Définition 4.2.18 Soient A,B,C trois réels, tel que C /∈ Z−.
On appelle série hypergéométrique de Gauss ou fonction de Kummer de seconde espèce la série

entière définie pour tout complexe z de U, le disque unité ouvert :

2F1

[
A B

C
, z

]
=

+∞∑
n=0

(A)n(B)n
(C)nn!

zn.

Voici des propriétés de cette fonction, que nous admettrons :

Théorème 4.2.19 (Euler) Soient A,B,C trois réels, tel que C /∈ Z−. Alors pour tout

complexe z tel que |z| < 1 :

• Première formule d’Euler : Si C > B > 0 ou si C > A > 0 :

2F1

[
A B

C
, z

]
=

Γ(C)

Γ(B)Γ(C −B)

∫ 1

0
uB−1(1− u)C−B−1(1− zu)−Adu

• Deuxième formule d’Euler :

2F1

[
A B

C
, z

]
= (1− z)C−A−B × 2F1

[
C −A C −B

C
, z

]
.

Théorème 4.2.20 (Formule de Kummer) Pour tous réels A,B,C et tout complexe z tel

que |z| < 1 et Re(z) < 1
2 :

2F1

[
A B

C
, z

]
= (1− z)−A × 2F1

[
A C −B

C
,

z

z − 1

]
.

Remarque 4.2.21

— La formule est légitime pour z tel que |z| < 1 et

∣∣∣∣ z

z − 1

∣∣∣∣ < 1, cette seconde condition

donnant :
|z|
|z − 1|

< 1⇐⇒ 2Re(z) < 1.

— Felix Klein (1890) a compté le nombre de zéros dans ]− 1, 1[ de 2F1

[
A B

C
, z

]
.

Théorème 4.2.22 La variable aléatoire réelle Xa,b,−,− solution du problème Gamma dans

le cas où n = m = 2 et a ≺ b et a1, a2, b1, b2 tous distincts a1 + a2 < b1 + b2 est de densité :

fa,b(x) =
Γ(b1)Γ(b2)xa2−1(1− x)b1+b2−a1−a2−1

Γ(a1)Γ(a2)Γ(b1 + b2 − a1 − a2)
× 2F1

[
b1 − a1 b2 − a1

b1 + b2 − a1 − a2

, 1− x

]
1]0,1[(x).
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Preuve du théorème 4.2.22 : Remarquons premièrement que dans le cas où deux nombres

parmi a1, a2, b1, b2 sont égaux, nous revenons aux cas n = 1 = m, ou n = 1,m = 2, ou

n = 2,m = 1 (ce dernier qui n’a pas de solution) tous déjà vus et résolus.

Plaçons nous dans le cas : 0 < a1 < b1, a2 < b2, alors lors de la Remarque 4.2.5, nous avons

pu voir que :

Xa,b,−,−
L
= βa1,b1−a1 ×⊥⊥

βa2,b2−a2 .

Faisant la convolution des densités

(
fXY (x) =

∫ +∞

0
fX

(
x

y

)
fY (y)

dy

y

)
, la densité f que

nous cherchons est telle que :

fa,b(x) =
Γ(b1)Γ(b2)xa1−11]0,1[(x)

Γ(a1)Γ(a2)Γ(b1 − a1)γ(b2 − a2)

∫ 1

x

(
1− x

y

)b1−a1−1

(1− y)b2−a2−1ya2−a1−1dy︸ ︷︷ ︸
ℵ(x)

.

(2.9)

Dès lors, pour tout x de ]0, 1[:

ℵ(x) =

∫ 1

x
ya2−b1(y − x)b1−a1−1(1− y)b2−a2−1dy

=

∫ 1−x

0
tb1−a1−1(1− (x+ t))b2−a2−1(x+ t)a2−b1dt avec t = y − x

=

∫ 1

0
(1− x)b1−a1−1ub1−a1−1(1− x)b2−a2−1(1− u)b2−a2−1xa2−b1

(
1− x− 1

x
u

)a2−b1
du,

(2.10)

avec u =
t

1− x
.

Dès lors, grâce à la première formule d’Euler (Théorème 4.2.19), avec A = b1−a2, B = b2−a1,

et C = b1 + b2 − (a1 + a2) > b2 − a1 > 0, nous avons :

fa,b(x) =
Γ(b1)Γ(b2)xa1+a2−b1−1(1− x)b1+b2−a1−a2−11]0,1[(x)

Γ(a1)Γ(a2)Γ(b1 + b2 − a1 − a2)
×2F1

[
b1 − a2 b1 − a1

b1 + b2 − a1 − a2

,
x− 1

x

]
.

(2.11)

Les rôles de A et B dans la fonction de Kummer étant symétriques, puis grâce à la formule

de Kummer (Théorème 4.2.20), avec z =
x− 1

x
∈ ]0, 1[, sachant que si x ∈ ]0, 1[, alors :
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z

z − 1
= 1− x ∈]0, 1[:

2F1

[
b1 − a2 b1 − a1

b1 + b2 − a1 − a2

,
x− 1

x

]
= 2F1

[
b1 − a1 b1 − a2

b1 + b2 − a1 − a2

,
x− 1

x

]

=

(
1− x− 1

x

)−(b1−a1)

2

F1

[
b1 − a1 b1 + b2 − a1 − a2 − b1 + a2

b1 + b2 − a1 − a2

, 1− x

]

=

(
1

x

)a1−b1
2

F1

[
b1 − a1 b2 − a1

b1 + b2 − a1 − a2

, 1− x

]
(2.12)

Combinant les égalités (2.11) et (2.12) :

fa,b(x) =
Γ(b1)Γ(b2)xa2−1(1− x)b1+b2−a1−a2−1

Γ(a1)Γ(a2)Γ(b1 + b2 − a1 − a2)
× 2F1

[
b1 − a1 b2 − a1

b1 + b2 − a1 − a2

, 1− x

]
1]0,1[(x).

Comme b1 − a1 > 0, b2 − a1 > 0, (b1 + b2) − (a1 + a2) > 0, 1 − x > 0, par analyticité de

la dépendance en les paramètres, la formule s’étend à toutes les configurations telles que

b1 + b2− (a1 +a2). En effet, grâce à la deuxième formule d’Euler (Théorème 4.2.19) que pour

tout x appartenant à ]0, 1[:

xa2−1
2F1

[
b1 − a1 b2 − a1

b1 + b2 − a1 − a2

, x

]
= xa1−1

2F1

[
b2 − a2 b1 − a2

b1 + b2 − a1 − a2

, 1− x

]
�

Remarque 4.2.23

— Le théorème taubérien faible nous dit que la série de Gauss admet une limte qund x

tend vers 1−. Et si C > A + B, la première formule d’Euler (Théorème 4.2.19) nous

dit qu’elle correspond à la limite quand x tend vers 1− de l’intégrale :

Γ(C)

Γ(B)Γ(C −B)

∫ 1

0
uB−1(1− u)C−B−1(1− zu)−Adu,

c’est-à-dire :

lim
x→1−

2F1

[
A B

C
, x

]
=

Γ(C)

Γ(B)Γ(C −B)

∫ 1

0
uB−1(1− u)C−B−A−1du︸ ︷︷ ︸

Intégrale BB,C−B−A

=
Γ(C)

Γ(B)Γ(C −B)
× Γ(B)Γ(C −A−B)

Γ(B + C −B −A)

=
Γ(C)Γ(C −A−B)

Γ(C −A)Γ(C −B)
.
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— Une méthode non constructive aurait consisté à calculer les moments d’ordre s > −a1

avec la densité annoncée et montrer qu’il s’agissait bien des
(a)s
(b)s

:

∫ +∞

0
fa,b(x)xsdx

=
Γ(b1)Γ(b2)

Γ(a1)Γ(a2)Γ(b1 + b2 − a1 − a2)

×


+∞∑
n=0

(b1 − a1)n(b2 − a1)n
n!(b1 + b2 − a1 − a2)n

∫ 1

0
xs+a2−1(1− x)n+b1+b2−a1−a2−1dx︸ ︷︷ ︸
Intégrale B(s+a2,n+b1+b2−a1−a2)


=

Γ(b1)Γ(b2)

Γ(a1)Γ(a2)Γ(b1 + b2 − a1 − a2)

×

(
+∞∑
n=0

(b1 − a1)n(b2 − a1)n
n!(b1 + b2 − a1 − a2)n

× Γ(s+ a2)Γ(n+ b1 + b2 − a1 − a2)

Γ(s+ n+ a2 + b1 + b2 − a1 − a2)

)

=
Γ(b1)Γ(b2)Γ(s+ a2)

Γ(a1)Γ(a2)Γ(s+ b1 + b2 − a1)

(
+∞∑
n=0

(b1 − a1)n(b2 − a1)n
n!(s+ b1 + b2 − a1)n

)
.

Or, avec C = s+b1+b2−a1, A = b1−a1, B = b2−a1, alors C > b1+b2−a1−a1 > A+B,

car s > −a1. Et la dernière remarque, nous dit que :

+∞∑
n=0

(b1 − a1)n(b2 − a2)n
n!(s+ b1 + b2 − a1)n

=
Γ(s+ b1 + b2 − a1)Γ(s+ a1)

Γ(s+ b2)Γ(s+ b1)

Ainsi :∫ +∞

0
fa,b(x)xsdx =

Γ(b1)Γ(b2)Γ(s+ a2)

Γ(a1)Γ(a2)Γ(s+ b1 + b2 − a1)

Γ(s+ b1 + b2 − a1)Γ(s+ a1)

Γ(s+ b2)Γ(s+ b1)

=
Γ(b1)Γ(b2)Γ(s+ a1)Γ(s+ a2)

Γ(a1)Γ(a2)Γ(s+ b2)Γ(s+ b1)
=

(a)s
(b)s

.

Théorème 4.2.24 (Dufresne, 2010) La variable aléatoire réelle Xa,b,−,− solution du problème

Gamma dans le cas où n = m = 2 et a ≺ b et a1 + a2 = b1 + b2 a pour loi :

dPXa,b,−,−(x) =
Γ(b1)Γ(b2)

Γ(a1)Γ(a2)
dδ1(x) + f̃a,b(x)dx,

où : f̃a,b(x) =
Γ(b1)Γ(b2)

Γ(a1)Γ(a2)
xa2−1(b1 − a1)(b2 − a1)×2 F1

[
b1 − a1 + 1 b2 − a1 + 1

2
, 1− x

]
1]0,1[(x).
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Preuve du théorème 4.2.24 : Dans ce cas, il y a présence d’un dirac en 1 et alors l’égalité

(2.8), donne un début :

dPXa,b,−,−(x) =
Γ(b1)Γ(b2)

Γ(a1)Γ(a2)
dδ1(x) + f̃a,b(x)dx.

Pour trouver f̃a,b on va faire usage d’une limite de fonctions f
(ε)
a,b quand ε tend vers 0.

Soit grâce à la Proposition 4.2.14 (second cas) la densité de la variable aléatoire Xa(ε),b,−,−
solution au problème (Γε) :

∀s > −a1 : E(Xs) =
(a(ε))s
(b)s

, où aε = (a1, a2 − ε).

D’après le Théorème 4.2.22, nous avons (grâce aussi à la seconde formule d’Euler (Théorème

4.2.19)) :

f
(ε)
a,b (x) =

Γ(b1)Γ(b2)xa1−1(1− x)ε−1

Γ(a1)Γ(a2 − ε)Γ(ε)
× 2F1

[
b1 − a2 + ε b2 − a2 + ε

ε
, 1− x

]
1]0,1[(x).

On développe en série entière f
(ε)
a,b , son premier terme est égal, pour tout x de ]0, 1[ à

Γ(b1)Γ(b2)

Γ(a1)Γ(a2 − ε)Γ(ε)
xa1−1(1− x)ε−1, l’atome en 1 provient de l’intégrale sur ]0, 1[ de ce terme...En

effet, en intégrant sur ]0, t[ pour t < 1 :

— Comme sur ]0, t[, x 7−→ (1− x)ε−1 croit et donc est majorée par (1− t)ε−1.

Donc, comme a1 > 0 :∫ t

0
xa1−1(1−x)ε−1dx <

∫ t

0
xa1−1(1−t)ε−1dx =

ta1

a1
(1−t)ε−1 −−−−→

ε→0+

ta1

a1(1− t)
< +∞.

— Nous avons :
Γ(b1)Γ(b2)

Γ(a1)Γ(a2 − ε)Γ(ε)
−−−−→
ε→0+

0, car Γ(a2−ε) −−−−→
ε→0+

Γ(a2), Γ(ε) −−−−→
ε→0+

+∞.

Donc :
Γ(b1)Γ(b2)

Γ(a1)Γ(a2 − ε)Γ(ε)

∫ t

0
xa1−1(1− x)ε−1dx −−−−→

ε→0+
0. Et lorsque t = 1 :

Γ(b1)Γ(b2)

Γ(a1)Γ(a2 − ε)Γ(ε)

∫ t

0
xa1−1(1− x)ε−1dx︸ ︷︷ ︸
Intégrale B(a1,ε)

=
Γ(b1)Γ(b2)

Γ(a1)Γ(a2 − ε)Γ(ε)
×Γ(a1)Γ(ε)

Γ(a1 + ε)
−−−−→
ε→0+

Γ(b1)Γ(b2)

Γ(a1)Γ(a2)
.

(l’atome)

Le reste de la série est une fonction f̃
(ε)
a,b positive (à termes positifs) sur ]0, 1[. Et, pour tout

x de ]0, 1[:

f̃
(ε)
a,b (x) =

Γ(b1)Γ(b2)

Γ(a1)Γ(a2 − ε)
xa1−1

(
+∞∑
n=1

(b1 − a2 + ε)n(b2 − a2 + ε)n
(ε)nn!

(1− x)ε+n−1

)
1]0,1[(x),
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((ε)n = Γ(ε+ n)) et cette fonction, quand ε tend vers 0+, converge vers :

f̃a,b(x) =
Γ(b1)Γ(b2)

Γ(a1)Γ(a2)
xa1−1

(
+∞∑
n=1

(b1 − a2)n(b2 − a2)n
(n− 1)!× n!

(1− x)n−1

)
1]0,1[(x)

=
Γ(b1)Γ(b2)

Γ(a1)Γ(a2)
xa1−1

(
+∞∑
n=0

(b1 − a2)n+1(b2 − a2)n+1

n!× (n+ 1)!
(1− x)n

)
1]0,1[(x).

Or :


(b1 − a2)n+1 = (b1 − a2)(b1 − a2 + 1)× · · · × (b1 − a2 + n+ 1) = (b1 − a2)× (b1 − a2 + 1)n

De même : (b2 − a2)n+1 = (b2 − a2)× (b1 − a2 + 1)n

(n+ 1)! = (1)n+1 = 1× (2)n
Ainsi finalement :

f̃a,b(x) =
Γ(b1)Γ(b2)

Γ(a1)Γ(a2)
xa2−1(b1 − a1)(b2 − a1)

(
+∞∑
n=0

(b1 − a2 + 1)n(b2 − a2 + 1)n
n!× (2)n

(1− x)n

)

=
Γ(b1)Γ(b2)

Γ(a1)Γ(a2)
xa2−1(b1 − a1)(b2 − a1)×2 F1

[
b1 − a2 + 1 b2 − a2 + 1

2
, 1− x

]
1]0,1[(x).

Il est facile de voir (Beppo-Levy en ε) que pour tout t de ]0, 1[:∫ t

0
f̃

(ε)
a,b (x)dx −−−−→

ε→0+

∫ t

0
f̃a,b(x)dx.

Donc Xa(ε),b,−,−
L sur ]0,1[−−−−−−→
e→0+

Xa,b,−,−. Ce qui clôt la démonstration. �

4.3 Mélanges γ2, quasi-ID, un résultat pour c non vide

Conjecture 4.3.1 S’il existe une variable aléatoire Xa,b,−,− telle que :

∀s > −a1, E(Xs
a,b,−,−) =

(a)s
(b)s

,

alors Xa,b,−,− est log-ID.

C’est-à-dire que le moment Gamma aurait une représentation :

∀s > −a1 :
(a)s
(b)s

= exp

[
qs+

∫ 0

−∞
(esx − 1− sx)

θa,b(x)

x(1− ex)
dx

]
,

avec ∀x ≤ 0 : θa,b(x) :=

m∑
i=1

eaix −
n∑
j=1

ebjx ≥ 0.

Autrement dit :

∃Xa,b,−,− ≥ 0 | ∀s > −a1 : E(Xs) =
(a)s
(b)s

⇐⇒ ∀x ≤ 0; : θa,b(x) ≥ 0.
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On va voir que cette conjecture ne s’applique pas au cas plus général : s ∈]− a1, c1[:
(a)s(c)−s
(b)s(d)−s

.

Proposition 4.3.2

|C| L=
√
γ 1

2

γ̃ 1
2

, où γ 1
2

et γ̃ 1
2

sont deux copies indépendantes de la loi γ 1
2
.

Preuve du proposition 4.3.2 : On va identifier les transformées de Mellin sur ] − 1, 1[.

Pour tout −1 < s < 1 :

E(|C|s) =
2

π

∫ +∞

0

xs

1 + x2
dx

=
1

π

∫ +∞

0

t
s+1
2
−1

1 + t
dt avec t = x2.

En effectuant le changement de variable u =
1

t+ 1
, dt = −du

u2
, t =

1

u
− 1, alors :

E(|C|s) =
1

π

∫ 1

0
(1− u)

s−1
2 u

1−s
2

du

u
=

1

π

∫ 1

0
u

1−s
2
−1(1− u)

1+s
2
−1︸ ︷︷ ︸

Intégrale B 1−s
2 , 1+s2

=
1

π
Γ

(
1 + s

2

)
Γ

(
1− 1 + s

2

)
.

(
· · · = 1

sin
(
π
(

1+s
2

)) =
1

cos
(
πs
2

) , grâce à la formule des compléments (Théorème 1.3.5)

)
.

Or, sachant que pour tout a > 0, pour tout s > −a : E(γsa) =
Γ(a+ s)

Γ(a)
, alors par indépendance :

E

[(√
γ 1

2

γ̃ 1
2

)s]
= E

(
γ
s
2
1
2

)
× E

(
γ
− s

2
1
2

)
=

1[
Γ
(

1
2

)]2 × Γ

(
1

2
+
s

2

)
Γ

(
1

2
− s

2

)
=

1

π
Γ

(
1 + s

2

)
Γ

(
1− 1 + s

2

)
.

�

Proposition 4.3.3 Il existe une variable aléatoire X positive ou nulle telle que :

|C| L= γ2 ×
⊥⊥
X.
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Preuve du proposition 4.3.3 : La preuve repose que la formule permettant d’avoir la

densité d’un quotient de deux variables aléatoires indépendantes :

fX
Y

(x) =

∫ +∞

0
fX(xy)fY (y)dy.

La densité de |S| est
2

π

(
1

1 + x2

)
=

2

π

(
1− 1

1 +
(

1
x

)2
)
.

D’autre part :∫ +∞

0
e−t cos

(
t

x

)
dx =

1

2

(∫ +∞

0
e−t(1+ i

x)dx+

∫ +∞

0
e−t(1− i

x)dx

)
=

1

2

(
1

1 + i
x

+
1

1− i
x)

)
=

1

1 +
(

1
x

)2 .
D’où :

2

π(1 + x2)
=

2

π

(
1−

∫ +∞

0
e−t cos

(
t

x

)
dt

)
=

2

π

∫ +∞

0
e−t
[
1− cos

(
t

x

)]
dt

=
2

π

∫ +∞

0
xe−xy(1− cos(y))dy avec t = xy

=
2

π

∫ +∞

0
(xy)e−xy × 1− cos−y)

y2
× ydy

=

∫ ∞
0

fγ2(xy)× 1

π

(
sin
(y

2

)
y
2

)2

ydy car 1− cos(y) = 2
(

sin
y

2

)2
.

On va montrer à présent que y 7−→ 1
π

[
sinc

(y
2

)]2
1]0,+∞[(y) est une densité de probabilité, où

sinc(x) désigne le sinus cardinal :
sin(x)

x
, (Pourquoi ”cardinal” ? Parce que la courbe de cette

fonction autour de l’origine ressemble au chapeau des cardinaux de l’Église catholique).
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Grâce au théorème de Fubini :∫ +∞

0

1

π

(
sinc

(y
2

))2
dy =

2

π

∫ +∞

0

1− cos(y)

y2
dy

=
2

π

∫ +∞

0
− 1

y2

∫ y

0
sin(x)dxdy

=
2

π

∫ +∞

0

∫ +∞

x
− 1

y2
sin(x)dydx

=
2

π

∫ +∞

0
sin(x)×

[
1

y

]+∞

x

dx

=
2

π

∫ +∞

0

sin(x)

x
dx = 1 car

∫ +∞

0

sin(x)

x
dx =

π

2
(Dirichlet).

Il existe donc une variable aléatoire positive ayant cette densité de probabilité. Et donc on a

bien |C| = γ2 ×
⊥⊥
X. �

Remarque 4.3.4 Stentel (1973) a conjecturé et Kristiansen 1994) a démontré que les

variables aléatoires positives du type γ2 ×
⊥⊥
X qu’on appelle ”mélanges γ2” sont ID.

En particulier, |C| est ID et sa Laplace, d’après le Théorème de De Finetti (Théorème 4.1.3)

est de la forme :

2

π

∫ +∞

0

e−λx

1 + x2
dx = exp

[
−
∫ +∞

0
(1− e−λu)

ϕ(u)

u
du

]
,

où ϕ(u) ≥ 0.

Diédhion (1998) a démontré que ϕ décroit. On parle d’autodécompoabilité (notion que l’on

rencontrera lors de l’étude des processus de diffusion)

Proposition 4.3.5 s 7−→
(

1
2

)
s

(
1
2

)
−s(

1, 3
2

)
s

pour tout s appartenant à

]
−1

2
,
1

2

[
est un moment

Gamma.

Preuve de la proposition 4.3.5 : Grâce à la dernière Proposition 4.3.3 :

E(|C|s) = E(γs2)E(Xs).

D’où, grâce à la formule de Legendre-Gauss (Théorème 2.1.1) :

E(Xs) =
Γ
(

1+s
2

)
Γ
(

1−s
2

)
πΓ (2 + s)

=
Γ
(

1+s
2

)
Γ
(

1−s
2

)
2s
√
πΓ
(
1 + s

2

)
Γ
(

3
2 + s

2

) .
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En posant Y = (2X)2, on en déduit :

E(Y s) =
Γ
(

1
2 − s

)
√
π

×
Γ
(

1
2 + s

)
2Γ(1 + s)Γ

(
3
2 + s

) =

(
1
2

)
s

(
1
2

)
−s(

1, 3
2

)
s

.

�

Remarque 4.3.6

— s 7−→
(

1
2

)
s(

1, 3
2

)
s

n’est pas un moment Gamma, car m = 1 < 2 = n. (Proposition 4.2.6).

C’est la ”perturbation”

(
1

2

)
−s

qui en fait un moment Gamma.

— En reprenant la relation (2.7) (et en l’adaptant...)

E(Y s) =

(
1
2

)
s

(
1
2

)
−s(

1, 3
2

)
s

= exp

[(
ψ(1) + ψ

(
3

2

)
− ψ

(
1

2

)
+ ψ

(
1

2

))
s + · · ·

· · ·
∫ 0

−∞
(esx − 1− sx)

e
x
2 − ex − e

3
2
x

|x|(1− e−x)
dx+

∫ 0

−∞
(esx − 1− sx)

e−
x
2

|x|(1− e−x)

]

= exp

[
qs+

∫
R∗

(esx − 1− sx)
ϕ(x)

|x|(1− e−x)
dx

]
,

où ϕ(x) =
(
e−
|x|
2 − e−|x| − e−

3|x|
2

)
1]−∞,0[(x) + e−

x
21]0,+∞[(x).

Et cette fonction ne demeure pas positive sur R entier, ce qui contredit dons la condi-

tion rencontrée quand c était vide.

Définition 4.3.7 On dit qu’une variable aléatoire X est quasi-ID si sa fonction caractéristique

est de la forme :

ln
[
E
(
eitX

)]
= qit− σ2 t

2

2
+

∫
R∗

(eitu − 1− itu)ϕ(u)du,

où

∫
R

min(1, u2)|ϕ(u)|du < +∞, et ϕ est signée.

Présentons à présent une solution explicite à un autre problème Gamma avec a, b, c, d non

vides. Les résultats sont inspirés de l’article [12] :
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Théorème 4.3.8 Soit α > 0, alors pour tout s de
]
−1

2 , α
[
,

(
1
2

)
s

(α)−s

(1)s(1 + α)−s
est un moment

Gamma, et la loi de la variable aléatoire X( 1
2),(1),(α,1+α),− associée est à densité :

f( 1
2),(1),(α,1+α),−(x) =

Γ(1 + α)

Γ(α)

J2
α

(
x−

1
2

)
x

1]0,+∞[(x),

où Jα désigne la fonction de Bessel de première espèce d’indice α.

Nous avons besoin de la formule suivante :

Lemme 4.3.9 (Formule de Weber-Schafheitlin)

Pour tout α > 0, et pour tout s appartenant à
]
−1

2 , α
[

:

∫ +∞

0
x−2s−1J2

α(x)dx =
Γ
(
s+ 1

2

)
Γ(α− s)

2
√
πΓ(1 + s)Γ(α+ 1 + s)

.

Preuve du théorème 4.3.8 : Pour tout s de

]
−1

2
, α

[
:

∫ +∞

0
f( 1

2),(1),(α,1+α),−(x)xsdx =
Γ(1 + α)

Γ(α)

∫ +∞

0
xs
J2
α

(
x−

1
2

)
x

dx

=
2Γ(1 + α)

Γ(α)

∫ +∞

0
y−2sJ

2
α(y)

y−2
y−3dy avec x = y−2

=
2Γ(1 + α)

Γ(α)

∫ +∞

0
y−2s−1J2

α(y)dy.

Le Lemme 4.3.9 nous dit alors que :

∫ +∞

0
f( 1

2),(1),(α,1+α),−(x)xsdx =
2Γ(1 + α)

Γ(α)
×

Γ
(
s+ 1

2

)
Γ
(
α+ 1

2 − s−
1
2

)
2
√
πΓ
(

1
2 + s+ 1

2

)
Γ
(
α+ 1

2 + s+ 1
2

)
=

Γ(1 + α)Γ
(
s+ 1

2

)
Γ(α− s)Γ(1)

Γ
(

1
2

)
Γ(α)Γ(s+ 1)Γ(α+ s+ 1)

=

(
1
2

)
s

(α)−s

(1, 1 + α)s
.

�

Preuve du lemme 4.3.9 : D’après la formule de Von Lommel (Proposition 3.3.1)

Jα(x) =
1

Γ
(
α+ 1

2

)√
π

(x
2

)α ∫
−11

eit(1− t2)α−
1
2 dt.
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Alors, grâce au théorème de Fubini :∫ +∞

0
x−2s−1J2

α(x)dx

=

∫ +∞

0

x−2s−1

π
(
Γ
(
α+ 1

2

))2 ∫ 1

−1

∫ 1

−1

(x
2

)2α
ei(t+u)x(1− t2)α−

1
2 (1− u2)α−

1
2 dudtdx

=
2−2α

π
(
Γ
(
α+ 1

2

))2 ∫
[−1,1]2

∫ +∞

0
x2α−2s−1ei(t+u)x(1− t2)α−

1
2 (1− u2)α−

1
2 dxdudt

=
2−2α

π
(
Γ
(
α+ 1

2

))2 ∫
[−1,1]2

(1− t2)α−
1
2 (1− u2)α−

1
2

(∫ +∞

0
x2α−2s−1ei(t+u)xdx

)
dudt.

(3.1)

Le membre de gauche étant un réel, alors :∫ +∞

0
x−2s−1J2

α(x)dx

=
2−2α

π
(
Γ
(
α+ 1

2

))2 ∫
[−1,1]2

(1− t2)α−
1
2 (1− u2)α−

1
2

(∫ +∞

0
x2α−2s−1 cos((t+ u)x)dx

)
dudt

=
(u→ −u)

2−2α

π
(
Γ
(
α+ 1

2

))2 ∫
[−1,1]2

(1− t2)α−
1
2 (1− u2)α−

1
2

(∫ +∞

0
x2α−2s−1 cos((t− u)x)dx

)
dudt

=
2−2α

π
(
Γ
(
α+ 1

2

))2 ∫
[−1,1]2

(1− t2)α−
1
2 (1− u2)α−

1
2

(∫ +∞

0
x2α−2s−1 cos(|t− u|x)dx

)
dudt

Nous allons devoir calculer l’intégrale de type Fresnel :

∫ +∞

0
x2α−2s−1 cos(|t− u|x)dx, pour

t 6= u.

Comme s ∈
]
−1

2
, α

[
, alors −1 < 2α− 2s < 0. Donc la fonction : f : z 7−→ z2α−2sei|t−u|z est

entière. D’après la formule de Cauchy :∫
y
∂ω

f(z)

z
dz = 2iπf(0) = 0,

où
y
∂ω est le contour suivant :
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0 =

∫ R

0
x2α−2s−1ei|t−u|xdx+

∫ π
2

0

(
Reiθ

)2α−2s−1
ei|t−u|Re

tθ
iReiθdθ+

∫ 0

R
(ix)2α−2s−1ei|t−u|ixidx.

Or :

•
∫ R

0
x2α−2s−1ei|t−u|xdx −−−−−→

R→+∞

∫ +∞

0
x2α−2s−1ei|t−u|xdx.

•

∣∣∣∣∣
∫ π

2

0

(
Reiθ

)2α−2s−1
ei|t−u|Re

tθ
iReiθdθ

∣∣∣∣∣ ≤
∫ π

2

0
R2α−2se−|t−u| sin(θ)dθ ≤ π

2
R2α−2s −−−−−→

R→+∞
0,

car −1 < 2α− 2s < 0.

• À l’aide du changement de variable w = |t− u|x :

∫ 0

R
(ix)2α−2s−1e−|t−u|xidx

=

∫ 0

|t−u|R
ei
π
2

(2α−2s)

(
w

|t− u|

)2α−2s−1

e−w
dw

|t− u|

= − eiπ(α−s)

|t− u|2α−2s

∫ R|t−u|

0
w2α−2s−1e−wdw −−−−−→

R→+∞
− eiπ(α−s)

|t− u|2(α−s) Γ(2(α− s)).

Et finalement, grâce à la formule des compléments (Théorème 1.3.5) :

∫ +∞

0
x2α−2s−1 cos(|t− u|x) = Re

[
− eiπ(α−s)

|t− u|2(α−s) Γ(2α− 2s)

]

= − cos(π(α− s)) Γ(2α− 2s)

|t− u|2(α−s)

= sin

(
π

(
α− s+

1

2

))
Γ(2α− 2s)

|t− u|2(α−s)

=
πΓ(2α− 2s)

|t− u|2α−2sΓ
(
α− s+ 1

2

)
Γ
(
1−

(
α− s+ 1

2

))
=

πΓ(2α− 2s)

|t− u|2α−2sΓ
(
α− s+ 1

2

)
Γ
(
s− α+ 1

2

) .
Ainsi, l’égalité (3.1) devient∫ +∞

0
x−2s−1J2

α(x)dx

=
2−2απΓ(2α− 2s)

π
[
Γ
(
α+ 1

2

)]2
Γ
(
α− s+ 1

2

)
Γ
(
s− α+ 1

2

) ∫
[−1,1]2

(1− t2)α−
1
2 (1− u2)α−

1
2 |t− u|−2(α−s)dtdu.

(3.2)

À ce stade, nous avons besoin de connâıtre les intégrales de Selberg (que nous admettons) :
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Lemme 4.3.10 (Intégrales de Selberg) Pour tous A > 0, B > 0, C ∈ R :

SA,B,C :=

∫ 1

0

∫ 1

0
tA−1
1 (1− t1)B−1tA−1

2 (1− t2)B−1|t1 − t2|2Cdt1dt2

=
Γ(A) Γ(B) Γ(A+ 1) Γ(B + 1) Γ(1 + 2C)

Γ(A+B + C) Γ(1 + C) Γ(A+B + 2C)
.

Alors, en posant


t1 =

t+ 1

2

t2 =
u+ 1

2

, nous avons, grâce au Lemme 4.3.10 :

∫
[−1,1]2

(1− t2)α−
1
2 (1− u2)α−

1
2 |t− u|−2(α−s)dtdu

=

∫
[0,1]2

[
−22t1(1− t1)

]α− 1
2
[
−22t2(1− t2)

]α− 1
2 [2|t1 − t2|]−2(α−s) × 4dt1dt2

= 22α+2sSα+ 1
2
,α+ 1

2
,s−α

= 22α+2s ×
[
Γ
(
α+ 1

2

)]2 [
Γ
(
s+ 1

2

)]2
Γ(1 + 2s− 2α)

Γ(2α+ 1 + s− α)Γ(2α+ 1 + 2(s− α))Γ(1 + s− α)

= 22α+2s ×
[
Γ
(
α+ 1

2

)]2 [
Γ
(
s+ 1

2

)]2
Γ(1 + 2s− 2α)

Γ(α+ s+ 1)Γ(2s+ 1))Γ(1 + s− α)

L’égalité (3.2) devient :

∫ +∞

0
x−2s−1J2

α(x)dx

= 2−2α+2α+2s × Γ(2α− 2s)[
Γ
(
α+ 1

2

)]2
Γ
(
α− s+ 1

2

)
Γ
(
s− α+ 1

2

)
×
[
Γ
(
α+ 1

2

)]2 [
Γ
(
s+ 1

2

)]2
Γ(1 + 2s− 2α)

Γ(α+ s+ 1)Γ(2s+ 1))Γ(1 + s− α)

= 22s ×
Γ(2α− 2s)

[
Γ
(
s+ 1

2

)]2
Γ(1 + 2s− 2α)

Γ
(
α− s+ 1

2

)
Γ
(
s− α+ 1

2

)
Γ(α+ s+ 1)Γ(2s+ 1))Γ(1 + s− α)

(3.3)

La formule de Legendre-Gauss (Théorème 2.1.1), donne alors :

• Γ(2α− 2s) =
1√
π
× 22α−2s−1)Γ(α− s)Γ

(
α− s+

1

2

)
.

• Γ[2(s− α) + 1] = Γ

[
2

(
s− α+

1

2

)]
=

1√
π

22s−2αΓ

(
s− α+

1

2

)
Γ(s− α+ 1).

• Γ(2s+ 1) = Γ

[
2

(
s+

1

2

)]
=

1√
π

22sΓ

(
s+

1

2

)
Γ(1 + s).
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Enfin, l’égalité (3.3) devient :∫ +∞

0
x−2s−1J2

α(x)dx

=
22s+2α−2s−1+2s−2α−2s

π
×

Γ(α− s)Γ
(
α− s+ 1

2

) [
Γ
(
s+ 1

2

)]2
Γ
(
s− α+ 1

2

)
Γ
(
s− α+ 1

2

)
1√
π

Γ
(
α− s+ 1

2

)
Γ
(
s− α+ 1

2

)
Γ(s+ α+ 1)Γ

(
s+ 1

2

)
Γ(s+ 1)Γ(s− α+ 1)

=
1

2
√
π

Γ(α− s)Γ
(
s+ 1

2

)
Γ(s+ 1)Γ(s+ α+ 1)

.

�



82 CHAPITRE 4. MOMENTS DE TYPE GAMMA



Deuxième partie

Processus de diffusion et fonctions

spéciales

83





Chapitre 5

Résultats généraux, premier

exemple

5.1 Processus markovien

Sauf contre-indication, on suppose que b, σ sont des fonctions définie sur R globalement

Lipschitziennes (et donc à croissance linéaire). Soient un réel x et (Bt)t≥0 un mouvement

brownien réel. On considère l’équation stochastique réelle :{
dXt = σ(Xt)dBt + b(Bt)dt, t ≥ 0

X0 = x
. (1.1)

Sous ces conditions, l’équation (1.1) admet une unique solution qui s’exprime alors sous la

forme intégrale :

Xt = x+

∫ t

0
b(Xs)ds+

∫ t

0
σ(Xs)dBs︸ ︷︷ ︸

(Intégrale d’Itô)

.

Le but de ce chapitre est d’étudier pour certaines équations du type (1.1) la loi du temps

d’atteinte des points a :

τa = inf{t > 0 | Xt = a} ∈ [0,+∞].

85
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On va faire apparâıtre les distinctions : a = x, a > x, et a < x.

Définition 5.1.1 (Propriété de Markov faible) On note Px la loi du processus (Xt)t≤0

issu de x (ie : X0 = x) On dit que (Xt)t≥0 possède la propriété de Markov faible si pour toute

fonctionnelle mesurable bornée F , on a, pour tout t ≥ 0 :

Ex [F ((Xt+u)u≥0) | Ft] = Ex [F ((Xu)u≥0)] .

La solution d’une EDS du type (1.1), a la propriété de Markov simple parce que :

Xt+u = Xt +

∫ u

0
b(Xt+s)ds+

∫ u

0
σ(Xt+s)dB̃s,

où (B̃s)s≥0 est un mouvement brownien indépendant de Xt.

Présentons à présent la version forte. On considère un temps d’arrêt T relativement à la

filtration (Ft)t≥0. T est alors une variable aléatoire positive telle que :

∀t ≥ 0 : {T ≤ t} ∈ Ft.

On définit la filtration arrêtée : FT = {A ∈ F | ∀t ≥ 0 : A ∩ {T ≤ t} ∈ Ft}.
Faits : T,BT , XT sont FT -mesurables.

Définition 5.1.2 (Propriété de Markov forte) On dit que (Xt)t≥0 possède la propriété

de Markov forte si pour tout temps d’arrêt fini T, on a, pour toute fonctionnelle mesurable

bornée F :

Ex [F ((XT+u)u≥0) | FT ] = EXT [F ((Xu)u≥0)] .

Théorème 5.1.3 La solution de l’équation 1.1 possède la propriété de Markov forte. De

plus, sous des conditions standards sur σ et b, ce processus a des trajectoires continues.

On définit le noyau Markovien Pt : pour tout réel t ≥ 0, pour tout réel x :

Pt[f(x)] = Ex[(f(Xt))].

La famille (Pt)t≥0 forme un semi-groupe. En effet, en utilisant la propriété de Markov forte :

(Pt ◦ Ps)[f(x)] = Ex[Ps[f(Xt)]] = Ex[EXt [f(Xs)]] = Ex[f(Xt+s)] = Pt+s[f(x)].

5.2 Temps d’atteinte, exemple du brownien

Notation 5.2.1 Soit a un réel, on notera τa le temps d’atteinte :

τa = inf{t > 0 | Xt = a}.
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Exemple 5.2.2 Observons le temps d’atteinte τa pour le processus : Xt = x + Bt. (cas

b = 0, σ ≡ 1).

Par la loi du 0 − 1 du brownien : si x = a : τa = 0. Et pour x 6= a la loi de τa sous Px est

égale à la loi de τa−x sous P0 car (Bt)t≥0 ne dépend pas de x. On se ramène alors à l’étude

de τa sous P0.

Par symétrie des trajectoires du brownien, on a τa
L
= τ−a. On se restreint donc au cas a > 0.

On rappelle alors la propriété d’auto-similarité spécifique au brownien :

∀c > 0 : {Bct, t ≥ 0} L= {
√
cBt, t ≥ 0}.

Ce qui entrâıne, sous P0, pour tout a > 0 :

τa = inf{t > 0 | Bt = a} L= inf

{
t > 0 | 1

a
Bt = 1

}
L
= inf

{
t > 0 | B t

a2
= 1
}

L
= a2 inf

{
t

a2
> 0 | B t

a2
= 1

}
L
= a2 inf{s > 0 | Bs = 1} L= a2τ1.

On est donc ramené à l’étude de τ1 sous P0. Pour tout t ≥ 0 :

{τ1 ≤ t} =

{
sup

0≤u≤t
Bu ≥ 1

}
∈ Ft.

(Donc τ1 est un temps d’arrêt). De plus P(τ1 < +∞) (par récurrence du mouvement brow-

nien). La propriété de récurrence du brownien est la suivante : en dimension 1, (ça marche

en dimension 2 aussi) : l’ensemble {t ≥ 0 | |Bt − x| ≤ r} est non borné pour tout réel x et

tout r > 0.

Enfin : Bτ1 = 1, par continuité des trajectoires du brownien.

On considère M
(λ)
t = e−λBt−

λ2t
2 , pour un λ > 0. (Le brownien géométrique de paramètre λ)

Nous avons :

E0(M
(λ)
t ) = e−

λ2t
2 E0(eλBt) = e−

λ2t
2 × e

λ2t
2 = 1.

Le brownien géométrique ayant la propriété de Markov forte :

E0[M (λ)
τ1 ] = 1, or : M

(λ)
T = eλ−

λ2T
2 , donc : E0

(
e−

λ2T
2

)
= e−λ.

Dès lors pour tout µ ≥ 0 : E0

(
e−µτ1

)
= E0

(
e
√

2µ2τ1
2

)
= e−

√
2µ, qui est la transformée de

Laplace d’une variable suivant la loi 2Z 1
2
, où Z 1

2
est la loi positive

1

2
−stable.
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Proposition 5.2.3 Le temps d’atteinte τ1 pour le processus Xt = x+Bt vérifie :

τ1
L
= 2Z 1

2

L
=

1

2γ 1
2

.

Et la loi explicite de τ1 est :

Pτ1 =
e−

1
2x

√
2πx3

1]0,+∞[(x).dx.

On en déduit pour tout a > 0 :

τa
L
= 2a2Z 1

2

L
=

a2

2γ 1
2

, et est de densité : x 7−→ ae−
a2

2x

√
2πx3

.

Preuve de la proposition 5.2.3 La première égalité en loi vient d’être explicitée. Pour

la seconde égalité en loi, deux approches :

— Par changement de variable successif :

dPγ 1
2

=
e−x√
πx
1]0,+∞[(x).dx =⇒ dP2γ 1

2

=
e−

x
2√
π x2
1]0,+∞[

(x
2

)
.d
(x

2

)
=

e−
x
2

√
2πx

1]0,+∞[(x).dx

=⇒ dP 1
2γ 1

2

=
e−

1
2
× 1
x√

2π
x

1]0,+∞[

(
1

x

)
.d

(
1

x

)

=⇒ dP 1
2γ 1

2

=
1

x2

e−
1
2
× 1
x√

2π
x

1]0,+∞[(x).dx =
e−

1
2x

√
2πx3

1]0,+∞[(x).dx.

Nous allons montrer que 2Z 1
2

L
=

1

2γ 1
2

en montrant que ces deux lois ont la même

transformée de Laplace. Ce qui revient à prouver que pout tout λ positif ou nul :

Iλ :=

∫ +∞

0
e−λx

(
e−

1
2x

√
2πx3

)
dx = e−

√
2λ.

Nous avons à ce stade deux moyens différents pour établir cette égalité :

i) Par équations différentielles : λ 7−→ e−
√

2λ est la solution unique sur ]0,+∞[ à

l’équation :


y′ = − 1√

2λ
y

y(0) = 1

Nous allons montrer que λ 7−→ Iλ est aussi cette

solution. Tout d’abord : I0 =

∫ +∞

0

e−
1
2x

√
2πx3

dx = 1, car x 7−→ e−
1
2x

√
2πx3

1]0,+∞[(x) est
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une densité de probabilité.

Ensuite, par dérivation sous le signe intégral, et changement de variable v =
1

2λx
:

I ′λ = −
∫ +∞

0
e−λx

e−
1
2x

√
2πx

dx

=

∫ +∞

0
e−

1
2v

e−λv√
2π × 1

2λv

×
(
− 1

2λ

)
dv

v2

= − 1√
2λ

∫ +∞

0
e−

1
2v

e−λv√
2πv3

dv = − 1√
2λ
Iλ.

ii) Par un calcul direct : l’égalité est vraie si et seulement si

∫ +∞

0

e−λx−
1
2x
−
√

2λ

√
2πx3

dx = 1,

c’est-à-dire :

∫ +∞

0

e
− 1

2

(√
2λx− 1√

x

)2
√

2πx3
dx = 1. Or, en posant µ =

√
2λ :

∫ +∞

0

e
− 1

2

(
µ
√
x− 1√

x

)2
√

2πx3
dx = 1 ⇐⇒

(x=y2)

√
2

π

∫ +∞

0

e
− 1

2

(
µy− 1

y

)2
y2

dy = 1

⇐⇒
(z=
√
µy)

√
2µ

π

∫ +∞

0
e−

µ
2 (z− 1

z )
2 dz

z2︸ ︷︷ ︸
Jλ

= 1.

Or en faisant le changement de variable : z =
1

t
:

Jλ =

∫ +∞

0
e−

µ
2 (z− 1

z )
2 dz

z2
=

∫ +∞

0
e−

µ
2 (t− 1

t )
2

dt

En sorte que : Jλ =
1

2

∫ +∞

0
e−

µ
2 (z− 1

z )
2
(

1 +
1

z2

)
dz. Dès lors :

Jλ =
1

2

∫ 1

0
e−

µ
2 (t− 1

t )
2
(

1 +
1

t2

)
dt+

1

2

∫ +∞

1
e−

µ
2 (t− 1

t )
2
(

1 +
1

t2

)
dt

=
(u= 1

t
)

1

2

∫ 1

0
e−

µ
2 (t− 1

t )
2
(

1 +
1

t2

)
dt+

1

2

∫ 1

0
e−

µ
2 (u− 1

u)
2
(

1 +
1

u2

)
du

=

∫ 1

0
e−

µ
2 (u− 1

u)
2
(

1 +
1

u2

)
du

=
(v=u− 1

u
)

∫ +∞

0
e−

µ
2
v2dv =

1
√
µ

∫ +∞

0
e−

w2

2 dw =

√
π√
2µ
.

D’où le résultat.
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— Grâce à la formule de Gauss : il y a un lien assez évident avec la loi positive
1

2
−stable,

nous avions prouvé : 
∀λ ≥ 0 : E

(
e
−λZ 1

2

)
= e−

√
λ

∀0 ≤ s ≤ 1

2
: E

(
Zs1

2

)
=

Γ(1− 2s)

Γ(1− s)
Or, d’après la formule de Gauss :

Γ(1− 2s)

Γ(1− s)
=

4−sΓ
(

1
2 − s

)
√
π

.

Mais :

E

[(
1

4γ 1
2

)s]
= 4−s

∫ +∞

0
xs

e−
1
x

√
πx3

dx =
4s√
π

∫ +∞

0
u−(s− 1

2)e−udu =
4s√
π

Γ

(
1

2
− s
)
.

Les transformées de Mellin correspondent donc : Z 1
2

L
=

1

4γ 1
2

.

�

Remarque 5.2.4 Nous avons un moyen de retrouver la loi de la variable aléatoire St :=

sup
0≤u≤t

Bu.

Tout d’abord, nous savons d’après le principe de réflexion du brownien, pour tout réel x

P (St ≤ x) = 2P(Bt ≤ x) = P(|Bt| ≤ x), donc St
L
= |Bt|.

D’autre part, en fait :

P(St ≤ x) = P(τx ≥ t) = P

(
x2

2γ 1
2

≥ t

)
= P

(√
2tγ 1

2
≤ t
)
.

Or on sait que |Bt|
L
=
√
t|B1|. Il suffit d’écrire les densités de 2γ 1

2
et de |B1| pour constater

que ce sont les mêmes.

5.3 Générateurs infinitésimaux et équations différentielles or-

dinaires

Définition 5.3.1 Le générateur infinitésimal du processus ayant la propriété forte de Mar-

kov (Xt)t≥0 qu’on note L est une application linéaire de C2(R) vers C0(R) définie pour toute

f de classe C2(R) par :

L(f) : x 7−→ (σ(x))2

2
f ′′(x) + b(x)f ′(x).
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Rappelons, la définition d’un processus d’Itô, ainsi que la formule d’Itô.

Définition 5.3.2 On dit que (Xt)t≥0 est un processus d’Itô s’il est donné par :

dXt = u(t)dt+ v(t)dBt,

où u : [0,+∞[×Ω 7−→ R appartient presque sûrement à L1([0, t[), pour tout t ≥ 0

et v : [0,+∞[×Ω 7−→ R est mesurable, adapté à la filtration naturelle du brownien et appar-

tient à L2([0, t[), pour tout t ≥ 0.

Théorème 5.3.3 (Formule d’Itô) Soit (Xt)t≥0 un processus d’Itô donné par l’équation

aux dérivées stochastiques :

dXs = σ(Xs)dBs + b(Xs)ds

Et soit une fonction numérique déterministe appartenant à la classe C2(R).

Alors le processus (f(Xt))t≥0 est lui aussi un processus d’Itô donné par la formule :

f(Xt) = f(x) +

∫ t

0
f ′(Xs)dXs +

1

2

∫ t

0
f ′′(Xs)d 〈X〉s ,

où :

d 〈X〉s = σ(Xs)
2 d 〈B〉s

ds
= σ(Xs)

2ds.

Pt est alors associé au générateur infinitésimal L :

Proposition 5.3.4 Considérons le noyau (Pt)t≥0 Markovien de l’équation (1.1), alors Pt

qui s’écrit sous la forme etL.

Preuve de la proposition 5.3.4 En partant de la formule d’Itô :

f(Xt) = f(x) +

∫ t

0

[
f ′(Xs)b(Xs) + f ′′(Xs)

σ(Xs)
2

2

]
ds+

∫ t

0
f ′(Xs)σ(Xs)dBs,

et donc :

Pt(f)− f(x)

t
=
Ex [f(Xt)]− f(x)

t

=
1

t
Ex

[∫ t

0

(
f ′(Xs)b(Xs) + f ′′(Xs)

σ(Xs)
2

2

)
ds

]
+

1

t
Ex

[∫ t

0
f ′(Xs)σ(Xs)dBs

]
=

1

t
Ex

[∫ t

0

(
f ′(Xs)b(Xs) + f ′′(Xs)

σ(Xs)
2

2

)
ds

](
car

∫ t

0
f ′(Xs)σ(Xs)dBs est centrée

)
= Ex

[
1

t

∫ 1

0
L(f)(Xs)ds

]
−−→
t→0

Ex [L(f)(X0)] = L(f)(x), par continuité.

D’où :
Pt − Id

t
−−→
t→0

L. On en déduit l’expression avec le générateur infinitésimal : Pt = etL.

�
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Proposition 5.3.5 Pour toute fonction f déterministe de classe C2(R) :

Ex [f(Xt)]− Ex
[∫ t

0
L(f)(Xs)ds

]
= f(x).

Preuve de la proposition 5.3.5 Encore d’après le formule d’Itô, on a pour tout réel

t ≥ 0 :

f(Xt)−
∫ t

0
L(f)(Xs)ds = f(x) +

∫ t

0
f ′(Xs)σ(Xs)dBs.

Or

(∫ t

0
f ′(Xs)σ(Xs)dBs

)
t≥0

est une martingale centrée.

Alors on en déduit que

(
f(Xt)−

∫ t

0
L(f)(Xs)ds

)
t≥0

est aussi une martingale d’espérance

constante égale à f(x). Ainsi, en passant aux espérances sous x :

Ex [f(Xt)]− Ex
[∫ t

0
L(f)(Xs)ds

]
= f(x).

�

Remarque 5.3.6 (importante) Cette propriété s’étend aux (Ft)t≥0−temps d’arrêts finis :

f(x) = Ex [f(XT )]− Ex
[∫ T

0
L(f)(Xs)ds

]
.

Soit f une solution de l’équation différentielle ordinaire : L(f) = 0 sur un intervalle ]a, b[.

Alors, pour tout x de ]a, b[:

f(x) = Ex [f(XT )] .

On a alors transformé par une méthode probabiliste une équation différentielle ordinaire en

une équation sur une moyenne.

5.4 Loi du temps d’arrêt

Soit Tλ un temps d’arrêt de loi exponentielle de paramètre λ > 0, indépendant de Xt,

solution de l’équation (1.1). On note le processus ”tué” :

X
(λ)
t =

{
Xt si t ≤ Tλ
∂ sinon

,

où ∂ est un ”point cimetière.”

On rappelle que P(Tλ > t) = e−λt, et
(
X

(λ)
t

)
t≥0

est un processus de Markov. Son noyau est :
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P
(λ)
t = e−λtPt. C’est un semi-groupe, car pour tous s, t ≥ 0 :

P
(λ)
t

[
P (λ)
s (f)

]
(x) = e−λ(t+s)Pt[Ps(f)](x)

= e−λ(t+s)Ps+t(f)(x) = P
(λ)
s+t(f)(x).

Dès lors :

P
(λ)
t (f) = e−λtPt(f) = P(Tλ > t)× Ex[f(Xt)] =

⊥⊥
Ex[f(Xt)1{t<Tλ}] = Ex

[
f(X

(λ)
t )
]
.

(égalité encore valide en remplaçant t par un temps d’arrêt fini presque sûrement) D’autre

part :

P
(λ)
t − Id
t

=
e−λt − 1

t
Pt +

Pt − Id
t

−−→
t→0

L − λId.

Le générateur infinitésimal associé est alors : L(λ) = L − λId.
D’après la formule de Dynkin, appliquée à un temps d’arrêt T fini presque sûrement et au

processus tué :

f(x) = Ex

[
f
(
X

(λ)
T

)]
− Ex

[∫ T

0
L(λ)(f)(X(λ)

s )ds

]
.

Alors, si f (λ) est une solution de la ”bonne” équation différentielle : L(λ) = 0, et en considérant

le temps d’atteinte τa, la formule de Dinkin devient :

f (λ)(x) = Ex

[
f
(
X(λ)
τa

)]
−0 = Ex

[
eλτaf (λ)(Xτa)

]
= Ex

[
e−λτaf (λ)(a)

]
= f (λ)(a)Ex

(
e−λτa

)
.

D’où :

Ex

(
e−λτa

)
=
f (λ)(x)

f (λ)(a)
.

Ce point de vue va permettre de déterminer la loi du temps d’arrêt, via sa transformée de

Laplace. L’espace vectoriel L(λ) = 0 est de dimension 2. Et l’on a supprimé une dimension

en divisant par f (λ)(a). La transformée de Laplace étant unique, il faut imposer une autre

condition.

Théorème 5.4.1 (Dynkin)

— L’EDO L(λ) = 0 admet une unique solution positive u
(λ)
a valant 1 en x = a et

décroissante sur [a,+∞[, et elle est donnée par la relation :

∀x > a : u(λ)
a (x) = Ex

(
e−λτa

)
.

— L’EDO L(λ) = 0 admet une unique solution positive u
(λ)
a valant 1 en x = a et croissante

sur ]−∞, a], et elle est donnée par la relation :

∀x < a : u(λ)
a (x) = Ex

(
e−λτa

)
.
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Exemple 5.4.2 Revenons sur le mouvement brownien, dans ce cas L(f) =
1

2
f ′′, et donc

L(λ)(f) =
1

2
f ′′ − λf. Les solutions de l’EDO L(λ) = 0 sont de la forme :

αe−
√

2λx + βe
√

2λx, α, β ∈ R.

Faisant usage du Théorème de Dynkin 5.4.1

— Si x > a, alors : Ex
(
e−λτa

)
= e−

√
2λ(x−a).

— Si x < a, alors : Ex
(
e−λτa

)
= e
√

2λ(x−a).

Le brownien étant invariant spatialement, on se ramène à x = 0, puis par symétrie à a > 0,

et l’on retrouve l’objet de la Proposition 5.2.3, qui donne le résultat.



Chapitre 6

Étude du mouvement brownien

avec dérive

Définition 6.0.1 On appelle mouvement brownien avec dérive tout processus de la forme :

Xt = Bt + µt, avec µ 6= 0.

— Si µ > 0, alors presque sûrement : Xt −−−−→
t→+∞

+∞.
— Si µ < 0, alors presque sûrement : Xt −−−−→

t→+∞
−∞.

Ainsi (Xt)t≥0 est un processus transitoire, c’est -à-dire qu’il quitte tout compact en un temps

fini presque sûrement. Et si a = x = X0 alors τa = 0 presque sûrement, du fait des variations

infinitésimales du brownien.

Si x 6= a, il y a 4 cas distinctes à considérer :

i) µ < 0, x > a,

ii) µ > 0, x < a,

iii) µ < 0, x < a,

iv) µ > 0, x > a.

Dans les cas (i) et (ii), la divergence presque sûre du brownien avec dérive assure que τa est

presque fini sûrement. Dans les deux derniers cas, τa peut être a priori infini.

Du fait de la symétrie du brownien, on va se contenter de traiter les cas (i) et (iv), qui

deviennent les cas :

i’) µ < 0, a < 0,

iv’) µ > 0, a < 0.

95
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6.1 Transformée de Laplace du temps d’atteinte

Proposition 6.1.1 Si x = 0 et si a, µ < 0, alors pour tout λ ≥ 0 :

Ex

(
e−λτa

)
= e

a
(
µ+
√

2λ+µ2
)
.

Preuve de la proposition 6.1.1 Nous avons : dXt = dBt+µdt. Donc : L(f) =
1

2
f ′′ + µf ′,

puis L(λ) =
1

2
f ′′ + µf ′ − λf.

On doit donc résoudre l’EDO : f ′′ + 2µf ′ − 2λf = 0.

On pose f(x) = ecxg(x), et alors : f ′(x) = cecxg(x) + ecxg′(x) = ecx [cg(x) + g′(x)] .

f ′′(x) = cecx [cg(x) + g′(x)] + ecx [cg′(x) + g′′(x)] = ecx [cg(x) + (c+ 1)g′(x) + g′′(x)] .

L’équation donne alors :

ecx
[
cg(x) + (c+ 1)g′(x) + g′′(x) + 2µ

(
cg(x) + g′(x)

)
− 2λ

]
= 0

⇐⇒ ecx
[
g′′(x) + (c+ µ)g′(x) + (c2 + 2µc− 2λ)g(x)

]
= 0.

En choisissant c = −µ l’équation différentielle devient : g′′− (µ2 + 2λ)g = 0, et nous sommes

revenus à une EDO croisé pour le cas brownien, les solutions étant de la forme :

g(x) = αe−x
√

2λ+µ2 + βex
√

2λ+µ2 , où : α, β ∈ R.

Et donc la solution générale est de la forme :

f(x) = αe
−x
(
µ+
√

2λ+µ2
)

+ βe
−x
(
µ−
√

2λ+µ2
)
, où α, β ∈ R.

Comme τa est presque sûrement fini, on peut appliquer le Théorème de Dynkin 5.4.1. En

constatant la positivité ou la négativité des arguments des exponentielles, et sachant qu’en a

la sution doit valoir 1 on en conclut que dans le cas a < 0, µ < 0 :

E0

(
e−λτa

)
= e

a
(
µ+
√

2λ+µ2
)
.

�

Corollaire 6.1.2 Dans le cas du brownien avec dérive, où µ, a < 0 : τa est infiniment divi-

sible.

Preuve de la corollaire 6.1.2 Comme µ < 0, alors :
√
λ+ µ2 + µ =

√
λ+ µ2 −

√
µ2.

Or, pour tout t > 0, et pour tout s de ]0, 1[:

ts =
s

Γ(1− s)

∫ +∞

0

(
1− e−tx

)
x−s−1dx.
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Alors, avec s =
1

2
, alors :

√
t =

1

2Γ
(

1
2

) ∫ +∞

0

(
1− e−tx

) dx

x
3
2

=
1

2π

∫ +∞

0

(
1− e−tx

) dx

x
3
2

.

Avec t = λ+ µ2, et t = µ2 cela donne :√
λ+ µ2 −

√
µ2 =

1

2π

∫ +∞

0

(
1− e−(λ+µ2)x

) dx

x
3
2

− 1

2π

∫ +∞

0

(
1− e−µ2x

) dx

x
3
2

=
1

2π

∫ +∞

0

(
e−µ

2x − e−(λ+µ2)x
) dx

x
3
2

=
1

2π

∫ +∞

0

(
1− e−λx

) e−µ2xdx

x
3
2

Ce qui donne :

E0

(
e−

λ
2
τa
)

= exp

[
−
∫ +∞

0

(
1− e−λx

) |a|e−µ2x
2
√
πx3

dx

]
.

En posant dν(x) =
|a|e−µ2x

2
√
πx3

.dx, le Corollaire de De Finetti 4.1.4 nous dit que τa est bien

infiniment divisible. �

Remarque 6.1.3 Cela se comprend notamment par invariance spatiale et continuité des

trajectoires : atteindre a à partir de 0 est équivalent à passer par
a

n
à partir de 0 puis

2a

n
à

partir de
a

n
, etc : τa

L
= τ a

n
+ · · ·+ τ a

n
.

6.2 Densité du temps d’atteinte

Proposition 6.2.1 Pour tout a < 0, la densité de τa issu de 0 est :

ϕτ (t) =
|a|

2
√
πx3

exp

[
−2µ2x− a2

2x
+ |aµ|

]
1[0,+∞[(x).

Preuve de la proposition 6.2.1 Nous avons, de ce qui précède : E0

(
e−

λ
2
τa
)

= e|aµ| × e−|a|
√
µ2+λ.

Nous allons exprimer le second facteur comme la transformée de Laplace de la variable

τ̃a =
L
=

a

2γ 1
2

, grâce à la Proposition 5.2.3.

Nous avons vu que dans le cas a < 0, pour tout θ > 0 : E0

(
e−θτ̃a

)
= e−|a|

√
2θ. Ici il nous faut

2θ = µ2 + λ, donc θ =
µ2 + λ

2
. Dès lors, en notant ϕτ̃a la densité de τ̃a :

E0

(
e−

λ
2
τa
)

= e|aµ|E0

(
e−

µ2+λ
2

τ̃a

)
= e|aµ|

∫ +∞

0
e−

µ2+λ
2

xϕτ̃a(x)dx.
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Par identification, la densité de τa est :

ϕτa(x) = e|aµ|e−
µ2

2
xϕτ̃a(x)

= e|aµ|−
µ2

2
x × |a|e

−a
2

2x

√
2πx3

1[0,+∞[(x)

=
|a|

2
√
πx3

exp

[
−2µ2x− a2

2x
+ |aµ|

]
1[0,+∞[(x).

�

Remarque 6.2.2

— ϕτa est appelée densité du semi-groupe stable relativiste, ou encore semi-groupe stable

tempéré d’indice
1

2
.

— La propriété de semi-groupe provient du caractère infiniment divisible de τa. En effet

l’égalité en loi :

τa
L
= τ a

n
+ · · ·+ τ a

n

L
= τa k

n
+ τan−k

n

peut s’interpréter par : ϕτa = ϕτ
a kn

∗ ϕτ
an−kn

.

En fait, on peut montrer par un calcul direct de convolution que pour tous a, b < 0 :

ϕτa+b = ϕτa ∗ ϕτb .

— Lors de la démonstration du caractère ”ID” de τa, on a vu que :

E0

(
e−λτa

)
= exp

−|a|∫ +∞

0

(
1− e−λt

) e−
µ2t
2

√
2πt3

dt

 .
Il s’agit d’une mesure de Lévy tempérée par un paramètre exponentiel e−

µ2t
2 qui

dépend donc du drift µ.

6.2.1 Cas a < x, µ > 0

On se ramène à nouveau au cas x = 0, soit a < 0, et les calculs conduisant à E0

(
e−λτa

)
sont

identiques, et l’on trouve :

Proposition 6.2.3 Pour tout µ < 0 :

E0

(
e−λτa

)
= e

a
(
µ+
√

2λ+µ2
)
.
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Corollaire 6.2.4 Pour tout µ > 0 :

Pτa(. | τa < +∞) = Pτ ′a ,

où τ ′a est le temps d’atteinte pour −µ, et Pτa(. | τa < +∞) est la loi de τa sachant l’évènement

{τa < +∞}.

Preuve du corollaire 6.2.4 Nous avons :

P(τa < +∞) = lim
λ→0

E0

(
e−λτa

)
= lim

λ→0
e
−|a|

(√
2λ+µ2+µ

)
= e−2|a|µ < 1

Et donc : P(τa = +∞) = 1 − e−2|a|µ > 0. Avec probabilité égale à 1− e−2|a|µ, le brownien

avec dérive µ > 0 issu de x > a n’atteint jamais la valeur a.

D’autre part, on a :

E0

(
e−λτa | τa < +∞

)
=
E0

(
e−λτ1(τa<+∞)

)
P0(τa < +∞)

=
E0

(
e−λτa

)
e2aµ

= e
a
(
µ+
√

2λ+µ2
)

= E0

(
e−λτa

)
.

�

Remarque 6.2.5

— On en déduit alors la loi de τa dans le cas a < 0, µ > 0 :

dPτa(t) =
(

1− e−2|a|µ
)
δ+∞(t) +

|a|√
2πt3

exp

[
−2|a|µ− a2

2t
− 2µ2t

]
1[0,+∞[(t)dt

— Le cas (ii) : µ > 0, a > 0 est donc analogue au cas a < 0, µ < 0 :

dPτa(x) =
a

2
√
πx3

exp

[
−2µ2x− a2

2x
+ aµ

]
1[0,+∞[(x)dx.

— Enfin le cas (iii) : µ < 0, a > 0 est analogue au cas : µ > 0, a < 0 :

dPτa(t) =
(
1− e2aµ

)
δ+∞(t) +

a√
2πt3

exp

[
2aµ− a2

2t
− 2µ2t

]
1[0,+∞[(t)dt
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Chapitre 7

Étude du processus de

Ornstein-Uhlenbeck

Définition 7.0.1 On appelle processus de Ornstein-Uhlenbeck le processus solution de l’équation

aux dérivées stochastiques : {
X0 = x

dXt = dBt + cXtdt,
,

où c, x sont des réels.

La formulation intégrale est :

Xt = x+Bt + c

∫ t

0
Xsds.

Remarque 7.0.2 D’après le Théorème 5.1.3, ce processus a une version à trajectoires

continues et est de Markov.

Proposition 7.0.3 Pour tout t ≥ 0 : Xt = ect
(
x+

∫ t

0
e−csdBs

)
.

Preuve de la proposition 7.0.3 En effet, e0(x + 0) = x = X0. Et en posant Xt = ectYt,

où Yt = x+

∫ t

0
e−csdBs :

dXt = cectYt + ectdYt + d
〈
ect, Yt

〉
= cectYt + ecte−ctdBt + 0, car ect est déterministe

= cXtdt+ dBt.

�
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Proposition 7.0.4 Considérons le cas c < 0 :

i) On a : Xt
L−−−−→

t→+∞
N
(

0,− 1

2c

)
.

ii) Si X0
L
= N

(
0,− 1

2c

)
, et si X0 ⊥⊥ (Bt)t≥0, alors : ∀t ≥ 0 : Xt

L
= N

(
0,− 1

2c

)
.

Preuve de la proposition 7.0.4

i) À t fixé, Xt est une Gaussienne (c’est une intégrale de Wiener (gaussienne centrée)

plus une constante, le tout multiplié par un facteur déterministe), et son espérance

est : ect(x+ 0) = ectx. Et sa variance est :

E(X2
t )− [E(Xt)]

2 = E[e2ctx2] + 2ectxE

(∫ t

0
e−csdBs

)
︸ ︷︷ ︸

=0

+e2ctE

[(∫ t

0
e−csdBs

)2
]
− e2ctx2

=e2ct
∥∥e−cs∥∥2

L2([0,t])
par isométrie

=

∫ t

0
e2c(t−s)ds = − 1

2c

[
e2c(t−s)

]t
0

=
1

2c

(
e2ct − 1

)
−−−−→
t→+∞

− 1

2c
.

ii) Xt est dans ce cas toujours une gaussienne, comme somme indépendante de deux

gaussiennes, multipliée par un facteur déterministe, et alors par indépendance :

E(Xt) = ectE(X0) + ectE

(∫ t

0
e−csdBs

)
= 0,

et cette fois :

E(X2
t ) = e2ct

[
E(X2

0 ) + 2E(X0)E

(∫ t

0
e−csdBs

)
+ E

((∫ t

0
e−csdBs

)2
)]

= − e2ct

2c
+ 0 +

e2ct

2c

(
1− e−2ct

)
= − 1

2c
.

�

Remarque 7.0.5

— Pour c < 0, le processus de Ornstein-Uhlenbeck est en fait récurrent positif. On peut

montrer que pour tous a, x réels : Ex(τa) < +∞, (c’est pareil que le brownien sur

ce point). Dans ce cas, le terme cXt est une force de rappel vers l’axe des abscisses,

quelque soit le signe de Xt.
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— Si c > 0, on a : 
1

2c
(e2ct − 1) = Var(Xt) −−−−→

t→+∞
+∞

E(Xt) = ect −−−−→
t→+∞

±∞, , si x 6= 0
.

Il n’y a donc plus de convergence en loi. Le processus est dit transcient.

Comme le brownien drifté (brownien avec dérive dans les cas (ii) et (iv)), on s’attend

à Px(τx = +∞) > 0, si a 6= 0. Dans ce cas cXt agit comme une force de répulsion

vers +∞ ou −∞, suivant le signe de Xt.

7.1 Transformée de Laplace du temps d’atteinte

Le processus de Ornstein-Uhlenbeck a des oscillations browniennes infinitésimales, la loi

du 0− 1 dit que : Px(τx = 0) = 1. Donc on exclut le cas a = x.

Fixons les réels λ, c, et considérons x 7−→ Ex

(
e−λτ

(c)
a

)
, où τ

(c)
a désigne le temps d’atteinte

en a du processus de Ornstein-Uhlenbeck partant de X0 = x et de paramètre c.

Le générateur infinitésimal pour l’équation : dXt = b(Xt)dt+ σ(Xt)dBt est :

L(f)(x) = b(x)f ′(x) + σ(x)
f ′′(x)

2
.

Alors ici b(x) = cx, σ(x) = 1, Et donc :

L(f)(x) = cxf ′(x) +
f ′′(x)

2
, puis L(λ)(x) = cxf ′(x) +

f ′′(x)

2
− λf(x).

Nous cherchons donc à résoudre l’équation différentielle ordinaire :

f ′′(x) + 2cxf ′(x)− 2λf(x) = 0 (E)
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Cherchons des solutions en séries entières : f(x) =
+∞∑
n=0

anx
n.

f ′(x) =
+∞∑
n=0

nanx
n−1, et 2cxf ′(x) =

+∞∑
n=0

2nanx
n

f ′′(x) =
+∞∑
n=2

n(n− 1)anx
n−2 =

+∞∑
n=0

(n+ 2)(n+ 1)an+2x
n.

L’équation (E) devient :

+∞∑
n=0

[(n+ 2)(n+ 1)an+2 + 2cnan − 2λan]xn = 0

=⇒
+∞∑
n=0

[
(n+ 2)(n+ 1)n!an+2 + 2cnn!an − 2λn!an

n!

]
xn = 0.

En posant bn = ann! (on a bn+2 = an+2(n+2)!), la série de Taylor
+∞∑
n=0

bn+2 + 2cnbn − 2λbn
n!

xn

est nulle, pour tout réel x, donc chaque coefficient est nul, nous en déduisons :

bn+2 = (−2cn+ 2λ)bn = 2bn(λ− cn) = −2c

(
n− λ

c

)
bn. (1.1)

— Si n = 2p :

b2p+2 = (−2c)

(
2p− λ

c

)
b2p

= (−4c)

(
p− λ

2c

)
b2p

= (−4c)2

(
p− λ

2c

)(
p− λ

2c
− 1

)
b2p−2

= · · · = (−4c)p
(
− λ

2c

)
p

b0.

— Si n = 2p+ 1 :

b2p+3 = (−2c)

(
2p+ 1− λ

c

)
b2p+1

= (−4c)

(
p+

c− λ
2c

)
b2p+1

= (−4c)2

(
p+

c− λ
2c

)(
p+

c− λ
2c
− 1

)
b2p−1

= · · · = (−4c)p
(
c− λ

2c

)
p

b1.
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b0 et b1 sont donc des degrés de liberté. La solution générale de (E) est donc :

f(x) = b0

+∞∑
p=0

(−4c)p
(
− λ

2c

)
p

(2p)!
x2p + b1

+∞∑
p=0

(−4c)p
(
c−λ
2c

)
p

(2p+ 1)!
x2p+1

= b0

+∞∑
p=0

4p(−cx2)p

(2p)!

(
− λ

2c

)
p

+ b1x
+∞∑
p=0

4p(−cx2)p

(2p+ 1)!

(
c− λ

2c

)
p

.

(1.2)

Mais la formule de Legendre-Gauss (Théorème 2.1.1) donne :


(2p)! = 4pp!

(
1

2

)
p

(2p+ 1)! = 4pp!

(
3

2

)
p

.

Donc, l’égalité 1.2 devient :

f(x) = b0

+∞∑
p=0

(
− λ

2c

)
p(

1
2

)
p

(−cx2)p

p!
+ b1x

+∞∑
p=0

(
c−λ
2c

)
p(

3
2

)
p

(−cx2)p

p!

=b0 1F1

− λ2c
1

2

; −cx2

+ b1x 1F1

c− λ2c
3

2

; −cx2

 .

(1.3)

f(x) = Ex

(
e−λτ

(c)
a

)
pour b0 et b1 bien choisis tels que f(a) = 1.

Remarque 7.1.1 À ce stade, un lien peut se faire avec les lois βσ,θ. En fait, nous avions

vu :

E
(
eλβσ,θ

)
=

+∞∑
n=0

λn

n!
E
(
βnσ,θ

)
=

+∞∑
n=0

λn

n!

(σ)n
(σ + θ)n

= 1F1

(
σ

σ + θ
; λ

)
.

7.2 Le cas c < 0

Lemme 7.2.1 Dans le cas du processus d’Ornstein-Uhlenbeck (Xt)t≥0 à paramètre c < 0 :

i) La loi de τ
(c)
a sous Px est égale à la loi de τ

(c)
−a sous P−x.

ii) La loi de τ
(c)
a sous Px est égale à la loi de τ

(−1)

a
√
−c sous Px

√
−c.

Preuve du lemme 7.2.1
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i) L’intégrale de Wiener

∫ t

0
e−csdBs. est une gaussienne centrée, donc symétrique. Alors :

τ (c)
a sous Px = inf{t > 0 | Xt = a} sous Px

= inf

{
t > 0 | ect

(
x+

∫ t

0
e−csdBs

)
= a

}
sous Px

L
= inf

{
t > 0 | ect

(
x−

∫ t

0
e−csdBs

)
= a

}
sous Px

= inf

{
t > 0 | ect

(
−x+

∫ t

0
e−csdBs

)
= −a

}
sous Px

L
= inf{t > 0 | Xt = −a} sous P−x

= τ
(c)
−a sous P−x.

ii) L’auto-similarité du brownien donne un changement d’échelle :

Xt = ect
(
x+

∫ t

0
e−csdBs

)
sous Px

L
= ect

(
x+

∫ −ct
0

eudB u
−c

)
L
= ect

(
x+

1√
−c

∫ −ct
0

eudBu

)
car

(
B u
−c

)
u≥0

L
=

1√
−c

(Bu)u≥0

L
=
e(−1)×(−ct)
√
−c

(
x
√
−c+

∫ −ct
0

eudBu

)
L
=
e(−1)×(−ct)
√
−c

(
x
√
−c+

∫ −ct
0

e−(−u)dBu

)
=

1√
−c

X̃−ct sous Px
√
−c,

où X̃−ct est le processus d’Ornstein-Uhlenbeck de paramètre c̃ = −1, et x̃ = x
√
−c.

Alors :

τ (c)
a sous Px = inf{t > 0 | Xt = a} sous Px

L
= inf

{
t > 0 | 1√

−c
X̃−ct = a

}
sous Px

√
−c

= inf

{
u

−c
> 0 | X̃u = a

√
−c
}

sous Px
√
−c

L
=

1

−c
inf{u > 0 | X̃u = a

√
−c} sous Px

√
−c

L
= − 1

c
τ

(−1)

a
√
−c sous Px

√
−c.

�
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Ainsi, pour tout c < 0 :

Ex

(
e−λτ

(c)
a

)
= Ex

√
−c

(
e
λ
c
τ
(−1)

a
√
−c

)
. (2.1)

Ce qui permet de se ramener au cas : c = −1. Donc :

f(x) = b0 1F1

 λ

2
1

2

; x2

+ b1 1F1

 1 + λ

2
3

2

; x2


Définition 7.2.2 En prenant b

(λ)
0 =

√
π

2λΓ
(

1+λ
2

) , b(λ)
1 = −

√
π

2λΓ
(
λ
2

) , la fonction f(x) obtenue

est appelée fonction de Hermite.

Remarque 7.2.3 Ce choix de b0, b1 va faire apparâıtre la formule de Legendre-Gauss.

Nous nous plaçons dans le cas x > a, (grâce au Lemme 7.2.1, (i)) alors d’après le Théorème

de Dynkin 5.4.1, nous devons montrer que H−λ(x) est croissante sur [a,+∞[ et vaut 1 en

x = a.

Nous avons :

b
(λ)
0 1F1

 λ

2
1

2

; x2

 =

√
π

2λΓ
(

1+λ
2

) +∞∑
p=0

(
λ
2

)
p(

1
2

)
p

x2p

p!
. (2.2)

Or, nous avons :

(1)

(
1

2

)
p

p! =
(2p)!

4p
=

(2p)!

22p

(2) Γ

(
λ

2

)
Γ

(
1 + λ

2

)
=
√

2π21−λΓ(λ) (Legendre-Gauss 2.1.1, cas m = 2)

Ici :

√
π

2λΓ
(

1+λ
2

) =
1

2

Γ
(
λ
2

)
Γ(λ)

(3)

(
λ

2

)
p

=
Γ
(
λ
2 + p

)
Γ
(
λ
2

)
(2.3)

En injectant (1), (2) et (3) de (2.3) dans l’égalité (2.2), nous obtenons :

b
(λ)
0 1F1

 λ

2
1

2

; x2

 =
1

2

Γ
(
λ
2

)
Γ(λ)

+∞∑
p=0

Γ
(
λ
2 + p

)
Γ
(
λ
2

)
(2p)!

× 22px2p

=
1

2Γ(λ)

+∞∑
p=0

Γ

(
λ+ 2p

2

)
(2x)2p

(2p)!
.

(2.4)
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De même :

b
(λ)
1 x 1F1

 1 + λ

2
3

2

; x2

 = − x
√
π

2λΓ
(
λ
2

) +∞∑
p=0

(
1+λ

2

)
p(

3
2

)
p

x2p

p!
. (2.5)

Or, nous avons : 

(4)

(
3

2

)
p

p! =
(2p+ 1)!

4p
=

(2p+ 1)!

22p

(5)

√
π

2λΓ
(
λ
2

) =
1

2

Γ
(

1+λ
2

)
Γ(λ)

(6)

(
1 + λ

2

)
p

=
Γ
(

1+λ
2 + p

)
Γ
(

1+λ
2

)
(2.6)

En injectant (4), (5) et (6) de (2.6 dans l’égalité 2.5, nous obtenons :

b
(λ)
1 x 1F1

 1 + λ

2
3

2

; x2

 = − x

2

Γ
(

1+λ
2

)
Γ(λ)

+∞∑
p=0

Γ
(

1+λ
2 + p

)
Γ
(

1+λ
2

)
(2p+ 1)!

× 22px2p

=
1

2Γ(λ)

+∞∑
p=0

Γ

(
λ+ 2p+ 1

2

)
(−2x)2p+1

(2p)!
.

(2.7)

Ainsi, les égalités (2.4) et (2.7) donnent :

H−λ(x) =
1

2Γ(λ)

+∞∑
n=0

Γ

(
λ+ n

2

)
(−2x)n

n!
(2.8)

C’est une série alternée dont on peut calculer la transformée de Mellin sur ]0, λ[. C’est grâce

au Théorème dit ”mâıtre” de Ramanujan, qui appliqué à H−λ, dit que :

∀s ∈]0, λ[:

∫ +∞

0
H−λ

(x
2

)
xs−1dx =

Γ(s)

2Γ(λ)
Γ

(
λ− s

2

)
, (2.9)

or, par changement de variable x = 2y :

2−s
∫ +∞

0
H−λ(y)ys−1dy =

Γ(s)

Γ(λ)
Γ

(
λ− s

2

)
. (2.10)

Donc : ∫ +∞

0
H−λ(y)ys−1dy =

Γ(s)

2s+1Γ(λ)
Γ

(
λ− s

2

)
. (2.11)

La stratégie qui va suivre, passer par les transformées de Mellin, nous permettra d’identifier

H−λ à une fonction définie par une intégrale, et l’expression de cette intégrale nous permettra

de justifier le sens de variation de H−λ sur [a,+∞[.

Nous avons ce lemme :
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Lemme 7.2.4

∀t > s > 0 :

∫ +∞

0

xs−1

(1 + x)t
dx =

Γ(t− s)
Γ(t)

Γ(s).

En particulier, pour tout s de ]0, 1[ :

∫ +∞

0

xs−1

1 + x
dx =

π

sin(πs)
.

Preuve du lemme 7.2.4 : On applique le Lemme 2.4.4 (ii), à la variable aléatoire X = γt,

ce qui donne, pour tout 0 < s < t :

E
(
γ−st
)

=
1

Γ(s)

∫ +∞

0
E
(
e−sγt

)
xs−1dx.

Or, d’après l’Exemple 1.1.16 : E
(
e−xγt

)
=

1

(1 + x)t
, et E

(
γ−st
)

=
Γ(t+ (−s))

Γ(t)
.D’où le résultat.

Pour le cas particulier, la Formule des compléments (Théorème 1.3.5) offre la conclusion. �

En appliquant ce Lemme 7.2.4, avec t =
λ

2
, et s :=

s

2
, nous avons :

Γ
(
λ−s

2

)
Γ
(
λ
2

) Γ
(s

2

)
=

∫ +∞

0

x
s
2
−1

(1 + x)
λ
2

dx. (2.12)

Cependant dans l’égalité (2.11), nous avons :
Γ(s)

2s+1Γ(λ)
. Nous allons faire apparäıtre Γ

(s
2

)
et Γ

(
λ

2

)
, à l’ide de la formule de Legendre-Gauss 2.1.1, cas m = 2 :


Γ
(s

2

)
Γ

(
s

2
+

1

2

)
=
√
π21−sΓ(s)

Γ

(
λ

2

)
Γ

(
λ

2
+

1

2

)
=
√
π21−λΓ(λ)

.
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Donc :

Γ(s)

2s+1Γ(λ)
Γ

(
λ− s

2

)
=

Γ
(
s
2

)
Γ
(
s
2 + 1

2

)
√
π21−s ×

√
π21−λΓ

(
λ−s

2

)
21+sΓ

(
λ
2

)
Γ
(
λ+1

2

)
=

Γ
(
s
2

)
Γ
(
λ
2

)Γ

(
λ− s

2

)
Γ
(
s+1

2

)
2λ+1Γ

(
λ+1

2

)
=

Γ
(
s+1

2

)
2λ+1Γ

(
λ+1

2

) ∫ +∞

0

x
s
2
−1

(1 + x)
λ
2

dx (Lemme 7.2.4)

=
Γ
(
s+1

2

)
2λ+1Γ

(
λ+1

2

) ∫ +∞

0

w1− s
2

w2(w + 1)
λ
2

w
λ
2 dw avec x =

1

w

=
Γ
(
s+1

2

)
2λ+1Γ

(
λ+1

2

) ∫ +∞

0

w
λ
2
− s

2
−1

(w + 1)
λ
2

dw

=
2Γ
(
s+1

2

)
2λ+1Γ

(
λ+1

2

) ∫ +∞

0

vλ−s−2+1

(v2 + 1)
λ
2

avec w = v2.

Or : Γ

(
s+ 1

2

)
=

∫ +∞

0
z
s+1
2
−1e−zdz, donc d’après le Théorème de Tonelli :

Γ(s)

2s+1
Γ

(
λ− s

2

)
=

2−λ

Γ
(
λ+1

2

) ∫ +∞

0

∫ +∞

0

vλ−s−1

(v2 + 1)
λ
2

z
s−1
2 e−zdzdv

=
21−λ

Γ
(
λ+1

2

) ∫ +∞

0

∫ +∞

0

vλ−s−1

(v2 + 1)
λ
2

(xv)s−1e−x
2v2xv2dxdv avec z = x2v2, en x

=
21−λ

Γ
(
λ+1

2

) ∫ +∞

0

∫ +∞

0

(
u
x

)λ−s−1[(
u
x

)2
+ 1
]λ

2

us−1e−u
2
(u
x

)2
dxdu avec u = xv, en v

=
21−λ

Γ
(
λ+1

2

) ∫ +∞

0

∫ +∞

0

uλ

(u2 + x2)
λ
2

xs−1e−u
2
dxdu

=

∫ +∞

0

[∫ +∞

0

21−λ

Γ
(
λ+1

2

)uλ e−u
2

(u2 + x2)
λ
2

du

]
︸ ︷︷ ︸

que l’on appelle Fλ(x)

xs−1dx par Tonelli.

Ainsi nous avons, pour tout s appartenant à ]0, λ[:∫ +∞

0
H−λ(y)ys−1dy =

Γ(s)

2s+1Γ(λ)
Γ

(
λ− s

2

)
=

∫ +∞

0
Fλ(x)xs−1dx.

Par identifications des transformées de Mellin :

H−λ(x) = Fλ(x) =

∫ +∞

0

21−λ

Γ
(
λ+1

2

)uλ e−u
2

(u2 + x2)
λ
2

du. (2.13)
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C’est cette forme intégrale qui permet d’affirmer que H−λ croit ou décroit. En effet, soit

gλ : x 7−→ 1

(u2 + x2)
λ
2

. Alors g′λ(x) =
−λx

(u2 + x2)1+λ
2

. Comme λ > 0, gλ, (et donc Fλ) décroit

sur ]0,+∞[ et croit sur ]−∞, 0[.

Et alors finalement, comme Ex

[
e−λτ

(−1)
a

]
=
H−λ(x)

H−λ(a)
:

— Si a ≥ 0, alors : x 7−→ H−λ(x)

H−λ(a)
décroit sur ]0,+∞[, en particulier sur ]a,+∞[.

— Si a < 0, alors : x 7−→ H−λ(x)

H−λ(a)
croit sur ]−∞, 0[ donc en particulier sur ]−∞, a[.

Dès lors, grâce au Lemme 7.2.1, nous obtenons :

Proposition 7.2.5 Pour le cas c < 0, la transformée de Laplace du temps d’atteinte du

processus d’Ornstein-Uhlenbeck est :

— Si x > a :

Ex

(
e−λτ

(c)
a

)
(ii)
= Ex

√
−c

(
e−

λ
c
τ
(−1)
a

)
=
Hλ

c
(x
√
−c)

Hλ
c
(a
√
−c)

,

— Si x < a :

Ex

(
e−λτ

(c)
a

)
(i)
= E−x

(
e−λτ

(c)
−a
)

=
Hλ

c
(−x
√
−c)

Hλ
c
(−a
√
−c)

.

Corollaire 7.2.6 Dans le cas c < 0, pour tous réels a, x : Px(τ
(c)
a < +∞) = 1.

Preuve du corollaire 7.2.6 Plaçons nous dans le cas c = −1. Puisque :

lim
λ→+0+

H−λ(x) = lim
λ→0+

∫ +∞

0

21−λ

Γ
(
λ+1

2

)uλ e−u
2

(u2 + x2)
λ
2

du =
2√
π

∫ +∞

0
e−u

2
du = 2

√
2,

alors :

Px(τ (−1)
a < +∞) = lim

λ→0+
Ex

(
e−λτ

(−1)
a

)
=
H−λ(εx)

H−λ(εa)
= 1,

où ε = ±1. �

Remarque 7.2.7 Pour montrer que Ex

(
τ

(c)
a

)
< +∞, il suffit juste calculer la dérivée en

λ, pour λ = 0 de la Laplace : Ex

(
e−λτ

(x)
a

)
, qui est égale à cette espérance.
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7.3 Calcul explicite de la densité dans le cas a = 0, c < 0

Toujours par symétrie (Lemme 7.2.1 (i)), on peut se ramener au cas x > a, ie x > 0, et

on va inverser la transformation de Laplace :

Ex

(
e−λτ

(c)
0

)
=
Hλ

c
(x
√
−c)

Hλ
c
(0)

=
2√
π

∫ +∞

0
e−u

2
u−

λ
c (u2 − cx2)−

λ
2cdu.

Et toujours grâce au Lemme 7.2.1 (ii), on se ramène au cas c = −1 :

τ
(c)
0 sous Px

L
= −1

c
τ

(−1)
0 sous Px

√
−c.

La transformée de Laplace devient :

Ex

(
e−λτ

(−1)
0

)
=

2√
π

∫ +∞

0
e−u

2
uλ(u2 + x2)−

λ
2 du

=
2√
π

∫ +∞

0
e−x

2v2vλx−λ(v2 + 1)−
λ
2 xλxdv avec v =

u

x

=
2x√
π

∫ +∞

0
e−x

2v2
(

v2

v2 + 1

)λ
2

dv

=
2x√
π

∫ +∞

0
e−x

2w

(
w

w + 1

)λ
2 dw

2
√
w

avec v =
√
w

=

∫ +∞

0

e−x
2w

√
πw

(
w

w + 1

)λ
2

dw

=

∫ +∞

0

xe−z√
π z
x2

( z
x2

1 + z
x2

)λ
2

x−2dz avec z = x2w

=

∫ +∞

0

e−z√
πz

(
z

x2 + z

)λ
2

dz.

Or z 7−→ e−z√
πz
1]0,+∞[(z) est la densité de la loi γ 1

2
. Ainsi :

Ex

(
e−λτ

(−1)
0

)
=

∫ +∞

0

(
z

x2 + z

)λ
2 e−z√

πz
dz

= E

( γ 1
2

x2 + γ 1
2

)λ
2

 = E

e−λ2 ln

(
1+ x2

γ 1
2

) .
Et donc par identification des transformées de Laplace, nous avons :

Sous Px : τ
(−1)
0

L
=

1

2
ln

(
1 +

x2

γ 1
2

)
.
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Et donc grâce à nouveau au Lemme 7.2.1, (ii) :

Proposition 7.3.1 Dans le cas a = 0, c < 0, x > 0 :

Sous Px : τ
(c)
0
L
= − 1

2c
ln

(
1− cx2

γ 1
2

)
.

(résultat donc encore vrai si x < 0, grâce au Lemme 7.2.1, (i))

Remarque 7.3.2 Lorsque c tend vers 0−, τ
(0−)
0 va se comporter, par développement limité,

comme
x2

γ 1
2

L
= 2x2Z 1

2
, qui a pour densité :

xe−
x2

2t

√
2πt3

1]0,+∞[(t), d’après la Proposition 5.2.3, et

qui se comporte comme
x√
2πt3

quand t tend vers +∞. On est à nouveau dans une situation

”récurrent nul”.

Nous présentons maintenant une preuve stochastique de ce que nous venons d’obtenir, nous

ferons usage du Théorème de Dubins-Schwarz :

Théorème 7.3.3 (Dubins-Schwarz) Considérons t 7−→Mt :=

∫ t

0
XsdBs la martingale lo-

cale L2, sur [0,+∞[, de crochet C(t) =

∫ t

0
X2
sds.

Alors M2
t − C(t) est aussi une martingale locale sur ]0,+∞, [ et nous avons :

(Mt)t≥0
L
=
(
BC(t)

)
t≥0

(loi de processus).

Remarque 7.3.4 La démonstration de ce théorème est dans [13]

À nouveau dans le cas c = −1, : Xt = e−t
(
x+

∫ t

0
esdBs

)
, alors en notant Mt =

∫ t

0
esdBs,

nous avons, sous Px :

τ
(−1)
0

L
= inf

{
t > 0 | e−t

∫ t

0
esdBs = −xe−t

}
= inf

{
t > 0 |

∫ t

0
esdBs = −x

}
= inf

{
t > 0 |

∫ t

0
esdBs = x

}
par symétrie de l’intégrale de Wiener

= inf{t > 0 |Mt = x}.

(Mt)t≥0 est une martingale locale L2, et son crochet est, par isométrie :

C(t) =

∥∥∥∥∫ t

0
esdBs

∥∥∥∥2

L2(Ω)

=

∫ t

0
e2sds =

1

2

(
e2t − 1

)
.
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Alors le Théorème de Dubins-Schwarz 7.3.3 donne :

τ
(−1)
0 = inf{t > 0 |Mt = x} L= inf

{
t > 0 | BC(t) = x

}
Or la fonction C est une bijection croissante de [0,+∞[ ( valant 0 en 0, +∞ en +∞, et de

dérivée égale à e2t > 0) et sa réciproque est C−1(t) =
1

2
ln(1 + 2t).

Alors, τ
(Bt)
x désignant le temps d’atteinte en x du mouvement brownien, il suit la loi

x2

2γ 1
2

d’après le Proposition 5.2.3, nous obtenons :

τ
(−1)
0 = inf

{
C−1(t) > 0 | Bt = x

}
= C(−1) (inf{t > 0 | Bt = x}) = C−1)

(
τ (Bt)
x

)
L
= C−1

(
x2

2γ 1
2

)
L
=

1

2
ln

(
1 +

x2

γ 1
2

)
.

Remarque 7.3.5 Et que se passe-t-il pour la loi de τ
(c)
a quand a > 0, (toujours dans le cas

c < 0) ?

— Dans le cas x > a > 0, on a :

Ex

(
e−λτ

(c)
a

)
=
Hλ

c
(x
√
−c)

Hλ
c
(0)

×
Hλ

c
(0)

Hλ
c
(a
√
−c)

=
Ex

(
e−λτ

(c)
0

)
Ea

(
e−λτ

(c)
0

) . (3.1)

Et alors : Ex

(
e−λτ

(c)
0

)
= Ex

(
e−λτ

(c)
a

)
× Ea

(
e−λτ

(c)
0

)
, ce qui donne en termes de lois,

dans le cas c < 0, x > a > 0 :

(
τ

(c)
0 sous Px

)
L
=
(
τ (c)
a sous Px

)
+
⊥⊥

(
τ

(c)
0 sous Pa

)
=⇒

[
− 1

2c
ln

(
1− cx2

2γ 1
2

)]
=
(
τ (c)
x sous Pa

)
∗

[
− 1

2c
ln

(
1− ca2

2γ 1
2

)]
(3.2)

On retrouve évidemment l’aspect markovien du processus.
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Pour connâıtre τ
(c)
x sous Pa, il faudrait ”déconvoler”...En fait voici un début de rai-

sonnement : on peut montrer que τ
(c)
x sous P0 est infiniment divisible, tout comme

τ
(c)
x sous P0. Dès lors, si µa désigne la mesure de Levy de τ

(c)
a sous P0, µx celle de τ

(c)
x

sous P0, alors, d’après le Théorème de De Finetti 4.1.3, d’après le Proposition 7.2.5 :

E0

(
e−λτ

(c)
a

)
=
Hλ

c
(a
√
−c)

Hλ
c
(0)

= exp

[
−
∫ +∞

0

(
1− e

λ
c
t
)

dµa(t)

]

De même pour E0

(
e−λτ

(c)
x

)
. L’égalité (3.2) donne alors :

E0

(
e−λτ

(c)
a

)
= Ea

(
e−λτ

(c)
x

)
× E0

(
e−λτ

(c)
x

)

=⇒ Ea

(
e−λτ

(c)
x

)
=
E0

(
e−λτ

(c)
a

)
E0

(
e−λτ

(c)
x

) =

exp

[
−
∫ +∞

0

(
1− e

λ
c
t
)

dµa(t)

]
exp

[
−
∫ +∞

0

(
1− e

λ
c
t
)

dµx(t)

]
= exp

[
−
∫ +∞

0

(
1− e

λ
c
t
)

d (µa − µx) (t)

]
.

(µa − µx reste une mesure positive, car la mesure de Levy associée est croissante et

a > x > 0) Mais déterminer µa par exemple revient, d’après la Proposition 7.3.1, à

avoir une représentation exponentielle pour :

Hλ
c
(a)

Hλ
c
(0)

= E

(1− ca2

γ 1
2

)−λ
c

 ...
— Et dans le cas a < 0 ? le Lemme 7.2.1 (i), nous permet d’avoir :

— Cas 0 > a > x, il s’apparente à (−x) > (−a) > 0, et alors par indépendance et
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symétrie : (
τ

(c)
0 sous Px

)
L
=
(
τ

(c)
0 sous P(−x)

)
L
=
(
τ

(c)
(−x) sous P(−a)

)
+
⊥⊥

(
τ

(c)
0 sous P(−x)

)
L
=
(
τ (c)
x sous Pa

)
+
⊥⊥

(
τ

(c)
0 sous Px

)

— Cas x > 0 > a, une relation analogue à (3.1) est :

Ex

(
e−λτ

(c)
a

)
=
Hλ

c
(x
√
−c)

Hλ
c
(a
√
−c)

=
Hλ

c
(x
√
−c)

Hλ
c
(0)

Hλ
c
(0)

Hλ
c
(a
√
−c)

= Ex

(
e−λτ

(c)
0

)
E0

(
e−λτ

(c)
a

)
.

On aurait :
(
τ

(c)
a sous Px

)
L
=
(
τ

(x)
0 sous Px

)
+
⊥⊥

(
τ

(c)
a sous P0

)
. Mais là on connait

encore moins de termes de la somme indépendante
(
τ

(c)
a sous P0

)
. C’est encore

plus difficile.

— Les cas : 0 < x < a et 0 > x > a, le Corollaire 7.2.6 nous enseigne que par exemple

dans le cas 0 < x < a et malgré la force d’attraction vers l’axe des abscisses, que ce

soit avant τ0 ou après, l’ordonnée a sera presque sûrement atteinte par Xt.

7.4 Le cas transitoire c > 0

L’équation différentielle (E) : f ′′ + 2cxf ′ − 2λf = 0 est à résoudre pour c > 0. Posons

f(x) = e−cx
2
g(x), alors nous avons :{

f ′(x) = − 2cxf(x) + e−cx
2
g′(x)

f ′′(x) = − 2cf(x)− 2cxf ′(x)− 2cxe−cx
2
g′(x) + e−cx

2
g′′(x)

.
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L’équation (E) devient :

e−cx
2 [
g′′ + 2cxg′ − 2λg − 4c2x2g − 2cg − 4cxg′ + 4c2x2g

]
= 0

Finalement : g′′ − 2cxg′ − 2(λ + c)g = 0 qui est une équation de type (E) mais dans le cas

c < 0, car cette fois c′ = −2c < 0, et λ′ = λ + c > 0, et donc tout le travail du cas c < 0

donne :

g(x) = Hλ′
c′

(
±x
√
−c′
)

= H−λ+c
c

(
±x
√
c
)

=⇒ f(x) = e−cx
2
H−1−λ

c

(
±x
√
c
)
.

Et alors, cette fois, nous aurons un résultat analogue au Lemme 7.2.1 (ii), appliqué à −č = c

pour se ramener au cas c = 1 :

iii) La loi de τ
(c)
a sous Px est égale à la loi de

1

c
τ

(1)

a
√
c

sous Px
√
c.

Dès lors, nous avons, l’égalité de série entière, dans le cas c = 1 :

H−1−λ(x) =
1

2Γ (λ+ 1)

+∞∑
p=0

Γ
(
λ+1+p

2

)
p!

(−2x)p

Or : Γ

(
λ+ p+ 1

2

)
=

∫ +∞

0
t
λ+p−1

2 e−tdt = 2

∫ +∞

0
yp+λe−y

2
dy, via le changement y2 = t,

donc grâce au Théorème de Tonelli :

H−λ−1(x) =
1

Γ(1 + λ)

∫ +∞

0

+∞∑
p=0

yp × (−2x)p

p!

 yλe−y
2
dy

=
1

Γ(1 + λ)

∫ +∞

0
e−2xy−y2yλdy.

Cette fonction décroit sur R en x car hλ(x) = yλe−2xy−y2 a pour dérivée : −2yλ−1e−2xy−y2

qui est négative.

Et alors, pour x > a, le produit ea
2−x2H−1−λ(x) décroit sur ]0,+∞[, et donc d’après le

Théorème de Dynkin 5.4.1, si a > 0 :

Ex

(
e−λτ

(1)
a

)
=
f(x)

f(a)
=
e−x

2
H−1−λ(x)

e−a2H−1−λ(a)
.
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C’est encore la bonne solution si a ≤ 0, en effet il suffit de prouver que ea
2−x2H−1−λ(x)

décroit encore sur [a, 0]. En fait le produit e−x
2
H−1−λ(x) décroit aussi sur ]−∞, 0], car :

e−x
2
H−λ−1(x) =

1

Γ(1 + λ)

∫ +∞

0
e−x

2−2xy−y2yλdy

=
1

Γ(1 + λ)

∫ +∞

0
e−(x+y)2yλdy

=
1

Γ(1 + λ)

[∫ −x
0

e−(x+y)2yλdy +

∫ +∞

−x
e−(x+y)2yλdy

]
:=

1

Γ(1 + λ)
[i(x) + j(x)] .

Nous allons prouver que i et j décroissent pour x < 0.

— Pour j :

j(x) =

∫ +∞

−x
e−(x+y)2yλdy =

(u=x+y)

∫ +∞

0
e−u

2
[u+ (−x)]λdu,

fonction qui décroit car : t < x < 0 =⇒ ∀u > 0 : [u+ (−t)]λ ≥ [u+ (−x)]λ.

— Pour i (c’est là que ça se gâte) :

i(x) =

∫ −x
0

e−(x+y)2yλdy =
(v=(−x)−y)

∫ −x
0

e−v
2
[(−x)− v]λdv.

Soient t < x < 0, on va prouver que i(t) > i(x).

Pour tout v ∈]0,−x[:

(−t)− v > (−x)− v > 0 =⇒ e−v
2
[(−t)− v]λ > e−v

2
[(−x)− v]λ > 0.

En intégrant sur ]0,−x[, sachant que ]0,−x[⊂]0,−t[:

i(t) =

∫ −t
0

e−v
2
[(−t)−v]λdv >

∫ −x
0

e−v
2
[(−t)−v]λdv >

∫ −x
0

e−v
2
[(−x)−v]λdv = i(x).

Donc finalement, e−x
2
H−1−λ(x) décroit aussi sur ]−∞, 0].

Et dans le cas x < a, le changement −x rend décroissante e−x
2
H−1−λ(−x) sur R, on prend :

e−x
2
H−λ−1(−x) =

1

Γ(1 + λ)

∫ +∞

0
e−(x−y)2yλdy,

qui est croissante sur R en x. Et donc, cette fois, pour x < a :

Ex

(
e−λτ

(1)
a

)
=
f(x)

f(a)
=
e−x

2
H−1−λ(−x)

e−a2H−1−λ(−a)
.

En effectuant le changement de 1 à c > 0 :
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Proposition 7.4.1 Pour le cas c > 0, la transformée de Laplace du temps d’atteinte du

processus d’Ornstein-Uhlenbeck est :

— Si x < a :

Ex

(
e−λτ

(c)
a

)
= ec(a

2−x2)
H−1−λ

c
(−x
√
c)

H−1−λ
c
(−a
√
c)
,

— Si x > a :

Ex

(
e−λτ

(c)
a

)
= ec(a

2−x2)
H−1−λ

c
(x
√
c)

H−1−λ
c
(a
√
c)
.

7.5 Lien avec le brownien passant une frontière parabolique

Revenons à τ
(c)
a sous Px en général pour x 6= a. Nous avons, par symétrie de l’intégrale

de Wiener et au Théorème de Dubins-Schwarz 7.3.3 :

τ (c)
a = inf

{
t > 0 | ect

(
x+

∫ t

0
e−csdBs

)
= a

}
= inf

{
t > 0 |

∫ t

0
e−csdBs = ae−ct − x

}
L
= inf

{
t > 0 |

∫ t

0
e−csdBs = x− ae−ct

}
L
= inf{t > 0 | BCc(t) = x− ae−ct},

(5.1)

où Cc(t) est le crochet de la martingale (M
(c)
t )t≥0 =

(∫ t

0
e−scdBs

)
t≥0

. C’est-à-dire :

Cc(t) = E

[(∫ t

0
e−scdBs

)2
]

=

∫ t

0
e−2csds =

1

2c

(
1− e−2ct

)
.

Cc(t), quelque soit le signe de c est croissante (de dérivée e−2ct > 0), positive, s’annulant en

t = 0, et de limite en +∞ égale à 1 si c > 0, et à +∞, si c < 0. Sa réciproque quand elle est

définie est : C−1
c (y) = − 1

2c
ln(1− 2cy). Dès lors :

— Si c < 0, Cc(t) réalise une bijection croissante de ]0,+∞[, et donc :

τ (c)
a sous Px

L
= inf{t > 0 | BCc(t) = x− ae−ct}

= inf{C−1
c (t) > 0 | Bt = x− ae−cC

−1
c (t)}

= C−1
c

[
inf{t > 0 | Bt = x− ae−cC

−1
c (t)}

]
= − 1

2c
ln
[
1− 2c inf

{
t > 0 | Bt = x− a

√
1− 2ct

}]
.
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Voici les es graphiques qui illustrent les situations :

— Si c > 0 nous obtenons cette fois :

τ (c)
a sous Px

L
= − 1

2c
ln

[
1− 2c inf

{
t ∈

]
0,

1

2c

[
| Bt = x− a

√
1− 2ct

}]
.

Voici les graphiques qui illustrent les situations :
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Remarque 7.5.1 Dans le cas c > 0, avec a = 0, nous avons en fait :

Cc(τ
(c)
0 )

L
= inf{t > 0 | Bt = x} L= x2

2γ 1
2

,
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donc : P
(
τ

(c)
0 = +∞

)
= P

(
γ 1

2
< cx2

)
> 0. Il y a un dirac en +∞ pour τ

(c)
0 .

7.6 Compléments sur les fonctions de Hermite

En premier lieu, rappelons la relation (2.8) définissant la fonction de Hermite, sous la

forme d’une série :

H−λ(x) =
1

2Γ(λ)

+∞∑
n=0

Γ

(
λ+ n

2

)
(−2x)n

n!

Définition 7.6.1 Le polynôme de Hermite d’ordre m ≥ 0 est le polynôme Hm(z) de degré

m égal à :

Hm(z) = (−1)m
dm

dzm

(
e−z

2
)
× ez2 .

Proposition 7.6.2 Pour tout entier naturel m, Hm(x) est un polynôme de degré m (appelé

polynôme de Hermite d’ordre m).

Preuve de la proposition 7.6.2

Nous avons, pour ν = m entier naturel :

Γ
(
n−m

2

)
Γ (−m)

= 0, pour n > m, et n ≤ m, avec m− n impair.

Donc

Hm(z) =

E(m2 )∑
n=0

ϕ(n)(−2z)m−2n,

avec :

ϕ(n) = lim
t→m

Γ
(
−n+ m−t

2

)
2Γ(−t)(m− 2n)!

= lim
t→m

(−t)m+1Γ
(
1 + m−t

2

)
2
(
m−t

2

)
m

Γ(m− t+ 1)(m− 2n)!
= (−1)m−n

m!

n!
,

où (x)m+1 est la notation de Pochhammer : (x)m = x× (x+ 1)× · · · × (x+m).

Et alors :

Hm(z) =

E(m2 )∑
n=0

(−1)p(2z)m−2nm!

n!(m− 2n)!
qui est polynomiale de degré m.
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(H0(z) = 1, H1(z) = 2z, H2(z) = 4z2 − 2)

Calculons la fonction génératrice exponentielle des Hn(z). Grâce au Théorème de de Fubini :

+∞∑
m=0

Hm(z)

m!
tm =

+∞∑
m=0

E(m2 )∑
n=0

(−1)n(2z)m−2ntn

p!(m− 2n)
!


=

+∞∑
n=0

(−1)n

n!

(
+∞∑
m=2n

(2z)m−2ntn

n!(m− 2n)!

)

=

+∞∑
n=0

(−1)n

n!

+∞∑
p=0

(2z)pt2n+p

k!


=

(
+∞∑
n=0

(−1)nt2n

n!

)+∞∑
p=0

(2z)ptp

p!


= e2zt−t2 .

Donc, nous avons :
+∞∑
m=0

(−1)mHm(z)

m!
tm = e−(t+z)2ez

2
.

Et par unicité du développement de Taylor : Hn(z) = (−1)m
dm

dzm

(
e−z

2
)
ez

2
= Hm(z). �

Proposition 7.6.3 Pour tout réel x, pour tous µ, λ > 0, on a :

— Hλ,µ : x 7−→
[
H−(µ+λ)(x)

]2
H−λ(x)H−(λ+2µ)(x)

est décroissante sur R.

— Pour tous λ > 1, µ > 0 : lim
x→+∞

Hλ,µ(x) = 1+.

Preuve de la proposition 7.6.3 Prenons c = −1, µ > 0, et x > y, alors on a par l’inégalité

de Cauchy-Schwarz :

Ex

(
e−(λ+µ)τ

(−1)
y

)
= Ex

(
e−(λ2 +µ)τ (−1)

y e−
λ
2
τ
(−1)
y

)
<
[
Ex

(
e−(λ+2µ)τ

(−1)
y

)] 1
2
[
Ex

(
e−λτ

(−1)
y

)] 1
2
.

Ce qui se traduit, grâce à la Proposition 7.2.5 :[
H−(λ+µ)(x)

H−(λ+µ)(y)

]2

≤
H−(λ+2µ)(x)H−λ(x)

H−(λ+2µ)(y)H−λ(y)
, ou encore :

[
H−(µ+λ)(x)

]2
H−λ(x)H−(λ+2µ)(x)

<

[
H−(µ+λ)(y)

]2
H−λ(y)H−(λ+2µ)(y)
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Ainsi : H : x 7−→
[
H−(µ+λ)(x)

]2
H−λ(x)H−(λ+2µ)(x)

est décroissante sur R.

D’autre part, nous avons vu que : H−λ−1(x) =
1

Γ(1 + λ)

∫ ∞
0

tλe−t
2−2xtdt, donc en effectuant

le changement ν = λ+ 1, pour tout ν > 1 :

H−ν(x) =
1

Γ(ν)

∫ +∞

0
tν−1e−t

2−2xtdt

=
1

(2x)ν
Γ(ν)

∫ +∞

0
sν−1e−s−

s2

4x2 ds avec s = 2xt

∼
x→+∞

(2x)−ν
(

1

Γ(ν)

∫ +∞

0
sν−1e−sds

)
= (2x)−ν .

Les fonctions de Hermite sont toutes strictement positives (la représentation intégrale le dit),

et donc, pour λ > 1, µ > 0 :

Hλ,µ(x) ∼
x→+∞

(2x)−2(λ+µ)

(2x)−λ × (2x)−(λ+2µ)
= 1.

D’où le résultat. �

On en déduit alors :

Corollaire 7.6.4 — Pour tout réel x, et pour tous λ > 1, µ > 0 : on a :

[H−λ+µ(x)]2 > H−λ(x)H−λ+2µ(x),

donc pour tout réel x, la fonction : λ 7−→ H−λ(x) est log-concave sur ]1,+∞[.

— Inégalité de Turán : pour tout réel x et pour tout λ > 1 :

H−λ(x)H−λ−2(x) ≤ [H−λ−1(x)]2

— En notant, pour tout entier n ≥ 1, le polynôme Hn le n-ème polynôme de Hermite,

on a aussi, pour tout réel x :

[Hn+1(x)]2 ≥ Hn(x)Hn+2(x).

Preuve du Corollaire 7.6.4

— Hλ,µ décroit vers 1.

— C’est l’inégalité quand λ > 1, et µ = 1.

— Lorsque λ = n ≥ 1, H−λ(x) est le polynôme de Hermite Hn(x).

�

Remarque 7.6.5 Nous avions pour x > 0 : pour tout λ > 1 : Ex

(
e−λτ

(−1)
0

)
=
H−λ(x)

H−λ(0)
.

Nous avons un quotient de deux fonctions log-concaves en λ qui donne une transformée de

Laplace qui est donc log-convexe en λ.



Chapitre 8

Etude de la diffusion de Bessel

Définition 8.0.1 On appelle diffusion de Bessel un rpocessus solution de l’équation aux

dérivées stochastiques :  X0 = x

dXt = dBt +
c

Xt
dt,

. (0.1)

où c ≥ 0

Remarque 8.0.2

— x est non nul, sinon nous avons un problème de définition.

— Si c = 0, il s’agit du cas limite : Xt = Bt + x.

— Si c est non nul, on se ramène à x > 0, par symétrie. Pour x, a > 0, nous allons donc

chercher à calculer Ex

(
e−λτ

(c)
a

)
, puis la loi de τ

(c)
a sous Px.

8.1 Un lien avec le mouvement brownien n-dimensionnel

Soient pour n ≥ 1 : (B
(1)
t )t≥0, · · · , (B(n)

t )t≥0, n browniens indépendants issus tous de 0.

Et considérons Zt =
n∑
i=1

(
B

(i)
t

)2
.

Pour tout 1 ≤ i ≤ n, par la Formule d’Itô 5.3.3 (
(
B

(i)
t

)2
= f(B

(i)
t ), où f est la fonction

carré) :

Zt = y2 + nt+ 2

n∑
i=1

∫ t

0
B(i)
s dB(i)

s ≤ 0.

Puis :

dZt = ndt+ 2

n∑
i=1

B
(i)
t dB

(i)
t . (1.1)

125



126 CHAPITRE 8. ETUDE DE LA DIFFUSION DE BESSEL

Soit alors Yt = x+
√
Zt = x+g(Zt) où g est la fonction racine carrée. Alors d’après la Formule

d’Itô 5.3.3 :

dYs =
dZs

2
√
Zs

+
1

2

(
− 1

4Zs
√
Zs

)
d 〈Zs〉

=
1

2

dZs√
Zs
− 1

8

d 〈Zs〉
Zs
√
Zs
.

Or, nous avons, par indépendance :

d 〈Zs〉 = n2(ds)2 + 4n

(
n∑
i=1

B(i)
s dB(i)

s

)
ds+ 4

(
n∑
i=1

B(i)
s dB(i)

s

)2

= 0 + 0 + 4
∑

1≤i,j≤n
B(i)
s B(j)

s dB(i)
s dB(j)

s

= 4

(
n∑
i=1

(
B(i)
s

)2 (
dB(i)

s

)2
)

= 4

(
n∑
i=1

(
B(i)
s

)2
)

ds

= 4Zsds.

Alors :

dYs =
dZs

2
√
Zs
− 1

8
× 4Zsds

Zs
√
Zs

=
dZs − ds

2
√
Zs

=
nds− ds

2Ys
+

n∑
i=1

B
(i)
s dB

(i)
s

2Ys

:=
n− 1

2Ys
ds+ dMs,

où Mt désigne la martingale :
n∑
i=1

∫ t

0

B
(i)
s

2Ys
dB(i)

s .

En fait, nous avons 〈Mt〉t = t. En effet, des calculs précédents, on tire :


dYs =

dZsds

2Ys

dMs = dYs −
n− 1

2
ds

.
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Alors :

d 〈Ms〉s = (dMs)
2 =

[
dYs −

n− 1

2
ds

] [
dYs −

n− 1

2
ds

]
= (dYs)

2 − (n− 1)

Ys
dYsds

=
(dZs)

2

4Zs
− 1

2Zs
dZsds+

1

2Zs
dZsds−

n− 1

2
dZsds

=
4

4Zs

(
n∑
i=1

(B(i)
s )2

)
ds =

1

Zs
× Zsds = ds.

Et donc cette martingale (Mt)t est un mouvement brownien (une martingale de crochet t)).

Et alors, le processus (Yt)t≥0 ainsi construit à partir de (Zt)t résout l’équation (0.1), pour

toute condition initiale non nulle x, dans le cas c =
n− 1

2
.

8.2 Transformée de Laplace du temps d’atteinte

8.2.1 Résolution de l’équation différentielle associée

Remarque 8.2.1 Considérons le processus solution (Yt)t≥0, trouvée à l’équation (0.1) dans

la sous-section précédente, donc dans le cas où c =
n− 1

2
, n ∈ N/{0, 1}.

Le Théorème du potentiel du mouvement brownien n-dimensionnel (n ≥ 2) entrâıne que :

∀n ≥ 2 : τ
(n−1

2 )
0 = inf {t > 0 | Yt = 0} = +∞, P− p.s.

Le Théorème de comparaison des diffusions entrâınent par ailleurs que si c ≤ c′, alors nous

avons τ
(c)
0 ≤ τ (c′)

0 . Donc τ
(c)
0 = +∞, P− p.s, pour tout c ≥ 1

2
.

Ainsi dans le cas où a = 0, on sait comment se comporte τ
(c)
0 si c ≥ 1

2
. (Nous redémontrerons

ce résultat par un autre moyen)

Ainsi dans le cas a = 0, il faudra étudier τ
(c)
0 pour 0 < c <

1

2
, parce que si c = 0, nous

retrouvons : Xt = x+Bt, et nous savons que τ
(0)
0
L
= τ−x

L
=

x2

2γ 1
2

, où τ−x est le temps d’atteinte

du brownien (Bt)t de la valeur (−x) (Proposition 5.2.3)

Soit c 6= 0, et soient a, x > 0, nous avons : dXs = σ(Xs)dBs + b(Xs)ds, où :

σ(x) = 1

b(x) =
c

x

.

Donc, le générateur infinitésimal est :

L(f)(x) =
(σ(x))2

2
f ′′(x) + b(x)f ′(x) =

1

2
f ′′(x) +

c

x
f ′(x).
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Ainsi l’équation différentielle ordinaire associée à l’équation (0.1) est :

L(λ)(f)(x) = 0⇐⇒ 1

2
f ′′(x) +

c

x
f ′(x)− λf(x) = 0

⇐⇒ xf ′′(x) + 2cf ′(x)− 2λxf(x) = 0.
(2.1)

Comme dans le cas du processus d’Ornstein-Uhlenbeck, nous allons chercher une solution à

cette équation (2.1) sous la forme d’une série entière : f(x) =

+∞∑
n=0

anx
n.

Nous avons : f ′(x) =
+∞∑
n=0

nanx
n−1, et f ′′(x) =

+∞∑
n=0

n(n− 1)anx
n−2. Alors :

xf ′′(x) + 2cf ′(x)− 2λxf(x) = 0⇐⇒
+∞∑
n=2

n(n− 1)anx
n−1 +

+∞∑
n=1

2cannx
n−1 +

+∞∑
n=0

(−2λ)anx
n+1 = 0

⇐⇒ 2ca1 +

+∞∑
n=0

[(n+ 2)(n+ 1)an+2 + 2c(n+ 2)an+2 − 2λan]xn+1 = 0

⇐⇒


2ca1 = 0

a0 est un degré de liberté

Si n ≥ 1 : (n+ 2)(n+ 1)an+2 + 2c(n+ 2)an+2 − 2λan = 0

⇐⇒


a1 = 0, car c 6= 0

a0 est un degré de liberté

Si n ≥ 1 : an+2 =
2λan

(n+ 2)(n+ 1 + 2c)

— Si n = 2p+ 1, où p ≥ 1 :

a2p+1 =
2λa2p−1

(2p+ 1)(2p+ 1 + 2c)
=

λa2p−1

2
(
p+ 1

2

) (
p+ 1

2 + c
)

= · · · = λp

2p
(
−1

2

)
p
×
(
c− 1

2

)
p

a1 = 0.

— Si n = 2p, où p ≥ 1 :

a2p =
2λa2p−2

(2p)(2p+ 1 + 2c)
=

λa2p−2

2p
(
p+ 1

2 + c
)

= · · · = λp

2pp!×
(
c− 1

2

)
p

a0.
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Donc, en posant ν = c− 1

2
, et comme (ν)p =

Γ (ν + p+ 1)

Γ (ν)
, alors :

f(x) =

+∞∑
p=0

a0λ
p

2p(ν)p

x2p

p!

= a0Γ(ν)

+∞∑
p=0

(
√
λ)2p

Γ(ν + p+ 1)p!

(
x√
2

)2p

= a0Γ(ν)

+∞∑
p=0

1

Γ(1 + ν + p)p!

(
x
√

2λ

2

)2p

.

Définition 8.2.2 On appelle fonction de Bessel modifiée la fonction Iν définie pour tout z

appartenant à C/R− et pour tout ν complexe, par :

Iν(z) =

+∞∑
p=0

1

Γ(ν + p+ 1)p!

(z
2

)2p+ν
.

Nous avons dès lors une première famille de fonctions solution de l’équation (2.1) :

f1,ν(x) = a0Γ(ν)

(
x
√

2λ

2

)−ν +∞∑
p=0

1

Γ(1 + ν + p)p!

(
x
√

2λ

2

)2p+ν

= a0Γ(ν)

(√
2λ

2

)−ν
×x−νIν

(
x
√

2λ
)
.

On cherche une seconde famille de solutions à l’équation (2.1), (les solutions forment un

espace vectoriel de dimension 2), sous la forme : f2,ν(x) = x−2νg(x). Nous avons dès lors :{
f ′(x) = − 2νx−2ν−1g(x) + x−2νg(x)

f ′′(x) = 2ν(2ν + 1)x−2ν−2g(x)− 4νx−2ν−1g′(x) + x−2νg′′(x)
.

Ainsi, après calculs :

xf ′′(x) + 2cf ′(x)− 2λxf(x) = 0⇐⇒ x−2ν
[
xg′′(x) + (2ν + 1)g′(x)− 2λxg(x)

]
= 0.

Donc g(x) est la solution de l’équation différentielle :

xg′′(x) + 2c̃g′(x)− 2λxg(x) = 0, où c̃ =
1− 2ν

2
= 1− c. (2.2)

Alors, d’après tout le travail fait pour l’équation (2.1), une solution de l’équation (2.2) est de

la forme :

g(x) = x−ν̃Iν̃(x
√

2λ), où ν̃ = c̃− 1

2
=

1

2
− c = −ν.

Donc : g(x) est de la forme xνI−ν(x
√

2λ). Et donc finalement la deuxième famille de solutions

de l’équation (2.1) est constituée des multiples de :

f2,ν(x) = x−2νxνI−ν(x
√

2λ) = x−νI−ν(x
√

2λ).
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8.2.2 La fonction de Mac Donald

Définition 8.2.3 La fonction de Mac Donald est la fonction Kν pour tout ν appartenant à

C/Z, et pour tout z appartenant à C/R− par :

Kν(z) =
π

2

I−ν(z)− Iν(z)

sin(πν)
.

Remarque 8.2.4 Présentons quelques propriétés élémentaires des fonctions Iν , Kν :

— Nous avons de manière immédiate que : Iν(z) = i−νJν(iz), où Jν désigne la fonction

de Bessel de première espèce d’indice ν (Définition 3.1.5)

— On en déduit que pour tout entier naturel n ≥ 1, et tout z de C/R− : I−n(z) = In(z),

car nous avions vu J−n(z) = (−1)nJn(z), et alors :

I−n(z) = i−(−n)J−n(iz) = in(−1)nJn(iz) = (−i)nJn(iz) = i−nJn(iz) = In(z).

Donc, dans le cas où ν est entier, la question de définir Kν ne se pose pas vraiment.

— Pour tout ν complexe non entier, K−ν = Kν , car sin(−πν) = − sin(πν).

— x−νKν pour ν = c − 1
2 est une solution de l’équation (2.1), car combinaison linéaire

de f1,ν et f2,ν .

Proposition 8.2.5 Pour tout ν réel non entier, et pour tout réel x > 0 :

Kν(x) =

∫ +∞

0
e−

x
2 (t+ 1

t )tν−1dt.

Lemme 8.2.6 — Pour tout réel x > 0, non entier :

Γ(x) = − 1

2i sin(πx)

∫
y
∂ω

(−z)x−1e−zdz,

où
y
∂ω est le contour limite quand δ tend vers 0+, ε tend vers 0+ et R tend vers +∞

du contour
y

∂ωδ,ε,R suivant :

— Formule de Hankel : pour tout réel x > 0 :

1

Γ(x)
= − 1

2iπ

∫
y
∂ω

(−z)−xe−zdz

Preuve du lemme 8.2.6
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— Soit f(z) = (−z)x−1e−z, on va calculer

∫
y

∂ωδ,ε,R

f(z)dz, en fonction de δ, ε, et R.∫
y

∂ωδ,ε,R

f(z)dz =

∫ ε

R
[−(r + iδ)]x−1 e−r−iδdr

+

∫ 2π−θδ

θδ

(√
ε2 + δ2eiπeiθ

)x−1
e
√
ε2+δ2eiπeiθd

(√
ε2 + δ2eiθ

)
+

∫ R

ε
[−(r − iδ)]x−1 e−r+iδdr,

où θδ est la mesure entre 0 et π de l’argument du complexe ε+ iδ. Lorsque δ tend vers

0+ :

— Dans la première intégrale de l’égalité ci-dessus : −(r + iδ) −−−−→
δ→0+

e−iπr.

— Et dans la troisième : −(r − iδ) −−−−→
δ→0+

eiπr.

— Dans la seconde intégrale : θδ −−−−→
δ→0+

0+, et :

∫ 2π−θδ

θδ

(√
ε2 + δ2eiπeiθ

)x−1
e
√
ε2+δ2eiπeiθd

(√
ε2 + δ2eiθ

)
−−−−→
δ→0+

∫ 2π

0

(
εeiπeiθ

)x−1
eεe

iπeiθ iεdθ.

Donc :

lim
δ→0+

∫
y

∂ωδ,ε,R

f(z)dz = e−iπ(x−1)

∫ ε

R
rx−1ee

−iπrdr

+

∫ 2π

0

(
εeiπeiθ

)x−1
eεe

iπeiθ iεdθ + eiπ(x−1)

∫ R

ε
rx−1ee

iπrdr.

Or, nous avons :∣∣∣∣∫ 2π

0

(
εeiπeiθ

)x−1
eεe

iπeiθ iεdθ

∣∣∣∣ ≤ εx ∫ 2π

0
e−ε cos(θ)dθ ≤ εx

∫ 2π

0
e−εdθ = 2πεxe−ε −−−−→

ε→0+
0,

car x > 0. Donc, par convergence monotone (pour les deux autres intégrales) :

lim
ε→0+

lim
δ→0+

∫
y

∂ωδ,ε,R

f(z)dz = e−iπ(x−1)

∫ 0

R
rx−1ee

−iπrdr + eiπ(x−1)

∫ R

0
rx−1ee

iπrdr.

Et enfin, encore par convergence monotone :∫
y
∂ω

(−z)x−1e−zdz = lim
R→+∞

lim
ε→0+

lim
δ→0+

∫
y

∂ωδ,ε,R

f(z)dz

= − e−iπ(x−1)

∫ +∞

0
rx−1e−rdr + eiπ(x−1)

∫ +∞

0
rx−1e−rdr

=
(
e−iπx − eiπx

) ∫ +∞

0
rx−1e−rdr

= − 2i sin(πx)Γ(x).
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— Pour 0 < x < 1 :

Γ(1− x) = − 1

2i sin(π(1− x))

∫
y
∂ω

(−z)1−x−1e−zdz = − 1

2i sin(πx)

∫
y
∂ω

(−z)−xe−zdz

Grâce à la Formule des compléments (Théorème 1.3.5) :

π

sin(πx)Γ(x)
= Γ(1− x) = − 1

2i sin(πx)

∫
y
∂ω

(−z)−xe−zdz.

Donc pour tout 0 < x < 1 :
1

Γ(x)
= − 1

2iπ

∫
y
∂ω

(−z)−xe−zdz.

En considérons x complexe, les deux membres de la dernière égalité sont holomorphes

en x appartenant à C

(
1

Γ(z)
est entière et e−z l’emporte sur tous les monômes z−x

)
avec x en −∞) et sont égaux sur tout l’intervalle réel ]0, 1[ et ne s’annulent pas. Alors

par prolongement analytique, les deux membres sont égaux pour tout réel strictement

positif. (en fait pour tout complexe).

�

Preuve de la proposition 8.2.5 : Grâce à la Formule de Hankel (Lemme 8.2.6 (ii)), pour

tout x > 0, et pour tout p entier naturel, pour tout réel ν :

xp−ν

Γ(p− ν + 1)
=
xp−ν

2iπ

∫
y
∂ω

(−z)ν−p−1e−zdz

= − xp−ν

2iπ

∫
y
∂ω

(−sx)ν−p−1e−sxds, avec z = xs, dz = xds.

= − 1

2iπ

∫
y
∂ω

(−s)ν−p−1e−sxds (le coutour n’est pas affecté).

Et de même :
xp+ν

Γ(ν + p+ 1)
= − 1

2iπ

∫
y
∂ω

(−s)−ν−p−1e−sxds.
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Dès lors, pour tout x > 0, tel que x et 2x ne sont pas entiers :

Kν(2x) = − π

2

Iν(2x)− I−ν(2x)

sin(πν)

=
π

2 sin(πν)

+∞∑
p=0

xp

p!

[
xp+ν

Γ(p+ ν + 1)
− xp−ν

Γ(p− ν + 1)

]

=
π

2 sin(πν)

+∞∑
p=0

(
− 1

2iπ

)
xp

p!

∫
y
∂ω

[
(−s)−ν−p−1 − (−s)ν−p−1

]
e−sxds

= − 1

4i sin(πν)

+∞∑
p=0

xp

p!

∫
y
∂ω

[
(−s)−ν−p−1 − (−s)ν−p−1

]
e−sxds

=
1

4i sin(πν)

+∞∑
p=0

xp

p!

∫ +∞

0
(−t)−pe−tx

[
t−ν−1

(
eiπν − e−iπν

)
+ tν−1

(
eiπν − e−iπν

)]
dt

=
1

4i sin(πν)

∫ +∞

0

 +∞∑
p=0

(−tx)−p

p!
e−tx

[
t−ν−1

(
eiπν − e−iπν

)
+ tν−1

(
eiπν − e−iπν

)]
dt


=

1

4i sin(πν)
×
∫ +∞

0
2i sin(πν)e−tx−

x
t
(
tν−1 + t−ν−1

)
dt

Encore, par contour :

1

4i sin(πν)
×
∫ +∞

0
2i sin(πν)e−tx−

x
t
(
tν−1 + t−ν−1

)
dt

=
1

4i sin(πν)

+∞∑
p=0

xp

p!

∫ +∞

0
(−t)−pe−tx

[
t−ν−1

(
eiπν − e−iπν

)
+ tν−1

(
eiπν − e−iπν

)]
dt

=
1

4i sin(πν)

∫ +∞

0

 +∞∑
p=0

(−tx)−p

p!
e−tx

[
t−ν−1

(
eiπν − e−iπν

)
+ tν−1

(
eiπν − e−iπν

)]
dt


=

1

4i sin(πν)
×
∫ +∞

0
2i sin(πν)e−tx−

x
t
(
tν−1 + t−ν−1

)
dt

=
1

2

∫ +∞

0
e−x(t+

1
t )
(
tν−1 + t−ν−1

)
dt.
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Or :

1

2

∫ +∞

0
e−x(t+

1
t )
(
tν−1 + t−ν−1

)
dt =

1

2

∫ +∞

0
e−x(t+

1
t )
(
tν−1 + t−ν−1

)
dt

=
1

2

∫ +∞

0
e−x(t+

1
t )tν−1dt+

1

2

∫ +∞

0
e−x(t+

1
t )t−ν−1dt

=
1

2

∫ +∞

0
e−x(t+

1
t )tν−1dt+

1

2

∫ +∞

0
e−x(

1
u

+u)uν−1du, avec t =
1

u

=

∫ +∞

0
e−x(t+

1
t )tν−1dt.

Et donc, en remplaçant 2x par x : Kν(x) =

∫ +∞

0
e−

x
2 (t+ 1

t )tν−1dt. �

8.2.3 Le résultat sur les transformées de Laplace

Proposition 8.2.7 Soit (Xt)t≥0 la diffusion de Bessel, pour x > 0, c > 0.

— Si x > a > 0, alors pour tout λ > 0 :

Ex

(
e−λτ

(c)
a

)
=
x−νKν(x

√
2λ)

a−νKν(a
√

2λ)
.

— Si 0 < x < a, alors pour tout λ > 0 :

Ex

(
e−λτ

(c)
a

)
=
x−νIν(x

√
2λ)

a−νIν(a
√

2λ)
.

Preuve de la proposition 8.2.7 :

— Cas x > a > 0 : d’après la Proposition 8.2.5, et sachant que x−νKν(x
√

2λ) est solution

de l’équation 2.1 :

x−νKν(x
√

2λ) =

∫ +∞

0
e−

x
2 (t+ 1

t )
√

2λx−νtν−1dt

=

∫ +∞

0
e−

x
2 (xu+ 1

xu)
√

2λxuν
(

1

xu

)
du, avec u =

t

x
, du =

dt

x

=

∫ +∞

0
e−

x2

2
u
√

2λe−
√
2λ

2u uν−1du,

expression qui montre que x−νKν(x
√

2λ) décroit en x > 0, donc sur [a,+∞[. Dès lors

le Théorème de Dynkin 5.4.1 s’applique :

Ex

(
e−λτ

(c)
a

)
=
x−νKν(x

√
2λ)

a−νKν(a
√

2λ)
.
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— Si 0 < x < a : on cherche une solution de l’équation 2.1 croissante sur ]0, a[.

(x
2

)−ν
Iν(x
√

2λ) =
+∞∑
p=0

(
x
2

√
2λ
)2p

Γ(ν + p+ 1)p!

est croissante et strictement positive en x > 0 pour ν ≥ 0, c’est-à-dire c− 1

2
≥ 0. Et

donc :

— Si c ≥ 1

2
: le Théorème de Dynkin 5.4.1 donne cette fois :

Ex

(
e−λτ

(c)
a

)
=
x−νIν(x

√
2λ)

a−νIν(a
√

2λ)
.

— Si 0 < c <
1

2
, alors ν < 0, et dans ce cas,

(
x
2

)−ν Iν(x
√

2λ) est encore croissante et

strictement positive en x > 0. La conclusion s’en suit.

�

8.3 Loi du temps d’atteinte

8.3.1 Le cas 0 < a < x (et a proche de 0)

Remarque 8.3.1 Nous allons retrouver la conclusion de la Remarque 8.2.1 quand c ≥ 1
2 ,

pour τ
(c)
0 .

Proposition 8.3.2 Considérons 0 < a < x, alors :

— Si ν < 0, ie c <
1

2
:

Px

(
τ (c)
a < +∞

)
= 1, et τ

(c)
0
L
=

x2

2γ 1
2
−c
.

— Si ν > 0, ie c >
1

2
:

Px

(
τ (c)
a < +∞

)
=
(a
x

)2c−1
, en particulier : Px

(
τ

(c)
0 < +∞

)
= 1⇐⇒ c ≤ 1

2
.

Preuve de la proposition 8.3.2 : Pour a proche de zéro, nous tombons dans la situation

0 < a < x, nous avons :

Ex

(
e−λτ

(c)
a

)
=
x−νKν(x

√
2λ)

a−νKν(a
√

2λ)
=

(x
√

2λ)−νKν(x
√

2λ)

(a
√

2λ)−νKν(a
√

2λ)
. (3.1)
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Dès lors, pour tout x > 0, d’après la Proposition 8.2.5(
x
√

2λ
)−ν
Kν(x

√
2λ) =

∫ +∞

0
e−

x
2 (t+ 1

t )
√

2λ
(
x
√

2λ
)−ν

tν−1dt

=

∫ +∞

0
e
−x

2

(
ux
√

2λ+ 1

ux
√
2λ

)√
2λ
(
x
√

2λ
)−ν+ν

u−ν−1du, avec t = xu
√

2λ

=

∫ +∞

0
e−x

2λue−
1
2uu−ν−1du.

(3.2)

— Si ν < 0, alors par convergence monotone, nous avons :

lim
λ→0+

(
x
√

2λ
)−ν
Kν(x

√
2λ) =

∫ +∞

0
e−

1
2uu−ν−1du

=

∫ +∞

0
e−v

(
1

2v

)ν−1 dv

2v2

=

(
1

2

)ν ∫ +∞

0
v−ν−1e−vdv = 2−νΓ(−ν).

(3.3)

Ainsi, pour tout a > 0,

Px

(
τ (c)
a < +∞

)
= lim

λ→0+
Ex

(
e−λτ

(c)
a

)
= lim

λ→0+

(x
√

2λ)−νKν(x
√

2λ)

(a
√

2λ)−νKν(a
√

2λ)
= 1.

Et dans ce cas de ν < 0, concernant la loi de τ
(c)
0 , nous avons alors trouvé, grâce à

l’égalité (3.2), et la fin du calcul (3.3) :

Ex

(
e−λτ

(c)
0

)
=

∫ +∞

0
e−x

2λue−
1
2uu−ν−1du∫ +∞

0
e−

1
2uu−ν−1du

=

∫ +∞

0
e−x

2λue−
1
2uu−ν−1du

2−νΓ(−ν)

=
(x2)−ν−1

2−νΓ(−ν)

∫ +∞

0
e−λye

−x
2

2y y−ν−1dy, avec y = x2u.

Avec un raisonnement analogue à la démonstration de la Proposition 5.2.3 :

Pγ−ν (t) =
1

Γ(−ν)
t−ν−1e−t1]0,+∞[(t)dt

=⇒ P x2

2γ−ν
(y) =

(x2)−ν+1

2−νΓ(−ν)
e
−x

2

2y y−ν−11]0,+∞[(y)dy.

En identifiant les Laplace, nous avons bien lorsque ν < 0 : τ
(c)
0
L
=

x2

2γ−ν

L
=

x2

2γ 1
2
−c.



8.3. LOI DU TEMPS D’ATTEINTE 137

— Si ν > 0, Quand nous faisons tendre λ vers 0, nous aurons :(
a
√

2λ
)−ν
Kν(a

√
2λ) = (a

√
2λ)−ν

∫ +∞

0
e−

a
2 (t+ 1

t )
√

2λtν−1dt

= (a
√

2λ)−ν
∫ +∞

0
e
−a

2

(
2u

a
√
2λ

+a
√
2λ

2u

)√
2λ ×

(
2u

a
√

2λ

)ν−1

× 2du

a
√

2λ

=
(
a
√
λ
)−2ν

∫ +∞

0
e−ue−

a2λ
2u uν−1du, avec t =

2u

a
√

2λ

∼
λ→0+

(
a
√
λ
)−2ν

∫ +∞

0
e−uuν−1 = (a

√
λ)−2νΓ(ν).

Ainsi, pour tout x > a > 0 :

Px(τ (c)
a < +∞) = lim

λ→0+
Ex(e−λτ

(c)
a ) =

(a
x

)2ν
. (3.4)

Et alors, lorsque a tend vers 0, nous retrouvons, pour ν > 0, c’est-à-dire c > 1
2 , pour

tout x > 0 :

Px(τ
(c)
0 < +∞) = lim

a→0+

(a
x

)2ν
= 0 =⇒ Px

(
τ

(c)
0 = +∞

)
= 1.

— Etude du cas ν = 0. Supposons ν > 0 petit. Par comparaison des drifts (égalité (3.4)) :

pour t > 0 assez grand :

0 < ν1 < ν2 =⇒ Px

(
τ (c1)
a ≤ t

)
≥ Px

(
τ (c2)
a ≤ t

)
Faisant tendre ν1 vers 0 : Px(τ (0)

a < +∞) ≥
(a
x

)ν
. Ainsi : Px(τ

(0)
a < +∞) = 1.

En conclusion Px(τ (c)
a < +∞) = 1⇐⇒ ν ≤ 0⇐⇒ c ≤ 1

2
.

Et dans le cas ν > 0, ie c >
1

2
, donne : Px(τ (c)

a < +∞) =
(a
x

)2ν
=
(a
x

)2c−1
.

Enfin, lorsque ν = −1
2 , alors c = 0, et nous retrouvons τ

(0)
0
L
=

x2

2γ 1
2

. (le cas brownien).

�

Discutons à présent de la loi pour 0 < a < x : Par la propriété de Markov :

τ (c)
a sous Px

L
=
(
τ (c)
a sous Px

)
+
⊥⊥

(
τ

(c)
0 sous Pa

)
.

Ce qui donne grâce à la Proposition 8.3.2, dans le cas ν < 0 :

x2

2γ−ν

L
=

a2

2γ−ν
+
⊥⊥

(
τ

(c)
0 sous Pa

)
=⇒ 1

γ 1
2
−c

L
=
(a
x

)2 1

γ 1
2
−c

+
⊥⊥

2

x2

(
τ (x)
a sous Px

)
. (3.5)
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Définition 8.3.3 Soit X une variable aléatoire positive ou nulle.

On dit que X est autodécomposable si pour tout c appartenant à ]0, 1[, il existe une variable

aléatoire Xc indépendante de X telle que :

X
L
= cX +

⊥⊥
Xc.

Remarque 8.3.4 Dans mon mini-mémoire, j’ai étudié la classe L, dont les éléments sont

exactement les variables autodécomposables (tout signe confondu).

Proposition 8.3.5 Une variable aléatoire positive ou nulle est autodécomposable si et seule-

ment s’il existe K ≥ 0, et f :]0,+∞[−→ R, décroissante tels que :
x 7−→ f(x)

x
est intégrable au voisinage de +∞

E (e − λx) = exp

[
−Kλ−

∫ +∞

0

(
1− e−λx

) f(x)

x
dx

] .

Remarque 8.3.6

— En particulier x est infiniment divisble avec mesure de Levy ayant une densité
f(x)

x
avec f décroissante.

— Par l’égalité en lois (3.5), on observe que
1

γ 1
2
−c

est autodécomposable et donc la

variable (τ
(c)
0 sous Px) l’est aussi.

Soit alors fν la fonction spectrale décroissante correspondant à
1

γ−ν
, alors partant de l’égalité

(3.1), et ayant identifié la densité de
x2

2γ−ν
:

Ex

(
e−λτ

(c)
a

)
=

2−νΓ(−ν)

2−νΓ(−ν)

(x
√

2λ)−νKν(x
√

2λ)

(a
√

2λ)−νKν(a
√

2λ)

=

E

(
e
− x2λ

2γ−ν

)
E

(
e
− a2λ

2γ−ν

)
= exp

[
−
∫ +∞

0

(
1− e−λu

)
fν

(
2u

x2

)
du

u
+

∫ +∞

0

(
1− e−λu

)
fν

(
2u

a2

)
du

u

]
= exp

{∫ +∞

0

(
1− e−λu

)[
fν

(
2u

a2

)
− fν

(
2u

x2

)]
du

u

}
.

Grosswald a calculé en 1976 : fν(x) =

∫ +∞

0
e−uyϕν(y)dy, avec ϕν explicite.
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8.3.2 Cas 0 ≤ x < a

Rappelons la fonction de Bessel de deuxième espèce : Jν(x) =
+∞∑
k=0

(−1)k

Γ(ν + p+ 1)p!

(x
2

)2k+ν
.

Nou avions vu que Iν(x) = i−νJν(ix), donc :(x
2
i
)−i
Jν(ix) =

(x
2

)−ν
Iν(x).

La factorisation de Hadamard (Corollaire 3.2.5), nous donne pour ν > −1 (ie c > −1
2) :

Γ(1 + ν)
(x

2

)−ν
ν(x) =

+∞∏
n=1

(
1− x2

j2
ν,n

)
,

où 0 < jν,1 < · · · < jν,n < · · · sont les zéros de Jν .
— Tout d’abord dans le cas où x = 0, comme 0 ≥ c, ie ν ≥ −1

2 > −1, la Proposition

8.2.7 donne :

E0

(
e−λτ

(c)
a

)
=

1

Γ(1 + ν)
(
a
√

2λ
2

)−ν
Iν(a
√

2λ)
=

1

Γ(1 + ν)
(
ia
√

2λ
2

)−ν
Jν(ia

√
2λ)

=
+∞∏
n=1

1

1−
(
ia
√

2λ
jν,n

)2 =
+∞∏
n=1

1

1 + 2λa2

j2ν,n

=

+∞∑
n=1

E

(
e
−2a2λξ

j2ν,n

)
,

où les ξj2ν,n sont indépendantes et suivent respectivement la loi exponentielle de pa-

ramètre j2
ν,n > 0. Donc, dans ce cas :

(
τ (c)
a sous P0

)
L
= 2a2

+∞∑
n=1(⊥⊥)

ξj2ν,n .

— Si l’on prend maintenant x > 0, alors une factorisation de Hadamard au numérateur

en x et au dénominateur en a, donne :

E0

(
e−λτ

(c)
a

)
=

Γ(1 + ν)
(
x
√

2λ
2

)−ν
Iν(x
√

2λ)

Γ(1 + ν)
(
a
√

2λ
2

)−ν
Iν(a
√

2λ)
=

Γ(1 + ν)
(
ix
√

2λ
2

)−ν
Jν(ix

√
2λ)

Γ(1 + ν)
(
ia
√

2λ
2

)−ν
Jν(ia

√
2λ)

=

+∞∏
n=1

1−
(
ix
√

2λ
jν,n

)2

1−
(
ia
√

2λ
jν,n

)2 =

+∞∏
n=1

1 + 2λx2

j2ν,n

1 + 2λa2

j2ν,n

= E

[
exp

(
−2a2λ

+∞∑
n=1

χ
(a,x)
jν,n

)]
,
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où les χ
(a,x)
jν,n

sont indépendantes, et de lois respectives :

x2

a2
δ0(t) +

(
1− x2

a2

)
j2
ν,ne

−j2ν,nt1]0,+∞[(t)dt.

En effet, on vérifie que les Laplace des χ
(a,x)
j2ν,n

sont les facteurs
j2
ν,n + λx2

a2

j2
ν,n + λ

.

En identifiant les Laplace, on obtient :

(τ (c)
a sous Px)

L
= 2a2

+∞∑
n=1

χ
(a,x)
jν,n

Remarque 8.3.7 Kent (1980) a donné les densités de ces fonctions sous forme de séries :

— Dans le cas x = 0 :

f
τ
(c)
a

(t) =
1[0,+∞[(t)

2νΓ(1 + ν)

+∞∑
n=1

jν+1
ν,n

Jν+1(jν,n)
e−

j2ν,nt

2a2 .

— Dans le cas x > 0 :

f
τ
(c)
a

(t) =
1[0,+∞[(t)

a2

(a
x

)ν +∞∑
n=1

jν,n
Jν
(
xjν,n
a

)
Jν+1(jν,n)

e−
j2ν,nt

2a2 .

Ces densités sont deux exemples de densités de mélanges d’exponentielles.
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Fonctions spéciales et processus de

Levy
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Chapitre 9

Un premier exemple pour l’étude

du processus de Cauchy

Définition 9.0.1 On considère un mouvement brownien bi-dimensionnel issu de l’origine.

Soient la droite horizontale d’équation {y = t} et Ct l’abscisse du brownien au premier instant

où il touche cette droite. Le processus (Ct)t≥0 est appelé processus de Cauchy.

Ainsi si Bt =
(
B

(x)
t , B

(y)
t

)
, et si τt,y = inf{u > 0, B

(y)
u = t}, alors pour tout t ≥ 0, nous

avons : Ct = B
(x)
τt,y .

Remarque 9.0.2

— Comme le brownien est récurrent, Ct est P-ps fini et donc (Ct)t≥0 est bien défini.

— C0 = 0 par continuité du brownien bi-dimensionnel.

— Par Markov, τt,y⊥⊥{B(x)
u , u > 0}.

Proposition 9.0.3 Pour tout t > 0, Ct
L
= tC1.
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Preuve de la proposition 9.0.3 : Nous avons :

E
(
eiλCt

)
= E

(
eiλB

(x)
τt,y

)
= E

(
eiλ
√
τt,yB

(x)
1

)
= E

(
e−λ

2 τt,y
2

)
.

Or, on a vu : τt,y
L
=

t2

2γ 1
2

L
= 2t2Z 1

2
.

E
(
eiλCt

)
= E

(
e−

λ2

2
τt,y

)
= E

(
e
−λ2t2Z 1

2

)
= e−

√
λ2t2 = e|λ|t.

Donc, Ct
L
= tC1. �

Proposition 9.0.4 La loi de C1 est la loi de Cauchy (d’où le nom du processus)

Preuve de la proposition 9.0.4 : On calcule la densité de C1 (fC1), par inversion de

Fourier :

fC1(x) =
1

2π
∈R e−|λ|e−ixλdλ

=
1

2π

[∫ +∞

0
e−λeixλdλ+

∫ +∞

0
e−λe−ixλdλ

]
=

1

2π

[[
1

−1 + ix
e−λ+ixλ

]+∞

0

+

[
− 1

1 + ix
e−λ−ixλ

]+∞

0

]

=
1

2π

(
1

1− ix
+

1

1 + ix

)
=

1

π(1 + x2)
.

�

Remarque 9.0.5

— Ct est symétrique , pour tout t ≥ 0.

— Nous avons vu lors de la démonstration de la Proposition 4.3.2, et grâce à la formule

des compléments 1.3.5 que la transformée de Mellin de |C1| est pour tout s appartenant

à

]
−1

2
,
1

2

[
:

E (|C1|s) =
1

π
Γ

(
1 + s

2

)
Γ

(
1− s

2

)
=

1

sin
(
π
(

1+s
2

)) =
1

cos
(
sπ
2

) .
En fait, pour tout réel s, (par extension à iR par holomorphie) :

E
(
|C1|is

)
=

1

ch
(
πs
2

) ,
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qui est la fonction caractéristique de la loi logistique. Donc ln(|C1|) a pour fonction

caractéristique
1

ch
(
πs
2

) , et donc a pour densité :
1

πch(x)
(la densité de la loi logistique).

9.1 Transformée de Stieljes

Définition 9.1.1 Soit f une fonction continue strictement positive sur ]0,+∞[ telle que∫ +∞

1

f(t)

t
dt < +∞. On définit sa transformée de Stieljes par :

∀ξ ∈ C/R− : S(f)(ξ) =

∫ +∞

0

f(t)

t+ ξ
dt.

Remarque 9.1.2 Les hypothèses dans la définition ci-dessus ne sont pas minimales mais ça

suffira ici.

Proposition 9.1.3 Pour toute fonction continue strictement positive sur ]0,+∞[, S(f) est

une double transformée de Laplace.

Preuve de la proposition 9.1.3 : Nous avons pour tous t, ξ > 0 :

1

t+ ξ
=

∫ +∞

0
e−λ(t+ξ)dλ,

donc :

S(f)(ξ) =

∫ +∞

0

(∫ +∞

0
e−λ(t+ξ)f(t)dt

)
dλ =

∫ +∞

0
e−λξ

(∫ +∞

0
e−λtf(t)dt

)
dλ.

�

Proposition 9.1.4 Pour tout fonction f continue strictement positive sur ]0,+∞[, nous

avons, pour tout x > 0 :

f(x) = lim
η→0+

S(f) (−x− iη)− S(f)(−x+ iη)

2iπ
,

que nous noterons (abusivement) :

f(x) =
S(f)

(
xe−iπ

)
− S(f)(xeiπ)

2iπ
.
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Preuve de la proposition 9.1.4 : Nous avons, pour tout x > 0 :

S(f) (−x− iη)− S(f)(−x+ iη)

2iπ
=

1

2iπ

∫ +∞

0
f(t)

(
1

t− x− iη
− 1

t− x+ iη

)
dt

=
2iη

2iπ

∫ +∞

0

f(t)

(t− x)2 + η2
dt

=
(u=t−x)

η

π

∫ +∞

−x

f(u+ x)

u2 + η2
dt

= E
[
f(x+ Cη)1(Cη>−x)

] η→0+−−−−→
P−ps

f(x),

par convergence dominée car f est continue et Cη
η→0+−−−−→
P−ps

0. �

Exemple 9.1.5 (simple et illustrant les calculs) Considérons pour tout réel x > 0 : f(x) =

1]0,1](x), et g(x) = xf(x). On a, pour tout ξ appartenant à C/R− :

S(g)(ξ) =

∫ +∞

0

g(t)

t+ ξ
dt

=

∫ 1

0

t

t+ ξ
dt = 1− ξ log

(
1 +

1

ξ

)
Dès lors, calculons pour tout x > 0, la transformation de Stieljes inverse, grâce à la Proposi-

tion 9.1.4, montrons que nous retrouvons f(x) :

1

2iπx

[
S
(
xe−iπ

)
− S

(
xeiπ

)]
=

1

2iπx

[
xe−iπ log

(
1 +

eiπ

x

)
− xeiπ log

(
1 +

e−iπ

x

)]

=


0, si x > 1

1 +
1

2iπ

[
log

(
1

x
+ e−iπ

)
− log

(
1

x
+ eiπ

)]
= 1, si 0 < x < 1

= 1]0,1](x) = f(x).

Présentons à présent l’aspect ”Levy” du processus de Cauchy :

Définition 9.1.6 On appelle processus de Levy tout processus à accroissements indépendants

et stationnaires (P.A.I.S).

Proposition 9.1.7 (Ct)t≥0 est de Levy.

Preuve de la proposition 9.1.4 : Par la propriété de Markov du brownien, pour tous

t > s ≥ 0 :

Ct = B(x)
τt = B(x)

τs +
⊥⊥
B̃

(x)
τt−s ,
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où B̃
(x)
τt−s ⊥⊥ B

(x)
τs . Donc Ct = Cs +

⊥⊥
C̃t−s, où (C̃t)t≥0 est une copie de (Ct)t≥0 indépendante de

(Ct)t≥0. Donc (Ct)t≥0 est de Levy. �

Proposition 9.1.8 À tout processus de Levy (Xt)t≥0 on peut lui associer la marche aléatoire

(Xn)n≥1.

Preuve de la proposition : Pour tout n ≥ 1,

Xn = (Xn −Xn−1) + (Xn−1 −Xn−2) + · · ·+ (X2 −X1) +X1,

tous les termes à droite sont i.i.d de loi X1. �

Considérons la ”marche aléatoire de Cauchy” pour n ≥ 1 : {Cn, n ≥ 1}. où Cn
L
= nC1,

qui a pour densité
n

π(x2 + n2)
.

Et soit le processus dit ”discrétisé” :

{
Cbntc

n
, t ≥ 0

}
construit sur la marche aléatoire (Cn)n≥1.

Proposition 9.1.9 Pour tout t > 0 :
Cbntc

n

n→+∞−−−−−→
L

Ct.

Preuve de la proposition : Elle se démontre à l’aide des fonctions caractéristiques :

E
(
ei
λ
n
Cbntc

)
= e−|λ|

bntc
n −−−−−→

n→+∞
e−|λ|t.

�

Remarque 9.1.10 En fait, par accroissements indépendants et stationnaires, on peut mon-

trer que :{
Cbntc

n
, t ≥ 0

}
n→+∞−−−−−→
L

{Ct, t ≥ 0}, (lois de processus) dans l’espace de Skorokhod.

Nous avons donc une approche discrète du processus continu. Confère [15]

9.2 Temps de dépassement d’un processus de Cauchy

Remarque 9.2.1

• Pour x > 0, τ̃x = inf{t > 0, Ct = x}. Le processus de Cauchy ne visite pas les points,

on peut montrer que pour tout x > 0 : τ̃x = +∞.
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• Soit pour x > 0 : Tx = inf{t > 0, Ct = x} le temps de dépassement de x. On va dans

cette partie trouver la loi de Tx.

Considérons Mt = max{Cu, 0 ≤ u ≤ t}. Alors : Mt = tM1, car :

Mt = max{Cu, 0 ≤ u ≤ t}
L
= max{uC1, 0 ≤ u ≤ t}

L
= tmax

{u
t
C1, 0 ≤ u ≤ t

}
= tmax{vC1, 0 ≤ v ≤ 1} = tM1.

Proposition 9.2.2 (Ct)t≥1 est 1-autosimilaire.

Preuve de la proposition 9.2.2 : En effet, pour tous 0 ≤ t0 < t1 < · · · < tn, nous avons

par accroissement indépendants et stationnaires, et sachant que pour tout t ≥ 0 : Ct
L
= tC1 :(

Ct0 , Ct1 − Ct0 , · · · , Ctn − Ctn−1

) L
= (t0C

(0)
1 , (t1 − t0)C

(1)
1 , · · · , (tn − tn−1)C

(n)
1 ),

où (C
(0)
1 , · · · , C(n)

1 ) est un échantillon de taille n+ 1 de C1.

Dès lors, (Ct0 , · · · , Ctn) = F
(
Ct0 , Ct1 − Ct0 , · · · , Ctn − Ctn−1

)
, où pour tout (x0, · · · , xn)

dans Rn+1 :

F (x0, · · · , xn) = (x0, x1 + x0, · · · , x1 + x2 + · · ·+ xn),

qui est linéaire dans Rn+1, donc borélienne. Ainsi :

(Ct0 , · · · , Ctn) = F
(
Ct0 , Ct1 − Ct0 , · · · , Ctn − Ctn−1

)
L
= F

(
t0C

(0)
1 , (t1 − t0)C

(1)
1 , · · · , (tn − tn−1)C

(n)
1

)
= (t0C

(0)
1 , t1C

(1)
1 , · · · , tnC(n)

1 ).

�

Proposition 9.2.3

Tx
L
= xT1

L
=

x

M1
.

Preuve de la proposition 9.2.3 : Pour tous x, t > 0 :

P(Tx > t) = P (inf{s > 0, Cs > x} > t)

= P (sup{Cu, 0 ≤ u ≤ t} ≤ x)

=P(Mt ≤ x) = P(tM1 ≤ x) = P
(
M1 ≤

x

t

)
.

D’autre part :

P(Tx > t) = P(xT1 > t) = P

(
T1 >

t

x

)
= P

(
1

T1
<
x

t

)
.

�
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Proposition 9.2.4 Nous avons :

1

n
max (0, C1, · · · , Cn) = max

{
Cbntc

n
, 0 ≤ t ≤ 1

}
n→+∞−−−−−→
L

max{Ct, 0 ≤ t ≤ 1} = M1.

Nous avons en particulier : Mt
L
=

t

T1

L
=

1

T 1
t

.

Corollaire 9.2.5 Pour t de ]0, 1[: G(t) désignant la loi géométrique, soit Gt ∼ G(t) + 1, avec

Gt ⊥⊥ {Cu, u ≥ 0}. Alors :

max(0, C1, · · · , CGt)
Gt

L−−−→
t→1−

M1.

Preuve du corollaire 9.2.5 : Rappelons la densité de la loi géométrique :

+∞∑
n=0

(1− t)tnδn.

Tout d’abord justifions le fait suivant : Gt
P−ps−−−→
t→1−

+∞.
En effet, Gt prend ses valeurs sur les entiers naturels non nuls, et pour tout k entier naturel

non nul :

P(Gt = k) = P(Gt = k − 1) = (1− t)tk−1 −−−→
t→1−

0.

Donc : P(Gt = +∞) −−−→
t→1−

1. Alors, d’après la Proposition 9.2.4 :

ðn :=
max(0, C1, · · · , Cn)

n

L−−−−−→
n→+∞

M1.

Ceci équivaut, pour réel λ, à :

φðn(λ) = E
[
eiλðn

]
−−−−−→
n→+∞

E
(
eiλM1

)
.

Dès lors par indépendance de Gt par rapport à {Cu, u ≥ 0}, pour tout λ réel :

φðGt (λ) = E
[
E
(
eiλðGt | Gt

)]
−−−→
t→1−

E
(
eiλM1

)
.

D’où le résultat annoncé. �

Nous allons trouver la loi de T1 (donc de Tx) par le biais de M1. Nous allons utiliser le

Théorème suivant :

Théorème 9.2.6 (Baxter-Spitzer, 1956) Soit (Sn)n≥0 une marche aléatoire issue de 0.

On note, pour tout n ≥ 1, et pour tout x ≥ 0 :
φ0(x) = 1

φn(x) = E
[
e−xmax(0,S1,S2,··· ,Sn)

]
ψn(x) = E

[
e−xmax(0,Sn)

] .



150CHAPITRE 9. UN PREMIER EXEMPLE POUR L’ÉTUDE DU PROCESSUS DE CAUCHY

Alors, pour tout t tel que |t| < 1, et pour tout x > 0 :

+∞∑
n=0

tnφn(x) = exp

[
+∞∑
n=1

ψn(x)

n
tn

]
.

En particulier, la loi de Mn = max(0, S1, · · · , Sn) est encodée par la loi tronquée S+
n =

max(0, Sn).

Remarque 9.2.7 La démonstration de ce théorème est détaillée dans l’article [14]

Remarque 9.2.8

— Nous avons :

φn(x) = E [−xMn] −−−−→
x→+∞

P(Mn = 0) = P(T1 > n).

Et :

ψn(x) = E
(
e−xS

+
n

)
−−−−→
x→+∞

P(S+
n = 0) = P(Sn ≤ 0).

Donc quand x tend vers +∞, la formule de Baxter-Spitzer devient la

formule de Sparre-Anderson (1954) : pour tout t tel que |t| < 1 :

+∞∑
n=0

tnP(T1 > n) = exp

[ ∞∑
n=1

P(Sn ≤ 0)

n
tn

]
. (2.1)

— Mn, Sn, Tn sont définissables pour un processus de Levy autre que (Ct)t≥0.

Corollaire 9.2.9 Soit µ la loi de S1. Si µ est symétrique sans atome, alors :

∀n ≥ 0 : P(T1 > n) =

(
1
2

)
n

n!
=

1

4n

(
2n

n

)
.

Preuve de la corollaire 9.2.9 : Dans ce cas, Sn est aussi symétrique de loi sans atome,

et alors : P(Sn ≤ 0) = P(Sn < 0) =
1

2
. Et donc pour tout t tel que |t| < 1 :

∞∑
n=1

P(Sn ≤ 0)

n
tn =

∞∑
n=1

tn

2n
=

∫ t

0

(
+∞∑
n=0

sn

2

)
ds =

1

2

∫ t

0

ds

1− s
= −1

2
ln(1− t).

Alors, la formule de Sparre-Anderson (2.1) donne :

+∞∑
n=0

P(T1 > n)tn = exp

[
−1

2
ln(1− t)

]
=

1√
1− t

=
+∞∑
n=0

(
1
2

)
n

n!
tn

Et l’on identifie coefficient par coefficient : P(T1 > n) =

(
1
2

)
n

n!
=

1

4n

(
2n

n

)
. �
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Considérons maintenant la marche aléatoire de Cauchy : (Sn)n≥1 = (Cn)n≥1.

Théorème 9.2.10 (Darling, (1956)) La densité de T1 est :

f1(x) =
1

π (1 + x2)
3
4

exp

[
− 1

π

∫ x

0

ln(u)

1 + u2
du

]
1]0,+∞[(x).

Preuve de la théorème 9.2.10 : Nous avons, en reprenant les notations présentes dans

le Théorème de Baxter-Spitzer 9.2.6, grâce à la symétrie de Cn :

ψn(x) = E
(
e−xC

+
n

)
= P(Cn ≤ 0) +

n

π

∫ +∞

0

e−xy

n2 + y2
dy

=
1

2
+

1

π

∫ +∞

0

e−nxv

1 + v2
dv, grâce au changement v =

y

n
.

Donc en faisant usage du Corollaire 9.2.9, et du fait que pour tout X tel que |X| < 1 :

− ln(1−X) =
+∞∑
n=1

Xn

n
, pour tout t tel que |t| < 1 :

+∞∑
n=1

ψn(x)

n
tn =

+∞∑
n=1

tn

2n
+

1

π

∫ +∞

0

(
+∞∑
n=1

(e−xy)
n

n

)
dy

1 + y2

= − 1

2
ln(1− t)− 1

π

∫ +∞

0
ln
(
1− te−xy

) dy

1 + y2
.

(2.2)

Or :
1

2
=

1

2
× 2

π

∫ +∞

0

dy

1 + y2
, alors l’égalité (2.2) devient :

+∞∑
n=1

ψn(x)

n
tn = − 1

π

∫ +∞

0

ln(1− t)
1 + y2

dy − 1

π

∫ +∞

0
ln
(
1− te−xy

) dy

1 + y2

= − 1

π

∫ +∞

0
ln
[
(1− t)

(
1− te−xy

)] dy

1 + y2
.

(2.3)

Le Théorème de Baxter-Spitzer 9.2.6 affirme que pour tout x > 0, et pour tout t tel que

|t| < 1 :

+∞∑
n=0

tnφn(x) = exp

[
+∞∑
n=1

ψn(x)

n
tn

]
. (2.4)
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Transformons cette égalité (2.4), nous avons grâce à l’égalité (2.3) (astucieusement) :

(1− t)

(
+∞∑
n=0

tnφn(x)

)
= (1− t) exp

[
− 1

π

∫ +∞

0
ln
[
(1− t)

(
1− te−xy

)] dy

1 + y2

]
= exp

[
ln(1− t)− 1

π

∫ +∞

0
ln
[
(1− t)

(
1− te−xy

)] dy

1 + y2

]
= exp

[
2

π

∫ +∞

0

ln(1− t)
1 + y2

dy − 1

π

∫ +∞

0
ln
[
(1− t)

(
1− te−xy

)] dy

1 + y2

]
= exp

[
− 1

π

∫ +∞

0

ln [(1− t) (1− te−xy)]− 2 ln(1− t)
1 + y2

dy

]
= exp

[
− 1

π

∫ +∞

0
ln

(
1− te−xy

1− t

)
dy

1 + y2

]
.

(2.5)

Or, nous avons pour tous réels x, y :

1− te−xy = 1− t

(
+∞∑
n=0

(−xy)n

n!

)
= (1− t)− t

(
+∞∑
n=1

(−1)n

n!
(xy)n

)
.

En appliquant cette égalité à x = (1− t)z), pour tous réels z, y :

1− te−(1−t)zy = (1− t)− t

(
+∞∑
n=1

(−1)n

n!
(1− t)n(zy)n

)
∼

t→1−
(1− t)− 1× (−t)(1− t)zy ∼

t→1−
(1− t)(1 + zy).

(2.6)

Donc, appliquant cet équivalent (2.6) à l’égalité (2.5) pour x = (1− t)z, nous obtenons :

(1− t)

[
+∞∑
n=0

tnφn [(1− t)z]

]
= exp

[
− 1

π

∫ +∞

0
ln

[
1− te−(1−t)zy

1− t

]
dy

1 + y2

]

−−−→
t→1−

exp

[
− 1

π

∫ +∞

0
ln(1 + zy)

dy

1 + y2

]
.

(2.7)

∫ +∞

0

ln(1 + zy)

1 + y2
dy est appelé intégrale de Darling. Et pour calculer cette intégrale, le chemin

sera long...

Reprenons le membre de gauche de l’égalité 2.5, et considérons Gt la variable aléatoire réelle

suivant la loi de G(t) + 1 et indépendante de {Cu, u ≥ 0} et que nous avions croisée dans le

Corollaire 9.2.5.

Par cette indépendance, le membre de gauche de l’égalité 2.5, fait penser à une espérance via
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la loi géométrique de paramètre t, comme suit :

(1− t)

[
+∞∑
n=0

φn(x)tn

]
=

+∞∑
n=0

φn(x)(1− t)tn

= E [φGt(x)] = E
[
e−xmax(0,C1,··· ,CGt )

]
= E

[
e−xGtðGt

]
,

(2.8)

avec ðGt =
max(0, C1, · · · , CGt)

Gt
.

Pour x = (1− t)z, avec z 6= −1, nous avons :

E
[
e−z(1−t)Gt

]
= (1− t)

(
+∞∑
n=1

tn−1e−z(n−1)(1−t)

)

=
1− t

1− te−z(1−t)
=

1− t
1− t+ t

(
1− e−z(1−t)

)
=

1

1 +
t

1− t

(
1− e−z(1−t)

) −−−→
t→1−

1

1 + z
,

(2.9)

qui est la transformée de Laplace de la loi Exp(1).

D’où (1− t)Gt
L−−−→

t→1−
L), où L est une variable aléatoire suivant Exp(1).

D’autre part, le Corollaire 9.2.5 nous dit que ðGt
L−−−→

t→1−
M1, (indépendamment d’ailleurs de

Gt (Proposition 9.2.4)). Alors nous allons montrer en conditionnant par rapport à Gt :

E
(
e−z(1−t)GtðGt

)
−−−→
t→1−

E
(
e−zLM1

)
, (2.10)

où L ⊥⊥M1. En effet, il existe un évènement presque sûr Ω∗ tel que pour tout ω appartenant

à Ω∗ :

∀N1 ≥ 1,∃δ > 0 | ∀t > 0 : 01− t < δ =⇒ Gt(ω) ≥ N1. (2.11)

D’autre part, pour tout réel y :

E
[
e−y(1−t)Gt

]
−−−→
t→1−

E
(
e−yL

)
(2.12)

Comme Gt ⊥⊥ (Cu)u≥0, alors à la limite : Gt ⊥⊥M1.

Dès lors, la relation (2.12) devient :

E
[
e−yM1(1−t)Gt

]
−−−→
t→1−

E
(
e−yM1L

)
. (2.13)

Ensuite, la suite de variables aléatoires (ðn)n est convergente en loi vers M1, donc la suite

des transformées de Laplace converge simplement vers la transformée de Laplace de M1,

∀ε > 0,∀z ∈ R, ∃N2 ≥ 1 | ∀n ≥ N2 :
∣∣∣E(e−zðn)− E (e−zM1

)∣∣∣ < ε (2.14)
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Alors appliquée à z = (1− t)yGt, la relation (2.14) donne, pour tout n ≥ N2 :∣∣∣E(e−zðn)− E (e−zM1
)∣∣∣ < ε. (2.15)

D’autre part cette suite des transformées de Laplace est aussi de Cauchy ponctuellement, ce

qui se traduit par :

∀ε > 0, ∀z ∈ R, ∃N2 ≥ 1 | ∀n, k ≥ N3 :
∣∣∣E(e−zðn)− E(e−zðk)∣∣∣ < ε (2.16)

Alors pour un δ > 0 assez proche de 0, pour tout t > 0, tel que 0 < 1 − t < δ, presque

sûrement : Gt ≥ max(N1, N2), et pour tout k ≥ N3 :∣∣∣E [e−z(1−t)GtðGt]− E [e−z(1−t)Gtðk]∣∣∣
=
∣∣∣E [E(e−z(1−t)GtðGt | Gt)]− E [E(e−z(1−t)Gtðk | Gt)]∣∣∣ < ε

(2.17)

Finalement, pour tout z réel, pour δ > 0 assez proche de 0, pour t > 0 tel que 0 < 1− t) < δ,,

l’on ait presque sûrement Gt ≥ max(N1, N2, N3), et pour tout k ≥ max(N2, N3), les relations

(2.13),(2.15) et (2.17)∣∣∣E(e−z(1−t)GtðGt)− E (e−zLM1
)∣∣∣
≤
∣∣∣E(e−z(1−t)GtðGt)− E(e−z(1−t)Gtðk)∣∣∣

+
∣∣∣E(e−z(1−t)Gtðk)− E(e−z(1−t)GtM1

)∣∣∣
+
∣∣∣E(e−z(1−t)GtM1

)
− E

(
e−zLM1

)∣∣∣
< 3ε.

(2.18)

D’où (2.10). Et donc par unicité de la somme (1− t)

(
+∞∑
n=0

ψn(x)tn

)
, finalement pour tout z

non nul :

E
(
e−zLM1

)
= exp

[
− 1

π

∫ +∞

0

log(1 + zy)

1 + y2
dy

]
.

D’autre puisque L ∼ Exp(1), et L ⊥⊥M1 :

E
(
e−zLM1

)
= E

(
1

1 + zM1

)
= E

(
1

1 + z
T1

)

= E

(
T1

T1 + z

)
=

∫ +∞

0

xf1(x)

x+ z
dx, où f1 est la densité de T1

= S(xf1)(z).
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Il va donc falloir inverser la transformée de Stieljes de la fonction

G : z 7−→ E
(
e−zLM1

)
= exp

[
− 1

π

∫ +∞

0

ln(1 + zy)

1 + y2
dy

]
,

puis diviser par x. Ainsi d’après la Proposition 9.1.4, pour tout x ≥ 0 :

f1(x) =
1

2iπx

[
G(xe−iπ)−G(xeiπ)

]
. (2.19)

Nous avons dès lors, η étant égal à ±1

log
[
G(xeiηπ)

]
= − 1

π

∫ +∞

0

log
(
1 + xyeiηπ

)
1 + y2

dy

= − 1

π

∫ 1
x

0

log
(
1 + xyeiηπ

)
1 + y2

dy − 1

π

∫ +∞

1
x

log
(
1 + xyeiηπ

)
1 + y2

dy

(2.20)

(La première intégrale étant sur un intervalle bornée et vaut la même chose quand η vaut

1 ou −1, eiηπ ne pose plus de problème de définition, et est changé en −1) En effectuant le

changement de variable u = xy dans la première intégrale, et le changement v = xy− 1 dans

la seconde intégrale ci-dessus, l’égalité (2.21) devient :

log
[
G(xeiηπ)

]
= − 1

xπ

∫ 1

0

ln(1− u)

1 +
(
u
x

)2 du− 1

xπ

∫ +∞

0

log(eiηπv)

1 +
(
v+1
x

)2 dv

= − 1

xπ

∫ 1

0

ln(1− u)

1 +
(
u
x

)2 du− x

π

∫ +∞

0

log(eiηπv)

x2 + (v + 1)2
dv

= − x

π

∫ 1

0

ln(1− u)

x2 + u2
du− x

π

∫ +∞

0

ln(v)

x2 + (v + 1)2
dv − x

π

∫ +∞

0

log(eiηπ)

x2 + (v + 1)2
dv

= − x

π

∫ 1

0

ln(1− u)

x2 + u2
du− x

π

∫ +∞

0

ln(v)

x2 + (v + 1)2
dv − xηiπ

π

∫ +∞

0

dv

x2 + (v + 1)2

= − xηi
∫ +∞

0

dv

x2 + (v + 1)2
− x

π

[∫ 1

0

ln(1− u)

x2 + u2
du+

∫ +∞

0

ln(v)

x2 + (v + 1)2
dv

]
=

(w=v+1)
− xηi

∫ +∞

0

dv

x2 + (v + 1)2
− x

π

[∫ 1

0

ln(1− u)

x2 + u2
du+

∫ +∞

1

ln(w − 1)

x2 + w2
dw

]
= − xηi

∫ +∞

0

dv

x2 + (v + 1)2
− x

π

∫ +∞

0

ln(|1− u|)
x2 + u2

du

(2.21)

Or, avec le changement de variable t =
1 + v

x
, nous avons :

−xηi
∫ +∞

0

dv

x2 + (v + 1)2
= −iη

∫ +∞

1
x

dt

1 + t2
= −iη

[
π

2
− arctan

(
1

x

)]
.
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Finalement :

log
[
G(xeiηπ)

]
= − iη

[
π

2
− arctan

(
1

x

)]
− x

π

∫ +∞

0

ln(|1− u|)
x2 + u2

du

= − iη arctan(x)− x

π

∫ +∞

0

ln(|1− u|)
x2 + u2

du.

(2.22)

Ainsi, les relations (2.22) et (2.19) donne :

f1(x) =
1

2πix
exp

[
−x
π

∫ +∞

0

ln(|1− u|)
x2 + u2

du

]
[exp (i arctan(x))− exp (−i arctan(x))]

=
1

xπ
sin [arctan(x)] exp

[
−x
π

∫ +∞

0

ln(|1− u|)
x2 + u2

du

]
.

(2.23)

x étant positif ou nul, alors sin[arctan(x)] ≥ 0, et donc :

sin[arctan(x)] =
√

1− [cos(arctan(x)]2 =

√
1− 1

1 + [tan(arctan(x))]2
=

√
1− 1

1 + x2
=

x√
1 + x2

.

(2.24)

D’autre part, en effectuant le changement t =
u

x
:

x

π

∫ +∞

0

ln(|u− 1|)
x2 + u2

du =
1

π

∫ +∞

0

ln(|xt− 1|)
1 + t2

dt.

Et en effectuant le changement de variable t = tan(ϕ) :

x

π

∫ +∞

0

ln(|u− 1|)
x2 + u2

du =
1

π

∫ π
2

0
ln [| tan(ϕ)x− 1|] dϕ

=
1

π

∫ π
2

0
ln [| sin(ϕ)x− cos(ϕ)|] dϕ− 1

π

∫ π
2

0
ln [| cos(ϕ)|] dϕ.

(2.25)

Or, grâce à la relation (2.24), et ayant observé que cos[arctan(x)] =
1√

1 + x2
:

ln [| sin(ϕ)x− cos(ϕ)|] = ln

[
| sin(ϕ)x− cos(ϕ)|√

1 + x2

]
+ ln

(√
1 + x2

)
= ln [|sin[arctan(x)] sin(ϕ)− cos[arctan(x)] cos(ϕ)|] +

1

2
ln(1 + x2)

= ln [|cos[ϕ+ arctan(x)]|] +
1

2
ln(1 + x2).



9.2. TEMPS DE DÉPASSEMENT D’UN PROCESSUS DE CAUCHY 157

Alors, la relation (2.25) devient :

x

π

∫ +∞

0

ln(|u− 1|)
x2 + u2

du

=
1

2π

∫ π
2

0
ln(1 + x2)dϕ+

1

π

∫ π
2

0
[ln [|cos[ϕ+ arctan(x)]|]− ln [| cos(ϕ)|]] dϕ

=
ln(1 + x2)

4
+

1

π

[∫ π
2

+arctan(x)

π
2

ln [|cos(θ)|] dθ +

∫ π
2

arctan(x)
ln [|cos(θ)|] dθ −

∫ π
2

0
ln [| cos(ϕ)|] dϕ

]

=
ln(1 + x2)

4
+

1

π

[∫ π
2

+arctan(x)

π
2

ln [|cos(θ)|] dθ −
∫ arctan(x)

0
ln [| cos(θ)|] dθ

]

=
(θ=β+π

2 )

ln(1 + x2)

4
+

1

π

[∫ arctan(x)

0
ln
[∣∣∣cos

(π
2

+ β
)∣∣∣]dβ −

∫ arctan(x)

0
ln [cos(θ)] dθ

]

=
ln(1 + x2)

4
+

1

π

[∫ arctan(x)

0
ln [|sin(β)|] dβ −

∫ arctan(x)

0
ln [cos(θ)] dθ

]

=
ln(1 + x2)

4
+

1

π

∫ arctan(x)

0
ln(tan(β))dβ

=
(u=tan(β))

ln(1 + x2)

4
+

1

π

∫ x

0

ln(u)

1 + u2
du.

(2.26)

Et alors, grâce aux relations (2.24) et (2.26), la relation (2.19) devient :

f1(x) =
1

π
√

1 + x2
exp

[
−1

4
ln(1 + x2)

]
exp

[
− 1

π

∫ x

0

ln(u)

1 + u2
du

]
=

1

π(1 + x2)
1
2

+ 1
4

exp

[
− 1

π

∫ x

0

ln(u)

1 + u2
du

]
.

�

Corollaire 9.2.11 La densité de M1 est g1(x) =
f1(x)√
x
.

Preuve du corollaire 9.2.11 : Tout d’abord, nous avons (cela parâıt au premier abord

surprenant) : ∫ +∞

0

ln(u)

1 + u2
du = 0. (2.27)

En effet, par le changement v =
1

u
:

∫ 1

0

ln(u)

1 + u2
du =

∫ 1

+∞

− ln(v)dv

−
(
1 + 1

v2

)
v2

= −
∫ +∞

1

ln(v)

1 + v2
dv.
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L’égalité (2.27) découle alors de la relation de Chasles.

Dès lors, puisque d’après la Proposition 9.2.4 : M1
L
=

1

T1
, donc :

g1(x) =
1

x2
f1

(
1

x

)
=

1

π
(
1 + 1

x2

) 3
4 x2

exp

[
− 1

π

∫ 1
x

0

ln(u)du

1 + u2

]
1]0;+∞[

(
1

x

)
.

Or,

∫ 1
x

0

ln(u)

1 + u2
du =

∫ x

0

ln(u)

1 + u2
du est invariante par le changement v =

1

u
. En effet, tout

d’abord en effectuant le changement v =
1

u
:

∫ 1
x

0

ln(u)

1 + u2
du = −

∫ +∞

x

ln(v)

1 + v2
dv.

Dès lors :

−
∫ +∞

x

ln(v)

1 + v2
dv =

∫ x

0

ln(v)

1 + v2
dv −

∫ +∞

0

ln(v)

1 + v2
dv =

∫ x

0

ln(v)

1 + v2
dv,

grâce à l’égalité (2.27). Finalement :

g1(x) =
1

π (1 + x2)
3
4
√
x

exp

[
− 1

π

∫ x

0

ln(u)du

1 + u2

]
1]0;+∞[(x) =

f1(x)√
x
.

�



Chapitre 10

Subordinateurs, exposant de

Laplace

10.1 Subordinateurs, fonction de Bernstein

Théorème 10.1.1 (Plongement de Levy (1930)) Soit X une variable aléatoire infini-

ment divisible. Alors il existe un processus de Levy unique en loi de processus tel que X1
L
= X.

Exemple 10.1.2 Un premier processus de Levy a été vu avec le processus de Cauchy.

Outre ce processus, nous avons le processus de Poisson (Nt)t≥0 de paramètre λ qui est bien

à accroissements indépendants et stationnaires :

• Pour tout t ≥ 0 : Nt suit une loi de Poisson d’intensité tλ.

• Pour tous t > s ≥ 0 : Nt −Ns
L
= Nt−s, et Nt −Ns ⊥⊥ σ({Nu, 0 ≤ u ≤ s}).

• La fonction caractéristique de Nt est, pour tout réel x :

E
(
eixNt

)
= exp

[
−λt

(
eix − 1

)]
.

• La transformée de Laplace de Nt est, pour tout réel x :

E
(
e−xNt

)
= exp

[
−λt

(
1− e−x

)]
= exp

[
−tλ

∫ +∞

0

(
1− e−xu

)
dδ1(u)

]
= exp

[
−t
∫ +∞

0

(
1− e−xu

)
d(λδ1)(u)

]
• Pour tout t > 0, Nt est ID. En effet, pour tout entier naturel non nul n :

Nt =
(
Nt −N (n−1)t

n

)
+
⊥⊥

(
N (n−1)t

n

−N (n−2)t
n

)
+
⊥⊥
· · ·+
⊥⊥
N t

n
,

159
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qui est égal en loi à une somme indépendante de copies de N t
n

qui suit la loi de Poisson

d’intensité
tλ

n
. Cette démonstration se généralise à tous les processus de Levy, ce qui

donne...

Proposition 10.1.3 Si (Xt)t≥0 est un processus de Levy. Alors pour tout t > 0, Xt est ID.

Définition 10.1.4 Soit (Xn)n≥1 une suite de variable aléatoires i.i.d de loi de probabilité

π. Et soit (Ln)n≥1 une suite de variables aléatoires indépendantes suivant toutes Exp(λ), où

λ > 0.

On appelle processus de Poisson marqué, noté
(
Nπ,λ
t

)
t≥0

, le processus défini par :

Nπ,λ
t =



0, si 0 ≤ t < L1

X1, si L1 ≤ t < L1 + L2

X1 +X2, si L1 + L2 ≤ t < L1 + L2 + L3

· · · · · · · · ·

.

On peut démontrer que
(
Nπ,λ
t

)
t≥0

, est un processus de Levy et pour tout réel x :

E
(
e−xN

π,λ
t

)
= exp

[
−t
∫ +∞

0

(
1− e−xu

)
d(λπ)(u)

]
.

Lorsque λ tend vers +∞, Exp(λ)
λ→+∞−−−−→
L

0, ce qui signifie que les sauts ont lieu de plus en

plus fréquemment. Et en faisant converger π vers δ0, de façon convenable (de façon à ce que

λπ converge vers une certaine mesure), on montre le théorème suivant :

Théorème 10.1.5 (De Finetti, version processus) Soit π une mesure positive sur ]0,+∞[

telle que : ∫ +∞

0
min(1, x)dπ(x) < +∞.

Alors il existe une unique processus de Levy croissant (St)t≥0 tel que pour tout t ≥ 0, et tout

λ ≥ 0

E
(
e−λSt

)
= exp

[
−t
∫ +∞

0

(
1− e−λx

)
dπ(x)

]
.

Remarque 10.1.6 Une démonstration se trouve dans [11]

Définition 10.1.7 On dit que le processus (St)t≥0 rencontré dans l’énoncé Théorème 10.1.5

est un subordinateur.
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Remarque 10.1.8 ”Subordinateur” : Terminologie du changement de temps pour les pro-

cessus de Markov.

Définition 10.1.9 Soit φ : R+ −→]0,+∞[. On dit que φ est une fonction de Bernstein si

φ′ est complètement monotone. Autrement dit, d’après le Théorème de Bernstein 2.3.1, s’il

existe une mesure positive µ telle que :

∀x > 0 : φ′(x) =

∫ +∞

0
e−xtdµ(t).

Proposition 10.1.10 Une fonction φ est de Bernstein relativement à une mesure positive

µ ⇐⇒ elle admet une représentation de Levy-Khintchine, c’est-à-dire : il existe q, b ≥ 0 et

une mesure π intégrant x au voisinage de 0 et 1 au voisinage de +∞, tels que :

∀x > 0 : φ(x) = q + bx+

∫ +∞

0

(
1− e−xt

)
dπ(t).

Preuve de la proposition 10.1.10 :

⇐= : La condition d’intégrabilité se traduit par :

∫ +∞

0
min(1, x)dπ(x) < +∞.

Par dérivation sous le signe

∫
, pour tout x > 0 :

φ′(x) = b+

∫ +∞

0
te−txdπ(t) =

∫ +∞

0
e−txdµ(t),

où dµ(t) = bδ0(t) + tdπ(t).

=⇒ : Soit x > 0, alors :

φ(x)− φ(0) =

∫ x

0
φ′(y)dy =

∫ x

0

∫ +∞

0
e−ytdµ(t)dy

=
(Tonelli)

∫ +∞

0

∫ x

0
e−ytdy dµ(t) =

∫ +∞

0

[
−e
−yt

t

]x
0

dµ(t)

=

∫ +∞

0

(
−e
−xt

t
+

1

t

)
dµ(t) =

∫ +∞

0

(
1− e−xt

) dµ(t)

t
.

(1.1)

Posons q = φ(0), b = µ({0}), et dπ(t) =
1

t
(dµ(t)− bδ0(t)).

Alors :

φ(x) = φ(0) +

∫ +∞

0

(
1− e−xt

) dπ(t)

t
+

∫ +∞

0

(
1− e−xt

) dδ0(t)

t

= φ(0) + b lim
t→0+

1− e−xt

t
+

∫ +∞

0

(
1− e−xt

) dπ(t)

t

= φ(0) + bx+

∫ +∞

0

(
1− e−xt

) dπ(t)

t
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Il reste la condition d’intégrabilité sur π :

• On a, grâce à l’égalité (1.1) :∫ 1

0
xdπ(x) ≤

∫ 1

0
dµ(x) =

∫ 1

0
exe−xdµ(x)

≤ e

∫ 1

0
e−xdµ(x) = eφ′(1) < +∞.

• Et, encore grâce à l’égalité (1.1), puisque 0 /∈]1; +∞[:∫ +∞

1
dπ(x) =

∫ +∞

1

dµ(x)

x
=

∫ +∞

1

1− e−x

x (1− e−x)
dµ(x)

≤ 1

1− e−1

∫ +∞

1

1− e−x

x
dµ(x)

=
1

1− e−1
(φ(1)− φ(0)) < +∞.

�

On déduit du Théorème de plongement de Levy 10.1.1 et du Théorème de De Finetti 10.1.5

le corollaire suivant :

Corollaire 10.1.11 (De Finetti) Soit X une variable aléatoire positive.

Alors X est ID⇐⇒ Pour tout λ > 0, E
(
e−λX

)
= e−φ(λ), où φ est une fonction de Bernstein.

Dans ce cas, le processus de Levy (Xt)t≥0 associé à X est le subordinateur, ainsi pour tous

t, λ ≥ 0 :

E
(
e−λXt

)
= e−tφ(λ).

Remarque 10.1.12 (Retour sur le processus (N
(π,λ)
t )t≥0)

• q est le paramètre de meurtre : En posant X =

{
0, si Lq ≥ 1

+∞, si Lq < 1
, où Lq suit la loi

Exp(q), pour q > 0,
(
E
(
e−λX

)
= P(Lq ≥ 1) = e−q

)
alors le processus de Levy associé

à cette variable X est en fait : Xt = (+∞)1{t>Lq}.

• b est le paramètre de dérive : Si Xt = bt : E
(
e−λXt

)
= e−λbt.

• π est la mesure de saut : Considérons πε la mesure π restreinte à l’ouvert ]ε,+∞[.

D’après l’hypothèse

∫ +∞

0
min(1, t)dπ(t) < +∞, alors πε est une mesure finie de masse

égale à mε = πε (]ε,+∞[) , et alors π̃ε =
πε
mε

est une mesure de probabilité.

Dès lors, si q = b = 0, pour tout λ ≥ 0 :

E
(
e−λXt

)
= e−tφ(λ) = lim

ε→0+
exp

[
−tmε

∫ +∞

ε

(
1− e−λx

)
dπ̃ε(x)

]
.
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Nous avons deux phénomènes possibles :

— Si mε croit, quand ε tend vers 0+, vers un réel positif m, alors (Xt)t≥0 est un

processus marqué (d’intensité m).

— Si mε croit, quand ε tend vers 0+, vers +∞, alors (Xt)t≥0 est un subordinateur

d’intensité infini : le processus saute infiniment souvent.

Exemple 10.1.13

• Subordinateur Gamma : Considérons, pour tout t ≥ 0, γt de loi gamma de densité :
1

Γ(t)
xt−1e−x1]0,+∞[(x). Nous avons (c’est du revu), pour tout λ > 0 :

E
(
e−λγt

)
=

1

(1 + λ)t
= e−t ln(1+λ)

= exp

[
t ln

(
1

1 + λ

)]
= exp

[
−t
∫ +∞

0

e−x − e−(1+λ)x

x
dx

]
,

d’après la Formule de Frullani (Proposition 1.1.18).

Ainsi :

E
(
e−λγt

)
= exp

−t
∫ +∞

0

e−x − e−(1+λ)x

x
dx︸ ︷︷ ︸

(=φ(λ) (Bernstein))


D’après le Corollaire 10.1.11, il existe donc un processus de Levy (Γt)t≥0 appelé

le subordinateur Gamma (d’intensité infinie, sans meurtre ni dérive : b = q = 0,

dπ(x) =
e−x

x
dx) tel que pour tout t ≥ 0 : Γt

L
= γt.

(Ce qui correspond bien à la relation : pour tous t, s ≥ 0 : γs+t
L
= γs +

⊥⊥
γt.)

• Subordinateur stable positif d’indice α appartenant à ]0, 1[:

Soit Zα la loi α-stable positive, dont nous rappelons la transformée de Laplace (Théorème

2.4.5) : pour tout λ ≥ 0 : E
(
e−λZα

)
= e−λ

α
.
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D’après le Lemme 2.4.4 (iii) : λα =
α

Γ(1− α)

∫ +∞

0

(
1− e−λx

) dx

xα+1
. Alors :

E
(
e−λZα

)
= exp

−t
∫ +∞

0

(
1− e−λx

) αdx

Γ(1− α)xα+1︸ ︷︷ ︸
(=φ(λ) (Bernstein))

 .
D’après le Corollaire 10.1.11, il existe donc un processus de Levy (Z

(α)
t )t≥0 tel que

pour tous t, λ ≥ 0 :

E
(
e−λZ

(α)
t

)
= e−λ

αt.

Concernant ce processus stable, nous déduisons de cette construction la proposition

suivante.

10.2 Variable

∫ +∞

0

e−σtdt, où (σt)t≥0 est un subordinateur

Soit (σt)t≥0 un subordinateur, tel que pour tout λ ≥ 0 :

φ(λ) = q + bλ+

∫ +∞

0

(
1− e−λt

)
dt.

Et soit : φ̃(λ) = φ(λ)− q, ayant pour subordinateur associé (σ̃t)t≥0, avec :

σt = σ̃t1{t≤Lq} + (+∞)1{t>Lq}, où Lq ∼ Exp(q), et Lq ⊥⊥ (σt)t≥0.

Proposition 10.2.1 Considérons, pour tout t ≥ 0 : It =

∫ t

0
e−σ̃udu. Alors :

— Pour tous t, λ ≥ 0, It admet un moment d’ordre λ. Et si λ ≥ 1, alors :

E
(
Iλt

)
= λ

∫ t

0
e−sφ̃(λ)E

(
Iλ−1
t−s

)
ds.

— Soit I =

∫ +∞

0
e−σudu

(
qui est en fait égal à

∫ Lq

0
e−σ̃udu

)
. Alors la variable aléatoire

I est déterminée par ses moments d’ordres entiers.

Preuve de la proposition 10.2.1 :

— La fonction dérivée de s 7−→ Is =

∫ s

0
e−σ̃udu est égale à e−σ̃s . Ainsi, pour tout t ≥ 0,

et tout λ ≥ 1 :

λ

∫ t

0
(It − Is)λ−1e−σ̃sds =

[
−(It − Is)λ

]t
0

= Iλt . (2.1)
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Or, nous avons

It − Is =

∫ t

s
e−σ̃udu = eσ̃s

∫ t

s
e−(σ̃u−σ̃s)du = eσ̃s

∫ t−s

0
e−(σ̃u+s−σ̃s)du (2.2)

Étant en présence d’un processus de Levy, alors, pour tous u, s ≥ 0 : σ̃u+s− σ̃s
L
= σ̂u,

et σ̃u+s − σ̃s ⊥⊥ σ̂s, où (σ̃s)s≥0 est une copie indépendante du processus (σ̃s)s≥0.

Ainsi les relations (2.1) et (2.2), le Théorème de Tonelli et l’indépendance donnent,

pour tout λ ≥ 1 :

E
(
Iλt

)
= λ

∫ t

0
E

[
e−λσ̃s

(∫ t−s

0
e−σ̂udu

)λ−1
]

ds

= λ

∫ t

0
E
(
e−λσ̃s

)
E

[(∫ t−s

0
e−σ̂udu

)λ−1
]

ds

= λ

∫ t

0
e−sφ̃(λ)E

(
Iλ−1
t−s

)
ds.

— Nous allons maintenant démontrer que pour tout λ ≥ 1 : E(Iλ) =
λ

φ(λ)
E(Iλ−1).

En effet, Lq ⊥⊥ (σt)t≥0, le Théorème de Tonelli, et la relation (2.2) donnent :

E(Iλ) = E

[(∫ Lq

0
e−σ̃udu

)λ]

=

∫ +∞

0
qe−qtE

[(∫ t

0
e−σ̃udu

)λ]
dt

=

∫ +∞

0
qe−qtE(Iλt )dt

= λq

∫ +∞

0
e−qt

[∫ t

0
e−sφ̃(λ)E

(
Iλ−1
t−s

)
ds

]
dt

= λ

∫ +∞

0
qe−sφ̃(λ)

[∫ +∞

s
E
(
Iλ−1
t−s

)
dt

]
ds

= λ

∫ +∞

0
qe−sφ̃(λ)

∫ +∞

0
e−q(t+s)E

(
Iλ−1
t

)
dtds

= λ

∫ +∞

0
e−s(φ̃(λ)+q)

∫ +∞

0
qe−qtE

(
Iλ−1
t

)
dtds

= λ

∫ +∞

0
e−sφ(λ)E

(
Iλ−1

)
ds

= λE
(
Iλ−1

)
×
∫ +∞

0
e−sφ(λ)ds =

λ

φ(λ)
E
(
Iλ−1

)
.
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On en déduit alors que I est déterminée par ses moments entiers, puisque pour tout

entier n ≥ 1 :

E(In) =
n

φ(n)
E(In−1) = · · · = n!

n∏
k=1

φ(k)

E(I0) =
n∏
k=1

k

φ(k)
.

Comme φ(λ) ≥ q, alors : E(In) ≤ n!

qn
. Et alors pour tout 0 ≤ x < q :

E
(
exI
)
≤

+∞∑
n=0

n!

n!

(
x

q

)n
< +∞.

�

Remarque 10.2.2 Considérons ILq =

∫ Lq

0
e−σ̃tdt, on va étudier le comportement quand

q tend vers 0+.

Tout d’abord : Lq
P−ps−−−−→
q→0+

+∞.

En effet, pour tout t ≥ 0 : P(Lq ≥ t) = e−qt −−−−→
q→0+

1.

Donc :

P(Lq = +∞) = lim
t→+∞

P(Lq ≥ t) −−−−→
q→0+

lim
t→+∞

1 = 1.

Dès lors, par convergence monotone, P-ps :

ILq =

∫ Lq

0
e−σ̃tdt −−−−→

q→0+

∫ +∞

0
e−σ̃tdt = I.

Et nous avons : P-ps : I < +∞, parce que :

E(ILq) =
1

q + φ̃(1)
−−−−→
q→0+

1

φ̃(1)
< +∞,

sauf si q = b = 0, ce qui équivaudrait à φ̃(1) = 0.

Et alors, pour tout n ≥ 1 : E(In) =
n∏
k=1

k

φ(k)
≤ n!

(φ(1))n
.

Proposition 10.2.3 Nous avons :

a) Pour tout c > 0 :
φ(λ+ c)

φ(λ)
−−−−→
λ→+∞

1.

b) Pour tout λ ≥ 1 :

φ(λ)

λ
= b+

∫ 1

0
xλ−1 [q + π (]− ln(x); +∞[)] dx,

où π(]u; +∞[) =

∫ +∞

u
dπ(t).
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Preuve de la proposition 10.2.3 :

a) φ est croissante concave, alors pour tous λ, c > 0 :

φ(λ+ c) = φ(λ) + φ(λ+ c)− φ(λ)︸ ︷︷ ︸
décroissante en λ

≤ φ(λ) + φ(c)− φ(0)

Donc :

1 =
φ(λ)

φ(λ)
≤ φ(λ+ c)

φ(λ)
≤ 1 +

φ(c)− φ(0)

φ(λ)
.

En appliquant le Théorème des gendarmes, on obtient le résultat.

b) Nous avons pour tout λ ≥ 1 :

φ(λ)

λ
=

q

λ
+b+

∫ +∞

0

1− e−λt

λ
dπ(t) =

(∫ 1

0
xλ−1dx

)
q+b

∫ +∞

0

1− e−λt

λ
dπ(t). (2.3)

La fonction t 7−→ 1− e−λt

λ
a pour fonction dérivée : t 7−→ e−λt. Et dπ(t) a pour

primitive −π (]t; +∞[) . Alors, par intégration par parties :∫ +∞

0

1− e−λt

λ
dπ(t) = [−π (]t; +∞[)]+∞0 +

∫ +∞

0
e−λtπ (]t; +∞[) dt

= lim
t→0+

1− e−λt

λ
π (]t; +∞[) +

∫ +∞

0
e−λtπ (]t; +∞[) dt.

Or, lim
t→0+

1− e−λt

λ
π (]t; +∞[) = 0. En effet :

1− e−λt

λ
∼

t→0+
t, et π (]t; +∞[) = −

∫ +∞

t
dπ(s).

Et alors, pour tout ε > 0, et pour tout 0 < t < ε :

0 ≤ 1− e−λt

λ
π (]t; +∞[) ≤ tπ (]t; +∞[)

≤ tπ (]t, ε[) + tπ (]ε; +∞[)

≤ t

∫ ε

t
dπ(s) + tπ (]ε; +∞[) ≤ t

(∫ ε

0
dπ(s) + π (]ε; +∞[)

)
,

et le Théorème des gendarmes permet de conclure.

Finalement la relation (2.3) devient :

φ(λ)

λ
= b+

(∫ 1

0
xλ−1dx

)
q +

∫ +∞

0
e−λtπ (]t; +∞[) dt

= b+

(∫ 1

0
xλ−1dx

)
q +

∫ 1

0
xλ−1π (]− ln(x); +∞[) , où x = e−t

= b+

∫ 1

0
xλ−1 [q + π (]− ln(x); +∞[)] dx.

�
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Remarque 10.2.4 Ainsi, pour tout λ ≥ 1 :

λ

φ(λ)

[
b+

∫ 1

0
xλ−1 [q + π (]− ln(x); +∞[)] dx

]
= 1. (2.4)

Ce qui offre une loi de probabilité.

Définition 10.2.5 Soit X une variable alétoire positive ou nulle. Et soit un réel t tel que

0 < E(Xt) < +∞.
Alors la variable aléatoire biaisée par la taille issue de X par t est la variable aléatoire posi-

tive notée X(t) vérifiant : pour tout fonction mesurable bornée f :

E
[
f(X(t))

]
=
E
[
Xtf(X)

]
E(Xt)

.

Exemple 10.2.6 Si X suit la loi βa,b, pour deux réels a, b > 0, alors pour tout t > −a :

X(t) suit la loi βa+t,b.

Théorème 10.2.7 Soit (σt)t≥0 un subordinateur de triplet (b, q, π).

Soit Y1 une variable aléatoire positive de loi égale à :

dPY1(x) =
1

φ(1)

[
b dδ1(x) + (q + π (]− ln(x); +∞[))1]0;1[(x)dx

]
,

et soient pour tout entier k ≥ 2 : Yk la variable aléatoire biaisée de Y1 par k − 1.

Considérons les Yk indépendantes, et soit (Tn)n≥1 la suite de variables aléatoires positives

telle que, pour tout n ≥ 1 :

Tn =
n∏
k=1

φ(k)(k + 1)

kφ(k + 1)
Yk.

Alors (Tn)n≥1 converge P-presque sûrement vers une variable notée T∞. De plus :

I =

∫ +∞

0
e−σudu

L
=

1

φ(1)
T∞.

Preuve de la théorème 10.2.7 : Puisque pour tout k ≥ 2, Yk
L
= Y

(k−1)
1 , alors sa loi est :

dPYk(x) =
k

φ(k)

[
b dδ1(x) + xk−1 (q + π (]− ln(x); +∞[))1]0;1[(x)dx

]
,

et nous avons :

E(Yk) =
k

φ(k)

[
b+

∫ 1

0
xk (q + π (]− ln(x); +∞[)) dx

]
=

kφ(k + 1)

(k + 1)φ(k)
,
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grâce à la relation (2.4) appliqué en λ = k + 1.

Alors chaque E(Tn) vaut 1, et (Tn)n≥1 est une martingale positive L1(Ω) pour sa propre

filtration, elle converge P-presque sûrement vers une variable aléatoire positive T∞.

Pour démontrer que I
L
=

1

φ(1)
T∞, nous allons montrer que les deux variables I et

1

φ(1)
T∞

ont les mêmes moments entiers. D’après le Théorème de Tonelli et grâce à l’indépendance,

pour tout entier n ≥ 0,

E

[(
1

φ(1)
T∞

)n]
=

1

[φ(1)]n

+∞∏
k=1

(k + 1)n[φ(k)]n

[φ(k + 1)]nkn
E(Y n

k ).

Or, de nouveau grâce à la relation (2.4) appliqué à λ = k + n :

E(Y n
k ) =

k

φ(k)

[
b+

∫ 1

0
xk+n−1 (q + π (]− ln(x); +∞[)) dx

]
=

kφ(k + n)

(k + n)φ(k)
,

ainsi donc :

E

[(
1

φ(1)
T∞

)n]
=

1

[φ(1)]n

+∞∏
k=1

(k + 1)n[φ(k)]n−1

[φ(k + 1)]nkn−1
× φ(k + n)

k + n

=
1

[φ(1)]n
lim

N→+∞

N∏
k=1

(k + 1)n[φ(k)]n−1

[φ(k + 1)]nkn−1
× φ(k + n)

k + n

=
1

[φ(1)]n

n−1∏
k=1

(k + 1)n[φ(k)]n−1

[φ(k + 1)]nkn−1

φ(k + n)

k + n
× lim
N→+∞

N∏
k=n

(k + 1)n[φ(k)]n−1

[φ(k + 1)]nkn−1

φ(k + n)

k + n

=
1

[φ(1)]n
× n!× [φ(1)]n

φ(1)× · · ·φ(n)
×
(

n

φ(n)

)n−1

×
n−1∏
k=1

φ(k + n)

k + n
× lim
N→+∞

N∏
k=n

(k + 1)n[φ(k)]n−1

[φ(k + 1)]nkn−1

φ(k + n)

k + n

=
n!

n∏
j=1

φ(j)

× lim
N→+∞

(N + 1)n−1

[φ(N + 1)]n−1

N∏
k=1

φ(k + n)

k + n
×

N∏
k=n

k + 1

φ(k + 1)

=
n!

n∏
j=1

φ(j)

× lim
N→+∞

(N + 1)n−1

[φ(N + 1)]n−1
×

N∏
k=N−n+2

φ(k + n)

k + n

=
n!

n∏
j=1

φ(j)

× lim
N→+∞

(N + 1)n−1

[φ(N + 1)]n−1
×
n−1∏
k=1

φ(N + k + 1)

N + k + 1

=
n!

n∏
j=1

φ(j)

× 1× · · · × 1 = E(In).
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En effet, chaque facteur dans le produit a pour limite 1 quand N tend vers ∞, d’après la

Proposition 10.2.3 (a), appliquée en c = 1, 2, · · · , n. �

Exemple 10.2.8 Traduisons le Théorème 10.2.7, dans certains cas :

— Avec un meurtre pur : q > 0, b = 0, π est la mesure nulle, alors :

I =

∫ Lq

0
1dt = Lq

L
=

1

q
L, où L ∼ Exp(1).

φ(1) = q, et pour tout k ≥ 1 : dPYk(x) = kxk−11]0;1[(x)dx, qui est la loi de la variable

U
1
k , où U est de loi uniforme sur ]0; 1[. Alors le Théorème 10.2.7 donne :

L
L
=

+∞∏
k=1

(
1 +

1

k

)
U

1
k (en fait : L

L
= − ln(U)).

Et nous obtenons la formule de Knar : pour tout s > 0 :

Γ(1 + s) = E(Ls) =
+∞∏
k=1

(
k + 1

k

)s k

k + s

— Avec un drift pur : b > 0, q = 0, π est la mesure nulle, alors le cas est pathologique :

I =
1

b
, φ(λ) = bλ, dPYk(x) = dδ1(x).

— Cas sans saut : b, q > 0, la mesure π est nulle.

I =

∫ Lq

0
e−btdt

L
=

1− e−bLq
b

L
=

1− e−
b
q
L

b

L
=

1− U
b
q

b
(car L

L
= − ln(U))

L
=

1

b
β1, q

b
(évident avec un calcul de la densité)

Nous avons φ(1) = q + b, et alors :
φ(k)(k + 1)

kφ(k + 1)
=

(k + 1)
(
k + q

b

)
k
(
k + 1 + q

b

) . Donc :

dPYk(x) =
k

φ(k)

(
bdδ1(x) + qxk−11]0,1[(x)dx

)
=

k

k + q
b

(
dδ1(x) +

q

b
xk−11]0,1[(x)dx

)
.

Et, à l’aide du Théorème 10.2.7, et en notant κ =
q

b
> 0, nous obtenons :

β1,κ
L
=

1

1 + κ

+∞∏
n=1

(n+ κ)(n+ 1)

n(n+ 1 + κ)
Yn.
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— Prenons enfin le subordinateur (σt)t≥0 associé au triplet : b = q = 0, et π (]− ln(x),+∞[) =

ϕa,c(x), où a ≥ 1, 0 < c < 1, et ϕa,c désigne la densité de la loi βa,c, soit :

ϕa,c(x) =
Γ(a+ c)

Γ(a)Γ(c)
xa−1(1− x)c−11]0,1[(x).

Alors, dans ce cas, pour tout k ≥ 1 : Yk
L
= βa,c et :

φ(k)

k
= E

(
βk−1
a,c

)
= E (βa+k−1,c) =

a+ k − 1

a+ c+ k − 1
.

Et φ(1) = 1, Le Théorème 10.2.7 donne, si Ta,1,c désigne la variable aléatoire
I

E(I)
, où

I =

∫ +∞

0
e−σtdt, et si pour n ≥ 1 :Xn désigne

a+ c+ n

a+ n
βa+n,c, prises indépendantes :

Ta,1,c
L
=

+∞∏
n=0

Xn,

le produit existant P-presque sûrement.

Remarque 10.2.9 (Retour sur le processus de Cauchy, questions ouvertes)

• T1 désignant le temps de dépassement en 1 du processus (Ct)t≥1. Kuznetsov-Pardo,

en 2013, ont prouvé que :

T1
L
=
T1,1, 1

2

T 1
2
,1, 1

2

(quotient indépendant).

Par ailleurs, on peut prouver que γ 1
2

L
= T 1

2
,1,1, et donc la Proposition 4.3.2 devient :

|C1|
L
= |C| L=

√√√√T 1
2
,1,1

T 1
2
,1,1

(quotient indépendant).

• On ne sait pas si T1 est infiniment divisible. Mais il a été prouvé que
1

Ta,1,c
l’est.

Cependant, on a un critère pour savoir si T1 est infiniment divisible :

Si fn désigne la densité de Tn (Tn
L
= nT1) : si f1 a une courbe dite ”baleinière”/”whole

shape”, c’est-à-dire :

card
(
(f ′n)−1({0})

)
= card

(
(f ′′n)−1({0})

)
= 1,

alors T1 sera ID.
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10.3 Fonctions caractéristiques et processus de Levy

Présentons maintenant un résultat pour les fonctions caractéristiques des variables aléatoires

réelles ID (plus nécessairement positives) :

Théorème 10.3.1 (Levy-Khintchine, version processus) Soit X une variable aléatoire

réelle infiniment divisible. Alors il existe un processus de Levy (Xt)t≥0 unique en loi, tel que

X1
L
= X. De plus, pour tout réel λ, pour tout t ≥ 0 :

E
(
eiλXt

)
= etψ(λ),

où

ψ(λ) = ibλ− σ2λ
2

2
+

∫
R/{0}

(
eiλx − 1− iλx1[−1,1](x)

)
dπ(x),

et où :

• le réel b est le paramètre de dérive,

• σ2 est le paramètre de diffusion,

• π, appelée mesure de saut, est une mesure positive sur R/{0} telle que :∫
R/{0}

min(1, x2) dπ(x) < +∞.

Exemple 10.3.2

• Le mouvement brownien : E
(
eiλX

)
= e−

λ2

2 .On retrouve : pour tout t ≥ 0 : E
(
eiλBt

)
= e−t

λ2

2 .

• Processus de Cauchy : Ct a pour densité x 7−→ t

π(x2 + t2)
, la fonction caractéristique

étant : E
(
eiλCt

)
= e−t|λ|.

En fait :

|λ| = lim
ε→0+

1

π

∫
|x|≥ε

(
eixλ − 1

) dx

x2
=

1

π

∫
R/{0}

(
eiλx − 1− iλx1[−1,1](x)

) dx

x2
.
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• Considérons la loi γa pour a > 0. Et considérons X(a) = ln(γa). Nous avons, pour tout

λ > −a :

E
(
eλX

(a)
)

= E
(
γλa

)
=

Γ(λ+ a)

Γ(a)
.

Nous avions vu, par la Formule de Malmsten (Lemme 4.2.7) :

ln

[
Γ(λ+ a)

Γ(a)

]
= ψ(a)λ+

∫ 0

−∞

(
eλx − 1− λx

) eaxdx

|x| (1− e−x)
,

formule en λ > −a, qui s’étend à iR. Ainsi :

E
(
eiλX

(a)
)

= exp

[
iψ(a)λ+

∫ 0

−∞

(
eiλx − 1− iλx

) eaxdx

|x| (1− e−x)

]
.

Le Corollaire 4.1.9, affirme alors que X(a) est ID, pour tout a > 0, de mesure de saut :
eax

|x| (1− e−x)
1]−∞,0[(x)dx, et le Théorème 10.3.1 nous dit qu’il existe un processus de

Levy associé (X
(a)
t )t≥0 : le processus log-Gamma.

10.4 Exposant de Laplace

Soit (σt)t≥0 un subordinateur. On considère le processus à dérive, pour c > 0 fixé, et pour

tout t ≥ 0 : Zt = ct− σt.
Alors (Zt)t≥0 est aussi un processus de Levy, appelé processus de Cramer-Lundberg.

Exemple 10.4.1 En assurance : ct désigne les cotisations, σt désigne les sinistres (il faut

un processus non tué : q = 0).

Calculons donc sa fonction génératrice des moments, pour q = 0. Pour tout réel λ et pour

tout t ≥ 0 :

E
(
eλZt

)
= eλctE

(
e−λσt

)
= eλct exp

[(
−bλ−

∫ +∞

0

(
1− e−λx

)
dπ(x)

)
t

]
= eλ(c−b)t exp

[
−t
∫ −∞

0

(
1− eλx

)
dπ(−x)

]
= eλ(c−b)t exp

[
t

∫ 0

−∞

(
eλx − 1

)
dπ−(x)

]
(où π− (]−∞,−x]) = π ([x,+∞[))

= eλ(c−b)t exp

[(
λ

∫ 0

−1
xdπ−(x) +

∫ 0

−∞

(
eλx − 1− λx1]−1,0[(x)

)
dπ−(x)

)
t

]
= eλb̃t exp

[
t

∫ 0

−∞

(
eλx − 1− λx1]−1,0[(x)

)
dπ−(x)

]
,
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où b̃ = c− b+

∫ 0

−1
xdπ−(x).

En étendant sur iR, nous obtenons, pour tout réel λ :

E
(
eiλZt

)
= exp

[
iλb̃t+ ψ̃(λ)t

]
,

où ψ̃(λ) =

∫ 0

−∞

(
eiλx − 1− iλx1]−1,0[(x)

)
dπ−(x), ce qui présente une représentation de type

Levy-Khintchine, avec σ = 0, supp(π−) ⊂ R−.

Définition 10.4.2 Un processus de Levy est dit sans saut positif ou spectralement négatif si

sa mesure de saut dans sa représentation de Levy-Khintchine est à support dans R−.

Du calcul précédent, pour tout processus de Levy spectralement négatif (Zt)t≥0, on définit

pour tout λ ≥ 0 :

ψ(λ) = ibλ− σ2λ
2

2
+

∫ 0

−∞

(
eiλx − 1− iλx1]−1,0[(x)

)
dν(x),

où ν est une mesure positive à support dans R−.

Cette fonction ψ est appelé exposant de Laplace de (Zt)t≥0. Cette fonction ψ est analytique

sur {z ∈ C | Im(z) ≤ 0}. Et pour tout λ ≥ 0 : E
(
eiλZt

)
= etψ(λ).

En posant, pour tout λ ≥ 0 : ϕ(λ) = ψ(−iλ), on retrouve : E
(
eλZt

)
= etψ(−iλ) = etϕ(λ), et :

ϕ(λ) = bλ+ σ2λ
2

2
+

∫ 0

−∞

(
eλx − 1− λx1]−1,0[(x)

)
dν(x).

Exemple 10.4.3

• D’après la formule de Malmsten (Lemme 4.2.7) :

Γ(1 + λ) = exp

[
−γλ+

∫ 0

−∞

(
eλx − 1− λx

) dx

|x|
(
e|x| − 1

)] = E
(
eλ ln(L)

)
,

où L ∼ Exp(1).

ln(L) est la variable aléatoire de Gumbel, que l’on peut associer à un processus de

Levy spectralement négatif (Gt)t≥0, avec donc G1
L
= ln(L) est qui a pour densité ex−e

x
.

• Soit α appartenant à ]1, 2]. Considérons pour λ > 0 : ψ(λ) = λα.

D’après le Lemme 2.4.4 (iii) : λα−1 =
α− 1

Γ(2− α)

∫ +∞

0

(
1− e−λx

) dx

xα
. Et λα−1 =

ψ(λ)

λ
,
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donc :

λα = ψ(λ) =
λ(α− 1)

Γ(2− α)

∫ 0

−∞
−
(

1− eλ|x|
) dx

|x|α

=
λ(α− 1)

Γ(2− α)

∫ 0

−∞

(
eλ|x| − 1

) dx

|x|α
= ln

[
E
(
eλZα−1

)]
,

Zα−1 désignant la loi stable positive d’indice de stabilité α− 1.

Ainsi, ψ(λ) est l’exposant de Laplace d’un processus qui est spectralement négatif. En

effet :

ψ(λ) =
λ(α− 1)

Γ(2− α)

∫ +∞

0

(
1− e−λx

) dx

xα

=
α− 1

Γ(2− α)

[
e−λx + λx− 1

xα

]+∞

0

+
α(α− 1)

Γ(2− α)

∫ +∞

0

(
e−λx + λx− 1

) dx

xα+1

=
α(α− 1)

Γ(2− α)

∫ +∞

0

(
e−λx + λx− 1

) dx

xα+1

=
α(α− 1)

Γ(2− α)

∫ 0

−∞

(
eλu − λu− 1

) du

|u|α+1
=

1

Γ(−α)

∫ 0

−∞

(
eλu − λu− 1

) du

|u|α+1

et

∫ 0

−∞
min(1, u2)

du

|u|α+1
< +∞.

Donc : ψ(λ) =

∫ 0

−∞

(
eλu − λu− 1

)
dνα(u), où :

dνα(x) =
1

Γ(−α)
1]−∞,0](x)

dx

|x|α+1
.

Définition 10.4.4 Soit α appartenant à ]1, 2[.

Le processus d’exposant de Laplace ψ(λ) =

∫ 0

−∞

(
eλu − λu− 1

)
dνα(u), où :

dνα(x) =
1

Γ(−α)
1]−∞,0](x)

dx

|x|α+1
.

est appelé processus stable spectralement négatif, et est encore noté (Z
(α)
t )t≥0.

Proposition 10.4.5 Considérons, pour α appartenant à ]0, 2[, le processus (Z
(α)
t )t≥0. Alors :

— Pour tout t > 0 : Z
(α)
t

L
= t

1
αZ

(α)
1 .

— Le processus (Z
(α)
t )t≥0 est

1

α
−autosimilaire. Nous avons en fait :

∀c > 0 : (Z
(α)
ct )t≥0

L
= (c

1
αZ

(α)
t )t≥0.
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Preuve de la proposition 10.4.5 :

— Nous avons en effet, pour tous t, λ ≥ 0 :

e−tλ
α

= e
−
(
λt

1
α

)α
= E

[
e−λt

1
αZ

(α)
1

]
.

— Il s’agit de la même démonstration (à adapter avec l’exposant
1

α
) que celle de la

Proposition 9.2.2.

�

Remarque 10.4.6 Le subordinateur α-stable vu ci-dessus est le seul processus (à une

constante multiplicative près) de Levy autosimilaire. Ce qui devient faux pour les processus

à accroissements indépendants (sans accroissements stationnaires) (processus dits de Sato).

Remarque 10.4.7

— Les processus (Z
(α)
t )t≥0 (respectivement les variable Z(α)) pour α appartenant à ]0, 2[,

donc dit ”positif” (en fait : )”spectralement positif”) pour α dans ]0, 1[ et ”spectrale-

ment négatif” pour α dans ]1, 2[ font partie d’une classe de processus (respectivement

variables) plus générale : les processus et variables aléatoires stables (dont les lois n’ont

plus nécessairement leur support sur ]0,+∞[ ou ]−∞, 0[). Voir Lois stables pour un

résumé ou pour des éléments plus précis encore : [16]

• (Ct)t≥1 est en fait le processus stable symétrique pour α = 1... Connâıtre la loi du

temps de dépassement pour un processus stable, et savoir si cette loi est ID sont des

problèmes ouverts (sujet de thèse en 2023).

• Enfin, une conjecture relative à ce sujet :

T1 est ID pour un processus stable d’indice α appartenant à ]0, 2[ ⇐⇒ α ≥ 1.

L’exemple du processus (Z
(α)
t )t≥0 stable spectralement négatif d’indice α dans ]1, 2[,(

ψ(λ)

λ
où ψ est un exposant de Laplace

)
motive une généralisation que nous allons présenter :

la classe de Jurek.

Définition 10.4.8 La classe de Jurek est l’ensemble des fonctions ϕ de Bernstein dont la

mesure poitive π associée (en vertu du Théorème de Bernstein 2.3.1) est à densité décroissante.

Proposition 10.4.9 Soit ϕ une fonction de la classe de Jurek.

Alors, la fonction ψ : λ 7−→ λϕ(λ) est l’exposant de Laplace d’un processus de Levy spectra-

lement négatif.

https://fr.wikipedia.org/wiki/Loi_stable
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Preuve de la proposition 10.4.9 : D’après la Proposition 10.1.10, il existe b, q ≥ 0, il

existe une mesure positive µ sur ]0,+∞[ telle que

∫ +∞

0
min(1, t)dµ(t) < +∞, tels que :

∀λ > 0 : ϕ(λ) = q + bλ+

∫ +∞

0

(
1− e−λt

)
dµ(t).

Par hypothèse, il exixte une fonction f positive décroissante sur ]0,+∞[ telle que dµ(t) =

f(x)dt.

Ainsi, pour tout λ > 0 :

λϕ(λ) = qλ+ bλ2 +

∫ +∞

0
λ
(

1− e−λt
)
f(t)dt. (4.1)

Comme f décroit sur ]0,+∞[, alors il existe une mesure positive ν sur ]0,+∞[ telle que :

∀x > 0 : f(x) = ν (]x,+∞[) .

t 7−→ λ
(
1− e−λt

)
a pour primitive t 7−→ e−λt + λt − 1, et t 7−→ f(t) = ν (]t,+∞[) a pour

dérivée : −dν(t). Par intégration par parties, l’égalité (4.1) devient, pour tout λ > 0 :

λϕ(λ) = qλ+ bλ2 +
[(
e−λt + λt− 1

)
f(t)

]+∞

0
+

∫ +∞

0

(
e−λt + λt− 1

)
dν(t). (4.2)

Il faut prouver que le crochet intégral, dans l’égalité (4.2) ci-dessus, est nul.

On va en fait prouver que lim
t→0+

tf(t) = 0, et lim
t→+∞

tf(t) = 0, (les seules limites posant

problème).

Partant de

∫ +∞

0
min(1, t)dµ(t) =

∫ +∞

0
min(1, t)f(t)dt < +∞, on a :

∫ 1

0
tf(t)dt < +∞.

Ainsi par convergence monotone :

∫ x

x
2

tf(t)dt −−−−→
x→0+

0.

Mais comme f décroit : ∫ x

x
2

tf(t)dt ≥ f(x)

∫ x

x
2

tdt = f
(x

2

)[ t2
2

]x
x
2

= f(x)

(
x2

2
− x2

8

)
=

3x2

8
f(x).

Donc : x2f(x) −−−−→
x→0+

0.

Puis

∫ +∞

1
dµ(t) =

∫ +∞

1
f(t)dt < +∞, alors :

∫ x

x
2

f(t)dt −−−−→
x→+∞

0.

Mais, toujours par décroissance de f :∫ x

x
2

f(t)dt ≥ f(x)× x

2
, donc : xf(x) −−−−→

x→+∞
0.
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Donc finalement :

ψ(λ) = qλ+ bλ2 +

∫ +∞

0

(
e−λt − 1 + λt

)
dν(t). (4.3)

D’autre part :

∫ 1

0
tf(t)dt < +∞, or encore par intégration par parties :

∫ 1

0
tf(t)dt =

[
t2

2
f(t)

]1

0

+

∫ 1

0

t2

2
dν(t) =

f(1)

2
+

∫ 1

0

t2

2
dν(t),

donc :

∫ 1

0
t2dν(t) < +∞.

Enfin, comme

∫ +∞

1
f(t)dt < +∞, de manière analogue :

∫ +∞

1
f(t)dt = [tf(t)]+∞1 +

∫ +∞

1
tdν(t) = −f(1) +

∫ +∞

1
tdν(t) ≥

∫ +∞

1
dν(t),

donc nous avons :

∫ +∞

0
min(t2, 1)dν(t) < +∞.

Et alors, l’égalité (4.3) devient, pour tout λ > 0 :

ψ(λ) = qλ+ bλ2 +

∫ 0

−∞

(
e−λt − 1 + λt

)
dν̃(t),

où ν̃ (]−∞,−t[) = ν (]t,+∞[) . �

Remarque 10.4.10 Tous les exposants de Laplace de ce type s’écrivent sous la forme λφ(λ),

où φ est dans la classe de Jurek.

Définition 10.4.11 Une fonction φ est une fonction de Bernstein complète si φ ∼ (q, b, ν),

où la mesure ν est à densité f complétement monotone.

Remarque 10.4.12 En particulier, f décroit est φ est de Jurek.

En écrivant f(x) = ν(]x,+∞[), ν a pour densité −f ′ qui est, elle aussi, complètement mo-

notone. Donc λφ(λ) est l’exposant de Laplace d’un processus de Levy spectralement négatif

dont la mesure de sauts a une densité absolument continue sur R− (ses dérivées sont positives

sur R−).
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10.5 Temps de passage des processus de Levy spectralement

négatifs

Soit (Xt)t≥0 un processus de Levy spectralement négatif issu de 0 et d’exposant de Laplace

ψ. Et considérons le temps de passage, pour tout x > 0 :

Tx = inf {t > 0 | Xt = x} = inf{t > 0 | Xt > x}.

Le processus (Xt)t≥0 saute vers le bas, comme le graphe ci-dessous en exemple :

Ainsi x 7−→ Tx est une fonction croissante P-presque sûrement. De plus :

∀x, y > 0 : Tx+y − Tx ⊥⊥ σ ({Xt | t ≤ Tx}) , et Tx+y − Tx
L
= Ty.

Ainsi (Tx)x≥0 est un subordinateur. Soit alors φ la fonction de Bernstein associée. Uene ques-

tion se présente alors : quel est le lien entre φ et ψ ?

Proposition 10.5.1 Soit (Xt)t≥0 un processus de Levy spectralement négatif, d’exposant de

Laplace ψ. On considère le processus positif défini pour tout t ≥ 0 :

M(λ)
t = eλXt−tψ(λ),

où λ ≥ 0 est fixé tel que : ∀t ≥ 0 :M(λ)
t ∈ L1(Ω).

Alors (M(λ)
t )t≥0 est une martingale positive L1 pour la filtration de (Xt)t≥0.

Et nous avons, pour tous x, t > 0 :

E
[
eλXmin(Tx,t)−ψ(λ) min(Tx,t)

]
= 1. (5.1)
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Preuve de la proposition 10.5.1 : Pour tous t, s ≥ 0 :

E
[
M(λ)

t+s | F
(X)
t

]
= e−(t+s)ψ(λ)E

[
eλXt+s | F (X)

t

]
= e−(t+s)ψ(λ)E

[
eλ(Xt+s−Xs)eλXs | F (X)

t

]
= eλXte−(t+s)ψ(λ)E

[
eλ(Xt+s−Xt) | F (X)

t

]
= eλXt−(t+s)ψ(λ)E

[
eλXs

]
, car (Xt)t≥0 est de Levy

= eλXt−(t+s)ψ(λ)esψ(λ) = eλXt−tψ(λ) = M(λ)
t .

On applique alors le théorème d’arrêt au temps d’arrêt min(Tx, t) :

E
[
M(λ)

min(Tx,t)

]
= 1 = E

[
M(λ)

0

]
, donc : 1 = E

[
eλXmin(Tx,1)−ψ(λ) min(Tx,1)

]
.

�

D’après la Définition 10.4.2, nous avons :

ψ(λ) = bλ+ σ2λ
2

2
+

∫ 0

−∞

(
eλx − 1− λx1]−1;0[(x)

)
dπ(x)

Il s’agit d’une somme de fonctions convexes sur [0,+∞[ donc convexe, et ψ(0) = 0. En effet

λ 7−→ σ2 λ2

2 est convexe sur [0,+∞[, et la fonction η : λ 7−→ bλ+

∫ 0

−∞

(
eλx − 1− λx1]−1;0[(x)

)
dπ(x)

est aussi convexe sur [0,+∞[ puisque :

η′(λ) = b+

∫ 0

−∞
x
(
eλx − 1]−1;0[(x)

)
dπ(x), et : η′′(λ) =

∫ 0

−∞
x2eλxdπ(x) > 0.

Remarque 10.5.2 Nous avons :

E
(
eλX1

)
= eψ(λ), et E

(
X1e

λX1

)
= ψ′(λ)eψ(λ) −−−−→

λ→0+
ψ′(0),

donc : ψ′(0) = E(X1) ∈ [−∞,+∞[. Dès lors, trois cas se présentent :

• ψ′(0) < 0, alors d’après le loi des grands nombres : Xt
P−ps−−−−→
t→+∞

−∞. Le Théorème du

potentiel dit alors que pour tout x > 0 : P(Tx = +∞) > 0.

• ψ′(0) > 0, alors encore d’après le loi des grands nombres :Xt
P−ps−−−−→
t→+∞

+∞. Le Théorème

du potentiel dit alors que pour tout x > 0 : P(Tx = +∞) = 0.

• ψ′(0) = 0, on trouve aussi pour tout x > 0 : P(Tx = +∞) = 0.

Ainsi deux cas se présentent :
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10.5.1 Cas ψ′(0) ≥ 0

Dans le cas ψ′(0) ≥ 0, par convexité ψ croit et tend vers +∞ quand λ tend vers +∞, et par

analyticité sur ]0,+∞[, ψ est strictement croissante et pour tout λ > 0, ψ(λ) > 0.

Nous avons, pour tous λ, t > 0 :

{
Xmin(Tx,1) ≤ x

ψ(λ) min(Tx, t) ≥ 0
.

La relation (5.1), pour tout t > 0 : E
[
eλXmin(Tx,t)−ψ(λ) min(Tx,t)

]
= 1 donne par convergence

bornée, quand t tend vers +∞ : 1 = E
(
eλx−ψ(λ)Tx

)
, car Xmin(Tx,t) −−−−→t→+∞

XTx = x, et

P(Tx < +∞) = 1, d’après les deux derniers cas de la Remarque (10.5.2). D’où :

∀λ ≥ 0 : E
(
e−ψ(λ)Tx

)
= e−λx.

La fonction ψ est strictement croissante, convexe sur [0,+∞[ et nulle en 0. Alors elle admet

une fonction réciproque φ strictement croissante concave sur [0,+∞[ (et qui s’annule en 0).

On obtient alors, pour tous x, λ ≥ 0 :

E
(
e−λTx

)
= e−xφ(λ).

Donc φ = ψ−1 est la fonction de Bernstein associée au subordinateur (Tx)x≥0.

Exemple 10.5.3 Avec ψ(λ) = λα où α appartient à ]1, 2] (le processus α-stable spectrale-

ment négatif), alors (Tx)x≥0 est le processus β-stable positif où β appartient à

[
1

2
; 1

[
.

En effet, dans ce cas φ(λ) = λβ, où β =
1

α
.

Et alors : T1
L
= xαT1, avec E

(
e−λT1

)
= e−λ

β
.
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Proposition 10.5.4 Soit ψ un exposant de Laplace, alors :

∀ε > 0 : lim
λ→+∞

ψ(λ)

λ2+ε
= 0.

Preuve de la proposition 10.5.4 : Nous avons, pour tout ε > 0 :

ψ(λ)

λ2+ε
= bλ−1−ε + λ−ε

[
σ2

2
+

∫ 0

−∞

eλx − 1− λx1]−1;0[(x)

λ2x2
× x2dπ(x)

]
.

Le crochet du membre de droite est bornée indépendamment de λ, car pour tout u < 0 :

eu ≤ 1 + u+ u2.

Donc : 0 ≤ ψ(λ)

λ2+ε
≤ bλ−1−ε + λ−εM −−−−→

λ→+∞
0. �

Remarque 10.5.5

— A-t-on la réciproque ? Si ψ est de Bernstein avec ψ(0 = 0,, alors ψ−1 est-l un exposant

de Laplace ? La réponse est non. Un contrexemple est donné par le cas : ψ(λ) = λα,

où α appartient à

]
0,

1

2

[
. On a, pour tout ε > 0 :

ψ−1(λ)

λ2+ε
= λ

1
α
−2−ε −−−−→

λ→+∞
+∞.

D’après la Proposition 10.5.4, la fonction ψ−1 ne peut pas être un exposant de Laplace.

— Cependant, sous le hypothèses : ψ Bernstein et ψ(0) = 0, trouver une condition

nécessaire et suffisante pour laquelle ψ−1 est un exposant de Laplace est encore au-

jourd’hui un problème ouvert.

— Un autre exemple où ψ′(0) ≥ 0 est ψ(λ) = λα + cλ où c ≥ 0, le processus stable avec

dérive.

10.5.2 Cas ψ′(0) < 0

Dans le cas où ψ(0) < 0, nous avons vu, d’après la Remarque 10.5.2, que pour tout x > 0 Tx

possède un atome en +∞.
— Si pour tout t ≥ 0, Xt = −σt où (σt)t≥0 est un subordinateur, alors on a P-presque

sûrement : Tx = +∞, car x > 0, et ψ(λ) = −φ(λ) ≤ 0, où φ est la fonction de

Bernstein associé à (σt)t≥0.

— Si (Xt)t≥0 n’est pas l’opposé d’un subordinateur, alors nous allons démontrer que

ψ(λ) −−−−→
λ→+∞

+∞, et qu’il existe un seul z0 > 0 tel que ψ(z0) = 0.

∀λ ≥ 0 : ψ(λ) = bλ+ σ2λ
2

2
+

∫ 0

−∞

(
eλx − 1− λx1]−1;0[(x)

)
dπ(x).
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• Cas où la variation est finie :

∫ 0

−1
|x|dπ(x) < +∞. Alors :

ψ(λ) = b̃λ+σ2λ
2

2
−
∫ +∞

0

(
1− e−λx

)
dπ̃(x), avec


π̃(]t; +∞[) = π(]−∞;−t[)

b̃ = b−
∫ 0

−1
xdπ(x)

.

Puisque (Xt)t≥0 n’est pas l’opposé d’un subordinateur, alors b̃ > 0, ou bien σ > 0.

Nous avons :
1− e−λx

λ
≤ 1, si λ > 1, et si λ ≥ 0, alors

1− e−λx

λ
≤ x.

Donc au final :
1− e−λx

λ
≤ min(1, x). Et x 7−→ min(1, x) est intégrable, ainsi :∫ +∞

0

1− e−λx

λ
dπ̃(x) est majorée parM =

∫ +∞

0
min(1, x)dπ̃(x) qui est indépendant

de λ, et alors quand λ→ +∞, alors b̃λ ou σ2λ
2

2
l’emportent.

Donc ψ(λ) −−−−→
λ→+∞

+∞.

• Cas où la variation est infinie :

∫ 0

−1
|x|dπ(x) = +∞. Il suffit de montrer que :

ξ(λ) :=
1

λ

∫ 0

−∞

(
eλx − 1− λx1]−1,0[(x)

)
dπ(x) −−−−→

λ→+∞
+∞. ξ(λ) l’emportera sur bλ

quand λ tendra vers +∞, quelque soit le signe de b.

Nous avons :

ξ(λ) =
1

λ

∫ −1

−∞

(
eλx − 1

)
dπ(x) +

∫ 0

−1

(
eλx − 1

λ
− x
)

dπ(x) (5.2)

La première intégrale du membre de droite tend vers 0 quand λ tend vers +∞. Et

la seconde intégrale est croissante en λ et tend vers :

∫ 0

−1
−xdπ(x) = +∞, quand

λ tend vers +∞, par convergence monotone.

Ainsi, ψ devient définitivement croissante à partir d’un certain λ et donc le théorème

des valeurs intermédiaires assure l’existence d’un unique z0 > 0 tel que ψ(z0) = 0. Par

convexité, ψ définit une bijection de [z0,+∞[ dans [0,+∞[, soit alors φ sa réciproque :

φ : [0,+∞[−→ [z0,+∞[.

Alors cette fois-ci, pour tout λ ≥ z0, la relation (5.1) donne par convergence bornée :

E
(
e−Txψ(λ)

)
= e−λx.

Alors pour tout µ ≥ 0, (λ = φ(µ)), nous obtenons : E
(
e−µTx

)
= e−xφ(µ). Faiant tendre

µ vers 0, le membre de droite tend vers P(Tx < +∞) et celui de droite tend vers :
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e−xz0 . Donc, finalement :

P(Tx < +∞) = e−xz0 , alors z0 est un paramètre de meurtre.

Exemple 10.5.6 Considérons le processus de Gumbel : ψ(λ) = ln [Γ(1 + λ)] . D’après la

Formule de Malmsten :

ψ(λ) = −γλ+

∫ 0

−∞

(
eλx − 1− λx

) dx

|x|
(
e|x| − 1

) .
Alors ψ′(0) = −γ < 0. Soit T1 son temps d’atteinte en 1. Alors :

E
(
e−λT1

)
= e−φ(λ),

où φ(λ) = ψ−1(λ), pour λ ≥ 0. φ désigne la fonction réciproque de λ 7−→ ln [Γ(λ)] sur [2,+∞[

qui est de Bernstein.

10.6 Processus d’Ornstein-Uhlenbeck généralisé

Définition 10.6.1 Soit (Zt)t≥0 un processus de Levy spectralement négatif.

On peut donner un sens (via ”le calcul d’Itô avec sauts”) à l’EDS :{
X0 = x

dXt = −λXtdt+ dZt
.

La solution de cette EDS est appelée processus d’Ornstein-Uhlenbeck généralisé.



10.6. PROCESSUS D’ORNSTEIN-UHLENBECK GÉNÉRALISÉ 185

Remarque 10.6.2

— La solution est donnée par un intégrale de Wiener :

Xt = e−λt
(
x+

∫ t

0
eλsdZs

)
, où

∫ t

0
eλsdZs est une limite de sommes de Riemann.

(6.1)

— Remarquons que la filtration naturelle du processus (Zt)t≥0 est la même que celle du

processus (Xt)t≥0, soit :

∀s ≥ 0 : Fs := σ({Zu, 0 ≤ u ≤ s}) = σ({Xu, 0 ≤ u ≤ s}).

Proposition 10.6.3 Soit ψ l’exposant de Laplace du processus (Zt)t≥0.

Pour tous 0 ≤ s ≤ t, pour tout z ≥ 0 :

E
(
ezXt | Fs

)
= exp

(
ze−λ(t−s)Xs +

∫ t

s
ψ
(
zeλ(u−t)

)
du

)
.

Preuve de la proposition 10.6.3 : Nous avons :

Xt = e−λ(t−s)
[
e−λs

(
x+

∫ s

0
eλsdZu +

∫ t

s
eλvdZv

)]
= e−λ(t−s)

(
Xs + e−λs

∫ t

s
eλvdZv

)
.

D’où :

ezXt = exp

[
z

(
e−λ(t−s)Xs + e−λt

∫ t

s
eλvdZv

)]
,

donc :

E
(
ezXt | Fs

)
= exp

(
ze−λ(t−s)Xs

)
E

[
exp

(
ze−λt

∫ t

s
eλvdZv

)
| Fs

]
.

Or : s = t1 < t2 < · · · < tn < tn+1 = t désignant toute subdivision de taille n+ 1 du segment

[s, t], et faisant tendre n vers +∞, par définition de l’intégrale stochastique

∫ t

s
eλvdZv :

E

[
exp

(
ze−λt

∫ t

s
eλvdZv

)
| Fs

]
= E

[
lim

n→+∞
exp

(
ze−λt

n∑
i=1

eλti(Zti+1 − Zti)

)
| Fs

]

= E

[
lim

n→+∞
exp

(
ze−λt

n∑
i=1

eλti(Zti+1 − Zti)

)]
car les accroissements sont indépendants

= lim
n→+∞

E

[
exp

(
n∑
i=1

zeλ(ti−t)(Zti+1 − Zti)

)]
par Beppo-Levy

= lim
n→+∞

exp

[
n∑
i=1

(ti+1 − ti)ψ
(
zeλ(ti−t)

)]
, par indépendance et par définition de ψ

= exp

[∫ t

s
ψ
(
zeλ(u−t)

)
du

]
.
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Donc finalement :

E
(
ezXt | Fs

)
= exp

[
ze−λ(t−s)Xs +

∫ t

s
ψ
(
zeλ(u−t)

)
du

]
.

�

Novikov a étudié en 1981 le cas du processus α-stable. La loi de Zt à t ≥ 0 fixé est caractérisée,

avec α appartenant à ]1, 2[, par :

∀t, z ≥ 0 : E
(
ezZt

)
= etz

α
.

Nous allons nous placer dans ce contexte pour la suite de cette section.

Corollaire 10.6.4 Nous avons :

Xt
L−−−−→

t→+∞

Z1

(αλ)
1
α

.

Preuve du corollaire 10.6.4 : D’après la Proposition 10.6.3, et sachant que dans le cas

du procesus stable ψ = xα, on a :

E
[
ezXt | Fs

]
= exp

[
ze−λ(t−s)Xs +

∫ t

s
zαe−αλ(t−u)du

]
= exp

[
ze−λ(t−s)Xs +

∫ t−s

0
zαe−αλudu

]
= exp

[
ze−λ(t−s)Xs +

1

αλ

(
1− e−αλ(t−s)

)]
.

On applique cette égalité à s = 0 :

E
(
ezXt

)
= exp

[
ze−λtx+

1

αλ

(
1− e−αλt

)]
−−−−→
t→+∞

exp

(
zα

αλ

)
= E

[
exp

(
z

(αλ)
1
α

Z1

)]
.

�

Remarque 10.6.5

— Ce processus (Xt)t≥0 n’a pas de saut vers le haut, il y a alors un problème de définition

de Ta = inf{t > 0 | Xt = a}, si a < x.

— On étudie le cas a > x et λ > 0, dernière hypothèse qui s’exprime par une ”force de

rappel” vers l’axe des abscisses dans la définition du processus.
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Proposition 10.6.6 Soit a > x, et λ > 0.

La transformée de Laplace du temps d’arrêt Ta vaut :

E
(
e−θTa

)
=
L(−x)

L(−a)
,

où L est la transformée de Laplace de la variable aléatoire (αλγu)
1
α , où u =

θ

αλ
.

Preuve de la proposition 10.6.6 : Considérons, pour tout y > 0 :

g(y) = − 1

λ

∫ y

1

ψ(u)

u
du = − 1

αλ

∫ y

1
αuα−1du =

1

αλ
(1− yα) .

Et on considère, pour tout θ > 0 :

It(θ) = e−θt
∫ +∞

0
y
θ
λ
−1 exp (yXt + g(y)) dy.

Cette intégrale converge bien car
θ

λ
> 0, et : g(y) ∼

y→+∞
− y

α

αλ
, sachant que 1 < α < 2.

Par le théorème de Tonelli :

E (It(θ)) = e−tθ
∫ +∞

0
y
θ
λ
−1E [exp (yXt + g(y))] dy

= e−tθ
∫ +∞

0
y
θ
λ
−1 exp

[
1

αλ
(1− yα)

]
E
(
eyXt

)
dy

= e−tθ
∫ +∞

0
y
θ
λ
−1 exp

[
xye−λt +

1

αλ

(
1− yαe−αλt

)]
dy

=

∫ +∞

0
u
θ
λ exp

[
xu+

1

αλ
(1− uα)

]
du, avec u = ye−λt.

Cette intégrale est finie et ne dépend pas de t. Voilà notre fonction spéciale !

On vérifie sans difficulté que (It(θ))t≥0 est une martingale.

Appliquons dès lors le théorème d’arrêt pour cette martingale et le temps d’arrêt borné

min(Ta, t) :

E

[
e−θmin(Ta,t)

∫ +∞

0
y
θ
λ
−1 exp

(
yXmin(Ta,x) −

yα

αλ

)
dy

]
= E

[∫ +∞

0
y
θ
λ
−1 exp

(
yX0 −

yα

αλ

)
dy

]
=

∫ +∞

0
y
θ
λ
−1 exp

(
xy − yα

αλ

)
dy.

(6.2)

Notons alors : fθ(z) =

∫ +∞

0
y
θ
λ
−1 exp

(
zy − yα

αλ

)
dy.

En faisant tendre t vers +∞ dans l’égalité (6.2), on obtient l’égalité :

E

[
e−θTa

∫ +∞

0
y
θ
λ
−1 exp

(
ay − yα

αλ

)
dy

]
= E

[
e−θTafθ(a)

]
= fθ(x),
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ou encore : E
(
e−θTa

)
=

fθ(x)

fθ(a)
.

On considère la variable aléatoire réelle γ
1
α
u , qui a pour densité :

α

Γ(u)
yαu−1e−y

α
1]0,+∞[(y).

Alors nous avons :

E

(
e−xγ

1
α
u

)
=

α

Γ(u)

∫ +∞

0
yαu−1exy−y

α
dy.

Or, on peut écrire fθ sous la forme : fθ(z) = κ

∫ +∞

0
y
θ
λ
−1e−y

α
e(αλ)

1
α zydy.

Donc finalement, avec u =
θ

αλ
:

E
(
e−θTa

)
=
fθ(x)

fθ(a)
=

E

[
exp

(
x(αλ)

1
αγ

1
α
u

)]
E

[
exp

(
a(αλ)

1
αγ

1
α
u

)]

=
E
[
exp

(
x (αλγu)

1
α

)]
E
[
exp

(
a (αλγu)

1
α

)]
�

Remarque 10.6.7

— La variable aléatoire réelle
[
αλγ θ

αλ

] 1
α

est une variable de Weibull de paramètre α > 1.

— On peut démontrer que la fonction x 7−→
∫ +∞

0
yµ−1e−y

α
e−xydy définie sur ]0,+∞[

est du type ce−Ψ(x), où Ψ est une fonction de Bernstein si et seulement si

0 < α ≤ 1. Cela a un rapport avec la question de savoir quelles puissances de la loi

Gamma sont infiniment divisibles.
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Département de mathématiques, Université Paris-Sud, Campus d’Orsay, France, Springer-

Verlag Berlin Heidelberg 2013.

[14] Frank SPITZER : A Combinatorial Lemma And Its Application To Probability Theory, Cali-

fornia Institute of Technology, Pasadena, Calif, 1956.

[15] A.N SHIRYAEV, Probability, Springer GTM95

[16] G. SAMORODNITSKY and M.S. TAQQU (1994), Stable non-Gaussian random processes :

stochastic models with infinite variance. Chapman & Hall, New York.
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