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Résumé :
Ayant observé une réalisation y d’un vecteur aléatoire

Y suivant une loi multinomiale de paramètres n connu
et p1, . . . , pK inconnus, nous souhaitons représenter
notre incertitude concernant une prochaine réalisation
d’une variable ordinale Z de paramètres p1, . . . , pK . Ce
problème de prédiction est abordé dans cet article avec
une approche crédibiliste basée sur la vraisemblance,
qui a eu un certain succès ces dernières années. Nous
dérivons une expression analytique d’une approximation
extérieure de la fonction de croyance prédictive issue de
cette approche.

Mots-clés :
Prédiction, Fonction de croyance, Variable ordinale.

Abstract:
Having observed a sample y of a random vector Y

following a multinomial distribution with parameters n
known and p1, . . . , pK unknown, we wish to represent
our uncertainty concerning a future realization of an or-
dinal variable Z with parameters p1, . . . , pK . This pre-
diction problem is addressed in this paper using an evi-
dential approach based on the likelihood, which has had
some success in recent years. We derive an analytical ex-
pression of an outer approximation of the predictive be-
lief function resulting from this approach.

Keywords:
Prediction, Belief function, Ordinal variable.

1 Introduction

Dans [3, 4] une approche est introduite pour la
prédiction statistique dans le cadre de la théorie
de Dempster-Shafer [1, 7]. Contrairement à
d’autres approches proposées dans ce même
cadre, elle offre un certain nombre d’avantages,
comme la compatibilité avec le raisonnement
bayésien ou encore la possibilité de l’appliquer
facilement sur des modèles statistiques com-
plexes [3]. Ce dernier avantage est notamment

dû au fait que lorsque le calcul de la fonction
de croyance prédictive (FCP) qu’elle génère est
trop difficile, des techniques d’approximation
(simulation de Monte-Carlo ou approximation
extérieure) peuvent être utilisées.

Le fonctionnement général de cette approche,
qui suppose un modèle paramétrique, est le sui-
vant. Premièrement, une fonction de croyance
consonante, que nous appellerons fonction de
croyance d’inférence (FCI), est construite sur
l’espace du paramètre à partir des données
observées ; sa fonction de contour n’est rien
d’autre que la fonction de vraisemblance re-
lative. Ensuite, la variable aléatoire à prédire
est exprimée comme une fonction du paramètre
et d’une variable aléatoire pivotale. Enfin, la
FCI est combinée avec la distribution pivotale
afin d’obtenir la FCP représentant l’incertitude
quant à la future réalisation de la variable.

Cette approche a été utilisée dans le cadre
de la prédiction de variables quantitatives
(voir [3, 4]) et qualitatives. Au niveau quali-
tatif, le cas binaire a été traité pour des FCI
obtenues dans différents contextes : observa-
tion d’une variable binomiale [4], étalonage
de classifieurs binaires [8, 5], et classifica-
tion binaire par la régression choquistique [6].
Sous certaines conditions sur la FCI dans ce
cas, une expression simple est obtenue pour
la FCP, cette expression pouvant s’évaluer
numériquement voire analytiquement (cas de



l’observation d’une variable binomiale). Le cas
non-binaire, et plus précisément, le cas nomi-
nal a été considéré dans [9] pour une FCI ob-
tenue dans un contexte d’étalonnage de clas-
sifieurs multiclasse. Toutefois, aucune expres-
sion simple n’a été fournie pour la FCP dans
ce cas ; son calcul a été réalisé à la fois seule-
ment partiellement, c.-à-d., uniquement pour les
singletons, et approximativement, par simula-
tion de Monte-Carlo. En outre, la définition de
la FCP utilisée dans ce travail est discutable :
elle repose sur une structure dite du premier
type, adaptée aux variables ordinales, alors que
les variables nominales nécessitent une struc-
ture du second type [1].

Le cas des variables qualitatives est important,
notamment pour ses applications potentielles en
classification supervisée. Dans cet article, nous
nous intéressons au cas des variables qualita-
tives ordinales. Sous certaines conditions sur
la FCI, nous mettons à jour une expression
simple de l’approximation extérieure, selon la
technique décrite dans [3], de la FCP. De plus,
cette expression admet une forme analytique
lorsque la FCI est issue de l’observation d’une
réalisation d’un vecteur aléatoire multinomial.

Cet article est organisé de la manière suivante.
L’approche de prédiction introduite dans [3, 4]
est rappelée et illustrée sur une variable binaire
à la Section 2. Le cas d’une variable ordinale est
traitée à la Section 3.

2 Prédiction : rappels

Cette section synthétise les éléments
nécessaires de [3, 4] ; plus de détails peuvent
être trouvés dans ces références.

2.1 Cadre général

Rappelons tout d’abord qu’une fonction de
croyance BelΘ consonante, définie sur un cadre
de discernement Θ continu, est caractérisée par
sa fonction de contour plΘ et que ses ensembles
focaux sont les ensembles Γ(w) = {θ ∈
Θ|plΘ(θ) ≥ w} pour tout w ∈ [0, 1]. De plus,

soit W une variable aléatoire ayant pour dis-
tribution λ, avec λ la mesure de probabilité
uniforme sur [0, 1], alors BelΘ est induite par
l’ensemble aléatoire Γ(W ), c.-à-d., nous avons
BelΘ(A) = λ({w ∈ [0, 1]| Γ(w) ⊆ A}) pour
tout A ⊆ Θ.

Soit y ∈ Y les données observées, supposées
être une réalisation d’un vecteur aléatoire Y
de fonction de probabilité fθ. Dans [3], il est
préconisé de représenter la connaissance sur Θ
étant donné l’observation y, par une FCI conso-
nante BelΘy de fonction de contour plΘy (θ) =

Ly(θ)/Ly(θ̂), pour tout θ ∈ Θ avec Ly(θ) =
cfθ(y) pour c > 0 une constante arbitraire et
où θ̂ est un estimateur du maximum de vraisem-
blance (EMV) pour θ. BelΘy est appelée ci-après
FCI basée sur la vraisemblance (FCIV).

Soit une variable Z, indépendante de Y , de
fonction de probabilité gθ. Supposons que Z
puisse être exprimée comme une fonction, ap-
pelée φ-équation, de θ et d’une variable pivo-
tale V dont la distribution µ ne dépend pas de
θ :

Z = φ(θ, V ). (1)

Plus précisément, nous supposons dans la suite
de cet article que Z admet une φ-équation avec
V ∼ U([0, 1]). Si nos connaissances sur Θ
après avoir observé y sont représentées par une
FCI BelΘy consonante induite par l’ensemble
aléatoire Γy(W ), comme cela est le cas avec la
FCIV, alors notre connaissance quant à une fu-
ture réalisation z ∈ Z de Z est représentée par
la FCP BelZy induite par l’ensemble aléatoire
φ(Γy(W ), V ), c.-à-d., pour tout A ⊆ Z ,

BelZy (A) = λ⊗µ({(w, v) ∈ [0, 1]2|φ(Γy(w), v) ⊆ A}),
(2)

avec λ ⊗ µ la mesure de probabilité uniforme
sur [0, 1]2.

Pour quelques cas simples, dont un que
nous verrons dans la prochaine section, BelZy
peut être calculée analytiquement. Sinon, on
peut l’estimer par simulation de Monte-Carlo
ou considérer une FCP BelZy l’approchant
extérieurement, c’est-à-dire définie par Eq. (2)



où φ(Γy(w), v) est remplacé par un ∆(w, v) tel
que φ(Γy(w), v) ⊆ ∆(w, v), qui est plus aisé à
calculer. Une telle FCP BelZy présente l’avan-
tage d’être une approximation prudente de la
vraie FCP, au sens que BelZy (A) ≤ BelZy (A)
est garanti pour tout A ⊆ Z . De plus, il pourra
éventuellement être possible d’obtenir une ex-
pression plus simple pour cette fonction, qui
pourra être évaluée numériquement voire même
analytiquement dans certains cas, comme nous
le verrons à la Section 3.

2.2 Variable binaire

Soit Z ∈ Z = {1, 2} une variable aléatoire
binaire de paramètre P1 ∈ P1 = [0, 1], avec
P1 := PZ(Z = 1). Z peut être exprimée comme

Z = φ(P1, V ) =

{
1 si V ≤ P1,
2 sinon. (3)

Supposons une FCI consonante BelP1
y obtenue

après avoir observé une réalisation y de Y de
fonction de probabilité fP1 . Sous les conditions
que sa fonction de contour plP1

y soit unimodale
(de mode P̂1 tel que plP1

y (P̂1) = 1) et continue,
ses ensembles focaux Γy(w) forment des in-
tervalles fermés Γy(w) = [L1(w), U1(w)] pour
tout w ∈ [0, 1], avec L1(w) et U1(w) les deux
racines de l’équation plP1

y (P1) = w. Dans ce
cas, BelP1

y est induite par l’intervalle aléatoire
[L(W ), U(W )]. De plus, la FCP définie par (2)
s’exprime par

BelZy ({1}) = P̂1 −
∫ P̂1

0

plP1
z1
(P1)dP1, (4)

BelZy ({2}) = 1−P̂1 −
∫ 1

P̂1

plP1
z1
(P1)dP1.(5)

Remarquons que lorsque Y1 est une variable bi-
nomiale de paramètres n connu et P1 inconnu
et que l’on a observé y1 fois la modalité 1 sur
les n expériences (et n− y1 fois la modalité 2),
alors la FCIV BelP1

y1
a pour fonction de contour

plP1
y1
(P1) =

P y1
1 (1− P1)

n−y1

P̂ y1
1 (1− P̂1)n−y1

, ∀P1 ∈ [0, 1],

(6)

avec P̂1 = y1/n l’EMV de P1, qui est uni-
modale et continue. Il a été montré [8] que les
Eqs. (4) et (5) peuvent alors se calculer analyti-
quement. On a par exemple, si 0 < P̂1 < 1,

BelZy1({1}) = P̂1 −
B(P̂1; y1 + 1, n− y1 + 1)

P̂ y1
1 (1− P̂1)n−y1

(7)
où B(z; a, b) est la fonction bêta incomplète
inférieure.

Exemple 1. Soit y1 = 5 et n = 15. L’EMV est
P̂1 = 1/3. La figure 1 montre plP1

y1
. On obtient

mZ
y1
({1}) ≈ .20,mZ

y1
({2}) ≈ .51,mZ

y1
(Z) ≈

.29, avec mZ
y1

la fonction de masse associée
à BelZy1 (mZ

y1
({i}) = BelZy1({i}), i=1,2, et

mZ
y1
(Z) = 1−

∑2
i=1 m

Z
y1
({i})).
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FIGURE 1 – Fonction de vraisemblance re-
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3 Prédiction d’une variable ordi-
nale

3.1 Modèle

Soit Z ∈ Z = {1, . . . , K} une variable
aléatoire ordinale à K modalités ordonnées, par
convention, selon l’ordre naturel sur les entiers.
La mesure de probabilité de Z est caractérisée
par les paramètres Pj :=

∑j
i=1 P(Z = i), 1 ≤

j < K. Soit le vecteur P = (P1, . . . , PK−1).
Nous avons P ∈ P avec

P = {(P1, . . . , PK−1) ∈ [0, 1]K−1

|P1 ≤ · · · ≤ PK−1}. (8)



Selon [1], Z peut être exprimée comme

Z = φ(P, V ) = j si Pj−1 < V ≤ Pj, (9)

avec P0 := 0 et PK := 1.

Soit une FCI consonante BelPy , de fonction de
contour plPy et ensembles focaux Γy(w), obte-
nue après avoir observé une réalisation y de
Y de fonction de probabilité fP. En général,
il n’est pas possible de calculer exactement
la FCP BelZy définie par (2) et il faut donc
l’approcher. Dans la suite de cet article, nous
nous intéressons à la technique d’approxima-
tion extérieure décrite dans [3]. Nous verrons
que si les marginales de plPy sur les composants
de P respectent certaines conditions, alors il est
possible d’obtenir une FCP BelZy approchant
extérieurement BelZy qui admet une expression
simple généralisant celles (cf Eqs. (4) et (5)) du
cas binaire.

3.2 Approximation extérieure

Soit Pj = [0, 1], 1 ≤ j < K, et plPj
y la fonction

de contour marginale de plPy pour le composant
j de P, définie par [3, Eq. (76)]

plPj
y (Pj) = sup

P−j

plPy (P), (10)

où P−j est le sous vecteur de P avec le compo-
sant j enlevé.

Supposons que les fonctions de contour margi-
nales soient unimodales (avec mode P̂j tel que
0 < P̂j < 1 pour pl

Pj
y ) et continues. Nous

désignons par [Lj(w), Uj(w)] l’intervalle formé
par les deux solutions de l’équation pl

Pj
y (Pj) =

w. Dans ce cas, l’intersection de l’espace P (8)
des paramètres avec le produit Cartésien des in-
tervalles [Lj(w), Uj(w)] contient Γy(w), c.-à-
d.,

Γy(w) :=

{
P ∈ P

∣∣∣ P ∈
K−1∏
j=1

[Lj(w), Uj(w)]

}
⊇ Γy(w). (11)

Soient ℓ̃(w, v) et ũ(w, v) les minimum et
maximum, respectivement, de φ(P, v) sous la

contrainte P ∈ Γy(w). De (11), nous avons

ℓ̃(w, v) ≤ ℓ(w, v) ≤ u(w, v) ≤ ũ(w, v) (12)

où ℓ(w, v) et u(w, v) sont les minimum et
maximum, respectivement, de φ(P, v) sous la
contrainte P ∈ Γy(w).

L’intervalle approché Jℓ̃(w, v), ũ(w, v)K
contient donc le vrai ensemble focal
φ(Γy(w), v), résultant en une approxima-
tion extérieure BelZy de la vraie FCP BelZy ,
définie par

BelZy (A)=λ⊗µ({(w, v) ∈ [0, 1]2| Jℓ̃(w, v), ũ(w, v)K⊆A}).
(13)

Remarque 1. BelZy est caractérisée par
BelZy (Ji, jK) pour tout 1 ≤ i ≤ j ≤ K puisque
ses ensembles focaux, définis par Γ′(w, v) :=
Jℓ̃(w, v), ũ(w, v)K, sont des intervalles [2].

Sous certaines conditions supplémentaires sur
les marginales de plPy , la Proposition 1 offre
une caractérisation de deux P ∈ Γy(w) pour
lesquels le minimum ℓ̃(w, v) et le maximum
ũ(w, v) de φ(P, v) sous la contrainte P ∈
Γy(w), sont obtenus.

Proposition 1. Si, pour tout 1 ≤ i < j < K,
P̂i < P̂j et il existe un unique point d’inter-
section Pi,j ∈ (0, 1) entre plPi

y et plPj
y , c.-à-d.,

Pi,j est tel que pour tout P ∈ (0, 1), plPi
y (P ) =

pl
Pj
y (P ) si et seulement si P = Pi,j , alors

ℓ̃(w, v) = φ(U(w), v),

ũ(w, v) = φ(L(w), v),

avec U(w) = (U1(w), . . . , UK−1(w)) et
L(w) = (L1(w), . . . , LK−1(w)).

Preuve. Montrons tout d’abord que L(w) ∈ P
ou, de manière équivalente, que Lj−1(w) ≤
Lj(w), pour tout 1 < j < K.

Pour cela, remarquons premièrement que
nécessairement P̂i < Pi,j < P̂j pour tout
1 ≤ i < j < K, puisque les marginales étant



unimodales, sur [P̂i, P̂j], plPi
y est décroissante

de plPi
y (P̂i) = 1 à plPi

y (P̂j) < 1, et plPj
y est

croissante de pl
Pj
y (P̂i) < 1 à pl

Pj
y (P̂j) = 1, et

donc dans [P̂i, P̂j], il existe P tel que plPi
y (P ) =

pl
Pj
y (P ).

Ensuite, remarquons que, pour tout 1 ≤ i <
j < K,

plPi
y (P ) > plPj

y (P ), ∀P ∈ (0, Pi,j). (14)

En effet, comme il n’existe pas de P ∈ (0, P̂i]

tel que plPi
y (P ) = pl

Pj
y (P ), cela implique que,

pour tout P ∈ (0, P̂i], soit plPi
y (P ) > pl

Pj
y (P )

soit plPi
y (P ) < pl

Pj
y (P ). Or, plPi

y (P ) = 1 >

pl
Pj
y (P ) pour P = P̂i, donc pour tout P ∈

(0, P̂i], nous avons plPi
y (P ) > pl

Pj
y (P ). De

plus, sur P ∈ [P̂i, Pi,j], plPi
y est décroissante

de plPi
y (P̂i) = 1 à wi,j := plPi

y (Pi,j), et plPj
y

est croissante de pl
Pj
y (P̂i) à pl

Pj
y (Pi,j) = wi,j ,

avec nécessairement plPj
y (P̂i) ≤ wi,j , et donc

pour tout P ∈ [P̂i, Pi,j), nous avons plPi
y (P ) >

pl
Pj
y (P ).

On peut alors montrer L(w) ∈ P de la manière
suivante. Pour tout w ∈ [0, 1], et tout 1 < j <
K, on a Lj−1(w) ≤ P̂j−1. Comme, pour tout
P ∈ (0, P̂j−1], on a, par (14), pl

Pj−1
y (P ) >

pl
Pj
y (P ), on déduit que

plPj
y (Lj−1(w)) < plPj−1

y (Lj−1(w)) = w. (15)

De plus, pour tout w ∈ [0, 1], on a Lj(w) ≤ P̂j

et plPj
y (Lj(w)) = w. De cela, et (15), on ob-

tient pl
Pj
y (Lj−1(w)) < pl

Pj
y (Lj(w)). pl

Pj
y est

croissante sur [0, P̂j] et Lj(w) ≤ P̂j , donc
Lj−1(w) ≤ Lj(w).

De manière similaire, on montre U(w) ∈ P .

On prouve ensuite que ũ(w, v) = φ(L(w), v)
en montrant que φ(L(w), v) ≥ φ(P, v) pour
tout P ∈ Γy(w) de la manière suivante.

Pour tout w ∈ [0, 1], on a, pour tout P =
(P1, . . . , PK−1) ∈ Γy(w),

Lj(w) ≤ Pj, ∀1 ≤ j < K. (16)

Par ailleurs, pour tout v ∈ [0, 1] et tout P ∈
Γy(w), si

Pi−1 < v ≤ Pi (17)

pour un certain 1 ≤ i ≤ K, alors φ(P, v) =
i. De plus, de (16) et (17), il vient Li−1(w) ≤
Pi−1 < v et donc φ(L(w), v) ≥ i = φ(P, v).

On montre de manière similaire ℓ̃(w, v) =
φ(U(w), v).

Si les conditions de la Proposition 1 sont res-
pectées, alors BelZy , définie par (13), étant
donné la Remarque 1, est caractérisée par, pour
tout 1 ≤ i ≤ j ≤ K,

BelZy (Ji, jK) = λ⊗ µ({(w, v) ∈ [0, 1]2

| Jφ(U(w), v), φ(L(w), v)K ⊆ Ji, jK})

= λ⊗µ({(w, v)∈[0, 1]2| i ≤ φ(U(w), v), φ(L(w), v) ≤ j}).
(18)

Proposition 2. Si, pour tout 1 ≤ i < K,
plPi

y (Pi) = 0 si et seulement si Pi = 0 ou
Pi = 1, alors BelZy (Ji, jK) définie par (18) est
égale à :

1 si i = 1, j = K,

P̂j −
∫ P̂j

0
pl

Pj
y (P )dP si i = 1, j < K,

1− P̂i−1 −
∫ 1

P̂i−1
pl

Pi−1
y (P )dP si 1 < i, j = K,

(19)

et, sinon (c.-à-d., 1 < i, j < K), à

P̂j−P̂i−1−
∫ Pi−1,j

P̂i−1

plPi−1
y (P )dP−

∫ P̂j

Pi−1,j

plPj
y (P )dP,

(20)
où Pi−1,j est l’unique point d’intersection entre
entre pl

Pi−1
y et plPj

y .

Preuve. 1 ≤ φ(U(w), v) et φ(L(w), v) ≤ K
sont vrais pour tout (w, v) ∈ [0, 1]2 et donc
BelZy (J1, KK) = λ⊗µ({(w, v) ∈ [0, 1]2}) = 1.

Pour i = 1 et j < K, Eq. (18) se réduit à
λ ⊗ µ({(w, v) ∈ [0, 1]2| φ(L(w), v) ≤ j), qui
revient à λ⊗ µ({(w, v) ∈ [0, 1]2| Lj(w) ≥ v))

=

∫ 1

0

∫ Lj(w)

0

1dvdw =

∫ 1

0

Lj(w)dw

=

∫ pl
Pj
y (P̂j)

pl
Pj
y (0)

Lj(w)dw =

∫ P̂j

0

Lj(pl
Pj
y (t))pl

′Pj
y (t)dt



qui se réduit à (étant donné que pour tout w ∈
[0, 1], Lj(w) = gLj

(w) avec gLj
la bijection

réciproque de pl
Pj
y (t) sur [0, P̂j])

=

∫ P̂j

0

t pl
′Pj
y (t)dt = [t plPj

y (t)]
P̂j

0 −
∫ P̂j

0

plPj
y (t)dt

= P̂j −
∫ P̂j

0

plPj
y (t)dt

Pour 1 < i et j = K, Eq. (18) se réduit à
λ ⊗ µ({(w, v) ∈ [0, 1]2| i ≤ φ(U(w), v)), qui
revient à λ⊗µ({(w, v) ∈ [0, 1]2| Ui−1(w) < v))

=

∫ 1

0

∫ 1

Ui−1(w)

1dvdw =

∫ 1

0

1− Ui−1(w)dw

= 1−
∫ 1

0

Ui−1(w)dw = 1−
∫ pl

Pi−1
y (P̂i−1)

pl
Pi−1
y (1)

Ui−1(w)dw

= 1−
∫ P̂i−1

1

Ui−1(pl
Pi−1
y (t))pl

′Pi−1
y (t)dt

= 1 +

∫ 1

P̂i−1

Ui−1(pl
Pi−1
y (t))pl

′Pi−1
y (t)dt

qui se réduit à (étant donné que pour tout w ∈
[0, 1], Ui−1(w) = gUi−1

(w) avec gUi−1
la bijec-

tion réciproque de pl
Py−1
y (t) sur [P̂i−1, 1])

= 1 +

∫ 1

P̂i−1

t pl
′Pi−1
y (t)dt

= 1 + [t plPi−1
y (t)]1

P̂i−1
−
∫ 1

P̂i−1

plPi−1
y (t)dt

= 1− P̂i−1 −
∫ 1

P̂i−1

plPi−1
y (t)dt

Pour 1 < i et j < K, Eq. (18) revient à

λ⊗µ({(w, v) ∈ [0, 1]2|Ui−1(w) < v,Lj(w) ≥ v))

= λ⊗µ({(w, v) ∈ [0, 1]2|Ui−1(w) < v ≤ Lj(w))
(21)

Soit wi−1,j := pl
Pi−1
y (Pi−1,j) = pl

Pj
y (Pi−1,j).

Comme 0 < P̂i−1 < Pi−1,j < P̂j < 1, on a 0 <

wi−1,j < 1. Sur [P̂i−1, 1], pl
Pi−1
y est décroissante

de plPi
y (P̂i−1) = 1 à pl

Pi−1
y (1) = 0. Ainsi, pour

tout 1 ≥ w1 > w2 ≥ 0, gUi−1
(w1) < gUi−1

(w2)
ou encore Ui−1(w1) < Ui−1(w2), et donc Ui−1

est décroissante sur [0, 1]. Sur [0, wi−1,j], elle
décroit de Ui−1(0) = 1 à Ui−1(wi−1,j) = Pi−1,j ,
et sur [wi−1,j, 1] elle décroit de Ui−1(wi−1,j) =

Pi−1,j à Ui−1(1) = P̂i−1. De manière simi-
laire, on obtient que Lj croit sur [0, wi−1,j]
de Lj(0) = 0 à Lj(wi−1,j) = Pi−1,j , et sur
[wi−1,j, 1] elle croit de Lj(wi−1,j) = Pi−1,j à
Lj(1) = P̂j . Donc, pour tout w ∈ [0, wi−1,j],
on a Ui−1(w) ≥ Lj(w), et pour tout w ∈
[wi−1,j, 1], Ui−1(w) ≤ Lj(w).

Eq.(21) est donc égale à

λ⊗ µ({v ∈ [0, 1], wi−1,j ≤ w ≤ 1| Ui−1(w) < v ≤ Lj(w))

=

∫ 1

wi−1,j

∫ Lj(w)

Ui−1(w)

1dvdw

=

∫ 1

wi−1,j

Lj(w)− Ui−1(w)dw

=

∫ 1

wi−1,j

Lj(w)dw −
∫ 1

wi−1,j

Ui−1(w)dw (22)

Nous avons (prouvé de manière similaire aux
cas précédents)∫ 1

wi−1,j

Lj(w)dw = P̂j−Pi−1,j wi−1,j−
∫ P̂j

Pi−1,j

plPj
y (t)dt,

∫ 1

wi−1,j

Ui−1(w)dw=P̂i−1−Pi−1,j wi−1,j+

∫ Pi−1,j

P̂i−1

plPi−1
y (t)dt.

Eq.(22) devient alors

P̂j − P̂i−1 −
∫ P̂j

Pi−1,j

plPj
y (t)dt−

∫ Pi−1,j

P̂i−1

plPi−1
y (t)dt.

Notons que grâce à [2, Eq. (29)], il est aisé d’ob-
tenir une expression simple permettant de cal-
culer la fonction de masse mZ

y associée à la FCP
BelZy de la Proposition 2. Les masses ainsi obte-
nues seront illustrées dans la prochaine section
(exemple 2).

3.3 Cas particulier : FCIV multinomiale

Soit Y un vecteur aléatoire suivant une loi
multinomiale de paramètres n connu et Pj :=



∑j
i=1 pi, 1 ≤ j < K, inconnus, avec 0 ≤ pi ≤

1 pour tout 1 ≤ i ≤ K et
∑K

i=1 pi = 1. Ayant
observé une réalisation y := (y1, ..., yK) de Y,
avec yi le nombre de fois que la modalité i a été
observée sur les n expériences, alors la FCIV
BelPy a pour fonction de contour

plPy (P) =
K∏
j=1

(
Pj − Pj−1

P̂j − P̂j−1

)yj

, ∀P ∈ P ,

(23)
avec P̂j =

∑j
i=1 yi/n l’EMV de Pj , et P0 := 0,

PK := 1, P̂0 = 0.

Proposition 3. Si yi > 0 pour tout 1 ≤ i ≤
K, alors les marginales de plPy définie par (23)
satisfont, pour tout 1 ≤ j < K,

plPj
y (P )=

P nj(1− P )n−nj

P̂
nj

j (1− P̂j)n−nj

(24)

avec nj :=
∑j

i=1 yi, et elles vérifient les pro-
priétés suivantes :

(P1) pour tout 1 ≤ i < K, plPi
y (P ) = 0 si et

seulement si P = 0 ou P = 1.
(P2) 0 < P̂i < P̂j < 1, ∀1 ≤ i < j < K ;
(P3) continuité ;
(P4) unimodalité ;
(P5) il existe un unique point d’intersection

Pi,j ∈ (0, 1) entre plPi
y et plPj

y , ∀1 ≤ i <
j < K ;

Preuve. En utilisant la méthode des multipli-
cateurs de Lagrange, on montre que pour tout
1 ≤ j < K, Eq. (10) se réduit à

plPj
y (P ) = plPy (P

∗j),

avec P∗j = (P ∗j
1 , . . . , P ∗j

K−1) tel que, pour tout
1 ≤ i < K,

P ∗j
i =

{
ni

nj
P si i ≤ j,

ni−nj

n−nj
(1− P ) + P sinon.

(25)
À partir de ce résultat, on obtient :

plPj
y (P )=

(
P

P̂j

)nj
(

1− P

1− P̂j

)n−nj

, (26)

ce qui établit Eq. (24).

P1 et P2 sont immédiates. P3 et P4 sont vraies
car Eq. (24) n’est rien d’autre que la fonction
de vraisemblance relative d’une variable Yj bi-
nomiale de paramètres n et Pj pour laquelle on
a observe nj succès sur les n expériences.

Soit h(P ) = log plPi
y (P ) − log pl

Pj
y (P ) pour

P ∈ (0, 1). On a ∂h(P )
∂P

< 0 pour P ∈ (0, 1),
c.-à-d., h est décroissante. De plus h(P̂i) > 0
et h(P̂j) < 0, donc il existe un unique Pi,j ∈
(P̂i, P̂j) t.q. h(Pi,j) = 0 ⇔ plPi

y (Pi,j) =

pl
Pj
y (Pi,j), i.e, P5 est vraie.

Étant donné les Propositions 2 et 3, à partir de
la FCIV BelPy , on obtient une FCP BelZy définie
par (19)-(20), approchant extérieurement la
vraie FCP. De plus, cette FCP BelZy peut être
calculée analytiquement :

Proposition 4. BelZy (Ji, jK) est égale à :
◦ 1, si i = 1, j = K,
◦ P̂j − cjB(P̂j;nj +1, n− nj +1), si i =
1, j < K,

◦ 1 − P̂i−1 − ci−1B(P̂i−1;ni−1 + 1, n −
ni−1 + 1), si 1 < i, j = K,

◦ P̂j− P̂i−1−ci−1(B(Pi−1,j;ni−1+1, n−
ni−1+1)−B(P̂i−1;ni−1+1, n−ni−1+
1)) − cj(B(P̂j;nj + 1, n − nj + 1) −
B(Pi−1,j;nj +1, n−nj +1)), sinon (c.-
à-d., 1 < i, j < K),

où cj = 1/(P̂
nj

j (1 − P̂j)
n−nj), B(z; a, b) est la

fonction bêta incomplète supérieure et Pi,j est
le point d’intersection entre plPi

y et plPj
y , ∀1 ≤

i < j < K, égal à

Pi,j=


( P̂j

1− P̂j

)̂Pj
(
1− P̂i

P̂i

)̂Pi
(
1− P̂j

1− P̂i

)−1/(P̂j−P̂i)

+1


−1

.

(27)

Preuve. Les intégrales des fonctions de
contours marginalisées de l’équation (19) sont
données pour 1 ≤ j < K, par∫ P̂j

0

plPj
y (P )dP = cjB(P̂j;nj + 1, n− nj + 1)



∫ 1

P̂j

plPj
y (P )dP = cjB(P̂j;nj + 1, n− nj + 1).

Chacune des intégrales de l’équation (20) se
décompose en deux intégrales qui peuvent s’ex-
primer à l’aide de la fonction bêta incomplète
inférieure. Le point Pi,j est obtenu en résolvant
l’équation : plPi

y (Pi,j) = pl
Pj
y (Pi,j).

Exemple 2. Soit K = 3 et y = (2, 4, 3). La
figure 2 montre, pour w ∈ {0.2, 0.8, 1}, les en-
sembles focaux Γy(w) - ainsi que leurs approxi-
mations extérieures Γy(w) - de la FCIV BelPy ,
de fonction contour plPy définie par Eq. (23).
Les marginales de plPy , définies par (24), sont
montrées sur la figure 3, ainsi que le point
d’intersection P1,2 défini par (27). La fonc-

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

P1

P
2

FIGURE 2 – Approximations extérieures
Γy(.2)( ) et Γy(.8)( ) de Γy(.2)( ) et
Γy(.8)( ) de plPy (P). Maximums (o) induits
par ses marginalisations sur P1( o ) et P2( o )
pour w ∈ {.2, .8, 1}.

tion de masse mZ
y associée à la FCP BelZy

est telle que : mZ
y ({1}) ≈ .09, mZ

y ({2}) ≈
.11, mZ

y ({3}) ≈ .17, mZ
y (J1, 2K) ≈ .25,

mZ
y (J2, 3K) ≈ .29, mZ

y (Z) ≈ .07. Les aires
associées à ces masses sont montrées sur la fi-
gure 3 avec trois couleurs primaires pour les
ensembles focaux singletons et des mélanges de
ces couleurs pour les ensembles focaux non sin-
gletons.

4 Conclusions

Dans cet article, une fonction de croyance
prédictive, approchant de manière conservatrice
la vraie et ayant une expression simple, est

0 P̂1 P1,2 P̂2 10

0.2

0.4

0.6

0.8

1 {1} {2} {3}

J1, 2K J2, 3K

Z

Pj

p
lP

j
y

(P
j
)

FIGURE 3 – Fonctions contour plP1
y (

o ), plP2
y ( o ). Point d’intersection

P1,2(⊗). Fonction de masse : mZ
y ({1}),

mZ
y ({2}), mZ

y ({3}), mZ
y (J1, 2K),

mZ
y (J2, 3K), mZ

y (Z).

dérivée pour une variable ordinale. Les perspec-
tives incluent son utilisation dans le cadre de la
régression ordinale et poursuivre dans cette voie
avec le cas d’une variable qualitative nominale.
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