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Résumé

Cet article traite d’opérateurs de révision des croyances
qui conduisent a des situations totalement informées. Ce
type de situation peut étre représenté dans le cadre de ré-
vision de Katsuno et Mendelzon par une formule propo-
sitionnelle complete a partir de laquelle n’importe quelle
formule ou sa négation peut étre déduite. Nous caractérisons
de tels opérateurs par un ensemble de postulats et fournis-
sons un théoréme de représentation qui conduit a totalement
ordonner les interprétations. Nous présentons une famille
d’opérateurs concrets basée sur des fonctions de départage.
Néanmoins, les ordres linéaires sont extrémement difficiles a
obtenir dans la pratique. C’est pourquoi nous proposons dans
une deuxieme partie une structure ordonnée originale, appe-
1ée ordre linéaire partitionné (OLP). Ces structures peuvent
étre considérées comme des restrictions d’ordres linéaires
indépendants, chacun d’entre eux représentant une situation
locale totalement informée. Nous étudions les propriétés de
la famille des OLP en termes d’expressivité, de représen-
tations graphiques et de modeles interdits. Enfin, nous pro-
posons des postulats rationnels et un théoréme de représen-
tation pour les opérateurs de révision aboutissant a un les
OLP sur les interprétations, ainsi qu’un opérateur concret
satisfaisant ces postulats.

Abstract

This paper focuses on belief revision operators leading
to totally informed situations. This kind of situation can be
represented in Katsuno Mendelzon revision framework by a
complete propositional formula from which either any for-
mula or its negation can be entailed. We characterize such
operators by a set of postulates and provide a representa-
tion theorem that leads to linear orders on interpretations.
We exhibit a concrete operator family satisfying this new
set of postulates by combining KM revision operators with
tie-breaking functions. Nevertheless, linear orders are ex-
tremely difficult to obtain in practice. For that reason, we
propose in a second part a new ordered structure named par-

titioned linear orders (PLO). These structures can be viewed
as split independent linear orders, each of them representing
alocal totally informed situation. We study the properties of
PLO in terms of expressiveness, graphical representations,
and forbidden patterns. Finally, we propose rational pos-
tulates and a representation theorem for revision operators
handling PLOs.

1 Introduction

Larévision de croyance correspond au probleme pouvant
survenir lorsqu’un agent recoit une nouvelle information po-
tentiellement en contradiction avec ses croyances actuelles.
Cet article se place dans le cadre de Katsuno Mendelzon
(KM), dans lequel les croyances d’un agent, c’est-a-dire sa
représentation du monde (de la situation), sont représentées
par une formule propositionnelle ¢ et la nouvelle informa-
tion par une autre formule «. Il peut arriver que le processus
de révision de croyance permette de raffiner les croyances
courantes de I’agent et ainsi lui donner une meilleure ap-
préciation de la situation. Par exemple, en se référant au
postulat (R3), si la nouvelle information @ est cohérente
avec les croyances actuelles de 1’agent ¢, alors le résultat se
doit d’étre la conjonction ¢ A a.

Cet article approfondit cette idée et se focalise sur les opé-
rateurs de révision menant a des situations totalement infor-
mées. Ce type de situation est représenté par une formule
propositionnelle compléte depuis laquelle toute formule ou
sa négation peut étre déduite. Autrement dit, il s’agit d’une
formule satisfaite par un seul modele. Ce type de d’in-
formation, sans équivoque, est particulierement important
dans une situation de décision. Par exemple, les procédures
de vote mises effectivement en pratique sont décisives, en
ce sens qu’elles désignent systématiquement un vainqueur



univoque, généralement en complétant une regle idéale res-
pectant le principe d’anonymat (telle que le vote a majorité
simple ou le décompte de Borda) a 1’aide d’une procédure
de départage, par exemple en privilégiant un électeur spé-
cifique ou en se référant a une variable exogene (telle que
I’age du candidat). Dans le domaine de la décision dans
I’incertain, dans une situation de compléte ignorance, on
obtient une procédure de décision quasi décisive en appli-
quant le principe d’indifférence de Laplace, qui consiste a
considérer que les mondes possibles sont équirépartis et a
choisir I’option majoritaire, et pour laquelle [34] propose le
qualificatif de “pignistique”. En décision multicritere, il est
fréquent que les procédures paramétriques servant a agré-
ger les points de vue soient élicitées de maniere incomplete.
On peut alors envisager de raisonner de maniére prudente
vis-a-vis de I’espace des versions du modele, mais 1I’ap-
proche de loin la plus fréquente (c.f. par exemple [4] au
sujet des modeles de tri multicritere) consiste a sélection-
ner un agrégateur jugé représentatif parmi 1’ensemble des
agrégateurs possibles en cherchant a optimiser une fonction
objectif adéquate. Ainsi, la procédure d’agrégation n’abou-
tira jamais a une situation d’incomparabilité.

Un opérateur de révision totalement informatif est un
opérateur menant a une situation totalement informée. Nous
proposons dans cet article un jeu de postulats capturant ce
comportement. Nous définissons aussi un opérateur basé
sur celui proposé par Dalal qui, équipé avec une fonction de
tie-break, satisfait tous ces postulats. Nous proposons aussi
un théoréeme de représentation en termes de structures or-
données et montrons que nos postulats menent a des ordres
linéaires, c’est-a-dire des ordres ou la plausibilité relative
de deux situations quelconques peut étre comparée stricte-
ment.

Néanmoins, les ordres linéaires sont difficiles a obtenir
en pratique. C’est pourquoi nous proposons, dans un second
temps, une nouvelle structure ordonnée nommeée ordres li-
néaires partitionnés (OLP). Cette structure peut étre vue
comme un ensemble d’ordres linéaires indépendants et sé-
parés, chacun d’entre eux représentant localement une si-
tuation totalement informée. Nous étudions en détail ces
structures et proposons un jeu de postulats les capturant.
Nous proposons aussi un opérateur basé sur les diagrammes
de Voronoi et les fonctions de tie-break vérifiant nos postu-
lats de rationalité.

La section 2 rappelle les concepts nécessaires sur les
structures ordonnées et la révision de croyance. Ensuite, la
section 3 se concentre sur notre premiere contribution, la
caractérisation des opérateurs de révisions totalement infor-
matifs. Nous proposons aussi dans cette section un exemple
d’opérateur. Comme les opérateurs de révisions totalement
informatifs peuvent étre considérés comme excessivement
spécifiques pour la représentation de croyances, nous pro-
posons et étudions une structure ordonnée originale, les
ordres linéaires partitionnés (OLP) dans la section 4. Par la

suite, la section 5 se focalise sur la révision de croyances
utilisant les OLP. Finalement, avant de conclure, la section 6
propose une discussion sur les travaux associés.

2 Préliminaires

Nous proposons dans cette section les éléments néces-
saires a la compréhension du papier. Dans une premiére
partie, nous rappelons différentes notions sur les structures
ordonnées. Puis, dans une seconde partie, nous traitons la
logique propositionnelle, la révision de croyance ainsi que
son lien avec les structures ordonnées.

2.1 Structures ordonnées

Relation binaire Soit R une relation binaire sur 1’en-
semble X. Alors R est :

— réflexive lorsque Vx € X, x R x;

— transitive lorsque Vx,y,z € X, si x R yety R z,
alors x R z;

— antisymétrique lorsque Vx,y € X,six Ry et y R x
alorsx =y;

— asymétrique lorsque Vx,y € X, six R y alors =(y R
x);
— totale lorsque Vx,y € X, soitx R y soity R x.

Un préordre, noté <, est une relation réflexive et transi-
tive. Un ordre, noté <, est un préordre antisymétrique. Un
ordre linéaire (alias un ordre total) est un ordre total. Etant
donné un préordre <, nous notons par < sa partie asymé-
trique, et par ~ sa partie symétrique, et par ~ la relation
d’incomparabilité, ¢’est-a-dire :

— x <ylorsquex s yetnony 3 x;
— x =~ ylorsquealafoisx S yety S x;et
— x~ylorsquenix S yniy 3 x.

Ces notations sont les mémes pour les ordres <.

Posets Unensemble X associé aun (pré)ordre R estun en-
semble (pré)ordonné noté P = (X, R). Un ensemble partiel-
lement ordonné, également appelé poset, est un ensemble
ordonné par un ordre partiel.

L union de posets disjoints est définie comme suit. Etant
donné deux posets P, = (X4, Z4) et Pp = (Xp, Sp) tels
que X, N X, = 0, nous avons P = (X, 5) = P, U Py, tel que
X=X,UXpetVx,y e X,x S yssi

x,yeX,etx3,y, ou
x,yEXpetx 3py

Finalement, étant donnés un ensemble préordonné P =
(X, %) etY C X, nous en définissons les éléments minimaux
de Y de la maniére suivante :

Min(Y,g)={x€Y:VyeY, nony <x}



2.2 Rappel sur la révision de croyance

Nous commengons par établir les notations utilisées tout
au long de I’article.

2.2.1 Logique propositionnelle

Nous notons par £ un ensemble fini de variables pro-
positionnelles et par £ I’ensemble des formules proposi-
tionnelles qui peuvent €tre construites a partir de £. Nous
utilisons les connecteurs usuels Vv, A, =, —, < et les sym-
boles T et L pour représenter respectivement la formule
toujours vraie et la formule toujours fausse. Les éléments
de L sont représentés par des lettres grecques. L’ensemble
de toutes les interprétations de £ est noté Q et [« repré-
sente 1’ensemble des modeles de «, ¢’est-a-dire I’ensemble
{w e Q:wl=a}. Laformule ap, avec M C Q dénote la
formule ayant pour modeles M et seulement M.

2.2.2 Révision de croyances

La révision de croyances correspond au probleme appa-
raissant lorsqu’une nouvelle information a propos du monde
est donnée a un agent, tel que cette nouvelle information et
les croyances actuelles de 1’agent soient potentiellement
incohérentes. Le cadre AGM [1] propose un ensemble de
postulats de rationalité qui sont la base du cadre AGR pour
la révision de croyance qui est communément accepté. Une
reformulation des postulats AGM en logique proposition-
nelle a eté développée dans [21] et a conduit aux postulats
suivants :

(Ry)poara

(R)sigANa¥ Lalorspoa=gpAa

(R3) sia ¥ L, alors ¢ o a est cohérent

(Ry)sigi=¢preta=pLalorspioa=gprof

(Rs) (poa) AB+@o(aAp)

(Rg)si (poa) AB¥ L,alorspo(aAB)F (poa) AR

Il a également ét€ montré qu’un opérateur de révision o
satisfaisant tous ces postulats est équivalent a chercher le
minimum dans un préordre total spécifique obtenu par le
biais d’un assignement fidéle de o.

Définition 1 (Assignement fidele, [21]). Une fonction as-
signant, a une formule ¢, un préordre total 3, sur  est un
assignement fidele ssi

(1) siwi,ws € [¢] alors wy <, ws est faux
(2) siw € [¢] et wy ¢ [[¢] alors wi <, w est vrai
(3) sip =y, alors 3,=3y
La premiere condition stipule que les modeles des
croyances actuelles sont équivalents. La seconde requiert
que tous les modeles soient préférés a tous les contre-

modeles. La troisieme condition exprime 1’indépendance
a la syntaxe.

Théoréme 1 ([21]). Un opérateur de révision o satisfait les
postulats (Ry)—(Rg) ssi il existe un assignement fidele qui
fait correspondre ¢ et le préordre total <, tel que

[¢ ol =Min ([u], =) -

2.2.3 Révision d’informations partiellement ordon-
nées

L'utilisation des postulats KM implique que les infor-
mations puissent €tre représentées par un préordre total.
Ce prérequis constitue une limite en termes d’expressivité
lorsque la situation comporte des informations incompleétes.
C’est pourquoi, deux postulats plus faibles ont été proposés
dans [21] pour remplacer (Rg), a savoir (R7) et (Rg), afin
de représenter des informations partiellement ordonnées.
Néanmoins, cette proposition est insuffisante pour repré-
senter tous les ordres partiels. Des lors, il a été proposé
dans [6] d’utiliser un affaiblissement de (R3), (R}), pour
pouvoir représenter I’ensemble des informations partielle-
ment ordonnées.

(R poT=g

(R7)sigoatrfetpofBraalorspoa=popf

(Rg)si (poa) A(pop)rgo(aVp)

IIs ont aussi défini la notion de p-assignement fideéle pour
capturer la notion d’ordre partiel.

Définition 2 (p-assignement fidele, [6]). Une fonction as-
signant a une formule ¢, un préordre partiel 3, sur Q est
un p-assignement fidele ssi -

(1) siwi,ws € [¢] alors wy <, ws est faux

(2°) si wy ¢ [[¢] alors il existe w; tel que wy € [[¢] et
w1 <y Wy soit vrai

(3) si@ =y, alors 3,=%y

La premiere différence avec la définition de assignement
fidéle réside dans le fait que le préordre n’est plus total. La
seconde différence est la condition (2’). Relaxant la condi-
tion (2), elle requiert uniquement I’existence d’un modele
préféré pour chaque contre-modele.

Finalement, le théoréme de représentation suivant a été
proposé.

Théoreme 2 ([6]). Un opérateur de révision p o satisfait
les postulats (Ry), (R;) ,(R3)—(R5s), (R7), (Rg) ssi il existe
un p-assignement fidele qui fait correspondre ¢ au préordre
partiel 3, tel que :

[e o ul =Min ([u],5)-

3 Opérateurs de révision totalement infor-
matifs

Par essence, I’un des objectifs des opérateurs de révision
de croyance n’est pas seulement d’intégrer une informa-
tion potentiellement incohérente avec les croyances initiales



de I’agent, mais aussi d’utiliser cette nouvelle information
pour les raffiner. Par exemple, si la nouvelle information
a est cohérente avec les croyances initiales de 1’agent, en
satisfaisant (R3), le résultat de la révision conduit toujours
au raffinement des croyances initiales ¢ o @ = ¢ A @. La
situation représentée par ¢ o « est plus spécifique que la
croyance initiale ¢ de 1’agent, dans le sens qu’elle décide
plus de formules. De facon équivalente, si nous nous fo-
calisons sur les modeles, si ¢ et @ ne sont pas incohérents
entre eux, les mondes possibles pour 1’agent, représentés
par [[¢ o a], forme un sous-ensemble des modeles de ses
croyances initiales [ ¢].

L'objectif de cette section est d’aller encore plus loin
dans cette idée en nous concentrant sur les opérateurs me-
nant a une situation totalement informée, c’est-a-dire a une
formule complete qui décide toute formule. De fagon équi-
valente, en termes de modeles, il s’agit d’une formule n’ad-
mettant qu’un seul modele.

Exemple 1.

Considérons les connaissances expertes d’'un médecin
concernant les patients atteints de la grippe (g) et de la
toux (t). Les deux situations qui sont les plus plausibles
pour eux sont =t A =g ou le patient ne tousse pas et n’a
pas la grippe, et t A g ou le patient tousse et souffre de la
grippe. En d’autres mots, [¢] = {{-t,-g}, {t. g}}.

Etant donné la nouvelle information disant que le patient
tousse, modélisée par a = t, le résultat du processus de
révision est ¢ o @ = t A g. Dans ce cas, la situation est
dite totalement informée, les croyances du médecin n’ayant
qu’un seul modéle, {t,g}. Le médecin peut alors prendre
une décision se basant sur ses croyances en étant totalement
informé a propos de toutes les variables du langage.

Nous formalisons le concept d’opérateur de révision to-
talement informatif dans la sous-section suivante, y com-
pris si la nouvelle information est contradictoire avec les
croyances actuelles de I’agent, et nous les capturons au tra-
vers de postulats de rationalité.

3.1 Formalisation

Un opérateur de révision o est fotalement informatif s’il
satisfait la propriété suivante :

(ThHVa € L,sia¥ L,alors ¢ o« est complete.

Autrement dit, si la nouvelle information n’est pas inco-
hérente, un opérateur TI mene a une situation totalement
informée, c’est-a-dire a une formule ne possédant qu’un
seul et unique modele.

Un opérateur satisfaisant (R2) ne peut pas étre un opéra-
teur de révision totalement informatif.

Proposition 1. Les postulats (R3) et (TI) sont mutuelle-
ment inconsistants.

Cette proposition nous amene a considérer 1’affaiblisse-
ment suivant de (R>) :

(Ryw)sioANa¥ Lalorspoa ko Aa

Cet affaiblissement de (R2) peut se retrouver dans la lit-
térature, par exemple dans [6], [31], ou dans [19] ot (R2y,)
apparait sous le nom de (R7). Il y est présenté comme le
postulat de vacuité dans la formulation AGM, cela per-
met a I’agent d’ignorer une partie de I’information sur ses
croyances méme si celle-ci est cohérente avec la nouvelle
information. Nous préférons I’ interpréter ici comme la pos-
sibilité pour I’agent de sélectionner arbitrairement un sous-
ensemble de ces mondes, ce qui peut tre vu comme un gain
d’information.

Nous proposons maintenant un postulat original, nommé
(Rp,), pour caractériser les opérateurs de révision totalement
informatifs. Celui-ci stipule que si @ et 8 sont cohérents,
mais ensemble incohérents, alors la disjonction de ¢ o @ et
@ o B ne permet pas de déduire la révision par la disjonction
de o et S.

(Rp)sia¥ L,B¥ L,etaAB+ Lalors (poa)V (pof) ¥
po(aVp)

Proposition 2. Les postulats (R3) et (Ry) sont mutuelle-
ment inconsistants.

La proposition suivante stipule que, en présence de (Ry),
(Raw),(R3)—(Rg), les postulats (Ry) et (TI) sont équiva-
lents.

Proposition 3. Considérons un opérateur de révision o
satisfaisant (Ry), (Ray ),(R3)—(Rg). Alors :

o satisfait (Ry) ssi o satisfait (TI).

Finalement, nous proposons un théoréme de représen-
tation pour les opérateurs de révision TI. Ce théoréme se
référe a la notion de T1-assignement fidele qui fait corres-
pondre une formule et un ordre linéaire ou tous les contre-
modeles sont dominés par les modeles (1). Cet ordre est
aussi indépendant & la syntaxe (condition (2)). La diffé-
rence principale avec les assignements fidéles et p-fidéles,
si nous ignorons le fait que I’ordre doit étre linéaire, est que
les modeles peuvent étre strictement comparés.

Définition 3 (TI-assignement fidele). Une fonction assi-
gnant, a une formule ¢, un ordre linéaire <, sur Q est un
assignement fidele totalement informé ssi

(1) siw € [[¢] et wy ¢ [[¢] alors wy <, wo est vrai
(2) sip =4y, alors L,=<

Nous pouvons maintenant introduire le théoreme de re-
présentation suivant. Globalement, ce théoréme dit que,
étant donné un opérateur de révision TI, il est possible
d’associer aux croyances d’un agent un ordre linéaire cor-
respondant sur 1’ensemble des interprétations.



Théoreme 3. Un opérateur de révision TI o satisfait (Ry),
(Rayw ), (R3)—(Rg) et (Ryp) ssi il existe un TI-assignement
fidele qui fait correspondre ¢ et lordre linéaire <, tel
que :

[¢oa] =Min([a].=,)

3.2 Un opérateur totalement informatif concret

Nous présentons dans cette section un opérateur concret
démontrant la cohérence de notre ensemble de postulats.
En pratique, un opérateur de révision totalement informa-
tif peut étre obtenu en couplant un opérateur de révision
de Dalal [13] avec une fonction de tie-break. Un opé-
rateur de révision de Dalal est un opérateur de révision
basé sur la distance de Hamming entre les interprétations,
ol dy(w,w’) = {x € P : w(x) # w'(x)}|. Cette dis-
tance peut directement étre étendue a la distance entre une
interprétation w et une formule ¢ en considérant la dis-
tance minimale entre w et les modeles de ¢, c’est-a-dire
dp(p.w) = min{dy (', 0) : o' € [¢]}.

Exemple 2. Soit P = {a,b,c,d}. La distance
de Hamming entre w = {a,b} et ¢ telle que
[el = {{—a,-b},{a,-b}}, est alors dpy (p,w) =

min {dH ({_'a’ _'b}’ {a7 b}) P dH ({a7 _'b}9 {a’ b})} =1

Etant donné une formule ©, il est possible d’ordonner les
interprétations en fonction de leur distance de Hamming a
la formule ¢ :

w <9 o ssidy (e, w) < d(e,w).

Le résultat de la révision de Dalal est équivalent a 1’en-
semble des éléments minimaux pour ce préordre :

[¢cay @] = Min([], <dmy,

Nous proposons d’associer a o4, une fonction de dé-
partage. Ce type de fonction est d’habitude utilisé dans la
prise de décision collective et dans le choix social (compu-
tationnel) ; par exemple [12, 16]. Etant donné un ensemble
d’alternatives, une fonction de départage est capable de
sélectionner exactement un élément préféré. Pour ce pa-
pier, nous ne considérons uniquement que les fonctions de
départage déterministes 7 sur Q satisfaisant la propriété
d’indépendance suivante (noté « dans [32]).

w3 w3fe
|
|
wWleeWs3 W) wi'e!
wWoee w2 W1 w2
wo wo
dH T dH»T

FiGurRe 1 — Diagramme de Hasse ! représentant ¢ de
I’Exemple 3 avec 5i” étant le préordre obtenu avec les
distances de Hamming, <4 I’ordre linéaire dérivé de 7, et

ﬁi” *7 I’ordre obtenu en appliquant la fonction de tie-break.

A partir d’une fonction de départage 7~ satisfaisant la
propriété d’indépendance, il est possible de construire un
ordre linéaire <” sur I’ensemble des interprétations : I’é1é-
ment préféré est 7 (Q), le second est 7 (Q \ {7 (Q)}), etc.
L'ordre linéaire <ff,” 7" défini ci-dessus est équivalent au

raffinement lexicographique du préordre SiH par D'ordre
linéaire <7

Un tel raffinement lexicographique peut €tre retrouvé
dans la littérature, par exemple dans [5] ou les états épisté-
miques sont révisés par d’autres états épistémiques. Il peut
aussi étre trouvé dans [2] qui se focalise sur les propriétés
rationnelles de la combinaison de relations de préférence
qui conduisent a une combinaison lexicographique. Cette
idée est la pierre angulaire des modeles de décision non
compensatoire (voir par exemple [11] pour trier des alter-
natives dans de multiples catégories ou [30] pour les classer)
obtenue par raffinement successif via des préordres partiels
bivalués [10]. Cette idée de raffiner les modeles de la nou-
velle information, méme s’ils ne sont pas aussi drastiques
que nous le sommes, peut étre trouvée chez [19].

Exemple 3. Soit P = {a,b}, et Q = {wy,w;,ws, w3}
tel que wg = {—a,-b}, w; = {-a,b}, wr = {a,—-b},
w3 = {a, b}. Considérons ¢ = —b, donc [¢] = {wo, w2}
Comme fonction de départage T, nous prenons l'ordre lexi-
cographique sur les interprétations induit par l'ordre sui-
vant sur les variables propositionnelles falsifiées a < b.

La Figure 1 représente, dans un diagramme de Hasse !, ¢
du

VE.E' €2 tq. T(E) € E' C E, nous avons T (E’) = T(E)premiérement, comme le préordre de Dalal 3" correspon-

En considérant dy et une fonction de départage 7,
nous pouvons dériver, d’une formule ¢, un ordre linéaire
du,T . da,T | 7 o dg 1 du
<o tel que : w < w'ssiw < W ou(w
W etT ({w,w'}) =w).
Définition 4 (Opérateur de révision totalement informatif
de Dalal). Etant donné une fonction de départage T, une
formule ¢ et une nouvelle information a, ¢ og,, 5 « est tel
que :

[¢ oa,.7a] = Min ([[a]] s ﬁﬁH’T) .

dant uniquement au calcul des distances de Hamming, puis
comme un ordre ﬁg” T obtenu en appliquant la fonction de
départage sur ce préordre. Considérons maintenant que ¢
est révisé par @ = b. Alors @] = {wi, w3}, et nous avons

[ oa] ={w:}.

Comme attendu, I'opérateur de révision oy, 7 est un
opérateur de révision totalement informatif.

1. Les diagrammes de Hasse sont une représentation graphique des
préordres ou ni la réflexivité, ni la transitivité ne sont représentées et ou
les éléments minimaux sont au bas de la figure.



Proposition4. L'opérateur de révision o4, g satisfait (Ry),
(Raw), (R3)—(Re), (RL).

4 Ordres linéaires partitionnés

En révision de croyance, des structures ordonnées
peuvent étre employées pour modéliser les croyances et la
plausibilité qu’un agent associe a chaque monde. Pour ces
structures ordonnées, la propriété de fotalité est a la fois tres
exigeante quand il s’agit d’alimenter le modele en informa-
tion et d’une portée sans limites, ce qui peut parfois paraitre
abusif quand nous nous intéressons a la sémantique des mo-
deles dans le monde réel. C’est pourquoi nous introduisons
une relaxation de cette propriété, nommée comparabilité
transitive, ainsi que la catégorie d’ordres la satisfaisant, ap-
pelée ici ordres linéaires partitionnés (OLP).

4.1 Définition

Nous introduisons la catégorie des ordres linéaires par-
titionnés via un détour avec la notion de comparabilité :
étant donné une relation binaire R sur un ensemble X, on
dit que deux éléments x,y € X sont comparables quand
x R youy R x.Larelation de comparabilité est structurel-
lement symétrique. La propriété de toralité d’une relation
R peut alors se réécrire comme la complétude de la rela-
tion de comparabilité, ¢’est-a-dire la situation ol toute paire
d’éléments est comparable. Nous reladchons cette propriété
globale pour n’imposer que la comparabilité soit seulement
transitive, dans le but qu’elle se propage par contagion. En
effet, quand n’importe quelle paire d’éléments est en rela-
tion avec un troisieéme, ils sont considérés comme faisant
partie de la relation. Appliquée a un poset (X, ), cette no-
tion conduit a une partition de X en classe d’équivalence
sur la relation de comparabilité associée a <, ou deux élé-
ments de classes différentes sont incomparables. La relation
binaire induite par < sur chaque classe est alors un préordre
total. Appliquée a un ensemble fini X ordonné par <, la
partition est finie et la relation induite par chaque classe est
un ordre linéaire.

Définition 5 (Ordre linéaire partitionné). La relation bi-
naire sur X, notée <, est un ordre linéaire partitionné ssi
dm € N* tel que Xy, ..., X, est une partition de X (c’est-
a-dire j—y , Xi = X et Vi, j € {1,...,m} tel que i # j,
XiNX; = 0)et3 <;, unordrelinéaire sur X;, Vi € {1, ..., m}
tel que (X, <) = U=y m (Xis <i)-

Exemple 4. Soit I’ensemble X = {a,b,c,d,e, f,g,h} et
lordre linéaire partitionné 4 = {(c,c), (¢,b),(c,a),
(b,b),(b,a),(a,a),(f.f).(f.e),(f.d),(e.e),(ed),
(d,d),(h,h),(h,g), (g g} La partition de X suivante,
X, = {a,b,c}, Xo = {d,e,f} et X3 = {g, h} asso-
ciée respectivement aux ordres linéaires <1= {(c,c),

(c.b),(c,a),(b,b),(b.a), (a,a)}, =o=  {(f.f),

(X,
AN ‘
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FiGure 2 — OLP < sur X.

(f’e)’(f’d)’(e’e)’(e’d)’ (d7d)} et 3= {(h’ h)’
(h,g), (g,8)} conduit aux trois ensembles linéaire-
ment ordonnés (X1,<1), (Xa,=%2), et (X3,=<3) tels que
(X, 2) = Uieq1 2,3y (Xi, =i). La Figure 2 représente ces
ordres.

4.2 Représentations

Il est d’usage de représenter les ordres partiels comme
une intersection d’ordres linéaires, ou encore a 1’aide de
fonctions numériques. Par exemple, n’importe quel préordre
total < sur un ensemble fini X peut étre représenté par une
fonctionde score f : X —» Ntellequex sy & f(x) >
f(y). Larelation < est un ordre linéaire ssi f est injective.
Nous proposons ces deux types de représentation pour les
ordres linéaires partitionnés.

Soit < un OLP sur un ensemble fini X menant a une
partition X = (J! | X; en classes de comparabilités. Soit R~
et R< les relations binaires définies sur X comme suivent :

Vx,ye X, xR” y ssix dyouxeX;,yeX;eti>j
(D

Vx,ye X, xRy ssixJdyouxeX;,yeXjeti<j
(2)

Proposition 5. R” et R< sont des ordres linéaires sur X
qui raffine < et tels que < est le produit d’ordre de R™ et
R< (c’est-a-dire x 4y ssix R” y et x RS y).

Nous pouvons remarquer que les deux relations R~ et
R< dépendent de I’ordre arbitraire sur les classes de com-
parabilité de (X, <), mais que leur produit d’ordre non.
Comme nous le verrons dans la Section 4.3, la Proposi-
tion 5 positionne les ordres linéaires partitionnés comme
une sous-catégorie des ordres bilinéaires. De plus, il est
possible de produire trois représentations numériques des
ordres linéaires partitionnés.

Représentation en produit Un OLP sur un ensemble fini
X peut étre représenté avec deux fonctions de score f, g :
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Ficure 3 — Représentation graphique des fonctions f et g.

X — Ntelles que x 9 y ssi f(x) < f(y) et g(x) < g(y)
comme illustré par la Figure 3.

Représentation en intervalle Il peut étre montré que la
condition Vx € X, f(x) > g(x) peut étre imposée sans
perte de généralité a la représentation en produit présentée
ci-dessus. Alors, chaque élément de 1’ensemble X peut étre
représenté par un intervalle non vide [ f(x), g(x)] [3, 28].
L’incomparabilité d’une paire d’éléments est représentée
par l’inclusion/le fait d’étre contenu de leurs intervalles
respectifs, comme le montre la Figure 4. Cela implique
que la relation de comparabilité stricte, c’est-a-dire x <
v, est encodée par f(x) < f(y) et g(x) < g(y) comme
présenté ci-dessus, ce qui diverge de la définition des ordres
d’intervalles, ou celle-ci est encodée par g(x) < f(y).

Ordrelinéaire divisé Un OLP sur un ensemble fini avec n
classes de comparabilité peut étre représenté via une fonc-
tion de score injective f : X — N et un ensemble de
n — 1 seuils 7q,...,7,-1 de la facon suivante : x < y ssi

f) < fetdie{l,....n=1} f(x) <7 < f(y).

Exemple 5. La Table 1 contient une représentation numé-
rique de (X, <) en tant que produit d’ordres de deux fonc-
tions de score f et g. La représentation graphique de f et g
est disponible Figure 3. Les éléments de X sont représentés
par des segments tels que les segments représentant deux
objets se croissent ssi ces objets sont incomparables. La re-
présentation graphique de f’ et g’ est disponible Figure 4.
Les éléments de X sont représentés par des intervalles tels
qu’un intervalle en contient un autre ssi les deux éléments
correspondants sont incomparables.
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FiGure 4 — Représentation graphique de [ f/, g’].

V shape A shape 2+1 3+1 2+2

FiGURE 5 — Modeéles interdits.

4.3 Modéles interdits

Nous situons maintenant la catégorie des ordres linéaires
partitionnés au sein de la cartographie de sous-catégories
d’ordres partiels proposée dans la littérature. La Propo-
sition 5 montre que les OLP sont une sous-catégorie
des ordres bilinéaires, qui sont définis comme le produit
d’ordres de deux ordres linéaires 2

Une autre facon de définir une sous-catégorie d’ordres
partiels consiste a exclure certains sous-motifs du dia-
gramme de Hasse, c’est-a-dire ce que cette catégorie est
incapable de représenter.

Nous rappelons la définition d’ordres d’intervalles, de
semi-ordres et d’ordres forts en termes de modeles inter-
dits comme définis dans [15], ces modeles sont représentés
Figure 5 :

— Ordres d’intervalles : pas de 2+2
— Semi-ordre : pas de 143 ni de 2+2
— Ordres forts : pas de 1+2

La catégorie des ordres linéaires partitionnés peut &tre
définie au moyen de deux modeles interdits. Soit (X, <) un
poset et x,y,z € X un triplet d’éléments de X.

— X, Y, z forment un modele en vV quand z S x, z S yet
nixsyniysux;

— x,y,z forment un modele en A quand x < z,y S z et
nixsy,niy=sax.

Tous ces modeles sont représentés sur la Figure 5.
Proposition 6. Un ordre partiel < sur un ensemble fini X

est un ordre linéaire partitionné ssi il n’y a aucun triplet
X,V,z € X formant un modéle en vV ou un modeéle en A.

2. Les ordres bilinéaires correspondent au cas n = 2 des ordres n-
linéaires, définis comme la catégorie obtenue par produit d’ordres de n
ordres linéaires. Cette catégorie se trouve presque au plus bas de la hiérar-
chie, juste au-dessus de celle des ordres linéaires.



PO*
10*
BO*
SO*
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OLP*
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LO*

Ficure 6 — Diagramme d’inclusions propres des parties asy-
métriques de structures ordonnées proposées dans [15]. PO
= ordre partiel ; IO = ordre d’intervalles ; SO = semi-ordre ;
BO = ordre bilinéaire; OLP = ordre linéaire partitionné;
WO = ordre fort; et LO = ordre linéaire. R* étant la partie
asymétrique de la relation R.

Pour conclure cette section, la Figure 6 insere les ordres
linéaires partitionnés au sein du diagramme d’inclusions
propres des parties asymétriques de certains posets proposé
dans [15]. Sur ce diagramme, les classes non connectées ne
sont pas incluses ’'une dans 1’autre et parmi deux classes
connectées, la plus basse est strictement incluse dans la plus
haute.

5 Révision et OLP

Comme les OLP semblent étre des structures plus réa-
listes que les ordres linéaires pour représenter la révision
de croyances, nous proposons un jeu de postulats capturant
la notion de assignement fidéle a un OLP.

Exemple 6.

Considérons a nouveau I’exemple du médecin, la grippe
(g) et la toux (t). En général, il peut ordonner la plausibilité
de chaque situation de la fagon suivante : {—=t A =g} =<
{t Ng} < {t A—g} < {~t A g}. En effet, il semble que
le plus réaliste soit que les personnes sont en bonne santé,
mais, si un patient tousse, alors il doit avoir la grippe.
La situation la moins plausible est lorsque le patient a la
grippe, mais ne tousse pas.

Si maintenant, nous considérons une nouvelle variable
h, qui représente "c’est I’hiver", il peut étre beaucoup plus
simple pour le médecin de considérer deux ordres linéaires
locaux dépendant du contexte h et —=h : {=h,—t,—g} <
{=h.t,=g} <1 {=h,t,8} <1 {=h,—-t,g} et {h,—t,~g} <1
{h’ z, g} <2 {h’ z, _'g} ) {h’ -, g}

Le premier ordre linéaire exprime le fait que, lorsque ce
n’est pas ’hiver, il est plus plausible pour un patient de
tousser sans avoir la grippe (par exemple a cause des aller-
gies), au contraire, quand c’est I’hiver, il est plus plausible
pour qu’un patient tousse da cause de la grippe. L'union de

Ficure 7 — Contre-exemple d’OLP pour (R3) et (Rg).

ces deux ordres conduit a un OLP.

Les structures OLP peuvent aussi se rencontrer dans la
fusion de croyance [24, 23], en particulier en cas d’incom-
mensurabilité des plausibilités fournies par les agents [7].
Ce probleme est également intimement 1ié a celui des com-
paraisons interpersonnelles d’utilité [33, 8].

5.1 Un nouveau postulat de rationalité

Tout d’abord, nous pouvons remarquer que les postulats
KM ne permettent pas de capturer la structure des OLP et ne
pouvaient pas non plus étre utilisés pour les opérateurs de
révision totalement informatifs. Par exemple, considérons
les croyances ¢ d’un agent tel que [¢] = {w1,ws,ws}
et l'opérateur de révision opyp menant a I’OLP repré-
senté sur la Figure 7. Considérons maintenant une nou-
velle information «; telle que [[a;] = {wo,ws, ws}. Si
oorp satisfait (Rz), comme [¢ A a] = {ws}, le résul-
tat, de la révision devrait étre ¢ corp @] = {ws}, alors
qu’il n’y a aucune raison de rejeter wg qui n’est plus do-
minée. De la méme maniére, un opérateur de révision OLP
ne devrait pas satisfaire (Rg), en considérant par exemple
a tel que [az] = {w2,ws, w7} et a3 tel que [az] =
{wa, w7}. Alors, [¢ corp (2 Aa@3)] = {w2, w7}, alors
que [¢oorp az] = {w2, w4} et [(¢oorp a2) N3] =
{w2}.

Cette incompatibilité avec (Rj) et (Rg) n’est pas une
surprise puisque les OLP sont des ordres partiels, ce qui
permet des situations d’incomparabilité que les opérateurs
KM ne capturent pas. De notre c6té, nous nous placons dans
le cadre de [6] auquel nous proposons d’ajouter le postulat
(RoLp)

(RoLp)Sia ABF Let(goa)V(pop)rgo(aVp),
alors pour tout formule compléte y,ona (poa)V (goy)
go(aVvy)ou(pop)V(poy)Feo(BVYy)

La pierre angulaire du postulat (Rgrp) est la déduction
(poa)V (popB) + ¢o(aV p). Une fois ramenée aux
structures ordonnées, cette déduction conduit a I’incompa-
rabilité entre les deux éléments @ et S quand a et B sont
complets. C’est pourquoi, (Rorp) exprime le fait que pour
tout triplet d’éléments ol une paire est incomparable, ily a
forcément au moins une autre paire incomparable. Imposer
(RoLp) 2 une structure transitive est équivalent a exclure
les modeles en V et en A.



Comme attendu, le théoreme de représentation suivant
montre qu’en ajoutant (Rorp) aux postulats de la révision
avec des ordres partiels ((Ry), (R;), (R3), (Ry), (Rs5), (R7),
and (Rg)), il est possible de construire des opérateurs de
révisions OLP.

Théoreéme 4. Un opérateur de révision OLP o satisfait les
postulats (R1), (R}) , (R3)~(Rs), (R7), (Rs), (Rorp) ssi il
existe un p-assignement fidéle qui fait correspondre ¢ et le
OLP <, tel que :

[e o pl =Min ([u],3,) -

La prochaine section présente un exemple d’opérateur de
révision OLP basé sur la distance de Hamming et sur les
diagrammes de Voronoi non ambigus.

5.2 Un opérateur de révision OLP concret

Nous proposons un opérateur de révision OLP concret.
Etant donné une formule ¢, notre opérateur procéde en
2 étapes pour construire un OLP. Pour cela, nous utilisons
deux fonctions de départage différentes 77 et 7,. En premier,
nous construisons une partition de € autour des modeles de
penutilisant la distance de Hamming, ou chaque interpréta-
tion est associée au modele le plus proche. En cas d’égalité,
71 est utilisé. Cette partition en cellule peut étre vue comme
diagramme de Voronoi non ambigu. La deuxiéme étape
consiste a ordonner totalement les interprétations au sein
de chaque cellule en utilisant pour cela la distance au centre
de chaque cellule, les égalités sont résolues par 75.

Définition 6 (Diagramme de Voronoi non ambigu). Etant
donné ¢ tel que [¢] = {wi,...,wn} et une fonction de
tie-break T, alors AZ,. ={Vw,s - Ve, } est une partition Q
telle que :

W € Vi, ssi T(Argminw,ewﬂ d (0, w)) = w*.

Il peut étre remarqué que cette partition peut E&tre
construite de facon équivalente en utilisant les opérateurs
de dilatation [9].

Définition 7 (Opérateur de révision de Voronoi non am-
bigu). Etant donné une formule ¢, une nouvelle informa-
tion a et deux fonctions de tie-break T| et T, nous défi-
nissons la relation binaire SZ’(E sur Q par w SZ’% W’
lorsque {w,w’} C Vo et soit dy(w*,w) < dy(w*,w’)
soit dg(w*,w) = dg(w*,0’') et H({w,w'}) = w, ou
Vor € Ag est une cellule du diagramme de Voronoi non
ambigu de ¢.
L'opérateur de révision oy associé est défini par :

[¢ov el = Min([a]. 157)

T T .o, .. RN
<7 est un ordre linéaire partitionné ot les classes de

comparabilités sont les cellules du diagramme de Voronoi
non ambigu Ag =V, Vo,

ab

{-a,-b} {-a,b} {a,b}

{a7 _'h}

{=c} W) w6

{c}

Ficure 8 — Table de Karnaugh représentant le diagramme
de Voronoi non ambigu de ¢ de I’Exemple 7.
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FIGURE 9 — $§, le préordre partiel induit par la distance
de Hamming aux modeles de ¢ de I’Exemple 7 au sein des
cellules de Voronoi non ambigué de la Figure 8 et SIZ,T %,
I’OLP obtenu apres application du second tie-break avec

L]

L'exemple suivant permet d’illustrer ces définitions.
Nous prenons 71 = 7>, un simple ordre lexicographique
sur les variables.

Exemple 7. Soit les croyances actuelles de notre agent ¢
telles que [[¢] = {w1, ws, we}-

Comme fonctions de départage, nous prenons T et T,
l'ordre lexicographique sur les interprétations obtenu par
l'ordre suivant sur les variables propositionnelles falsifiées :
a<b<ec

La Figure 8 montre les cellules du diagramme de Voronoi
non ambigu de ¢ sur une table de Karnaugh 3 ou V,,, est
en bleu et V,,, est en rouge et V,, est en vert. Sur cette
figure, nous pouvons voir que bien que w4 et w7 sont d une
distance de Hamming de 1 avec a la fois ws et wg, ils sont
associés a ws via Tq. Cette figure peut étre représentée par
le préordre partiel 5? disponible Figure 9(a).

Appliquée une nouvelle fois, la fonction de tie-break ré-
sout les indifférences conduisant a I’OLP SIZ 7 représenté
sur la Figure 9(b).

Maintenant, supposons que notre agent soit confronté
a la nouvelle information @« = —c, nous pouvons calcu-
ler ¢ o @ en utilisant SZ,T’%. Nous avons alors [[¢ o a] =
Min ([[oz]] s s1¢) = {wp, we, w4} comme le montre la Fi-
gure 9(b).

Comme attendu, la proposition suivante dit que oy est
un opérateur de révision OLP.

Proposition 7. L'opérateur de révision oy satisfait (Ry),
(R}), (R3)(Rs,), (R7), (Rs), et (RoLp).

3. Enutilisant une table de Karnaugh, les cellules directement voisines
sont a une distance de Hamming de 1.




Référence Structure ordonnée
[21] préordre total
[21] min-préordre partiel
[6] préordre partiel
[29] min-semi-ordre
[26] semi-ordre
ici ordre linéaire
ici ordre linéaire partitionné

TABLE 2 — Un bref panorama des théorémes de représenta-
tion de la littérature.

A premigre vue, notre opérateur peut étre confondu avec
un opérateur de mise a jour [22, 20], comme 1’opérateur
PMA [35] trés connu. Dans les deux cas, une famille
d’ordres est définie, chacun d’entre eux étant issu d’un mo-
dele de la croyance initial ¢. La différence la plus impor-
tante est que chaque ordre que nous produisons n’est pas
sur I’ensemble des interprétations Q mais seulement sur les
éléments d’une partition. Une autre différence est que nous
obtenons uniquement des comparabilités strictes. Cepen-
dant, une étude plus approfondie sur les liens entre la mise
a jour et les opérateurs OLP doit étre réalisée.

6 Discussion en rapport avec d’autres tra-
vaux

Les structures ordonnées jouent un role central dans la ré-
vision de croyance, a la fois dans sa version classique [1, 17]
mais aussi dans sa version itérée [14]. Au moyen de théo-
rémes de représentation, ils offrent une meilleure compré-
hension des postulats de rationalité et conférent une séman-
tique aux opérateurs de révisions. La Table 2 résume et
situe notre contribution dans le paysage de la révision de
croyance. Elle compléte celle proposée dans [26]. Tous les
articles mentionnés comme références dans la colonne de
gauche donnent les théorémes de représentations condui-
sant aux structures ordonnées données dans la colonne de
droite.

Tout d’abord, nous présentons a nouveau la famille des
opérateurs KM qui couvrent les opérateurs de révision pou-
vant étre traduits par des préordre totaux. Un opérateur
de révision totalement informatif quelconque est beaucoup
plus spécifique qu'un opérateur de KM quelconque puis-
qu’il retourne toujours une formule complete. Les opéra-
teurs de révision OLP sont significativement moins spéci-
fiques puisqu’ils ne traitent que des situations localement
totalement informées et de fait réintroduisent de 1’incom-
parabilité.

Une premiere famille manipulant I’incomparabilité est
celle proposée dans [21] obtenue en remplacant (Rg) par
(R7) et (Rg). Cette famille a été créée pour gérer un type spé-
cifique d’informations partiellement ordonnées ou les mo-
deles des croyances actuelles sont préférés a toutes les autres
interprétations. Afin de capturer I’ensemble des ordres par-

tiels, méme ceux ne disposant pas de minima globaux, il
a été introduit dans [6] une nouvelle famille d’opérateur,
déja présentée dans la Section 2. Les opérateurs de révi-
sions OLP sont une sous-classe de cette deuxieme famille
d’opérateurs de révision.

Une famille d’opérateur de révision pouvant étre repré-
sentée par des semi-ordres avec des minima globaux a été
proposée dans [29]. Pour ce faire, ils remplacent (Rg) par
(Rs), (Ry) et (Rqo).

(Ry)Si (poa) A\BrpoBalors (poB)Aatrpoa

(Ryg) Si (poa) ABF Let(wpoa)Ay ¥ L alors
(@AY A(@AB)Fgo(anp)

Les semi-ordres sont un type de structure ordonnée tres
connu dans le monde de 1’économie pour €tre plus pré-
cautionneux vis-a-vis de I’indifférence. Cette structure a la
capacité de rendre I’indifférence non transitive, ce qui est
analogue avec I’exemple classique du sucre dans le café
de [27]. Dans le but de pouvoir manipuler 1’ensemble des
semi-ordres, une autre famille d’opérateurs basés sur ceux
de [29] mais en remplagant (Rz) par (Rj) a €té€ proposée
dans [26]. Aucune de ces familles ne peut gérer les situa-
tions localement totalement informées, cela peut se voir
facilement via les modeles interdits des structures qu’elles
représentent.

Notre famille d’opérateurs totalement informatifs permet
a un agent de raffiner leur jugement entre les modeles qu’il
ne pouvait pas distinguer avant de recevoir de nouvelles
informations. Nous parvenons a ce résultat en affaiblissant
(R2) en (Ry,,). Cette idée d’affaiblir (R;) de plusieurs ma-
niéres a été étudiée en détail dans [19] au co6té de 1’étude
du comportement de ce type d’opérateurs lorsqu’ils sont
confrontés a la méme information de facon répétée, condui-
sant au développement d’une notion de stabilité.

7 Conclusion et perspectives

Nous définissons dans cet article la notion d’opérateur
totalement informatif (7I) et apportons un nouveau postu-
lat (Ry.). Nous proposons un jeu de postulats basé sur ceux
de KM (a I’exception d’un affaiblissement de (R7)) ainsi
qu'un théoreme de représentation conduisant aux ordres
linéaires. Dans ce contexte, (Ry) s’avere €tre équivalent
a (TI). Nous donnons un exemple d’opérateur totalement
informatif, basé sur ’opérateur de Dalal couplé a une fonc-
tion de départage. Nous proposons une nouvelle structure,
plus générale que les ordres linéaires, les ordres linéaires
partitionnés OLP, dont nous étudions les propriétés en
termes d’expressivité, de représentations graphiques et nu-
mériques, et de modeles interdits. Nous positionnons les
OLP dans une constellation de structures ordonnées. Cette
structure ne peut pas étre capturée par les ordres d’inter-
valles ni par les ordres forts. Ensuite, nous proposons un
nouveau postulat (Rorp), qui, couplé aux postulats de la
révision partiellement ordonnée, conduit au théoréeme de



représentation capturant les OLP. Enfin, nous apportons un
opérateur satisfaisant tous ces postulats.

Ces résultats ouvrent nombre de nouvelles perspectives.
D’emblée, il semble intuitif de les appliquer a la révision de
croyances itérée [14]. En particulier, une question intéres-
sante est de savoir comment rester dans le méme fragment
de structures ordonnées tout au long du processus itéré. Il
semble aussi naturel d’étudier les ordres forts partitionnés,
qui constituent une généralisation directe des OLP. La créa-
tion d’opérateurs utiles en pratique constitue une autre de
ces questions. Ceux proposés dans cet article ont été réalisés
avec un objectif d’illustration et afin de prouver la consis-
tance de nos ensembles de postulats. La complexité compu-
tationnelle de ces opérateurs de révision reste une question
théorique et pratique ouverte et les OLP sont de potentiels
candidats pour efficacement représenter des modeles non
représentables par des préordres totaux ou des ordres d’in-
tervalles. Comme mentionné précédemment, nos travaux
sont reli€s a la fusion de croyances et partage des simila-
rités avec la mise a jour. Il pourrait aussi étre intéressant
de se pencher sur ces autres facettes de la dynamique de
croyances et il en va de méme concernant le raisonnement
non monotone [25].
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