\

Trois lois des erreurs

Olivier Rioul

» To cite this version:

Olivier Rioul. Trois lois des erreurs: de Laplace. Magazine Tangente HS n°88, 2023, pp.48-50. hal-
04430136

HAL Id: hal-04430136
https://hal.science/hal-04430136

Submitted on 31 Jan 2024

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://hal.science/hal-04430136
https://hal.archives-ouvertes.fr

Trois lois des erreurs
de Laplace

L ’observation des astres est toujours soumise a des erreurs. Comment choi-
sir la valeur « la plus pertinente » parmi plusieurs mesures ? Laplace, mais
aussi Legendre et Gauss, échafaudent des théories qui conduisent in fine a

la fameuse loi normale.

ette hypothese a été appelée loi des er-
({ Oreurs. Elle ne s’obtient pas par des dé-
ductions rigoureuses; plus d’une démonstration
qu’on a voulu en donner est grossiére |...|. Tout
le monde y croit cependant [...| car les expéri-
mentateurs s’imaginent que c’est un théoreme de
mathématiques, et les mathématiciens que c’est
un fait expérimental. »

Tels sont les mots qu’écrit Henri Poincaré dans
son cours sur le Calcul des probabilités de 1896.
Mais qu’est-ce que cette fameuse « loi des er-
reurs » en laquelle tout le monde croit ? Pour le
savoir, interrogeons Pierre-Simon Laplace, qui est
revenu sur cette question a plusieurs reprises, no-
tamment en 1774, 1778, et 1810.

Le « milieu de probabilité »

Dans son Mémoire sur la probabilité des
causes par les événements (1774), Laplace se
propose de « déterminer le milieu que [’on doit
prendre entre trois observations données d’un
méme phénomeéne » (le « milieu » étant ici, pour
Laplace, le milieu de probabilité qu’on appelle au-
jourd’hui la médiane).

Pour ce faire, il va tout d’abord déterminer
la loi de la courbe ¢ des « probabilités que [’ob-
servation s’éloigne de la Vérité ». Or, nous dit-il,
« voici les propriétés de cette courbe :

1. Elle doit étre partagée en deux parties en-
tierement semblables |...|, car il est tout
aussi probable que l’observation s’écartera
de la vérité a droite comme & gauche |au-
trement dit, p(x) = p(—x) soit étre paire] ;

2. Elle doit avoir pour asymptote la ligne |des
abscisses|, parce que la probabilité que I’ob-
servation s’éloigne de la vérité a une dis-
tance infinie est évidemment nulle [autre-
ment dit, ¢ tend vers zéro a l'infini|;

3. L’aire entiére de cette courbe doit étre
égale a l'unité, puisqu’l est certain que
l’observation tombera sur un des points
de la droite |des abscisses| [autrement dit,
I'intégrale de ¢ prise sur 'ensemble des
nombres réels vaut 1]. »

Laplace poursuit : « Il est nécessaire de connaitre
o(x) : mais, dans le nombre infini de fonctions
possibles, laquelle choisirons-nous de préférence ¢
Les considérations suivantes peuvent nous déter-
mainer dans ce choix. »

Il commence par rejeter la solution constante,
car « si l'on supposait exister un trés grand
nombre d’observations du phénomene, il est a pré-
sumer qu’elles deviendraient d’autant plus rares
qu’elles s’éloigneraient de la vérité ».

Ainsi ¢(x) doit décroitre pour x > 0, ainsi
que sa dérivée (ce que Laplace nomme « les dif-
férences »). Mais « comme nous n’avons aucune
ratson de supposer une autre lot auxr ordonnées
qu’a leurs différences », il pose que ¢ doit étre

dyp(x)

= —mp(z)
pour x > 0, ou la constante —m est négative, d’ou
(avec les conditions de parité et de normalisation)
la premiere loi des erreurs de Laplace :

proportionnelle a sa dérivée :

m
= - exp(—mla]).

Aujourd’hui appelée laplacienne, cette loi expo-
nentielle est trés utile pour modéliser certaines

p(z)



statistiques en traitement du signal.

Laplace n’est semble-t-il, nullement géné par
la singularité en 0 de sa loi (la dérivée y est discon-
tinue). Mais il n’est pas satisfait pour une autre
raison : « On peut objecter contre cette loi qu’en
supposant x extrémement grand o(x) ne serait pas
nul, ce qui répugne. »

C’est pourquoi il revient, dés 1777, dans ses
Recherches sur le milieu qu’l faut choisir entre
les résultats de plusieurs observations, sur une
nouvelle loi des erreurs qu’il contraint a s’annuler
pour |x| > a, ou a est « la plus grande erreur dont
son observation est susceptible, soit en plus, soit
en moins ».

Au prix de calculs compliqués sur la courbe
moyenne vérifiant les conditions vues précédem-
ment, il trouve une loi logarithmique :

1
~log 2,

p(r) = 2]

avec une singularité infinie en 0 : ¢’est la deuzieme
loi des erreurs de Laplace.

Celle-ci n’a pas eu le succes de sa premiére, et
encore moins de sa troisieme loi; celle dont parle
Poincaré.

Une question de paternité

En 1805, Adrien-Marie Legendre, en appen-
dice de ses Nouwvelles méthodes pour la détermi-
nation des orbites des cométes, expose la fameuse
méthode des moindres carrés. Il n’y a aucune men-
tion d’une quelconque « loi des erreurs » chez Le-
gendre; il ne s’agit que d’une technique simple de
calcul, ot I’on minimise une somme de carrés des
écarts a plusieurs observations pour trouver les
valeurs « les plus proches » de la vérité ( et donc
« les plus vraisemblables » ).

Dans le cas d’une seule variable dont on ef-
fectue directement plusieurs mesures, la méthode
conduit a faire leur moyenne empirique, que La-
place nomme « milieu arithmétique » (et non le
« milieu de probabilité » qu’il préconisait jusque
1a). Une polémique s’installe concernant cette
technique, car Gauss s’en attribue la paternité,
affirmant 1'avoir utilisé dés 'année 1795 (a 1'age
de 18 ans). Laplace commentera : « Ce savant
géometre [Legendre| est le premier qui ait publié

cette méthode ; mais on doit a M. Gauss la justice
d’observer qu’il avait eu, plusieurs années avant
cette publication, la méme idée dont il faisait un
usage habituel, et qu’il avait communiquée a plu-
sieurs astronomes. »

En 1809, dans sa Théorie du mouvement des
corps célestes, Gauss justifie la méthode par une

loi des erreurs du type p(z) = —= exp(—hz?),
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la seule qui conduit aux moindres\é;rrés pour des
mesures indépendantes, comme il le démontre par
la résolution d’une équation différentielle maxi-
misant la vraisemblance. Cette loi est en consé-
quence appelée loi gaussienne aujourd’hui. Mais
est-ce vraiment pertinent de la nommer ainsi plu-
tot que troisieme loi des erreurs de Laplace ?

En effet, c’est bien Laplace qui, comme 1’écrit
d’ailleurs Gauss lui-méme, avait déterminé dés
1774, dans son Mémoire sur la probabilité des
causes par les événements, la valeur de 'intégrale
dite de Gauss, qu’on devrait plutdot appeler inté-
grale de Laplace :

* o 1
/ e Vdt = =/,
0 2

qui permet de justifier que la « gaussienne » ¢
+00

vérifie bien la normalisation p(x)dx = 1.

Il aurait été difficile a Gat?sjs, aussi précoce
soit-il, de s’attribuer la paternité de cette inté-
grale alors qu’il n’était pas encore né!

En outre, 'argument de Gauss est circulaire :
il justifie la méthode des moindres carrés par la
loi des erreurs « gaussienne », qu’il justifie & son
tour par la méthode des moindres carrés! Rien
n’autorise a en déduire quoi que ce soit sur la
validité de I’ensemble. C’est ce que Laplace ex-
prime dans sa Théorie analytique des probabilités
en 1812 : « Comme rien ne prouve que la premiére
de ces regles donne le résultat le plus avantageux,
la méme incertitude existe par rapport a la se-
conde ».

C’est finalement Laplace qui, dans son ap-
pendice Mémoire sur les approximations des for-
mules qui sont fonctions de trés grands nombres
et sur leur application auz probabilités trouve des
1810 la meilleure justification de la loi « gaus-
sienne » : pour un « grand » nombre d’observa-
tions, la somme cumulée de petites erreurs indé-
pendantes finit par obéir a cette loi, indépendam-



ment de la loi initiale des erreurs individuelles.
Cette justification n’est autre que le théoréme de
Laplace, qui généralise le théoréme de Moivre et
qu’on appelle aujourd’hui théoréme central limite
(Zentralen Grenzwertsatz en allemand, expression
introduite par George Polya en 1920 : c’est bien
le théoréme qui est central, pas la limite!).

On a eu ensuite du mal a se mettre d’accord
sur le nom de cette loi des erreurs : les auteurs
francais disaient la lo: de Laplace alors les au-
teurs allemands et britanniques parlaient de la loi
de Gauss. Vers 1950, la Commission de terminolo-
gie statistique de I’association francaise de norma-
lisation (Afnor), emmenée par la mathématicien
Maurice Fréchet, décida de normaliser la locution
« loi de Laplace », « considérant que Laplace a
découvert la loi qui devrait porter son nom et qui

porte celui de Gauss, a une époque ou Gauss était
encore un jeune enfant, la Commission a rétabli
la vérité en rendant I’hommage qui lui était da ».
Mais malgré ces efforts, le nom de Gauss est resté
plus que les autres!

C’est précisément pour ne pas fixer de pater-
nité que de nombreux auteurs ont finalement opté
pour le terme normal, et en premier Poincaré dans
son cours degECalcul des probabilités au sujet de

1
I'intégrale % exp(—h*z?)dx :
« Je diraz, ;gur abréger, que la lov de probabilité

est normale, lorsque la valeur de la probabilité
est représentée par cette intégrale. »C’est en ef-
fet cette loi qui apparait le plus souvent dans la
Nature et qui se trouve étre, généralement, la plus
adaptée aux observations. . .

00— O.R.

Les trois lois des erreurs de Laplace :

1 : loi “laplacienne” (double exponentielle) ;

2 : loi logarithmique ;

3 : loi “gaussienne” (normale).



