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q TOPOGRAPHIE

Pour réconcilier les topographes
avec les nombres complexes

B Emmanuel CLEDAT

Les nombres complexes tirent leurs origines du miliev [ g™ \10T5-CLES

du XV siécle, ou ils auraient été introduits pour

la premiére fois par Jérome Cardan pour permettre
la résolution d’équations polynomiales de degrés
supérieur a 2. Ils sont nés en tant qu’artifices
mathématiques ou “monstres du monde des idées”,
C’est ainsi que Gottfried Wilhelm Von Leibniz les
appelait en référant a I’allégorie de la caverne de
Platon. L Histoire des mathématiques prend parfois
des chemins détournés dans ses découvertes : ces
nombres complexes sont passés du monde des idées
au monde réel en s’incarnant dans tous les problémes

géométriques chers aux topographes.
Il a fallu prés d'un demi-siécle pour
qu’un premier lien soit établi entre les
nombres complexes et la géométrie.
Francois Viéete remarque en effet qu’il
existe une relation entre une racine
cubique et le probleme de la trisection
d’un angle. [Flament 2003] nous invite a
nous reporter a I'écrit original : [VIETA
1593] (en latin). Ce constat est ensuite
généralisé par Abraham de Moivre qui
note que la racine n-ieme d'un nombre
complexe peut se ramener a la division
d’un angle en n-parties égales.

C’est finalement un arpenteur danois
du XVIlI® siecle : Caspar Wessel (dont
I'histoire est contée dans [Brun 1959])
qui le premier a proposé (dans [Wessel
1797]) la représentation géométrique
présentée dans nos cours de terminale,
et retranscrite dans cette introduction.
Caspar Wessel a apporté aux nombres
complexes son expertise de géomeétre,
vérifiée lors de ses travaux de triangu-
lation et de cartographie du Danemark.
Cet article prendra le mouvement
inverse en utilisant la simplicité du
formalisme des nombres complexes
pour reformuler ou redémontrer
des résultats connus en topométrie
[BRABANT 2011].

Un nombre complexe représente un
point du plan (ou un vecteur joignant
I'origine du repeére au point, cf. figure 1).
Ce point peut étre soit défini par ses coor-
données cartésiennes (x,y), le complexe

Nombres complexes,
topométrie, point lancé,
polygonation, loi normale
enveloppée, statistiques
circulaires, calcul d'aire,
intersection, relevement,

transformation de
Helmert, moindres-
carrés, Gauss-Helmert,
transformation conforme,
similitude directe,
Géoréférencement

associé est alors z = x + iy, soit par ses
coordonnées polaires : la distance d
entre 'origine et le point (la norme) et
I'angle orienté dans le sens direct (anti-
horaire) O entre I'axe des abscisses et le
vecteur joignant I'origine au point repré-
senté. La force des nombres complexes
réside dans la faculté de passer d'une
forme a une autre.
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Figure 1. Définition d"'un nombre complexe

On peut additionner les nombres
complexes en utilisant la relation de
Chasles (cf. figure 2).
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Figure 2. Addition de deux nombres
complexes : Relation de Chasles

Il est aussi possible de les multiplier.
Pour cela, on multiplie les normes et on
additionne les arguments (cf. figure 3).
Les propriétés de la fonction exponen-
tielle refletent le comportement des
arguments des nombres complexes vis-
a-vis de la multiplication, en effet, cette
fonction transforme les multiplications
en additions. Ainsi, si I'on note z=d e®°,
la multiplication se calcule alors :
2y 2,=(d, ®) (d, )= d, d, e®1+0)
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Figure 3. Multiplication de deux nombres
complexes : multiplication des normes et
addition des arguments

Si on considére le complexe d’abs-
cisse 0 et d’'ordonnée 1:2z=0+1i, ou
tout simplement : i. Sa norme est 1
et son argument est /2 (un angle
droit). Multiplier ce nombre par lui-
méme revient a faire deux quarts de
tour, sans s'éloigner pour autant de
I'origine. Le résultat a pour norme 1
et pour argument 7 (un demi-tour), on
retrouve la formule: i?=—1.

On peut s’étonner, dans cette définition
que les distances et les angles ne se
comportent pas de la méme maniére.
Cela traduit la hiérarchie existante en
géométrie entre ces deux grandeurs.
Prenons I'exemple de la figure 4. Nous
avons un ensemble de cing nombres
complexes : (21,22,23,24,25) que l'on
multiplie par un méme complexe S. La
norme et argument de ce complexe
représentent respectivement le facteur
d’échelle et la rotation appliqués a notre
ensemble. Il sera alors possible de trans-
later ce nouvel ensemble S {z,,2,,23,2,,7:}
en lui additionnant un nombre complexe
représentant la translation.
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Figure 4. Multiplication d'un ensemble de
nombres complexes par un complexe de
rotation et d'échelle

Suite a la définition de I'addition et
de la multiplication, il est possible de
démontrer que toutes les régles de
calculs utilisées pour manipuler des
nombres réels restent applicables pour
des nombres complexes. On dit que
I'ensemble des nombres complexes
forme un corps.

Point lancé

Le premier probleme sur lequel les
nombres complexes peuvent étre appli-
qués est fondamental en topographie,
mais aussi en artillerie, en scoutisme et
en course d’orientation. Si un observa-
teur se trouve a I'origine du repére et
qu'’il observe un point P, s'il est possible
de mesurer la distance entre I'origine et
ce point, ainsi que son gisement :
I'angle orienté dans le sens horaire
entre la direction du nord et le vecteur
0P, alors il est possible de déterminer
la position du point P.

Pour traiter ce probléme avec des
nombres complexes, il faut redéfinir
le plan complexe (figure 5, tableau 1
ou [CHOWN 2007] page 156). Son
axe réel sera orienté vers le nord, et
son axe imaginaire orienté vers |'est.
Il faut prendre garde a l'inversion de
I'axe Réel et Imaginaire par rapport
a la notation précédente. Pour éviter
toute confusion a cet endroit de I'ex-
posé, on fixera la direction du nord
comme étant celle du haut de la carte,
et la direction de I'est comme étant
celle de la droite de la carte. (Ce nord
cartographique et cet est cartogra-
phigue non parfaitement alignés avec
le nord géographique ou avec le nord
magnétique sont parfois notées y et x
car elles n"ont pas de valeur physique.
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Figure 5 a. Plan complexe classique

Nous garderons les notations N et E
pour éviter a tout prix d’écrire y+ix).

Complexes
classiques

Complexes
topométriques

abscisse x E

ordonnée y N

Axe réel Re
Axe imaginaire | ITm

Tableau 1. Comparaison des nombres
complexes classiques et des nombres
complexes topométriques

Suite a cette définition, I'argument d'un
nombre complexe correspond a son
gisement ® mesuré a 'origine. Le point
visé P est représenté par le nombre
complexe z=de'®. Réciproquement, si
on connait le nombre complexe z la
distance entre I'origine et le point qu'il
représente est d=|z| et le gisement est
d=arg (2).

Si le point a partir duquel sont effectuées
les mesures n’est plus I'origine, mais un
point connu P,, et que le point visé est le
point P, , alors, par simple translation :

Z; =27 +dp, et P12

A partir de ce nouveau point, on peut
a nouveau viser un autre point, et ainsi
de suite. C'est le principe de la polygo-
nation lancé, qui généralise le principe
du point lancé (cf. figure 6).
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Figure 6. Polygonation lancée

Figure 5 b. Plan complexe topométrique

Visée d’orientation

Dans les deux problémes précédents,
nous avons raisonné comme si la
direction du nord était connue, et que
le gisement @ entre le point stationné
(duquel est effectuée la mesure) et le
point visé (que I'on veut mesurer) était
directement mesurable. Sur le terrain,
il est souvent difficile de connaitre la
direction du nord avec précision (en
particulier dans une forét dense, ou
dans un tunnel). On apprend chez les
scouts a utiliser une boussole, il faut
aligner le zéro du rapporteur avec
la direction du nord, la direction du
point visé est donnée directement sur
le rapporteur. D'autres instruments
permettent de mesurer la direction
du nord (le gyroscope, sensible a la
rotation de la terre). Cependant, en
topographie courante, on s’oriente
en visant un autre point dont on peut
calculer le gisement :
@, _,=arg(z,—z,)

La visée d'un seul point permet de
s’orienter (c’est-a-dire connaitre la
direction du nord). Quelle que soit la
méthode utilisée, la direction du nord
peut étre comprise comme une mesure
d'angle entre une direction arbitraire
(mais fixe) de la graduation zéro d'un
rapporteur ou du cercle horizontal d’'un
théodolite. Les problémes commencent
a venir lorsque nous avons plusieurs
mesures d'angle dont il faut effectuer
la moyenne. La premiére idée que I'on
pourrait avoir pour tirer parti d'une
série de mesures d'angles 6, serait de
prendre la moyenne :

n
9—129
-1%%,
k=1
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Figure 8. Simulation de 10° mesures d’angles d'écart-type 1.4 rad (presque un quart de tour)

L’écart-type de cette série de mesures
sera donc:

dg =

Il faut prendre garde a bien préparer les
valeurs angulaires avant de les moyen-
ner, de manieére a ce que des directions
proches soient représentées par des
valeurs angulaires proches (il ne faut
pas faire la moyenne de 359° et de 3°,
mais de -1° et de 3°). Méme en prenant
ces précautions, il est inadéquat de
calculer une moyenne d’'angle. En effet,
un calcul de moyenne suppose implici-
tement que les éléments moyennés
suivent une distribution normale, ou du

moins qu’ils peuvent prendre des
valeurs entre —« et +. Les angles ne
sont pas des nombres réels comme les
autres dés lors qu'ils sont définis a 2t
pres. C'est pourquoi, ils ne peuvent pas
suivre une loi normale habituelle (qui
admettrait des angles supérieurs a
2m). Pour construire la distribution
suivie par ces angles semblable a la loi
normale, il faut considérer cette loi
normale (représentée en arriére-plan de
la figure 7), et I'enrouler sur le cercle
unité (figure 7).

D’un point de vue mathématique, la
densité de probabilité d'un point d’argu-
ment 6 du cercle unité (un point bleu de
la figure 9) s’exprime comme la somme

A e
~. -

Figure 9. Série de mesures d’angle (en
bleu), et centre de gravité de ces mesures
(en rouge)

de la loi normale usuelle exprimée en
chacune des expressions de I'angle 6
(c'est-a-dire en ---0—4m, 0—2m, 6, 0+21...).
On peut effectuer une simulation numé-
rique pour observer la distribution de
données circulaires (en bleu sur la
figure 8), et la loi normale enveloppée
théorique (en rouge).

D’apres les démonstrations données
dans [Mardia 1999], il est nécessaire
de calculer O : le centre de gravité de
chacun des points du cercle unités
représentant une mesure d’angle (un
point rouge de la figure 9). Plus ce
point est proche de l'origine, plus les
mesures sont dispersées.
n

e] =lz elt
n

k=1

La direction moyenne est alors la direc-
tion donnée par ce point moyen :

8 = Arg(®)

Et I’écart-type a une expression relati-
vement simple :

og =+/—2 In(|6])

Ces formules se vérifient trés bien
numériqguement, méme pour de tres
fortes dispersions (d’écart-type supé-
rieur au demi-tour). Si les mesure sont
trés peu dispersées (et c’est souvent le
cas en pratique) il est possible de faire
un développement limité de ces
expressions pour retrouver le calcul
classique de la moyenne et de I'écart-
type. Ces formules en sont donc une
généralisation plus rigoureuse.

J'invite le lecteur a se rapporter a la
section IV 2.1 de [HULLO 2013] pour un
panorama complet et rigoureux sur les
statistiques circulaires.
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Calcul d’aire

Un probléme qui intéresse fortement
les géometres est le calcul des surfaces
des terrains. Utiliser des nombres
complexes pour le calcul des surfaces
nécessite I'introduction de quelques
notations mathématiques.

Soient deux complexes z, et z, alors
z,z, (ol . est le “complexe conjugué”
de méme partie réelle, mais de partie
imaginaire opposée) a pour partie réelle
le produit scalaire des vecteurs associés
a z, et z,, et a pour partie imaginaire
le déterminant de ces deux vecteurs :
det(P, P,).

Ce déterminant est l'aire du parallélo-
gramme engendré par P, et P,, et donc
le double du triangle engendré par P, et
P, (cf. figure 10).

Figure 10. Parallélogramme engendré par
P, et P, (hachures bleues), et du triangle
engendré par P, et P, (hachures vertes).

En divisant une parcelle complexe en
triangles, il est facile de calculer son aire
comme par exemple dans le cas de la
figure 11.

Figure 11. Calcul d'aire d’une parcelle lorsque
I'origine est a l'intérieur de la parcelle

1
A= Ezm(?l Zy +TZZ3 + -+ Z_nzl)
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Il est important de noter que z; et z,
doivent étre ordonnés dans le sens
horaire, sinon, I'aire calculée sera néga-
tive. Cela montre donc que la formule
reste correcte dans le cas ou I'origine
n'est pas a l'intérieur de la parcelle
comme par exemple dans le cas de la
figure 12.

A

Py
Figure 12. Calcul daire d’une parcelle
lorsque I'origine est a I'extérieur de
la parcelle, les parties extérieures sont
comptées positivement puis négativement

Intersection

Un autre probléme important en
topométrie est celui de l'intersection.
Supposons que I'on veuille détermi-
ner la position I d'un point visible,
mais non accessible (le sommet d’'un
clocher d’'église par exemple). On peut
le viser a partir de deux points connus
en coordonnées P, et P, et procéder
a une intersection des deux visées
(cf. figure 13).

Si on avait pu mesurer la distance
d,entre P, et I (ou d, entre P, et I) on
aurait pu déterminer I par simple point
lancé. Le principe est de procéder en
deux temps : calculer cette distance

Figure 13. Intersection de deux visées

il TopocrarHIE

d, , et effectuer un point lancé a partir
de P, . Pour cela, nous allons expri-
mer l'aire du triangle P, P, I de deux
maniéres différentes.

A:%det(ﬁ , P.P;)
= %Im( dy el (- 2,))

Et de la méme fagon :

4= dei( 7l i)

1 ; :
=Eim( dy iz ) ei®i-1)
En égalant ces deux expressions, on
obtient :

Tm( e 1Pt (2, —2))

sin(®y,, — @)
P2 + dz el Dot

d2=
] =

Il existe une formule dérivée d’un raison-
nement purement analytique, appelée
formule de Delambre qui semble étre
aussi simple a utiliser que cette formule
utilisant les nombres complexes.
Cependant, il existe des cas particuliers
pour lesquels la formule de Delambre
souffre de singularités numériques. Une
autre approche, purement géométrique
est basée sur la formule des sinus dans
un triangle (qui stipule que le rapport du
sinus d’'un angle par la longueur du c6té
opposé est constant quel que soit le
sommet choisi) qui elle-méme se
démontre en calculant de trois maniéres
différentes I'aire du triangle considéré.
La formule proposée ici se rapproche
tres fortement de cette méthode géomé-
trique, tout en étant tres légérement plus
rapide. Finalement la formule utilisant
les nombres complexes est une formule
directement utilisable ou implémen-
table, donc possédant les mémes
avantages que la formule de Delambre,
mais qui possede la méme robustesse
que la méthode géométrique puisque sa
démonstration n’est rien d’autre qu’une
approche algébrique de propriétés
géométriques d'un triangle.

Relevement

Une autre opération de topographie
classique est le relevement. Le but est
de connaitre la position du point I a
partir duquel les mesures sont effec-
tuées. Pour cela, trois points : P, Py et
P.connus en coordonnées, mais non



accessibles (des clochers d’églises
par exemple) sont visés. Cette fois-
ci, I'orientation est inconnue (il n"est
pas possible d’obtenir simplement la
direction du nord). Les mesures ne
sont plus des mesures de gisements
entre le nord et les différents clochers,
mais une mesure d'angle entre deux
clochers (cf. figure 14).

Figure 14. Calcul du relévement

Ce probléme en apparence simple a
généré une littérature trés abondante et
ancienne. Nous allons cependant nous
limiter a trois méthodes. La premiére,
qui semble étre la plus populaire, est
la méthode de Collins. Les seules
opérations algébriques requises par
cette méthode sont le calcul de gise-
ment entre deux points, et les calculs
d’intersection, déja décrits plus haut.
L'apport des nombres complexes a
cette méthode est donc minime (c’est
pour cela que le lecteur désireux d’uti-
liser les nombres complexes pour ce
calcul devra en premier lieu reprendre
la méthodologie de la méthode de
Collin’s [Merminod 2008])

Une autre méthode, moins connue,
et pour autant, d'une élégance déli-
cate est la formule de Tienstra, aussi
connue sous le nom de méthode
barycentrique. Le principe, est de
considérer que le point cherché Iest le
barycentre des points visés P,, Pg et P
avec les pondérations : Q, Qg, O, ou :

1

2 = cot(a) — cot(a")
1

2 = cot(f) —cot(")

~ cot(y) —cot(y)

Il est montré dans [Porta 2009] que
I"affixe du point [ est donnée par :

QAZA+‘D‘BZB+O‘CZC
Z =
! Q4 + Q5 + Q¢

Cette formule a cependant un défaut, si
la configuration des points P,, Py et P

est proche d'un alignement, les poids
Q,, Qg, Q. devront étre proches de —oo
ou de +oo pour permettre a I de ne pas
étre dans cet alignement. Dans le cas
limite ou les points sont parfaitement
alignés il sera impossible de déterminer
les coordonnées de I, alors que ce serait
possible en utilisant d’autres méthodes.
Si les deux premiéres méthodes
donnent peu d'opportunités aux
nombres complexes de montrer leur
efficacité, la derniére méthode présen-
tée dans cet article tire pleinement
parti des propriétés des nombres
complexes. Cette méthode proposée
par [PIERLOT 2014] est trés récente
dans I'histoire du relevement (2014) et
a été congue dans le but de minimiser
autant que possible le nombre d’opé-
rations, et donc le temps de calcul
nécessaire a calculer la position d'un
point. Pour prouver I'efficacité de cette
méthode, elle est comparée a 17 autres
(dont la méthode barycentrique et celle
de Collins) lors d'un parangonnage
ou sont minutieusement comptés le
temps d’exécution et le nombre d'addi-
tions, de multiplications, de divisions,
de racines carrées, et d'opérations trigo-
nométriques. Cette méthode, détaillée
ci-dessous peut paraitre longue, mais
n’est qu’une suite d’opérations simples.
Zpa= %y~ Zp
Zgc = Zc — ZpB

Tag = cot(a)

Tpe = cot(B)

i

T——

wu

| B

S S

1 - TAB TBC
Typ + Tre

Tea

Cap = zpa — i Tap Zpa
Cpc =2zpc +1Tpc Zgc
Cea = (Zac + Zpc) — 1 Tea (Zpe — Zpa)
A = Zpy zpc

K = Re(A) + Tpy Tm(A)

D =Im((Cap— Cac) (Coc — Cea))
K
Zy=Zgp—l1 5 (Cap — Cpe)

L'affixe z,nous donne finalement la posi-
tion du point stationné I. Le probléme du
relévement, longtemps entre les mains
des topographes a maintenant été repris
par la communauté des roboticiens. Le
sujet qui va suivre est un peu plus actuel
pour les géomaticiens.

Transformation de Helmert

Un autre probleme pour lequel les
nombres complexes peuvent étre
utiles est le géo-référencement d'an-
ciens plans, de photos aériennes, ou de
relevés effectués sans référencements
a des points connus (station libre). On
connait certains points connus en coor-
données (des bornes, les coins d'une
maison ou d’autres points caractéris-
tiques) Py, P;, ..., P, eton observe ces
mémes points sur un ancien plan ou
dans un repere local défini par un
appareil de mesure (station totale ou
laser scanner) P1, Pz) -+, Pn.

Figure 15. Ajustement d’un plan sur des points connus
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La transformation permettant de passer
de I'image a la réalité est :

Zi =T+RZE

ou T est le vecteur de translation, et R
est le complexe exprimant simultané-
ment le facteur d’échelle et la rotation.
Si nous avons voulu utiliser une formu-
lation classique, sans nombre complexe,
on se rendrait compte que la matrice
représentant R contient des termes
redondants : elle a quatre éléments la ou
un nombre complexe n’en a que deux
(partie réelle et partie imaginaire).

A R e

Aprés mesure de n points, on peut
construire le systéeme surdéterminé

suivant :
Zy 1 z
-l %
E,IL 1 z,
v A

v représente les petites erreurs enta-
chant les mesures des points P,. La
encore, le méme systéme écrit sans
nombre complexe contient de I'infor-
mation redondante. Le formalisme des
nombres complexe permet non seule-
ment de réduire I'espace mémoire utile
pour stocker ces matrices, mais aussi le
temps utile pour les créer.

El 1 0 e —Mm
Ny 01 n e
EZ 1 0 e —MN ;:E
NZ -v=(0 1 7 €7 C‘;,V
E, 10 e, —ny|b
Ny, 01 n, e,
RS D E—

Ces deux systémes peuvent étre résolus
en utilisant le principe des moindres
carrés, les nombres complexes ont
réduit le calcul des parametres de la
transformation de Helmert a un ajuste-
ment affine, aussi appelé modele
linéaire simple ou régression linéaire a
une seule variable explicative (dans
notre cas cette variable est R). Le résul-
tat est obtenu directement, sans
processus itératif (en revanche, s'il n'y
a pas de facteur d’échelle, il faut que la
norme de R soit unitaire, donc imposer
la contrainte : RR = 1. Le nombre d'ité-
rations nécessaire pour imposer cette
contrainte est inférieur d'un facteur
deux par rapport au nombre d'itérations
requises par une méthode classique).
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Figure 16. Réseau lasergrammetrique

7] = @ar-1ams
De la méme facon qu’une fonction
affine est un cas particulier de fonction
polynomiale, plutét que de faire une
régression linéaire de nombre
complexe, il est également possible de
faire des régressions polynomiales
[MILLION 2002] et [MILLION 2004]. Cela
permet d’obtenir toute une gamme de
transformations dites “conformes”,
c’est-a-dire, qui conserve les angles (ce
qui est souvent nécessaire dans le
domaine de la cartographie). Cette
propriété de conformité est démontrée
dans [BELORIZKY 2007]. Concrétement,
la formule permettant de passer de
I'image a la réalité est :
Zi=Ro+ Ry zi+Ryz2+ -+ Ry z*

En pratique les termes R, .. R, sont
souvent trés petits. Le systeme permet-
tant de déterminer ces coefficients Rj
fait alors intervenir une matrice de
Vandermonde.

Zy 1 7z 7?2 -« z*[Ro
Z.z 1 2z, z2 o zF||R
Plmv=10 0 1 i |[R:

P Lo
n 1 z, 2z Zn k
v A

Je laisse le soin au lecteur sceptique
vis-a-vis de I'efficacité des nombres
complexes de traduire cette derniere
formule avec des nombres réels. Il
existe encore d’autres méthodes de
géoréférencement, non conformes.
Une synthése de ces méthodes est
effectuée dans [BAKKOUCH 2015].

La méthode de la transformation de
Helmert peut étre généralisée d'une
autre maniéere. Supposons que l'on
ait plus un seul plan a géoréférencer
mais plusieurs les uns aux autres. Ou
alors que I'on ne fasse plus une seule
station libre, mais plusieurs qui visent
des points communs entre deux stations
(c’est typiquement le cas d'un réseau

il TopocrarHIE

& Station

O Points de liaison

#® Points d'accroche
—— Visée

lasergrammeétrique, comme sur la
figure 16). Si ces points sont connus
auparavant (comme dans le cas de la
station libre), on les appellera points
d’accroche ; s’ils sont inconnus, mais
permettent de lier géométriquement
deux stations, on les appellera points de
liaisons. La encore, il est possible d'ef-
fectuer le calcul de compensation avec
des nombres complexes en représen-
tant chaque station par deux nombres
complexes : I'un exprimant la position,
I"autre, la rotation.

De la méme fagon qu’a I'issue d’'une
compensation classique, il est possible
d’obtenir la matrice des variances-cova-
riances (complexe) des parametres
compensés. La variance de I'angle
représentant la rotation d’une station
est donnée par le terme diagonal (réel)
correspondant au complexe de rota-
tion de la station (comme dans le cas
habituel). Pour représenter I'erreur sur
la position d'un point, les méthodes de
compensations classiques permettent
de dessiner des ellipses d’erreur (repré-
sentées sur la figure 16), donc utilisent
trois paramétres. Il ne faut donc pas
espérer caractériser avec un seul
nombre complexe (qui n"a que deux
composantes) I'ensemble des para-
metres de I'ellipse. Le terme diagonal
de la matrice de variance-covariance
complexe correspondant a la position
du point considéré contient cependant
une information essentielle : la dimen-
sion maximale de |'ellipse d’erreur.
La méthode utilisant des nombres
complexes synthétise I'erreur sur un
point par une seule valeur et permet
une représentation par un cercle d’in-
certitude (représentée sur la figure 16).
Depuis le début de ce chapitre, les
seules données que I'on considére enta-
chées d'erreur sont les Z; (points réels).
Cependant, les z; (points image) sont
aussi entachés d’erreur. Pour en prendre



compte, il ne faut plus considérer un
probleme de moindres carrés clas-
sique, dit paramétrique, mais un modele
appelé modéle de Gauss-Helmert
[Merminod 2011]. Les équations, plus
compliquées que dans le modéle clas-
sique, peuvent la encore étre simplifiées
grace aux nombres complexes (les
calculs effectués sur la figure 16 utilisent
en fait la méthode de Gauss-Helmert).

La méthode permettant de passer
de chacun des systémes complexes
présentés dans ce chapitre au systéeme
réel équivalent est de remplacer chaque
nombre complexe par son image
suivant le morphisme d'anneaux :

C — R2x2

atib — [* 7
b a

Le nombre de lignes et de colonnes
de chaque matrice est alors multiplié
par deux. Sachant que les opérations
les plus coliteuses sont les inversions
de matrice (complexité cubique), le
passage en nombre complexe permet
théoriquement de diviser le nombre
d’opérations par 8 (cependant, ces
opérations sont plus compliquées
avec des nombres complexes qu’avec
des nombres réels). En effectuant des
simulations avec Matlab, on se rend
compte que l'utilisation des nombres
complexes a divisé par deux le temps de
calcul. Finalement, le temps de construc-
tion des matrices est divisé par deux, le
temps de calcul matriciel est aussi divisé
par deux, et le nombre d’itérations est
encore une fois divisé par deux.

Conclusion

A travers ces différents exemples,
les nombres complexes ont montré
leur efficacité et leur adéquation face
aux problémes des topographes. lIs
permettent de prendre du recul sur
les problemes étudiés de maniére a
les appréhender de maniére globale
plutét de se focaliser sur les aspects
strictement calculatoires. D'autres
part, ils sont le plus petit dénominateur
commun de I'ensemble des méthodes
topométriques. S'il est long de les intro-
duire, ils permettent d’économiser de
nombreux calculs rebutants.

Le monde de la topographie connait un
autre exemple manifeste d’'utilisation

d’outils mathématiques abstrait permet-
tant de simplifier la compréhension
d’un probléme. C'est le probléme des
moindres-carrés, formalisé par le calcul
matriciel. Les formules initiales de Gauss
[CHABERT 1989], ont pu étre synthéti-
sées de maniere drastiquement plus
compréhensible [MERMINOD 2011].
De maniére générale en mathéma-
tique, la création d’outils puissants
(nombres complexes, algebre linéaire,
topologie...) permet d'obtenir une vue
d’ensemble des problemes abordés et
de mieux en saisir I'essence. ®
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ABSTRACT

Complex number are widely used

in number of fields such as electro-

nic, signal processing and Quantum
Mechanics. However, they are also very
powerful to deal with much older pro-
blems like planar geometry. This article
suggest a way to use complex numbers
formalism for land surveying purpose.
First, it gives a short overview of some
basics properties of complex numbers,
and it quite quickly show how there can
be used to solve several problem such
as the one of the traverse, of intersec-
tion, of resection, of georeferencing...
Complex number permit to reduce not
only the length of formulae and their
proof but also the computing time.
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