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De Morgan, On the

Singular Points of Curves,

and on Newton’s Method

of Coordinated

Exponents, May 1855.

« How completely it has dropped out of sight will appear

from the uses which can be made of it, and which, it seems

to me, must have been most obvious to any writer on

curves, or on the theory of equations, who had really

obtained possession of it. The theorem determines the initial

and terminal branches of a curve, and the character of its

singular points, with much more ease and power that any

method given by elementary writers. [. . .] But there is

something still more remarkable about its history : it was

suggested to Lagrange by a method of Newton which is now

totally lost sight of, though, as will presently appear, it is

difficult to see how any reader of Taylor, Stirling, or Cramer,

could have passed it over. »
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De Morgan, On the

Singular Points of Curves,

and on Newton’s Method

of Coordinated

Exponents, May 1855.

(Fig : Newton, Method

Of Fluxions and Infinite

Series, 1736)

« But, remarkable as this may be, it is still more remarkable

that Newton’s parallelogram, or method of co-ordinated

exponents, as I shall call it, has still more completely fallen

into oblivion. This method has not dropped because it was

contained in a part of Newton’s writings little known or

seldom cited ; for it occupies a prominent place in the

second epistle to Oldenburgh. Any one who has turned over

the pages of that memorable letter, while passing from one

of the annagrams to the other, must have been struck by a

couple of diagrams, side by side, the one containing terms of

the form xm
.yn arranged in squares placed in rank and file,

the other exhibiting stars which, had there been but one

more, might have passed for a representation of the Great

Bear, very badly figured. »
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How, where and by whom was Newton’s analytical
parallelogram used to study curves between 1750 and 1900 ?

?

?

?? ? ?
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From Newton. . .

Newton, Method of

Fluxions And Infinite

Series With Its

Application To The

Geometry Of Curve-Lines,

ed. Colson 1736.
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. . .to Cramer

Gabriel Cramer,

Introduction à l’analyse

des lignes courbes

algébriques, p. 55.
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. . .to Cramer

Gabriel Cramer,

Introduction à l’analyse

des lignes courbes

algébriques, p. 56.
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. . .to Cramer

Gabriel Cramer,

Introduction à l’analyse

des lignes courbes

algébriques, p. 148.
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The analytical triangle in action

Gabriel Cramer,

Introduction à l’analyse

des lignes courbes

algébriques, p. 262.

Asymptotes and infinite branches
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The analytical triangle in action

Gabriel Cramer,

Introduction à l’analyse

des lignes courbes

algébriques, p. 264-265.

Asymptotes and infinite branches
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The analytical triangle in action

Gabriel Cramer,

Introduction à l’analyse

des lignes courbes

algébriques, fig 89.

Asymptotes and infinite branches
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The analytical triangle in action

Gabriel Cramer,

Introduction à l’analyse

des lignes courbes

algébriques, p. 590.

A singular point at the origin
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The analytical triangle in action

Gabriel Cramer,

Introduction à l’analyse

des lignes courbes

algébriques, p. 590.

A singular point at the origin

x4 − ax2y − axy2 +
1

4
aayy = 0
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The analytical triangle in action

Gabriel Cramer,

Introduction à l’analyse

des lignes courbes

algébriques, p. 590.

A singular point at the origin

x4 − ax2y − axy2 +
1

4
aayy = 0

Lower ruler ("déterminatrice inférieure") :
x4 − ax2y + 1

4 aayy = 0

which gives
(

x2 − 1
2 ay

)2
= 0 so y = 2xx

a

Rediscoveries of Newton’s Parallelogram Method in the 19th Century 21/58



Introduction : "fallen into oblivion" The analytical parallelogram Circulations and rediscoveries 1750-1900 Conclusion

The analytical triangle in action

Gabriel Cramer,

Introduction à l’analyse

des lignes courbes

algébriques, p. 590.

A singular point at the origin

x4 − ax2y − axy2 +
1

4
aayy = 0

Lower ruler ("déterminatrice inférieure") :
x4 − ax2y + 1

4 aayy = 0

which gives
(

x2 − 1
2 ay

)2
= 0 so y = 2xx

a

Let y = 2xx
a + u
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The analytical triangle in action

Gabriel Cramer,

Introduction à l’analyse

des lignes courbes

algébriques, p. 590.

A singular point at the origin

−4
x5

a
− 4x3u − axu2 +

1

4
a2u2 = 0

Rediscoveries of Newton’s Parallelogram Method in the 19th Century 22/58



Introduction : "fallen into oblivion" The analytical parallelogram Circulations and rediscoveries 1750-1900 Conclusion

The analytical triangle in action

Gabriel Cramer,

Introduction à l’analyse

des lignes courbes

algébriques, p. 590.

A singular point at the origin

−4
x5

a
− 4x3u − axu2 +

1

4
a2u2 = 0

Rediscoveries of Newton’s Parallelogram Method in the 19th Century 22/58



Introduction : "fallen into oblivion" The analytical parallelogram Circulations and rediscoveries 1750-1900 Conclusion

The analytical triangle in action

Gabriel Cramer,

Introduction à l’analyse

des lignes courbes

algébriques, p. 590.

A singular point at the origin

−4
x5

a
− 4x3u − axu2 +

1

4
a2u2 = 0

Lower ruler : −4 x5

a + 1
4 a2u2 = 0

which gives, in the case where x is positive :

u = ± 4x
5
2

a
3
2

= ± 4xx
√

ax
aa
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The analytical triangle in action

Gabriel Cramer,

Introduction à l’analyse

des lignes courbes

algébriques, p. 590.

A singular point at the origin

−4
x5

a
− 4x3u − axu2 +

1

4
a2u2 = 0

Lower ruler : −4 x5

a + 1
4 a2u2 = 0

which gives, in the case where x is positive :

u = ± 4x
5
2

a
3
2

= ± 4xx
√

ax
aa

Let u = ± 4xx
√

ax
aa + t etc.

Rediscoveries of Newton’s Parallelogram Method in the 19th Century 22/58



Introduction : "fallen into oblivion" The analytical parallelogram Circulations and rediscoveries 1750-1900 Conclusion

The analytical triangle in action

Gabriel Cramer,

Introduction à l’analyse

des lignes courbes

algébriques, p. 590.

A singular point at the origin

Beginning of the development in series :

y =
2xx

a
±

4xx
√

ax

aa
+

8x3

a3
+ . . . .

The series splits into two after the second term ;

these two series are semi-imaginary (real only for

positive values of x)., ń ce qui montre que les

Branches qui sŠembrassent dŠun côté de lŠAxe des

ordonnées manquent de lŠautre côté, ne font quŠun

demi-Embrassement, cŠest-à-dire un Bec. ż
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The analytical triangle in action

Gabriel Cramer,

Introduction à l’analyse

des lignes courbes

algébriques, p. 590.

A singular point at the origin

Cusp of the second kind ("rebroussement en bec",
ou "rebroussement de la seconde espèce")
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The analytical triangle in action

Leonhard Euler, letter to

Gabriel Cramer, October

20th, 1744

First acknowledgment of a cusp of the 2nd kind

y 4 − 2xy 2 + xx = x3 + 4yxx
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The analytical triangle in action

Gabriel Cramer to

Leonhard Euler,

November 11th, 1744

Examination by Cramer

« Le point de rebroussement de la seconde
espèce est un véritable Paradoxe. Il est bien vrai
que les raisons de Mr de Gua ne m’avoient pas
paru tout à fait demonstratives : c’est pourquoi
je n’en avois rien dit, me contentant de passer
cette espèce de point sous silence dans l’énu-
meration des diverses sortes de points doubles.
Mais je vous avouerai pourtant que, comme
vous, j’etois fort prévenu contre l’éxistence de
ces points-là, n’en aiant jamais trouvé avant ce-
lui que Vous m’indiquez. J’ai fait tout mon pos-
sible pour chicaner votre Courbe. Mais il n’y a
point moien de resister à l’evidence. D’abord j’ai
voulu croire qu’elle se terminoit en une sorte de
petit sac fort allongé, en cette forme : »
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The analytical triangle in action

Gabriel Cramer to

Leonhard Euler,

November 11th, 1744

Examination by Cramer

« Ensuite j’ai éxaminé, si ce point du som-
met ne seroit pas un point de rebroussement
ordinaire, dont une branche par une inflexion
fort proche du sommet retourne sa concavité
vers l’autre branche, comme cela arrive à des
courbes que je connois, et dont le sommet à
cette figure. Ce qui donnoit quelque apparence à
ce soupçon, c’est qu’on peut concevoir ce point,
comme formé par l’évanouissement d’une fueille.
Car si au lieu de l’éq[uation] y = 4

√
ax ± 4

√
ax3,

on prend y =
√

ax ± 4
√

ax(x − b)2, la Courbe
aura cette forme à peu près et b diminuant à
l’infini, la fueille s’évanouit.

Or il est ordinaire qu’un foliolum evanescens pro-
duise un point de rebroussement de le prem[ière]
espéce. Mais il a falu encore renoncer à cette
conjecture. »

Rediscoveries of Newton’s Parallelogram Method in the 19th Century 27/58



Introduction : "fallen into oblivion" The analytical parallelogram Circulations and rediscoveries 1750-1900 Conclusion

The analytical triangle in action

Gabriel Cramer to

Leonhard Euler,

November 11th, 1744

Examination by Cramer

« En un mot, quelque Construction qu’on
imagine, il est constant que la Courbe y4 −
2xy2 −4x2y −x3 +x2 = 0 a au sommet un point
de rebroussement de la 2e espèce, desquels par
conseq[uent] l’existence est mainten[ant] incon-
testable. »
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The analytical triangle in action

Gabriel Cramer to

Leonhard Euler,

November 11th, 1744

Examination by Cramer

« En un mot, quelque Construction qu’on
imagine, il est constant que la Courbe y4 −
2xy2 −4x2y −x3 +x2 = 0 a au sommet un point
de rebroussement de la 2e espèce, desquels par
conseq[uent] l’existence est mainten[ant] incon-
testable. »

But why didn’t Cramer use his analytical
triangle to evaluate the shape of the curve
at the origin and show algebraically that it
has a cusp of the second kind ?
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In french-speaking areas : 1750-1850 continuities

D’Alembert, Encyclopédie

ou Dictionnaire raisonné

des sciences, des arts et

des métiers, article

COURBE, vol. IV, 1754.
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In french-speaking areas : 1750-1850 continuities

D’Alembert, Encyclopédie ou Dictionnaire raisonné des sciences, des arts et des
métiers, article PARALLELOGRAMME, vol. XI, 1765.
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In french-speaking areas : 1750-1850 continuities

Goudin, Encyclopedie ou

dictionnaire universel

raisonne des

connoissances humaines

mis en ordre par M. De

Felice, 1772.
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In french-speaking areas : 1750-1850 continuities

Bossut, Encyclopédie

méthodique :

Mathématiques, 1784.

ń Les équations qui contiennent plus de trois

lettres, peuvent se traiter, à peu-près, de la même

manière. Toute la difficulté quŠon éprouve à former

les suites qui doivent exprimer les valeurs de

lŠinconnue, consiste à choisir, parmi les termes de

lŠéquation, ceux qui sont plus grands que les autres,

& qui déterminent en conséquence la loi suivant

laquelle la série doit descendre. Neuton a donné,

pour cela, une règle fort commode, quŠon appelle

ordinairement le parallélogramme de Neuton. Elle

est expliquée de la manière la plus claire & la plus

détaillée dans un excellent Ouvrage de M. Cramer,

qui a pour titre : Introduction à lŠanalyse des lignes

courbes algébriques, Gen. 1750. ; [. . .] ż
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In french-speaking areas : 1750-1850 continuities

Lagrange, Sur l’usage des

fractions continues dans

le Calcul intégral,

Mémoires de l’Académie

de Berlin pour 1776.

ń Tout se réduit donc à déterminer la quantité α

par cette condition, que la plus petite puissance de

x se trouve dans au moins deux termes de

lŠéquation. Mrs. Tailor & Stirling ont donné pour

cela des méthodes quŠon peut voir dans le

Methodus Invrementorum (Prop. 9), & dans les

Lineæ tertii ordinis (Prob. 2) ; mais comme la

méthode du premier demande une espece de

construction géométrique, & que celle du second

dépend du parallélogramme de Newton, & par

conséquent ne peut être regardée que comme une

méthode méchanique, je crois que les Géometres

seront bien aises de voir comment on peut résoudre

cette question par une méthode purement

analytique. ż
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In french-speaking areas : 1750-1850 continuities

S.-F. Lacroix, Traité du

calcul différentiel et

intégral, 2e ed. 1810.

ń Il ne paraît pas facile de discerner les plus grands

termes dans une expression qui renferme à la fois

deux variables données implicitement lŠune par

lŠautre ; [. . .] x et y sont liées entre elles dŠune

manière qui, quoique déterminée, ne permet pas de

juger, à la simple inspection, comment les

changements de lŠune inĆuent sur lŠautre [. . .]. Les

Géomètres ont imaginé différens moyens pour

distinguer parmi les termes dŠune équation, ceux

qui sont les plus grands. Newton inventa le

parallélogramme analytique que de Gua réduisit

ensuite à un triangle ; Taylor a employé une

construction géométrique ; mais M. Lagrange a

donné un procédé analytique très-simple et

très-commode, que nous allons faire connaître. ż

Rediscoveries of Newton’s Parallelogram Method in the 19th Century 36/58



Introduction : "fallen into oblivion" The analytical parallelogram Circulations and rediscoveries 1750-1900 Conclusion

In french-speaking areas : 1750-1850 continuities

S.-F. Lacroix, Traité du

calcul différentiel et

intégral, 2e ed. 1810.

ń La méthode ci-dessus peut sembler incomplète, à

quelques égards, puisquŠon nŠy entre dans aucun

détail sur le nombre des développemens quŠon doit

tirer dŠune équation, dŠaprès son degré, et sur les

cas où ces développemens peuvent acquérir des

termes imaginaires ; mais ce détail aurait peu

dŠintérêt, puisquŠon emploie rarement la méthode

dont il sŠagit ; et dŠailleurs on peut consulter le

chapitre VII de lŠIntroduction à lŠAnalyse des lignes

courbes, par Cramer, qui mettra sur la voie de ces

recherches. ż
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In french-speaking areas : 1750-1850 continuities

Fourier, Analyse des

équations déterminées,

1831.

ń Les découvertes capitales qui ont fondé lŠanalyse

algébrique sont [. . .] [la règle] du parallélogramme

analytique due à Newton et que Lagrange a

démontrée ; [. . .] ż (p. 2)

ń Newton a ramené la partie principale de cette

question à une construction singulière, qui sera

toujours regardée comme une des plus belles

inventions analytiques que nous ayons reçues de ce

grand géomètre. [. . .] La règle précédente qui sert à

former les premiers termes des racines des

équations littérales est nécessaire pour lŠanalyse des

lignes courbes considérées dans leur cours inĄni.

On en trouve des exemples remarquables dans les

ouvrages de Newton, Stirling, Cramer et divers

auteurs ż (p. 48-49)

Rediscoveries of Newton’s Parallelogram Method in the 19th Century 38/58



Introduction : "fallen into oblivion" The analytical parallelogram Circulations and rediscoveries 1750-1900 Conclusion

In french-speaking areas : after 1850

Plan

Introduction : "fallen into oblivion"

What exactly are we talking about here ?
From Newton. . .
. . .to Cramer
The analytical triangle in action

Circulations and rediscoveries 1750-1900
In french-speaking areas : 1750-1850 continuities
In french-speaking areas : after 1850
In english and german-speaking areas

Rediscoveries of Newton’s Parallelogram Method in the 19th Century 39/58



Introduction : "fallen into oblivion" The analytical parallelogram Circulations and rediscoveries 1750-1900 Conclusion

In french-speaking areas : after 1850

Victor Puiseux,

Recherches sur les

fonctions algébriques,

JMPA 1850.
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Briot et Bouquet, Théorie

des fonctions elliptiques,

2e ed. 1875.
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Georges Henri Halphen, Mémoire

sur les points singuliers des

courbes algébriques planes,

Mémoires présentés par divers

savans à l’Académie royale des

sciences de l’Institut de France,

1874 (1879).
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Georges Henri Halphen, Sur les

singularités des courbes gauches

algébriques, Bulletin de la Société

Mathématique de France, 1877

(1878).
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Camille Jordan, Cours

d’analyse de l’Ecole

Polytechnique, vol. I,

1882.
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Hutton, A Mathematical and Philosophical

Dictionary, vol. II, 1795.

Barlow, A New Mathematical and

Philosophical Dictionary, 1814.

But nothing in the first
editions of the Britannica, nor
in the Rees’s Cyclopædia in
1819 or the Penny Cyclopædia

(1833-43). . .

Rediscoveries of Newton’s Parallelogram Method in the 19th Century 46/58



Introduction : "fallen into oblivion" The analytical parallelogram Circulations and rediscoveries 1750-1900 Conclusion

In english and german-speaking areas

D. Lardner, A system af

algebraic geometry, 1823.
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De Morgan, Quarterly

Journal of Pure and

Applied Mathematics,

1857.

« Stirling calls it the best possible method, and notes that

many, who did not understand it, thought it was only

mechanical. De Gua used it, and it was the staple of

Cramer’s celebrated work on Curves. But, many has have

been the writers who referred to Cramer for examples or

classifications, I cannot find one who has described this

pervading process, which Cramer calls the analytical

triangle. [. . .] Modern writers have passed over the whole

method, and have made hard work, by differential

coefficients, of examples taken from Cramer, which Cramer

himself treats with great ease by Newton’s parallelogram.

This means that they have at most referred to old books,

and have note read them. »
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C. R. M. Talbot, Sir Isaac

Newton’s Enumeration of

Lines of the Third Order,

1860.

« In ordinary practice it is usual to have recourse to the

assistance of the differential calculus for this purpose, but

another method founded on the properties of the ’analytical

parallelogram,’ invented by Newton, may frequently be used

with advantage, especially if the nature and direction of the

asymptotes and infinite branches are the object of inquiry. It

is indeed on this method that Cramer has founded most of

the reasoning of his great work on curve lines, modestly

entitled "Introduction à l’Analyse des Lignes Courbes," in

which curves of great intricacy up to the sixth order are

discussed, and in which not only the infinite parts of the

curves, but their singular points and maximum and

minimum co-ordinates are found, without any reference to

principles beyond those of ordinary algebra. »
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P. Frost, Elementary

treatise on curve tracing,

1872.
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G. Salmon (with A.
Cayley), A treatise on the
higher plane curves,

2nd ed., 1873.

Chapter I, section III Tracing of curves, taken from Cayley
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W. W. Johnson, Curve

Tracing in Cartesian

Coordinates, 1884.
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Abraham Kästner,

Anfangsgründe der

Analysis, Vol. III,

1759-1761.
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S. Gunther, Vermischte

Untersuchungen zur

Geschichte der

Mathematischen

Wissenschaften, 1876.
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Alfred Clebsch, Leçons

sur la géométrie, vol. II,

1880.
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A. von Brill & M.

Noether, Die Entwicklung

der Theorie der

algebraischen Functionen

in älterer und neuerer

Zeit, section I, 1894.
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H. Wieleitner, Theorie

der ebenen algebraischen

Kurven höhererer

Ordnung, 1905.
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Thanks for your attention. Do you have any questions ?
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