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Résume — Soitx = {x,}nen Un processus caéhy = {y.}.en Un processus obsdryetr = {r,},en un troiseme processus. On
consicere le probtme de la restauration Bagienne dans une dna de Markov "Triplet” (CMT) continue, c'esi-dire un modle a1 I'on
suppose qu¢ = (x,r,y) est une chime de Markov (CM) (vectorielle). Ce mété est une gréralisation des chiaes de Markov cades
(CMCa) classiques, et permet cependaniéeatbppement d'algorithmes de Kalman et de filtrage particulaire.

Abstract — Letx = {x,}nen be a hidden procesg, = {yn}nen an observed process, and= {r, },c~ Some additional process. We
address Bayesian restoration in a continuous so-called "Triplet” Markov Chain model, i.e. a model in which we asstime(tbat, y) is a
vector Markov Chain. This model generalizes the classical Hidden Markov Chain model, and yet enables Kalman-like and particle filtering.

1 Introduction Il existe de nombreuse$geralisations du FK. Citons entre
autres le éveloppement d’algorithmes robustes (en racine car-
1.1 Lefiltre de Kalman (FK) et ses extensions  rée) ou rapides (de type Chandrasekhar) ; dgetbppement
d'algorithmes de lissage ou deégliction ; la lewe de I'hy-
pothese d'inépendance sur et/ouv ; et I'extension de (14
des systmes non-ligaires et/ou non-Gaussiens, pour lesquels
ont éte propoges des solutions appras telles que le FK
etendu ou le filtrage particulaire (voir par ex. [5] [3] [6]).

Consicerons le modle détat

{ Xn4+1 = ann + Gnun

Yn = ann + Jnvn ’ (1)

ou x, € IR"™ est I'etat,y,, € IR"™ I'observation,u,, € R""

le bruit d’entée etv,, € IR™ le bruit de mesure. Les processus
u = {up}nen €tV = {vy }new SONt suppass incépendants, 1.2 CMCac CMCo c CMT
conjointement indpendants et ifgpendants de.

Soit xg., = {X;}7 etyon = {yi}]-,. Notons respec-
tivementp(x,,), p(Xo.n) €t p(x,|yo.n) les densies de proba-
bilité (ddp) (par rappora la mesure de Lebesgue) €g, de
Xo.n, €1 dex,, conditionnellemena yy., ; les autres ddp sont
définies de facon similaire. Un prashe fondamental asséci
au mocekle (1) (le prokdme de filtrage) consist calculer la

Une autre extension possible du FK consistever certaines
hypotheses d’inépendance conditionnelle swret y. Ainsi
que nous avons vu, (1) implique (2)-(4) ; en d’autres termes,
est une CM, et comme elle n’est connue que par l'inéstiaire
du processus obsdry, (1) est une CM cade (CMCa). Par
ailleurs (2)-(4) impliquent

ddp a pOSterior}.?(Xn|y0;n). A partir de (1)' ona p(x'n,—i-h y”|XO:na yo:n—l) = p(xn-‘rla Y7L|Xn7 y”—l)v (6)
PXni1Xom) = p(Xnt1lxn) ; (2 ce qui signifie que le coupl€(x,,+1,y.)} est une CM (vec-
- torielle). Toute CMCa est donegalement une CM "Couple”
P(Yom|Xo0:n) = Hp(yl’|X03”) ? (3) (CMCo); en revanche, i(x,+1,y.)} est une CMCo le pro-
=0 ) _ cessus margindkx,, } n'est plus cessairement une CM, et (3)
p(yilxom) = plyilxi) Vi, 0<i<n. @) ou (4) n’est plus acessairementévifiee [7]. Il est cependant
Par congquent possible de restaurardans une CMCo, car (5) devient

p(xm y7L‘X0:7L—17 yo:n—l) p(Yn|Xn7 ynfl)p(xn|xn71; Yn—1, yn72)

p(XO:n—1|y0:n—1) p(XO:n‘yO:n) -

p(XO:n|y0:n) =

p(yn|y0:n71) p(Yn|y0:n—1)
n|Xn Xn | Xn— X p(XO:nfl‘yO:nfl)a (7)
= p(y |( )p( ‘ ) 1)p(XO:n—1|y0:n—1), (5)
PnlYom-—1 et les algorithmes de filtrage s’adaptent en éopence [7] [8].

d’'ou I'on déduit par marginalisation unequation de propa- Le mockle CMCo peuta son tour se gréraliser au mogle
gation dep(x,|yo.n). Si de plusxy etw,, = (u,,v,) sont CMT [9] [10] [11]. Soitr = {r, },cw Un processus addition-
Gaussiennesi(x,|yo.») estégalement Gaussienne ; propagernel €ventuellement artificiel), et sott, = (x,,rn,yn-1)-
p(Xn|yo:n) €quivauta propager ses paranes, et lequation Nous dirons quet = {t,}.cn est une CMT sit est une
de filtrage cincide dans ce cas avec le FK [1] (végalement CM (vectorielle) (voir [12] [11] pour des exemples concrets
[2] [3] [4]). de CMT). Lintérét des CMT est double :



— En ce qui concerne la restauration, la CKK r,y) peut  (13)-(17)]) en remplagant (séecessaire) les inverses par des in-
étre vue comme la CMC@(x,r),y); doncx* = (x,r)  verses grérali€es. Nous verrons qu'il est cependant possible
peutétre restawr a partir dey par un algorithme couple, (en adaptant une technique classique [3]) d’exploiter la singu-
et finalemenk est obtenu par marginalisation ; larité de @YY pour eduire, par une transformationé&tat, de

— En ce qui concerne la mélisation, les CMT gréralisent m = ny, — r la dimension dex}, ; nous proposerons alors un
des moeles classiques en ce sens qu’'aucune deiseba algorithme de restauration pour ce yseéquivalent.

x, 1,y, (x,r), (x,y) ou (r,y) n'est recessairement de

Markov. Par ailleurs, dans une CMQ@ay|x) est don@ 221 Transformation d'état

par (3) (4), et cette maisation est trop simple dans cer-

taines applications, telles que la reconnaissance de la pa- 23> am valeurs propres nulles. DoacM,, inversible t.q.

role [13]; alors que dans une CMI(y|x) est la margi- 0 0

nale de la CMp(r, y|x), et peut don@tre beaucoup plus M, Q3 M, = [ o } :

complexe. En pratique un certain nombre de simulations e

ont monté I'apport des CMCo [14] (resp. CMT [15]) par Soity, = M, y, etwY = M, wY ; alors (8) implique

rapport aux CMCa en segmentation d’images. 7 X Yy 0

Le'reste de cet article est orgamide Iafggon suwante: Nous [? ] = []__’;gx*} X + {]__’;r,y] Yoot + {‘:fyxrl], (20)

consicerons d’abord le cas de CMT Baires et Gaussiennes " L , n , "
(LG), etétendons au cas singulier quelconque un algorithme 3, zyx* g, 7y FIM,FYM !
[12] de filtrage de Kalman. Nous proposons ensuite un algo-

rithme de filtrage particulaire pour le cagrgral. etl'on voit quey,, se divise en une partie non bie(y?), , . |
et une partiegguliere(y,,),...,. Commem combinaisons lia-

] aires dex, sont connues lorsqge,_; ety,, le sont, il n’est pas
2 F|Itrage de Kalman dans les CMTLG  nécessaire de les estimer, et c’est la raison pour laguelle on peut
réduire den la dimension du sysme, ainsi que nous allons le

wi

2.1 CMT linéaires et filtrage optimal voir. Soitn,- > m, et consi@rons la partition suivante de :
Soitx,, € IR"= le processus caéhy,, € IR™ I'observation < — (Xn)nyx1 _ (Xn) (nx+ne—m)x1 (11)
etr,, € IR™ un troistme processus. Pour > 0, soitt, = " (Tn)nex1 (Tn)mx1

(XnsTn,Yn—1), €ttg = (x0,r9,0). Concaénons les variables
cacleesx, etr, enx’ = (x,,r,). Nous dirons qua =

{t, }new €st une CMT st est une CM (vectorielle), et que o
est une CMT litgaire si de plus,, satisfait : rang(f,{pﬁx Jmxng. = M. (12)

(pour le moment nous ne supposons rien sur la positiom.de
par rapportim). Supposons que dans (10)

Xn| J—'f;x FXy[xx wX ®) Alors on peut choisilU,, de telle sorte que la transformation
‘/f:;){,x f;){,y 9

y ~ -
&,_/ Yn-1 L (Unl(p"xi ) X T Xn = Xn —p — (13)
tnt1 Fn Wn (-F% x )mxnx* Fﬂ ny - ]:’I’}L, 7yy’n—l
H/—/

ou F,, est ceterministe, etv = {w,, },,cv €st cente, incepen- T, X
dant et in@épendant de.

Le but de ce chapitre esté&tablir un algorithme de calcul
récursif, dans le cas Gaussien, il&,, |yo.,) dans une CMT

soit reversible, et finalemerk,, et M,, permettent de rempla-
cer (8) par un sysimeéquivalent :

linéaire (8). Supposons donc de plus que Try1r O | X541| _ |Tagsr O o T,! 0 (14)
Qx* x* Qx* y 0 Mn Yn N 0 Mn " 0 M;il
x; ~ N Py wa N0 B ST @ me
| ——— " *
T, O X T 0 (| wX
Qn n n n+1 n
Lo LN |

Alors t est Gaussien, et le meké (8)-(9) d&finit en fait un
processus (vectoriel) de Gauss-Markov partiellement observ o

dans lequel on observe certaines composaiyes et on veut | esy . premereséquations de (14) s@é&crivent
restaurer une partie des composantes restdstes Notre al- .
gorithme calcule doncécursivemenp(x* |yo.,) (ou, dansle  [X,.1] | F. F.~
cas de mesures singdéites,p(X,|yo.n), 0U X, est un sous- { } o v’
vecteur dex?), puisp(x,|yo.») €St obtenu par marginalisation.

X §§7 .
Xl Ynls 4T w™, (15
[yn]gyyl LW, (15)

n

?yl Y

n n

o Ty e 0, O
Ey% %y = [Ty X T, 1,0+ [ 0 j-‘y”»Y]’ (16)
n+1

2.2 Le cas singulier

Ngex X (Nyex +71)

Un algorithme de filtrage de Kalmané&é propog dans le gf X . e 1 Onxn
cas @ Q¥ est cefinie positive [10] [12]. Nous nous focali- | —y*| = Tat1 7y "M, Z T Fy * T, [}-’;p,yy} (7)
sons donc @sormais sur le caslides observations sont sin- n "

guliéres. Soit done = rang @Y%) € {0,1, ... ,ny, —1}. On  D’autre part, lesr, dernéreséquations de (14) sont doges
peut utiliser I'algorithme du caggulier (c'esta-dire [12,egs.  par (10). Lesn premeresequations de (10) éoncident avec les



m derneres de (15) et sont donc redondantes. En céneat
(15) et les derneresequations de (10g¢ritesa l'instantn+ 1
gracea (8)), on obtient le syétne de dimensioréeduite :

yn—i—l f?: X fz;)y Yn gn n—t ‘Fgfl Ir WZ+ ’
S~ N———— N——

tni1 Fn Gn e
N (18)
avecL, = [0L T,..]7, et
_ T, N 0, O
Fo= | | [FX¥T,' 0 * ,(19
{7:3:#1 } L—/—l+{ 0 fgﬁj o)

( ) Naex X (N +1)
My 1) X Ny

_ Tn
‘7:n+1

2 ont e P

=) @0

(M +7) X Muyex

2.2.2 Algorithme de restauration

Nous étudions maintenant la restaurationxie a partir de
{¥ 0., } dans (18), et, endinitive, celle dex,, a partir de{yo n}
dans (8), qui est notre but ultime. Supposons gt et wY
sont incependants, et posons

0:0] U1 0] [0 °057
01, ]—"n+11 [odarodl

(21)

U,i10
FrO

@71: (anT) |:
Proposition 1 (FK pour CMTLG singuli eres) Soit (8), (9) et
(12). Supposons que.- > m, et supposonggalement que

wX etwy sont indapendants Posongx, |¥,.,) ~ N(%n‘n,

n\n) etp(xn+1|YO n) ~ N( Xn+1|ns n+1\n) Alors in|n et
P,,,, peuvengtre calcués ecursivement selén

Kntijn = ?x; Xnn + S+ GaFo 1, (22)
Poiipn =0 4+ T P (BT, (23)
Fosiin = o Kafn + ym + 00T (24)
Kniijns =9, Y +fx P, (F o, (25)
Toipnis = OO + B P (B0, (26)

in—&- In+1 = in-{—l\ n+ Kn+ In+1 Ln+1\ n4+ 1(yn+1fyn+1\77127)

— — — 1 T
Pn+1|n+1 = Pn+1|n - Kn+1|n+1Ln+1|n+lKn+1|n+1'(28)

En ce qui concerne I‘initialisatiomgcmo et ﬁom vérifient (27)
et (28) avear = —1, etxo‘ 1 = Upxy, P0| 1 =UgP} U{,
YO\ 1= ]:0 ¥ x5, Koo = UOP*(}—yx )T etLo = fy’x
P} (}'Oy’ ) +diag.(0,,, I.). Enfin conditionnellementy..,
Xn ~ N (Xpjn, Pojn), avec

§n|n = [Inxyonxxnr} TT_Ll

2
i 29
[yﬁ,F% e } (29)

P = Lo O T;I[P”'” 0}(T;1)T[0 o
2

0 0, }(30)

Ny X MNx,

ILes inverses dans (27) et (28) doivéiite remplages par des inverses
géreralies SiL,, | 1|41 N'est pas inversible.

Preuve 1 Le mocale (18) est un cas particulier de [1@gs.
(13.46)-(13.47)] ou [17, (3.1.1), (3.1.3), (3.2.20)], donc (22)-
(28) peuvengtre obtenuea partir de [16,€gs. (13.56)-(13.57)]
ou[17,83.2.4 p. 112]. Consigrons maintenant I'initialisation.
A partir de (10) et de (13), on obtient

=LA [ e
yO fg,x 0 W%, ’
donc
{ Xo ] N({ %0\71 } ?70‘,1 §0|0
Yo Yo|-1 Koo Lo

Xo|_1, Po_1, §o|71, Koo etL|o étant calcués giacea (9).
Par ailleurs, p(%o[¥,) ~ N (Xoj0, Pojo) est fourni par (27) et
(28) pourn = —1. Finalement partitionnon&',;* enT, ! =
[(Vn)nx* X (Nyx —m)» (Wn)nx* XnL]~ A partir de (13)1X;kL =V,
Xn+ W, (37 — FY"¥y, ;). Donc conditionnellemerityy.,,,
X:l ~ N(Vnﬁn\n +W7L(y17]z 7}-2{15?7171)7 VnFrL\nVZ:) En
marginalisant par rapport aux, premeres composantes de
x* = (x,,Ty), ON obtient finalement (29) et (30).

n

2.2.3 Remarques

1. Des simplifications surviennent dans certains cas parti-
culiers. Part|t|onn9ns par exempie"*" définie en (10)
en 7 = [(FY"F)mxng: (FL F)mxm), €t suppo-

sonsFy" ¥ inversible. Dans ce cas on peut choksiy =

[I,.,,0], et
T 1 Inx Onx ><'m_1 7’I~n,~< o OTL,“( xXm
S A I e A G

Il'y a alors deux cas. Si, > m, alors dans (11y, <
nx, eta partir de (29) et (30%,,,, est un sous-vecteur de
§n|n etP,,,, une sous-matrice cﬁnm. Sim > ny, (30)
implique queP,,|,, est une matrice sing@ie n, x nx
de rang au plusx. La raison en est que dans (14,) est
un sous-vecteur de,,, et donc,a une matrice inversible
pres, il n'est iecessaire d’estimerpartir deyy.,, quensx
composantes de,,.

2. Un certain nombre de CMT lgaires utili€es en pratique
sont telles quevy, = 0 [12], donc le casn = ny estun
cas particulier important de notre algorithme. Dans ce
casQy¥ = 0,,, et on peut donc choisiM,, = I, .
Lesn, dernereséquations de (14) sont contenues dans
(10), et elles cincident avec les, dernireséquations
de (15). Donc (15) suffit, et (18) séduita (15) (avec
¥2 = yn), (19) & (16) et (20)a (17) (voir également
[12]).

3 Filtrage particulaire dans les CMT

Nous consiérons @sormais le prokime de la restauration
dex* (et donc dex) dans le casgréral. Comméx*, y) est une
CMCo, p(x§.,,|yo0:n) Vérifie uneéquation écursive analogue
a (7) (obtenue en remplacaxtpar x*), qui constitue la base
d'un algorithme de propagation d’'une approximation diser
dep(xX|yo.n). L'algorithme de filtrage particulaire obtenu est
donc une adaptation imidiate de [8] (qui cons&tait le cas
des CMCo) :



Algorithme de filtrage particulaire pour CMT.

Pouri =1,---, N,

posenx;,) =[xg(,) 1.

n

Tirer X:L(i)fv q(X; ‘Xéz(é)flv yO:n)a

Calculer les poids d’'importance
p(X:L(Z) |X:L(i)1a Yn-1, Yn—2)p(yn|sz(1)a y'n—l) w(z‘)

* (1 *(1 n—1
‘J(Xn( )|X0:(n)71’ Yoin)
w) = @)y a);

Ef;l wﬁf)é(x; — xfl(i)) est une approximation dex> |yo. ).

o'V

Nous proposons maintenant une simulation de cet algorithmem

Consicerons la CMT non liaire

Tpi1 .21330%11 066z, .033x,1m, [ 2, w?

Tyl |=| 0331, '030r£11 036z, || 7o |+ wy, |,

Un 1.35 10 82 Yn—1| | wy
125 015 .012

Q, = |.015 125 .013|, x; ~N([.5,.5]7,2.512x2).
012 .013 .125

La figure repésente un moyennage dé&sultats sur 80 simu-
lations. Le nombreV de particules egtgala 100. Un éechan-
tillonnage est applic@l lorsque la taille effective estipe de-
vient inféerieurea N/3. La figure montre la trajectoire deekat

x, et de son estige, obtenue en prenant pour fonction d’'im- [10]

portance la fonction "optimale” [8], c’esi-dire la loi a poste-
riori g(x X501, Yon) = P(X3 X001 vom) = pOKG X,
Yns Yn—1,Yn—2), OU la fonction d'importance a priop(x} |

XS;(;)_M yO:nfl) = p(XZ |X2(i)17 Yn—1, yn72)~

0.6

Vrai

F | optimale
0.5F

F | a priori

Etat du systeme
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