N

N
N

HAL

open science

Le chemin des solutions de ’estimateur SLOPE
Patrick J C Tardivel, Xavier Dupuis

» To cite this version:

Patrick J C Tardivel, Xavier Dupuis. Le chemin des solutions de ’estimateur SLOPE. 53émes Journées

de Statistique de la SFDS, Société Francaise de Statistique, Jul 2023, Bruxelles, Belgique.

04407663

HAL Id: hal-04407663
https://hal.science/hal-04407663

Submitted on 20 Jan 2024

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépot et a la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche francais ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.


https://hal.science/hal-04407663
https://hal.archives-ouvertes.fr

LE CHEMIN DES SOLUTIONS DE L’'ESTIMATEUR SLOPE

Patrick Tardivel ! Xavier Dupuis *

U Institut de Mathématiques de Bourgogne UMR 5584, CNRS Université de Bourgogne,
F-21000 Dijon, France, Patrick. Tardivel@u-bourgogne.fr

Résumé. L’estimateur SLOPE a la particularité d’avoir des composantes nulles (parci-
monie) et des composantes égales en valeur absolue (appariement). Le nombre de groupes
d’appariement dépend du taux de régularisation de cet estimateur. Avoir un petit nombre
de groupes facilite 'interprétation de I'estimateur SLOPE. Ainsi, le taux de régularisation
peut étre choisi de facon a avoir un bon compromis entre un faible nombre de groupes
d’appariement et un estimateur précis. Trouver un tel compromis nécessite de calculer
I'estimateur SLOPE en fonction du taux de régularisation ; c¢’est le probleme que nous allons
aborder durant cette présentation.

Mots-clés. Chemin des solutions, SLOPE, parcimonie, appariement.

Abstract. SLOPE estimator has the particularity of having null components (sparsity)
and components that are equal in absolute value (clustering). The number of clusters depends
on the regularization parameter of this estimator. Having a small number of clusters makes
SLOPE estimator easy to interpret. Thus, the regularization parameter can be chosen to have
a good trade-off between a small number of clusters and an accurate estimator. Finding such
a compromise requires calculating the SLOPE estimator as a function of the regularization
parameter; this is the issue that we will address during this presentation.

Keywords. Solutions path, SLOPE, sparsity, clustering.

1 Introduction

L’estimateur SLOPE (de I'anglais Sorted L One Penalized Estimator (Bogdan et al. (2015),
Zeng et Figueiredo (2014)) est défini comme une solution du probleme d’optimisation des
moindres carrés pénalisés décrit ci-dessous :

L 1 ) &
minimiser §||9_Xb||2+72;/\i|b|¢i- (1)

Dans I’équation précédente, Ay > 0, Ay > --- > A, > 0 est une famille donnée de parametres
de pénalité, v > 0 est le taux de régularisation et |b;; > --- > |b];, > 0 sont les composantes
de b décroissantes en valeur absolue. L’estimateur SLOPE généralise I'estimateur LASSO
(de l'anglais Least Absolute Shrinkage and Selection Operator (Tibshirani (1996))) ainsi
que l'estimateur OSCAR (de I'anglais Octagonal Shrinkage and Clustering Algorithm for
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Regression (Bondell et Reich (2008))). En effet, \; = --- = A, = 1 pour l'estimateur LASSO
et la suite A\; > --- > X\, > 0 est arithmétique pour 'estimateur OSCAR.

L’estimateur SLOPE gagne en popularité chez les statisticiens du aux propriétés perti-
nentes de controle du taux de faux positifs (Bogdan et al. (2015)) et de réduction de la dimen-
sion du modele de régression. Cette derniere propriété résulte de la structure des solutions du
probleme d’optimisation (1) qui ont des composantes nulles (parcimonie) ainsi que des com-
posantes égales en valeur absolue (appariement) (voir Schneider et Tardivel (2022) lorsque
X est une matrice quelconque'). Lorsque y représente la réponse aléatoire d’un modele de
régression linéaire, la parcimonie a une interprétation statistique bien connue : identifier les
variables explicatives pertinentes. L’appariement a également une interprétation statistique
lorsque les variables explicatives sont aléatoires et ont la méme variance : les variables ex-
plicatives ayant le méme coefficient de régression en valeur absolue ont, a un signe pres, la
méme corrélation conditionnelle avec la réponse (i.e lorsque les autres variables explicatives
sont fixes). Par ailleurs, sans restriction sur les variances, pour une variable catégorielle ayant
différents niveaux, les coefficient de régression égaux représentent des niveaux pouvant étre
regroupés (Stockell et al. (2021)). Par conséquent, l'estimateur SLOPE peut identifier les
variables explicatives pertinentes, regrouper les variables explicatives ayant le méme impact
sur la réponse et, plus généralement, réduire la dimension du modele de régression.

Le chemin des solutions donne la solution d’un probleme d’optimisation pénalisé en fonc-
tion du taux de régularisation v > 0. Pour le LASSO, ce chemin montre que le nombre
de variables explicatives sélectionnées par cet estimateur a tendance a diminuer lorsque le
taux de régularisation devient grand. L’ajustement du parametre de régularisation v permet
un compromis entre sélectionner un petit nombre de variables explicatives et construire un
estimateur précis. De facon similaire, la construction du chemin des solutions du SLOPE est
utile pour ajuster le taux de régularisation pour avoir un bon compromis entre sélectionner
un faible nombre de groupes de variables explicatives et avoir un estimateur précis.

Durant la présentation, pour une famille de parametres de pénalité \y > 0et \y > --- >
Ap > 0 spécifiée, nous donnerons quelques propriétés théoriques sur le chemin des solutions
de lestimateur SLOPE lorsque le taux de régularisation «y varie dans |0, +o0[.

1.1 Notions essentielles liées a ’estimateur SLOPE

Soit A = (Ay,...,\,) € RP tel que Ay > --- >\, > 0 avec A; > 0. La norme ¢; ordonnée est
définie par :

p
Ja() = Nilbly, beR”

=1

'Dans le cas particulier ol X est une matrice orthogonale, la solution du probléme (1) est explicite et il
est facile de vérifier les propriétés de parcimonie et d’appariement de cette solution (Bogdan et al (2015),
Tardivel et al. 2020 ou Dupuis et Tardivel (2022)).



Le dual de cette norme a une expression explicite (Negrinho et Martins (2014)) rappelée

ci-dessous :

AMUELAT Rk

ott ||b]|(xy = [b]y1 + - - + [b|yx est la k-norme : la somme des k plus grandes composantes de b
en valeur absolue. La notation Sx ., (y) représente '’ensemble des solutions du probleme (1).
Notons que Sx ., (y) est un ensemble convexe compact (non vide)? qui dans dans certains
cas pathologiques peut ne pas étre réduit a un singleton (Schneider et Tardivel (2022)).

2 Chemin des valeurs ajustées et chemin des solutions

La Proposition 1 donne quelques propriétés du chemin des solutions et des valeurs ajustées
du SLOPE.

Proposition 1 Soit X € R"?, y e R", A = (A,..., ) € RP tel que \y > --- >\, >0
avec \; > 0 et v > 0. Les propriétés suivantes sont satisfaites :

1. Si E,B € Sxu,(y) alors XB = XB3. On note désormais va(y) = XB\ qui ne dépend

~

pas de l’élément 5 appartenant a Sx ., ().
2. Le chemin des valeurs ajustées v > 0 — va(vy) est continue et affine par morceaux.

3. Supposons que, pour tout v > 0, Sx ., (7) soit un singleton et notons B(”y) lunique
élément de cet ensemble. Alors, le chemin des solutions v > 0+ [(7) est continue et
affine par morceaus.

Notons pour la propriété 3) que l’ensemble
{X e R"?: 3y € R" 3y > 0 pour lequel Sy, (y) n’est pas singleton}

est négligeable pour la mesure de Lebesgue sur R™*P (Schneider et Tardivel (2022)).

2.1 Chemin du gradient et groupes d’appariement

Une solution du probleme d’optimisation SLOPE est caractérisée par les deux conditions
suivantes

-~

KX -XB)<v
BIXT(y — XB) = ~Ja(B)
Remarquons que X7 (y — X B) = XT(y — va(y)) est le gradient en B de la somme des carrés
résiduels b — ||y — Xb||3. Par la suite, on appelle chemin du gradient I'expression v > 0

B\ € SXWJA(y) <~ {

2La fonction objective du probleme d’optimisation (1) est convexe et coercive donc I’ensemble des solutions
de ce probleme est convexe et compact.



XT(y — va(y)). L’ensemble des inégalités décrivant la boule de rayon 7 pour la norme /;
ordonnée duale® qui sont saturées par le gradient est :

X" (y = a()lla) _
23:1 Aj o

D’apres la Proposition 2, ’'ensemble A(7y) fournit & la fois le nombre de groupes d’appariement
non nuls, la taille de ces groupes et le nombre de composantes non nulles.

A(y) == {2 € [p]:

Proposition 2 Soit A = (A1,...,\y) € RP tel que Ay > --- > A, > 0 avec Ay > 0, X € R™*P,
yeR", v>0etp € Sx(y).

1. Soit1 < ky < --- <k < p une subdivision telle que* :
card({i € [p] : B; £ 0}) = ky et [Bln = =Bl > > |Blugys1 = = Bl >0
alors, {ki,...,ki} C A(7).

2. Inversement, si {ki,..., k} = A(y) alors®
1Bl = =18l =+ 2 |Bliks1r = = [Blie, = 1Bk = -+ = 1Bl = 0.

Dans I'exemple suivant nous calculons les chemins des solutions et du gradient du SLOPE et
nous illustrons que le nombre de groupes d’appariement dépend du cardinal de A(7).

Exemple : Nous allons illustrer les chemins des solutions et du gradient du SLOPE (voir
Figures 1 et 2) lorsque y = (6,2)7 € R?2, A = (4,2) € R? et X € R?*2 est la matrice donnée

ci-apres
1 0,5
X = (0,5 1 ) '

3 Conclusion et perspectives

La programmation d’algorithmes efficaces permettant la résolution numérique des chemins
des solutions et du gradient du SLOPE ainsi que des illustrations de ces chemins sur des
données réelles sont des travaux en cours.

3Cette boule est un polytope connu, en géométrie, sous le nom de permutoedre signé.
4Cette chaine d’inégalités signifie que 3 a [ groupes d’appariement non nuls, le groupe de la plus grande
valeur a ki éléments, etc., et 5 a k; composantes non nulles.

5Cette chaine d’inégalités signifie que le nombre de groupes d’appariement non nuls de E est inférieur ou
égal & [ et que le nombre de composantes non nulles de 3 est inférieur ou égal a k;.
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Figure 2: Cette figure fournit le chemin du gradient v > 0 — X'(y — va(y)). On remarque,
d’apres cette figure et la précédente (Figure 1), que pour v €]1;2] on a A(y) = {2} de plus
E (7) a au maximum un groupe d’appariement et deux composantes non-nulles. Pour v €
10;3/26]U[0, 5; 1] on a A(v) = {1,2} de plus, B(v) a au maximum deux groupes d’appariement
et deux composantes non-nulles. Pour v €]3/26;0,5[ on a A(vy) = {1} de plus, B\(’y) a un
groupe d’appariement et une composante non-nulle.
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