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Résumé

Nous nous intéressons a la tdche de clustering du point
de vue graphe a linstar du partionnement spectral (spec-
tral clustering). Dans ce cas, la matrice d’affinité qui me-
sure l'intensité du lien (aréte du graphe) pour chaque paire
d’éléments (sommets du graphe) joue un role crucial. Plu-
sieurs travaux antécédents ont montré l'intérét de trans-
former une matrice d’affinité initiale de sorte a satisfaire
certaines propriétés. La bistochasticité est une condition
pertinente a cet égard. Dans ce travail, nous mettons en
avant une autre condition : 'idempotence. Par la suite, En
utilisant les propriétés existantes entre les matrices bisto-
chastiques et idempotentes d’une part, et leurs matrices
Laplaciennes associées d’autre part, nous proposons une
nouvelle méthode d’apprentissage non-supervisé de ma-
trice d’affinité. Notre procédure d’optimisation repose sur
la méthode des multiplicateurs de Lagrange avec directions
alternées (ADMM). Des résultats expérimentaux montrent
lintérét pratique de notre approche.

Mots-clés

Clustering, Matrice d’affinité, Bistochasticité, Idempo-
tence, ADMM.

Abstract

We are interested in graph based clustering such as spectral
clustering. In this context, the affinity matrix that provides
the strenght of the similarity between each pair of elements
plays a crucial role. Several previous works have showed
that transforming a given affinity matrix so that it becomes
double stochastic was beneficial. In this work, we highlight
another property : idempotency. By leveraging the relation-
ships between double stochastic and idempotent matrices
on the one hand, and their related Laplacian matrices on
the other hand, we introduce a new unsupervised learning
method for affinity matrices. Our learning algorithm is ba-
sed on ADMM. Some experimental results are provided in
order to demonstrate the interest of our proposal.

Keywords
Clustering, Affinity matrix, doubly stochasticity, Idempo-

*Cette communication est issue de 1’article suivant : [[1]].

tence, ADMM.

1 Contexte et travaux antérieurs

La tiche de clustering consiste a partitionner un ensemble
d’éléments en des sous-ensembles homogenes appelés clus-
ters. Soit un ensemble de n vecteurs {x; };=1, .., apparte-
nant a R?, que nous cherchons a analyser. Nous nous inté-
ressons 2 la partition en k clusters C' = {C4,...,Cy} qui
minimise le critere SSE (Sum of Squared Errors) suivant :

k
SN letxi) — ¢ (1)

j=1x;€C;

ol ¢ : R? — F est une projection des {x;} dans un espace
de grande dimension F, ¢; = inecj @(x;)/n; est le vec-
teur moyen du cluster C; qui est de cardinal n; et ||.|| est la
norme Euclidienne dans F.

Le critere SSE peut étre formalisé a I’aide de la matrice
de noyau K de terme général K;;» = (o(x;), ¢(xir)) =
K(x;,%;7) ol k : RP x RP — R est une fonction noyau. 1
s’agit dans ce cas de déterminer X, la matrice de R™*" qui
minimise la fonction objectif suivante :

Tr(K(I, - X)) @)

o Tr est I’application trace dans R™*", I, est la matrice
identité d’ordre n, et X est de terme général :

3

X0 — 1/nj six;etx; sontdans Cj,
! 0 sinon.

La matrice X ainsi définie posseéde plusieurs propriétés.

Plus précisément [6] montre que la minimisation du SSE

peut s’exprimer de facon équivalente comme suit :

in Tr(K(I, — X 4
cin  Te(K( ) )
st.X>0,X=X" Xe, =€, X=X2Tr(X)=k.

ol 0,, est la matrice nulle d’ordre n, (X > 0,,) < (X;;» >
0,Vi,i’ = 1,...,n), X" est la matrice transposée de X et
e, est le vecteur rempli de 1 de dimension n.



La matrice X recherchée est ainsi non-négative, symé-
trique, bistochastique (les sommes de chaque ligne et de
chaque colonne valent 1), idempotente et de trace égale a
k le nombre de clusters désiré. En fait, il existe une bijec-
tion entre I’ensemble des partitions d’un ensemble de n é1é-
ments et I’ensemble des classes d’équivalence des matrices
bistochastiques et idempotentes pour la relation X ~ Y si
et seulement si il existe une matrice de permutation P telle
que X =PYP' [7].

Par exemple la partition {(a,e), (b,c,d)} peut étre repré-
sentée par les matrices bistochastiques et idempotentes sui-
vantes appartenant a la mé€me classe d’équivalence :

a b c d e a e b c d
a (1/2 0 0 0o 1/2 a (1/2 1/2 0 0 0
b 0 1/3 1/3 1/3 0 e |1/2 1/2 0o 0 o0
c 0o 1/3 1/3 1/3 0 ~ b 0 0o 1/3 1/3 1/3
d 0o 1/3 1/3 1/3 0 c 0 0o 1/3 1/3 1/3
e \1/2 0 0 0 1/2 d \o 0 1/3 1/3 1/3

Le probléme ainsi formulé, donne un point de vue graphe a
la tache de clustering : K (a condition d’étre non-négative
-comme pour le noyau Gaussien par exemple-) peut étre
vue telle une matrice d’adjacence pondérée d’un graphe
sans structure particuliere et X peut étre interprétée comme
la matrice d’adjacence pondérée d’un graphe représentant
une partition des sommets. Il s’agit alors d’approximer K
par X au sens de la norme de Frobenius. En effet, soit
Tr(XTY) = (X,Y)r le produit scalaire de Frobenius
dans R™*™. Si X vérifie les contraintes stipulées dans @D,
alors il est facile de montrer que :

m}én (K, - X)) & m}én IK - X% ®)

Le modele d’optimisation[d} appelé 0-1 Semi-Definite Pro-
gram dans [6], est NP-difficile en raison de la nature dis-
crete et de I’idempotence de la matrice X. En pratique, une
démarche heuristique permettant de résoudre de facon ap-
prochée @ consiste a (i) définir un probleme relaxé solution-
nable en temps polynomial, (ii) discrétiser la solution opti-
male du probléme relaxé afin d’obtenir une solution réali-
sable du probleme initial.

De nombreuses méthodes d’apprentissage de matrice d’af-
finité et de clustering découlent de cette démarche. Dans
ce travail nous nous penchons plus particulierement, sur
les approches présentées dans [10] et [[L1]. Ces travaux re-
viennent a remplacer K par une matrice X non-négative,
symétrique et bistochastique (étape (i)). Autrement dit, la
contrainte d’idempotence est abandonnée, le nombre de
cluster k£ n’est alors plus associé a la trace et les contraintes
restantes sont toutes linéaires. Des procédures efficaces sont
proposées pour déterminer X : dans [10] il s’agit d’une
version symétrique de 1’algorithme de Sinkhorn-Knoop [7]
dénoté SSK, alors que dans [11]] est introduit I’algorithme
DSN (Double Stochastic Normalization). Plus précisément,
I’algorithme de Sinkhorn-Knoop vise a minimiser la diver-
gence de Kullback-Leibler entre K et X alors que 1’ap-
proche DSN résulte de la minimisation de la distance de
Frobenius entre K et X. Une fois X déterminée une mé-
thode de discrétisation est utilisée. Le spectral clustering

qui, en bref, applique 1’algorithme des k-means sur les k
premiers vecteurs propres de X est une approche classique
a cet égard (étape (ii)).

2 Approche proposée

Contrairement aux deux approches précédentes, nous cher-
chons a tenir compte de la contrainte d’idempotence tout
en évitant de se ramener a un probleme NP-difficile. Néan-
moins, nous ne considérons pas le nombre de clusters k
comme parametre de notre modele et n’imposons donc pas
Tr(X) = k. L’approximation basée sur la distance de
Frobenius reste centrale dans notre approche qui vise, en
somme, a définir un probleme relaxé du modele suivant :

in |K-X|? 6
cin | Iz (6)

st.X>0,X=X" Xe, =€, X=X

X étant bistochastique, la matrice des degrés vaut I,, et la
matrice Laplacienne associée a X est donnée par Lx =
I,, — X. Clairement, le probleme (6 peut &tre reformulé de
facon équivalente en fonction de Lx comme suit :

min  ||I, - K — Lx||% @)
LxER"X"

st. Lx <I,,Lx = Ly,Lxe, =n,,Lx = L%.

ol n,, est le vecteur nul de dimension n.

Nous exploitons a présent les relations algébriques exis-
tantes entre X et Lx. En effet, ces deux matrices étant
symétriques et idempotentes, elles représentent des pro-
jections orthogonales. De facon plus singuliere, 1'une est
I’unique projecteur orthogonale complémentaire de 1’autre
et vice-versa : I'image de X est le noyau de Lx, I’'image
de Lx est le noyau de X et nous avons la relation suivante,
centrale dans notre travail :

XLx =0, ®)

Nous proposons de relaxer (6) et (7) en considérant le mo-
dele suivant :

1 1 I

i ZIK = X||Z + =1, - K — Lx||% + &||XLx||?

xoun 2|| 7 + 2|| x||F + 5 [ XLx ||
X Z 0n7X = XT7XGTL = e’I’L7

S.t. Lx <I,,Lx = L;(,Lxen =n,, )
X+Lx=1L,.

ou ¢ > 0 est un parametre de pénalité.

Notre modele intitulé DSNI (Doubly Stochastic and Nearly
Idempotent), consiste en un apprentissage joint de X et de
sa matrice Laplacienne associée Lx. Il est facile de montrer
que sous la condition X + Lx = I,,, les trois propriétés qui
suivent sont équivalentes : X = X2, Lx = L%(’ XLx =
0,,. Cependant, ces propriétés étant la source premiere de la
complexité des problemes (6) et (7), nous ne les intégrons
pas dans les contraintes de notre modele. Pour pallier a ce
manque, nous ajoutons, en revanche, un terme de pénalité
dans la fonction objectif, |XLx||%, afin d’encourager les
solutions obtenues a étre ainsi quasi-idempotentes.



Le probleme DSNI (O) étant bi-convexe, nous pouvons uti-
liser la méthode ADMM (voir par exemple [3]]) comme pro-
cédure d’optimisation. Les différentes étapes sont alors les
suivantes :

0. Initialisation : X° <+ K (en ayant au préalable an-
nuler les valeurs négatives de K le cas échéant).

1. Déterminer L4 avec X? fixé :

1
Lt « argmin —|I, - K — Lx|/% (10)
LxeRan
+ SIX x|
2 Xl

+ 2IX" + Lx — L + U'|J3

s.t. Lx <1I,,Lx = Ly, Lxe, = n,.
2. Déterminer X*+1 avec LL fixé :

1
X« argmin ~ | K — X||% (11)
XeRan 2

n
+§HXL§§1IIZF

+ §||X+ LI - L, + U2
st.X>0,X=X" Xe, =e,.

3. Déterminer Utt! :
U« U X L T, (12)

4. Répéter 1., 2., 3. tant qu’une condition d’arrét n’est
pas satisfaite.

Les sous-problemes (10) et (IT) peuvent étre résolus ef-
ficacement par projections successives sur des ensembles
convexes (voir par exemple [2]).

3 Validation empirique de
proche proposée

Nous avons testé notre approche sur plusieurs jeux de don-
nées réels classiques disponibles en ligne[ﬂ Le protocole
expérimental est le suivant : calcul de K en utilisant un
noyau Gaussien ; approximation de K par une matrice d’af-
finité bistochastique X obtenue par SSK ou DSN ou DSNI
(sauf pour la baseline); application du spectral clustering
[4] sur X en fixant £ au nombre correct de clusters; com-
paraison de la partition obtenue et de la vérité terrain en
utilisant la mesure NMI (Normalized Mutual Information).
Pour le noyau Gaussien, I’hyperparamétre o2 est fixé a p et
pour DSNI le parametre de pénalité p est fixé & y/n.

Les résultats obtenus sont donnés dans la Table [Il La co-
lonne SC représente la baseline et utilise le spectral cluste-
ring directement sur K la matrice de noyau Gaussien. Sur
I’ensemble des jeux de données, nous constatons que DSNI
donne de meilleurs résultats que SSK et DSN ce qui valide
I’intérét de notre modele.

I’ap-

1. https://archive.ics.uci.edu/ml/index.php

Dataset n p k SC SSK  DSN DSNI
Glass 214 9 6 | 0.253 0276 0.243 0.297
Ionosphere 351 34 2 |0.038 0.066 0.076 0.131
Breast cancer | 569 30 2 | 0.010 0.010 0.010 0.670
Yeast 1484 8 10 | 0.070 0.258 0.256 0.263
Digits 1797 64 10 | 0.015 0.044 0.743 0.767

TABLE 1 — Statistiques des jeux de données et mesures
NMI des différentes méthodes.
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