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Introduction

Plan des opérations trigonométriques de la
ville de Paris, feuille n°70 de ’atlas gravé,
signée par A.J. Mathieu.

Une représentation graphique de 1’armature
géométrique du plan : des objets
géographiques mesurés et calculés pour
produire une vue fidele, “du dessus”, de la
ville.
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L’atlas des opérations trigonométriques

[Atlas des opérations trigonométrique pour la Ville de Paris] par Edme Verniquet et al.
Arch. nat. MC/RS//687 (ex MC/ET/LVIII/648/A), s.d. [1793-179.7], 516 pp., déposé chez le notaire en 1810.

e X
S

= RN /"j :
 Oes CHochers (7(’\/(7/'/(( Z

e

e
el c,’}ocubu‘u(iri:c s
e

/ﬂ x
o Ohoenatoiree /1o y(l/, 4

i
. k ey o
(x[)on Ilezdienine —
&

S

e = e =33 |
e ((Old(‘(l ('lblxl(‘lll(‘(l Oe t(ou\q G

AN /c{\)‘;\ A

Pages 51 & 186

« Toutes ces opérations trigonométriques et les
calculs des triangles qui assurent la position de
tous les points, sont contenus dans un Volume
in-folio, ainsi que les opérations qui ont servi a
les vérifier.

Toutes ces opérations ont été vérifiées, et
portent le caractetre de la plus grande
exactitude, par les Cottes et autres indications
qui en démontrent la justesse. »

Plan de Paris. Exposé des opérations topographiques qui ont servi a ce plan; Et de
son utilité pour les grands interéts de la République. AN F/17/1052, An II.
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La mise au net des carnets de calcul pour la feuille n°70
Plan du mémoire

1)
2)
3)

4)

5)

6)

Plans des stations

Observations sur les clochers de Paris
Calcul des Observations sur Paris a la
Méridienne et Perpendiculaire en toises et

2!

dixiemes de toises.
Calcul des Nouveaux Boulevards A la

S MINE N
SED)
N/

Méridienne et Perpendiculaire en Toises et

UD) 7

el

Dixiémes de Toises.

S 01 ) o)

Calcul des Anciens Boulevards a la

Méridienne et Perpendiculaire
Calcul des bases de la riviere depuis la place
Louis XV jusqu’a 1’ Arsenal

f ) B 0 :
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N \:Pul\,\.u(u\\x Juu &\10513 L\t < )l(’d\‘\umL .

Plan de Paris, p.123, contenant les triangles de ler et 2e ordre, avec les positions
rapportées de tous les monuments mesurés de Paris
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Le recueil des calculs de positionnement des monuments
de Paris
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/S = ) bl Perpendiculaire a 1’observatoire royal
)

1 toise = 1.949,0363 millimetres
Plan coté de l'observatoire royal, p. 2. 0.1 toise = 20 centimetres °




Une cartographie de précision de Paris vers 1790

Un géoréférencement qualifié et appuyé sur les données de construction du plan de Paris ?
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Une cartographie de précision de Paris vers 1790

Un support pour localiser & indexer spatialement les plans parisiens du XIX® ?

Plan de la Rue des Carmes, Levé en
execution de la déclaration du Roy
du 10 Avril 1783 Enregistrée en
Parlement le 8 Juillet Suivant Par
Nous Edme Verniquet Architecte
Conseiller du Roy Commissaire
Voyer de la Ville de Paris, BHVP,
ark:/73873/pf0001908896.




Deux chantiers en cours

I1.

L’armature géométrique du plan d’apres ’atlas des opérations ‘ﬁ
une armature a quatre niveaux

premier niveau : les grande lignes de support du plan

second niveau : la triangulation des clochers de Paris

troisieme niveau : des clochers aux piquets

quatrieme niveau : cheminements & plans des rues

Un référentiel géo-historique ? Evaluation de la précision et de l’exactituq;)/
des opérations trigonométriques

incertitudes des triangles et cheminements
un systeme de coordonnées pour géo-référencer les plans “de Verniquet”.



L’armature géométrique du plan d’apres 1’atlas des opérations
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Une armature géométrique a quatre niveaux
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Premier niveau
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Les trois lignes géographiques

structurantes du plan, vues sur 1’atlas
assemblé.
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[La méridienne de Paris

Une ligne géodésique imaginaire, partiellement matérialisée qui
constitue 1’axe Nord-Sud du plan.

Pyramide de Montmartre Observatoire de Paris vu du Nord-Ouest, avec la
installée en 1736. méridienne.

"‘“i'— } TR AN —

Mire du Nord & Observatoire de Paris. Photos @Wikimedia Commons.
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Perpendiculaire a I’observatoire

Une ligne droite imaginaire mais identifiable sur le terrain, axe
Est-Ouest du plan.
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Signal (piquet) Pavillon place Louis XV

Notre-Dame.

Ligne de vérification

b4

Une ligne oblique, longeant la Seine, matérialisée en 6 points au moins, et passe par la tour Sud de
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Signal de la section

14
Tour Sud de Notre-Dame Pompe de I’Arenal & signal



Paris a vol d’oiseau / Dessiné par E. Bourdelin ; gravé par H. Linton. 1860. BnF, ark:/12148/btv1b53062333g




Paris a vol d’oiseau / Dessiné par E. Bourdelin ; gravé par H. Linton. 1860. BnF, ark:/12148/btv1b53062333g




Paris a vol d’oiseau / Dessiné par E. Bourdelin ; gravé par H. Linton. 1860. BnF, ark:/12148/btv1b53062333g




Second niveau : triangulation des clochers & monuments de Paris

18



Mesurer la ville par triangulation : principe général

B F R e G L ff H Firg

Une méthode fondée sur la loi des sinus : Sin(A) = Sin(B) = sin(C’)

BC AC AB

On peut calculer AC et BC si les angles en A, B, C et la longueur AB sont connus




Mesurer la ville par triangulation : principe général

R T e i . Y A

Une méthode fondée sur la loi des sinus : Sin(A) = Sin(B) = sin(C’)

BC AC AB

On peut calculer AC et BC si les angles en A, B, C et la longueur AB est connue




Relevés angulaires depuis les “clochers” de Paris

Demi-tour d’horizon de puis la station de I’Observatoire Royal.

En violet les visées vers des monuments de Paris; en orange vers des monuments de la triangulation de

premier ordre; en vert les visées hors de Paris
Bt i” Qo i b ;
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Carnet des observations angulaires par station

Une a trois séries d’angles par station




b4

Mesurer Paris : observations & instrumentation

Un graphometre a lunette similaires & ceux sans doute utilisés par les ingénieurs & géometres

du plan

Graphometre Charot & lunettes de 30 cm, cercle de 22 cm de diametre, 1775.
Limbe gradué a /% degré (30 minutes), vernier a 1/10.
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1€ ordre
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~ 7 Base de la résolution des triangles

pd

Observatoire-Piramide = 2927 toises

Jeaurat, 1781, La Connaissance des
temps, p. 361
(https://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k
6505804c) : distance de la Piramide a
I’intersection de la Méridienne et de sa
perpendiculaire a 1’Observatoire.

- Station utilisée par Verniquet décalée
- de 15 toises 5 pieds
- — Observatoire-Piramide =

2911 toises et 1 pied
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https://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k6505804c
https://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k6505804c

P
a
b
C
o P Y sm
a
Loi des sinus:
a b C

sin(a)  sin(3)  sin(y)

b C* :91'7?((1)
sin(7y)

x sin( 3
p_ ¢ *‘sm( )
sin(7y)

b4

Loi des sinus pour la triangulation
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F’ b4

a Passage aux logarithmes

Loi des sinus:

a b C

sin(a)  sin(B)  sin(y)

Q= C* sin(«) log(a) = log(c) + log(sin(a)) — log(sin(~))
| sin(7y) :I'>
p— &F sin(5) log(b) = log(c) + log(sin(a)) — log(sin(3))

sin(7y)
28



a Détail de la résolution d’un

c triangle

O P V( SM

a
Calcul de la base de Sainte-Margueritte:

F ) Ye - R
Jirapnude  ho. dh. by, B 06&067 b .
0, 0 ocqllo[l L.

Observaloie 61. 19. o. 9,8132580,
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F’ >4

Détail de la résolution d’un

a
b .
c triangle
O P Y ( SM
a
Calcul de la base de Sainte-Margueritte:
Jiranue  ho. Bh. by . |Y acao(:7 B Triangle a résoudre & vérification

de la fermeture des angles

0, 0 o‘c)[zo[l L.
Observaloie 6. 19. o.[9,8 I‘BZOAZ"“)
, L,/u“rbn
f 7)2utque/tﬂé “'8 7 19, c)[lbl[ut
180, 7. 1.|D 286724, o(» o "”au; 958" 2.

‘} ﬁléGl 08, uncuu {111(1(7;‘) 26'(“)) 30



g X
a Détail de la résolution d’un
c triangle

O P V( SM

a
Calcul de la base de Sainte-Margueritte:

F ) & - )
Jirapude  ho. dh. by .| D 06&0676 !

0, 'ooqllo[l |
Obseryaloire 61. 19. o, 9.81‘5203“).
- 24
| ,,Av“rh 17
J 7iluzgue/c{& “8 7 lo, L), c)ilbl[LH
‘80 4 q 086”"725 0()5..:' “”au’ ,93/-,716':‘2.

% lub( 128 Heam .smw«a,‘" z(fm) 31



F’ X
o i Détail de la résolution d’un
c triangle
o p v ( SM log(a) = log(c) + log(sin(a)) - log(sin(y))
a

Calcul de la base de Sainte-Margueritte:

f ) Ye - R
L.f//‘am(c)c fo. ph. 5, %, {JG[L067(0 i

°, '009[10[!

Observaloire 61, 19. o. 9,81320 2‘”‘7.
- 24

| L,Av%ﬁ7|7.
J 712mgue/tﬂé “'8 7 lo. 9, c)[lbl[ut

130,

—

] luéGl 28. faam ~£!Hw(7’“ 2&3)

. % ng()-w\,aﬁ 0()& " 0])0(1’ fgﬁ’sz 2-

Manuel de trigonométrie
pratique de I’abbé Delagrive:

log(c) (1)
-log(10"° * sin(y))  (2)
log(10™ *sin(a))  (3)

(1) + (2 (4)
log(10™ *sin(g)) (5
log(a) =(4) +(3)-10 (6)
log(b) = (4) + (5) - 10 %)




g X
a Détail de la résolution d’un
c triangle

O b v ( SM Stratégies de gestion des erreurs pour les cOtés des triangles :
0 a q - Compensation: moyennes des valeurs obtenues pour
€ chaque triangle.
- Vérification: calculs a partir des angles augmentés et
ND comparaison avec les valeurs obtenues a partir des
angles observés.

bseryalon 1es) ?‘uy i IU';(G. o 3 8\(*}3 A,
‘ 52860849 .
G, G728 1’“55.
e ‘1866’} 86 ‘/ opor lmm \9‘5& 9

33



b4

Détail de la résolution d’un
triangle

Calculs des coordonnées de Sainte-Margueritte:

b a a
(2) log(10"° * sin(e)) log(10"° * sin(90 - @) 1og(10"° * sin(B)) 1log(10'° * sin(90 - B))

(D+(2)-10 log(OX) log(OP - OY) log(OX) log(0OY)

34



b4

Calcul des coordonnées du sommet
svm 1nconnu

Calculs des coordonnées de Sainte-Margueritte:

b a a
(2) log(10"° * sin(e)) log(10"° * sin(90 - @) 1og(10"° * sin(B)) 1log(10'° * sin(90 - B))

(1)+(2)-10 log(OX) log(OP - OY) log(OX) log(0OY)

T
ﬂl tr alnué

Ao Sh .50 3,9166128. 3, /ECies. 5,286G587. »,86608).

par 0bsers? 98132085, 9880562, 9,9 hoiliit . g, 65121 £6:
6%, W 16¢. |

19 . g

32235730 519711748, 52297998, 2_96"78 13,

7_6‘_'[ 97 7 ‘eng¢ 7 ‘637‘ut 11 28 G‘
7 2927 _ ‘.S

: :f)/1/1-. S. v;M iy -




Que nous apprend le mémoire sur la construction du plan? ﬁ‘

% Stratégie de construction itérative G
<  Volume des mesures et des calculs :

- 2 sommets de triangles connus,

- D sommets de triangles a localiser,

- 19 triangles résolus soient 57 angles mesurés,

- 19*10 * 4 + 19 ~ 779 calculs a réaliser pour chaque série de mesures.
— et donc autant de risques d’erreurs!

% Stratégies de maitrise des erreurs et de leur propagation :
- de mesure : encadrement des erreurs des demi-cercles, multiplication des mesures (et

possible compensation sous-jacente), vérifications (sommes d’angles, etc.), calculs de
“moiennes proportionnelles".

=> de calcul: utilisation des logarithmes, résolution des tables, "étalement" des sinus,

multiplication des calculs et des vérifications, des calculs reproductibles.
36
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Second niveau :
des clochers de Paris aux

b4

37



Que nous apprend le mémoire sur la construction du plan? ﬁ‘

K/
A X4

K/
A X4

Mémes calculs pour la résolution des triangles a

Volume des mesures et des calculs :

59 sommets de triangles & localiser,

246 triangles résolus soient 738 angles mesurés,

246* 10 * 4 ~ 9840 calculs a réaliser pour la série des angles augmentées seulement.
— et donc autant de risques d’erreurs!

Stratégies de maitrise des erreurs et de leur propagation :
Identique a celles utilisée pour les triangles d’ordre 1 sauf:

pas de calcul de moyennes pour les cOtés des triangles,
pas de double série de calculs avec les angles observés.

38



Troisieme niveau : observations au sol & piquets

39



Yt © iy Troisieme niveau : ‘ﬁ'
JE Ny observations au sol & piquets
=R D Ay =
N ) ‘T'iiff' e Les triangles
I , i Qi",,’f..f du 3°™¢ ordre

- Points au sol

- Points “virtuels”
matérialisés par des
piquets

“h

‘—*'” I M“

o Mn IR
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Troisiéeme niveau : ﬁ'

observations au sol & piquets

Exemple filé : détermination de la position du mur de la Barriére de la Garre a I’aide du triangle entre

les clochers de Saint-Etienne-du-Mont, des Grands Jésuites et de Sainte-Marguerite.

Les positions des clochers sont déja connues. Les angles ¢ et ¢ sont mesurés sur le terrain.
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Y s : .ﬁ'
\ Troisieme niveau :
observations au sol & piquets
:
&S Premiere étape: calculer les c6tés du triangle ABC:
E
0 > X
o e ,016’9 A;’ o, 1:429@
Vﬁfo . [‘_ 179373 oé 5. ﬁl a i/7oj7757 | ‘- g
_-;6‘.‘: .o %51016[11 7% lu. ZLL. 183401 § 6132 Sy "::EW“
TR s 2gs: £L 18 16, 5 ?‘7} -

l‘b:’ = - il 42

1‘36!0 3;1_}_



meéridienne

o

Lig

A Troisieme niveau : 'ﬁ‘
observations au sol & piquets
Premiere étape: calculer les c6tés du triangle ABC:
> X
45 |
10 - log(AX +AY) a log(sin())
log(AX - AY) log(AX)
45 + a
10 +log(tan(a)) 45-a=p log(AC)
AX | Cre 6 ,016’3 .45’ 01141560 -
INGR VTN 8 17997302’& M 44, ff7vj77$7 . |
AX +AY 7;6'-" s ﬁ,ﬁfolGﬁl 'lﬂﬁ ltl. ZLL L%:&ﬁ-on ff' 6732 2 }9 "{‘em“
AX -AY |62 1. stgo L 1§ 16
19510 3173 193 L. 43



Troisieme niveau : ﬁ'
observations au sol & piquets

Deuxiéme étape: calculer les c6tés des triangles
- D.SM.GJ]
- D.SE.GJ
- D.SM.SE

44



e - Gf /L 8.
,pu?/juuv{zl 79 > ‘}g

ﬁwlzau_-

- D.SE.G]
- D.SM.GJ
- D.SM.SE

018128 2 .

‘Zﬁbholj’f

. 99598 tlté‘

Ay e . 501524 %7
18 o L. 2g8°

?,3.7jl5o7. glh v,
7’9j€°3j' 990 7

Troisieme niveau : 'ﬁ'
observations au sol & piquets

Deuxiéme étape: calculer les c6tés des triangles

Manuel de trigonométrie
pratique de I’abbé Delagrive:

log(a) (1)
-log(10" * sin(z))  (2)
log(10™ *sin(g))  (3)

(1) + (2 (4)
log(10™ *sin(y)) (5
log(a)=(4) +(3)-10 (6
log(b) = (4) + (5) - 10  “f7)




meéridienne

O

angle y
gisement SE.D
gisement D.SE

f00 4" LB

VAR 4

69. 44 . %,

nh. 26. G2,

Z, 99 6076, 2.996‘(&&&.

Troisieme niveau : 'ﬁ‘
observations au sol & piquets

Troisitme étape: calculer les coordonnées de la station

log(e)

919592528. 9,61647 o 1Llog(sin(y)) log(sin(gD.SE))
L 9,

65 4 B4

Fa zomfa ff‘lflow
é{cmg, éfajwn,..

29551867 . 26126066,

9ol 1 fia B
ars T T T $%6 4.
196 N 1766

. }_AxetAY

XSE et YSE
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Que nous apprend le mémoire sur la construction du plan? ﬁ‘

Stratégie de construction itérative e

Volume des mesures et des calculs :

- 32 points de station a localiser,

- 32 stations * 2 triangles visés par station * 3 sommets = 192 résolutions de triangles
- 192 résolutions * 35 calculs ~ 6720 calculs a réaliser.

— et donc autant de risques d’erreurs!

K/ K/
A XA X

% Stratégies de malitrise des erreurs et de leur propagation :
- de mesure : compensation (3 triangles résolus par station et calculs des coordonnées
moyennes) + 1 vérification (visées de la station vers 2 triangles connus) + 1

compensation supplémentaire (calcul des coordonnées moyennes des deux résultats
précédents).

=> de calcul: privilégie les stratégies de calcul connues et maitrisées.
47



Quatriéme niveau

: cheminements et accrochage des plans particuliers des rues

48



Quatrieme niveau : cheminements & raccord aux rues

DU 3 ST ‘ 6 e = SRR SRR,
7 x ¥ 2 { & ¢ T sl o

Cheminements structurants : bases des anciens boulevards et Cheminements dans les rues. Travail en cours.
murs de Paris.

49



b4

Quatrieme niveau : cheminements & raccord aux rues

“Reprise au point E rue du Jardin du Roi pour arriver au point I rue Moufetard”, cheminement de 780 metres.

Point de départ
connu

r

Point d’arrivée
théorique

50



b4

Quatrieme niveau : cheminements & raccord aux rues

<

meéridienne

A = arrivée

/

ligne de vérification

X, =X, +DB* sin(a)
Y, = Y, + DB * sin(90 - a)

p=DBC -«

X. = X, + BC * sin(p)
Y. =Y, + BC*sin(90 - p)

vy = BDA -§

X, = X, + CA* sin(y)
Y, =Y.+ CA*sin(90 - )

51



Cheminements & raccord aux rues: le rdle de la ligne de ﬁ'
vérification et des cheminements des boulevards

A = arrivée

Y
Q
g A B
2
S
a=e-90-(90-(5- )
ey i
@) > ligne de vérification

52



Calculs des cheminements

angle d -u
angle
angle o

longueur Fa

.A»"l .
N
e/[m//( @ /l ’

"Hl; A drerre.- J
|

F(ﬁuu_ Ww.. :

~ MM

L)JW(,-...

--/'u 4 6.,
.ﬁa/ 45.

(llt?lf‘llllt

ll}]
1)99, 2?

‘!‘ rpendiciedaires

61} 63

-))

XY

‘ y !
| Ao, 24, lo.|
39. 2. 0. : z
————— | 1 3193182. | Ld19g31h> |Og (Fa)
e, 3¢ fol o pre 75 log(sin(a)) log(sin(9C
,fdf....F(b. .
‘g I, 288391 8, 083£l9lv8-
“ d;lu‘”. 19 v 2. Y2 bo. AX AY
25 %€ - hev, L6, oo, 46] XY
— F F
I Joo, SSI . 11«/3\ :%G-I 5‘3"’1 TS, I 57T, o I
68, db, Lo | { !
thé, 27, do xy]f)?." ,1/7377922,_}
’ 2, 97"'1/(]“ Pz 2% 93‘9".
7y, {o,. Ao : RS - :
R - 43486,
}_) i' 1,/‘7//]??;‘&5 9, 4383836. 1
.PR'J.'.....a. . : Go, Z;[ ;97" | |
' i 9‘00, 33 +) ;71 ‘t)& i ,/'ée- : s i
Dase . ‘ - l “ e . <
g6y 120k, 89, §63, 121 420k, 33
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b4

Accrochage des plans particuliers des rues & 1’armature

Extrait d’'une planche minute de rues, “Pont Neuf, quai de la Feraille, quai de I'Ecole, rues de la Monnaie et du Roule,
rue St. honoré, rue de la Tonellerie [etc.]”. BHVP, 4-PLA-1261, ark:/73873/pf0001970980.




b4

Accrochage des plans particuliers des rues & 1’armature

Extrait de la
minute : rue de la
Monnoie

Polygonale
correspondante sur
I’atlas de Paris
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Que nous apprend le mémoire sur la construction du plan? ﬁ‘

Stratégie de construction itérative a

Volume des mesures et des calculs :

- une soixantaine de polygonales a calculer,

- plusieurs centaines de metres par polygonale, voire plusieurs kilometres pour les plus
longues ~ entre 2 et quelques dizaines de points par polygonale

-~ 11 calculs par point

— et donc autant de risques d’erreurs!

K/ K/
A XA X

% Stratégies de maitrise des erreurs et de leur propagation :
=> de mesure : nouveau type de mesures: les longueurs des intervalles, polygonales

rattachées avec points de départ et d’arrivée connus: fermeture tres proche du point
d’arrivée théorique — stratégie de compensation non encore identifiée.

=> de calcul: -
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Un référentiel géo-historique ? Evaluation de la précision et de
I’exactitude des opérations trigonométriques

@
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Incertitudes des positions des monuments de Paris

Fironide (a) La position du clocher de Sainte C
Marguerite est calculée par triangulation

a partir des points connus de la

pyramide et de I’observatoire.

Sainte Margueritte

A B

Observatoire (b) Les erreurs des mesures d’angles
'/7 introduisent une erreur aléatoire.
’llli”,,,[._,.im ’ . . . .
! Le point de Sainte Marguerit(t)e devient

imprécis.

B

Variations de la position du point C
lorsque les angles sont bruités. 58

~"Sainte Margueritte

Observatoire



Propagation des

le6

7.10 1

7.00 4

6.95 4

6.90 4

6.85 1

2\

Echelle x1000

N

g\/

v

=S

620000 630000 640000 650000 660000 670000 680000

erreurs de mesures angulaires

Ellipse d’incertitude : une représentation graphique de 'incertitude sur
la position d’un point calculé par triangulation, avec une erreur
angulaire.

VIDEO ELLIPSE 1
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Propagation des

le6

7.10 1

7.00 4

6.95 4

6.90 4

6.85 1

2\

Echelle x1000

N

g\/

v

=S

620000 630000 640000 650000 660000 670000 680000

erreurs de mesures angulaires

Ellipse d’incertitude : une représentation graphique de 'incertitude sur
la position d’un point calculé par triangulation, avec une erreur
angulaire.

VIDEO ELLIPSE 1
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Impacts de la forme et de la taille des triangles

Ellipses d’incertitude de position en X et Y d’un point triangulé

-

7 Y

S0 1>e Do e

T S T
(a) Pour différentes

longueurs de base, de 0
a 100m

25 1

20 A

15

10

(b) Pour différentes positions du point
triangulé

(¢) Pour différentes
profondeurs
du point triangulé
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Les instruments & la méthode de résolution permettent-ils

une précision au 1/10° de toise ? Rev

portelSaint-Denis

19 triangles de premier ordre
pour 7 monuments, donc 5 a

déterminer.
bTourSud|NotresDame]

: dougNordiSaintsulpice



@

Impacts des erreurs angulaires sur les premiers monuments

Propagation des erreurs de mesure d’angles sur les positions des sommets des triangles 1° ordre. Avec
30” d’erreur sur les angles, ’incertitude sur la position des sommets est de 0.16 toises sur 1’axe
Nord-Sud et 0.15 toises sur 1’axe Est-Ouest.

Incertitude sur la position Nord-Sud (toises)

Ste Margueritte
Notre-Dame

St Sulpice
Hotel Soissons
Porte St Denis

| 0.1toise._._._.
0.0 e

| Oangie = 30
0 20 40 60 80 100 120
Oangle 63
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Impacts des erreurs angulaires sur les premiers monuments

Incertitude de position globale de tous les sommets de premier ordre.
Avec 30” d’erreur sur les angles, la précision des sommets des triangles est de 0.21 toise.

L’incertitude de position est cohérente avec le nombre de chiffres significatifs donnés (1 décimale, 0.1 toise)

Incertitude totale (toises)

—__ DAfoise_ . e B e | SRR (|| SIS (SR —
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Aurait-il été possible de faire mieux avec les mémes
moyens ?

La stratégie de résolution des triangles consiste a résoudre chaque sommet dans |’ordre.
D’abord Ste-Marguerite, puis Notre-Dame (tour Sud), Saint-Sulpice (tour Nord), colonne de 1’hoétel de
Soissons, Porte Saint-Denis.

piramide de' montmartre .piramide de'montmartre piramide de'montmartre piramide’de'montmartre
(]

Porte Saint-Denis

Hétel de Soissons > p
Hétel de Eﬂlssons
al

s

o i

o O A &

S~

. [ "t
Notre Dametour sud Ste Marguerite Notre Dame tour sud Ste Marguerite " e~ ¢
7 3 @ o o et Notre Dame tour sud Ste Marguerite Notre Dame;tour sud Ste Marguerit(
Osaint Sulpice tour Nord | -
Osaint Sulpice tour Nord Osaint Sulpice tour Nord
Observatoire Royal Observatoire Royal / 65
a L Observatoire Royal

Observatoire Royal
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Détails de la résolution itérative des triangles

Piramide

(c) Résolution

(a) Ordre de résolution (b) Sélection de triangles a résoudre de chaque triangle

(d) Transmission des informations
° °

Sain
Notre-Dame

Jargueritte
1. Notre-Dame I

Observatoire

(e) Fusion finale des coordonnées

2. Sainte-Margueritte @ ———»

) Piramide

A

66

Observatoire
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Comparaisons a des stratégies de résolution alternatives

Moyenne des ellipses d’incertitude de 6480 stratégies Comparaison & une résolution avec compensation globale des
déterministes ou stochastiques (en bleu). En rouge, la résolution erreurs. En jaune les ellipses d’incertitude du mémoire des
du mémoire des opérations trigonométriques. opérations.
3000 A 3000 ~
Pyramide Ellipses x 500 Ellipses x 500
2500 A 2500 A
Sainte Marguerite Sainte Marguerite
2000 - 2000 -
1500 A 1500 A
1000 1 1000 - D
500 A 500 A
0 A 0 -
0 500 1000 1500 2000 —-250 0 250 500 750 1000 1250 1500 1750
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Comparaisons a des stratégies de résolution alternatives

Moyenne des ellipses d’incertitude de 6480 stratégies Comparaison & une résolution avec compensation globale des
déterministes ou stochastiques (en bleu). En rouge, la résolution erreurs. En jaune les ellipses d’incertitude du mémoire des
du mémoire des opérations trigonométriques. opérations.
3000 3000 ~
Pyramide Ellipses x 500 Ellipses x 1000
2500 A 2500 A
Sainte Marguerite Sainte Marguerite
2000 - 2000 ~
1500 A 1500 A
1000 ~ 1000 ~
l 7
L/
500 - 500 -
0 A 0 -
0 500 1000 1500 2000 0 500 1000 1500 2000
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Propagation aux trlangles de second ordre

A Lo v
1. "A—' a5 !
%7
ek
baviion de I Placé Louis XV e § : liﬂ " &'f 19 triangles de premier ordre
) s Zﬂ ierie AT - R 246 triangles de second ordre
2 e : 4% 59 “clochers de Paris” & déterminer
m eaintieanlenlGreve] :
5 Ay
D Y i m @
&% Haut Clocher. de 'Abbaye Sa inJESSintSevering
; g %« e flougsudioteinamel
%9 S : Nt Eu;p,

fesiBernardins]
GollegeldelNavarre]

\
S @bservatoire Royal )

iSamt Marcel faubourg St Marcel
\;

rlLes Cordellleres Faubourg Saint-Marcel
b R }
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Propagation aux triangles de second ordre

3000 4
Ellipses d’incertitude sur les positions
des clochers de Paris, (x300).

2500 4

Les triangles du premier ordre sont

Les Bons-hommes résolus d’apres la stratégie du mémoire

2000 4 7 .
des opérations.

Ceux du second ordre d’aprés une
1500

stratégie approximée.

1000

T Sainte Marguerite

500 4

—-2000 -1500 -1000 =500 0 500 1000 1500 2000 70



Modélisation des incertitudes a 1’échelle des cheminements

Construction d’un de 3 modeles de propagation d’incertitudes sur des cheminements polygonaux
rattachés aux monuments de Paris sommets des triangles de ler et 2e ordre :
- pour les instruments probables de la fin du XVIlIle siecle (1 m/km de chaine - 30" sur les angles)
- pour des instruments de mauvaise qualité : (5 m/km de chaine - 2’30" sur les angles)
- pour des instruments de haute qualité : (0.2 m/km de chaine - 6" sur les angles)
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Modélisation des incertitudes a 1’échelle des cheminements

Les incertitudes dues aux cheminements sont calculées & chaque noeud du réseau vectorisé du plan.

Y, N ",‘i : 4 3 8 5 4% 44
. \~:i# 3 2 2 .n V- xf;;
/‘0 I"..::?ﬁ’t}?&'..&‘ )

1110

ST AL N .
A0 ] s HIRCZAs =y Xl
LIS s’éﬁ‘i‘ ol
/‘/}§§ ek SOZSRE N
SN S s B,

SN ARG
s
/5 NS 72



6.866

6.865

6.864

6.863

6.862

6.861

6.860 1

6.859 1

@

Modélisation des incertitudes a 1’échelle des cheminements

Simulation sur le réseau des rues vectorisées depuis I’atlas de Verniquet géoréférencée

Mauvaise qualité
5 m/km de chaine, 2’30" sur les angle

le6

Piramide

Incertitude (toises)
B ad

0.0 1.0

648000 650000 652000 654000 656000

Instruments fin du XVIIle siecle

1 m/km de chaine - 30" sur les angles

le6
6.866 Piramide
6.865
6.864
X

6.863
6.862
6.861 4
6.860

Incertitude (toises)
6.859 B

0.0 1.0

648000 650000 652000 654000 656000

Haute qualité

0.2 m/km de chaine - 6" sur les angles

6.866 Piramide

6.865

6.864

6.863

6.862

6.861 -

6.860

Incertitude (toises)
6.859 1 D
0.0 1.0
T T T T T
648000 650000 652000 654000 656000
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Modélisation des incertitudes a 1’échelle

le6
BERBE Piramide
6.865
6.864 “
6.863 - ¥a'ed S
'¢‘:¥
6.862 - “\‘;‘& awgueritts
X \g.&"
6.861 - DS g‘\“ <,
[ SN
\.\'“ (BhseTuat oI 2 ‘t\"A N
6.860 - Iy AP S
KI5 5
Incertitude (toises) \1“ [u
6.859 | CETE——— Ao NG
0.0 1.0 "
648000 650000 652000 654000 656000

@

des cheminements

Instruments fin du XVIIle siecle

1 m/km de chaine - 30" sur les angles
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Un systeme de coordonnées pour géoréférencer les plans
“de Verniquet”

La mise en correspondances des monuments de Paris avec leurs localisations réelles permet de mesurer
I’exactitude des positions des monuments de Paris, puis de géoréférencer le plan.

Sainte Marguerite Tour Sud de Tour Nord de Point d’origine de Colonne de I’'hotel Porte Saint Denis Pyramide
Notre-Dame Saint Sulpice I’observatoire de Soissons Montmartre



Comment mesurer ce que I’on ne peut atteindre

i"““'" 5 “1 by i““‘liv\ l'\ !!
m’! ll"““%‘ o ”:l!“ opid
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Points relevés & Sainte-Marguerite & a 1’observatoire

Sainte Marguerite : 11 points ciblés, précision ~0.1m Observatoire : 3 points ciblés, précision +0.12m
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Construction du systeme de coordonnées du plan de Paris

Point d’origine du repere
du plan

2° 20" 11.493"
48° 50' 10.882"

L

@7
Cbhservatoire

o~ A
N

=

Correction du méridien

1.7024"

Facteur d’échelle
toise / metre

1 toise = 1.949,0363 mm

Echelle de Metres.

k
—

"
Looo

Echelle de Qumze Cent Toises

Modele de la Terre

R =6371 km
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Projection des sommets des triangles de premier ordre

/

TN

Tour Sainte-Margueritte

o 81



Conclusion
Un référentiel géographique pour géoréférencer les fonds
cartographiques parisiens ?

82



if
/Jl ,Ie,uunmi\u;Z

OBSERVATOIRE



SUPPLEMENTS
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Erreurs due a la rotondité de la Terre

Erreur (mm)

02 03 04 05

0.0 0.1

0.1 toise

o
8
v _
=)
=
31_
o
L0
fp)
B .
Q|
| | | | | S A
1 2 3 4 5 0

Distance au centre (km)

A gauche en planimétrie, a droite en altimétrie

Distance au centre (km)
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Projection des sommets des triangles de premier ordre

L
(e

0

@)
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Détermination des coordonnées géographiques de
1’observatoire
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Mesurer la ville par triangulation : principe général

| cC
1.2

A (0,0

Bio, 0)

sin(A)  sin(B)  sin(C)

Une méthode fondée sur la loi des sinus : — —

BC AC AB

On peut calculer AC et BC si les angles en A, B, C et la base AB est connue
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Mesure du point d’origine de la

Dessin et cotes du point d’origine du repere
orthonormé du plan.

Plan des stations, plan détaillé de I’observatoire royal, coté, p.3
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Mesurer la ville par triangulation : principe général

| cC
1.2

A (0,0

sin(A)  sin(B)  sin(C)

Une méthode fondée sur la loi des sinus : — —

BC AC AB

On peut calculer AC et BC si les angles en A, B, C et la base AB est connue
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Mesurer la ville par triangulation : principe général

| cC
1.2

sin(A)  sin(B)  sin(C)

Une méthode fondée sur la loi des sinus : — —

BC AC AB

On peut calculer AC et BC si les angles en A, B, C et la base AB est connue
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Mise & 1’épreuve des opérations du plan, 2022

« Clest en présence des CC. Lacroix & Lalande, que le
CC. Verniquet & Mathieu ont placé les points de
principaux monumens de Paris, suivant les résultat
des calculs qui en ont déterminé les distances des une
aux autres; Ils ont été portés ensuite selon leur
distances des perpendiculaires a la méridienne. Et d
ces deux opérations, il en est résulté un parfai
rapport.

Comme, depuis quil est achevé, ce plan a été mis sou
les yeux des principaux savans & artistes, ils ont eu 1
faculté de vérifier & de s’assurer de sa justesse
Néanmoins nous les invitons tous, & particulieremen

les mathématiciens & géometres a se donner cett
satisfaction. »

Journal général de la littérature de France, [...], p. 1¢
vol. 2, 1799. BnF, ark:/12148/bpt6k92604b

5 ATLAS, NATIONAL DE .10 LA VIILE DE PARIS. .

@

PLAN DIS OPERATIONS

TABLEAU

i

'RIGONOMETRIQUES DI LA VILLE DE PARIS

L

92

Feuille n° 71 de I’atlas gravé figurant ’armature géométrique du plan



Les sources des opérations trigonométriques

Minutes des plans particuliers des rues, cul-de-sac, passage, place publique, marché, carrefour,

quai; du cours de la riviere; des boulevards, etc.
BHVP, Série des plans de Paris d’E. Verniquet

Plan de la Rue des Carmes, Levé en execution de
la déclaration du Roy du 10 Avril 1783
Enregistrée en Parlement le 8 Juillet Suivant Par
Nous Edme Verniquet Architecte Conseiller du
Roy Commissaire Voyer de la Ville de Paris,
BHVP, ark:/73873/pf0001908896.
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Les sources des opérations trigonométriques

Minutes des plans particuliers des rues, cul-de-sac, passage, place publique, marché, carrefour,

quai; du cours de la riviere; des boulevards, etc.
BHVP, Série des plans de Paris d’E. Verniquet

Pont Neuf, quai de la
Feraille, quai de
T'Ecole, [...]

BHVP,
ark:/73873/pf0001970
980




Introduction - mise a I’ epreuve du plan, 1794, 2022

15, ATLAS, NATIONAL DE 1“ LA VILLE DE DPARIS. i

R*ﬂl()\% U{ (;()\(NH !HQLI,& i)l1

T PLAN DIS_ op LA VILLL DE Pum T

une démonstration technique &
scientifique (introduction)
. replacer le plan de Verniquet dans :
I'historique de la cartographie ol e
scientifique : Cassini, Delagrive, :
Jeaurat.
. le plan comme instrument technique
d'administration de la ville :
replacer le plan dans le projet de
1774.

O

définir les termes importants :

cartographie géométrique, levé ; /
topographique, “opérations s
trigonométriques” T i

Enoncer les objectifs: “ T T
- une analyse critique des opérations de comstraetiordtptan———————

& Q5.
- Feuille n° 71 de I’atlas gravé : Plan des opérations trigonométriques de la Ville de Paris

~L * _ L' <4 " L X e Po DN D D T . Y T D F A L T



Observations brutes de

SV NnS. ¢ failec) ol
terrain (folios 15-42)

Mesures d’angles faites depuis pl

Sl i e bt bl Dl o e g s bm T 0 e Tl v_fbo:im
stations. Sty SooEim i e
/izqa/zca/ffzfz/urLDeﬂz_qurw Sl L S e A e S 7ﬁ8~ )
Pour |Chaque station |: :2‘:;2‘1;;;;”‘”“ s ffff,iﬁ s
{/z/)u/ﬁ /Ac u/uzzul R S et o Vi b 35t
- un ou plusieurs tour d’horizons |sie codimt foio s Fuyuets e )

(série d’observations)

D)
e\ Jau (CO'll.U>(yl(,a :
S
@ﬁm 1w prefi b a BIE-D immoilin

e ]

- une |0uverture de préférence sur un
point différent de ceux objets de 1’étude

et tres éloigné (=zéro des mesures)

- puis enchainement des lectures d’angles de tous les points visés, en principe

dans le sens horaire
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Observations brutes de terrain

Mesure de distance (facteur d’échelle) :

- évocation lapidaire d’une base au crayon de papier folio 16

- planche 70 : détail de la base mesurée par les équipes de Verniquet

- reprise d’'une mesure admise de la distance Observatoire - Piramide de
Montmartre)
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Instruments de mesure

Des observations de mesures d’angle peuvent s’envisager :

- la forme des instruments : aucune mesure > 180° => demi-cercle
- leur précision : 10”, 15” ou 30” selon les tours d’horizons (mais précision
des verniers ou précision de I’interprétation de la lecture d’angle ?)

L’information de la précision des mesures d’angle est une information qui peut
étre utile pour la qualification.

Mesure de distance : pas d’information permettant d’avoir des détails sur les
instruments et les modes opératoires, et la précision des mesures.
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Tours d’horizon + précision des mesures

Ouvertures et points visés supplémentaires non utilisés pour les calculs par les équipes
de Verniquet : peuvent permettre de constituer des triangles supplémentaires et servir
pour la base de nouveaux calculs complémentaires plus précis

Certains points indéterminés au moment du lever (ex: ‘un clocher’) peuvent étre
retrouvés a posteriori (encadré par 'enchainement des mesures) et compléter la
documentation des mesures.

Ces points géodésiques parfois tres éloignés ont pu resservir pour des triangulations
ultérieures (Ancienne Triangulation des Ingénieurs Géographes) donc leurs
coordonnées peuvent étre retrouvées et utilisées dans le cadre de cette étude, ou les
lieux existent toujours et peuvent étre encore déterminés.

Avec les informations de précisions des angles mesurés, toutes ces informations
b
peuvent servir de base & une compensation par moindres carrés pour une

détermination ré-actualisée des coordonnées de bases de la cartographie de Verniquet.
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Bilan des tours d’horizons

Précision Moyenne de I'erreur Ecart-type de I'erreur
apparente | angulaire de visée (MMSS) | angulaire de visée (MMSS)
10" 3'56" 3'47"
15" 2'48" 1'10"
30" 4'3" 2'40"

Stati T d'hori Foli Nombre | Précision [Ecart type
ation our d'horizon olio ,
de visées | apparente | (MMSS)
1 17-18 40|15" 4'0"
2 18-19 23|15" 1'11"
Notre-Dame Tour Sud 3 (erreur sur 'ouverture) (19 18|10" 2'22"
4 19-20 10(10" 3'28"
5 (non déclaré) 19 2{10" 8'33"
. 1 20-21 14(10" 0'44"
Observatoire " "
2 (non déclaré) 21-22 42(10" 1'0"
1 22-23 30|30" 8'10"
2 23-24 11(10" 7'32"
Colonne de I'Hotel Soissons |3 24 11)30" 0'53"
4 (non déclaré) 24 9[30" 5'32"
5 24 7(30" 4'14"
1 25 12(10" 15'38"
Saint-Sulpice Tour Nord |2 25 10|10" 1'31"
(excentrée) 3 25-26-27 45]10" 3'35"
4 27 3(30" 127"
1 27-28-29 54|10" 1'50"
Ste Marguerite (excentrée) |2 29 2|10" 4'17"
3 29 3[10" 31"
. 1 30 4]10" 0'34"
Piramide de Montmartre
, 2 30 11(10" 0'17"
(excentrée)
3 30-31 32|10" 3'25"
. i 1 32 11(15" 3'13"
Porte Saint-Denis
, 2 32-33 27|10" 5'14"
(excentrée) - - -
3 (inexploitable) 33 2|30' -
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La mise au net des carnets de relevés pour la feuille n°70

Plan du mémoire

1) Plans des stations

2)  Observations sur les clochers de Paris

3) Calcul des Observations sur Paris & la Méridienne et Perpendiculaire en toises et dixieémes de toises.
4)  Calcul des Nouveaux Boulevards A la Méridienne et Perpendiculaire en Toises et Dixiemes de

Toises.
5) Calcul des Anciens Boulevards a la Méridienne et Perpendiculaire
6) Calcul des bases de la riviere depuis la place Louis XV jusqu’a 1’Arsenal

« [...] Le répertoire Général de toutes les opérations trigonométriques qu’il a fallu
faire pour établir les bases de ce grand plan et les figure des points de station, de
maniere a le rapporter, s’il lui arrivoit quelques accidents, avec la méme exactitude;
au moien des plans particuliers de réduction des riies, Monumens & qui sont joints a
ce répertoire. »

Mémoire sur 'utilité des Plans de Paris, AN F2II Seine 2, s.d, p- 5.
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La source de la planche n° 70 de l’atlas gravé ?

» NI
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Modélisation des incertitudes a 1’échelle des cheminements

Calcul de la propagation des incertitudes sur les polygonales pour 66 sommets. L’incertitude
minimale en chaque point du réseau est conservée.

’ . ° .
A I’observatoire A Sainte-Marguerite

6.866 =2 6.866 22
6.865 - 6.865 -
6.864 6.864 -
6.863 6.863 -
6.862 - 6.862 -
6.861 - 6.861 -
6.860 - 6.860 -

Incertitude (toises) 9 Incertitude (toises) o
6.850 1 D 6.850 |  e——

0.0 5.0 0.0 5.0

648000 650000 652000 654000 656000 648000 650000 652000 654000 656000
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