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Giris

Popiilasyon dinamigi, insanlar, hayvanlar, bitkiler veya mikroorganizma-
lar gibi biyolojik popiilasyonlarin biiyiikliiklerinde ve diizenlerinde zaman
icinde gerceklesen degisimleri basit mekanik bir yolla agiklamaya ¢alisan bi-
lim alanidir. Popiilasyon dinamigi, daha betimsel bir alan olan popiilasyon
istatistigi ile iligkili olmakla birlikte yine de ondan oldukca farklidir. Ortak
noktalarindan biri ise ikisinin de matematiksel dili yogun bir sekilde kullan-
malardir.

Popiilasyon dinamigi, matematik, sosyal bilimler (demografi), biyoloji
(poptilasyon genetigi ve ekolojisi) ve tip (epidemiyoloji) gibi ¢esitli alanlarin
kesisim noktasindadir. Farkli uygulamalarda karsilagilan sorunlar arasindaki
benzerliklere ragmen, sonugta konu genellikle bir biitiin olarak sunulmamak-
tadir. Dikkate deger bir istisna Fransizca’da Alain Hillion’un Matematiksel
Popiilasyon Teorileri' adh eseridir. Ancak bu kitap gesitli modelleme tipleri-
nin farkliliklarini ele alarak konuyu matematik¢i bakis agisiyla sunmaktadir:
ayrik zamanli modeller (r =0, 1,2...) ve siirekli zamanli modeller (¢ gergel bir
sayidir), deterministik modeller (simdiki durum tam olarak biliniyorsa gele-
cekteki durumlar da tam olarak bilinir) ve stokastik modeller (olasiliklarin rol
oynadi81). Kitap daha sonra mantiksal olarak ayrik deterministik modelleri,
siirekli deterministik modelleri, ayrik stokastik modelleri ve siirekli stokastik
modelleri ele almaktadir.

Bu kitapta da ayn1 konuyu tarihsel bir bakis acisiyla ele almaya calistim.
Burada bilimsel aragtirma kendi baglami i¢inde agiklanirken, bilim insanlari-
nin kisa biyografilerine yer verilmistir. Bu, matematige daha az agina olanlar
icin kitabin okunmasini kolaylastiracak ve genellikle incelenen problemle-
rin kokenlerini anlamaya yardimci olacaktir. Ancak bu kitap sadece konunun
tarihsel siireci ile ilgili olmayip matematiksel modellemeye bir giris olarak
da kabul edilebilir. Okuyucunun modellerin kisitlarin1 gercekten gorebilmesi
icin cogu matematiksel hesaplamanin ayrintilarina yer vermek gerekmistir.
Son boliim, popiilasyon dinamigini matematiksel bir bakis agisiyla analiz edi-
lebilecek ¢ok sayida giincel sorununa odaklanmaktadir. Daha fazla bilgi edin-
mek isteyenler i¢in, her boliimiin sonunda yer alan referans listeleri, orijinal
makalelerin indirilebilecegi web sitelerini de icermektedir.

Bu uzunluktaki bir kitapta, bugiine kadar gerceklestirilen tiim ¢aligmala-
rin eksiksiz bir portresini vermek veya konuya katkida bulunan tiim bilim in-

! Les Théories mathématiques des populations, Presses Universitaires de France, Paris, 1986.
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sanlarindan s6z etmek miimkiin olmamistir. Yapilan se¢im, 6zellikle son bir-
kag¢ on yil icinde gergekeklestirilen ve soz edilmesi gerekli goriilen ¢aligma-
lardan olusan keyfi bir icerige sahiptir. Yine de secilen drneklemin yeterince
temsil edici oldugunu ve bu alanda ¢aligan ve ¢caligmalarindan bahsedilmeyen
kisilerin iizilmeyecegini umuyorum.

Bu kitabin ideal okuyucu profili asagidaki gibidir:

* Gormek zorunda olduklari matematik dersleri ile ¢evrelerindeki diinya
arasinda ne gibi baglantilar olabilecegini merak eden lise ve iiniversite
ogrencileri veya popiilasyon dinamikleri ile ilgili bir konu tizerinde ki-
sisel caligma hazirlayan 6grenciler.

* Derslerini daha cekici hale getirmeye caligan matematik 6gretmenleri.
Dort temel iglem bilgisi 1, 2 ve 5 boliimlerinin ¢ogunu anlamak i¢in
yeterlidir. Boliim 3 logaritma uygulamalarina bir giris olarak kullanila-
bilir. Bu kitapta ayrica: 1, 3, 8, 11, 14, 21, 23, 24 boliimlerinde rekiirans
denklemlerine; 4, 6, 12, 13, 16 boliimlerinde diferansiyel denklemlere;
20, 25 boliimlerinde kismi tiirevli denklemlere; 10 boliimiinde bir in-
tegral denklemine; ve 2, 7, 8, 9, 15, 16, 17, 18, 19, 22 boliimlerinde
olasilik teorisinin uygulamalarina yer verilmistir.

* Demografi, epidemiyoloji, genetik veya ekolojiye zaten agina olan ve
temel calisma alanlarini1 benzer matematiksel modeller icerebilecek di-
ger alanlarla kargilastirmaya istekli kisiler.

* Bilim tarihi ile ilgilenen okuyucular.

Tiirkge versiyon i¢in, DeepL yazilimi tarafindan iiretilen otomatik ceviriyi
okuyan ve diizelten Dog. Dr. Meltem Golgeli’ye, Dog. Dr. Elif Demirci’ye ve
Prof. Dr. Fatihcan M. Atay’a tesekkiir ederim.



Boliim 1

Fibonacci dizisi (1202)

Fibonacci olarak da anilan Pisa’li Leonardo 1202 yilinda, Arap mate-
matikgiler tarafindan da benimsenmis olan Hint ondalik sayi1 sistemini
Avrupa’da yayginlastiran bir kitap yayinladi. Kitapta verilen bir¢ok or-
nek arasindan bir tanesi tavsan popiilasyonunun bilyiimesine atifta bu-
lunmaktadir. Bu 6rnek, bir popiilasyonun dinamiklerini anlatan matema-
tiksel modellerin en eski 6rneklerindendir.

Oliimiinden ¢ok sonra Fibonacci adini alan Pisa’li Leonardo, 1170 yil
dolaylarinda, o yillarda Akdeniz diinyasinda ticari ve askeri giiciiniin doru-
gunda olan Pisa Cumbhuriyeti’nde dogdu. Fibonacci’'nin babas1 1192 yili ci-
varinda Cumbhuriyet tarafindan bir ticaret merkezini igletmek iizere simdiki
Cezayir’de bulunan Bejaia limanina gonderildi. Oglu da kisa bir siire sonra
tiiccar olmaya hazirlanmak iizere ona katildi. Leonardo, Araplarin Hindis-
tan’dan getirdikleri ve bugiin de hemen hemen aym bicimde kullanilan on-
dalik say1 sistemini 6grenmeye bagladi: 0, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8 ve 9. Akde-
niz gevresinde is i¢in seyahat ederken, farkli say1 sistemlerini karsilastirdi ve
Arap matematigini inceledi. Pisa’ya dondiigiinde, 1202’de yeni say1 sistemini
acikladig1 ve muhasebe, agirlik ve para birimi doniisiimleri, faiz oranlar1 ve
diger bir¢ok uygulama icin nasil kullanilacagin1 gosterdigi Liber abaci (“He-
saplama Kitab1”) adli Latince bir kitab1 yazmay1 tamamladi. Ayrica Araplar
tarafindan bilinen cebir ve aritmetik sonuglarinin ¢ogunu bir araya getirdi.

Fibonacci kitabinda, bugiin popiilasyon dinamigi olarak adlandirilan bir
problemi ele almistir. Ancak bu problem, ilgisiz bir ¢ok konunun arasinda yal-
mizca cebirsel bir aligtirma olarak goriilmektedir. Oyle ki, kitabin bir onceki
boliimii, 28 = 14+ 744+ 2+ 1 gibi ¢arpanlarinin toplami olarak yazilabilen
miikemmel sayilar hakkinda olup, bir sonraki boliimil ise dort denklemden
olusan dogrusal bir sisteme karsilik gelen dort kigi arasindaki para paylasimi
ile ilgili bir problem hakkindadir. Burada, s6z konusu popiilasyon problemi-
nin Latince’den bir gevirisine yer verilmistir:

“Bir adamin kapal1 belirli bir alanda bir ¢ift tavsani vardir. Hay-
vanlar dogalar1 geregi, ikinci aydan itibaren her ay yeni bir ¢ift
tavsan yavruluyorlar ve yeni tavsan ¢ifti de bir ay i¢inde ergin-



lesiyorsa, baglangictaki tavsan ¢iftinden bir yilda kag tavsan iire-
digi bilinmek istenmektedir.”

Ik aymn baginda bir ¢ift yeni dogmus tavsan varsa, bu cift bir ay sonra heniiz
dogurgan olmayacak ve ikinci ayin basinda hala sadece bir cift tavsan ola-
caktir. Bu tavsan cifti iiclincii aymn baginda bagka bir ¢ift doguracak, boylece
toplamda iki cift olacaktir. Tlk tavsan cifti dordiincii ayin baginda tekrar bir
¢ift daha doguracaktir. Ancak ikinci tavsan cifti heniiz dogurgan olmayacak-
tir. Boylece dordiincii ayda sadece ii¢ ¢ift tavsan bulunacaktir.

Modern notasyonlar kullanilarak agiklanirsa, n-inci ayin bagindaki tavsan
ciftlerinin sayis1 P, olsun. (n+ 1)-inci aydaki tavsan ¢ifti sayisi P41, n-inci
aydaki tavsan cifti sayis1 P, ile (n+ 1)-inci aydaki yeni dogan tavsan ¢ifti
sayisinin toplamidir. Ancak sadece en az iki aylik olan tavsan ¢iftleri n+ 1-
inci ayda yeni tavsan ciftleri yavrularlar. Bunlar n — 1-inci ayda zaten var olan
ciftlerdir ve sayilar1 P,_;’dir. Yani

Pn+1 =B +PF .

Bu bir yineleme (rekiirans) bagintisidir: n+ 1-inci aydaki niifusu 6nceki ay-
lardaki niifusun bir fonksiyonu olarak verir. Boylece, Fibonacci 1 + 1 = 2,
1+2=3,243=35,345 =238, vb. olacak sekilde asagidaki tabloyu kolay-
likla olugturabilmistir:

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
P, 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 233

Aslinda Fibonacci, n = 2 aymdaki durumu baslangi¢ kosulu olarak kabul
etmistir. Piq4 = 144+ 233 = 377 oldugundan, baglangi¢ noktasindan on iki ay
sonra 377 cift tavsan elde etmig ve bu say1 dizisinin sonsuza kadar devam
edebilecegini gorebilmistir.

Fibonacci 1202 yilindan sonra, 1220’de Practica geometrice ve 1225’te
Liber quadratorum (“Kareler Kitab1”) gibi birkag kitap daha yazmistir. S6h-
reti sayesinde, bilime deger veren imparator II. Frederick ile tanigsmigtir. 1240
yilinda Pisa Cumhuriyeti Fibonacci’ye yillik bir emekli maagst baglamustir.
Kendisinin 6liim yil1 bilinmemektedir.

Sonraki yiizyillar boyunca Fibonacci’nin tavsan problemi unutulmus ve
popiilasyon dinamikleri icin matematiksel modellerin gelistirilmesinde bir et-
kisi olmamistir. Bir¢ok bilim insani ¢aligmalarinda ayn say1 dizisiyle karsi-
lagmis ancak Fibonacci’ye ya da iligkili herhangi bir popiilasyona atifta bu-
lunmamuglardir. Kepler’in birgok kitabinda P, /P, oraninin n sonsuza yak-
lagirken ¢ = (14-+/5)/2 altin oranina yakinsadig1 belirtilmektedir ki bu pek
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¢ok popiilasyon modelinde ortak olan bir 6zelligin 6zel bir halidir: geometrik
olarak artma egilimi (bkz. 3 ve 21 boliimleri). 1728 yilinda Daniel Bernoulli,
genel yinelemeli seriler iizerinde ¢alisirken tam formiili elde etmigtir

1 [1+v5]" 1 15"
V5 2 N
Fibonacci’nin biitiin ¢aligmalar1 on dokuzuncu yiizyilda yayimlanmistir. O
zamandan beri (P,) dizisi, eglence amagh matematik kitaplarinda Fibonacci
dizisi ad1 altinda bulunabilir.

Bir tavsan popiilasyonunu modellemek i¢in kullanilan Fibonacci dizisini
olusturan hipotezlerin gercek¢i olmadigr agiktir: 8liim olmamasi, cinsiyet ay-
rim1 olmamasi vs. Son yillarda biyolojide bu diziye olan ilgi, baz: bitkilerin
ornegin cam kozalaklarinda 8 ve 13 veya ayciceklerinde 34 ve 55 gibi bazi B,
sayilarini iceren yapilara sahip olmalarindan kaynaklanmaktadir. Hatta The
Fibonacci Quarterly adl1 bilimsel bir dergi tamamen Fibonacci dizisinin 6zel-
liklerine ve dizinin uygulamalarina adanmaigtir!

n

Daha fazla okuma

1. Bernoulli, D.: Observationes de seriebus. .. Comment. Acad. Sci. Imp. Petro-
politanae 3, 85-100 (1728/1732) — Die Werke von Daniel Bernoulli, Band 2,
Birkhéuser, Basel, 1982, 49-64.

2. Sigler, L.E.: Fibonacci’s Liber Abaci. Springer (2002).

3. Vogel, K.: Leonardo Fibonacci. In: Gillespie, C.C. (ed.) Dictionary of Scientific
Biography, vol. 4, 604-613. Scribner, New York (1971)
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Halley’in yasam tablosu (1693)

1693 yilinda iinlii Ingiliz astronom Edmond Halley, Caspar Neumann
tarafindan Royal Society’ye iletilen Breslau sehrinin dogum ve 6liim ka-
yitlarini inceledi. Ayni yil doganlardan olusan bir topluluktan belli bir
yasa kadar hayatta kalanlarin sayisin1 gosteren bir yagsam tablosu hazir-
lad1. Bu tabloyu aym1 zamanda hayat anniiitelerinin maliyetini hesapla-
mak i¢in de kullandi. Bu boliim, s6z konusu ¢aligma ve Halley’in haya-
tina deginerek Graunt, Petty, De Witt, Hudde, Huygens, Leibniz ve de
Moivre gibi kigilerin ilgisini ¢eken “politik aritmetik” ve olasilik teori-
sinin ilk gelismeleriyle iligkilendirmektedir.

%

Edmond Halley 1656 yilinda Londra yakinlarinda dogdu. Babas1 zengin
bir sabun iireticisiydi. Edmond, geng¢ yaslarinda astronomiye ilgi duydu ve
Oxford Universitesi Queen’s College’de egitimine basladi. 1675’te Green-
wich Gozlemevi acildiginda Halley coktan Kraliyet Astronomu Flamsteed’i
ziyaret edebilmisti. Saint Helena adasina gidip giiney yarimkiireden goriilebi-
len yildizlarin bir katalogunu olusturmak i¢in 1676’dan 1678 e kadar ¢aligma-
larina ara verdi. Ingiltere’ye dondiigiinde Kraliyet Bilimler Akademisi (Royal
Society)’nin iiyesi oldu. Saint Helena’ya yaptig1 yolculuk sirasinda riizgér-
larin sirkiilasyonu tizerine yaptig1 gozlemlerini de yayinladi. 1684 yilinda,
Kepler’in gezegensel hareket yasalar ile giinesin uyguladigi ¢ekim kuvveti
arasindaki baglantiy1 tartigmak i¢in Cambridge’de Newton’u ziyaret etti. Ne-
wton’u iinlii Doga Felsefesinin Matematiksel Ilkeleri kitabim yazmaya tesvik
etti ve kitabin basim masraflarini iistlendi. O sirada Royal Society’de genel
sekreter olarak caligmaktaydi. 1689°da su alt1 dalig1 i¢in bizzat kendisinin test
ettigi bir dalig ¢can1 tasarladi.

Aynmi zamanlarda, Breslau’da yasayan bir ilahiyat¢i olan Caspar Ne-
umann, yasadig1 kentteki dogum ve 6liim sayilar1 hakkinda veri toplamak-
taydi. Breslau, o zamnalar Habsburg Imparatorlugu’na aitti (bugiinkii Po-
lonya’da bulunmakta ve Wroctaw olarak adlandirilmaktadir). Toplanan veri-
ler insanlarin hangi yasta 6ldiigii bilgisini de i¢eriyordu. Bu verilerden belirli
bir yaga kadar hayatta kalma olasiligini gosteren bir yasam tablosu olusturu-
labilirdi.

Ik yasam tablosu 1662 yilinda Londra’da Oliim Kayitlart Uzerine Do-
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Sekil 2.1: Halley (1656-1742)

gal ve Siyasi Gozlemler baglikli bir kitapta yayinlanmistir. Bu kitap genel-
likle hem istatistigin hem de demografinin kurucu metni olarak kabul edilir
ve biraz tuhaf bir 6zelligi vardir. Oyle ki bugiin hala kitabin kapaginda yazar
olarak ismi gecen Londra’l tiiccar John Graunt tarafindan mi yoksa Royal
Society’nin kurucularindan biri olan arkadag: William Petty tarafindan m1 ya-
zild1g1 merak konusudur.

Her haliikarda, kitapta yer alan yasam tablosu, on yedinci yiizyilin bagin-
dan beri Londra’daki defin ve vaftizlerin diizenli olarak bildirildigi biiltenler-
den yararlanmaya ¢aligmistir. Bu biiltenler aslinda insanlari tekrarlayan veba
salginlar1 hakkinda bilgilendirmek i¢in kullanilmaktaydi. Bu nedenle, biil-
tenler insanlarin hangi yasta 6ldiiklerini degil onlarin 6liim nedenlerini iger-
mekteydi. Hayatta kalma sansin1 yasin bir fonksiyonu olarak veren bir yagam
tablosu elde etmek i¢in, Graunt veya Petty’nin farkli 6liim nedenlerinin yag
gruplariyla nasil iligkilendirilecegini tahmin etmeleri gerekiyordu. Yani bu
yasam tablolar1 biiyiik hatalar icerme potansiyeline sahipti. Yine de bu kitap
¢ok bagarili oldu ve 1662-1676 yillar1 arasinda beg baski yapti. Avrupa’da
bir¢ok sehir Londra’dakine benzer biiltenler yayimlamaya basladi.

Bu ilk yagsam tablosundan yaklasik otuz yil sonra, Leibniz’in onerisi iize-
rine Neumann, Royal Society’nin sekreteri Henri Justel’e Breslau gehrinin
1687-1691 yillarmna ait demografik verilerini gdnderdi. Justel kisa bir siire
sonra 6ldii ve Halley bu verileri analiz ederek sonuclarini 1693 yilinda Philo-
sophical Transactions of the Royal Society dergisinde yayimladi. Makalesinin
ad1 Breslau kentindeki dogum ve defin kayitlarindan elde edilen verilere da-
yanarak hayat anniiitelerin maliyetini tespit etme girisimi ile ortalama yasam
stirelerine iliskin bir tahmin’dir.

Halley, bes yillik donem boyunca Breslau’daki dogum sayisinin 6liim sa-
yisina asa81 yukari esit oldugunu, dolayisiyla toplam niifusun neredeyse sabit



oldugunu tespit etmistir. Analizi basitlestirmek i¢in niifusun tam olarak sabit
durumda oldugunu varsaymustir: yillik dogum sayis1 (buna Py diyelim), top-
lam niifus, k yasindaki bireylerin sayis1 (P) ve k yasindaki bireylerin yillik
oliim sayis1 (Dy) zaman i¢inde sabittir. Burada Breslau’dan elde edilen verile-
rin ilging bir 6zelligini daha vurgulamaktadir, ¢iinkii boyle bir basitlestirme,
istatistiklerin kirsal kesimden gelen niifus akigindan etkilendigi Londra gibi
hizli biiyiiyen bir sehir i¢in miimkiin olmayacaktir.

Tablo 2.1: Halley’in k yasindaki P niifusunu gosteren yasam tablosu.

k P k P| k PB| k P]| k P]| kK P
1 1000 | 15 628 | 290 539 | 43 417 | 57 272 | 71 131
2 85|16 622 |30 531 |44 407 |58 262 |72 120
3 798 | 17 616 | 31 523 |45 397 |59 252 |73 109
4 760 | 18 610 | 32 515 |46 387 | 60 242 | 74 98
5 73219 604 |33 507 | 47 377 |61 232|75 88
6 710 | 20 598 | 34 499 | 48 367 | 62 222 |76 78
7 692 |21 592 |35 490 | 49 357 | 63 212 |77 68
8 680 | 22 586 | 36 481 | 50 346 | 64 202 | 78 58
9 670 |23 579 |37 472 |51 335|65 192 |79 49
10 661 |24 573 |38 463 |52 324 |66 182 |80 41
11 653 |25 567 |39 454 |53 313 |67 172|810 34
12 646 | 26 560 | 40 445 | 54 302 | 68 162 | 82 28
13 640 | 27 553 | 41 436 |55 292 | 69 152 |83 23
14 634 |28 546 | 42 427 |56 282 |70 142 | 84 20

Breslau’dan alinan verilerde yillik ortalama dogum 1.238 olarak elde edil-
migtir: Halley’in F icin aldig1 bu degerdir. Prensip olarak, Halley bu verileri
kullanarak her k > 0 i¢in k yasindaki insanlar arasindaki 6lim sayisinin yillik
ortalama degerini Dy, de hesaplayabilecektir.

Pey1 = P — Dy, 2.1

formiilii kullanarak P, degerini veren 2.1 tablosunu olusturmustur. Benzer se-
kilde, Dy, degerlerini de Dy = P, — P, formiiliinden elde etmek miimkiindiir:
Dy =238, D1 = 145, D, =57, D3 = 38 gibi. Aslinda Halley, ya sayilar1 yu-
varlamak i¢in (burada D;, P = 1.000 olacak sekilde biraz degistirilmistir)
ya da beg yillik bir ¢alismada ileri yaglardaki 6liimlerin sayisinin az olma-
sindan kaynaklanan bazi diizensizlikleri ortadan kaldirmak i¢in sonuglarini
yeniden diizenlemistir. Tablodaki tiim P sayilarinin toplamini alan Halley,
Breslau’nun toplam niifusu hakkinda 34.000’e yakin bir tahmin elde etmis-
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tir'. Ozetle bu yontemin en biiyiik avantaji resmi bir niifus saymm gerektir-
memesi, sadece dogum ve 6liim sayilari ile insanlarin birkag y1l icinde hangi
yasta oldiiklerinin bilinebilmesidir.

Halley’in yagam tablosu on sekizinci yiizyilda cesitli ¢caligmalar i¢in refe-
rans olarak kullanilmistir (bkz. Boliim 4). Aslinda, P, degerleri Breslau seh-
rine §zgii olsa da, Py /P, orammnin, kisinin k yagina ulagtigininin bilinmesi
kosuluyla k£ + 1 yasina kadar hayatta kalma olasilig1 oldugu diisiiniilebilir. Bu
olasilik, donemin diger Avrupa sehirlerinin niifuslari i¢in de makul bir sekilde
kullamlabilmistir. Ornegin, bir yagindaki bir ¢ocugun 10 yasina ulagma olasi-
liginin 1.000’de 661 veya 20 yasina ulagma olasiliginin 1.000’de 598 olmasi
beklenebilir.

Halley ayrica yagsam tablosunu, hayat aniiitelerinin maliyetini hesaplamak
icin de kullanmigtir. On altinct ve on yedinci ylizyillar boyunca, bir¢ok sehir
ve eyalet para toplamak icin vatandaglarina bu tip yillik aniiiteler satryorlardi.
Aniiite satin alanlar, 6liimlerine kadar her yil, baglangigta 6denen miktarin
belirli bir yiizdesine esit ve genellikle o zamanin faiz oraninin iki kati olan,
ancak miisterinin yasindan bagimsiz olarak sabit bir miktar para aliyorlardi.
Elbette ¢ok uzun yasam beklentisi olan ¢ok sayida insan bu aniiiteleri satin
alirlarsa kurum iflas riskiyle karsi kargtya kaltyordu. Giivenilir bir yagam tab-
losu olmadan bu sorun dogru bir sekilde ele alinamazdi.

1671°de Hollanda bagbakani Johan De Witt ve Amsterdam Belediye Bas-
kanlarindan Johannes Hudde, hayat anniiitelerinin maliyetini hesaplama so-
rununu zaten diisinmiislerdi. Fransiz birliklerinin isgalinden korktuklar1 i¢in
orduyu giiclendirmek {lizere para toplamak istiyorlardi. Ellerinde, birka¢ on
yil 6nce hayat aniiitesi satin almig insanlara, dzellikle de bu insanlarin anii-
iteleri satin aldiklart ve oldiikleri yasa iligkin veriler vardi. Aniiitelerin mali-
yetini asag1 yukart dogru hesaplamay1 bagarmiglardi, ancak yontemleri daha
sonradan unutuldu. Ertesi y1l Hollanda isgal edildi ve bagbakan De Witt halk
tarafindan ling edildi.

Halley, 1693 yilinda Breslau’nun yasam tablosunu kullanarak ve faiz ora-
nint %6 kabul ederek bu sorunu yeniden ele aldi. Kendisinin hesaplama yon-
temi basitti: Kabul edelim ki faiz oran1 i olsun. Ry, k yasindaki bir kiginin
bir aniiite satin alabilecegi tutar, diyelim ki yilda bir pound olsun. Bu kisinin
k- n yaginda hala hayatta olma olasilig1 P,/ P, dir. Devletin kiginin bu yasa
ulagmast halinde 6demeyi taahiit ettigi tutar, baglangigtaki miktarin 1/(1+4:)"
poundunun i faiz oramyla degerlendirilmesinden elde edilebilir. Dolayisiyla,
baslangigtaki meblagin sadece aniiite ddemeleri i¢in kullanilacag: gibi basit-

Halley, 84 yagin iizerindeki kisiler igin bu toplamin 107 oldugunu belirtmistir.



lestirici bir varsayimla Ry, tutari su sekilde olmalidir:

1 (Pk+1 Prt2 Pers )

1+i (1402 (1+i0)3 22)

k= )
Halley boylece, gerekli baglangi¢ toplamini elde etmek icin istenen rantin ¢ar-
pilmasi gereken Ry faktoriinii gosteren Tablo 2.2°1 elde etmistir. Buna gére, 20
yagindaki bir birey her yil baglangic meblaginin 1/12,78 ~ %7,8’ini alacak-
ken 50 yasindaki bir birey, daha az omrii kaldigindan baglangic meblaginin
1/9,21 ~ %10,9’unu alacaktir. Faiz oraninin iki katinin, baglangi¢ tutarinin
%12’sine esit bir yillik ddemeye ya da esdeger olarak yillik 6demenin 8,33
katina esit bir tutara karsilik gelecegine dikkat ediniz.

Tablo 2.2: Yasamlar iizerine y1llik gelirlerin fiyatin1 veren ¢arpim faktorii.

k Ry | k Re | k Re | k R| k R
1 1028 | 15 1333 | 30 11,72 | 45 991 | 60 7,60
S 1340 | 20 12,78 | 35 11,12 |50 921 | 65 6,54
0 1344 |25 1227 |40 1057 | 55 851 |70 532

1

Hesaplamalar elbette olduk¢a zahmetlidir. Aslinda Halley Py, /(1 + )"
genel terimini daha hizli elde etmek i¢in logaritma tablolarini kullanabilirdi.
Tablosu 84 yilin iizerindeki P, degerlerini gostermediginden, kendisinin he-
saplamalarini tam olarak kontrol etmek miimkiin degildir. Sonug olarak, Hal-
ley’in calismasinin o donemde yagam aniiitelerinin hesaplanmasinda bir etkisi
olmadu. Ingiltere’de ve bagka yerlerde birkag on yil boyunca, yasam aniiiteleri
miisterinin yagindan bagimsiz olarak, olmasi gerekenden ¢ok daha diisiik bir
fiyattan, ornegin yillik gelirin 7 kat1 olacak sekilde satilmaya devam edildi.

Yagam tablolarinda karsilasilan sorular Halley’in zamaninda bir¢ok bilim
insaninin ilgisini ¢ekmigtir. 1657’de olasilik teorisine adanmus ilk kitapgigin
yazari olan Hollandali Christiaan Huygens, 1669°da kardesi Graunt ile ya-
zigmalarinda yagam tablosunu ve beklenen yasam siiresinin hesaplanmasini
tartismistir 2. Leibniz, Neumann’1 Royal Society ile temasa gecirmeden bir-
kag y1l 6nce, bir makalesinde yagam beklentisinin hesaplanmas1 hakkindaki
caligmalarin1 yayimlamigtir. 1709 yilinda sira Nikolaus I Bernoulli’ye gel-
mistir. 1725’te Abraham de Moivre Anniiiteler Uzerine Incelemenin tama-
mint yaymlamig ve 6zellikle (2.2) formiiliiniin sadece birkac terim igermesi
nedeniyle Ry degerinin ileri yaslar i¢in kolayca hesaplanabilecegini ortaya
koymugtur. Boylece (2.2)’den baslayarak geriye dogru yineleme formiilii ola-

2k yagindaki yasam beklentisi i = 0 olmak iizere (2.2) formilii ile verilir.
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rak
Py 1+ R

Ri= P 1+i
kullanilabilecegi kanitlanabilir. Halley’in 70 yas i¢in verdigi degeri kullana-
rak, Tablo 2.2’deki diger degerler kontrol edilebilir>.

Demografiye odaklandigi bu donemden sonra Halley, temel arastirma ko-
nularina geri donmiistiir. 1698 ve 1700 yillar1 arasinda Diinya’nin manyetik
alaninin bir haritasini ¢izmek icin Atlantik Okyanusu’nun etrafinda yelken ag-
mus, 1704 yilinda Oxford Universitesi’nde profesor olmustur. Ertesi yil kuy-
ruklu yildizlar {izerine bir kitap yayinlamig ve Kepler’in 1607°de gozlemle-
digi 1682°de tekrar goriilen kuyruklu yildizin 1758°de geri donecegini 6ngor-
mistiir: Bu yildiz “Halley kuyruklu yildiz1” olarak tanindi. Ayrica Perga’li
Apollonius’un konikler iizerine yazdig: kitabin bir ¢evirisini yaymlamis ve
1720 yilinda Flamsteed’in yerine Kraliyet Astronomu olmustur. Navigasyon
i¢in biiyiik pratik oneme sahip bir sorun olan Ay’1n gézlemlenmesi ile denizde
boylamin dogru bir gekilde belirlenmesi sorununu ¢dzmeye calisti. Green-
wich’te 1742 yilinda 86 yasinda hayatin1 kaybetti.

)
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Boliim 3

Euler ve niifuslarin geometrik biiyiimesi
(1748-1761)

( Euler popiilasyon dinamikleri hakkinda pek cok vesileyle yazmustir. R

1748 tarihli Sonsuzluk Analizine Giris adli calismasindaki tistel fonksi-
yonla ilgili boliim, bir niifusun {iistel biiytimesiyle ilgili dort 6rnek iger-
mektedir. 1760 yilinda iistel biitylimeyi niifusun yas yapisi ile iligkilendi-
ren bir makale yayinlamistir. Bu ¢alisma, yirminci yiizyilda gelistirilen
ve demografide 6nemli bir rol oynayan “kararli” popiilasyonlar teorisi-
nin Onctisiidiir. Euler, 1761 yilinda Siissmilch’e demografi iizerine yaz-
dig1 tezin ikinci baskisinda da yardimci olmusgtur. Ayrica Fibonacci di-
zisinin bir ¢esidi olan ilging bir model lizerinde ¢aligmis, ancak ayrintilt
L analizini yaymlamamaigtir.

%

Leonhard Euler 1707 yilinda Isvicre’nin Basel kentinde dogdu. Babasi
Protestan bir papazdi. Euler 1720 yilinda iiniversite egitimine bagladi. Ay-
rica Leibniz ve Newton’dan sonraki kusagin en iinlii matematik¢ilerinden biri
olan Johann Bernoulli’den 6zel matematik dersleri aldi. Johann Bernoulli’nin
iki ogluyla, Nikolaus II ve Daniel, arkadaslik etti. Euler, 1727°de Saint Pe-
tersburg’da yeni kurulan Bilimler Akademisi’nde arkadags1 Daniel ile katildi.
Matematigin yam sira fizik ve diger bircok bilimsel ve teknik konuyla da
ilgilendi. 1741 yilinda Prusya Kral1 Frederick II kendisini Berlin’deki Bilim-
ler Akademisi’nin Matematik Boliimii bagkan1 olmasi i¢in davet etti. Euler,
mekanik (astronomi, elastisite, akigkanlar, katilar) ve matematigin (sayilar te-
orisi, cebir, sonsuz seriler, temel fonksiyonlar, kompleks sayilar, diferansiyel
ve integral hesap, diferansiyel ve kismi diferansiyel denklemler, optimizas-
yon, geometri) tiim alanlarinin yan1 sira demografi iizerine de ¢ok sayida ma-
kale ve kitap yayinladi. Kendisi zamaninin en iiretken matematik¢isiydi.

1748°de Euler Latince olarak Sonsuzluk Analizine Giris baglikli bir ince-
leme yayinladi. Ustel fonksiyonlar ve logaritmalarla ilgili boliimde biri miizi-
kal gamlarin matematiksel teorisi, ikincisi faizli bir kredinin geri 6denmesi ve
diger dordii de poptilasyon dinamikleri tizerine alt1 6rnegi ele aldi. Euler son
orneginde P, popiilasyonunun n yilindaki biiyiikliigiiniin tiim »n tamsayilari
icin

P11 = (1 +x)Pn
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Sekil 3.1: Euler (1707-1783)

denklemi sagladigini varsaymistir. Burada, bilylime orani x pozitif bir reel
sayidir. Baglangi¢ kosulu Fy’ten baglamak iizere, n yilindaki popiilasyon bii-
yiikliigi

Po=(14x)"P

denklemiyle verilmistir. Buna geometrik veya iistel biiyiime denir. Euler’in
Ik ornegi

“Belli bir bolgede, belli bir zamanda 100.000 kisinin yasadig1 bi-
liniyor ve niifus her yi1l otuzda bir oraninda artiyorsa, bu bolgede
100 y1l sonraki niifusu bilmek istemekteyiz.”

sorusunu sormaktadir. Sorunun yaniti Pigo = (1 + 1/30)'% x 100.000 ~
2.654.874°dir. Euler bu 6rnek i¢in 1747 yilinda Berlin’de yapilan ve niifu-
sun 107.224 olarak tahmin edildigi niifus sayimindan esinlenmistir. Yaptig1
hesaplama, bir toplulugun niifusunun bir yiizy1l icinde on kattan fazla artabi-
lecegini gostermektedir. O donemde Londra kentinin niifusu i¢in gézlenen de
tam olarak budur.

(14 1/30)'% ifadesinin modern bir hesap makinesi ile hesaplanmasinin
¢ok kolay oldugu diisiiniilebilir. Ancak Euler’in zamaninda elle yapilan ¢ok
sayida carpma isleminden kaginmak ve sonucu hizli bir sekilde elde etmek
icin logaritma kullanmak gerekmekteydi. Once Pjoy’un onluk logaritmasi (10
tabaninda) hesaplanir ardindan logaritmanin temel 6zelligi log(ab) = loga+
log b kullanilarak

log Pyoo = 100 log(31/30) +10g(100.000) = 100 (log31 — log30) + 5
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elde edilirdi.

Logaritma 1614 yilinda iskogyali John Napier tarafindan ortaya konul-
mustur. Arkadas1 Henry Briggs 1617°de ilk ondalik logaritma tablosunu ya-
yinlamistir. 1628 yilinda Hollandali Adriaan Vlacq, 1’den 100.000’e ka-
dar olan tam sayilarin ondalik logaritmalarini igeren bir tablo yayinlayarak
Briggs’in calismasini tamamlamustir. Bu, Euler’in

log30 ~ 1,477121255, log31=1,491361694

ve son olarak logPjgp ~ 6,4240439’li elde etmek icin kullandidi tiirden

bir tablodur. Geriye logaritmasi bilinen Pjgp sayisini bulmak kalmakta-

dir. 1’den 100.000’e kadar olan tam sayilarin ondalik logaritmalari O ile

bu da 4,4240439°dir. Logaritma tablosunda 10g26.548 ~ 4,424031809 ve

log26.549 ~ 4,424048168’un olup olmadig1 kontrol edilebilir. Logaritmik

fonksiyonu 26.548 ile 26.549’1 birlestiren diiz bir dogru ile degistiren Euler
Pioo 4,4240439 — 4,424031809

Too = 20t 048168 — 4424031800 - 204874

degerini elde etmistir. Yani Pjgg ~ 2.654.874.

Euler’in kitabinda niifus dinamikleri ile ilgili ikinci ornek su sekildedir:

“Tufandan sonra tiim insanlar alt1 kisilik bir niifustan tiiredigine
gore, iki yiiz y1l sonra niifusun 1.000.000 oldugunu varsayarsak,
yillik artig oranini bulmak istemekteyiz.”

Yani 10% = (1 4 x)?% x 6 ifadesinden bir cep hesap makinesi ile x =
(106/ 6)1/ 200 1 ~0,061963 sonucunu elde ederiz. Logaritma tablolar1 yar-
dimiyla log(10°) = 200log(1 + x) + log6 kullanilarak log(1 +x) = (6 —
log6)/200 =~ 0,0261092 ve 1+ x = 1,061963 elde edilir. Boylece Euler, nii-
fusun yilda x & 1/16 artacagi sonucuna varabilmistir. Bu 6rnegin kokenini
anlamak icin, donemin filozoflarin Incil’deki hikayelerin dogrulugunu inkar
etmeye bagladiklarin1 hatirlamak gerekir. Gercekei bir okuma, Tufan zama-
nin1 hayatta kalanlarla birlikte -Nuh paygamber, ii¢ oglu ve esleri- M.O. 2350
yili civar olarak belirleyecektir. Yaratilis kitab1 sdyle der:

“Nuh’un ii¢ oglu bunlard1. Yeryiiziine yayilan biitiin insanlar on-
lardan tiiredi.”

Tufan’dan sonra yilda 1/16 (ya da %6,25) oraninda bir niifus artig1 Euler’e
pek de gercek dig1 goriinmemisti. Protestan bir papazin oglu oldugu ve hayati
boyunca dindar kaldig1 i¢in su sonuca varmigtir:
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“Bu nedenle, inanmayanlarin bu kadar kisa bir siire i¢inde tim
yeryiiziiniin tek bir insandan tiireyerek doldurulamayacagina ilig-
kin itirazlar oldukga giiliingtiir'.”

Euler ayrica, eger bilylime Tufan’dan 400 y1l sonrasina kadar ayni hizda de-
vam etseydi, niifusun (14 x)*% x 6 = (10°/6)% x 6 ~ 166 milyar olacagini
belirtmistir:

“Ancak, diinya bu niifusu hi¢bir zaman kaldiramayacaktir.”

Bu fikir yarim yiizy1l sonra Malthus tarafindan biiyiik ol¢iide gelistirilecektir
(bkz. 5 bolimii).

Euler’in iiclincii 6rnegi

“Her ylizyilda insan niifusu iki katina c¢ikiyorsa, yillik bityiime
orani nedir?”

sorusunu sormaktadir. (1 + x)'% = 2 oldugundan, cep hesap makinesi ile
x=21/190_1 ~0,00695 degerini buluruz. Logaritma tablolart ile 100 log(1+
x) = log2’dir. Yani log(1 + x) =~ 0,0030103 ve 1+ x ~ 1.00695’dir. Dolay1-
styla niifus her y1l x & 1 /144 oraninda artar. Drdiincii ve son 6rnek de benzer
seklilde

“Eger insan niifusu her y1l 1/100 oraninda artiyorsa, niifusun on
katina ¢ikmasinin ne kadar siirecegini 6grenmek istemekteyiz.”

sorusuna cevap aramaktadir. (1 + 1/100)" = 10 denkleminden
nlog(101/100) = 1 degerini buluruz. Yani n = 1/(log101 — 2) ~ 231
yildir. Niifus dinamikleri ile ilgili olarak 1748 tarihli Sonsuzluk Analizine
Girig kitabinda bulunabileceklerin hepsi bu kadardir. Euler birkag¢ yil sonra
bu konuya daha kapsamli bir sekilde geri donecektir.

1760 yilinda Berlin’deki Bilimler Akademisi’nin tutanaklarinda Insan tii-
riiniin mortalite ve cogalmasu iizerine genel bir arastirma baglikli bir ¢caligma
yayinladi. Bu ¢alisma, Euler’in popiilasyonlarin geometrik bilyiimesine ilis-
kin 6nceki analizleri ile yagam tablolar1 hakkindaki 6nciil caligmalar arasinda
bir tiir sentezdi (bkz. Boliim 2). Euler 6rnek olarak su problemi ele almuistir:

Graunt tarafindan 1662 yilinda yayilanan kitapta (bkz. 2 bélimii) da benzer bir ifade yer
almaktadir:

“Adem ve Havva gibi bir cift, Kutsal Kitap’a gore diinyanin yas: olan 5.160 yilin
her 64 yilinda niifusu ikiye katlayarak, su anda i¢inde bulunandan ¢ok daha fazla
insan tiiretecektir. Bu nedenle diinya, bazilarinin bos yere hayal ettigi gibi 100 bin
yildan ya da Kutsal Kitap’in belirttiginden daha yagh degildir.”
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“Bir yil boyunca gergeklesen dogum ve defin sayilarini bilinmesi
durumunda belirli bir 6liim oran1 varsayimi i¢in yagayan tiim bi-
reylerin sayisin1 ve yillik artigini bulmak.”

Euler burada asagidaki sayilarin bilindigini varsaymustir:
* n yil1 boyunca gerceklesen dogum sayist B, ’dir;
* n yili boyunca gerceklesen B,, 6liim sayis1 D,,’dir;
* k > 1 yagina ulagan yeni doganlarin orani g dir.

n yilindaki niifus B, olsun. Euler, ayrica iki ortiik varsayimda daha bulunmus-
tur:

* niifus geometrik olarak artar: P, = r P, (r = 1 +x olarak aliyoruz);
¢ dogumlar ve niifus arasindaki oran sabittir: B, /P, = m.

Bu iki varsayim, dogum sayisinin geometrik olarak ve ayni oranda arttig
anlamina gelmektedir: B4 = rB,. Euler daha sonra yiiz yillik araliklarda,
ornegin n = 0 ve n = 100 yillart arasinda, kimsenin yiiz yildan fazla ha-
yatta kalmadigin1 varsayarak niifusun durumunu ele almigtir. Matematik-
sel bir ifade ile, P, (k > 1) sembolii n — k yilinda dogan ve n yilinin ba-
sinda hayatta olan niifusu gostermektedir. Ry, = B,,, n yili boyunca gercek-
lesen dogumlarin sayisini gostersin. Sagkalim katsayist g;’nin tanimindan
P n = qk Pon—k = qi Bn— €lde ederiz. Yani

0Py =P = Po,100 + P1,100 + - - + P1o0,100
= Bjoo +¢q1Bog + - +q100Bo
= (" +r g1+ +4q100) Bo-

Bu denklemin her iki tarafini !9 P, ile bélerek

3.1)

1:m0+€L¢%+m+%m)
r T

100

esitligini elde ederiz ki, bu esitlik demografide bazen “Euler denklemi” olarak
adlandirilmaktadir. Dogumlar ve 6liimler ayri ayr1 degerlendirildignde

rbBy=F1=PF —Dy+Byr1 =B, —Dy+rBy (3.2)

esitligini elde ederiz. Dolayisiyla 6liim sayist da geometrik olarak artar:
Dy,i1 =rD,. Ustelik,

1 _ B _Du/Bu—r (3.3)
m B, 1—r
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esitligi sagkanir. Bu sonucu (3.1) denkleminde yerine koydugumuzda, sonug

olarak Dy /By 1
n/BOn — q1 q2 4100

1—r r+r2+m+r100 (34)
denklemine ulasiriz. Burada geriye sadece bir bilinmeyen kalir: r. r diger
parametrelerin bir fonksiyonu olarak elde edilemediginden, bu denklem ge-
nellikle kapali(implicit) denklem olarak adlandirilir. Ancak r ’nin sabit bir
degeri i¢in (3.4) denkleminin sol ve sag taraflarin1 hesaplanabilir ve denk-
lemin iki tarafi esit olana kadar r’nin farkli degerler almas1 saglanabilir. Bu
sekilde elde edilen » degeri, niifusun x = r — 1 bilylime oranini verir. (3.1) ve
(3.3) denklemlerinden, P, niifusu i¢in asagidaki ifadeyi elde ettigimize dikkat
ediniz:

q1 | 92 q100

Niifus duragan oldugunda (r = 1), bu ifade Halley tarafindan Breslau sehrinin
niifusunu tahmin etmek i¢in kullanilan ifade ile aymidir (bkz. boliim 2).
Euler ayrica agagidaki soruyu da degerlendirmistir:

“Mortalite ve dogurganlik hipotezleri, eger yasayan tiim birey-
serin sayisi biliniyorsa, her yasta kag kisi olacagini bulmak i¢in
verilir.”

Sagkalim katsayilar1 g; ve dogurganlik katsayist m bilindiginden, biiyiime
orani r, (3.1) denkleminden hesaplanabilir. » yil1 boyunca, n — k yilinda do-
gan insan sayist gx B,_x = qx B, /r* (qo = 1 igin)’dir. Dolay1styla, k yasindaki
toplam niifusun orant

qi/r*
L+q1/r+aq/r*+--+qi00/r"®

olarak bulunur. Bu oran sabittir. Lotka’nin terminolojisini kullanarak (bkz.
Boliim 10), niifusun “kararli” oldugu soylenir. Yani, yag piramidi zaman
icinde seklini korur.

Euler daha sonra, niifusun duragan olmadigi ancak geometrik olarak art-
t181 durumlarda bir yagsam tablosu olusturma problemini yeniden incelemistir:

“Mortalite yasasini bulmak igin, tim yasayanlarin sayisini ve
benzer sekilde bir y1l boyunca her yastaki 6lim sayistyla dogum
sayisini bilmek.”

Euler, “mortalite kanunu” ile hayatta kalma katsayilar1 g;’larin kiimesini kas-
tetmigtir. Artik toplam niifusun resmi bir niifus sayimu ile tespit edildigi var-
say1lmaktadir ki Halley’in zamaninda durum boyle degildi (bkz. Boliim 2).
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(3.2) denklemi biiytime oraninin

oldugunu gostermektedir.
Dy, n yilinda k yasinda 6len insanlarin sayis1 olsun: bu insanlar n —
k yilinda dogmuslardir. Yani Dy, = (gx — qi+1) Ba—i olur. Fakat B, ; =
B,,/r**dir. Bu nedenle hayatta kalma katsayilari g, go = 1 olmak iizere tiim
k > 0 igin
rk Dk,n
By,

qk+1 = gk —

yineleme(rekiirans) bagintisi ile hesaplanabilir. Bu formiil B, ile ¢arpildi-
ginda Halley tarafindan r = 1 duragan durumu icin kullanilan formiilii (2.1)
verir. Euler, hayatta kalma katsayilarint ¢g; hesaplama yonteminin, veba sal-
ginlari, savaslar, kitliklar gibi olaganiistii durumlar hari¢ niifusun diizenli ola-
rak arttigini varsaydig1 gerceginde 1srarci olmustur. Euler’in zamanindaki nii-
fus sayimlarinda (Isve¢’te oldugu gibi) insanlarin yaslar1 kaydedilmis olsaydi,
bu varsayima gerek kalmayacak ve g, katsayilar1 daha kolay hesaplanabile-
cekti.

Hayatta kalma katsayilar1 g; gbz 6niine alindiginda, Euler ayrica hayat
aniiitelerinin tutarinin nasil hesaplanacagini gostermistir. Halley ya da de Mo-
ivre’nin bu konudaki caligmalarindan bahsetmemistir. Euler %5 faiz oranini
ve 1742 yilinda Hollandali Willem Kersseboom tarafindan yayinlanan yasam
tablosunu kullanmigtir.

Berlin Akademisi’'nde demografi ile ilgilenen tek bilim adami Euler de-
gildi. Meslektas1 Johann Peter Siissmilch 1741°de Almanca olarak, giinii-
miizde tamamen demografiye adanmus ilk ¢alisma olarak kabul edilen Insan
Neslinin Dogum, Oliim ve Ureme Yoluyla Degisimindeki Ilahi Diizen bas-
likl1 bir inceleme yayinlamisti. Siissmilch ayrica 1752 yilinda Berlin Sehrinin
Hizli Biiyiimesi Uzerine adl1 bir kitap yazmistr.

Siissmilch 1761 yilinda incelemesinin ikinci baskisini yayinlamistir. Nii-
fuslarin artis hizi ve ikiye katlanma siiresi iizerine baglikli bolimde, Euler’in
kendisi i¢in gelistirdigi ilgin¢ bir matematiksel modele yer vermistir. Model
Fibonacci’ninkine benzemekle birlikte insan niifusuna odaklanmaktadir (bkz.
boliim 1). Euler, her ikisi de 0 yilinda 20 yaginda olan bir ¢iftle (bir erkek ve
bir kadin) baglayarak, insanlarin 20 yasinda evlendiklerini ve 40 yasinda 6l-
diiklerini ve her ciftin alt1 cocugu oldugunu varsaymaktadir: 22 yasinda iki
cocuk (bir erkek ve bir kiz), 24 yasinda iki cocuk ve 26 yaginda son iki ¢o-
cuk. Euler, 2i yilindaki dogumlarin say1st B; olacak sekilde yillari ikiser ikiser



Boliim 3 17

Sekil 3.2:
Siissmilch (1707-1767)

sayarak heri > 1 icin
Bi=Bi_11+Bi—12+Bi_13 (3.5)

sonucuna varmistir. Baglangi¢ kogullar1 —9 <i < 0i¢in B_j =0,B_1; =0,
B_19 =2 ve B; = 0 degerlerine karsilik gelmektedir. Boylece Euler, Tablo
3.1’in ikinci siitununda gosterildigi gibi dogum sayisini hesaplayabilmistir.
O halde 2i yilindaki D; 6liim sayis1 2i — 40 yilindaki dogum sayisina esittir:
i > 101i¢in D; = Bj_»o iken i < 9 i¢in D; = 0’dir. 27 y1linda hayatta olan insan-
larin sayis1 P;, 2i — 2 yilinda hayatta olan insanlarin sayis1 art1 2i yilindaki do-
gumlarin sayisi eksi 2i yilindaki 6liimlerin sayisina esittir: P, = P,_; +B; — D;.

Siissmilch’in kitabindaki bu boliim, zaten Fibonacci dizisinden elde edi-
lebilecek bir saptama ile sona ermektedir:

“Euler’in tablosunda var oldugu goriilen diizensizlik, dogum sa-
yisinin yinelemeli seriler (rekiirans serileri) olarak adlandirilan
bir tiir ilerlemeyi izlemesini engellemez [...] Bu ilerlemelerin
baglangictaki diizensizlik ne olursa olsun, kesintiye ugramadik-
lan siirece geometrik bir ilerlemeye doniigiirler ve baglangigtaki
diizensizlikler yavag yavas azalir, neredeyse tamamen kaybolur-
lar”

Kitap bu niifus modelinin matematigi hakkinda daha fazla bilgi vermemek-
tedir. Ancak Euler, yasami boyunca yaymlanmamus olan Insan irkimin ¢ogal-
mast iizerine baglikli eseriyle s6z konusu ¢alismay1 ¢ok daha ileri gotiirmiis-
tiir. B; = cr' bicimindeki, yani geometrik bir biiyiime iceren (3.5) denklemi-
nin ¢oziimiinii aragtirirken, cebirsel basitlestirmelerden sonra 13. dereceden



18

Tablo 3.1: Euler’in tablosu.

E & E 5 . £ 8 .

-~ A O Z — [a) O 4 - [a) O Z
0 0 0 2 40 20 0 206 80 86 180 5.584
1 2 0 4 41 8 0 214 81 226 252 5.558
2 2 0 6 42 2 0 216 82 532 282 5.808
3 2 0 8 43 0 2 214 83 1.008 252 6.564
4 0 0 8 44 0 6 208 84 1.568 180 7.952
5 0 0 8 45 2 12 198 85 2.032 100 9.884
6 0 0 8 46 10 14 194 86 2.214 42 12.056
7 0 0 8 47 30 12 212 87 2.032 14 14.074
8 0 0 8 48 60 6 266 88 1.568 16 15.626
9 0 0 8 49 90 2 354 89 1.010 56 16.580
10 0 2 6 50 102 0 456 90 550 154 16.976
11 0 0 6 51 90 0 546 91 314 322 16.968
12 2 0 8 52 60 0 606 92 384 532 16.820
13 4 0 12 53 30 0 636 93 844 714 16.950
14 6 0 18 54 10 2 644 94 1.766 786 17.930
15 4 0 22 55 2 8 638 95 3.108 714 20.324
16 2 0 24 56 2 20 620 96 4.608 532 24.400
17 0 0 24 57 12 32 600 97 5.814 322 29.892
18 0 0 24 58 42 38 604 98 6.278 156 36.014
19 0 0 24 59 100 32 672 99 5.814 72 41.756
20 0 0 24 60 180 20 832 100 4.610 86 46.280
21 0 2 22 61 252 8 1.076 101 3.128 226 49.182
22 0 2 20 62 282 2 1356 102 1.874 532 50.524
23 2 2 20 63 252 0 1.608 103 1.248  1.008 50.764
24 6 0 26 64 180 0 1.788 104 1.542 1.568 50.738
25 12 0 38 65 100 2 1.886 105 2.994  2.032 51.700
26 14 0 52 66 42 10 1918 106 5718 2214 55.204
27 12 0 64 67 14 30 1.902 107 9482 2.032 62.654
28 6 0 70 68 16 60 1.858 108  13.530 1.568 74.616
29 2 0 72 69 56 90 1.824 109 16.700 1.010 90.306
30 0 0 72 70 154 102 1.876 110 17.906 550 107.662
31 0 0 72 71 322 90  2.108 111 16.702 314 124.050
32 0 2 70 72 532 60  2.580 112 13.552 384  137.218
33 0 4 66 73 714 30 3.264 113 9.612 844  145.986
34 2 6 62 74 786 10 4.040 114 6.250 1.766  150.470
35 8 4 66 75 714 2 4752 115 4.664 3.108 152.026
36 20 2 84 76 532 2 5282 116 5.784  4.608 153.202
37 32 0 116 77 322 12 5.592 117 10254 5.814 157.642
38 38 0 154 78 156 42 5.706 118 18.194  6.278  169.558
39 32 0 186 79 72 100 5.678 119 28730 5.814 192474
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bir polinom denklemi elde etmistir:
P =rtr+l. (3.6)

r = 1 degerine yakin bir ¢oziim aramig ve '3 degerini hesaplamak igin bir
logaritma tablosu kullanarak

0,212 eger r=1,09
2 13 > £ U7,
T =r ”{ 0,142 eger r=1,10.

sonucuna ulagmigtir. Dolayisiyla (3.6) denkleminin kokii 1,09 ile 1,10 arasin-
dadir. Bu araliktaki bir dogru pargasiyla 1 + r+ 2 — r!3 fonksiyonuna yakla-
san Euler
. 0,142x1,09+0,212 x 1,10
"= 0,14240,212

sonucunu elde etmigtir. Yillar ikiser ikiger sayildiginda, dogum sayis1 her yil
/rile ¢arpilma egilimindedir. Eger (1/7)" = 2 ise bu say1 her n yilda bir yani
her n =2 log2/logr ~ 15 yilda bir ikiye katlanir. Asimptotik olarak B; ~ cr'
oldugundan ve 2i yilindaki oliimlerin sayist D;, B;_»p’ye esit oldugundan,
20 6,25 ile D; ~ B;/r*° elde ederiz. Dogum say1s1 6liim sayisinin yaklasik
alt1 katidir. 7 yilinda hayatta olan insanlarin sayis1 P, B; +B;_1+---+Bj_19’a
esit oldugundan

~ 1,0960

1 1 1—r2
P"%Bi<1+r+.”+r19> :Bing’sgBi

elde edilir. Toplam niifus, dogum sayisinin yaklasik on katidir.

Tablo 3.1°de gosterilen (B;) dizisinin gercekten de asimptotik olarak r’
gibi biiylidiigiinii ispatlamak daha karmagiktir. Abraham de Moivre’in
rekiirans serileri iizerine yapti1 ¢aligmalardan beri biliniyordu ki, f(x)
rasyonel bir fonksiyon olmak iizere “dogurucu fonksiyon”

g .
flx)= ZB,-x’ ,
i=0

seklinde ifade edilir. Euler bu yontemi 1748’de Sonsuzluk Analizine Gi-
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ris adli eserinde agiklamigtir. Rekiirans bagintisi (3.5) gercekten de

flx)= ZBixl + Z (Bi—11 +Bi—12+Bi_13)x'
i=0 =13

=2x 422+ 2 +2x2 4 Fx) (2 412 213)

seklinde yazilabilir. Buradan

2x+2x% +2x° +2x12
fx) = T 12 _ 1
1 —xl —x12 — I3
elde edilir. Euler boyle bir rasyonel fonksiyonun, xi,...,x;3 sayilar1 1 —

xM! — x12 — x13 = 0 denkleminin reel veya kompleks kokleri olmak iizere

seklinde yazilabilecegini bilmektedir. Yani

X ! X i
f(X):g%)al (xl> +---+aps (9613) .

Bi, f(x) fonksiyonunun igindeki x'’nin katsayis1 oldugundan Euler i —
+o0 i¢in x; en kii¢ctik modiillii kok olacak sekilde
ai ais ak

) T Gy T

sonucunu elde etmistir. Bagka bir deyisle, B; geometrik olarak (1/x;)’
seklinde biiyiime egilimindedir. Geriye, x;, 1 —x'! —x'2 —x!* = 0 denk-
leminin kokiidiir ancak ve ancak r = 1/x;’nin (3.6) denkleminin bir ko-
kiidiir, ¢ift gerektirmesinin oldugunu s6ylemek kalmaktadir. Ispatin bazi
ayrintilar1 nihayet 1916’da Gumbel tarafindan acikliga kavusturulmus-
tur.

B =

Stissmilch 1765 yilinda incelemesinin {igiincii baskisini yayimlamis ve
1767 yilinda Berlin’de vefat emistir. Prusya kraliyla aras1 kotii olan Euler
1766’da Saint Petersburg’a donmiistiir. Gozlerini kaybetmesine ragmen,
ogullariin ve meslektaglarinin yardimiyla, 6zellikle cebir, integral hesap, op-
tik ve gemi yapimi lizerine ¢ok sayida eser yayinlamaya devam etmisgtir. 1760-
1762 yillar1 arasinda Berlin’de yazdig1 Bir Alman Prensesine Doga Felsefesi-
nin Farkl Konulart Uzerine Mektuplar adli eseri 1768-1772 yillar1 arasinda
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yayimlanmis ve tiim Avrupa’da en ¢ok satanlar listesine girmistir. Euler 1783
yilinda Saint Petersburg’da hayatin1 kaybetmistir. Kendisinin, matematiksel
demografiye yaptig1 katkilar, 6zellikle de iistel olarak biiyiiyen bir niifusun
“kararl1” yas piramidi analizi, ancak yirminci yiizyilda yeniden kesfedilecek-
tir (bkz. Boliimler 10 ve 21).
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Boliim 4

Daniel Bernoulli, d’Alembert ve cicek hastaliginin
inokiilasyonu (1760)

4 N

Daniel Bernoulli 1760 yilinda ¢i¢ek hastaligini modelleyen bir makale
yazdi. Onun zamaninda, koruyuculugunun yani sira 6liimciil de olabilen
agilama uygulamalar1 hakkinda ¢ok fazla tartisma vardi. Halley’in ya-
sam tablosunu ve ¢igek hastaligina iligkin bazi verileri kullanarak, 6liim
riskinin %11’den az olmasi durumunda asilamanin avantajli oldugunu
gosterdi. Dogumda beklenen yasam siiresi agilama ile ii¢ yila kadar arta-
biliyordu. D’ Alembert, epidemiyolojideki ilk matematiksel model olan
Bernoulli’nin ¢aligsmasin elestiren bir makale yayinladi.

%

Daniel Bernoulli 1700 yilinda Hollanda’nin Groningen kentinde dogdu.
Ailesinde iki tinlii matematikg¢i vardi: babasi Johann Bernoulli ve amcasi Ja-
kob Bernoulli. Johann, 1705 yilinda Isvicre’nin Basel kentine tagind1 ve Ja-
kob’un oliimiiyle bosalan profesorliik gorevini iistlendi. Johann oglunun ma-
tematik okumasini istemiyordu. Bu ylizden Daniel tibba yoneldi ve 1721 y1-
linda solunum iizerine yazdig tezle doktora derecesini aldi. Venedik’e tagindi
ve 1724’te bir kitap yayinlayarak matematige odaklanmaya bagsladi. Aym yil
Paris Bilimler Akademisi’nden Denizdeki bir gemide kum saatinin miikem-
melligi iizerine adli makalesiyle ile 6diil kazandiktan sonra, yeni Saint Pe-
tersburg Akademisi’nde profesorliik elde etti. Bu yillarda 6zellikle tekrarla-
yan seriler ya da olasilik teorisinde “Saint Petersburg paradoksu” iizerinde
calist. Daniel Bernoulli 1733 yilinda Basel Universitesi’ne geri dondii ve bu-
rada sirastyla botanik, fizyoloji ve fizik dersleri verdi. 1738’de fizik tarihinde
hala iiniinii koruyan akigkanlar dinamigi {izerine bir kitap yayinladi. 1753 se-
nesi civarinda Euler ve d’ Alembert ile ayn1 zamanda 6nemli bir matematiksel
itilafa neden olan titresen teller problemiyle ilgilenmeye basladi.

1760 yilinda Paris’teki Bilimler Akademisi’ne Cicek hastaliginin neden
oldugu oliim oranmint ve bunu onlemek igin inokiilasyonun avantajlar tizerine
yeni bir analiz denemesi baglikli bir calisma sundu. Soru, bazen 6liimciil bir
islem olsa bile inokiilasyonun (daha sonraki enfeksiyonlara karsi korumak
icin viicuda az miktarda ve daha az viriilan ¢igek hastali§inin bilerek olarak
sokulmasi) tegvik edilip edilmemesi gerektigiydi. Bu teknik Asya’da uzun za-
mandir biliniyordu ve 1718 yilinda Ingiltere’de, Ingiltere’nin Osmanli impa-
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ratorlugu biiyiikel¢isinin esi Lady Montagu tarafindan tanitilmigti. Fransa’da,
14. Louis’nin en bilyiik oglunun 1711°de ¢igek hastaliindan 6lmesine rag-
men, asilama goniilsiizca kabul edildi. 1723’te cicek hastaligindan kurtulan
ve birkac y1l Ingiltere’de siirgiinde yasayarak en son yenilikleri gézlemleyen
Voltaire, 1734°te Felsefi Mektuplar’inda asilamay1 savundu. Kendisi de ¢i-
¢ek hastaligindan kurtulmug olan Fransiz bilim insan1 La Condamine, 1754
yilinda Paris’teki Bilimler Akademisi’nde agilamay: siddetle savunmugtur.

Maupertuis 1759’da Basel’de 6liimiinden 6nce Daniel Bernoulli’yi inokii-
lasyon sorununu matematiksel bir bakig agisiyla incelemeye tegvik etti. Daha
dogrusu, asil problem asilamanin uzun vadede saglayacagi fayda ile anlk
oliim riskini karsilastirmanin bir yolunu bulmakti. Bu amacla Bernoulli aga-
§1daki basitlestirici varsayimlari yapti:

» Ilk kez cicek hastaligina yakalanan kisiler p olasilikla (yastan bagimsiz
olarak) oliir ve 1 — p olasilikla sag kalir;

* herkes yillik g enfekte olma olasiligina sahiptir; daha acik bir ifadeyle,
bir bireyin x yasi ile x4 dx yag1 arasinda enfekte olma olasilig1 g dx’dir;
burada dx sonsuz kii¢iik bir zaman dilimidir;

* Cicek hastalifindan kurtulan kigiler hayatlarinin geri kalaninda yeni
enfeksiyonlara kars1 korunurlar (bagisiklik kazanmisglardir).

m(x) ¢icek hastalig1 digindaki nedenlerden dolay1 x yagindaki 6liim orani ol-
sun: bir bireyin x yas1 ile x 4 dx yag1 arasindaki dx sonsuz kiigiik zaman di-
liminde 6lme olasiligi m(x)dx’dir. Aym yi1l dogan Py kisilik bir grubu goz
oniinde bulundurarak
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* S(x) cigek hastaligina hi¢ yakalanmadan x yasinda hala hayatta olan
“hastaliga yakalanmaya aday” bireylerin sayisidir';

* R(x), x yaginda hayatta olan ve ¢i¢ek hastaliindan kurtulmus bireylerin
sayisidir;

* P(x) = S(x) + R(x) ise x yaginda hayatta olan toplam insan sayisidir.

Dogum, x = 0 yagina kargihk gelmektedir, yani S(0) = P(0) = By ve R(0) =
0’dir. On yedinci yiizyilin sonunda Newton, Leibniz ve daha sonra babasi ta-
rafindan gelistirilen hesap yontemlerini uygulayan Daniel Bernoulli, x yas1 ile
X+ dx yaslar1 arasinda (dx sonsuz kiiclik olmak {izere), hastalifa aday her bi-
reyin ¢icek hastalifina yakalanma olasili§int gdx ve diger nedenlerden 6lme
olasihigint m(x)dx olarak belirledi. Dolayisiyla, hastahiga aday kisi sayisinin
degisimi dS = —Sqdx — Sm(x)dx seklinde ifade edilerek, bir diferansiyel
denklem ortaya cikardi:

- = qS—m(x)S. 4.1
Bu denklemde dS/dx, S(x) fonksiyonunun tiirevi olarak adlandirilir. Ayni kii-
¢lik zaman aralifinda cicek hastaligindan 6len birey sayist pSqgdx ve cicek
hastaligindan kurtulan birey sayisi (1 — p) Sqdx’dir. Ayrica, cigek hastaligi
digindaki nedenlerden 6len kisi sayis1 da Rm(x)dx’dir. Bu da ikinci bir dife-
ransiyel denklem ortaya ¢ikarir:

aR _

I q(1—p)S—m(x)R. 4.2)

Bu iki denklemi toplandiginda

% =—pgS—m(x)P. 4.3)

denklemini elde ederiz. (4.1) ve (4.3) denklemlerinden Bernoulli, x yasinda
hala hastaliga aday olan bireylerin oraninin
S(x) 1

Pe)  (I—p)eiip’ @9

oldugunu gosterebilmistir.

'Daha agik bir ifadeyle, S(x) sadece bir birim olarak degil, siirekli olarak degisebilen bir
sayidir.
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Bernoulli, (4.4) formiiliinii elde etmek icin (4.1) ve (4.3) denklemlerin-
den m(x) ’i gekerek

_m(x)— +l§— §+ld£
9T s ax PP TP ux

elde etmistir. Cebirsel diizenlemeler sonucunda

tds_sap__ s [S]°
= CIP pPq P

esitligi bulunur. Sol tarafin f(x) = S(x)/P(x) ’in tiirevi olduguna dik-
kat edersek, bu bize x yasinda hastaliga aday bireylerin popiilasyondaki
oranini verir. Yani

df

= —qf+paf (4.5)

Bu tiir bir denklemin ¢oziimii ise, Daniel’in amcas1 olan Jakob Ber-
noulli’nin caligmalar1 sayesinde onlarca yildir biliniyordu. Denklemi
f? ile bolerek, g(x) = 1/f(x) secimiyle dg/dx = qg — pq ve g(0) =
1/£(0) =1 elde edilir. h(x) = g(x) — p secimiyle dh/dx = gh, yani
h(x) = h(0)e?* = (1 — p) ¢?* bulunur. Son olarak g(x) = (1—p)e?*+p
ve f(x) = 1/g(x) elde edilir.

Bernoulli bu teoriyi uygulamak icin Halley’in yasam tablosunu kullan-
mugtir (bkz. boliim 2). Bu tablo, 0 yilinda dogan 1.238 kisilik bir kohort i¢in
x yilmin baginda (x = 1,2... ile) hala hayatta olan insanlarin sayisint verir.
Ancak Bernoulli, kendi modeli ¢ercevesinde, x yasina ulagsan insanlarin sa-
yist P(x)’e ihtiya¢ duymaktadir ki bu tablodan biraz farklidir. Bernoulli —
cagdaglarinin ¢ogu gibi— aradaki farki anlayamamis (Halley’in makalesi ger-
cekten de pek acik degildir), yasamin ilk yilinda gercekgi bir 6liim orani elde
etmek i¢in tablodaki ilk say1 olan 1.300 ile degistirdigi 1.238 sayis1 digindaki
tiim degerleri Halley’in tablosundaki gibi tutmugtur. Bu sayilar Tablo 4.1’in
ikinci siitununda gosterilmektedir.

Bernoulli ¢i¢ek hastaligindan 6lme olasihigi igin p = 1/8 = %12,5 dege-
rini se¢migtir ki bu se¢im kendi zamanindaki gézlemlerle uyumludur. Cicek
hastaligina yillik yakalanma olasilig1 ¢ dogrudan tahmin edilememektedir. Bu
nedenle Bernoulli muhtemelen ¢ i¢in birka¢ deger atamis ve asagidaki he-
saplamalarin sonucunda ¢icek hastaligina bagh 6liim sayisinin toplam 6liim
sayisinin yaklagik 1/13’ii olacak sekilde bir deger se¢cmistir ki bu oran daha
sonra bircok Avrupa sehrinde gézlemlenmistir. Simdi, yillik ¢ = 1/8 se¢imi-
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Tablo 4.1: Halley’in yasam tablosu ve Bernoulli’nin hesaplamalari.

Yas Hayatta Duyarli Bagisik Cicek hastaligi  Cigek hastalig1
X P(x) S(x) R(x) Oliimleri yok P*(x)
0 1.300 1.300 0 17,2 1.300
1 1.000 896 104 12,3 1.015
2 855 685 170 9.8 879
3 798 571 227 8,2 830
4 760 485 275 7,0 799
5 732 416 316 6,1 777
6 710 359 351 5,2 760
7 692 311 381 4,6 746
8 680 272 408 4,0 738
9 670 238 432 35 732

10 661 208 453 3,0 726
11 653 182 471 2,7 720
12 646 160 486 23 715
13 640 140 500 2,1 711
14 634 123 511 1,8 707
15 628 108 520 1,6 702
16 622 94 528 14 697
17 616 83 533 1,2 692
18 610 72 538 1,1 687
19 604 63 541 0,9 681
20 598 55 543 0,8 676
21 592 49 543 0,7 670
22 586 42 544 0,6 664
23 579 37 542 0,5 656
24 572 32 540 649
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nin veriye iyi bir uyum sagladig1 gorecegiz?.

(4.4) formiilii ve tablonun ikinci siitunundaki P(x) degerleri ile x ya-
sindaki hastaliga aday bireylerin S(x) sayisin1 hesaplayabiliriz: bu, en ya-
kin tam sayiya yuvarlanmis degerlerin bulundugu tablonun {igiincii siitu-
nudur. Dordiincii siitun ¢icek hastaligindan kurtulan x yasindaki insanlarin
R(x) = P(x) — S(x) sayisim gostermektedir. Besinci siitunun x yasina kargihik
gelen satir1 ise, x yag1 ile x + 1 yas1 arasinda ¢icek hastalif1 nedeniyle dlen-
lerin say1sin1 gostermektedir. Teorik olarak bu sayinin integral olmasi gerekir
pq [51S(¢)dt, ancak pq[S(x) + S(x+ 1)]/2 formiilii sekil 4.2°de goriilebi-
lecegi gibi iyi bir yaklagim saglamaktadir: yamugun alani egrinin altindaki
alana, yani fonksiyonun integraline yakindir.

S

Sekil 4.2: Kesikli cizgi ile
gosterilen yamugun alant
S fonksiyonunun x ve x +
1 arasindaki integraline
yaklasir.

Bernoulli, besinci siitundaki tiim sayilarin toplaminin 24 yasindan once
cicek hastaligindan 6len 98 kisiyi verdigini fark etti. Tabloya daha ileri yas-
lar i¢in devam etseydik, 24 yasinda hala hastali§a aday olan 32 kisi arasinda
cicek hastaligindan sadece ii¢ 6liim daha bulacaktik. Ozetle, 1.300 dogum-
dan baglandiginda 101 kisinin kaderi ¢icek hastaligindan 6lmek olacaktir. Bu
neredeyse tam olarak beklenen 1/13 oranidir.

Bernoulli daha sonra ¢icek hastaliginin yeni dogan herkese asilandigi ve
hicbir 6liime neden olmaydig1 durumu diisiinmiigtiir. Boylece, cicek hastali-
&inin eradike eilmis olacaktir ve yeni soru, beklenen yasam siiresindeki artigi
tahmin etmektir. Ayn1 Py dogum sayisindan baglayarak, ¢igek hastaligi orta-
dan kalktiginda x yasinda olan bireylerin sayisina P*(x) diyelim. Buradan,

dpP*
dx

—m(x) P*. 4.6)

2 p ve ¢’nun esit olmasi sadece bir rastlantidur.
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elde edilir. Bernoulli p
Py P

=t 4.7)

oldugunu gosterebilmistir. Burada P(x) yukaridaki gibi cigek hastaliinin
mevcut oldugu x yagindaki niifustur.

Gergekten de, (4.6) ve (4.3) denklemleri arasindan daha 6nce oldugu
gibi m(x) ayiklandiginda, yeniden diizenlemenin ardindan Bernoulli

1 dP P dP* S P

esitligini elde etmistir. ~(x) = P(x)/P*(x) olarak se¢mis, (4.4) formii-
liinii kullanarak, pay ve payday1 e~ 4" ile carpmis ve

1dh e4x
hdx pql—p—i—pe*qx
ile egdeger olan % logh = % log(1 — p+ pe 7*) sonucuna ulagmugtir.

Burada log ondalik logaritmay1 degil dogal logaritmay1 temsil etmekte-
dir. #(0) = 1 olacak sekilde h(x) = 1 — p+ pe™4* bulunur.

Yas x yeterince yiiksek oldugunda P(x)/P*(x) oraninin 1 — p’ye yaklasti-
gina dikkat ediniz. Tablo 4.1’in altincr siitunu P* (x) degerini gostermektedir.
P(x) ve P*(x) degerlerini kargilagtirmanin bir yolu, ¢igek hastaligi ile teorik
ifadesi

|

— P(x)dx

Py Jo
olan dogusta beklenen yasam siiresini tahmin etmektir. P(x) yerine P*(x)
koyarak benzer bir ifade cicek hastaligi olmadan da gecerlidir. Bernoulli
[$P(0) + P(1) + P(2) +---]/Py yaklagik formiiliinii kullanmistir, bu formiil
yamuk yontemiyle elde edilen formiildiir (sekil 4.2). Tabloyu 24 yildan 84
yila kadar devam ettirerek (bkz. Tablo 2.1), sonunda ¢icek hastaliginda E ya-
sam beklentisini [1 x 1.3004 1.000+ - - - +20] /1.300 ~ 26,57 y1l, yani 26 y1l
7 ay olarak elde etmistir. Cicek hastali§1 olmadan, [% x 1.300+1.0154---+
23]/1.300 == 29,65 y1l, yani 29 y1l ve 8 aya esit bir yasam beklentisi E* elde
etmigtir. Yani yeni dogan asilamasi, beklenen yasam siiresini ii¢ yildan fazla
artiracaktir.
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Bu formiilleri elde etmek i¢in Bernoulli’nin yaptigindan daha basit ve
daha hizli bir yontemin oldugunu belirtebiliriz. {lk olarak (4.1) diferan-
siyel denkleminden S(x) i¢in

X
S(x) =Pye " exp </ m(y) dy)
0
oldugunu goriiriiz. Bu ifadeyi (4.2) denkleminde kullanarak R(x) i¢in
X
RO =Ro(1 =) (1= exp (= [mO)ay)
elde ederiz. (4.6) denklemi P*(x) i¢in

P*(x) = Ry exp (— /0 xm(y) dy) (4.8)

oldugunu gosterir. Ardindan, (4.4) ve (4.7) formiilleri gelir.

Elbette cicek hastaliginin daha az 6ldiiriicii bir tiiriiyle agilama tamamen
giivenli degildir. Eger p’ agilamadan hemen sonra ¢igek hastalifindan 6lme
olasiligi (p’ < p) ise, o zaman her yeni dogan agilanmig olsaydi yagam bek-
lentisi (1 — p') E* olurdu. Bu yasam beklentisi, p’ < 1 — E/E* veya yaklagik
%11 ise dogal yasam beklentisi E’den daha yiiksek kalmaktadir. O donemde
p' ile ilgili veri elde etmek zordu. Ancak Bernoulli, p’ riskinin %1’den az
oldugunu tahmin etmigtir. Bernoulliye gore asilama devlet tarafindan tegvik
edilmeliydi, buna hig stiphe yoktu. Kendi ifadesiyle:

“Tek dilegim, insan 1rkinin refahini bu kadar yakindan ilgilendi-
ren bir konuda, kii¢iik bir analiz ve hesaplamanin saglayabilecegi
bilgilerden yararlanmadan bir karar verilmemesidir.”

Bernoulli’nin ¢aligmasi Nisan 1760’ta Paris’teki Bilimler Akademisi’nde
sunuldu. Kasim ayinda d’ Alembert, Olasulik teorisinin cicek hastaliginin ino-
kiilasyonu tizerine uygulanmast baglikli bir yorum sundu. Bu yorum kisa bir
siire sonra Opuscules mathématiques’in ikinci cildinde daha ayrintili hesap-
lamalarla ve Agitlamanin matematiksel teorisi baglikli bagka bir ¢aligmayla
birlikte yayimlandi. D’ Alembert, Bernoulli’nin enfeksiyon olasilig1 ve ¢icek
hastaligindan 6lme olasiliginin yagtan bagimsiz olduguna dair varsayimlarini
elestirmis ve bu varsayimlar1 gerektirmeyen farkli bir ¢6ziim 6nermistir. x ya-
sinda ¢icek hastaligia bagh 6liim oranina v(x), diger nedenlere bagli 6liim
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oranina m(x) ve hala hayatta olan insan sayisina P(x) diyelim. O halde
ap _
dx
bulunur. Bu denklemi, (4.3) denklemi ile karsilagtirdigimizda, aslinda v(x) =
pqS(x)/P(x) oldugunu goriiriiz. Boylece

P*(x) = P(x) exp (/Ox v(y) dy) (4.10)

—v(x)P—m(x)P 4.9

elde ederiz. Burada P*(x) ¢icek hastalii ortadan kalktiginda x yasinda ha-
yatta olan insan sayisini temsil etmektedir.

Sekil 4.3:
D’ Alembert (1717-1783)

Aslinda (4.6) ve (4.9) denklemleriden m(x) fonksiyonunu veya P*(x)
icin (4.8) formiiliinii kullanabilir ve (4.9)

P = e (- [ 10 +mO)lay

¢Oziimiiniin elde edildigini gorebiliriz.

D’ Alembert tarafindan verilen (4.10) formiilii Bernoulli’nin (4.7) formii-
liiyle celismez. Sadece o dénemde var olmayan farkl bir bilgi tiirii v(x) kul-
lanmaktadir, ciinkii 6liim kayitlar1 6liim nedenini icermekte ancak 6lim ya-
sin1 icermemektedir. D’ Alembert, bu tiir veriler elde edilmeden 6nce asilama-
nin yararlt olup olmadig1 sonucuna varilamayacagini 6ne stirmiigtiir.

D’ Alembert ayrica, ister yakin ister uzak bir gelecekte olsun, tiim yillara
ayni agirlig verdigi icin yasam beklentisinin bir karar kriteri olarak kullanigli-
ligin1 da elestirmigtir. Birey ya da Devlet acisindan bakildiginda, tiim yillarin
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ayni “ige yaralilia” sahip olmadigini, geng ve ileri yaglarin ortalama yag-
lardan daha az degerli oldugunu vurgulamigtir. Tiim bu elestirilere ragmen
d’ Alembert agilamadan yana oldugunu agiklamistir.

Yayin siirecindeki gecikmeler nedeniyle Bernoulli’nin ¢aligmasi ancak
1766’da yaymlanirken, d’ Alembert kendi ¢calismasini ¢cok hizli bir gekilde ya-
yinlatmay1 basarmistir. Bernoulli, Euler’e yazdig1 bir mektupta kizginligini
dile getirmistir:

“Biiylik d’Alembert’in olasiliklar hakkindaki muazzam basma-
kalip sozleri hakkinda ne diyorsunuz: yayinlarinda kendime ¢ok
stk haksizlik yapildigini diistindiigtim icin, bir siire once artik
onun kaleminden ¢ikan hicbir seyi okumamaya karar verdim.
Bu karari, sekiz yil 6nce Paris’teki Akademi’ye gonderdigim ve
analizin yeniligi nedeniyle biiyiik begeni toplayan agilama (ino-
kiilasyon) hakkindaki bir ¢calismam vesilesiyle aldim. Bu, mate-
matigin biinyesine yeni bir alan katmak gibiydi diyebilirim. Go-
riiniise gore bu yeni analizin basarisi ona kalp agris1 ¢ektirmis.
Bu analizi, hepsi de ayn1 derecede giiliing olan binlerce sekilde
elestirdi ve bu elestirilerden sonra, tek bir soziinii bile duyma-
dig1 bir teorinin ilk yazari oldugunu iddia etti. Bununla birlikte,
yayimimin ancak yedi ya da sekiz yil sonra ortaya ¢ikabilecegini
biliyordu. Bu konuda ancak Akademi iiyesi sifatiyla bilgi sahibi
olabilirdi. Bu bakimdan, makalem kamuya aciklanincaya kadar
kutsal kalmaliydi. Dolus an virtus quis in hoste requirat?>”

Bernoulli ve d’ Alembert’in ¢aligmalarina ragmen, Fransa’da asilama bii-
yiik 6lcekte yapilmamustir. Kral 16. Louis 1774 yilinda ¢igek hastaligindan
oliimiinden kisa bir siire sonra sarayin tip doktorlart kraliyet ailesinin geri
kalanint agilamistir. Edward Jenner, insanlara sig1r inek ¢icegi inokiile etme-
nin (asilama) cicek hastaligina kars1 korudugunu ve giivenli oldugunu kes-
fettiginde sorun dnemini yitirmistir. Jenner’in Variolae vaccina’nin nedenleri
ve etkileri iizerine bir arastirma adli ¢aligmasi 1798 yilinda yaymlandi. Agi-
lama tiim Avrupa’da hizla yayildi. Bununla birlikte, bir 6liim nedeninin orta-
dan kaldirilmasi durumunda beklenen yasam siiresindeki artigin hesaplanmasi
icin gelistirilen yontemler bugiin hala kullanilmaktadir.

Ilerleyen yillarda, insanlarin cicek hastaligindan oldiigii yasa iliskin veri-
ler elde edilmeye baslanmugtir. Sorun 6zellikleasagida adi gecen kisiler tara-
findan yeniden ele alinmistir:

3“Diigman yigitlikle mi yoksa hileyle mi alt ettigimizin ne 6nemi var?” Vergilius: Aeneis,
Kitap II.
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¢ Johann Heinrich Lambert, 1772 yilinda Berlin Akademisi’nden bir ma-
tematikei;

O donemde Paris’teki Igisleri Bakanlig1’nda niifus istatistiklerinden so-
rumlu olan Emmanuel-Etienne Duvillard, Cicek Hastaliginin Her Yas-
taki Oliim Oramina Etkisinin Analizi ve Tablolar: (1806) adli ¢aligma-
sinda;

* Pierre-Simon Laplace Olasiligin Analitik Teorisi adli eserinde (1812).

Duvillard ve Laplace, 6rnegin p ve g parametreleri yasa bagli oldugunda (4.7)
formiiltiniin nasil degistirilecegini gostermistir:

P* X) = - P(x) y p .
1= Jop() q(y) e o a@dz gy

Burada p(x), x yaginda ¢icek hastaligina yakalanilmas1 durumunda gigek has-
taligindan 6lme olasilig1 ve g(x), x yaginda ¢igek hastaligina yakalanma ola-
silifidr.

Daniel Bernoulli cicek hastalig1 iizerine yaptigi bu calismadan sonra nii-
fus dinamikleri alaninda bagka bir problemi ele almamuistir. Bernoulli 1782’de
Basel’de, D’ Alembert ise bir y1l sonra Paris’te vefat etmistir.
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Bolum 5

Malthus ve geometrik biiyiimenin oniindeki
engeller (1798)

4 N

Malthus 1798’de Niifus Artisi Hakkinda Arastirmayi yayinladi ve bu-
rada gida arzinin insan niifusunun katlanarak artma yoniindeki dogal
egilimini uzun siire takip edemeyecegini savundu. Eger niifus nispeten
sabit kaldiysa, bunun nedeni insanligin biiyiik bir kisminin gida sikintist
cekmesiydi. Malthus, “niifus ilkesini” Godwin ve Condorcet’in insan
toplumlarinda ilerlemeyi vurgulayan yazilarina kars1 bir argiiman ola-
rak gordii. Malthus’un makalesi Darwin ve Wallace’in evrim teorisini
etkilemis ve Marx tarafindan elestirilmis, ancak Cin’in tek ¢ocuk politi-
L kastyla uygulamaya konulmustur.

%

Thomas Robert Malthus 1766 yilinda Londra yakinlarinda yedi ¢ocugun
altincisi olarak diinyaya geldi. Jean-Jacques Rousseau’nun arkadasi ve hay-
rant olan babasi onun ilk 6gretmeniydi. Gen¢ Malthus 1784 yilinda Camb-
ridge Universitesi’'nde matematik okumaya bagsladi. Diplomasin1 1791°de
aldi, 1793’te Jesus College’e katild1 ve 1797°de Anglikan rahibi oldu.

Sekil 5.1: Malthus (1766-1834)

Malthus 1798°de isimsiz olarak Niifus artisi ve toplumun gelecekteki ge-
lisimine etkileri hakkinda, Bay Godwin, Bay Condorcet ve diger yazarlarin
spekiilasyonlart iizerine aciklamalarla bir arastirma baglikli bir kitap yayin-
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ladi. Bu eser Godwin’in Politik Adalet Uzerine Bir Inceleme (1793) ve Con-
dorcet’in Insan Zekasinin Hlerlemeleri Uzerine Tarihi bir Tablo Taslag: (1794)
adl1 yayinlarina karg1 bir tepki olarak ortaya ¢ikmistir. Bu iki yazar Fransiz
Devrimi’nin ilerleme adina ortaya koydugu dehsete ragmen, toplumun ilerle-
mesinin kacinilmaz oldugunu iddia etmekteydi. Malthus ayni iyimserligi pay-
lasmiyordu. Ustelik, cok ¢cocuklu yoksul ailelere destek sunan Ingiliz Yoksul-
luk Yasalarinin, gida iiretiminde benzer bir biiyiimeyi tesvik etmeksizin niifus
artisini destekledigini savuyordu. Ona gore bu yasalar yoksullar1 gergekte ra-
hatlatmiyordu. Daha genel olarak, niifus her zaman gida iiretiminden daha
hizl1 artma egiliminde oldugundan, toplumun bir kismu sefalete, aclifa veya
salgin hastaliklara mahkum edilmig gibi goriiniiyordu: bunlar niifus artigini
yavaglatan ve Malthus’a gore toplumun ilerlemesinin 6niindeki baslica en-
gelleri olusturan olan felaketlerdi. Tlerleme vaat eden tiim teoriler sadece iito-
pik olarak kalacakti. Bu fikirler Malthus’u 1798 yilinda kitabin1 yayinlamaya
yoneltti. Kendisi tezini su sekilde 6zetlemisgtir:

[...] “niifusun giicii, yeryiiziiniin insan i¢in asgari ge¢im kaynagi
tiretme giiciinden sonsuz kat daha fazladir. Niifus, kontrol edil-
mediginde, geometrik bir oranda artar. Asgari gecim kaynagi ise
sadece aritmetik bir oranda artar. Sayilar hakkinda biraz bilgi
sahibi olmak, ilk degerin ikincisine kiyasla ne kadar biiyiik ol-
dugunu gosterecektir. Giday1 insanin yasami icin gerekli kilan
doga yasalar1 gbz Oniine alinarak, esit olmayan bu iki giiciin etki-
leri esitlenmelidir ki bu gecim zorlugu nedeniyle niifus iizerinde
giiclii ve stirekli isleyen bir kontrol anlamina gelir. S6z konusu
giicliik bir noktaya kadar azalmali ve bu diisiis insanligin biiyiik
bir kismi tarafindan mutlaka ciddi bir sekilde hissedilmelidir.”

Malthus’un kitab1 ¢ok basarili olmusgtur. Kitap cok az veri icermektedir. Malt-
hus, 6rnegin ABD niifusunun on sekizinci yiizyil boyunca her yirmi bes yilda
bir ikiye katlandigin1 fark etmistir. Tezlerini matematiksel modellere doniis-
tirmeye calismamig, ancak bir sonraki boliimiin konusu olacak olan Adolphe
Quetelet ve Pierre-Frangois Verhulst’'un daha sonraki ¢aligmalarinin yolunu
agmistir.

Kitabinin yayinlanmasindan sonra, Malthus arkadaslariyla birlikte 6nce
Almanya, Iskandinavya ve Rusya’ya, ardindan Fransa ve Isvicre’ye seyahat
etti. Seyahatleri sirasinda topladigi bilgileri bir araya getirerek, 1803 yilinda
kitabinin daha da genisletilmis ikinci baskisini kendi adiyla farkli bir alt bas-
likla yayinladi: Niifus llkesi veya niifusun insan mutlulugu iizerindeki gecmis
ve bugiinkii etkileriyle sebep oldugu kotiiliiklerin gelecekte ortadan kaldiril-
mast ya da azaltilmasina iliskin beklentilerimize dair bir inceleme. Bu yeni
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baski, cesitli iilkelerde niifus artiginin 6ntindeki engelleri ayrintili olarak ele
almigtir: gec evlilikler, kiirtaj, infantisid (yeni dogan cinayeti), kitlik, savas,
salgin hastaliklar, ekonomik faktorler... Malthus’a gore evliligin geciktiril-
mesi niifusu dengelemek i¢in en iyi segenekti. Kitabin 1806, 1807, 1817 ve
1826 yillarinda dort baskis1 daha yapilmigtir. 1805 yilinda Malthus, West In-
dies Sirketi’nin ¢aliganlari i¢in kurdugu yeni bir okulda tarih ve politik eko-
nomi profesorii oldu. Ayrica Rantin Dogast ve Gelisimi Uzerine Bir Inceleme
(1815) ve Siyasal Iktisadn Ilkeleri (1820) kitaplarim1 yayinladi. Malthus 1819
yilinda Royal Society’ye secildi. 1834 te Istatistik Dernegi’nin kurucu iiyele-
rinden biri oldu. Ayni y1l Bath yakinlarinda 6ldii.

Malthus’un calismalart evrim teorisinin geligsimi iizerinde giiclii bir et-
kiye sahipti. Charles Darwin, Beagle gemisiyle yaptig1 yolculuktan dondiik-
ten sonra 1838 yilinda Malthus’un niifus iizerine yazdig1 kitabr okudu. Iste
1859’da yayinlanan {inlii kitab1 Tiirlerin Kokeni nin girisinde yazdiklar:

“Sonraki boliimde, diinya iizerindeki tiim organik varliklar ara-
sinda, yiiksek geometrik niifus artig oraninin kaginilmaz sonucu
olan varlik miicadelesini inceleyecegiz. Bu, Malthus’un doktri-
ninin tiim hayvan ve bitki alemlerine uygulanmis halidir.”

Darwin ile ayn1 donemde evrim teorisini gelistiren Alfred Russel Wallace da
fikirlerinin Malthus’un kitabin1 okuduktan sonra ortaya c¢iktigint soylemistir.

Buna kargin Karl Marx’in Malthus’un kitabinin basarisina bakis agisini
Das Kapital adl1 eserinin bir dipnotunda okuyabilirsiniz:

“Eger okur, bana, 1798’de yayinlanmis olan Essay on Popula-
tion adli yazinin yazari Malthus’u amimsatirsa, ben de, ona, bu
yapitin ilk seklinin De Foe’dan, Sir James Steuart’tan, Town-
send’dan, Franklin’den, Wallace’dan vb. yapilmis cocukga ve iis-
tiinkorii bir agirmadan bagka bir sey olmadigini ve kendisine ait
tek bir tiimceyi bile icermedigini animsatirirm. Bu brosiiriin ne-
den oldugu biiyiik sansasyon yalnizca parti ¢ikarlari ile ilgilidir.
Fransiz Devrimi, Birlesik Krallik’ta atesli savunucular buldu. 18.
yiizy1l boyunca yavas yavas islenen ve ardindan biiyiik toplumsal
bunalim sirasinda, Condorcet’nin dgretilerine kars1 sagsmaz bir
panzehir olarak davul zurnayla ilan edilen‘niifus ilkesi’, insanli-
gin ilerlemesi ve gelismesi 6zlemlerini toptan yokedecek bir si-
lah olarak Ingiliz oligarsisi tarafindan sevingle karsilanmisti. Bu
basarisina pek sasiran Malthus, kendisini, gelisigiizel topladig1
malzemeyi kitabina doldurmaya, kendisi tarafindan bulunmayip
yalnizca agirilan yeni konular: eklemeye verdi.”
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Kuskusuz Malthus’un tezleri tamamen yeni degildi. Ornegin, niifusun ge-
ometrik olarak artma egiliminde oldugu fikri genellikle ona atfedilir', oysa
Boliim 3’de bu fikrin yarim yiizyil 6nce Euler tarafindan zaten bilindigini
gormiistiik. Ancak Malthus bu fikri gercek yasal sorunlarla tartismali bir se-
kilde iligkilendirerek kamuoyuna duyurmugtur. Malthus’un dogumlar1 sinir-
lama Onerisinin en ¢arpict uygulamasi ise ironik bir sekilde komiinist Cin’de
kendisine yer bulmustur (bkz. B6lim 25).
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Boliim 6

Verhulst ve lojistik denklem (1838)

1838 yilinda Belgikali matematik¢i Verhulst, istel bilyiime denkleminin
bir tiir genellemesi olan ancak niifus icin bir maksimum deger iceren
lojistik denklemini ortaya atmigstir. Bilinmeyen parametreleri tahmin et-
mek icin basta Belgika olmak tizere gesitli iilkelerden elde edilen verileri
kullanmigtir. Verhulst’un ¢alismalar1 ancak 1920’lerde yeniden kesfedil-
mistir.

Pierre-Frangois Verhulst 1804 yilinda Briiksel’de dogdu. Gent Univer-
sitesi’nden 1825 yilinda matematik alaninda doktora derecesi aldi. Ayni
zamanda siyasetle de ilgilendi. Tiiberkiillozunu kontrol altina almak i¢in
Italya’da bulundugu sirada Papalik Devletleri icin bir anayasa lehinde basarili
olamadi. 1830°daki devrimden ve Belcika’nin bagimsizligindan sonra, bir on
sekizinci yiizy1l vatanseveri lizerine tarihi bir deneme yayinladi. 1835 yilinda
Briiksel’de yeni kurulan Ozgiir Universite’de matematik profesorii oldu.

Sekil 6.1:
Verhulst (1804-1849)

Ayn1 yil, 1835°te, bir istatistik¢i ve Briiksel’deki gozlemevinin yoneti-
cisi olan yurttagi Adolphe Quetelet, Insan ve Yetilerinin Gelisimi Uzerine Bir
Incelemeyi yaymladi. Quetelet, Malthus’un bahsettigi engellerin bir tiir “di-
ren¢” olugturmasi nedeniyle niifusun uzun bir siire boyunca geometrik olarak
artamayacagini 6ne siirdii ve bunun (mekanikle benzerlik kurarak) niifus artig
hizinin karesiyle orantili oldugunu diisiindii. Bu analojinin gercek bir temeli
yoktu, ancak Verhulst’a ilham verdi.



38

Nitekim Verhulst 1838 yilinda Niifus Artist Yasast Uzerine Not adli bir
kitap yaymnlamustir. Iste baz1 alintilar:

“Unlii Malthus’un, insan niifusunun belirli bir siire sonra, rne-
gin her yirmi beg yilda bir ikiye katlanacak sekilde geometrik bir
ilerleme ile artma egiliminde oldugu ilkesini ortaya koydugunu
biliyoruz. Yiyecek bulmanin giderek zorlastig1 goz ardi edilirse
bu dnerme tartisma gotiirmez [...]

Dolayisiyla niifusun sanal artisi, iilkenin biiyiikliigii ve dogur-
ganlig1 ile sinirhidir. Sonug olarak niifus duragan bir duruma gi-
derek yaklagsmaktadir.”

Verhulst muhtemelen Quetelet’in mekanik analojisinin makul olmadigin fark
etmis ve bunun yerine ¢/ zamanindaki P(¢) niifusu igin asagidaki (hala biraz
keyfi) diferansiyel denklemi 6nermisgtir:

dP P
E:rP (1_1()' (6.1)

Popiilasyon P(t), K parametresine kiyasla kiigiik oldugunda, yaklagik denk-
lemi elde ederiz

7%P
a T

¢oziimii P(t) ~ P(0) e, yani iistel biiyiime'. Biiyiime orani P(t), K degerine
yaklagtikca azalir. Hatta P(r), K de8erini asarsa negatif olur. (6.1) denkle-
minin ¢dziimiiniin tam ifadesini elde etmek igin, (4.5) denklemi i¢in Daniel
Bernoulli gibi ilerleyebiliriz.

Denklemi (6.1) P?’ye bolerek ve p = 1/P olarak ayarlayarak, % =

—rp+r/Kelde ederiz.g=p—1/K ile (th =—rqveq(t)=¢q(0)e " =
(1/P(0)—1/K)e"" elde ederiz. Boylece p(r) ve P(r) ¢ikarimlarini ya-
pabiliriz.

Son olarak yeniden diizenledikten sonra elde ederiz

P(0)e"

T1+P0O) (" —1)/K " ©6.2)

P(t)

Toplam niifus, = 0 zamanindaki P(0) degerinden, yalnizca t — +oo degerine
ulasildiginda ulagilan K siirina kadar kademeli olarak artar (sekil 6.2).

!Genellikle ayrik zamanli modellerde geometrik biiyiimeden, siirekli zamanli modellerde ise
iistel bityiimeden bahsedilir, ancak temelde ayn1 seydir
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Sekil 6.2: Belcika nin nii-
fusu (milyon olarak) ve

lojistik egrisi. Veri nokta- 37

lar1 1815, 1830 ve 1845 2 1

yillarina karsilik gelmek- 1A

tedir. Parametre degerleri 0 . . . . . .
1845 tarihli makalenin de- 1700 1750 1800 1850 1900 1950 2000
gerleridir.

Verhulst, bilinmeyen parametreler r ve K icin kullandig1 degerleri ver-
meksizin, elde ettigi sonucu 1817 ile 1831 yillar1 arasinda Fransa’nin, 1815
ile 1833 yillar1 arasinda Belgika'nin, 1811 ile 1831 yillar1 arasinda Ingil-
tere’nin Essex kontlugunun ve 1796 ile 1827 yillar1 arasinda Rusya’nin nii-
fusuna iligkin verilerle karsilagtirmigtir. Uyumun oldukca iyi oldugu ortaya
cikt1.

Verhulst 1840 yilinda Briiksel’deki Kraliyet Askeri Okulu’nda profesor
oldu. Ertesi y1l Eliptik Fonksiyonlarin Temel Incelemesini yaynladi ve Bel-
cika Kraliyet Akademisi’ne segildi. 1845 yilinda niifus ¢aligmalarina Niifus
artist yasast iizerine matematiksel incelemeler baglikl1 bir makale ile devam
etti. Ik olarak Malthus’un ABD niifusunun her 25 yilda bir ikiye katlandigina
dair sozlerine geri dondii (tablo 6.1).

Tablo 6.1: ABD niifusunun resmi sa-

yil niifus yil niifus
yimlari.

1790 3.929.827 1820 9.638.131
1800 5.305.925 1830 12.866.020
1810 7.239.814 1840 17.062.566

Eger n+ 10 yilindaki niifus ile n yilindaki niifus arasindaki orani hesap-
larsak, sirasiyla 1,350, 1,364, 1,331, 1,335 ve 1,326 buluruz ki bu da olduk¢a
sabittir. Dolayisiyla niifus ortalama olarak her 10 yilda bir 1,34 ile ve her 25
yilda bir 1,34%/10 ~ 2,08 ile carpilmistir. Yani Malthus’un neredeyse yarim
yiizyil 6nceki denemesinden bu yana niifus her 25 yilda bir ikiye katlanmaya
devam etmigtir. Ancak Verhulst sunu da eklemistir:

“Geometrik ilerleme hipotezi iizerinde 1srar etmeyecegiz, zira bu
hipotez ancak ¢ok ozel kogullarda gecerli olabilir; 6rnegin, ilk
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Amerikan kolonilerinde oldugu gibi, neredeyse sinirsiz biiyiik-
liikteki verimli bir bolgede ileri bir medeniyete sahip insanlar
yagiyorsa.”

Verhulst makalesinde ayrica “lojistik” olarak adlandirdig1 denkleme (6.1) geri
donmiigtiir. P(¢) egrisinin P(r) < K /2 oldugu siirece pozitif egrilikle (digbii-
key) arttifini ve K’ya dogru artmaya devam ettigini, ancak P(t) > K/2 olur
olmaz negatif egrilikle (i¢biikey) artti§ini fark etti. Yani egri carpitilmis bir S
harfi seklindedir (sekil 6.2).

Gergekten de, TP =r(1 2P/K) . Yani P < K/2 ise dtz >0 ve
P>K/2ise —§<001ur

Verhulst ayrica r ve K parametrelerinin ii¢ farkli ama egit aralikli yildaki
P(t) popiilasyonundan nasil tahmin edilebilecegini de agiklamugtir. Eger Py
t = 0 zamanindaki niifus, P, t = T zamanindaki niifus ve P> t = 2T zamanin-
daki niifus ise, (6.2) denkleminden baslayarak yapilacak zahmetli bir hesap-
lama sunu gosterir

hP+PP-2RP 1 [1/P0—1/K]

K=P , r==1lo
RN T 81/P—1/K

Belgika’nin 1815, 1830 ve 1845 yillarindaki niifus tahminlerini (sirasiyla
3,627, 4,247 ve 4,801 milyon) kullanarak, yilda K = 6,584 milyon ve r =
%?2,6 elde etmigtir. Daha sonra denklemi (6.2) kullanarak Belcika niifusunun
1851 yili baginda 4,998 milyon ve 1900 yil1 baginda 6,064 milyon olacagini
tahmin edebilmistir (sekil 6.2). Verhulst benzer bir ¢alismay1 Fransa i¢in de
yapmustir. Yillik K = 39,685 milyon ve r = %3,2 elde etmistir. Belcika ve
Fransa’nin niifuslar1 zaman i¢inde bu K degerlerini biiyiik 6lciide astigindan,
lojistik denklemin Verhulst’un 1838 makalesinde oldugu gibi sadece birkag
on yillik dénemler icin gercek¢i bir model olabilecegini, ancak daha uzun
donemler icin gergek¢i olmadigim goriiyoruz.

1847°de Verhulst’un lojistik denklemden vazgectigi ve bunun yerine aga-
gidaki sekilde yazilabilecek bir diferansiyel denklem sectigi Niifus artisi ya-
sast tizerine ikinci inceleme ortaya ¢ikti

dP P
—=rll1-=.
dt K
Niifus P(¢) belirli bir esigin iizerinde oldugunda bu denklemin gecerli olaca-

gint diigtinmiistiir. Coztim sudur

P(t) = K+ (P(0) —K)e /K .
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Verhulst, Belgika i¢in ayn1 demografik verileri kullanarak r ve K parametre-
lerini yeniden tahmin etmistir. Bu kez maksimum niifus i¢in K = 9,4 milyon
olarak bulmustur. Sonucun model secimine ne kadar baglh olabilecegini go-
rityoruz!

Verhulst 1848°de Belgika Kraliyet Akademisi’nin bagkani oldu, ancak er-
tesi y1l Briiksel’de muhtemelen tiiberkiilozdan 61dii. Verhulst’un model denk-
lemleri arasindaki tereddiitlerine ragmen, lojistik denklem birkag on y1l sonra
farkli kisiler tarafindan bagimsiz olarak yeniden tanitildi. Robertson bu denk-
lemi 1908 yilinda hayvanlarin, bitkilerin, insanlarin ve viicut organlarinin bi-
reysel bilylimesini modellemek i¢in kullanmistir. McKendrick ve Kesava Pai
1911 yilinda mikroorganizma popiilasyonlariin biiyiimesi i¢in kullanmstir.
Pearl ve Reed 1920°de yavaslamaya baglayan ABD niifusunun biiyiimesi i¢in
kullandi. Pearl 1922°de nihayet Verhulst’un ¢aligmalarin fark etti. O andan
itibaren lojistik denklem bircok ¢aligmaya ilham verdi (bkz. 13, 20 ve 24 bo-
liimleri). Maksimum niifus K sonunda “tagima kapasitesi” olarak bilinir hale
geldi.
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Boliim 7

Bienaymé, Cournot ve soy isimlerinin yok olusu
(1845-1847)

4 N

Fransiz istatistik¢i Bienaymé, 1845 yilinda, her erkegin belirli bir olasi-
lik dagilimini izleyen sayida oglu olmasi durumunda bir soyadinin yok
olma olasiliinin nasil hesaplanacagini anlamistir. Ortalama ogul sayist
birden az ya da esitse soyadi yok olacaktir. Ortalama birden biiyiikse,
soyun tilkenme olasili1 kesinlikle birden kiigiiktiir. Elde ettigi sonucun
kanit1 iki y1l sonra arkadagi Cournot tarafindan yazilan bir kitapta ya-
L yimlandi. Bu ¢aligmalar ancak yakin zamanda yeniden kegfedildi.

%

Irenée Jules Bienaymé 1796 yilinda Paris’te dogdu. Ecole Polytechni-
que’de okudu ve Maliye Bakanligi’'nda kariyer yaparak yiiksek genel mii-
fettislik seviyesine ulasti. Laplace tarafindan yazilan Analitik Olasilik Kurami
kitabindan etkilenen Bienaymé, demografik ve tibbi istatistikler (bebek 6liim-
leri, dogum sayis1, yasam beklentisi), adalette hata olasili81, sigorta teorisi ve
oylama sistemlerinin temsil edilebilirligi gibi olasilik kuraminin bircok uygu-
lamas1 tizerine makaleler yayinlayacak zaman buldu.

Sekil 7.1: Bienaymé (1796—1878) ve Cournot (1801-1877)

1845 yilinda Bienaymé, Paris’teki Société Philomatique’in biilteninde ya-
yinladif1 “Cogalma yasasi ve ailelerin siiresi iizerine” isimli kisa bir not
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yazdi. Bu konuda daha dnce de yazanlar olmustu. Malthus, Niifus Ilkesi Uze-
rine Bir Deneme (1803) adli eserinin ikinci baskisinda Isvigre niifusu iizerine
bir boliime yer vermis ve sunlar1 kaydetmisgtir:

“Bern kentinde, 1583 yilindan 1654 yilina kadar, egemen konsey
487 aileyi Burjuvaziye kabul etmis, bunlardan 379’u iki yiizyil
icerisinde yok olmusg ve 1783 yilinda sadece 108’1 kalmigtir.”

1842’de Thomas Doubleday daha genel olarak soylu ya da burjuvaziden ge-
len iist sinif ailelerin alt sinif ailelere gore yok olma egiliminin daha yiiksek
oldugunu iddia etmistir. Benzer fikirler Fransa’da 1844 yilinda Emile Littré
tarafindan Auguste Comte’un pozitivist felsefesine bir giris metninde ve Bi-
enaymé’nin arkadagi olan Benoiston de Chateauneuf tarafindan 1845 yilinda
yayinlanan Fransa’daki soylu ailelerin siiresi tizerine isimili makalesinde or-
taya atilmigtir.

Bu baglamda Bienaymé, ¢ok sayida aile yok olurken bir iilkenin niifusu-
nun nasil olup da geometrik olarak artma egiliminde oldugunu agiklamaya
caligtt. Bu sorunu irdelemek i¢in, tiim erkeklerin yetigkinlige ulasan 0, 1, 2,
3, ..., erkek cocuk sahibi olma olasiliklarinin ayni oldugu basitlestirilmis bir
durumu ele aldi. Daha detayl: bir anlatimla, bir erkegin # nesil sonra kendi
adin1 tagiyan bir ¢ocuga sahip olma olasilifinin ne oldugu sorusunu sordu.
Eger ortalama ogul sayist birden az ise, n sonsuza dogru bilyiidiik¢e bu ola-
siligin sifira yaklasmasi gerektigi agiktir. Bienaymé, ortalama ogul sayist tam
olarak bir ise, 6rnegin hi¢ oglu olmama olasilig1 1/2 ve iki oglu olma olasilig1
1/2 ise, aym sonucun dogru' kalacagim fark etmistir (Sekil 7.2). Ancak bu
durumda n’inci nesilde cocuk sahibi olma olasilig1 sifira daha yavas yaklasir:
ornekte 35 nesil sonra, yani yiizyil bagina ii¢ nesil varsa on bir veya on iki
yiizy1l sonra hala %35 olacaktir®. Bienaymé son olarak, ortalama erkek cocuk
sayist birden biiyiikse, soyun tiikenmesinin kesin olmadigin fark etti: bunun
olasili81 belli bir cebirsel denklemin ¢oziimiiyle hesaplanabilir.

Bienaymé’nin makalesi daha fazla a¢iklama igcermiyordu. Matematik¢i ve
ekonomist olan arkadas1 Antoine-Augustin Cournot, 1847°de Cebir ve Geo-
metri Arasindaki Karsihkhiigin Kokeni ve Sumrlart Uzerine baghikl bir ki-
tapta bazi ayrintilara yer verdi. Problemi bir sans oyunu seklinde sunmus, an-
cak Bienaymé’nin soy isimlerinin yok olusu iizerine yapt1g1 calismayla ayni
oldugunu kabul etmigtir. Aile isimleri ac¢isindan yorumlamaya devam eder-
sek, Cournot ilk olarak erkeklerin en fazla iki erkek ¢ocuga sahip oldugu 6zel
durumu ele ald; pg, p; ve p sirastyla 0, 1 veya 2 erkek ¢ocuga sahip olma

"Her erkegin tam olarak bir oglu olmas: durumu harig.
2 Asagida gorecegimiz gibi, bu olasilik x, | = % + %xnz ve xo = 0 olmak tlizere 1 —x35°e
esittir.
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Sekil 7.2:  Yapay aile
agaci Ornegi. Ata, agacin
en tepesindedir. Her
nesilde, erkeklerin 1/2
olasilikla hi¢ oglu ol-
mama ve 1/2 olasilikla iki
oglu olma ihtimali vardr.

olasiliklariydi. Elbette po+ p1 + p2 = 1 olacak sekilde. Bir atadan baglayarak
sadece bir nesil sonra yok olma olasiligi, ki buna x; diyelim, po’a esittir. iki
nesil icinde yok olma olasilig1 ise xp = po + p1x1 —|—p2x%: ya aile ilk nesilde
zaten yok olmustu (pg olasiligiyla), ya ilk nesilde hi¢ erkek ¢ocugu olmayan
tek bir ogul vardi (p; x; olasiligiyla), ya da ilk nesilde iki ogul vardi ve her
birinin hig erkek cocugu yoktu (p>x;2 olasiligryla). Daha genel olarak, 7 nesil
icinde neslin tiikenme olasilig1

X0 = Po+P1Xn—1+pa (xa_1)?

seklindedir. Gergekten de, drnegin ilk nesilde iki erkek ¢ocuk varsa (olasilik
p2), aile n— 1 nesil sonra (yani n nesilde) (x,_1)?’ye esit bir olasilikla yok
olacaktir. Cournot, x,,’in artan bir dizi oldugunu ve her » i¢in x,, < 1 oldu-
gunu fark etmistir. Dolayisiyla x,’in x = po + p1x + p2 x> denkleminin ¢6-
ziimii olan ve 1’den biiyiik olmayan x. < 1 ’lik bir limiti vardir. Bu denklem
p1 = 1— po— ps kullanilarak 0 = p,(x — 1)(x — po/p2) denklemine esdeger-
dir. Yani iki kok vardir: x = 1 ve x = po/pa. Aym zamanda 1 — pg + p2’ye
esit olan ve % olarak adlandiracagimiz ortalama ogul sayis1 p; + 2p;’ye
bagli olarak ii¢ durum ayirt edilebilir. Eger % < 1 ise, o zaman pg/ps > 1
olur. Dolayistyla x = 1, x. limiti i¢in miimkiin olan tek degerdir. Bu durumda
aile adinin soyunun tiikkenecegi kesindir. Eger %y = 1 ise, her iki kok de 1’e
esittir ve sonug aymdir. Eger % > 1 ise, Cournot x.. nin ikinci kok pg/p2’ye
esit olmasi gerektigini savunmustur, ¢iinkii pg = 0 oldugu 6zel durumda yok
olma olasilig1 sifir olmak zorundadir.

Cournot, erkeklerin pg, pi, ..., pm olasiliklarla en fazla m erkek ¢ocuk
sahibi olabilecegi daha genel durumdan da kisaca bahsetmigtir. Sonu¢ ayni
sekilde ortalama ogul sayis1 olan %y = p; +2p2 + - - - + mpy, degerinin 1’e
gore degerine baghdir. x = pg+ p1 x+- - -+ pp, x™ olan x. denklemi her zaman
x = 1 kokiine sahiptir. Sadece bir pozitif kokil daha vardir ve bu da %, > 1
oldugunda yok olma olasili81 x.,’yi verir.

Ne yazik ki Bienaymé’nin makalesi ve Cournot’nun kitabindaki birkac
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sayfa o zamanlar tamamen gozden kacmisti. Makale ancak 1970’lerde, ki-
tap sayfalari ise bundan da yirmi yil sonra fark edilebildi! Bu arada problem
ve ¢oziimii bagkalar1 tarafindan yeniden kesfedilmis ve konu 6nemli ol¢giide
geligsmisti. Bu konuya 9, 17 ve 18. boliimlerde tekrar donecegiz.

Bienaymé 1848 devriminin ardindan Maliye Bakanligi’'ndaki gorevinden
ayrilmak zorunda kaldi. En iyi aday oldugu Paris Universitesi’ndeki olasi-
lik teorisi kiirsiisti de bagka birine verildi. Yine de Bienaymé 1850°den sonra
Maliye Bakanligi’'nda tekrar galigabildi, ancak 1852°de istifa etti. Ayn1 yil,
istatistik alaninda uzman oldugu Bilimler Akademisi’ne secildi. 1853 yilinda
bazi modern ders kitaplarinda “Bienaymé-Cebisev” esitsizligi olarak adlandi-
rilan esitsizligi kanitladi. 1875 yilinda yeni kurulan Fransiz Matematik Der-
negi’'nin bagkani oldu. 1878°de Paris’te oldii.
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Boliim 8

Mendel ve kalitim (1865)

Mendel, 1865 yilinda bezelyelerin melezlenmesi iizerine yaptig1 oncii
deneylerin sonuglarini yayinladi. Analizinde olasilik teorisinin temel
yonlerini kulland1. Ayrica kendi kendini dolleyen bitkilerden olugan bir
popiilasyon i¢in dinamik bir model diisiindii. Ancak 1900 yilinda yeni-
den kesfedilen caligmasi, genetik tarihinde bir kilometre tagidir.

Johann Mendel 1822 yilinda, o zamanlar Avusturya Imparatorlugu’nun
bir parcasi olan ve simdi Cek Cumhuriyeti’nin bir parcasi olan Moravya’da
dogdu. Babasi bir koyliiydii. Mendel, lisede aldig1 iyi sonuglar ve kotii sag-
11g1 nedeniyle aile ¢iftliginde caligmak yerine egitimine devam etmeyi tercih
etti. Ancak iiniversiteye gidecek parasi yoktu. Bu yiizden 1843’te Briinn’deki
(simdiki Brno) Saint Thomas manastirina girdi ve burada Gregor adim aldu.
Ilahiyat okudu ve aym zamanda tarimla ilgili bazi1 kurslara da katild1. 1847 y1-
linda rahip olarak atandi. Birkag y1l bir lisede 6gretmenlik yaptt ancak profe-
sorliik sinavinda basarisiz oldu. Hiyerarsisinin destegi sayesinde 1851-1853
yillart arasinda Viyana Universitesi’nde egitimine devam edebildi ve burada
fizik, matematik ve doga bilimleri derslerine katildi. Daha sonra Briinn’e
dondii ve bir teknik okulda fizik 6gretmenligi yapti.

Sekil 8.1:
Mendel (1822-1884)

Mendel, 1856 ve 1863 yillar1 arasinda manastirinin bahgesinde ¢ok sayida
bitki lizerinde bir dizi deney yapti. Elde ettigi sonuglar1 1865 yilinda iiyesi ol-
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dugu Briinn Doga Tarihi Dernegi’nin iki toplantisinda sundu. Bitki Melezleme
Deneyleri adl1 calismasi ertesi y1l Cemiyet’in bildiri kitabinda Almanca ola-
rak yayimlandi. Mendel, kendi kendine dollenme yoluyla dogal olarak iireyen
ve tohumlar1 yuvarlak veya burusuk, sar1 veya yesil gibi kolayca tanimlanabi-
len farkl1 bicimler alabilen bezelye bitkilerinin varyasyonlarini nasil inceledi-
gini acikladi. Yuvarlak tohumlu bir soydan gelen bir bitki ile burusuk tohumlu
bir soydan gelen bir bitkiyi caprazladiginda, her zaman yuvarlak tohum veren
melezler elde ettigini fark etti. “Yuvarlak tohumlar” karakterini baskin, “bu-
rusuk tohumlar” karakterini ise ¢ekinik olarak adlandirdi. Ayni sekilde “sar1
tohumlar” karakterinin baskin ve “yesil tohumlar” karakterinin ¢ekinik oldu-
gunu gosterdi.

Mendel daha sonra, melez tohumlardan yetistirilen bitkilerin kendi ken-
dine dollenmesinin, ilk nesilde goriiniiste rastgele oranlarda baskin veya ce-
kinik karaktere sahip yeni tohumlar verdigini fark etti. Dahasi, deneyi birgok
kez tekrarlayarak, baskin karaktere sahip tohumlarin cekinik karaktere sahip
olanlardan ortalama ii¢c kat daha fazla oldugunu fark etti. Ornegin, ilk de-
neyinde toplam 5.474 yuvarlak tohum ve 1.850 burusuk tohum elde etti, bu
da 2,96’ya 1 oranina karsilik geliyordu. Ikinci bir deneyde ise toplam 6.022
sar1 tohum ve 2.001 yesil tohum elde etmigtir, bu da 3,01’e 1 oranina kargilik
gelmektedir! .

Mendel ayrica, baskin karaktere sahip ilk neslin tohumlarindan yetisti-
rilen bitkiler arasinda, kendi kendine dollenme yoluyla hem baskin hem de
cekinik karakterli tohumlar verenlerin sayisinin, yalnizca baskin karakterli to-
humlar verenlerin yaklagik iki kat1 oldugunu fark etmistir. Ornegin, ilk neslin
yuvarlak tohumlarindan yetistirilen 565 bitkiden 372’si hem yuvarlak hem de
burusuk tohum verirken 193’ sadece yuvarlak tohum vermistir; oran 1,93’e
esittir. Benzer sekilde, ilk neslin sar1 tohumlarindan yetistirilen 519 bitkiden
353’ii hem sar1 hem de yesil tohum verirken 166’s1 sadece sar1 tohum vermis-
tir; oran 2,13’e esittir.

Bu sonuglan acgiklamak i¢in Mendel, bir tohumun goriinen karakterini,
her biri baskin (A olarak yazilir) ya da ¢ekinik (a olarak yazilir) olan iki gizli
faktoriin birlikteliginin sonucu olarak diisiinmek gibi parlak bir fikir ortaya
att1. Yani ii¢ olast kombinasyon vardir: AA, Aa ve aa. AA veya Aa faktor-
lerine sahip tohumlar ayni baskin A karakterine sahiptir. aa faktoriine sahip
tohumlar ise a c¢ekinik karakterine sahiptir. Mendel ayrica dollenme sirasinda
polen tanelerinin ve oviillerin (gametlerin) her biri 1/2 olasilikla iki faktérden

IR. A. Fisher’m (bkz. boliim 14) daha sonra fark ettigi gibi, teorik degere bu kadar yakin
deneysel sonuglara ulagma olasili1 oldukga diisiiktiir. Mendel muhtemelen verilerini diizenle-
mistir. Ornegin, n = 6.022 4 2.001 = 8.023 tohumla ilgili ikinci deneyde, oranin 3’ten 0.01°den
daha az farkli olma olasilig1 sadece %10’dur.
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yalnizca birini aktardigini varsaymustir.

Dolayistyla, AA ve aa saf soylarinin caprazlanmasi, hepsi Aa faktorlerine
ve A baskin karakterine sahip melezler verir. Aa melezinin gametleri 1/2 ola-
silikla A faktoriinii ve 1/2 olasilikla a faktoriinii aktarir. Bu nedenle, Aa melez
tohumundan yetigtirilen bir bitkinin kendi kendine dollenmesi, Tablo 8.1’de
gosterildigi gibi 1/4 olasilikla AA, 1/2 olasilikla Aa ve 1/4 olasilikla aa verir.

Tablo 8.1: Bir Aa melezinin kendi kendini dollemesinin olas1 sonuglar1 ve bunlarin er-
kek gametler (satirlarda) ve disi gametler (siitunlarda) tarafindan aktarilan faktorlerin
bir fonksiyonu olarak olasiliklari.

Faktor A a

Olasilik 1/2 1/2
A AA Aa
1/2 1/4 1/4
a Aa aa
1/2 1/4 1/4

Mendel, 1:2: 1 olan AA : Aa : aa oranlarinin (A +a)? = AA+2Aa+aa
bicimsel hesaplamasiyla da elde edilebilecegini fark etti. AA ve Aa tohumlar1
A goriiniir karakterine sahipken, sadece aa tohumlar1 a goriiniir karakterine
sahip oldugundan, gercekten de A karakterine sahip tohum sayis1 a karakte-
rine sahip tohum sayisindan ii¢ kat daha fazladir. Dahasi, Aa tohumlarinin
say1s1 AA tohumlarinin sayisindan ortalama iki kat daha fazladir. flkinden ye-
tistirilen bitkilerin kendi kendine dollenmesi ya baskin karakterli (AA veya
Aa) ya da cekinik karakterli (aa) tohumlar verir. AA tohumlarindan yetistiri-
len bitkilerin kendi kendine dollenmesi ise her zaman baskin karakterli AA
tohumlar1 verir. Tiim gozlemler bu sekilde aciklanmaktadir.

Mendel sonraki nesillere de bakti. N melez Aa tohumundan baglayarak
ve basit olmasi i¢in her bitkinin kendi kendine dollenmeyle sadece dort yeni
tohum verdigini varsayarak, n neslindeki ortalama (AA),, (Aa), ve (aa), to-
hum sayilarinin Tablo 8.2 ile verilecegini hesapladi, burada sunumun netligi
icin sonuglar N’ye boliinmiigtiir.

Tablo 8.2: Birbirini izleyen nesiller. n 0 1 2 3 4 5
(AA), 0 1 6 28 120 496

(Aa), 1 2 4 8 16 32

(aa), 0 1 6 28 120 496

toplam 1 4 16 64 256 1.024
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Bu sayilar basitce formiillerden elde edilir

(AA)ni1 = (Aa), +4(AA), , (8.1)
(Aa)nt1 =2(Aa), , 8.2)
(aa)p+1 = (Aa), +4(aa), , (8.3)

Bu da AA’nin kendi kendine dollenmeden sonra dort tohum AA verdigini,
aa’nin dort tohum aa verdigini ve Aa’nin ortalama olarak bir tohum AA, iki
tohum Aa ve bir tohum aa verdigini soyler. Mendel ayrica sunu da fark et-
migtir:

(AA), = (aa), =2""'(2"=1) ve (Aa),=2".

Aslinda, (8.2) denkleminden ve (Aa)y = | baslangi¢ kosulundan
(Aa), = 2" oldugu sonucu ¢ikar. Bunu (8.1) denkleminde degistirirsek,
(AA),41 =4 (AA), +2" elde ederiz. Kolayca (AA), = c¢2" 'ninc=—1/2
oldugunda 6zel bir ¢oziim oldugunu fark ederiz. “Homojen” denklemi-
nin genel ¢oziimii (AA),+1 = 4 (AA), ise (AA), = C4" olur. Son olarak,
bu iki ¢6ziimii topladigimizda (AA),, = C4" —2"~! denkleminin C = 1/2
ise (AA)o = 0 baglangic kosulunu sagladigim goriiriiz. (aa), dizisine ge-
lince, aym yineleme bagmtisin1 ve (AA), ile ayn1 baglangic kosulunu
saglar. Yani (aa), = (AA),.

Sonug olarak, toplam popiilasyondaki Aa melezlerinin orani olan 2" /4" =
1/2", her nesilde kendi kendine d6llenme ile ikiye boliiniir.

Mendel’in caligmalar1 yagami boyunca fark edilmedi. Birka¢ yil sonra
Mendel benzer deneyleri diger bitki tiirleriyle de denedi, meteoroloji iize-
rine birka¢ makale yayinladi ve arilarin kalitimini aragtirdi. 1868°de basrahip
olduktan sonra zamaninin ¢ogunu idari sorunlar1 yonetmekle gecirdi. 1884
yilinda 6ldii.

Mendel’in ¢aligmalari ancak 1900 yilinda Amsterdam’da Hugo de Vries,
Tiibingen’de Carl Correns ve Viyana’da Erich von Tschermak tarafindan ba-
S1msiz ve neredeyse es zamanli olarak yeniden kesfedildi. Bu, bugiin genetik
dedigimiz alanda yeni bir donemi baglatacakti.

Daha fazla okuma
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Boliim 9

Galton, Watson ve soy tiikenmesi sorunu
(1873-1875)

1873 yilinda Ingiliz istatistik¢i Galton ve vatandast matematikci Watson,
Bienaymé’nin ¢alismalarindan haberdar olmadan soy isimlerinin yok ol-
masi sorununu ele aldilar. Watson, her nesildeki erkek sayisinin olasilik
dagilimiyla iligkili iiretici fonksiyonun 6zyinelemeli olarak hesaplana-
bilecegini fark etti. Ancak yok olma olasiligin1 yanlis analiz etmistir.

Francis Galton, Mendel ile ayn1 y1l, 1822°de Ingiltere’de Birmingham ya-
kinlarinda dogdu. Yedi ¢ocugun en kiiciigiiydii. Babas1 zengin bir bankerdi.
Anne tarafindan Charles Darwin’in kuzeniydi. Galton 1838°de 6nce Birming-
ham’daki bir hastanede, daha sonra da Londra’da tip egitimi almaya bagladi.
1840 yazinda Istanbul’a kadar uzanan ilk uzun Avrupa seyahatini yapt1. Daha
sonra Cambridge Universitesi Trinity College’da dort yil egitim gordii. Ancak
babas1 1844 yilinda ardinda 6nemli bir servet birakarak 6ldii. Galton tip dok-
toru olma fikrinden vazgecti. Misir, Sudan ve Suriye’ye seyahat etti. Sonraki
birka¢ yil boyunca rahat bir yagam siirdii, zamanini avlanarak, balon ve tek-
nelerle seyahat ederek ya da elektrikli telgrafi gelistirmeye ¢alisarak gegirdi.
1850 yilinda Giiney Bat1 Afrika’ya (simdiki Namibya) bir kesif gezisi diizen-
ledi. 1852°de Ingiltere’ye dondiigiinde Kraliyet Cografya Dernegi’ne secildi.
Orada Nil’in kaynagin1 bulmak i¢cin Dogu Afrika’ya yapilan kesif gezilerin-
den gelen haberleri takip edebiliyordu. Londra’ya yerlesti ve gezginler i¢in en
¢ok satanlar listesine giren bir rehber kitap yazdi. 1856 yilinda Kraliyet Cemi-
yeti’ne se¢ildi. Daha sonra meteoroloji ile ilgilenmeye baglad: ve “antisiklon”
kelimesini icat etti. Kuzeni Darwin’in 1859°da Tiirlerin Kokenini yaymlama-
sindan sonra Galton kalitim ¢aligmalarina yoneldi. Entelektiiel yeteneklerin
kalitim yoluyla aktarilabilecegini iddia ettigi Kalitsal Deha kitabin1 1869’da
yaynladi.

1873 yilinda Isvicreli botanikg¢i Alphonse de Candolle, Son Iki Yiizyilda
Bilim ve Bilim Adamlarmin Tarihi baglikli bir kitap yayinladi ve bu kitapta
Kalitim, Degiskenlik ve Secilimin Insan Tiiriiniin Gelisimi ve Bu Tiiriin Muh-
temel Gelecegi Uzerindeki Etkisi iizerine bir deneme de yer aldi. Orada asa-
§1daki aciklamalar1 yapmustir:
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Sekil 9.1: Galton (solda) ve Watson (sagda).

“Bay Benoiston de Chateauneuf, Galton ve diger istatistikc¢ilerin
kesin bilgileri ve ¢ok akli baginda goriisleri arasinda, soy isim-
lerinin kaginilmaz olarak yok olmasi konusunda yapmalar1 ge-
reken 6nemli aciklamay1 goéremedim. Elbette her isim yok ol-
mak zorundadir [...] Bir matematikei, kiz veya erkek cocuk sa-
hibi olma olasiligin1 ve herhangi bir c¢iftin cocuk sahibi olmama
olasiligim bilerek, isimlerin veya unvanlarin nasil azalacagini he-
saplayabilir.”

Bu, Bienaymé’nin 1845’te iizerinde ¢alistigi sorunla aynmidir. Ancak Bi-
enaymé’nin ¢aligmalarindan haberdar olmayan Candolle, tiim ailelerin yok
olmaya mahkum oldugunu diisiiniiyordu. Galton, Candolle’un kitabindaki
yukaridaki paragrafi fark etti. Kendisi de Bienaymé’nin ¢alismasindan ha-
berdar olmadig: i¢in Galton bunu Educational Times okuyucular: icin acik
bir problem olarak ortaya koydu:

Problem 4.001: Sadece yetiskin erkeklerle ilgilenecegimiz, sa-
yilar1 N olan ve her biri ayr1 soyadlar tasiyan biiyiik bir ulus
bir bolgeyi kolonize eder. Niifus yasalar1 dyle ki, her nesilde ye-
tigkin erkeklerin yiizde ag’inin yetigkin hayata ulasan hi¢ erkek
cocugu olmuyor; a;’in boyle bir erkek ¢cocugu oluyor; a; ’nin iki;
ve boylece as’e kadar bes erkek cocugu oluyor.

(1) r nesil sonra soyadlarinin ne kadarinin yok olacagini; ve (2) m
kisi tarafindan kullanilan soyadinin kag¢ 6rnegi olacagini bulunuz.

Sorunun ikinci kisminin Bienaymé tarafindan ele alinmadigina dikkat edin.
Galton derginin okuyucularindan tatmin edici bir yanit alamad1 ve goriiniige
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gore sorunun ¢oziimiinii kendi bagina bulamadi. Bu ytizden bir matematikgi
olan arkadas1 Henry William Watson’dan problemi ¢6zmeye calismasini is-
tedi.

Watson 1827 yilinda Londra’da dogdu. Babas1 Ingiliz Donanmasi’nda su-
baydi. Once Londra’daki King’s College’da okudu ve ardindan Galton’dan
sadece birkac yil sonra, 1846’dan 1850’ye kadar Cambridge Universitesi Tri-
nity College’da matematige yoneldi. Sirastyla Trinity College’da fellow, City
of London School’da mudiir yardimcisi, King’s College’da matematik okut-
mani ve 1857 ile 1865 yillar1 arasinda Harrow School’da matematik profesorii
oldu. Hevesli bir dagc1 olan Galton, 1855 yilinda Isvigre’deki Monte Rosa’un
zirvesine ulagan kesif gezisinin bir pargasiydi. 1856’da yardimci papaz, iki
yil sonra da Anglikan rahip olarak atandi. 1865’ten emekli olana kadar Co-
ventry yakinlarindaki Berkswell with Barton’da rektorliik yapti ve bu gorev
ona aragtirma icin yeterli zaman birakti.

Galton ve Watson birlikte 1875 yilinda Journal of the Royal Anthropo-
logical Institute dergisinde yayinlanan “Ailelerin yok olma olasili81 iizerine”
baglikli bir makale yazdilar. Galton problemi sunmug, Watson da yaptig1 he-
saplamalar1 ve ulagtig1 sonuglari agiklamistir. Erkeklerin en fazla g oglu oldu-
gunu varsaymiglardir, py ise k ogul sahibi olma olasihigidir (k=0,1,2,...,¢9).
Bagka bir deyigle, Galton’un orijinal notasyonlarini kullanirsak p; = a;/100
olur. Yani pg + p1 + -+ + p; = 1. Nesil 0'1n tek bir adamdan olustugu du-
rumu diigiiniin. Birinci nesil p; olasilikla s erkekten olusur. Watson, kendi
zamaninda iyi bilinen ve Abraham de Moivre tarafindan uzun zaman 6nce
tanitilmig olan bir hileyi kullanarak, po, ..., p, olasiliklaryla iligkili tireten
fonksiyonunu ele aldi:

f(x) =po+prx+prd+--+pgxt. 9.1)

Benzer sekilde, f,(x), x* katsayisinin 0. nesildeki bir erkekten baslayarak n
nesilde s erkek olma olasilig1 oldugu polinom olsun. O zaman f;(x) = f(x)
olur. Watson, f,(x)’in 6zyinelemeli olarak hesaplanmasim saglayan

fn(x) = fu-1 (f(x)) 9.2)

formiiliinii farketti.

Gergekten de, f,(x) = pon+ P1aX+pan X244 Pg'n x4") olsun. Dik-
kat edilirse n neslinde en fazla ¢" erkek vardir. Eger n — 1 neslinde 1’den
s’ye kadar numaralandirilmig s erkek varsa, f1,.. ., t; erkek yavrularinin
sayist olsun. Boyle bir durumda, n neslinde ¢ erkek olma olasilig1 suna
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esit olacaktir:

Y opuxooxp.
1+ Ftg=t

s = 0 oldugunda, bu olasiligin r = 0 ise 1’e esit ve t > 1 ise 0’a esit
oldugu anlagilmalidir. Bu nedenle

Ptn = Zps,n—l X Z Py X X Py -

5s=0 i+ tg=t

Bundan su sonug cikar:

f,,(x):Zp,’,,x’: Zps,nflz Z (Ptlx[l)x"'x(ptjxts)

120 520 >0 t+-+t=t

= Zps,n—l [pox0+p1xl+p2x2+...r

s=>0

= Zps,n—l[f(x)]s = fa1(f(x)) .

s=>0

Ozellikle x, soyadinin n nesil iginde yok olma olasihig1 p, degerine esittir
ve bu da f,(0) ile aynidir. ilk 6rnek olarak, Watson

fx) = (1+x+x%)/3,

yani ¢ =3 ve pg = p; = p» = 1/3, durumunu ele aldi, ve f,(x) polinomlarini

n=1,...,4icin (9.2) denklemini kullanarak hesapladi. Ornegin su sonuclari
elde etti:
1 1 +x+x2 1 +x+x2 2 13 + 5x + 6x% 4+ 2x3 4+ x*
W=z =573 - 27

ve f2(0) = 13/27 =~ 0,481. f,(x) ’in n > 3 i¢in hesaplanmasi ¢ok zahmetli
hale gelir, o kadar ugrastiricidir ki Watson n = 4 icin bir hata yapmustir.
x5 = f5(0) = f1(f(0)) oldugundan fs(x) hesaplamasindan kaginabilir. Wat-
son, agagidaki x,, = f;,(0) yok olma olasiliklari listesini elde etti:

x1 20,333, x~0481, x3~0,571, xs~0641, x5~ 0,675.

Bienaymé tarafindan tiiretilen x,, = f(x,,—1 ) basit formiilii kullamilarak kontrol
edilebilecegi gibi, dogru degerler x4 ~ 0,632 ve x5 ~ 0,677 dir. Boliim 17°de
gorecegimiz gibi, ikinci formiil (9.2) denkleminden de tiiretilebilir.

Watson her insanin ortalama %o = p1 +2 p2 +- - - +¢q pq 0glu oldugunu ve
ilk 6rneginde %y = 1 oldugunu fark etmistir. Dolayisiyla, baglangigtaki erkek
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aile iiyesi sayis1 yeterince biiyiikse, aile biiyiikliigliniin kabaca sabit kalacag1
diisiintilebilir. Yine de Watson, x,, yok olma olasiliginin n — oo oldugunda
yavag da olsa 1’e dogru yakinsadigini iddia etmigtir. Bagka bir deyigle, Can-
dolle’un 6nerdigi gibi tiim aile yok olma durumuna ulagacaktir. Orijinal ma-
kalede yer almayan Sekil 9.2a ve Bienaymé’nin sonugclari, ilk drnek i¢in bu
sonucun dogru oldugunu dogrulamaktadir.

v
v

Sekil 9.2: y = f(x) ve y = x fonksiyonlarinin grafigi. Neslin tilkenme olasilig1 x,, =
f(xy—1) n nesil i¢inde n’inci “merdiven basamaginin” yiiksekligidir. Sol: f(x) = (1+
x4x2)/3. Sag: f(x) = (3+x)° /4.

Ikinci bir ornek olarak Watson, (9.1) iireten fonksiyonu f(x) = (a +
bx)4/(a+ b)? olan binom olasilik dagilimim ele ald:

_(q aqfkbk
Pr= (k> = 9.3)

ve fo(x) ve xp = f>(0) olarak hesapladi. Bu noktada her n i¢in x; = f(x1)
ve x, = f(x,—1) oldugunu fark etti. Ancak bu formiiliin yalnizca 6zel binom
durumu (9.3) i¢in dogru oldugunu diisiiniiyordu. Bunu g =5,a=3ve b =1
oldugu duruma uygulayarak su sonucu elde etti

x1 20237, x~0347, x3~0410, ..., x9=~0,527, x10~0533...

Watson, n — +eo durumunda x,,"nin Xe = f(Xe) = (@ + bxe)?/(a+ b)? kosu-
lunu saglayan bir x.. limitine yakinsamasi gerektigini fark etmistir. Bu denk-
lemin ¢oziimiiniin x = 1 oldugunu gordii ancak %y > 1 oldugunda bagka ¢o-
ziimlerin de olabilecegini fark etmedi. Bu yiizden Candolle tarafindan yanlig
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yonlendirilerek, az 6nce ele aldig1 sayisal 6rnek de dahil olmak iizere her du-
rumda yok olma (x. = 1) oldugu sonucuna vardi. Oysa Sekil 9.2b durumun
boyle olmadiginmi gosteriyor!

Watson bu sayisal 6rnekte ortalama ogul sayisinin 1’den biiyiik oldugunu
fark etmistir (%o = gb/(a+ b) = 5/4 oldugu gosterilebilir), yani niifus tistel
olarak artma egilimindedir. Ancak bu, hatasini kesfetmesine yardimci olmadi.
Hatta soyadinin yok olmasinin sadece binom durumu icin degil her olasilik
dagilimi (py) icin kesin oldugunu varsaydi. Bu soruna 17. ve 18. boliimlerde
donecegiz.

Galton, aileler lizerindeki istatistiksel ¢aligmasini, Kraliyet Cemiyeti iiye-
lerinin soyagacina odaklanan Ingiliz Bilim Adamlari, Dogalan ve Yetistiril-
meleri baglikli bir kitapla siirdiirdii. Ayrica insan viicudunun 6l¢timii olan ant-
ropometri ile de ilgilenmeye bagladi. Cok sayida insan hakkinda veri topla-
mak icin 1884 yilinda Londra’da diizenlenen uluslararasi bir sergiden yarar-
landi. Elde ettigi sonuglar 1889 yilinda, ekinde Watson ile birlikte yazdig
makalenin de yer aldig1 Dogal Kalituim baslikhi bir kitapta yayimlandi. Bu
kitap ayn1 zamanda “yiizdelik dilim” ve “ceyreklik dilim” gibi baz1 yeni is-
tatistiksel sozciiklerin yani sira “6jenik (soy 1slah1)” s6zciigiinii, yani kalitsal
karakterler agisindan insan tiiriiniin iyilestirilmesini de takdim etti. Galton
1888°den sonra, birkag yil sonra Ingiliz polisi tarafindan kullanilacak olan
parmak izi tanima teknigini gelistirdi. Ayrica, kalitmin (doga) ve cevrenin
(yetistirme) ikizlerin fiziksel ve entelektiiel 6zellikleri, birkag¢ nesil boyunca
yetistirilen bezelyelerin biiyiikligii veya laboratuvarda yetistirilen farelerin
rengi lizerindeki ilgili roliinii incelemeye devam etti. Bu onu iki degisken ara-
sindaki “korelasyon katsayist” kavramina gotiirdii. 1904 yilinda Londra’daki
University College biinyesinde Galton Laboratuvar1 kuruldu. Galton 1909°da
sOvalye ilan edildi ve 1911°de 6ldii.

Watson, 6zellikle 1876’da gazlarin kinetik teorisi iizerine bir inceleme
ve iki cilt halinde (1885 ve 1889) elektrik ve manyetizmanin matematiksel
teorisi tizerine bir inceleme olmak iizere cesitli kitaplar yayinladi. 1881°de
Royal Society’ye segildi ve 1903 te Brighton’da 6ldii.

Karl Pearson, 1924’te Galton biyografisinin ikinci cildinde, soy isimleri-
nin yok olmasiyla ilgili makaleyi hatay: fark etmeden 6zetlemistir. Bu hata
nihayet 1930 yilinda fark edilecektir (bkz. 18. boliim).
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Boliim 10

Lotka ve istikrarh niifus teorisi (1907-1911)

1907 yilinda Amerikali kimyager Alfred Lotka, dogum orani, yasa 6zel
Oliim oranlar1 ve niifus artis hiz1 arasindaki iligkiyi stirekli zamanl bir
model kullanarak incelemeye baslamistir. Lotka, 1911 yilinda Sharpe
ile birlikte aym1 konuda yaga 6zel dogurganlik oranlarini da igeren bir
makale daha yayinlamistir. Niifus artis oranini veren ortiik denklem ge-
nellikle “Lotka denklemi” olarak adlandirilir.

Alfred James Lotka, 1880 yilinda Avusturya-Macaristan Imparator-
lugu’nun bir pargasi olan Lemberg’de (simdiki Ukrayna’nin Lviv kenti) Ame-
rikal1 bir ailenin ¢cocugu olarak diinyaya geldi. Once Fransa ve Almanya’da
egitim gordii ve 1901 yilinda Ingiltere’deki Birmingham Universitesi’nden
fizik ve kimya alaninda lisans derecesi aldi. Daha sonra 1909 yilinda No-
bel Kimya 6diiliinii alacak olan Wilhelm Ostwald tarafindan termodinamigin
kimya ve biyolojideki roliiniin vurgulandig1 Leipzig’de bir y1l ge¢irdi. Lotka
1902°de New York’a yerlesti ve General Chemical Company igin ¢aligmaya
bagladu.

Sekil 10.1: Lotka (1880-1949)

Lotka, 1907 ve 1911 yillarinda', Euler’in ayn1 konudaki caligmalarindan

!ikinci makale Cornell Universitesi’nden bir matematikci olan F. R. Sharpe ile birlikte yazil-
mugtir.
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habersiz olarak, yas yapisina sahip popiilasyonlarin dinamikleri iizerine ¢alis-
maya bagladi (bkz. Bolim 3). Euler’den farkli olarak zaman ve yagin siirekli
degiskenler oldugunu varsaymigtir. B(r) ¢+ zamanmndaki erkek dogum orami
(zaman birimi basina diisen erkek dogum sayisi), p(x) x yasinda hala hayatta
olma olasilid1 ve /(x) x yasindaki dogurganlik olsun. Eger dx sonsuz kiigiikse,
h(x)dx , bir erkegin x ve x + dx yaslari arasinda yeni dogan bir erkek ¢cocuga
sahip olma olasiligidir. O halde
+o0
| peas

dogumda beklenen yagam siiresidir. Ayrica B(t —x) p(x)dx,t —xvet —x+dx
zamanlar arasinda dogan ve ¢ zamaninda hala hayatta olan erkeklerin sayisi-
dir. Bu erkeklerin # zamaninda birim zaman basina B(t — x) p(x) h(x) dx ogul-
lar1 vardir. Dolayisiyla # zamanindaki toplam erkek dogum orant
+-oc0
B(t) = B(t —x) p(x) h(x)dx
0

olur. Bu integral denklem i¢in B(r) = be"" bigiminde iistel bir ¢dziim arayan
Lotka, her iki tarafi B(¢)’ye bolerek su denklemi elde etmistir:

1= /+we”xp(x)h(x)dx. (10.1)
0

Bu denklem niifusbilimciler tarafindan “Lotka’nin denklemi” olarak adlan-
dirilmaktadir?. Euler, zaman ve yasin ayrik degiskenler oldugu durumda bii-
yiime orani i¢in benzer bir ortiik denklemi (3.1) elde etmisti. Lotka, (10.1)
denkleminin sag tarafinin »’nin azalan bir fonksiyonu oldugunu ve r — —oo
oldugunda +oo "ye, r — +o0 oldugunda ise 0’a gittigini fark etmistir. Dolay1-
styla ’nin (10.1) denklemini saglayan tek bir degeri vardir; buna r* diyelim.
Ayrica, ancak ve ancak

Ry = /Oerp(x)h(x)dx >1 (10.2)

oldugunda r* > 0’dir. % ile gosterilen parametre (bu gosterim 1925 yilinda
Dublin ve Lotka tarafindan ortaya atilmistir) bir erkegin hayati boyunca sahip
olabilecegi beklenen erkek ¢ocuk sayisidir.

Lotka, niifusun baglangictaki yas yapisi ne olursa olsun, birim zaman ba-
sina diisen erkek dogum sayisinin, 1 — 4-oo oldugunda B(r) ~ be’"" seklinde

2R. A. Fisher 1927 yilinda bagimsiz olarak aym denkleme ulasnus ve daha sonra r* kokiinii,
dogal secilim yoluyla evrim kuraminda “Darwinci uygunlugun” bir 6l¢iisii olarak yorumlamugtir.
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oldugunu 6ne siirmiistiir’; burada b bir sabittir. Boylelikle toplam niifus su
sekilde verilir:

400

P(t) = A B(t —x) p(x)dx.

Buradan P(¢)’nin t — +o0 oldugunda e” "t gibi arttig1 veya azaldig1 sonucu ¢i-
kar: bilyiime oran1 r*’ye esittir. Ayrica, B(t —x) p(x)/ P(t) ile verilen niifusun
yas yapisl

e p(x)

Jo e p(y)dy

seklindedir. Lotka’nin “istikrarli niifus” dedigi sey budur: yas piramidi za-
man i¢inde aym sekli korur ancak toplam niifus katlanarak artar veya aza-
lir. Dolayisiyla sonu¢ Euler’in ayrik zamanli modelindekiyle aynmidir. An-
cak Lotka’nin ¢aligmasi dogurganligin yasa bagimliligini dikkate almaktadir.
Yani bir anlamda Euler’inkinden daha geneldir.

Lotka hayat1 boyunca bu konu iizerinde ¢alismaya devam etmistir. 1908-
1909°da yiiksek lisans derecesi almak igin Cornell Universitesi’ndeki calig-
malarma devam etti. 1909°dan 1911’e kadar Ulusal Standartlar Biirosu’nda
ve 1911°den 1914’e kadar Scientific American Supplement dergisinde editor
olarak calist1. Niifus dinamikleri ve demografi tizerine 1907°den beri yayinla-
d1g1 makaleleri toplayarak 1912’de Birmingham Universitesi’nden doktora
derecesi aldi. Birinci Diinya Savasi sirasinda General Chemical Company
icin atmosferden azotun nasil sabitlenecegi konusunda tekrar ¢aligti. 1920 y1-
linda biyolojik salinimlar tizerine yazdig: bir makale (bkz. Bolim 13), Johns
Hopkins Universitesi’nde biyometri profesorii olan ve lojistik denklemi he-
niiz “yeniden kesfetmis” olan Raymond Pearl iizerinde derin bir etki birakti
(bkz. Boliim 6). New York’taki Rockefeller Tibbi Arastirma Enstitiisii’'nde
is bulmay1 uman Lotka, Ross tarafindan sitma icin gelistirilen matematiksel
modeller iizerinde ¢alist1 (bkz. Boliim 12). Sonunda Johns Hopkins Universi-
tesi’nden iki yillik bir burs kazanarak 1925’te yayimlanan Fiziksel Biyolojinin
Unsurlart adli kitab1 yazmaya bagladi. Daha sonra New York’taki Metropoli-
tan Life Insurance Company’nin arastirma boliimiiniin bagina gecti. Demog-
rafik sorularin matematiksel analizine odakland1 ve bir meslektas1 olan ista-
tistik¢i ve sirketin bagkan yardimcisi Louis Israel Dublin ile birlikte birkag
kitap yayinladi: Bir Insamin Para Degeri (1930), Yasam Uzunlugu (1936) ve
Saghkta Yirmi Bes Yillik Ilerleme (1937). Amerika Niifus Dernegi’'nin 1938-
1939 donemi bagkanligina secildi. Cesitli istatistiksel ¢aligmalar1 arasinda,

3Bu, 1941 yilinda, o zamanlar ABD’deki Brown Universitesi’nde matematik profesorii olan
Feller tarafindan kesin olarak kanitlanmigtir. Olasiliksal bir yaklagim 1968 yilinda Crump, Mode
ve Jagers tarafindan gelistirilmigtir.
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Lotka yasast (1926’ya kadar gider), belirli bir bilimsel alanda n makale yazan
yazar sayisimin n arttik¢a yaklagik 1/n? gibi azaldigim belirtir.

Lotka ayrica Fransizca olarak Biyolojik Iliskilerin Analitik Teorisi baghkl
bir kitap yaymlamistir. Daha felsefi olan ilk boliim 1934 yilinda yayinlandi.
Daha teknik olan ve 1939’da yayinlanan ikinci boliim ise 1907’°den bu yana
insan demografisi iizerine yaptig1 tiim aragtirmalar1 6zetliyordu. Lotka kita-
binda ayrica soy isimlerinin yok olmas1 sorununa yaptig1 katkiy1 da sunmus-
tur. Steffensen’in konuyla ilgili ilk makalesinin 1930’da yaymlanmasindan
sonra (bkz. Boliim 18), teoriyi ABD’deki beyaz niifusun 1920 sayiminda yer
alan verilere uygulamisti. Erkek cocuk sayisinin gozlemlenen (py)x>o dagi-
liminin, her k > 1 i¢in azalan bir geometrik yasa ile yaklagik oplarak ifade
edilebilecegini fark etti:

po=a, pr=bc(k=1),

a = 04825, b =0,2126 ve ¢ = 1 —b/(1 — a) olmak iizere. Bu sekilde,
Y k>0 Pk = 1 olur. Bununla ilintili iireten fonksiyon s0yledir:

i k=1 k bx
f(x):aerkg’]c :aJrl—cx

x = f(x) denkleminin iki ¢oziimii x = 1 ve x = a/c’dir. Yok olma olasili81 x
bu iki ¢oziimden en kii¢iigiidiir (bkz. Boliim 7). ABD i¢in sayisal degerlerle
Xeo &2 0,819, ortalama ogul sayist ise Zy = f'(1) = (1 —a)?/b ~ 1,260 ola-
rak bulunmustur. Ortalama gocuk sayist (ogullar ve kizlar dahil) 2,5’e yakin
olmasina ragmen, soy adinin yok olma olasilig1 %80’in tizerindedir.

Lotka 1942 yilinda Amerikan Istatistik Dernegi’nin bagkanligma segil-
migtir. 1947°de emekli oldu ve 1949°da New Jersey’de oldii. 1925’te yazdigi
kitabin yeni baskist 1956’da biraz farkli bir baglikla, Matematiksel Biyolojinin
Unsurlar: adiyla cikti.
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Boliim 11

Hardy-Weinberg kurali (1908)

1908°de Ingiliz matematik¢i Hardy ve Alman tip doktoru Weinberg,
Mendel yasalarina gore rastgele ciftlesen sonsuz biiyiikliikteki bir po-
piilasyonda, iki alelden elde edilen genotiplerin frekanslarinin nesiller
boyunca sabit kaldigin1 bagimsiz olarak kegfettiler. Onlarin matematik-
sel modeli, popiilasyon genetiginin baslangic noktalarindan biriydi.

Godfrey Harold Hardy 1877 yilinda Surrey, ingiltere’de dogdu. Ailesi 63-
retmendi. Cambridge Universitesi Trinity College’da 1896’dan itibaren mate-
matik okudu, 1900’de tiniversitenin bursiyeri ve 1906’da matematik 6gretim
gorevlisi oldu. Tek Degiskenli Fonksiyonlarn Integrasyonu (1905) adli ilk ki-
tabindan sonra 1908°de bir¢ok kez yeniden diizenlenen ve bir¢ok yabanci dile
cevrilen Saf Matematik Kursu adl kitabin1 yayinladi.

Sekil 11.1: Hardy (1877-1947)

O donemde Mendel’in caligmalarinin yeniden kesfedilmesi bazi siiphe-
lere yol agmisti. Baz1 biyologlar baskin karakterlerin neden nesilden nesile
daha sik goriilmedigini merak ediyordu. 1905’te Mendelizm baslikli bir ki-
tap yazmig olan Reginald Punnett, bu soruyu Cambridge’de birlikte kriket
oynadig1 Hardy’ye sordu. Hardy ¢6ziimiinii 1908°de yayimlanan Karisik bir
popiilasyonda Mendel oranlari konulu bir makalede yazdi. Analizi basitles-
tirmek i¢in, cinsel partner se¢iminin rastgele oldugu biiyiik bir popiilasyo-
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nun durumunu hayal etti. Dahasi, dikkatini sadece iki faktor (ya da “alel”)
ile sinirladi: A baskin ve a cekinik olmak iizere, A ve a alelleri. n’inci ne-
sil icin p, AA ‘genotipinin’, 2¢g, Aa’nin ve r, de aa’nin siklig1 olsun. Elbette
Pn+2qg,+r, = 1. Hardy ayrica bu genotiplerden hicbirinin diger iki genotipe
kiyasla 6liim oranlarinda artisa ya da dogurganlikta azalmaya yol agmadigim
varsaymistir. n+ 1 neslindeki sikliklar, n neslinde rastgele secilen bir bire-
yin A alelini p, + g, olasilikla aktardiginm fark ederek kolayca hesaplanabilir:
ya genotip AA’dir ve A aleli kesin olarak aktarilir, ya da genotip Aa’dir ve A
aleli %50 sansla aktarilir. Benzer sekilde, a aleli g, + r, olasilikla aktarilir.
Dolayistyla Tablo 11.1, Tablo 8.1 ile ayni sekilde olusturulabilir.

Tablo 11.1: Ebeveynlerin alellerinin sikliklarindan n 4 1 neslindeki genotiplerin sik-
liklarinin hesaplanmasi (satirlar anne icin, siitunlar baba icindir).

Alel A a
Siklik Pn+qn qn+1n
A AA Aa
DPntqn (Pn‘f‘tht)2 (Pn+qn)(qn+1n)
a Aa aa
qn+Tn (Pn+qn)(‘]n+rn) (qn""'n)z

n+ 1 neslindeki AA, Aa ve aa genotiplerinin sikliklar1 sirasiyla p, 1,
2¢p+1 ve 1,41 dir. Boylece Hardy sunu buldu:

Pnt+1 = (pn+Qn)2 (11.1)
2qn41 = 2(pn+qn)(qn+rn) (11.2)
Furt = (qn+12)”. (11.3)

Daha sonra hangi kosullar altinda genotiplerin sikliklarinin nesiller boyunca
P, 2q ve r degerlerine esit olarak sabit kalabilecegini aragtirdi. Tamim geregi
p+2qg+r=1oldugundan, (11.1)—(11.3) denklemlerinin hepsinin ayni qz =
prkosulunu sagladigini goriiyoruz.

Ornegin, ilk denklem p = (p+q)? = p? +2pq + ¢* verir, bu da p(1 —
p—2q) = g* ve son olarak pr = ¢*’ye esdegerdir.

Hardy, po + 240 + ro = 1 olmak iizere (po,2qo,ro) keyfi baglangi¢ nokta-
sindan baglayarak sunu fark etti:

a1* = (po+qo0)*(qo+7r0)* = p1r1.



64

Dolayisiyla (p1,24q1,r1) durumu bir denge noktasidir ve (p,,2¢y, r,) durumu
her n > 1 i¢in (p1,2q1,r1) durumuna esit kalir. Eger 0. nesildeki A alelinin
siklig1 icin x = pg + qo degerini belirlersek, 1 —x = go + ro degeri a alelinin
siklig1 olur, ve (11.1)—(11.3) denklemlerini bir kez daha kullanarak her n > 1
icin sunu elde ederiz (Sekil 11.2):

pn=x> 2¢,=2x(1—x), r,=(1-x)7>

1
aa AA
Aa
Sekil 11.2: Genotiplerin AA, Aa
ve aa denge sikliklarina karsilik 0 1:
2

gelen x2, 2x(1 —x) ve (1 —x)
fonksiyonlarinin grafikleri.

Sonug olarak, yukaridaki hipotezler AA, Aa ve aa genotiplerinin siklik-
lariin nesiller boyunca de8ismeden kaldig1 yasasina yol agmaktadir. Men-
del’in kuramu, ilk bagta diisiiniildiigti gibi baskin karakterin sikliginda asamali
bir artisa yol agmamaktadir.

Birkag yil sonra Fisher bu yasanin 6nemli bir sonucu iizerinde 1srarla du-
racakti: ilk yaklagimda (yani modelin hipotezlerinin gercekci oldugu varsa-
yildiginda), bir popiilasyon sabit bir genetik ¢esitlilik tutar. Bu gdzlem, Da-
rwin’in dogal secilim yoluyla evrim kuraminin ortaya ¢ikardigi sorunlardan
birini ¢cozmektedir. Ger¢ekten de Darwin, cagdaslar1 gibi, her nesilde ¢cocuk-
larin fizyolojik 6zelliklerinin iki ebeveynin 6zelliklerinin bir tiir ortalamasi ol-
dugunu ve her ebeveynin buna yar1 yariya katkida bulundugunu diigiiniiyordu.
Bu fikir daha sonra Francis Galton ve biyometri laboratuarindaki halefi Karl
Pearson tarafindan istatistik kullanilarak derinlemesine incelenmistir. Eger bu
dogru olsaydi, bir popiilasyondaki bu 6zelliklerin varyansi her nesilde ikiye
boliinecek ve kisa siirede dyle bir homojenlik ortaya ¢ikacakti ki, evrimi agik-
ladi81 varsayilan dogal secilim imkansiz olacakti. Yine de bu ortalama meka-
nizmasinin reddedilmesi icin birka¢ yil gerekecek, biyometriciler Darwin’in
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bakis agisint savunacak ve Mendel’in yasalarinin evrimi anlamak i¢in kagi-
nilmaz oldugunu kabul etmekte isteksiz davranacaklardir.

1908°deki bu calismadan sonra Hardy saf matematie geri dondii. Hatta
Bir Matematikginin Ozrii adli otobiyografisinde, herhangi bir pratik kulla-
nim kesfi yapmaktan kacindiini gururla iddia etmigtir. 1910 yilinda Royal
Society’ye secildi. 1913’te Hintli dahi Ramanujan’1 kesfetti ve onu Camb-
ridge’de calismaya davet etti. Birinci Diinya Savasi’ndan sonra Oxford Uni-
versitesi’nde profesor oldu ve vatandasi Littlewood ile verimli bir igbir-
ligi stirdiirdii. 1931 ve 1942 yillar1 arasinda tekrar Cambridge’de profesor-
liik yapti. Genellikle ortaklagsa bircok kitap yayinladi: Sonsuz asimptotikler
(1910), Marcel Riesz ile birlikte Dirichlet Serilerinin Genel Kurami (1915),
Littlewood ve Poélya ile birlikte Esitsizlikler (1934), E. M. Wright ile bir-
likte Sayilar Kuramina Giris (1938), Ramanujan (1940), Rogosinski ile bir-
likte Fourier Serileri (1944) ve Iraksak Seriler (1949). 1947°de Cambridge’de
oldii.

Sekil 11.3:
Weinberg (1862-1937)

Birkag on yil sonra, Hardy’nin gen sikliklarina iliskin yasasinin da ayni
yil 1908’de Alman bir tip doktoru olan Wilhelm Weinberg tarafindan kegfe-
dildigini fark edildi. Weinberg 1862 yilinda Stuttgart’ta dogdu. Tip dokto-
rasina kadar Tiibingen ve Miinih’te egitim gordiikten sonra Berlin, Viyana
ve Frankfurt’taki hastanelerde birka¢ yil caligmigti. 1889°da pratisyen he-
kim ve kadin dogum uzmam olarak Stuttgart’a yerlesti. Isiyle cok mesgul
olmasina ragmen, Alman bilimsel dergilerinde bir¢ok makale yazacak zaman
bulmustu. 1901 yilinda ayn1 cinsiyetten ikizlerin sikligini istatistiksel bir ba-
kis agistyla incelemigtir. Hardy’nin buldugu yasanin aynisini acikladigi 1908
tarihli makalesi yerel bir bilimsel dergide yayinlanmig ve fark edilmemisti.
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Ancak Hardy’nin aksine, bu ¢alismay1 sonraki yillarda da siirdiirmiis ve or-
negin ikiden fazla alelin oldugu durumlara genelleme yapmay1 kesfetmistir.
Ayrica tibbi istatistik alanina da katkida bulunmugtur. Weinberg 1937 yilinda
oldii. Weinberg’in 1908 tarihli makalesinin yeniden kesfedilmesinden sonra
genetikciler genotip frekanslarinin istikrar yasasimi “Hardy-Weinberg kurali”
olarak adlandirmiglardir.

Giiniimiizde bu yasa genellikle su sekilde kullanilmaktadir: Eger nadir bir
resesif alel a hayatta kalma veya dogurganlik tizerinde bir etkiye sahip degilse
ve aa belirli bir fenotip iirettiginden aa genotipinin x> sikligim biliyorsak, o
zaman x degerini hesaplayabilir ve Aa genotipinin 2x(1 — x) & 2x sikhigim
tahmin edebiliriz. Ornek olarak, eger aa genotipinin siklig1 1/20.000 ise, o
zaman x ~ 1/140 elde ederiz. Yani 2x ~ 1/70, Aa genotipinin sikligidir. Fe-
notiplere bakildiginda ¢ok nadir goriinen a ¢ekinik aleli aslinda o kadar da
nadir degildir.
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Boliim 12

Ross ve sitma (1911)

é 1911 yilinda, sitma konusundaki ¢aligmalariyla 1902 Nobel 6diiliinii al-
mus olan Ingiliz tip doktoru Ronald Ross, bu hastaligin yayilmasini mo-
delleyen bir diferansiyel denklem takimi iizerinde ¢alisti. Sitmanin an-
cak sivrisinek sayis1 belirli bir egigin lizerindeyse devam edebilecegini
gosterdi. Bu nedenle sitmay1 ortadan kaldirmak i¢in tiim sivrisinekleri
oldirmek gerekli degildir—sadece belirli bir kismini 6ldiirmek yeterli-
dir. Benzer salgin modelleri daha sonra Kermack ve McKendrick tara-
findan da gelistirilmistir.

S %

Ronald Ross 1857’de babasinin Ingiliz ordusunda subay olarak goérev
yaptig1 Kuzey Hindistan’da dogdu. Londra’da tip egitimi aldi ancak siir ve
drama yazmayi tercih etti. Bir y1l boyunca bir gemide cerrah olarak calistiktan
sonra 1881°de Hindistan Tip Servisi’ne girmeyi bagardi. Hindistan’daki tibbi
caligmalari ona bolca bog zaman birakt1 ve bu siire zarfinda edebi eserler yazdi
ve kendi kendine biraz matematik 6grendi. 1888’de Ingiltere’ye dondiigiinde
halk saglig1 alaninda diploma ald1 ve birka¢ yil 6nce Pasteur ve Koch tara-
findan yaratilan yeni bir bilim olan bakteriyoloji iizerine calisti. Ross Hindis-
tan’a dondiigiinde sitma iizerine ¢aligmaya bagladi. 1894’teki ikinci izninde
Londra’da tropikal tip uzmani Patrick Manson ile tanmisti ve Fransiz askeri
doktor Alphonse Laveran’in 1880’de fark ettigi seyi ona mikroskop altinda
gosterdi: sitmalr hastalarin kaninda parazitler vardi. Manson, parazitlerin siv-
risineklerden gelebilecegini one siirdii ¢iinkii kendisi de Cin’de bu bocek-
lerde bagka bir tropikal hastaligin (filariasis) parazitini kesfetmisti. Ancak,
insanlara parazitin sivrisineklerin kirlettigi suyu ictiklerinde bulastigina ina-
niyordu. Ross 1895’ten 1898’e kadar Hindistan’da aragtirmalarina devam etti
ve Manson’1n fikrini test etti. 1897°de daha 6nce iizerinde ¢aligmadig1 bir siv-
risinek tiirtiniin (anofel) midesinde Laveran tarafindan gozlemlenenlere ben-
zer baz1 parazitler kesfetti. Ustleri onu sitma vakalarinin nadir goriildiigii bir
mevsimde Kalkiita’ya gonderdikten sonra kafes kuslarinda sitma iizerine ca-
lismaya karar verdi. Paraziti anofel sivrisineklerinin tiikiiriik bezlerinde buldu
ve deneysel olarak sivrisineklerin saglikli kuglar1 1sirmasina izin vererek en-
fekte etmeyi bagardi: bu, sitmanin kirli sularin yutulmasiyla degil sivrisinek
siriklartyla bulagtigini kanithyordu. Ross 1899 yilinda, bir yil 6nce kurul-
mus olan Liverpool Tropikal Tip Okulu’nda ders vermek iizere Hindistan T1p
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Servisi’nden ayrildi. 1901°de Royal Society’ye secildi ve 1902’de sitma iize-
rine yaptig1 calismalar nedeniyle Nobel Fizyoloji veya Tip Odiilii’nii aldi.
Sivrisineklere karg1 miicadeleyi yayginlastirmak icin Afrika’ya, Mauritius’a
ve Akdeniz bolgesine seyahat etti. Bu yontem Misir’da Siiveys kanali bo-
yunca, Panama kanali boyunca, Kiiba’da ve Malezya’da basaril1 oldu. Diger
bazi bolgelerde ise daha az basarili oldu. Ross 1908°de Mauritius’ta Sttmanin
Onlenmesine Iliskin Rapor ve 1910°da Sttmamin Onlenmesi adl kitaplarini
yayinladi.

Sekil 12.1: Ross (1857-1932)

Bazi sivrisineklerin sitmanin bulagmasindaki roliinii kanitlamasina rag-
men Ross, sitmanin sadece sivrisinek sayisinin azaltilmasiyla ortadan kal-
dirilabilecegini iddia ettiginde siipheyle karsilandi. Sitmanin Onlenmesi ko-
nulu kitabimin 1911°de yayinlanan ikinci baskisinda, iddiasin1 desteklemek
icin sitmanin bulagmasina iligkin matematiksel modeller olugturmaya ¢alisti.
Modellerinden biri iki diferansiyel denklem takimindan olusuyordu. Asagi-
daki gosterimleri tanitalim:

* N: belirli bir alandaki toplam insan niifusu;

e I(¢): t zamaninda sitma ile enfekte olan insan sayisi;
* n: toplam sivrisinek niifusu (sabit varsayilmistir);

* i(¢): sitma ile enfekte olmus sivrisinek sayisi;

* b: sivrisineklerin 1sirma sikligs;

* p (sirastyla p’): sitmanin bir 1sirik sirasinda insandan sivrisinege (sira-
styla sivrisinekten insana) bulagsma olasilig1;
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¢ a: insanlarin sitmadan kurtulma orani;
e m: sivrisinek oliimleri.

Kiigiik bir dt zaman aralifinda, enfekte olmusg her sivrisinek bdt insan1 1sirir

ve bunlarin arasinda % kadar bir kisim heniiz enfekte olmamistir. Bulagma

olasih@ p’ dikkate alindi§inda, bp'i %dt yeni enfekte insan vardir. Aym
zaman araliginda, iyilesen insan sayist al dt’dir. Dolayisiyla,
dl N-1I

— =bpi
dt Pt N

—al.

Benzer sekilde, enfekte olmayan her sivrisinek bdt insani 1sirir ve bunlarin
arasinda I/N’ye esit bir kisim zaten enfekte olmustur. Bulagma olasihg: p
dikkate alindiginda, b p (n — i) %dl yeni enfekte sivrisinek vardir. Bu arada,
enfeksiyonun 6liim oranini etkilemedigi varsayilirsa, 6len sivrisinek sayisi
midt olur. Yani Ji /
i . .

7 =bp(n l)N mi.
Sitma cogu enfekte iilkede kalici olarak var oldugundan, Ross sadece iki
denklemden olugan sisteminin kararli durumlarini dikkate almistir: enfekte
insan sayisi I(¢) ve enfekte sivrisinek sayisi i(¢) zaman i¢inde sabit kalir
(dI/dt = 0 ve di/dt = 0). Ilk olarak her zaman I = 0 ve i = 0 olan kararl
durum vardir, bu da sitmanin yokluguna karsilik gelir. Tkinci olarak Ross,
I > 0 ve i > 0 olacak sekilde bir kararli durum aradi ve sunu buldu

I_Nl—amN/(bzpp’n) i_nl—amN/(bZPP/n)
N 1+aN/(bp'n) = 1+m/(bp) '

(12.1)

Kararli durum denklemleri / X i ¢arpimina boliindiigiinde, problem 1/1
ve 1/i olmak iizere iki bilinmeyenli iki denklemden olugan dogrusal bir
sisteme doniisir,
a bp m bpn b
bp' _a_bp  _m_ bpn _bp

I i N' I Ni N°

Coziimii kolayca elde edilebilir.

Sivrisinek sayisi kritik bir esigin tizerindeyse I > 0 ve i > 0 oldugu fark edi-
lebilir:
amN

>nf = ——o.
n n b2pp/
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Bu durumda kararli durum, hastaligin endemik oldugu, yani stirekli olarak
mevcut oldugu duruma karsilik gelir. Ross, eger sivrisinek sayis1 kritik esik n*
degerinin altina diisiiriiliirse, geriye kalan tek kararli durumun / =0 ve i =0
oldugu, dolayisiyla sitmanin ortadan kalkmasi gerektigi sonucuna varmustir.
Ozellikle sitmay1 ortadan kaldirmak igin tiim sivrisinekleri yok etmek gerekli
degildir. Ross’un modeliyle vurgulamak istedigi nokta da tam olarak budur.

Ross, teorisini agiklamak i¢in modelinin parametreleri i¢in makul sayisal
degerler aradi. Sunu varsaymigtir

« Sivrisineklerin 6liim orani, on giin sonra sadece ii¢te birinin hala ha-
yatta kalacag sekildedir; bu nedenle ¢~ 107 = % ve m = (log3)/10
(glinliik deger);

+ Insanlarmn yarisi ii¢ ay sonra hala enfekte; yani e 2 = 1/2 ve a =
(log2)/90 (giinliik deger);

* Her giin sekiz sivrisinekten biri 1sirr; yani e =1 —1/8 ve b =
log(8/7) (giinliik deger).

 Enfekte sivrisinekler genellikle enfeksiyonu takip eden ilk on giin bo-
yunca bulagici degildir ¢iinkii parazitlerin birka¢ doniisiim asamasindan
gecmesi gerekmektedir. Sivrisineklerin iicte biri on giin hayatta kalabil-
digine gore, Ross enfekte sivrisineklerin de yaklasik iigte birinin bula-
sic1 oldugunu varsaymigtir: p’ = 1/3;

s p=1/4.

Ross daha sonra (12.1) formiiliiyle, sivrisinek ve insan niifusu arasindaki n/N
oraninin bir fonksiyonu olarak insan niifusundaki enfekte oram 7/N’i hesap-
layabildi. Sonuc¢larim Sekil 12.2’ya esdeger bir tabloda gostermistir.

Egrinin sekli, n/N oram kritik n* /N degerinin biraz iizerindeyse, enfekte
insan oraninin zaten %50°den yiiksek oldugunu gostermektedir. Ancak n/N
oran1 daha da arttiinda bu oran pek degismemektedir. Bu durum, sivrisi-
nek sayisi ile sitmanin varligr arasindaki korelasyonun neden daha once hig
fark edilmedigini a¢iklamaktadir. Bununla birlikte Ross, n* /N esiginin sayi-
sal degerinin b 1sirma oranindaki kii¢iik degisikliklere karsi ¢cok hassas oldu-
gunu, ancak bunun Sekil. 12.2°daki egrinin genel seklini degistirmedigini fark
etmistir. Niteliksel aciklamasi, parametrelerin sayisal degerlerini ¢evreleyen
belirsizlikten muzdarip olan niceliksel sonuglardan daha 6nemlidir.

Ross! tarafindan kesfedilen n* kritik esigini yorumlamak igin, her ikisi de
sitma olmayan bir insan ve bir sivrisinek popiilasyonuna sokulan enfekte bir

'Bu yorum Ross’un ¢alismasindan ¢ok sonra vurgulanmistir.
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IIN
14

0.5 -

Sekil 12.2: Sivrisinek ve
insan niifusu arasindaki
n/N oraninin bir fonksi-
yonu olarak enfekte in- 0 n*/N n/N
sanlarin //N orani.

insam diigiiniin. Bu insan ortalama olarak 1/a’ya esit bir siire boyunca enfekte
kalacaktir. Birim zamanda bn/N 1sirik alir, dolayisiyla enfekte oldugu siire
boyunca ortalama bn/(aN) 1sirik alir. Yani ortalama bpn/(aN) sivrisinek
enfekte eder. Bu enfekte sivrisineklerin her biri ortalama olarak 1/m kadar
bir siire yasar, b/m insani 1sirir ve b p’ /m insan enfekte eder. Toplamda, ilk
enfekte insandan sivrisineklere ve bu sivrisineklerden diger insanlara bulas-
tiktan sonra, yeni enfekte olmus insanlarin ortalama sayis1 énceki iki sonucun
carpimidir, yani

b*pp'n

Ry = (12.2)

amN
Bu %, bir birincil insan vakasma bagl ikincil insan vakalarinin sayisidir.
Dolayisiyla, zaman icinde siirekli olarak gergeklesen enfeksiyon siireci, bir-
birini takip eden nesiller yoluyla da diisiiniilebilir. Sitma ancak %y > 1 ise
popiilasyonu “istila edebilir”. Bu kosul tam olarak n > n* ile esdegerdir.
Sonug olarak Ross, epidemiyolojide matematiksel modellemeyi daha ge-
nel olarak savunmustur:

“Aslina bakilirsa, hastaliklarin zamandan zamana veya bir yer-
den bir yere degisimiyle ilgili olan epidemiyoloji, bilimsel ola-
rak degerlendirilecekse, ne kadar ¢cok degisken s6z konusu olursa
olsun, matematiksel olarak ele alinmalidir. Bir hastaligin belirli
faktorlere bagli oldugunu soylemek, her bir faktoriin tim sonucu
ne kadar etkiledigine dair bir tahmin olusturana kadar fazla bir
sey soylemek anlamina gelmez. Ve matematiksel tedavi yontemi,
s0z konusu sorunlara dikkatli bir muhakeme uygulanmasindan
bagka bir sey degildir.”
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Ross 1911°de sovalye ilan edildi. Londra’ya tagindi ve Birinci Diinya Sa-
vagt sirasinda Ingiliz ordusu i¢in danismanlik yapti. 1923 yilinda otobiyog-
rafisi olan Biiyiik Sitma Sorunu ve Coziimiine Iliskin Anilar yaymladi. 1926
yilinda Ross Tropikal Hastaliklar Enstitiisii’niin (su anda Londra Hijyen ve
Tropikal Tip Okulu’nun bir parcasi) agiligini yapti ve bu enstitiiniin miidiirii
oldu. Ross 1932 yilinda Londra’da 6ldii.
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Lotka, Volterra ve av-avci sistemi (1920-1926)

4 1920 yilinda Alfred Lotka bir av-avelr modeli iizerinde ¢alismis ve po-

piilasyonlarin kalici olarak salinim yapabilecegini gostermistir. Bu ca-
lismasint 1925 yilinda yayimladig1 Fiziksel Biyolojinin Unsurlar: adl
kitabinda gelistirmistir. 1926 y1linda italyan matematikgi Vito Volterra,
biyolog Umberto d’ Ancona tarafindan ortaya atilan, “Birinci Diinya Sa-
vast sirasinda, Adriyatik Denizi’ndeki balik¢ilar tarafindan avlanma ca-
basinin diisiik oldugu zamanlarda, neden daha fazla yirtic1 balik yakala-
niyordu?” sorusunu, bu modelle yanitlamaya caligir.

%

Lotka 1920 yilinda “Organik sistemlerdeki belirli ritmik iligkiler iizerine
analitik not” baglikli bir makale yayimladi. Birkag yildir, laboratuvar deney-
lerinde garip gegici salimimlar sergileyen bazi kimyasal reaksiyonlarla ilgi-
leniyordu. Makalesinin amaci, iki biyolojik tiirden olugan bir sistemin kalic1
olarak salinim yapabilecegini 6ne siirmekti. Ele aldig1 6rnek, bitkilerle besle-
nen bir otgul tiir popiilasyonuydu. Kimyasal kinetikte kullanilan denklemlere
benzer sekilde, 7 aninda, x(¢) bitkilerin toplam kiitlesi, y(¢) ise ot¢ullarin top-
lam kiitlesi olsun. Lotka model olarak asagidaki diferansiyel denklem siste-
mini kullanmigtir:

d
d—j =ax—bxy, (13.1)
d
d% — —cy+dxy. (13.2)

Burada a, b, ¢ ve d parametrelerinin hepsi pozitiftir. a parametresi otgullar
olmadiginda bitkilerin biiyiime orani, c¢ ise bitki olmadiginda otcullarin po-
piilasyonunun azalma oranidir. —bxy ve dxy terimleri, ne kadar ¢ok hayvan
ve bitki varsa, bitkilerden hayvanlara dogru olan kiitle transferinin o kadar
yiiksek oldugunu ifade eder (transfer bir miktar kiitle kaybim igerir, bu ne-
denle d < b). Lotka, dx/dt ve dy/dt ifadelerini sifira esitlediginde iki denge
noktasinin var oldugunu fark etmistir:

e (x=0,y=0), Otcullarin ve bitkilerin nesli tiikkenir;

e (x=c/d,y=a/b), otgullar ve bitkiler bir arada yasar.
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Ayrica, t = 0 aninda, (x(0),y(0)) bu iki denge noktasindan biri degilse, x(¢)
ve y(t) fonksiyonlarinin periyodik olarak salindigini ispat vermeden ifade etti:
hers > 0igin x(r+T) = x(¢) ve y(t+T) = y(¢) olacak sekilde bir T > 0 say1si
vardir (sekil 13.1)!. Ornegin bitkiler ¢ok bolsa, o zaman otcullarin niifusu
artacak ve bu da toplam bitki kiitlesinde bir azalmaya neden olacaktir. Bu bitki
kiitlesi otcullar1 beslemek i¢in yetersiz kaldiginda, bazi hayvanlar agliktan
olecek ve toplam bitki kiitlesi baglangic degerine esit bir seviyeye ulasana
kadar yeniden biiylimeye baglayacaktir. Bu olgu kendini tekrarlayacaktir.

X(t)

Sekil 13.1:  Bitkilerin
toplam kiitlesinin x(¢)
ve otgullarin  toplam
kiitlesinin y(¢) zamanin
bir fonksiyonu olarak 0 t
salinimlari.

Lotka, 1920 yilinda yayimlanan “Kiitle hareketi yasasindan tiiretilen so-
niimsiiz salmumlar” baslikli ikinci bir makalede modeli biraz daha inceler
ve sistemin neden periyodik bir sekilde salinim yapabildigini aciklar. Bu, x
yatay eksende ve y dikey eksende olmak iizere, x > 0 ve y > 0 bolgesinde,
(x(2),y(¢)) noktasinin kapali bir yoriingede kalmasi gerektigi gerceginden
kaynaklanir (sekil 13.2).

Aslinda, (13.1) denklemi (13.2) denklemine boliinerek uygun diizenle-
meler yapildiginida

c dx a dy
) (e,
( X + dt < y > dt
elde edilir. Bu ifadenin integrali alinarak

dx(t) —clogx(t) = alogy(t) —by(t)+ K

1T periyodu baslangic kosullarina baglidir, ancak Lotka bu gergegi ancak 1925°te fark etmis-
tir.
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bulunur. Burada K sadece baslangi¢ kosuluna bagli olan bir sabittir. Do-
layisiyla, (x(¢),y(¢)) noktasi dx — c logx = alogy — by + K egrisi iize-
rinde kalir ve bu da kapali bir egridir (sekil 13.2).

Sekil 13.2: Yatay ek-
sende bitkilerin top-
lam kiitlesi x(¢) ve
dikey eksende otcul-
larin toplam kiitlesi
y(f) olan diyagram.
Kararli durum etrafin-
daki ii¢ kapali egri
farkli baglangi¢ ko-
sullarina karsilik gel-
mektedir.

>
X

(x(2),y(t)) yoriingesi, dx/dt ve dy/dt nin isaretleri incelenerek kolayca
goriilebilecegi gibi, (¢/d,a/b) denge noktasinin etrafinda saat yoniiniin ter-
sine doner. Denge noktasi yakininda, sistem 27/\/ac ’ye esit bir periyoda
sahip kii¢iik salinimlar sergiler.

Gergekten de, x = 5 +x" ve y = { +y* olsun; burada |x*| < § ve |y*| <
%. O halde,
dx* byt (c n *) bc ,
= — — X ~ _—
dr Y \a a”
dy* a ad
ar gt )RR
Bu iki denklemden
d2x* . dZy* .
— &~ —acx" ve ~ —ac
dr? dr? Y
elde edilir. Bu denklemler fizikteki basit sarka¢ salinimlari i¢in olan
denklemlerle aymdir. Periyot 27t/+/ac dir.

1920°deki ilk makaleyi Proceedings of the National Academy of Scien-
ces’a ileten Raymond Pearl, Lotka’min Johns Hopkins Universitesi’nden Fi-

ziksel Biyolojinin Unsurlar: baghikli bir kitap yazmasi icin iki yillik bir burs
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almasina yardimet oldu. Kitap 1925 yilinda yayimlandi. Kitabin 1920°deki
caligmayi Ozetleyen boliimiinde, bir konak ve bir parazit tiirii veya bir av ve
bir avc tiirii olmak tizere iki tiire iligkin sistemlerin ayni modelle aciklanabi-
leceginden de bahsediliyordu ((13.1)—(13.2)). Ne yazik ki, Lotka’nin kitab
yayimlandiginda fazla ilgi gormemistir. Ancak iinlii matematik¢i Volterra,
kisa bir siire sonra bir balik¢ilik problemi iizerinde calisirken ayni modeli
bagimsiz olarak yeniden kesfeder.

Sekil 13.3: Volterra (1860-1940)
1900 yilinda Cambridge Univer-
sitesi’nden fahri doktora unvam
almustir.

Vito Volterra, 1860 yilinda, Italya’nin birlesmesinden kisa bir siire 6nce,
sehir hala Papalik Devletleri’ne aitken, Ancona’nin Yahudi gettosunda dogdu.
Tek ¢ocuktu. Kumas tiiccar1 olan babasi, Vito iki yasindayken 6lmiis ve bu da
aileyi ekonomik olarak zora sokmustu. Lisede iyi bir 6grenci olan Volterra,
yoksulluga ragmen once Floransa Universitesi’nde, daha sonra da Pisa’daki
Scuola Normale Superiore’de egitimine devam etmeyi bagardi. 1882 yilinda
fizik alaninda doktora derecesini ald1 ve ertesi yil Pisa Universitesi’nde me-
kanik profesorii oldu. 1892°de Torino Universitesi’nde ve 1900’de Roma’daki
La Sapienza Universitesi’nde matematiksel fizik kiirsiisiinde calismaya bas-
ladi. 1905°te senator oldu. Roma’da ve yabanci iiniversitelerde verdigi dersle-
rin ¢ogu kitap olarak yayimlandi: Matematiksel Fizikteki Bazi Son Gelismeler
Uzerine U¢ Ders (Clark Universitesi, 1909), Integral ve Integro-Diferansiyel
Denklemler Uzerine Dersler (Roma, 1910), Hat Fonksiyonlar: Uzerine Ders-
ler (Paris, 1912), Degisebilir Fonksiyonlar Teorisi (Princeton, 1912). Birinci
Diinya Savag1 sirasinda Italyan ordusunda subay olarak gorev yapmus ve savas
icatlar1 biirosunu yonetmistir. Savastan sonra, Italyan Matematik Birligi’nin
(1922) ve italyan Ulusal Arastirma Konseyi’nin (1923) kurulusuna aktif ola-
rak katilmis ve Italyan Ulusal Arastirma Konseyi’'nin ilk bagkani olmustur.
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Ayrica Uluslararast Akdeniz Bilimsel Arastirma Komisyonu’nun (1923) ve
Accademia dei Lincei’nin (1924) bagkanlifin1 yapmistir. J. Péres ile birlikte
yazdi81 Bileske ve Degisebilir Fonksiyonlar Uzerine Dersler baslikli bir bagka
monografi 1924 yilinda yayimlanmigtir.

1925 yilinda, 65 yasindayken Volterra, daha sonra damadi olacak olan
zoolog Umberto D’ Ancona’nin Adriyatik Denizi’'ndeki Trieste, Fiume? ve
Venedik limanlarinda 1905-1923 yillar1 arasinda av balik¢iligr ile karaya ¢i1-
karilan kikirdakli baliklarin (kdpekbaliklar1 ve vatozlar gibi) orani iizerine
yaptig1 bir caligsmayla ilgilenmeye baglar. D’ Ancona bu baliklarin oraninin,
av balik¢iliginin azaldigr Birinci Diinya Savasi sirasinda arttigini fark etmig-
tir (Tablo 13.1).

Tablo 13.1: Birinci Diinya Savasi 6ncesinde, sirasinda ve sonrasinda Trieste, Fiume
ve Venedik’te balik¢ilikla karaya ¢ikarilan kikirdakli balik yiizdesi.

Yil 1910 1911 1912 1913 1914 1915 1916

Trieste 5,7 8,8 9,5 15,7 14,6 7,6 16,2
Fiume - - - - 11,9 214 22,1
Venedik 21,8 - - - - - -

Yil 1917 1918 1919 1920 1921 1922 1923

Trieste 15,4 - 199 158 133 10,7 10,2
Fiume 212 364 273 160 159 148 10,7
Venedik - - 309 253 259 258 26,6

Kikirdakli baliklar daha kii¢iik baliklarin avcist oldugundan, av balik¢i-
Iigindaki azalmanin avci tiirlerin lehine oldugu goriilmiistiir. Lotka’nin ca-
lismasindan haberdar olmayan Volterra, bu gozlemi Lotka ile aynm1 modeli
kullanarak agiklamusgtir:

d d

d—: =ax—bxy, di)t) =—cy+dxy.

Burada x(¢) av sayisim ve y(¢) avcr sayisim temsil eder. Lotka gibi o da bu
sistemin (xg,yo) baslangi¢c kosuluna bagh olan T periyoduyla, periyodik bir
sekilde salinabilecegini fark eder. Ayrica

d d
Elogx:a—by, Elogy: —c+dx

2Simdi Hirvatistan’da Rijeka.
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oldugunu da goriip bu ifadenin bir T periyodu iizerinden integralini alarak
(x(0) = x(T) ve y(0) = y(T)), asagidaki sonuglari elde eder:

1 /T a 1 /T c
— dt==, — dr==.
T/o y(t)dt b T/o x(t)dt =

Dolayistyla, hem av sayisinin hem de avci sayisinin bir donemdeki ortalamasi
baslangi¢ kosullarindan bagimsizdir. Dahasi, av balik¢ilig1 azalirsa, avin bii-
yiime orani, a artarken avcilarin yok olma orani, ¢ azalir. Bu nedenle x(¢) or-
talamasi azalir ve y(¢) ortalamasi artar, dolayisiyla avcilarin orani artar. Ad-
riyatik Denizi’ndeki balik¢ilik istatistikleri i¢in gozlemlenen de tam olarak
budur.

Volterra makalesini ilk olarak 1926 yilinda Italyanca olarak yayimlamis-
tir. Bu makalenin Ingilizce 6zeti birkag ay sonra Nature dergisinde yayrmla-
nir. Lotka, Volterra ve diger bilim insanlarin1 av-avci sistemleri lizerine yap-
t181 calismanin dnceligi konusunda bilgilendirir. Ancak 1920 tarihli makalesi
ve 1925 tarihli kitabindan her zaman bahsedilmeyecekti. Lotka o siralarda
bir sigorta sirketi i¢in ¢aligtyordu, dolayisiyla ¢alismalart insan demografisi
tizerine odaklanmisti. Volterra on yil boyunca av-avci sisteminin varyantlari
lizerinde ¢alismaya devam etti. 1928-1929 yillarinda Paris’te yeni kurulan
Henri Poincaré Enstitiisti’nde bir dizi konferans verdi. Bu derslerin notlar1
1931 yilinda Lessons on the Mathematical Theory of the Struggle for Life
(Yasam Miicadelesinin Matematiksel Teorisi Uzerine Dersler) baghg1 altinda
yayimlandi. Volterra 1935 yilinda Umberto D’ Ancona ile birlikte Matematik-
sel Bakis Acisindan Biyolojik Birlesimler iizerine bir kitap daha yayimladi.

Avci-av modeli balik¢ilik verilerini dogru bir sekilde agikliyor gibi go-
riinse de, ekolojide basitlestirilmis modellerin gercekgiligine iligkin tartigma
yeni baglamist1 ve hala bilimsel bir tartisma konusudur. Giiniimiizde av-avci
modeli Lotka-Volterra modeli olarak da bilinmektedir ve ekolojide en sik
atifta bulunulan modellerden biridir.

Volterra 1931 yilinda Mussolini’ye biat etmeyi reddeder, Roma’daki {ini-
versitedeki profesorliigiinii kaybeder ve en iinlii iiyelerinden biri oldugu ital-
yan bilim akademilerinden dislanir. O tarihten sonra ¢cogunlukla Italya disinda
kalir, Avrupa’y1 dolasir ve dersler verir. J. Péres ile birlikte General Theory of
Functionals (Fonksiyonellerin Genel Teorisi) mn ilk cildini (1936) ve B. Hos-
tinsky ile birlikte Sonsuz Kiiciik Dogrusal Islemler iizerine bir kitap yayimlar
(1938). 1940’ta Roma’da hayatin1 kaybeder.
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Boliim 14

Fisher ve dogal secilim (1922)

4 1922 yilinda Ingiliz matematiksel biyolog Ronald Fisher popiilasyon ge- B
netigi tizerine ¢ok etkili bir makale yayimladi. Bu bolimde, Fisher’in
bu makalesinin sadece bir boliimiinii ele almaktadir; bu boliim Hardy-
Weinberg modelinin dogal secilim igeren bir varyantina odaklanmakta-
dir. Fisher, heterozigotun tercih edilmesi durumunda her iki alelin de bir
arada bulunabilecegini gostermistir. Iki homozigottan biri tercih edilirse,
diger alel kaybolur. Temel sorun, bazi genlerin neden birden fazla alele

L sahip olabilecegini aciklamaktir.

%

Ronald Aylmer Fisher, alti kardesin sonuncusu olarak 1890 yilinda
Londra’da dogdu. Babasi bir miizayedeciydi, ancak daha sonra iflasini ilan
etti. Fisher 1909-1913 yillar1 arasinda Cambridge Universitesi Gonville and
Caius College’da matematik ve fizik egitimi aldi. O donemde genetik bilimi
hizla gelisiyordu. Fisher, 1911°den itibaren Galton tarafindan kurulan Ojenik
Dernegi’nin toplantilarina katildi. Galton ve Mendel’in ¢alismalariyla ilgili
istatistiksel problemlere odaklanmaya bagsladi. Universite egitimini tamam-
ladiktan sonra bir yaz Kanada’da bir ciftlikte ¢alisti ve ardindan Londra’da
Mercantile and General Investment Company igin calisti. Ileri diizeyde mi-
yop olmas1 nedeniyle, goniillii olmasina ragmen Birinci Diinya Savagi’na ka-
tilamadi. Bu yillar liselerde 6gretmenlik yaparak gecirdi. Bos zamanlarinda
bir ciftlikle ilgilendi ve arastirmalarina devam etti. Mendel genetigi ile kore-
lasyon katsayilarini iligkilendiren 6nemli yeni sonuglar elde etti. 1919 yilinda
tarim iizerine yogunlasan Rothamsted Deney Istasyonu’nda istatistikci olarak
caligmaya bagladi.

Fisher 1922 yilinda On the dominance ratio baglikli bir makale yayim-
lamigtir. Bu makale, diger bazi 6nemli yeni fikirlerin yan1 sira, Mendel’in
yasalarin1 ve Darwin’in evrim teorisi i¢in vurguladigi dogal se¢ilim fikrini
birlestiren matematiksel bir model gézoniine alinmistir. Fisher, Hardy ile aym
durumu, A ve a alelleri ve rastgele ciftlesme hipotezini, ele almigtir. Ancak
AA, Aa ve aa genotiplerine sahip bireylerin yetigkinlige ulasmadan 6nce farkli
6liim oranlarina sahip oldugunu ve boylece dogal secilimi taklit ettigini var-
saymugtir. Ug genotipin n neslindeki yetiskin bireylerin frekanslari p,, 2g,
ve r, olmak iizere, n 4 1 neslinde bu genotiplere sahip sirastyla (p, + g,),
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Sekil 14.1:
Fisher (1890-1962)

2(pn+an)(qn-+1n) ve (gn+r,)?* yeni dogan vardir. u, v ve w dogumdan yetis-
kinlige kadar hayatta kalma olasiliklar1 olmak iizere, n+ 1 neslindeki yetigkin
bireyler arasindaki genotiplerin frekanslari:

u(pn+qn)?
Pus1 = % (14.1)
n
P V(pn+q:i)(qn+rn) (14.2)
n
2
Fart = 7W(q"d+ In) (14.3)
n

dir. Burada

dn = u(pn +QH)2+2V(pn +Qn)(4n+rn) +W(‘In+rn)2

dir. p, +2q, +r, = 1 oldugu hatirlanirsa, u = v = w oldugunda (yani do-
gal secilim olmadiginda), (14.1)-(14.3) sisteminin Hardy tarafindan ele alinan
(11.1)-(11.3) sistemine indirgendigi goriiliir.

Xn = pn + qn, n neslindeki yetigkin bireyler arasinda A alelinin frekansi
olsun. O halde, g, +r, = 1 — x,, a alelinin frekansidir. (14.1) ve (14.2) top-
landiginda

ux,® +vx,(1—x,)
uxy? +2vx, (1 —x,) + w(l —x,)?

X+l =
elde edilir. Bu denklem su sekilde yeniden yazilabilir:

(v=w)(1—=2x,) + (u—v)x,
ux,? +2vx, (1 —x,) +w(l —x,)%

(14.4)

Xn+1 —Xn :xn(l _xn)
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x,, frekansinin nesiller boyunca sabit kaldig1 en az iki denge durumu vardir:
x = 0 (popiilasyon tamamen homozigot aa’dan olusur) ve x = 1 (popiilasyon
tamamen homozigot AA’dan olusur).

Denklem (14.4) kullanilarak, homozigot AA’nin diger iki genotipten (u >
v ve u > w) daha fazla hayatta kalma sansina sahip olmasi durumunda, a aleli-
nin popiilasyondan giderek kaybolacag1 gosterilebilir. Her iki alelin bir arada
var oldugu biliniyorsa, bu durum dogada ¢ok yaygin olmamalidir. Bununla
birlikte, heterozigot Aa, homozigot AA ve aa iizerinde segici bir avantaja sa-
hipse (v > u ve v > w), o zaman {i¢ genotip popiilasyonda bir arada bulu-
nabilir. Bu en yaygin durumdur ve ¢iftciler tarafindan fark edilen hibritlerin
“canliligin1” aciklayabilir.

Gergekten de x = 1 denge noktasi, u > v oldugunda kararhidir, ¢ilinkii
X, I’e yakin oldugunda x,,1 —x, = (1 — x,) (u — v) /u yazilabilir. Niifus
bu denge noktasina dogru egilim gosterir. x = 1 denge noktasi, u < v
oldugunda kararsizdir, bu durumda iigiincii bir denge noktas1 vardir:
x*:l, 0<x*<1.

2v—u—w
Dahasi, bu denge noktasinin kararliligi incelenebilir. x* denge noktasi
ii¢ genotipin de var oldugu bir karisima karsilik gelir.

Dolayistyla, basitce Mendel yasalar1 ve dogal secilim hipotezi (burada, ii¢
genotip icin farkli hayatta kalma olasiliklar) birlestirilerek, genotiplerin bir
arada bulunmas1 veya yok olmasi durumlar1 acgiklanabilir. Fisher’dan sonra
bu model Haldane (bkz. Boliim 17) ve Wright (bkz. Boliim 19) tarafindan
gelistirilmisgtir.

Boliim 20’yi 6ngorerek, A tamamen baskinsa ve homozigot aa diger iki
genotipe kiyasla dezavantajliysa, u : v:w sayilari 1 : 1 : 1 — € ile orantil ise,
denklem (14.4)

ex, (1 —x,)?

Sl == T s ~ex, (1—-x,)% ex1 (14.5)

seklinde yazilir. Eger heterozigot Aa’nin hayatta kalma siiresi iki homozigo-
tunkinin ortasindaysa, o zaman u : v: wsayilar 1 : 1 —g/2: 1 — ¢ ile orantilidir
ve

£ xn(1—xp)

Xp+1 —Xn = 1*8(1 — )

~ gxn(l “x), e<l1 (14.6)

dir.
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Fisher, Rothamsted’de mahsul verimi ve meteoroloji ile ilgili uzun vadeli
verileri analiz eder. Bununla birlikte, istatistiksel metodolojiye de biiyiik kat-
kilarda bulunur. 1925 yilinda Statistical Methods for Research Workers (Aras-
tirma Calisanlart icin Istatistiksel Yontemler) bashikl bir kitap yayimlar. Bu
kitap oldukga basarili olur ve bircok kez yeniden basilir. Fisher, 1929°da Ro-
yal Society’nin tiyesi olur. 1930 yilinda, popiilasyon genetigi tarihinde bir
doniim noktasi olan The Genetical Theory of Natural Selection (Dogal Secili-
min Genetik Teorisi) isimli bir kitap yayimlar. 1933’te Londra’daki University
College’da djenik profesorii olur ve Galton Laboratuvari’nda Karl Pearson’in
yerine gecer. 1943 yilinda Cambridge Universitesi’nde genetik kiirsiisiine ge-
¢is yapar ve bu kez R. C. Punnett’in yerine geger (bkz. Boliim 11). Ayrica pek
cok kitap yayimlar: The Design of Experiments (1935), The Theory of Inbre-
eding (1949) ve Statistical Methods and Scientific Inference (1956). 1952’de
sOvalye unvanini alir. 1959°da emekli olduktan sonra Avustralya’ya yerle-
sir ve 1962’de Adelaide’de o6liir. Calismalarinin bagka bir boliimiine Boliim
20’de doniilecektir.
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Boliim 15

Yule ve evrim (1924)

Ingiliz istatistik¢i Yule, tiirlerin kiiciik mutasyonlarla yeni tiirler iire-
tebildigi ve cinslerin bilylik mutasyonlarla yeni cinsler iiretebildigi bir
evrim modeli iizerinde caligmistir. Amaci, cinsler icindeki tiir sayisinin
dagilimini, ¢ogu cinsin yalnizca bir tiir icerdigini ve birkag cinsin ¢cok
sayida tiir icerdi8ini aciklamaktir. Yule’nin modelinde ortaya koydugu
stokastik “dogum siireci”, filogenetik agaglarin ve diger birgok alanin
incelenmesinde hala temel bir aractir.

%

George Udny Yule 1871 yilinda Iskocya’da dogar, babasi Hindistan’daki
Ingiliz yonetiminde iist diizey bir gorevdir. Yule 16 yagsindayken miihendis
olmak iizere Londra’daki University College’da okumaya baglar. 1892’de yo-
niinii degistirir ve birkag yil 6nce elektromanyetik dalgalarin varligini kanitla-
mis olan fizik¢i Heinrich Hertz’in gozetimi altinda Bonn’da bir yi1l aragtirma
yapar. Yule Ingiltere’ye dondiigiinde Karl Pearson ona University College’da
uygulamali matematik alaninda yardimci profesorliik teklif eder. Yule, Pear-
son’1izleyerek istatistik lizerine yogunlagmaya baglar. 1911 yilinda 14 kez ye-
niden basilan An Introduction to the Theory of Statistics (Istatistik Teorisine
Giris) kitabim yayimlar. Ertesi yil Cambridge Universitesi’ne gecer. Aras-
tirma ¢aligmalarinda istatistigin teorik yonlerinin yani sira tarim ve epide-
miyoloji alanlarindaki uygulamalarla da ilgilenir. 1922°de Royal Society’nin
iiyesi olur.

Yule, 1924 yilinda Dr. J. C. Willis’in sonuclarina dayanan matematiksel
bir evrim teorisi baglikl1 bir makale yayimlar. Willis, 1922 yilinda Age and
Area, A Study in Geographical Distribution and Origin of Species (Yas ve
Alan, Tiirlerin Cografi Dagilimi ve Kokeni Uzerine Bir Calisma) baglikl bir
kitap yayimlamig olan Royal Society’den bir meslektastydi. Willis, bitki ve
hayvanlarin simniflandirilmasinda tiirlerin farkli cinsler arasindaki dagilimini
incelemistir. Derledigi veriler, cogu cinsin yalnmizca bir tiir igerdigini, giderek
daha az sayida cinsin daha fazla sayida tiir igerdigini ve hala cok sayida tiir
iceren birkac cins oldugunu gostermistir. Tablo 15.1 yilanlar, kertenkeleler
ve iki bocek familyasina (Chrysomelidae ve Cerambycinae) iliskin verileri
gostermektedir.

O donemde bilinen 1.580 kertenkele tiirii 259 cins i¢inde siniflandiril-



Boliim 15

Sekil 15.1: Yule (1871-1951)

Tablo 15.1: Willis tarafindan derlenen veriler.

Tiir Cins sayis1
sayist  Chrysomelidae =~ Cerambycinae Yilanlar Kertenkeleler
1 215 469 131 105
2 90 152 35 44
3 38 82 28 23
4 35 61 17 14
5 21 33 16 12
6 16 36 9 7
7 15 18 8 6
8 14 17 8 4
9 5 14 9 5
10 15 11 4 5
11-20 58 74 10 17
21-30 32 21 12 9
31-40 13 15 3 3
41-50 14 8 1 2
51-60 5 4 0 0
61-70 8 3 0 1
71-80 7 0 1 0
81-90 7 1 0 0
91-100 3 1 1 0
101- 16 4 0 2

toplam 627 1.024 293 259
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mustt; 105 cins sadece bir tiir, 44 cins sadece iki tiir, 23 cins sadece {ig tiir vs.
ve iki cins yiizden fazla tiir icermekteydi. Diger hayvan ve bitki familyalar1
i¢in, cinslerin icerdikleri tiir sayisina gore dagilimi cok benzer bir sekle sahip-
tir. Yule, Willis’e verilerini logaritmik 6lcekli bir grafikte gdstermeyi deneme-
sini dnermigtir. Bu ¢arpici bir sonug verir (Sekil 15.2): n tiir iceren cinslerin
sayist olan Q, in logaritmasi ile log(n) yaklasik olarak, negatif bir orant1 sa-
biti ile, dogrusal orantilidir. Bagka bir deyisle, oo > 0 ve 8 > 0 sabitleri vardir,
oyle ki Q, =~ an~B: dagihim bir “glic yasas1” izler. 1924 tarihli makalesinde
Yule, boyle bir istatistiksel dagilimi agiklayabilecek matematiksel bir evrim
modeli aramigtir.

Sekil 15.2:  Ondalik
logaritmik o©lceklerle,
icerdikleri tiir say1-
smnin bir fonksiyonu
olarak cins sayisi.
Chrysomelidae  igin 2|
veriler. n (tiir sayisi)
biiyiik oldugunda
dalgalanmalart yumu- 1
satmak igin, cinsler
Tablo 15.1°de oldugu
gibi n degerlerinin 0

cins sayisi

araliklar1 igin sayil- 10 7

mustir. Boylece tek bir

n degeri i¢in ortalama B tur sayisi
cins sayist 1’den az 10 7 - ',
olabilir. 10 10 10

Bu amagla ilk olarak bir cins igindeki tiirlerin sayisinin biiyiimesi i¢in
siirekli zamanl1 bir stokastik model’ hayal eder (Sekil 15.3). = 0 aninda sa-
dece bir tiirle baglayarak, bir tiiriin d¢ (evrimin zaman 6lgeginde) “kiiciik” bir
zaman araliginda mutasyon yoluyla ayni cinsten yeni bir tiir dogurma olasili-
ginin r > 0 olmak iizere rdt degerine esit oldugunu varsaymaigtir.

pn(t), t aminda n tiirin bulunma olasilig1 olsun (r bir tamsayz, ¢ ise bir
gercel sayidir). Yule, p,(f 4 dt) degerini hesaplamak igin ¢esitli durumlari
dikkate almistir:

e t aminda n — 1 tiir varsa, her tiiriin # ile # 4+ dt arasinda bir yeni tiir olug-
turma olasilig1 rd¢’dir; df — 0 durumunda, ¢ + dt aninda (n — 1) rdt

"McKendrick (bkz. Boliim 16) 1914 yilinda yayinlanan bir makalesinde niifus dinamiklerinde
bu tiir modelleri incelemeye baglamusti.
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1
1 3
3
. . . .. . l 4
Sekil 15.3: Bir cins igindeki
tiir sayisinin evrimine iligkin
bir simiilasyon. Tiir 1, tiir 2 2
ve 3’1 olusturur. Tiir 3, tiir 4’u t

olusturur.

olasilikla # tiir olacaktir;
» egert aninda n tiir varsa, t 4+ dt aninda n rdt olasilikla n+ 1 tiir olacaktir.

Boylece py(t) asagidaki diferansiyel denklem sistemi ile ifade edilir:

dp;

L 15.1
i rpi, (15.1)
ddI;n =m—1rpy_1—nrp,, nx=2. (15.2)

p1(0) = 1 oldugundan, ilk denklemden p;(t) = e~ elde edilir. ikinci denk-
lemin p,(0) = 0 baslangi¢ kosulunu saglayan ¢éziimiiniin asagidaki gibi ol-
dugunu gostermek miimkiindiir (Sekil 15.4):

) =e"T(1—e Y n>2, (15.3)

Dolayisiyla, 7 sabit zamaninda, (p,(¢)),>; olasilhiklarmin dagilimi, ardigik iki
terim arasindaki oran 1 —e~"! ye esit olacak sekilde geometriktir.

Tlk olarak (15.2) denklemi

d r nr
E[pne” N=@m=1)rpse" (15.4)
denklemine esdegerdir. Buradan art arda p, (), p3(¢) hesaplandiginda
pa(t)=e (1 —e ") ve p3(t) = e " (1 —e"")? elde edilir, bu da ge-
nel ¢6ziim i¢in (15.3) formiiliinii 6nerir. Son olarak bu formiiliin (15.4)
denkleminin bir ¢oziimii oldugu kontrol edilebilir.
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n=1

n=2

Sekil 15.4: 1 < n < 4 icin ¢ —
aninda ayni cinsten 7 tiiriin bu- 0 1
lunma olasilig1 py(¢).

Yule ayrica (15.3) formiiliinden, beklenen tiir sayisinin zamanla iistel ola-
rak arttif1 sonucunu gikarmistir: Y75 n p, (1) = €.

Gergekten de, ilk olarak |x| < 1 igin,

= d& ., df 1 1
n—1_ % n_ =% _ )
n;’” N dx<1—x> (1—x)

n=0
oldugundan
oo +oo
Z npn(t) — efrt Z n(l _gfrt)nfl _ ert
n=1 n=1
yazilabilir.

Ozellikle T, ¢'T = 2 ile tanimlanan iki katma cikma siiresi ise, t = T
anindaki tiir sayisinin (p,(¢)),>1 olasihik dagilimi 1/2 oramiyla geometriktir:
%, %, %, % ... ;t=kT aninda, 1 — 1/2" orantyla geometriktir ve p; (kT) =
1/2* dir.

Yule daha sonra, ayni cinse ait tiirlerin sayisindaki artiga paralel olarak,
yeni cinslerin olugmasina yol agan daha biiyiik mutasyonlar nedeniyle benzer
bir siire¢ diistinmiistiir. sd# mevcut bir cinsin kiigiik bir d¢t zaman araliginda
yeni bir cins olugturma olasilig1 olsun. Daha 6nce oldugu gibi, # = 0 aninda
yalnizca bir cins oldugunu varsayilirsa, ¢ aninda beklenen cins sayisi e*’ olur.
t aninda birim zamanda yaratilan ortalama cins sayisi se*’ tiirevidir. t — +oco
icin limit? halinde, # zamaninin x ve x + dx degerleri arasinda var olan cinsle-

2Yule, 1 degerinin ¢*' degerinin iki katina ¢ikma siiresine kiyasla ¢ok biiyiik kabul edilemeye-
cegi durumu da dikkate almigtir. Hesaplamalar biraz daha karmagiktir ancak nihai sonuglar cok
farkli degildir.
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rin ortalama sayist se* ¥ dx olur. Rastgele secilen bir cinsin # zamaninin x
ve x + dx degerleri arasinda var olma olasilig1 se™** dx dir.

Eger t aninda rastgele secilen bir cins x ile x4 dx zaman birimleri arasinda
var olmussa, bu cinsin 7 tiir icerme olasilig1, (15.3) formiiliine gore, her n > 1
icin e 7" (1 — e=")"~! degerine esittir. Dolayisiyla ¢ aninda rastgele segilen
bir cinsin # tiir icermesi i¢in olasilig, gy,

400
Gn = / se Y e TX (1 . e—rX)n—l dx
0

dir. u = r/s alinarak, kolay bir hesaplama ile g; = 1/(1+u) ve

1 u 2u (n—1)u

= 2 15.5
14+u 14+2u 1+3u 14+nu ( )

WV

qn

)

oldugu goriiliir.

Gergekten de, (1 —e ™)' 1 = (1 —e77*)"2 (1 — ¢~"*) oldugundan
~+oo
qn = 4gn-1— S/ e )X (1 — g2 o1 g
0

dir. Burada kismi integrasyon uygulanirsa

r+s (n=1)r/s

= B Bl ———r— (] = _
dn = 4n—-1 (nfl)}’qn Ve (gn 1+nr/s dn—1

elde edilir.

Formiil (15.5), (gn)n>1 olasilik dizisinin azaldigim gostermektedir. Bu ne-
denle dizi n = 1 i¢in maksimuma degerini alir, yani ¢ogu cins sadece bir tiir
icerir. Bu tam olarak verilerin gosterdigi durumdur. Dahasi, n sonsuza gitti-
ginde g, nin 0’a dogru azalmasi nispeten yavagtir ¢iinkii g, /¢, — 1 dir. Bu,
bazi cinslerin neden ¢ok sayida tiir icerdigini agiklayabilir. Daha kesin olarak,
Yule log g, degerinin log(n) degeri ile dogrusal olarak azaldigim gostermistir.

['(z) = [, " 'e~"dt fonksiyonu Euler’in Gamma fonksiyonu olarak
bilinir. n tamsay1 oldugundaI'(n+ 1) =n!=nx (n—1) x---x2x 1 ve
I(z+ 1) = zI'(2) dir. O halde (15.5)

_ (n—1)! L(mr(1+1
Cu(+he+hy ey T urmr1+l)

u u

qn
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bicimini alir. Bununla birlikte Stirling’in yaklagimi kullanilarak
logI'(n) ~ nlogn —n— J logn —+ sabit ve logI'(n+ 1 + 1 /u) ~ nlogn —
n+ (% + %) logn+ sabit dir. Sonug olarak logg, ~ — (1 + %) logn + sabit
elde edilir.

Kertenkeleler 6rnegi ele alindifinda u parametresi, sadece bir tiir ice-
ren cinslerin ¢; = 1/(1 + u) oramindan tahmin edilebilir. Tablo 15.1°e gore,
q1 = 105/259 yani u ~ 1,467 dir. Boylece g, teorik olasihg1 ve n tiir ice-
ren cinslerin beklenen Q, sayisi, g, ile 259 olan toplam tiir sayis1 ¢arpilarak
hesaplanabilir (Tablo 15.2).

Tablo 15.2: Kertenkeleler (259

; Cins bagina  Gozlemlenen Hesaplanan
cinste siiflandirilmis 1.580 tiir)

o . . tiir sayisi cins sayist cins sayist
orneginde veriler ve teori ara-

sinda kargilagtirma. 1 105 105,0

2 44 39,2

3 23 21,3

4 14 13,6

5 12 9,6

6 7 7,2

7 6 5,6

8 4 4,5

9 5 3,7

10 5 3,1

11-20 17 16,6

21-30 9 6,9

31-40 3 3,9

41-50 2 2,6

51-60 0 1,9

61-70 1 1.4

71-80 0 1,1

81-90 0 0,9

91-100 0 0,7

101- 2 10,1

toplam 259 259

Yule?®, gozlemler ve hesaplamalar arasindaki uyumun, modelin basitligi

3100°den fazla tiir igeren cinslerin sayis1 icin Yule, 7’nin ¢*'’nin ikiye katlanma siiresine ki-
yasla biiyiik olmadigin1 g6z oniinde bulundurarak Tablo 15.2°dekinden daha iyi bir uyum elde
etmisgtir.
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(6rnegin tiirlerin milyonlarca yillik evrim boyunca gectigi felaketleri hesaba
katmamasi) goz oniine alindiginda nispeten iyi oldugunu fark etmistir.

Yule 1931°den sonra Cambridge Universitesi’nden kademeli olarak
emekli olmustur. Kitaplarin yazarlarini belirlemek icin ciimlelerin uzunlu-
Sunun istatistiksel dagilimim incelemeyle ilgilenmistir. Bunu 6zellikle John
Graunt tarafindan yayimlanan kitaba uygulamistir (bkz. B6liim 2) ancak muh-
temelen William Petty’den esinlenmistir. 1944 yilinda The Statistical Study
of Literary Vocabulary (Edebi Sozciik Dagarciginin Istatistiksel Incelemesi)
isimli bir kitap yayimlamustir. 1951 yilinda dlmiistiir.

Giiniimiizde Yule’nin modeli hala “filogenetik agaclar1” (tiirlerin soy
agaclan) analiz etmek i¢in kullanilmaktadir. Sekil 15.3’tekine benzer bu agac-
lar, molekiiler biyolojiden gelen yeni veriler sayesinde daha bilinir olmustur.
Ancak (15.1)-(15.2) denklemleri ile tanimlanan stokastik siirecin uygulama-
lar1 evrim teorisi ile sinirli degildir. Bu siire¢, mikroskobik diizeyden (6rnegin
bakteri kolonilerini modellemek) makroskobik diizeye (bir salginin baslan-
gicim1 modellemek) kadar niifus dinamigindeki bircok modelin yap1 tagidir.
Buna “saf dogum stireci” veya “Yule siireci” denir. Basit bir varyanti mdt
herhangi bir kiiciik zaman araliginda dt 6lme olasiligini icerir: bu “dogum
ve Oliim siireci” i¢in ¢ aninda beklenen niifus biiyiikligi er=mt dir. (15.5)
ile verilen olasilik dagilimi ise, bazen Yule dagilimi olarak adlandirilir. Giig
yasalarini kargilayan kuyruklara sahip dagilimlar, bilimin cesitli alanlarinda
cok ilgi cekmistir. Gii¢ yasasi derece dagilimina sahip rastgele aglardaki sal-
gin hastaliklarin incelenmesi buna sadece bir 6rnektir.
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Boliim 16

McKendrick ve Kermack salgin modellemesi
iizerine (1926-1927)

( McKendrick 1926 yilinda stokastik bir salgin modeli iizerinde caligmis

ve bir salginin belirli bir nihai boyuta ulagsma olasiligini hesaplamak
i¢in bir yontem bulmustur. Ayrica, siirekli zaman ¢ercevesinde yas yapili
popiilasyonlar1 yoneten kismi diferansiyel denklemi ortaya koymustur.
1927 yilinda Kermack ve McKendrick deterministik bir salgin modeli
izerinde ¢aligmis ve niifus yogunlugu i¢in belirli bir esigi vurgulayan
nihai salgin boyutu icin bir denklem elde etmistir. Biiyiik salginlar bu
esigin iizerinde meydana gelebilir ancak altinda meydana gelemez. Bu
L calismalar ¢cagdas epidemiyolojide hala ¢ok kullanilmaktadir.

%

Anderson Gray McKendrick 1876 yilinda Edinburgh’da bes cocugun so-
nuncusu olarak diinyaya gelmistir. Babasinin fizyoloji profesorii oldugu Glas-
gow Universitesi’nde tip egitimi almis, 1900 yilinda Hindistan Tibbi Hizmet-
ler’e katilmistir. Hindistan’a gitmeden once Sierra Leone’de sitma ile miica-
dele gorevinde Ronald Ross’a eslik etmistir. Daha sonra 18 ay boyunca Su-
dan’da orduda gorev yapmustir. Hindistan’a vardiginda Bengal’deki bir hapis-
haneye tip doktoru olarak atanmig ve burada dizanteriyi kontrol altina almaya
caligmigtir. 1905 yilinda Kasauli’deki (Hindistan’1n kuzeyinde) yeni Merkezi
Tibbi Arastirma Enstitiisii’de ¢calismaya baglamig, kuduz tizerinde caligsmalar
yaparken matematik okumustur. 1920’de tropikal bir hastali§a yakalandiktan
sonra Edinburgh’a donmiis ve Royal College of Physicians Laboratuvari’ nin
yoneticisi olmustur.

McKendrick 1926’da Matematigin t1bbi problemlere uygulanmasi tize-
rine birka¢ yeni fikir iceren bir makale yayimlamis, salgin hastaliklar icin
enfeksiyon ve iyilesmenin stokastik yoniinii dikkate alan siirekli zamanl bir
matematiksel model ortaya koymustur.

Baslangigta yalnizca bir enfekte kisinin bulundugu N biiyiikliigiinde bir
popiilasyon g6z Oniine alindiginda, insanlar art arda ii¢c durumdan gecebilir:
S duyarl durumu, / enfekte durumu ve R iyilesmis durumu (Sekil 16.2)".

! Daniel Bernoulli’nin modeli (bkz. Boliim 4) S ve R durumlarini iceriyordu ancak I durumunu
icermiyordu, enfeksiyon siiresi ortalama yasam siiresinden ¢ok daha kisaydi.
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Sekil 16.1: McKendrick (1876-1943) ve Kermack (1898-1970)

Sekil 16.2: Olas1 durumlar: du-
yarlt (S), enfekte (I), iyilesmig S I R
(R).

pir(t) popiilasyonun ¢ aninda I durumunda tam olarak i kisi ve R duru-
munda r kisi icerme olasili1 olsun; burada i ve r tam sayilardir ve 1 <i+r <
N dir. Bu durumda niifusun (i,7) durumunda oldugu sdylenir. Duyarh insan
say1si s = N —i — r dir. Ross’un sitma {izerine yaptig1 ¢alismay1 (bkz. Boliim
12) takip eden McKendrick, kiiciik bir d¢# zaman aralifinda, yeni bir enfek-
siyonun ortaya ¢ikma olasilifinin asi dt ye esit oldugunu varsaymistir (yani
hem duyarli insan sayis1t hem de enfekte insan sayisi ile orantilidir). Yeni bir
iyilesme olasilif1 ise bi dt degerine esittir. Burada, a ve b pozitif parametre-
lerdir. p; (¢t + dt) degerini hesaplamak i¢in birka¢ durum ayurt edilmelidir:

* popiilasyon ¢ aninda (i — 1, r) durumundadir ve bir yeni enfeksiyon, po-
piilasyonu ¢ ile ¢ 4 dt arasinda (i,r) durumuna tasir; bu olayin olasiligi
s =N—(i— 1) —r olmak iizere as (i — 1) dt dir;

* popiilasyon ¢ aninda (i,r) durumundadir ve bir yeni enfeksiyon, popii-
lasyonu ¢ ile t +df arasinda (i+ 1,7) durumuna tagir; bu olaym olasilig
s =N —i—rolmak tizere asidt dir;

* popiilasyon ¢ aninda (i + 1,7 — 1) durumundadir ve bir yeni iyilesme,
popiilasyonu 7 ile ¢ + dt arasinda (i, r) durumuna tagir; bu olayn olasi-
1181 b (i + 1) dt dir;
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* popiilasyon ¢ aninda (i, 7) durumundadir ve bir yeni iyilesme, popiilas-
yonu ¢ ile t +dr arasinda (i — 1,7+ 1) durumuna tagir; bu olayin olasilig
bi dt dir.

Dolayisiyla McKendrick, 1 < i+ r < N igin su denklemleri elde etmistir:

dpi,r
dt

=aN—i—r+1)(i—1)pic1,—a(N—i—r)ipi,
+b(i+1)piy1,,—1 —bipi,. (16.1)

Sag taraftaki ilk terim i = 0 oldugunda, iigiincii terim ise r = 0 oldugunda
sifirdir. Baglangic kosullari, p1 o(0) = 1 harig tiim (i, 7) i¢in p; -(0) = 0 sek-
lindedir.

McKendrick bu modelle salginin » kisinin enfekte olmasiyla sona erme
olasiligin1 hesaplamay1 basarmigtir, bu da ¢ — oo igin po,(¢) nin limitidir.
Aslinda (16.1) sistemini ¢cozmeye gerek yoktur. Enfekte olmus i kisi ve iyiles-
mis r kisi oldugu siirece, kii¢iik bir df zaman aralifinda yeni bir enfeksiyon
olasihigiin a (N — i — r)idt ve yeni bir iyilesme olasilifinin bi dr oldugunu
fark etmek yeterlidir. Dolayisiyla, (i,r) durumundan (i + 1, r) durumuna veya
(i—1,r+ 1) durumuna gegis olasiliklar1 (Markov zincirleri teorisinde genel-
likle boyle adlandirilirlar), her i > 1 i¢in sirasiyla

a(N—i—r) b
Plir)—(i1r) = m s Pl si-1r11) = m

dir (Sekil 16.3).

r

5

4

3 —>

2 -t
Sekil 16.3: N = 5 olan bir po- 1 A 5 A
piilasyonun olas1 durumlarim (i
yatay eksende, r dikey eksende) 0 - T T T
ve enfeksiyona (yatay oklar) veya 0 1 2 3 4 5 i

iyilesmeye (diger oklar) bagh
olas1 gegigleri gosteren diyagram.
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Salgm sirasinda niifusun (i,7) durumundan gegme olasilig1 g; » olsun. t =
0 oldugunda i = 1 ve r = 0 oldugundan, g; o = 1 olur. Diger durumlara ya bir
enfeksiyondan sonra ya da bir iyilesmeden sonra ulagilir:

qir = dqdi—1,r c@(z‘fl,r)ﬁ(i,r) +qiv1,r-1 f@(H»l,rfl)%(i,r) :

Sag tarafin ilk terimi i = 0 veya i = 1 oldugunda sifirdir. ikinci terim ise r = 0
oldugunda sifirdir. Bu formiilden, 6nce (gio)2<i<n, sonra (gii)o<i<n—1,
sonra (g;2)o<i<n—2 Vb. hesaplayabiliriz. Salgimin sonunda n kisiye bulagma
olasilif1 gg,’dir. 1926 yilinda bu tiir hesaplamalar oldukca zaman almak-
taydi, bu nedenle McKendrick kendini ¢ok kiigiik popiilasyonlarla, drnegin
bir aile ile ilgili drneklerle simirlamig ve N = 5 kisi ve b/a = 2 ile Tablo
16.1°1 elde etmistir. En biiyiik olasiliklar, ailede yalnizca bir kiginin enfekte
oldugu duruma ve tiim ailenin enfekte oldugu duruma karsilik gelmektedir.

Tablo 16.1: Bes kisilik bir ailede n 1 2 3 4 5
salgin hastaigin b/a = 2 oldu-
gunda n kisiye bulagma olasiligi. g0, 033 0,11 0,09 0,13 0,34

1926’daki ayn1 makale, zaman, siirekli bir degisken olarak ele alindiginda
demografik problemlerin yeni bir formiilasyonunu da icermektedir. Sonsuz
kiiciik dx i¢in, P(x,t)dx t aminda x ile x + dx arasinda bir yasa sahip niifus
olsun. m(x) ise x yagindaki 6liim orami olsun. Bu durumda, & sonsuz kiiciik
oldugunda P(x+ h,t +h) =~ P(x,t) — m(x) P(x,t) h dir. P(x,t) fonksiyonunun
kismi tiirevleri

P —-P P P —P
P ) g POHRZP) DBy Pt t) —Plst)
Jx h—0 h ot h—0

olmak iizere
JP JP
P h h)~P h — h —
(x+h,t+h) (x,1)+ ax(x,t)—F P (x,1)

dir. McKendrick agagidaki kismi diferansiyel denklemi elde etmistir:

P P

E(x,t) + a(x,t) +m(x)P(x,1) =0.

Boyle bir denklem, demografide yas (bkz. Boliim 25) veya epidemiyolojide
enfeksiyondan bu yana gecen siire gibi siirekli bir degisken tarafindan yapi-
landirilan niifus problemlerinde dogal olarak ortaya ¢ikar.
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William Ogilvy Kermack, 1921 yilinda Edinburgh’daki Royal College of
Physicians Laboratuvari’nin kimya boliimiiniin bagina getirilmigtir. Kermack
1898 yilinda Iskogya’nin kiiciik bir kasabasinda dogmus, Aberdeen Universi-
tesi’nde okumus ve Oxford’daki bir endiistriyel laboratuvarda organik kimya
alaninda arastirmalar yapmaya baglamistir. Edinburgh’daki laboratuvarinda
1924 yilinda meydana gelen bir patlamanin ardindan tamamen kor olmasina
ragmen, meslektaglarinin ve 6grencilerinin yardimiyla kimya ¢aligmalarina
devam etmistir. Kermack ayrica McKendrick ile salgin hastaliklarin matema-
tiksel modellemesi konusunda isbirligi yapmaya baglar. 1927°den baglayarak,
birlikte deterministik salgin modellerini inceledikleri Salginlarin matematik-
sel teorisine katkilar iizerine bir dizi yayin yaparlar. N niifusu yeterince bilyiik
olsun. 1926’daki makalede oldugu gibi insanlarin duyarli, enfekte ya da iyi-
lesmis olabilecegini varsayilsin. Eger hastalik 6liimciil ise, o zaman ti¢lincii
durum ashinda 6lumdiir. S(¢), 1(¢) ve R(¢) ti¢ durumun her birindeki insan sa-
yisin1 ifade etmek iizere, model (basitlestirilmis bir bi¢imde) ii¢ diferansiyel
denklemden olusan bir sistemdir:

ds
— = —aS1 16.2
= —asl. (16.2)
dl
—=aSI-bl 16.3
o =asI=bl. (16.3)
dR
— =Dl 16.4
- (16.4)

Dolayistyla, birim zaman bagina yeni enfeksiyon sayisi, 1926 stokastik mo-
delinde oldugu gibi, hem duyarli insan sayisi hem de enfekte insan sayis1 ile
orantilidir. Salginin baglangicinda, r = 0 aninda, belirli sayida insan enfekte
olur: S(0) =N —1p, I(0) =Ip ve R(0) = 0,0 < Iy < N.

(16.2)-(16.4) sisteminin kapali bir ¢6ziimii olmamasina ragmen, bazi
ozellikleri kanitlanabilir:

o toplam niifus S(¢) +I(¢) + R(z) sabit ve N degerine esit kalir;

S(z), 1(¢) ve R(r) negatif degildir;

* t — +oo oldugunda, S(¢) bir Se > 0 limitine dogru azalr, I(r) 0’a yo-
nelir ve R(¢) bir R, < N limitine dogru artar;

¢ dahas1
—log Si _4
S(0) b
formiilii S.. u kapali formda verir ve dolayisiyla nihai salgin boyutunu
Re = N — S.. olarak elde edilir.

(N—S.), (16.5)
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Gergekten, ilk olarak 4 (S+7+R) = 0 oldugu goriilmektedir. Yani
S(t)+1(t)+R(t) = S(0) +1(0) 4+ R(0) = N dir. (16.2) ve (16.3) denk-
lemleri asagidaki gibi yeniden yazilabilir:

4
dt

d

[S(t)eafél(r)dr} =0, E

{](t) ehrfafés(r)dr} —0.
Birinci denklemden

S(t) = S(0) e~ o147 5
ve ikinci denklemden

I(I) :I(O) ea,féS(r)dr—bt >0

elde edilir. (16.2) ve (16.4) denklemleri S(¢) fonksiyonunun azaldigim
ve R(t) fonksiyonunun arttigini gosterir. 0 < S(7) < Nve 0 < R(r) <N
oldugundan, S(¢) ve R(r) fonksiyonlarimin ¢ — +oo durumunda limit-
leri vardir. I(r) = N — S(¢) — R(¢) oldugundan, I(r) fonksiyonunun da
t — oo durumunda bir limiti vardir ve bu limit (16.4) iin integrallenme-
siyle goriilebilecegi gibi yalnizca sifir olabilir. Ayrica (16.2) denklemi
—%[logS} = al oldugunu gosterir. t = 0 ve t = +oo aralifinda integ-
ral alarak, logS(0) —logS. = a [, " I(t)dt elde edilir. (16.3) denklemi
% = —% — bl seklinde yeniden yazilabilir. t = 0 ve ¢t = +oo arasinda
integral alarak, —(0) = S(0) — Se. — b [~ I(t) dt elde edilir. 1ki sonug
birlestirilerek, S > 0 oldugunu gosteren (16.5) formiil elde edilir.

Baslangigtaki enfekte kisi say1st Iy, niifus biyiikliigii N ye kiyasla kiigiik
oldugunda, ki bu genellikle bir sehirde salginin baslangicindaki durumdur,
(16.5) formiilii S.. = N — R.. ifadesi kullanilarak su sekilde yeniden yazilabi-
lir:

R R
—1 l—— | =% — 16.6
og( N ) 0 (16.6)
burada tanim geregi
aN

(16.6) denklemi yalmizca %y > 1 ise pozitif bir ¢oziime sahiptir. Dolayi-
styla Kermack ve McKendrick su sonuca varmaktadir: salgin hastalik, an-
cak Zy > 1 ise niifusun ihmal edilemeyecek bir kismini enfekte etmekte-
dir. N* = b/a niifus yogunlugu, altinda salgmlarin meydana gelemeyecegi
bir esik degeridir.
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Niifus biiyiikliigii N bu esigin hemen tizerinde oldugunda (N = N* + ¢€),
kiiciik genlikli bir salgin meydana gelir. (16.6)’den R, ~ 2 € oldugu sonucu
¢ikar. Yani S., = N* — €.

Gergekten, —log(1 —x) ~ x+ % yaklasimi kullanildiginda, (16.6) denk-

lemi )
R. 1 (R Ro
_ —_ | — z{@i
N+2<N> N

seklini alir. O halde, Ro. = 2(Zo — 1)N =2 3= (N* + &) ~ 2¢ dur.

Ross’un sitma modelinde oldugu gibi (B6liim 12), %y > 1 kosulunun ba-
sit bir yorumu vardir. Salginin baglangicinda bir enfekte kisinin birim za-
manda enfekte ettidi kisi sayist aN ve ortalama enfeksiyoz dénem 1/b ol-
duguna gore, Zy = aN /b salgmn baglangicinda bir enfekte kisinin neden
oldugu ikincil vakalarin ortalama sayisidir.

Oliimciil hastaliklar igin R(¢), salginin baglangicindan itibaren kiimiilatif
oliim sayis1, dR/dt ise birim zaman bagina diisen 6liim sayisidir. Kermack ve
McKendrick, matematiksel modellerindeki dR/dt fonksiyonunun grafiginin
bir salgin egrisinden beklenen ¢an sekline sahip oldugunu fark etmistir (Sekil
16.4).

1 0001
haftalik 6limler

800+

600+

Sekil 16.4: Zamanin bir 4007
fonksiyonu olarak dR/dt

egrisi ve 1905-1906 yilla- 200
rinda Bombay’da bir veba

salgint sirasinda haftalik 0
oliim sayis1 verileri.

haftalar
0 5 10 15 20 25 30

dR/dt erisini ¢izmek igin (16.2) ifadesini (16.4) ifadesine bo-
lerek dS/dR = —aS/b ifadesini elde etmiglerdir. Yani S(¢) =
S(0) exp(—5 R(z)) dir. Bunu (16.4) denkleminde yerine koyarak ve
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S(¢)+1(t) +R(t) = N oldugunu kullanarak

dR a

—:b[N—R—SO (—43)}, 16.7
” (0) exp(— (16.7)
denklemini elde etmiglerdir. Bu da hala acik bir sekilde ¢oziillememek-
tedir. Bununla birlikte, eger § R(r) tiim salgin boyunca kiigiik kalirsa,

exp(—u) ~ 1 —u+u?/2 yaklagimi yardimiyla

dR a a

7 ~b [N R S(O)+S(0)bR S(O)szR } . (16.8)
yazilabilir. Bu, (16.8) in sag tarafindaki R cinsinden ikinci dereceden
polinomun kokleri tarafindan verilen, biri pozitif, R, ve digeri negatif,
R_, olmak iizere iki sabit ¢6ziimii olan Riccati denklemi olarak adlandi-
rilir. (16.8) in tam ¢oziimii R(¢) olsun ve Q(¢) = R(t) — R, olsun. O za-
man Q(¢) Daniel Bernoulli ve Verhulst tarafindan karsilagilanlara benzer
bir Bernoulli diferansiyel denklemini saglar (bkz. (4.5) ve (6.1)). Boy-
lece (6.2) formiilii dogrudan Q(r) yi elde etmek i¢in uyarlanabilir. Kolay
ama sikic1 (hantal) bir hesaplama dQ/dt nin o/ cosh? (Bt — ) bigiminde
oldugunu gosterir; burada o, § ve ¥ modelin parametrelerine karmasik
bir sekilde bagli olan sabitlerdir. dR/dt ~ dR/dt = dQ/dt oldugundan,
Kermack ve McKendrick verilerine uyacak sekilde (¢, B,7) segebilmis-
lerdir. Elbette modern bilgisayarlar ve yazilimlar bu yaklagimlara gerek
kalmadan (16.7) diferansiyel denklemini sayisal olarak kolayca ¢6zebi-
lir.

Bu sekilde elde edilen dR/dt egrisi, Aralik 1905 ile Temmuz 1906 ara-
sinda Bombay’da yasanan veba salgini sirasinda haftalik 6liim sayis1 verile-
rine iyi uyum saglamustir (Sekil 16.4).

Kermack ve McKendrick ayrica bulagiciliin, a(x), ve iyilesme oraninin,
b(x), enfeksiyonun baglamasindan bu yana gegen x siireye bagh oldugu daha
genel bir modeli de dikkate almigtir. Nihai salgin boyutunu veren denklem
(baslangigtaki enfekte vaka sayisi kiiciik oldugunda) hala (16.6) ile ifade edi-
lebilir ancak burada

oo .
Foo =N / a(x) e~ [P0y gy (16.9)
0

dir. Zy parametresi 6nceki durumla benzer yoruma sahiptir: salgiin baglan-
gicinda enfekte olmusg bir kisiden kaynaklanan ikincil vakalarin ortalama sa-
yisidir. (16.9) ile Lotka’min demografideki % formiilii (10.2) arasindaki ben-
zerlige dikkat edilmelidir: yasin yerini enfeksiyondan bu yana gecen siire,
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hayatta kalmanin yerini e~ Job0)4dy hala enfekte olma olasilig1, dogurganligin
yerini ise N a(x) temas orant alir.

Kermack ve McKendrick 1930’larda bagka bircok matematiksel salgin
modeli gelistirmistir. Bunlar giiniimiizde epidemiyolojide kullanilan daha
karmagik modellerin ¢ogunun yapi taglaridir.

McKendrick 1941 yilinda emekli olur ve 1943 yilinda 6liir. 1930 ve 1933
yillar1 arasinda Kermack, Edinburgh Universitesi Matematik Boliimii’nden
William McCrea ve Edmund Whittaker ile birlikte matematiksel fizik iizerine
birka¢ makale yazmigtir. 1930’1ar ve 1940’lar boyunca Kermack’in kimya-
ger ekibi antimalaryal aktiviteye sahip yeni molekiiller sentezlemeye calis-
mis, ancak sinirh bagari elde etmigtir. Kermack 1938 yilinda Philip Eggleton
ile birlikte temel biyokimya tizerine The Stuff We’re Made Of adli popiiler
bir kitap yazmustir. 1944°te Royal Society iiyesi secilir ve 1949°da Aberdeen
Universitesi’nde biyokimya kiirsiisiine gecer. Daha sonra Fen Fakiiltesi de-
kani olarak gorev yapar. 1968’de emekli olur ve 1970’te Sliir.
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Boliim 17

Haldane ve mutasyonlar (1927)

4 Fisher, 1922 tarihli makalesinin bir bagka boliimiinde, belirli bir olasilik h
dagilimiyla rastgele sayida yavruya aktarilabilen mutant bir gen soru-
nunu ele almigtir. Problem bigimsel olarak aile isimlerinin yok olmasiyla
aynidir ancak genetik bir baglamdadir. Fisher, olasilik dagiliminin Pois-
son dagilimi olmas1 ve mutant genin segici bir avantaja sahip olmamasi
durumunda, mutant genin popiilasyondan ¢ok yavas bir sekilde kaybo-
labilecegini gostermigtir. 1927°de Ingiliz biyolog Haldane bu modelin
caligmasini daha da ileri gotiiriir ve mutant avantajli bir genin kendini
koruma olasiliginin secici avantajinin iki kat1 oldugunu gosterir. Ayrica

L yok olma sorununa daha titiz bir yaklagim getirmistir.

%

John Burdon Sanderson Haldane 1892 yilinda babasinin iiniversitede fiz-
yoloji profesorii oldugu Oxford’da dogmustur. Haldane, Efon College’da ve
1911°den sonra Oxford Universitesi New College’da okumustur. {1k yilinda
matematige odaklandiktan sonra beseri bilimlere yonelmigtir. Caligmalari,
Fransa ve Irak’ta gorev yaptig1 Birinci Diinya Savagi nedeniyle kesintiye ug-
rar. Yaralandiktan sonra Hindistan’a askeri e§itmen olarak gonderilir. 1915
yilinda, savagtan once fareler iizerinde baslattig1 genetik deneyleri tartisan
ilk makalesini yayimlar. 1919°da New College’da fizyoloji dalinda 6gretim
iiyesi olur ve babasi gibi solunum iizerine ¢alismalar yapar. 1923’te Camb-
ridge Universitesi’nde F. G. Hopkins’in biyokimya laboratuvarina' katilir ve
burada enzimlerin kinetigi iizerine yogunlasir. Ayrica Daedalus or Science
and the Future (Daedalus ya da Bilim ve Gelecek) (1923) adl1 bir bilim kurgu
roman1 ve Callinicus, A Defense of Chemical Warfare (Callinicus, Kimya-
sal Savag Savunmasi) (1925) adl1 bir deneme yayimlar. 1924 ve 1934 yillar
arasinda A mathematical theory of natural and artificial selection (Dogal ve
yapay secilimin matematiksel teorisi) baglikli bir makale serisi yazar.

Serinin 1927’de yayimlanan besinci makalesinde Haldane, Fisher’in
1922’de tizerinde ¢alistig1 mutasyonlara odaklanan bir bagka genetik modeli
yeniden ele almstir. Fisher, mutant bir genin bir popiilasyonu istila etme veya
yok olma olasilifini incelemistir. Bu problem, Bienaymé, Galton ve Wat-

!Frederick Gowland Hopkins, vitaminler iizerine yaptig1 calismalar nedeniyle 1929 yilinda
Nobel Fizyoloji veya Tip Odiilii’nii almustir.
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Sekil 17.1:
Haldane (1892-1964)

son’1n aile isimlerinin yok olmasiyla ilgili problemiyle bi¢imsel olarak ayni-
dir. Ancak Fisher, Galton’un 1889 tarihli Natural Inheritance (Dogal Kalitum)
kitabinin ekinde yer alan Galton ve Watson’1n makalesini okumus olabilecegi
halde bu caligmalara atifta bulunmamistir. B6liim 9’da oldugu gibi, bir genin
ilk nesilde k yavruya aktarilma olasiligina py olsun (k > 0). Fisher ayrica

f(x)=P0+P1x+p2x2+-~~+pkxk+...7

tirete¢ fonksiyonu da gozoniine almis, ancak k i¢in herhangi bir tist sinir belir-
lememistir: toplam sonsuz sayida terim icerebilir. Mutant genin 0. nesildeki
bir bireyden baglayarak, bu genin k bireyde bulunma olasiliginin, 1. nesil i¢in
Ai(x) = £(x), 2. nesil igin f2(x) = £(£(x)), 3. nesil igin f3(x) = F(F(f(x)))
vs. ifadelerindeki x* nin katsayis1 oldugunu fark etmistir. Bu sekilde, asagi-
daki denklemin gecerli oldugu agiktir:

fn(x):f(fn—l(x)) 17.1)

Bu denklem, Watson tarafindan tiiretilen f,(x) = f,—1(f(x)) denkleminden
cok daha pratiktir. Ozellikle, (17.1)’dan x, = f,,(0) neslindeki yok olma ola-
silifinin, Bienaymé’nin daha 6nce fark ettigi gibi, x,, = f(x,—1) yineleme for-
miiliinii sagladig1 sonucunu ¢ikarmstir.

Ornek olarak Fisher, her tohumun yeni bir bitki iiretmek icin hayatta
kalma olasilig1 g olan N tohum iiretebilen mutant bir gene sahip bir bitki du-
rumunu ele aligtir. Mutant gene sahip k yavru elde etme olasilig1 py, 0 <k N

icin
N _
P = (k>qk(1 —q)N 7k,
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ve k > N igin p; = 0’dir. Bu durumda iireteg fonksiyonu f(x) = (1 —g+qx)V
olur. Yeni bir bitki tiretmek i¢in hayatta kalan ortalama tohum sayis1 Zy = N g
olsun. N biiyiik ve ¢ kii¢iik oldugunda,

[l = <1+%(x—1))N~eé’xl ,foz %Ox .

dir.  Olasilik dagilmi  (pg), Poisson dagilmi olarak adlandirilan

e~ (%)* k! degerine yaklagir. Fisher daha sonra xg = 0, x,, = ¢%0(n-1-1)
ve N =80 ve g = 1/80 sayisal degerlerini kullanarak n nesil i¢inde yok
olma olasiligini hesaplamigtir. Bu durumda, %y = Ng = 1 olur. Ardigik
hesaplamalarla xjo9 =~ 0,98 oldugunu, yani secici avantaji olmayan bir mu-
tant genin (% = 1) ¢ok yavas kayboldugunu gostermistir. Genin 100 nesil
sonra popiilasyonda bulunmasi i¢in hala %2 sans vardir. 1922 yilindan sonra
Fisher bu model iizerinde daha fazla ¢alismamigtir. Fisher’in ¢alismalarina
devam eden Haldane, ilk olarak 1927 tarihli makalesinde, py > 0 olacak
sekilde herhangi bir (py) olasilik dagilimi igin, mutant geni tagtyan ortalama
yavru sayisi, %y, kesinlikle 1’den biiyiik oldugunda, yani mutant gen segici
bir avantaja sahip oldugunda, x = f(x) denkleminin (0,1] arah@inda tam
olarak iki kokii oldugunu fark etmistir. Dahasi, x.. yok olma olasilig1, x,, “nin
n — oo halinde limitidir ve x = f(x) ’in iki kokiinden en kiigtigiidiir yani
genin popiilasyona yerlesme olasiligi sifir degildir. Bienaymé ve Cournot’nun
aksine, Haldane bu sonug i¢in bir kanit sunmusgtur.

Gergekten de [0,1] araliginda f'(x) > 0 ve f”(x) > 0°dir. Bagka bir
deyisle, f ( ) fonksiyonu azalmayan ve digbiikeydir. f(0) = po > 0 ve
()= =p1+2p2+3p3+--- > 1 varsayimlari, f(x) = x denk-
leminin (0, 1] arahiginda tam olarak iki ¢6ziimii oldugu anlamina ge-
lir. Bu kokler x = 1 ve 0 < x* < 1 olmak iizere x* dir. Haldane daha
sonra Gabriel Koenigs’in 1883 tarihli bir makalesine atifta bulunarak,
Xn = f(Xn—1) V€ X — Xoo 1S€, Xeo = [(Xeo) VE | f'(Xe)| < 1 0ldugunu gos-
termistir. f'(1) > 1 oldugunda, tek olasilik x., = x* olmasidur.

f(x) =e”o *=1) ve %, degerlerinin 1°den biraz biiyiik oldugu bir Poisson
dagilimi i¢in, yok olma olasilif1, x.., 1’ ¢cok yakindir. Bu durumda f(x.) =
X denklemi su anlama gelir:

Lo (Xeo — 1) =108 X0 A2 (Xeo — 1) —

Buradan 1 —x., &~ 2(Z%y — 1) sonucu ¢ikar. Haldane, mutant genin soyunun
tilkenmeme olasihiginin %y — 1 segici avantajinin iki kat1 oldugu sonucuna
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varmugtir. Fisher, Haldane’den alinti yapmadan 1930 tarihli kitabinda %y =
1,01 oldugu durumu 6rnek olarak gostermistir, bu da mutant genin soyunun
tiilkenmemesi i¢in %?2 sans vermektedir.

Haldane 1932’de Royal Society’nin iiyesi olmustur. University College
in London’da genetik ve daha sonra biyometri profesorii olmak i¢in Cam-
bridge’den ayrilmistir. Daha sonra 6zellikle insan genetiginde mutasyon oran-
larinin tahmini, kromozomlarin genetik haritalar1 vb. konularla ilgilenmis-
tir. 1927°de Julian Huxley ile birlikte Animal Biology (Hayvan Biyolojisi),
1930°da Enzymes (Enzimler), 1932’de The Causes of Evolution (Evrimin Ne-
denleri) ve 1954°te The Biochemistry of Genetics (Genetigin Biyokimyast)
isimli bilimsel kitaplarin yanisira, ¢ok sayida bilimsel makale ve deneme de
yayimlamugtir (1932’de The Inequality of Man (Insamin Egitsizligi), 1935’te
The Philosophy of a Biologist (Bir Biyologun Felsefesi), 1938’de The Marxist
Philosophy and the Sciences (Marksist Felsefe ve Bilimler), 1938’de Here-
dity and Politics (Hayat ve Politika) ve 1947°de Science Advances (Bilimde
Ilerlemeler)). I¢ savas sirasinda Ispanya’ya yaptig1 birkac ziyaretin ardindan,
tilkesini hava bombardimanina karst siginaklar kurmasi konusunda ikna et-
meye cahgir. ikinci Diinya Savasi sirasinda denizaltilardaki solunum sorun-
lar1 iizerinde caligmigtir. 1942’den itibaren iiyesi oldugu komiinist partiden
Lysenko’nun etkisi ile SSCB’de Mendel genetiginin resmi olarak reddedil-
mesi lizerine 1950’ istifa etmistir. 1957°de Hindistan’a yerlesti ve 6nce Kal-
kiita’daki Hindistan Istatistik Enstitiisii’nde, daha sonra da Bhubaneswar’da
aragtirmalarina devam etmistir. Hindistan vatandas1 olduktan sonra 1964 y1-
linda hayatin1 kaybetmistir.
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Boliim 18

Erlang ve Steffensen yok olma problemi iizerine
(1929-1933)

1929 yilinda Danimarkali telefon miihendisi Erlang, aile isimlerinin yok
olmas1 sorununu bir kez daha ele almistir. Yurttasi istatistik¢i Steffensen
bu problem igin bir ¢ziim Snermistir. Ozellikle her nesildeki yavru sa-
yis1 beklentisinin tistel olarak biiytidiigiinii gostermis ve bdylece stokas-
tik ve deterministik niifus modelleri arasinda bir koprii kurmusgtur.

Agner Krarup Erlang 1878 yilinda Danimarka’nin Lgnborg kentinde do-
gar. Babasi bir okul miidiirii olan Erlang 1896 ile 1901 yillar1 arasinda Ko-
penhag Universitesi’'nde matematik, fizik ve kimya egitimi alir. Daha sonra
birkag yil liselerde 6gretmenlik yapmis ve bir yandan da matematige, 6zel-
likle de olasilik teorisine ilgi duymaya devam etmistir. Kopenhag Telefon
Sirketi’nin bag miihendisi ve amator bir matematik¢i olan Jensen ile tanigir
ve Jensen onu 1908 yilinda girketin yeni arastirma laboratuvarina katilmaya
ikna eder. Erlang, olasilik teorisinin telefon goriismelerinin yonetimine uygu-
lanmasi iizerine makaleler yayinlamaya baglar. 1917 yilinda bekleme siireleri
icin bir formiil kesfeder ve bu formiil kisa siirede tiim diinyadaki telefon gir-
ketleri tarafindan kullanilmaya baglanir. Ilk olarak Danca yayimlanan maka-
leleri daha sonra bir¢ok bagka dile ¢evrilmisgtir.

Sekil 18.1: Erlang (1878-1929) ve Steffensen (1873-1961)
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1929’da Erlang, kendisinden once Bienaymé, Galton ve Watson’in ele
aldig1 aile isimlerinin, Fisher ve Haldane’in ele aldig1 mutant genlerin yok
olmast problemleri ile ilgilenmeye baglar. Kendinden 6ncekiler gibi o da ya-
yimlanmig olan tiim ¢alismalardan haberdar degildir. Bir bireyin k yavruya
sahip olma olasilifim1 p; olarak adlandirarak, n nesil i¢inde yok olma olasi-
1181 olan x,, in, x9 = 0 olmak {iizere,

Xy = Po+P1Xn—1+p2(u_1)*+ - = fXn-1)

denklemini sagladigini fark etmigtir. Ayrica, x, nin n# — oo icin limiti olan
X genel yok olma olasiliginin xe. = f(X«) denkleminin bir ¢6ziimii oldu-
gunu goérmiistiir. x = 1 in her zaman bir ¢dziim oldugunu ve ortalama yavru
sayisi olan %y = f'(1) in 1’den biiyiik olmas1 halinde 0 ile 1 arasinda bagka
bir ¢oziimiin var oldugunu fark etmistir. Ancak bu iki ¢oziimden hangisi-
nin dogru oldugunu bulamamig gibi goriiniiyor. Galton gibi o da problemi
1929’da Danimarka’da yayimlanan bir matematik dergisi olan Matematisk
Tidsskrifte sundu:

“Soru 15. Bir bireyin k cocuga sahip olma olasilig1 p; oldugunda,
burada pg+ p; + p2 +--- = 1 ise, ailesinin yok olma olasiligin1
bulunuz.”

Ne yazik ki Erlang aym yil 1929°da 51 yasinda oliir! .

Kopenhag Universitesi’nde aktiierya matematigi profesorii olan Johan
Frederik Steffensen, Erlang’in problemini gozoniine alir. Coziimiinii 1930 y1-
linda ayn1 Danimarka dergisinde yayimlar: x., yok olma olasiligi, Bienaymé
ve Haldane’nin daha 6nce fark ettigi gibi, her zaman [0, 1] kapali arahiginda
x = f(x) denkleminin en kiiciik kokiidiir. Steffensen’in kanitt modern ders
kitaplarinda bulunan kanattir.

Gergekten de, x.. yok olma olasihiginin [0, 1] kapali arahginda x = f(x)
in bir ¢oziimii oldugu goriilmiistiir. Denklemin bu araliktaki en kii-
¢iik ¢oziimii x* olsun. Tanim geregi, x* < x... Steffensen ilk olarak
x* = f(x*) = po = x1 oldugunu fark etmistir. x* > x, oldugunu varsa-
yildiginda, f(x) artan oldugundan x* = f(x*) > f(x,) = x,+1 dir. Yani
tiimevarim yoluyla, tiim n degerleri i¢in x* > x,, dir. Limit alindiginda,
x* > xo olur. Yani x., = x* dir.

'Onun anisina, Uluslararasi Telefon Danigsma Komitesi 1946 yilinda telefon trafi§inin yogun-
lugunun ol¢ii birimine “erlang” denmesine karar verdi. “Erlang” ayn1 zamanda Ericsson sirketi
tarafindan bir programlama diline verilen isimdir.



Boliim 18 107

Steffensen ayrica ortalama yavru sayist olan %y = f7(1), 1 den kiiciik
veya esit oldugunda x = f(x) fonksiyonunun tek kokiiniin neden x = 1 ol-
duguna (sekil 18.2a) ve %y > 1 oldugunda neden x = 1 den farkli tek bir
kok olduguna (sekil 18.2b) dair daha teknik bir a¢iklama getirmistir. Dikkat
edilirse Zy = f'(1), f(x) fonksiyonunun x = 1 deki egimidir.

Herhangi bir x = f(x) kokii i¢in,

oo oo
l—x=1-f(x)=1—po— Zpkxk: Zpk(l_xk)
k=1 k=1

dir. x # 1 oldugunu varsayimiyla bu ifade 1 — x ile boliiniirse,
L=pi+p2(1+x)+p3s(1+x+x7)+---. (18.1)

elde edilir. x, 0 dan 1 e arttifinda, (18.1) denkleminin sag tarafi 1 — pg
dan %y = f'(1) e artar. Eger %y < 1 ise, (18.1) denkleminin ¢oziimii
yoktur. Eger % > 1 ise ve p; = 1 oldugu agikar durumu hari¢ tutulursa,
o zaman (18.1) denkleminin sag tarafi x in kesin artan bir fonksiyonudur.
Aksi takdirde py # 0 olacak sekilde k > 2 olmaz ve %y, p1 < 1’e esit
olur. Sonug olarak, (18.1)’in % > 1 oldugunda [0, 1] arahiginda bir ve
yalnizca bir ¢éziimii vardir.

A 4
v

Sekil 18.2: Boliim 17 deki 6rnek i¢in y = x ve y = f(x) fonksiyonlarinin grafigi, f(x) =
e00=1) g0 = 0,75 < 1 (sol) veya Zp = 1,5 > 1 (sag).

Ayn1 zamanda Danimarka Aktiierya Dernegi ve Danimarka Matematik
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Dernegi’nin de bagkani olan Steffensen, 1930 yilinda Londra Universitesi’ne
davet edilir. Ingiliz meslektas1 W. P. Elderton ona Galton ve Watson’1n galis-
malarindan bahseder. Steffensen 1933 yilinda, 1931 yilinda bir konferans ver-
digi Institut Henri Poincaré’nin yilliklarinda yeni bir makale yayimlar. Ma-
kalesinin sonuglarim1 Danca olarak dzetler ve Watson’inkilerle karsilastirir.
Ayrica n neslindeki yavru sayisinin beklenen degerinin (%p)" e esit oldugunu
gosterir.

Gergekten de, py ,, 0. nesildeki bir bireyden baglayarak n nesilde k yavru
olma olasili1 olsun. 1930 tarihli makalesinde Steffensen, kendinden 6n-
cekiler gibi, n nesline gore lirete¢ fonksiyonun

Yoo
fn(x) = Zpk,nxk
k=0

iirete¢ fonksiyonun fj (x) = f(x) ve

Ja(x) = f(fa1(x)). (18.2)

denklemlerini dagladigint farkeder. M,,, n neslindeki yavru sayisinin
beklenen degeri olmak tiizere,

o0
M, = Z kpk,n :fr/z(l)
k=1

dir. (18.2) formiliiniin tiirevi alinirsa
Fo@) = [ (fam1(0)) X fi-1 (x)
elde edilir. Bu nedenle
My = f,(1) = f'(far (1)) X fra (1) = f1(1) X My = o X My

dir. My = f{(1) = f'(1) = % oldugundan, tiim n degerleri i¢in M, =
(%) olur.

Dolayistyla yavru sayisimin beklenen degeri, % in 1 den biiyiikk ya da
kiiciik olmasina bagli, geometrik olarak artar ya da azalir. Yavru sayisinin
beklenen degeri Euler, Malthus vb. tarafindan ele alinan niifus artiginin deter-
ministik modellerindeki gibi davranir. Ancak, % > 1 oldugunda bile, ailenin
soyunun tiikenmesi icin sifir olmayan bir x.. olasilig1 vardir. Bu olasilik de-
terministik modellerde ortaya ¢ikmaz.
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Steffensen ve selefleri tarafindan incelenen stokastik siire¢, halen daha
gercekei birgok niifus dinamigi modelinin temel unsurudur. Bu problemden
Boliim 20°de son bir kez bahsedecegiz. Steffensen’e gelince, 1943 yilina ka-
dar Kopenhag Universitesi’nde profesor olarak calisir ve 1961 yilinda oliir.

Daha fazla okuma

1.

Brockmeyer, E., Halstrgm, H.L., Jensen, A.: The life and works of A.K. Erlang.
Trans. Dan. Acad. Techn. Sci. 2 (1948)

2. Erlang, A.K.: Opgave Nr. 15. Mat. Tidsskr. B, 36 (1929) — Guttorp (1995)

Guttorp, P.: Three papers on the history of branching processes. Int. Stat. Rev.
63, 233-245 (1995) www.stat.washington.edu/research/reports/1992/tr242 .pdf
Heyde, C.C.: Agner Krarup Erlang. In: Heyde, C.C., Seneta, E. (eds.) Statisti-
cians of the Centuries, pags. 328-330. Springer (2001)

Ngrdlund, N.E.: Johan Frederik Steffensen in memoriam. Nordisk Mat. Tidsskr.
10, 105-107 (1962)

Ogborn, M.E.: Johan Frederik Steffensen, 1873-1961. J. R. Stat. Soc. Ser. A
125, 672-673 (1962)

Steffensen, J.F.: Om Sandssynligheden for at Afkommet uddgr. Mat. Tidsskr.
B, 19-23 (1930) — Guttorp (1995)

Steffensen, J.F.: Deux problemes du calcul des probabilités. Ann. Inst. Henri
Poincaré 3, 319-344 (1933) archive.numdam.org


http://www.stat.washington.edu/research/reports/1992/tr242.pdf
http://archive.numdam.org/item/AIHP_1933__3_3_319_0/

Boliim 19

Wright ve rastgele genetik siiriiklenme (1931)

é 1931 yilinda Amerikal1 biyolog Sewall Wright, popiilasyon genetiginde R
Hardy-Weinberg yasasinda var olan varsayimlara dayanan, ancak popii-
lasyonun sonsuz biiyiikliikte varsayilmadig: bir stokastik model calis-
mas1 yapmustir. Genotiplerin frekanslar artik sabit degildir. iki alelden
biri aslinda yok olacaktir, ancak belki de ¢ok uzun bir siire sonra. Bu
modelin yorumlanmas1 Wright ve Fisher arasinda bir tartisma konusu
olmaya devam etmis, ikincisi dogal se¢ilimin evrimde stokastiklikten
daha 6nemli bir rol oynadigini tahmin etmistir.

%

Sewall Wright 1889 yilinda Massachusetts’te dogar. Lisans egitimini ba-
basinin ekonomi 6gretmenligi yaptig1 Illinois’deki kiiciik bir kolejde tamam-
lar. Urbana’daki Illinois Universitesi’nde biyoloji alaninda yiiksek lisans yap-
tiktan ve Cold Spring Harbor Laboratuvari’nda bir yaz okuluna katildiktan
sonra Wright, Harvard Universitesi’'nde Guinea piglerde kiirk renginin kali-
timi tizerine doktora yapar. 1915 ve 1925 yillar1 arasinda Washington’daki
Birlesik Devletler Tarim Bakanligi’nin Hayvancilik Boliimii’'nde kobaylarla
akrabali yetistirme deneyleri iizerinde ¢alismaya devam eder. Bu deneyleri
analiz etmek i¢in “yol katsayilart metodunu” gelistirir. Daha sonra Chicago
Universitesi’nde zooloji bliimiine katilir.

Sekil 19.1:
Wright (1889-1988)

Fisher’in 1922 tarihli popiilasyon genetigi makalesinden (bkz. Boliim 14)
etkilenen Wright, 1925 yilinda Evolution in Mendelian populations (Men-
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del popiilasyonlarinda evrim) baglikli uzun bir makale yazmis ve bu makale
1931 yilinda yayimlanmistir. Ozellikle, Fisher’in 1930 tarihli The Genetical
Theory of Natural Selection (Dogal Secilimin Genetik Teorisi) kitabinda da
dolayl olarak yer alan matematiksel bir model iizerinde ¢alismistir. Hardy-
Weinberg yasasinda oldugu gibi, bu model de bir lokus icin sadece iki olas1
alelin A ve a oldugu durumu dikkate alir, ancak popiilasyonun sonsuz biiyiik-
liikte oldugu varsayilmaz. Buradaki amag, bu varsayimin kaldirilmasinin po-
piilasyonun genetik bilesimi tizerinde bir etkisi olup olmadigin1 gérmektir. O
halde N tiim nesillerde ayni oldugu varsayilan toplam birey sayist olsun. Her
bireyin iki aleli oldugundan her nesilde, popiilasyonda toplam 2N alel vardur.
Model ayrica ciftlesmenin rastgele gergeklestigini varsayar. Eger n neslinde i
alel A ve 2N —i alel a varsa, n+ 1 neslindeki bireyler arasindan rastgele segi-
len bir alel ﬁ olasilikla A ve 1 — ﬁ olasilikla @ olacaktir. Dolayisiyla n+ 1
neslindeki A alellerinin sayis1

2N i\’ i \*N/
[

olasilikla j ye esit olacaktir! Burada ( ;)= M(ZZTNI]), dir.n neslindeki A alel-
lerinin sayisi1, X, bir rastgele degiskendir (Sekil 19.2).

ZN)

2N
N -+
Sekil 19.2: N =20 ve
Xo = 10 ise 30 ne-
sil boyunca A alelleri-
nin X, sayisinin degi-
simini gosteren iki si- 0 10 20 3'0‘

miilasyon.

X,, = i oldugu bilindiginde X, in beklenen degerinin i ye esit oldugu
gosterilebilir. Bu da A alelinin frekansinin nesiller boyunca sabit kaldig1
Hardy-Weinberg yasasini animsatir.

'Markov zincirlerini kullanan bu formiilasyon Malécot’ya (1944) aittir.
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Gergekten de,

iirete¢ fonksiyonu goz dniinde bulunduruldugunda X,, = i olmasi halinde
X,+1 in beklenen degeri

2N
Y jpij=r(Q1)=i (19.2)
=0

dir.

Ancak bu modelde 0 < i < 2N i¢in Xy = i baglangi¢c kosulundan baslaya-
rak X,, = 0 olaymnin belirli sayida nesilden sonra sans eseri meydana gelmesi
miimkiindiir. Boyle bir durumda, tiim aleller a tipinde olacak ve gelecekteki
tiim nesillerde X, 0 a esit kalacaktir. Benzer durum belirli sayida nesilden
sonra X,, = 2N ise A aleli igin de gergeklesecektir. Ozetle, Hardy-Weinberg
modelinde oldugu gibi popiilasyonun sonsuz biiyiikliikkte oldugu varsayildi-
ginda, iki alel de kaybolamaz ciinkii frekanslari sabit kalir. Fisher-Wright mo-
delinde oldugu gibi popiilasyonlarin sonlu biiyiikte oldugu kabul edilirse, iki
alelin frekanslar1 dalgalanir ve alellerden biri kaybolabilir (ve kaybolacaktir).

Xo = i durumundan baglayarak, popiilasyonun X = 0 durumunda sabit-
lenmesi icin Q; olasili1 kolayca hesaplanabilir. Ger¢ekten, Q;

Qo=1, Qw=0 (19.3)

*sinir kosullarint” saglamalidir. Ustelik pi,j Qj, Xo = i’den baglayip X| = j’den
gecerek X = 0 durumunda sabitlenme olasilig1 oldugundan

2N
0i=Y pijQ, (19.4)
j=0
dir. }; p;,; = 1 oldugundan, (19.2) kullamlarak

i
=] —
Oi N

nin (19.3)-(19.4) sisteminin ¢6ziimii oldugu goriiliir. Dolayisiyla, N biiyiiklii-
giindeki bir popiilasyonda A tipindeki 7 alelden baslayarak, sistemin yalnizca
a alelini igeren bir popiilasyona dogru evrilme olasiligt 1 — ﬁ degerine esit-
tir. Benzer sekilde, yalmizca A alelini igeren bir popiilasyona dogru evrilme
olasiligi da 5 ye esittir.
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Wright, iki u¢ durumdan birinde sabitlenmeden 6nce gegen nesil sayisinin
2N nesil mertebesinde oldugunu gostermeyi basarmistir (Sekil 19.3). Birkag
milyon bireyden olusan popiilasyonlar i¢in bu siire o kadar uzun olacaktir ki,
Hardy-Weinberg yasasinda oldugu gibi alellerin frekanslar1 neredeyse sabit
olarak kabul edilebilir.

Gergekten de, 0 neslindeki popiilasyonda A tipinde iy alel oldugunu var-
(n)

sayilsin. u;"’, n neslindeki popiilasyonda A tipinde i alel bulunma olasi-
1181 olsun. Bu durumda, j =0,...,2N igin

n+1 n)
Z” DPij

dir. Daha once tim 0 < i < 2N igin, n — oo durumunda,

ul? Io (m) , lo (n)
= l=5 ”2'11v_>ﬁ7 w” —0

oldugu goriilmiistiir. Wright, po ; = poy,; = 0 oldufundan, tiim i =
1,...,2N — Ligin u"”) =vise, 1 < j < 2N igin

2N—1 2N J 2\ 2N—J
(n+1) (2N i A
u; —v(j) l; (21\/) (1 2N> (19.5)

oldugunu fark etmistir. N yeterince biiyiikk oldugunda, ardisik olarak
kismi integrasyon uygulanmasiyla

1 2N—1 i J . 2N—j 2N
L t 1_7 ~ i( j
N ; <2N> ( ) /x dx

J'(2N —j)!

elde edilir. (19.5) ve (19.6) birlestirildiginde, 0 < j < 2N i¢in

umtY 2N v=|1- L u
J 2N +1 2N+1)

dir. Dolayisiyla, tiim 0 < j < 2N i¢in uE-")

olasiliklar1 nesil bagina yakla-

s1k 1/2N oraninda azalir. Eger N biiyiikse bu oran ¢ok kiigiiktiir. Ornegin
N milyonlar mertebesindeyse neredeyse hi¢ azalma olmaz.
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4 4
0.1
Sekil 19.3: N =20 ve
Xop = 10 ise 30 nesil
sonra popiilasyonda i '
alel A bulunma ola- LT
siligi (yatay eksende 0 N N

Fisher 1922 yilinda bu sabitleme oranini (1/2N) tahmin etmeye ¢alig-
mig ancak 2 faktoriinii gézden kacirmigti. Her haliikarda, iki bilim insani tire-
yen popiilasyonlarin tipik N biiyiikliigii konusunda anlagsmazliga diigmiistiir.
Wright’in caligmasi, evrim teorisi agisindan, kiigiik bir popiilasyondaki rast-
gele genetik siiriiklenmenin tiirlerin kokeni i¢in bir mekanizma olabilecegini
one stirmiistiir. Tiirlerin simiflandirilmasi tizerinde ¢alisan biyologlar, tiirler
veya alt tiirler arasindaki farkliliklarin dogal se¢ilim agisindan genellikle be-
lirgin bir aciklamasi olmadigini fark etmiglerdir. Bu fikre 1940’11 ve 1950’1i
yillarda Fisher ve meslektas1 E. B. Ford siddetle kars1 ¢ikmig, her ikisi de
rastgele genetik siiriikklenmenin dogal secilime kiyasla ihmal edilebilir oldu-
gunu diisiinmiislerdir. Ozellikle Oxford yakinlarindaki kiigiik bir izole giive
popiilasyonunda (Panaxia dominula) gen frekanslarindaki dalgalanmalar iize-
rine yaptiklar1 caligmaya atifta bulunmuglardir. Bu ¢aligmada incelenen tiirde
belirli bir gen icin ii¢c genotip (yaygin homozigot, heterozigot ve nadir ho-
mozigot) gozle ayirt edilebilmektedir. Dogal se¢ilim ve rastgele siiriiklenme-
nin etkileri konusundaki bir bagka iinlii tartisma da Cepaea cinsi salyangoz-
lar tizerinde odaklanmistir. Daha gergek¢i evrim modelleri artik rastgele sii-
riklenme, se¢ilim, mutasyon, gog, rastgele olmayan ciftlesme vb. unsurlar
bir araya getirmektedir. Rastgele siiriiklenmenin rolii daha sonra Japon bilim
adam1 Motoo Kimura tarafindan “molekiiler evrimin notr teorisi” ile yeniden
vurgulanmigtir. Bir bagka gelisme de, genlerin soyunu zaman iginde geriye
dogru, tek bir ortak ataya sahip olduklari noktaya kadar izleyen birlesme te-
orisinin (John Kingman tarafindan 1982°de ortaya atilmigtir) gelistirilmesidir.

Wright 1934 yilinda Ulusal Bilimler Akademisi iiyesi olur. Uzun yillar
Theodosius Dobzhansky ile birlikte Death Valley bolgesindeki dogal sinek
popiilasyonlarinin (Drosophila pseudoobscura) genetigi lizerinde ¢aligir. Chi-
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cago Universitesi’nden 1955 yilinda emekli olur ancak Wisconsin-Madison
Universitesi’nde profesdr olarak bes yil calisir. 1968 ve 1978 yillar1 arasinda,
calismalarimi 6zetleyen Evolution and the Genetics of Populations (Evrim ve
Popiilasyonlarin Genetigi) isimyle dort cilt halinde yayimlar. 1984’te Balzan
Odiilii’nii alir ve 1988°de 98 yasinda olir.
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Boliim 20

Genlerin yayilim (1937)

( 1937 yilinda Fisher’1in ¢aligmasindan bagimsiz bi gekilde, tic Rus mate- R

matikci, Kolmogorov, Petrovsky ve Piskunov, avantajli bir genin cografi
yayilimi icin bir kismi diferansiyel denklem tizerinde calisirlar ve gen
frekansinin, genin avantajina ve difiizyon katsayisina bagli olarak iyi ta-
nimlanmig bir hizda hareket eden bir dalga gibi davrandigini gosterirler.
Calismalar, reaksiyon-difiizyon denklemleri teorisi i¢in baglangi¢ nok-
tas1 olmustur.

%

1937 yilinda, niifus dinamiklerindeki mekénsal heterojenlik caligmalarina
yeni bir yaklagim getiren iki makale yayimlanir. Fisher, Annals of Eugenics
dergisinde yayimlanan The wave of advance of advantageous genes (Avan-
tajli genlerin ilerleme dalgast) baglikli ilk makalenin yazaridir. Bu makalede
bir popiilasyonda avantajli bir genin uzamsal yayilimi incelenmistir. Bu ¢a-
lismada, Fisher bir boyuta indirgenmis bir uzay1 gézoniine alir ve u(x,z) yi
aninda x noktasinda bulunan ve avantajli gene sahip olan niifusun orani olarak
adlandirir. Yani O < u(x,t) < 1 dir. Dogal segilimi dahil etmek igin, siirekli
bir zaman degigkeni ile (14.6) denklemini kullanir:

burada a pozitif bir parametredir. Verilen bir x degeri icin, Verhulst’un lojistik
denkleminin (bkz. Boliim 6) u(x,) ¢6ziimii, 7 — oo igin 1 e yakinsar. Ayrica
Fisher, x noktasinda bulunan ve elverigli gene sahip bir bireyin yavrularinin
ayni noktada kalmayip x komsulugunda rastgele dagildigin1 varsaymig ve fi-
zik ile benzerlik kurarak, u(x,s) denklemine bir difiizyon terimi eklenmesi
gerektigini ve bunun da
2

%zau(l—u)—i—D% (20.1)
kismi diferansiyel denklemine yol agcacagini ileri siirmistiir. a se¢im katsa-
yist sifir oldugunda, bu denklem, Fourier tarafindan 1s1 teorisinde tanitilan
ve daha sonra Fick tarafindan fiziksel pargaciklarin difiizyonu i¢in kullanilan
difiizyon denklemine indirgenir. 1904 yilinda Ronald Ross, niifus dinamik-
lerinde rastgele dagilmay1 dikkate almaya baglamistir. Ross, O zamanlar bir
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tireme bolgesinden uzaklik arttikca sivrisineklerin yogunlugunun nasil azaldi-
gint merak ediyordu. Bu sorun Karl Pearson ve Lord Rayleigh’in de dikkatini
cekmistir. 1937 yilina gelindiginde, difiizyon denklemleri {izerine bilimsel li-
teratiir, 6zellikle de Einstein’in Brown hareketi iizerine yaptig1 caligmalardan
sonra onemli Olciide artmigtir.

Fisher,

0<u(,t) <1, ulxt) — 0, ulx,t) — 1,

X——00 X—>-o00

burada v > v* olmasi kosuluyla
Vi =2vaD.

kogullarini saglayan (20.1) denkleminin u(x,#) = U (x+vt) bigiminde ¢6ziim-
lerinin var oldugunu gostermistir. Burada v > v* olmasi kosuluyla

v =2vVaD

dir. Bu ¢oziimler, elverigli genin bulundugu u = 1 denge durumunu, boyle
bir genin bulunmadig1 ¥ = 0 denge durumuna baglar ve azalan x degerleri
yoniinde v zinda yayilan dalgalari temsil ederler. Ashinda, u(x—vT,t+T) =
u(x,t) dir yani ¢ aminda x konumunda olan dalganin bir kismui ¢ + 7' aninda
x —vT konumuna hareket eder.

Mut

Sekil 20.1: Uygun bir
genin v* hizinda sag-
dan sola dogru ya-
yilmast. + = 0 daki
gen frekansi u(z,x) bir
adim fonksiyonudur.
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Gergekten de, z = x + v doniisiimii yapildi§inda u(x,¢) = U(z) ise, bu
durumda

du du ., 8214_ ”
E—VU(Z)» ?x_U(Z% sz—U(Z)

dir. Eger u, (20.1) denklem’inin bir ¢dziimii ise, o halde
vU'(z) =aU(z) (1-U(z))+DU"(z) (20.2)

dir. # 0 a yakin oldugunda, yani z — —eo oldugunda, Fisher U(z) — 0 ve
U’(z) — 0 olmasini bekler. z — —oo halinde U’(z) /U (z) degerinin limiti
k ise, L"Hopital’in kuralindan U" (z) /U’ (z) degeri de k ya yakinsayacak-
tir. Dolayisiyla, z — —oo igin

U"(2)/U(2) = [U"()/U"(2)] x [U"(z) /U (2)]

ifadesi de k> degerine yakinsar. (20.2) denklemi U(z) ye béliiniip
7 — —oo igin limit alinirsa, ikinci dereceden bir Dk> — vk +a = 0 denk-
lemine ulagilir. Burada k reel bir say: alacagindan bu denklemin diskri-
minanti negatif olmamalidir: v —4aD >0 veyav > 2v/aD = v*. Dola-
yistyla, v > v*, v hizinda yayilan bir dalganin varligi i¢in gerek kosuldur.
Asagida agiklandigi gibi, ayn1 zamanda yeter kosuldur.

Fisher, sadece tam olarak v* hizinda yayilan dalganin genis bir baglangi¢
kosullar1 sinifi i¢in secildigini fark etmistir (6rnegin x < 0 i¢in u(x,0) =0, x >
0 i¢in u(x,0) = ladim fonksiyonu i¢in). Sekil 20.1°de, bu siireksiz baglangic
kosulunun, x in azalmasi yoniinde v* hiziyla ilerleyen diizgiin bir dalgaya
nasil doniistiigiinii gosterilmektedir.

Ayni yil, 1937°de, Fisher’in caligmasindan bagimsiz olarak Andrey Ni-
kolaevich Kolmogorov, Ivan Georgievich Petrovsky ve Nikolay Semenovich
Piskunov ayni baskin gen yayilimi problemi iizerinde ¢aligirlar.

Kolmogorov 1903 yilinda Rusya’nin Tambov kentinde dogmusgtur. Mos-
kova Devlet Universitesi’ndeki matematik egitimi sirasinda trigonometrik se-
riler lizerine 6nemli caligmalar yapar. 1929°da Matematik ve Mekanik Ens-
titiisii’nde arastirmaci, 1931°de ise profesor olur. Stokastik siirecler ve bun-
larin diferansiyel ve kismi diferansiyel denklemlerle baglantisi iizerine cali-
sir. 1933 yilinda olasilik teorisinin modern temellerini atan bir tez yayimlar.
Arastirma alanlar1 arasinda topoloji, yaklagim teorisi, Markov zincirleri, Bro-
wnian hareketi ve ayrica biyolojik problemlere uygulamalar vardir. 1935 y1-
linda Hardy, Fisher ve Wright’in sonuglarini tartisan genetik iizerine bir ma-
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kale ve 1936’da Lotka-Volterra sisteminin genellestirilmesi {izerine bir ma-
kale yayimlar.

Sekil 20.2: Kolmogorov (1903-1987) ve Petrovsky (1901-1973)

Petrovsky 1901 yilinda Sevsk’te dogar. Moskova Devlet Universitesi’nde
matematik egitimi alir ve 1933 yilinda profesor olur. Agirlikli olarak kismi di-
feransiyel denklemler teorisi ve reel cebirsel egrilerin topolojisi iizerine ¢alis-
misg, ayrica adi diferansiyel denklemler ve olasilik teorisi iizerine de bazi ma-
kaleler yazmugtir. 1908’de dogan Piskunov, Moskova Devlet Universitesi’nin
bir baska eski matematik 6grencisidir.

Kolmogorov 1930’larda Moskova’da popiilasyon genetiginin onciilerin-
den A.S. Serebrovsky ile temaslarda bulunur. O déonemde SSCB’de Men-
del genetigini savunmak, Stalin’i Mendel genetiginin sadece “burjuva sahte
bilimi” olduguna ikna etmeyi basarmis bir tarim uzmani olan Lysenko’nun
yiikselisi nedeniyle giderek tehlikeli hale gelmekteydi. Baglangicta 1937’°de
Moskova’da yapilmasi planlanan Yedinci Uluslararast Genetik Kongresi ip-
tal edilir ve birgok Sovyet genetikci idam edilir ya da calisma kamplarina
gonderilir.

Kolmogorov, Petrovsky ve Piskunov, 1937 yilinda Bulletin of Moscow
State University’de yayimlanan A study of the diffusion equation with incre-
ase in the amount of substance and its application to a biological problem
(Madde miktarindaki artisla difiizyon denkleminin incelenmesi ve biyolojik
bir probleme uygulanmasi) baglikli makalelerinde yine de Mendel genetigine
dayanan matematiksel bir model kullanirlar. Kullandiklar1 model, asagidaki
formda bir kismi diferansiyel denklem ile verilir:

du 0u
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burada u(x,t) yine x noktasinda ve ¢ aninda elverisli genin frekansidir. f(u)
fonksiyonunun f(0) = f(1)=0;0<u < lise f(u) >0;0 <u< 1lise f/(0) >
0 ve f'(u) < f7(0) kosullarini sagladig1 varsayilmustir. Yazarlar, Fisher’inkine
benzer bir sonucu daha titiz bir kanitla gosterirler: 0 < u(x,0) < 1 kosulunu
saglayan baglangi¢ kosulu tiim x < x; i¢in, u(x,0) = 0 ve tiim x > x, > x i¢in
u(x,0) = 1 olacak sekildeyse, gen v* = 24/ f'(0) D hizinda yayilir.

z=x+vt i¢in u(x,t) = U(z) ¢Oziimiinii aranarak, (20.2) denkleminin
vU'(z) = f(U(z)) +DU"(z) genellemesi elde edilir. Bu ikinci basamak-
tan diferansiyel denklem, birinci basamaktan bir diferansiyel denklem
sistemi olarak yeniden yazilabilir:

au @:vp—f(U)

@ _ 20.4
e D, iz D (20.4)

z — —oo i¢in U(z) — 0 ve z — +oo i¢in U(z) — 1 oldugu hatirla-
nirsa, (20.4) sisteminin (U = 0, p = 0) denge noktas1 yakininda, f(U) =~
f/(0)U dir. Dolayisiyla (20.4) sisteminin lineer yaklagimi

au dp _vp—f(O)U

= 20.
il D (20.5)

sistemidir. U(z) = Upe!* ve p(z) = poe*® bigimindeki iistel ¢oziimleri
aramak, Fisher’in makalesinde oldugu gibi

D> —vk+ f(0) =0

karakteristik denklemini verir. Yine k reel olmalidir (aksi takdirde u sa-
Linir ve negatif degerler alir). Béylece v > 24/ f'(0)D = v* olur. Bu du-
rumda k igin iki kok reel ve pozitiftir. Eger v > v* ise, iki kok farklidir
ve (U =0, p = 0) denge noktasi kararsiz bir diigiimdiir. Eger v = v* ise,
iki kok aymdir ve (U = 0, p = 0) Sek. 20.3’de gosterildigi gibi kararsiz
bir dejenere diigiimdiir. Benzer sekilde, (20.4) sisteminin (U = 1,p =0)
denge noktas1 yakinindaki lineer yaklagimi

dU-1) _ dp _vp—f(HU-1)

dz P dz D

ve karakteristik denklemi Dk*> — vk + f'(1) = 0 dir. f'(1) < 0 oldugun-
dan karakteristik denklemin diskriminant, v — 4D f’ (1) > 0 dir. Eger
f1(1) < 0 ise, zt isaretli iki reel kok vardir ve (U = 1,p = 0) bir
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eyer noktasidir. Eger /(1) = 0 ise, koklerden biri sifir digeri pozitif-
tir (bkz. Sekil 20.3). Detayli bir analiz aslinda tim v > 24/ f"(0)D i¢in
(Sekil. 20.3°de verilen 6zel durumda oldugu gibi) (U = 0,p = 0) ve
(U =1, p = 0) denge noktalarini birlestiren tek bir integral egrisi oldu-
gunu gostermektedir.

Kolmogorov, Petrovsky ve Piskunov (20.3) kismi diferansiyel denk-
leminin tiim x ve 1 > 0 degerleri i¢in 0 < u(x,) < 1; u(x,7),t =0dax
e gore artan ise her yerde yledir ve son olarak u(x,t), v* hizinda iler-
leyen bir dalga profiline yakinsar kogullarini saglayan tek bir u(x,?) ¢6-
ziimiiniin oldugunu gosterirler. Kanitlar burada 6zetlenemeyecek kadar
uzundur.

Fisher tarafindan kullanilan f(u) = au (1 — u) fonksiyonu f'(0) = a ile
tim bu kogullar1 saglar. Kolmogorov, Petrovsky ve Piskunov, (14.5) denk-
leminden esinlenerek, ayni kosullari saglayan ve ayni yayilma hizini veren
f(u) = au (1 —u)?* fonksiyonunu ele alirlar.

Sekil 20.3: (20.5) sis-
teminin bazi integral
egrilerini ve ozellikle
yayilan dalganin sek-
lini veren (U =1,p =
0) ile (U =0,p =0)
1 birlestiren tek egriyi :
gosteren (U, p) diyag- U

rami. Burada, f(u) = / , ’ / ’ / /
au(l—u)z,a: 1,D=
lvev=v*=2dir

Fisher ve Kolmogorov, Petrovsky ve Piskunov’un makaleleri genetik,
ekoloji ve epidemiyolojide cografi yayilimli bircok matematiksel mode-
lin olusturulmasinda baglangic noktas: olmustur. Bu modeller “reaksiyon-
difiizyon sistemleri” olarak bilinir.

Kolmogorov ise 1938’den itibaren Bienaymé, Galton, Watson, Fisher,
Haldane, Erlang ve Steffensen tarafindan ele alinan aile isimlerinin yok ol-
masi problemi tizerinde ¢alismustir ve tiim bu ¢alismalarda ortak olan stokas-
tik siireci “dallanma siireci” olarak adlandirmustir. 1939 yilinda SSCB Bilim-
ler Akademisi iiyesi olur. Daha sonra akiskanlar mekaniginde tiirbiilans soru-
nuna (1941), gok mekanigi ile baglantili dinamik sistemler teorisine (1953)
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ve bilgi teorisine (1956’dan itibaren) 6nemli katkilarda bulunur. Ayrica bir
ansiklopedi ile lise ve iiniversite ders kitaplarinin yazilmasina katkida bulun-
mus, deneysel bir lisenin kurulmasina yardimect olmug ve popiiler bir bilim
dergisinin editorliigiinii yapmistir. Bir¢cok uluslararasi 6diil (1962’te Balzan
ve 1980°de Wolf odiilleri dahil) alir ve 1987°de Moskova’da oliir.

Petrovsky 1940 yilinda Moskova Devlet Universitesi Mekanik ve Mate-
matik Fakiiltesi’nin dekan1 olur. 1951°den 1973’teki 6liimiine kadar tiniver-
sitenin rektorligiinii yapar. 1946’dan itibaren SSCB Bilimler Akademisi’nin
tam tliyesidir ve 1966°da Moskova’da diizenlenen Uluslararas1 Matematik¢i-
ler Kongresi'nin bagkanligim1 yapmustir. Ayrica adi diferansiyel denklemler,
kismi diferansiyel denklemler ve integral denklemler {izerine ders kitaplari
yazmistir. Piskunov bir askeri akademide profesor olur. Diferansiyel ve in-
tegral hesap iizerine yazdig1 ders kitabr birgok teknik tiniversite tarafindan
kullanilir. 1977 yilinda hayatin1 kaybetmisgtir.
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Boliim 21

Leslie matrisi (1945)

1945 yilinda Ingiliz ekolojist P. H. Leslie, yas yapisina sahip bir ke-
mirgen popiilasyonu i¢in bir matris modeli analiz etmis ve boylece
Lotka’nin ¢aligmasini ayrik zamanli bir cergeveye uyarlamigtir. Biiylime
oraninin bir 6zdegere ve kararli yas yapisinin da bir 6zvektore karsilik
geldigini vurgulamistir. Ayrica kahverengi sican i¢in net ireme oranini
Xy sayisal olarak tahmin etmistir.

Patrick Holt Leslie 1900 yilinda Iskogya’da Edinburgh yakinlarinda do-
gar. Oxford Universitesi Christ Church College’da okur ve 1921°de fizyoloji
alaninda lisans derecesi alir. Ancak saglik sorunlar1 nedeniyle tip e8itimini ta-
mamlayamaz. Birkag¢ y1l patoloji boliimiinde bakteriyoloji asistani olarak ca-
listiktan sonra istatistik alanina yonelir ve 1935 yilinda Charles Elton tarafin-
dan kurulan yeni bir arastirma merkezi olan Hayvan Niifusu Biirosu’na katilir.
Bu merkezin amaci, saha ¢caligmalari ve laboratuvar deneyleri yoluyla hayvan
popiilasyonlarindaki dalgalanmalari incelemektir. Arastirmalarin ¢cogu kemir-
genler iizerinde yapilmistir: Kanada’daki Hudson’s Bay Company arsivleri
kullamlarak tavsan ve avcisi olan vasagin dongiilerinin analizi, Ingiltere’de
kizil sincap ve gri sincabin bolgesel genislemesinin takibi, Oxford civarindaki
tarla fareleri iizerine veri toplama vb. Leslie, Lotka tarafindan insan demog-
rafisi icin gelistirilen yontemleri tarla fareleri verilerine uygulanustir. ikinci
Diinya Savags1 sirasinda merkezin arastirmalar silolardaki fare ve si¢anlarla
miicadele yontemleri {izerine yogunlagmustir.

1945 yilinda Leslie en iinlii makalesini Galton, Pearson ve Weldon tarafin-
dan 1901 yilinda kurulmus olan Biometrika dergisinde yayimladi. Makalenin
baslig1 On the use of matrices in certain population mathematics idi. Leslie,
bir hayvan popiilasyonundaki, 6rnegin bir sican popiilasyonundaki (ama in-
sanlar da olabilir), disi sayisinin bilylimesine iligkin bir modeli ele almigtir.
Bu modelde, popiilasyon K +4- 1 yas grubuna boliinmiistiir ve P ,, n aninda k
yasinda olan disilerin sayisint ifade etmektedir (k=0,1,...,K;n=0,1,...).
fx degeri ise k yasindaki dogurganlik ya da daha acik bir ifadeyle n ile n+ 1
anlar1 arasinda disi bagina dogan kiz cocuk sayisi olsun. Bu durumda, K do-
Surganligin sifir olmadigi (fx > 0) maksimum yastir. k£ yagindaki bir hayvanin
en azindan k + 1 yasina kadar hayatta kalma olasilif1 s ile gosterildiginde,
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Sekil 21.1:
P. H. Leslie (1900-1972)

popiilasyonun yas yapist asagidaki denklem sistemi ile verilir:

Ponv1 = foPont+fiPint -+ fkPkn
Py = soPon
Py = s1Piy

Pg 1= sk 1Px—1n-

Tiim f} sayilari negatif olmayandir, sy ise 0 < s < 1 kosulunu saglamaktadir.
On dokuzuncu yiizyilin sonunda ve yirminci ylizyilin basinda, matematik¢i-
ler bu tiir denklem sistemlerini kisaltilmig bi¢imde yazmayi aliskanlik haline
getirmislerdir:!

P =MP,. 1.1

Burada P, siitun vektori, (Poy,...,Pkn), ve M, (K+1) x (K + 1) tipinde bir
kare matristir:

fo i L - Sk
so O 0 0
vl 0 s 0 - o0
0 0 SK—1 0

Leslie, (21.1) sisteminin zamanin bir fonksiyonu olarak davranigini anlamak
icin, geometrik olarak artan veya azalan, B, = r"*V tipinde bir ¢6ziim arar. r
sayist ve V vektorii

MV =rV. (21.2)

Yani P i1 = Myo Poj+ Mt Pi+ -+ + My g Pe.q tim k igin.
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esitligini saglamalidir. Bu durumda r, M matrisinin bir 6zdegeri, V ise bir 6z-
vektortidiir. Bagka bir deyisle, problem her zaman adiminda r sabitiyle carpi-
lan V yag dagilimin1 bulma problemidir. Lotka’nin terminolojisini izlenerek,
bu tiir dagilimlara kararlidir denir. Daha alisilmig gosterimlere doniilecek olu-
nursa, (21.2) denklemi

foVo+fiVit--+ fkVk =rW,
soVo=rVy, siVi=rVa, ..., sk Vxk_1=rVg

seklinde yeniden yazilabilir. Sistemin son K denkleminden

S0 V() S0S1 V()

Vi , W= 7 .. Vk
r r

_s081-5k-1Vo
K

elde edilir. Bu esitlikleri ilk denklemde yerine koyarak, gerekli sadelestirme-
lerden sonra Leslie

K = forK b so ir" sosi forf TP+ sosi sk ko (213)

karakteristik denklemini elde eder. Bu r de8iskenine bagli, derecesi K + 1
olan bir polinom denklemidir. Dolayisiyla K + 1 tane reel veya karmasik,
r1,...,rk+1, kokleri vardir. Dahas1 Leslie, bu polinomun (Descartes’in poli-
nomlar icin igaret kuralin1 kullanarak) sadece bir tane reel pozitif kokii oldu-
gunu fark eder. Bu kok r; ile gosterilsin.

Leslie ayrica, biyolojik olarak gerceke¢i kosullarin ¢ogunda (negatif ol-
mayan matrisler icin Perron ve Frobenius teorisi kullanilarak kesinles-
tirilebilir), r; dzdegerinin diger tim gercek veya karmagsik 6zdegerle-
rin (bunlara ry, ..., rgy; diyelim) modiiliinden kesinlikle daha biiyiik
oldugunu one siirer. Ayrica, (21.3)’lin tiim kokleri genellikle farklidir.
Her bir r; 6zdegeri i¢in ona karsilik gelen bir 6zvektor bulunabilir. Q,
siitunlan sirasiyla rq,...,rx41 0zdegerlerine karsilik gelen dzvektorleri
iceren, K + 1 boyutlu kare matris olsun, bu durumda, D, [r,...,rg+1]
kosegen matris olmak iizere M = QD Q! ve

P, =M"Py=QD"Q ' P

dir. D" nin [(r)",...,(rk+1)"] kosegen matrisi olduguna ve n — +oo
durumunda i # 1 i¢in r; > || saglandigindan

D'/ — 2 =[1,0,...,0]
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olduguna dikkat edilmelidir. Bu nedenle, P,/(r)", Q 2 Q™' By degerle-
rine yakinsar.

Yas yapisi vektoriiniin her bir bileseni P, (r1)" gibi artar veya azalir. Eger
r1 > 1 ise, niifus lstel olarak artar. Eger r; < 1 ise iissel olarak azalir. (21.3)
denkleminden , r; > 1 kosulunun ancak ve ancak

Fo = fo+sofi+sos1fo+---+s0515k-1 [k ,

olarak tanimlanan % parametresinin 1 den kesin olarak biiyiik olmasi duru-
munda saglandig1 goriiliir. Burada sq s - - - s;x—1, en az k yasina kadar hayatta
kalma olasiligidir. Dolayisiyla % parametresi, bir diginin hayati1 boyunca do-
gan ortalama kiz ¢ocuk sayisidir ve (10.2), (12.2) ve (16.9) formiillerine ben-
zerdir. Mevcut model Lotka’nin ¢aligmasimin (bkz. Boliim 10) bir tiir ayrik
zamanli analogu ve Euler’in ¢alismasinin (bkz. Bolim 3) yasa bagli dogur-
ganliklari igeren bir genellemesidir.

Leslie, yontemini Amerikal1 bir meslektasinin kahverengi sigan icin do-
gurganlik ve hayatta kalma katsayilar1 f; ve sy ile ilgili yayimladi81 verileri
kullanarak gostermigtir. Verileri makul bir sekilde tamamlamak icin birkag
istatistiksel islemden sonra % ~ 26 sonucunu elde etmistir.

Leslie’nin popiilasyon dinamigi problemlerinin matris formiilasyonu gii-
niimiizde bir¢ok biyolog tarafindan kullanilmaktadir. Hesaplamalar, herhangi
bir matrisin 6zdegerlerini ve 6zvektorlerini hesaplayabilen modern bilgisa-
yarlar ve bilimsel yazilimlar sayesinde biiyiik dlciide basitlestirilmistir. Hem
Hy parametresi hem de r| bilyiime orani kolayca hesaplanabilir.

Ikinci Diinya Savasi’ndan sonra Leslie, yontemini kuslar, bocekler vb. di-
ger hayvan tiirlerinin biiyiime oranin1 hesaplamak icin kullanmigtir. Ayrica
stokastik modeller, tiirler arasi rekabet modelleri ve yakalama-tekrar yaka-
lama verilerinin analizi lizerinde ¢aligmigtir. 1967 yilinda emekli olur. Ayni
yil Charles Elton da emekli olunca Hayvan Niifusu Biirosu bagimsiz bir aras-
tirma merkezi olmaktan ¢ikar ve Oxford Universitesi Zooloji Boliimii’niin bir
parcasi haline gelir. Leslie 1972 yilinda hayatin1 kaybeder.
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Perkolasyon ve salgin hastaliklar (1957)

~

é 1957°de Hammersley ve Broadbent, iki komgu diigiimiin belirli bir ola-
silikla birbirine baglandig1 sonsuz bir diizenli kare agda bir “akigkanin”
yayilmasin ele aldi. Olas1 6rnekler arasinda, bir meyve bahgesinde bir
salginin yayilmasindan bahsettiler. Altinda hi¢bir biiyiik salginin mey-
dana gelemeyecegi ve iistiinde biiyiik salginlarin pozitif bir olasilikla
meydana geldigi kritik bir olasilik oldugunu gosterdiler. Makaleleri per-

L kolasyon teorisinin baglangi¢ noktasi olmustur.

%

John Michael Hammersley 1920 yilinda babasinin gelik ihra¢ eden bir
Amerikan sirketinde calistig1 Iskocya’da dogdu. Cambridge Universitesi Em-
manuel Koleji’nde okumaya bagladi, ancak 1940 yilinda orduya katilmak zo-
runda kaldi. Topguluk i¢in hesaplamalarin gelistirilmesinde caligti. Egitimini
1948°de bitirdikten sonra Oxford Universitesi’nde deneylerin tasarimi ve ana-
lizi tizerine ¢alisan grupta asistan oldu. 1955 yilinda Oxford yakinlarindaki
Harwell’de bulunan Atom Enerjisi Aragtirma Kurulusuna katildu.

Sekil 22.1:
Hammersley (1920-2004)

Simon Ralph Broadbent 1928 yilinda dogdu. Cambridge’de miihendislik,
Oxford’daki Magdalen College’da matematik okudu (ayni1 zamanda siir yazi-
yordu) ve Londra’daki Imperial College’da “Tekdiize dagilimdan ayrilmanin
bazi testleri” {izerine istatistik doktorasina bagladi. Doktorasi sirasinda ko-
miir iiretimiyle ilgili olabilecek istatistiksel sorunlari aragtirmak igin Ingiliz
Komiir Kullanimi Aragtirma Dernegi’nden destek aldi.
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1954 yilinda Londra’daki Royal Statistical Society’de Atom Enerjisi
Arastirma Kurulusu’nun desteginde Monte Carlo yontemleri iizerine bir sem-
pozyum diizenlendi. 1940’larda John von Neumann, Stanistaw Ulam ve Nic-
holas Metropolis tarafindan Los Alamos Laboratuvari’nda baglatilan bu yon-
temler, bilinmeyen matematiksel biiytikliikleri tahmin etmek icin stokastik
bilgisayar simiilasyonlarini kullanir. Hammersley Londra’daki sempozyumda
Harwell’den meslektagi Morton ile birlikte hazirladig bir bildiriyi sundu. Bil-
diri ayn1 zamanda Journal of the Royal Statistical Society dergisinde de ya-
yinlandi. Sempozyumdaki sunumu izleyen tartigma sirasinda Broadbent, bir
Monte Carlo yontemi kullanilarak ¢alisilabilecek ilging bir problemden bah-
setti: iki veya ii¢ boyutlu diizenli bir gbzenek ag1 gbz oniine alindiginda, iki
komsu gozenek p olasiligr ile birbirine bagliysa, bu gozeneklerden birinden
bir gaz verildiginde agin ne kadar1 gaz ile dolacaktir? Broadbent aslinda ko-
miir madencileri i¢in gaz maskelerinin tasarimi ve 6zellikle de bunlarin calis-
masi i¢in gerekli olan gdzeneklerin boyutu hakkinda diisiiniiyordu.

Hammersley daha sonra Broadbent ile birlikte bu gaz maskesi problemi
tizerinde ¢aligmaya bagladi. Bunun heniiz tizerinde c¢aligilmamisg bir problem
ailesinin prototipi oldugunu fark ettiler: rastgele bir ortamda (anlami bag-
lama gore degisen) bir “akigkanin” deterministik yayilimi. Hammersley, bir
cezvede olanlara benzeterek buna “perkolasyon” adini verdi. Hammersley,
Atom Enerjisi Aragtirma Kurumu’nda, Monte Carlo yontemlerini perkolas-
yon problemleri iizerinde test etmek icin zamaninin en giiclii bilgisayarlarin-
dan bazilarina da erisebiliyordu.

Broadbent ve Hammersley nihayet 1957 yilinda perkolasyonun matema-
tiksel kuramu iizerine ilk makaleyi yayinladilar. Ele aldiklar1 6rneklerden biri,
bir meyve bahc¢esinde bir salgimnin yayilmasi gibi bir niifus dinamigi mode-
liydi. Cok biiyiik bir meyve bahg¢esindeki agaglarin kare bir agin diigiim nok-
talarina yerlestirildigi varsayilir. Belirli bir enfekte agacin en yakin dort aga-
cindan her birinin de enfekte olma olasilig1 p’dir. Buradaki soru, ¢ok sayida
agacin enfekte olup olmayacagi ya da salginin lokalize kalip kalmayacagidir.
Bu elbette p olasilifina baghdir ve bu da agaclar1 ayiran mesafeyle, yani ag
orgiisiiniin genisligiyle baglantilidir.

Broadbent ve Hammersley, meyve bahgesinin sonsuz oldugu ve tiim diiz-
lemi kapsadig1, baglangigta sadece bir enfekte agacin bulundugu limit duru-
munu incelemistir. Bu kaynaktan sonsuz sayida agacin enfekte olma olasi-
lig1 f(p) olsun. f(p)’nin p’nin artan bir fonksiyonu olmasi ve f(0) =0 ve
f(1) = 1 olmasi beklenir. Elde ettikleri temel sonug, 0 < p* < 1 aralifinda
kritik bir p* olasilig1 oldugudur, dyle ki

* eder p < p*ise, f(p) =0 oldugundan sadece sonlu sayida aac enfekte
olur;
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* eger p > p*ise, f(p) > 0 olur ve sonsuz sayida agag enfekte olabilir.

Kanit, enfeksiyon kaynagindan baglayarak diizlemde “kendisiyle kesis-
meyen gezintilerin” sayisi ile bir karsilagtirmay1 icerir. Bu gezintiler,
herhangi bir agaci birden fazla ziyaret etmeden belirli sayida komgu
agactan gecer (her agacin dort komgusu oldugunu hatirlayalim). Kendi-
siyle kesismeyen n adiml1 bir gezinti p" olasilikli bir enfeksiyon yoludur,
clinkii enfeksiyon ziyaret edilen her agactan bir sonrakine p olasilikla
bulasabilir. Simdi ¢(j,n), n adimli kendisiyle kesismeyen gezintiler ara-
sinda, tam olarak j tane enfeksiyon yolu olan gezinti bulunma olasilig1
olsun. Eger sonsuz sayida enfekte agac varsa, o zaman her n tamsayist
icin, enfeksiyon yolu olan n adimli en az bir gezinti vardir. Oyleyse her
n igin

oo oo
0<f(p) <Y q(in) <Y ja(jn)
j=1 Jj=1

olur. Ancak Zj:l J q(j,n), enfeksiyon yollar1 olan n adimli kendisiyle
kesigmeyen gezintilerin beklenen sayisidir. Bu say1 p" s(n) degerine esit-
tir; burada s(n), n adimh kendisiyle kesismeyen gezintilerin toplam sa-
yisidir. Hammersley, ayri bir makalede, n — +oo durumunda s(r)’nin
e*" geklinde biiyiidiigiinii gosterdi; burada x baglayici sabit olarak ad-
landirihir. Eger p < e™ ¥ ise, n — 4o durumunda p”s(n) 0’a yakinsar ve

= 0 olur. Dolayisiyla p* > e~ * > 0 olur.
f(p) yistyla p

Bu nedenle pratikte, bir salgin durumunda p degerini p* degerinin altinda
tutmak i¢in agaclarin birbirine ¢ok yakin olmamasi daha iyidir. Ancak agac-
lar ne kadar yakin olursa hektar bagina iiretim de o kadar yiiksek olur. Bir
uzlagma yolu bulunmalidir.

Broadbent ve Hammersley’in fark ettigi gibi, perkolasyon siireclerinde
kritik bir olasiligin varlig1 ile dallanma siireclerinde bir esigin varlig1 arasinda
belirli bir benzerlik vardir (bkz. boliim 7).

Kritik olasilik p* sayisal olarak hesaplanmaya ¢alisilabilir. Bu amacla, p
icin bir deger belirlenip, sonsuz ag yerine (N yeterince bilyiik olacak sekilde)
N x N boyutunda sonlu bir kare ag ile yaklagik hesap yapilabilir. Ornegin agin
ortasindaki agacin enfekte oldugunu varsayalim. Bilgisayarda hangi agacla-
rin diger agaclar1 enfekte edebilecegi rastgele secilebilir. Sekil 22.2 ve se-
kil 22.3, bir agda oldugu gibi kenarlar iizerinden rastgele segilen enfeksiyon
yollarin1 gostermektedir. Sekil 22.2°de p < p*, sekil 22.3’de ise p > p*’dir.
Hangi agaclarin enfekte olabilecegi, merkezdeki enfekte agactan baglayan bir
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kenarlar dizisi ile ulagilabilecek agaclar seklinde kolayca belirlenebilir. Bun-
lar sekillerde kiiciik siyah karelerle isaretlenmistir.

Sekil 22.2: p = 04
durumunda perkolas-
yon.

Daha sonra salginin en azindan N x N aginin siirina ulagip ulasmadigi
kontrol edilebilir. Eger durum boyleyse ve N yeterince biiyiikse, enfekte agag
sayisinin “neredeyse sonsuz” oldugu diisiiniilebilir. Bu tiir bir simiilasyonu
bir¢ok kez tekrarlayarak, enfekte aga¢ sayisinin sonsuz olduguna dair f(p)
olasiliginin yaklagik bir degeri bulunabilir (bu Monte Carlo yontemidir). Son
olarak, p degerinin O ile 1 arasinda degismesine izin vererek, p > p* ise
f(p) > 0 olacak sekilde en kiiciik deger olan p* esiginin yaklagik bir degeri
elde edilebilir.

Broadbent ve Hammersley’in makalesi sadece p* esiginin varli§inin is-
patint igeriyordu. Sonraki yillarda Hammersley perkolasyonun matematik-
sel kuramini gelistirmeye devam ederken Broadbent bagka konulara yoneldi.
1970’lerde bilgisayarlarin gelismesiyle yukarida anlatilan simiilasyonlar1 ¢a-
listirmak daha kolay hale geldi (sekil 22.4). Daha sonra p* = 1/2 oldugu 6ne
siiriildii; bu sonug nihayet 1980 yilinda Cornell Universitesi’nden Harry Kes-
ten tarafindan kanitlandi.

Hammersley 1959 ve 1969 yillar1 arasinda Oxford Universitesi Ekonomi
ve Istatistik Enstitiisii’nde calisti. Trinity College’da 6gretim iiyesi oldu. 1964
yilinda David Handscomb ile birlikte Monte Carlo Yontemleri baglikli bir ki-
tap yayinladi. 1976’da Royal Society’ye secildi. 1987°de emekli oldu ancak
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Sekil 22.3: p = 0,55
durumunda perkolas-
yon.

1

Sekil 22.4: Sonsuz sayida

agacin p’nin bir fonksi-

yonu olarak enfekte olma

olasihgi f(p). Egri, 200 x

200 ag iizerinde 1.000 s p
0 0.5 1

simiilasyon c¢aligtirilarak
elde edilmistir.



132

Oxford Endiistriyel ve Uygulamali Matematik Merkezi’ni ziyaret etmeye de-
vam etti. 2004 yilinda vefat etti.

Broadbent doktorasin1 1957 yilinda Imperial College’da tamamladi. Bir
sanayi sirketi olan Birlesik Cam Sise Ureticileri’nde is buldu. Sanayide on y1l
caligtiktan sonra bilimsel okur arastirmalar1 yapan London Press Exchange
adli bir haber ajansinda ¢alismaya basladi. Ajans 1969 yilinda bir Amerikan
reklam sirketi olan Leo Burnett tarafindan satin alindi. Broadbent, reklamin
etkinliginin nasil olgiilecegi iizerine ¢alisti ve bu konuda birkag kitap yayin-
ladi: Bunlar Reklam Parasi Harcamak (1975), Reklam Biitcesi (1989), Hesap
Verebilir Reklamcilik (1997) ve Ne Zaman Reklam Yapmali (1999). 1980 y1-
linda Reklam Etkinligi Odiilleri’nin baslatilmasina yardimci oldu. Leo Bur-
nett’in Chicago’daki merkez ofisinde marka ekonomisi direktorii olarak bir-
ka¢ yil gegirdi. Ayrica BrandCon Limited adli kendi danigmanlik sirketini
yonetti. 2002 yilinda vefat etti.
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Boliim 23

Oyun teorisi ve evrim (1973)

1973 yilinda Maynard Smith ve Price, hayvanlarin tiir i¢i catismalarda
neden en tehlikeli silahlarin1 kullanmaktan kacindiklarini analiz eden bir
makale yayinladi. Onlarin modeli oyun teorisini kullantyordu ve bu ma-
tematiksel teorinin evrimsel problemlere uygulanmasini baglatanlardan
biriydi.

John Maynard Smith 1920 yilinda Londra’da dogdu. Cerrah olan ba-
basi o sekiz yasindayken 6ldii. Maynard Smith Eton Koleji’nde okudu ve
Cambridge Universitesi Trinity Koleji’nde miihendislik calismalarma yo-
neldi. Daha sonra Biiyiik Britanya Komiinist Partisi’ne tiye oldu. 1939 yilinda
savag patlak verdiginde goniillii olarak orduya katilmaya calisti ancak gozle-
rinin iyi gérmemesi nedeniyle reddedildi. Miihendislik egitimini tamamlad1
ve birkag¢ yi1l askeri ugak tasarimi iizerine calisti. Sonunda biyolojiye yonel-
meye karar verdi ve Londra’daki University College’da Haldane’in danigman-
liginda genetik okudu. 1952°de zooloji alaninda 6gretim gorevlisi oldu. Ma-
caristan’daki 1956 olaylarindan sonra Komiinist Parti’den ayrild. Ilk kitab
olan Evrim Teorisi 1958 yilinda yayimlandi. 1965 yilinda yeni kurulan Sussex
Universitesi’nde biyoloji profesorii oldu. Daha sonra iki kitap daha yayinlad:
Biyolojide Matematiksel Fikirler (1968) ve Evrim Uzerine (1972).

Sekil 23.1: Maynard Smith (1920-2004) ve Price (1922-1975)
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George R. Price 1922 yilinda ABD’de dogdu. Chicago Universitesi’nde
kimya okudu ve atom bombasinin yapiminda Manhattan Projesi’nde ¢aligtik-
tan sonra 1946’da doktora derecesini aldi. 1950 yilinda Minnesota Universi-
tesi’nde tip alaninda yardimci arastirmaci oldu. Daha sonra IBM’de aragtir-
maya dénmeden Once ¢esitli dergilerde bagimsiz gazeteci olarak ¢alisti. 1967
yilinda tiroid kanseri tedavisi gordiikten sonra Ingiltere’ye yerlesti ve tama-
men farkli bir konu tizerinde ¢aligmaya bagladi: evrimsel biyoloji. 1968’den
itibaren Londra’da University College Galton Laboratuvari’nda calisti. Bu
yeni alandaki ilk makalesi olan Secilim ve kovaryans, W.D. Hamilton’in
yardimiyla Nature dergisinin 1970 tarihli bir sayisinda yayimland: ve giinii-
miizde Price denklemi olarak adlandirilan denklemi igeriyordu.

Price ayrica Nature dergisine bu kez hayvan ¢atigmalar1 iizerine bir ma-
kale daha gonderdi. Ancak bu dergi icin dogru formata sahip degildi. Maka-
lenin hakemligini yapan Maynard Smith daha kisa bir versiyon hazirlamay1
onerdi. Price bagka bir sey lizerinde ¢alismaya baglarken Maynard Smith de
Price’in fikrini kendi bagina gelistirmeye bagladi. Sonunda Maynard Smith ve
Price, 1973 yilinda Nature dergisinde yayinlanan Hayvan Catismasinin Man-
t1g1 baglikli ortak bir makale yayinladilar. Makale, oyun kuraminin evrimsel
biyolojide kullanilmasina ilging bir katki sagladi. Bundan once oyun kurami,
ozellikle John von Neumann ve Oskar Morgenstern’in 1944 tarihli Oyun Ku-
rami ve Ekonomik Davranis adl1 kitabindan sonra, esas olarak ekonomi ve po-
litika icin gelistirilmisti. Maynard Smith ve Price’1n ¢ikis noktasi su soruydu:
Nasil oluyor da ayni tiirden hayvanlar arasindaki catigmalarda, ellerindeki
“silahlar” (boynuzlar, pengeler, zehir vb.) nadiren 6ldiirmek i¢in kullaniliyor?
Darwin’in yagam miicadelesi hakkindaki fikirlerini takiben, daha saldirgan
hayvanlar daha fazla miicadele kazanmali ve daha fazla sayida yavruya sahip
olmali, bu da “silahlarin” kullaniminda bir artigsa yol agmalidir. O dénemin
Soguk Savag donemi olduguna dikkat edelim, dolayisiyla konunun siyasi bir
yonii de vardu.

Maynard Smith ve Price, iki hayvanin bir kaynak icin, 6rnegin elverisli
bir dogal ortamdaki bir bolge i¢in rekabete girebilecegi bir dizi oyun hayal
ettiler. Maynard Smith’in 1982 tarihli Evrim ve Oyunlar Kuram: kitabinda
kullanacag1 basitlestirilmis sunumda, her hayvan ya “sahin stratejisi” ya da
“giivercin stratejisi” benimser. Asagida basitlestirmek icin sahinler ve giiver-
cinlerden bahsediyoruz, ancak ayni tiirden hayvanlar tarafindan benimsenen
stratejileri kastediyoruz. V > 0 kaynagin degeri olsun: yani % bir hayvanin
normal ortalama yavru sayisi ise, rekabeti kazananin ortalama %y +V yav-
ruya sahip oldugunu diigiinelim.

Eger bir sahin bagka bir sahinle karsilasirsa, kaynak i¢in savasirlar: kaza-
nan V degerindeki kaynag alir, kaybeden ise C > 0 degerinde bir “maliyete”
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katlanir. Tki sahinin her birinin rekabeti kazanma olasilig1 1/2’ye esittir ve
kaybetme olasilig1 da aynidir. Dolayisiyla iki sahin arasindaki miicadeleden
beklenen kazang iki rakip i¢in % (V — C)’dir. Bununla birlikte, bir gahin bir
giivercinle kargilagirsa, sahin V' kaynagini alir, giivercin savagsmadan kacar
ve maliyet O olur. Son olarak, iki giivercin karsilagirsa, biri V kaynagim alir,
digeri savagmadan ve hi¢bir maliyet olmadan kagar. Her iki giivercinin de ka-
zanma olasilif1 1/2 oldugundan, iki giivercin kargilagtiginda beklenen kazang
V /2 olur. Kazanglar Tablo 23.1’°daki gibi 6zetlenebilir.

Tablo 23.1: Sahin-giivercin oyununun beklenen getirileri.

bir sahine karg1  bir giivercine kars1

bir sahinin kazanct (-0 1%
bir giivercinin kazanci 0 V/2

Daha genel olarak, 1 ve 2 olarak adlandirilan iki stratejiden birini be-
nimseyebilen bireyler arasinda, beklenen kazanglar matrisi (G j)1<; j<2 olan
kavgalar duisiiniilebilir. Yukaridaki 6rnekte sahinler strateji 1’1, giivercinler
ise strateji 2’yi takip etmektedir, ve G1; = % (V-C),Gip=V,Gy1 =0ve
G, =V /2°dir. Aslinda Maynard Smith ve Price, 1973 tarihli orijinal ma-
kalelerinde ikiden fazla olasi stratejiyi test etmek i¢in bilgisayar simiilasyon-
lar1 kullanmislardi (bunlara “sahin”, “fare”, “zorba”, “d¢ alic1” ve “prober-0¢
alict” ad1 verilmisgti).

Simdi, n neslinde x,, oraninda gahin ve 1 — x,, oraninda giivercin bulunan
ayni tiirden biiyiik bir hayvan popiilasyonu hayal edin. Sahinlerin n neslinde
ortalama yavru sayisi su kadardir:

Ri(n) =%o+x,G11+(1—x,)G2. (23.1)
Benzer sekilde, giivercinlerin ortalama yavru sayisi:
Ro(n) =Zo+x,Go1+ (1 —x,) G2 (23.2)
Dolayisiyla tiim popiilasyondaki ortalama yavru sayisi sdyledir:
R(n) =x,R1(n)+ (1 —x,)Ra(n).

Eseyli iiremeye bagh olasi incelikleri bir kenara birakirsak, bir sonraki nesil-
deki sahin oraninin gu sekilde oldugunu goriiriiz:

Xut1 =Xy R1(n)/R(n). (23.3)
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Dolayisiyla, Ry (n) > R(n) ise Xpt+1 > X, ve Ry(n) < R(n) ise x,41 < X, olur.
Ug olasi denge durumu vardir: x =0, x =1 ve
_ Gip— G2

G21—G11+G12— G2’

*

X

0 < x* < 1 olmasi kosuluyla. Sahin—giivercin oyununda, V < C olmas1 kosu-
luylax* =V /C < Idir.

Aslinda, x = 0 (23.3)’1n bariz bir denge durumudur. Eger x # 0 bagka
bir denge durumu ise, 0 zaman R} = R = xR| + (1 — x)Ry’dir. Yani ya
x =1 yada R, = R, olmahdir. Ikinci olasiik xG 1 + (1 —x) G5 =
xGy1 4 (1 —x) Gy ile esdegerdir ve bu da x* denge durumunu verir.

x = 1 denge durumu, bireylerin %100’iiniin strateji 1°i izledigi bir popii-
lasyona karsilik gelir. Bu durum, strateji 2’yi izleyen birkag birey tarafindan
isgal edilemiyorsa kararlidir. (23.3) denkleminden, bu kosulun 1’e yeterince
yakin tiim x, degerleri i¢in R;(n) > R(n) olmasina esdeger oldugunu gorii-
yoruz. R(n) = x, Ry (n) + (1 — x,,) R2(n) oldugundan, 1’e yeterince yakin her
X, igin Rj(n) > Ry(n) olmasi kosulu elde edilir. Ry ve Ry’nin (23.1)—(23.2)
ifadelerine baktigimizda, x = 1’in ancak ve ancak asagidaki iki kosuldan biri
saglandiginda kararli oldugu sonucuna variriz:

* G111 > Gt
. Gl,l = G2_’1 ve Gl,z > Gz}z.

Bu durumda strateji 1’e evrimsel olarak kararl bir strateji denir. Sahin—
giivercin oyununda, G1, > G2 > kosulu her zaman dogrudur. Dolayisiyla sa-
hin stratejisi ancak ve ancak G11 > Gy 1 ise, yani V > C ise evrimsel olarak
kararlidur.

x = 0 denge noktasi, tiim bireylerin strateji 2’yi izledigi bir popiilasyona
karsilik gelir. 1 ve 2 indekslerini degistirirsek bu durum bir 6ncekiyle simet-
riktir. Sahin—giivercin oyununda Gy =V > Gy, =V /2 oldugundan x = 0
denge durumu her zaman kararsizdir. Giivercin popiilasyonuna az sayida sa-
hin eklenmesi, sahinlerin giderek artan bir istilasina yol agacaktir.

Benzer sekilde, 0 < x* < 1 olmasi kosuluyla, iigiincii denge durumu x*’1n
her zaman kararli oldugu gosterilebilir. Sahin—giivercin oyununda, x* =V /C
hem sahinler hem de giivercinlerden olusan karma bir popiilasyona karsilik
gelir.

Sonug olarak, sahin—giivercin oyununda iki durum vardir. Eger V > C ise,
yani kaynagin degeri olas1 maliyetten biiyiikse, 0 < x(0) < 1 olmak iizere x(0)
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baslangi¢ kosulu ne olursa olsun, popiilasyon sahinlerin oldugu ancak giiver-
cinlerin olmadig1 bir denge durumuna yakinsar. Bu durumda sahin stratejisi
evrimsel olarak istikrarli bir stratejidir. Buna karsilik, V < C ise, popiilas-
yon x* oraninda gahin ve 1 —x* oraninda giivercin iceren karma bir denge
durumuna yakinsar. Dolayisiyla model, V < C oldugunda daha az saldirgan
davraniglara sahip bireylerin nasil olup da hayatta kalabildigine dair bir agik-
lama getirmektedir. Ayrica x* = V /C formiilii, kaybedenler icin C maliyeti
ne kadar yiiksekse, popiilasyondaki sahin orani x*’1n o kadar kii¢iik oldugunu
gostermektedir. Bu nedenle en tehlikeli “silahlara” sahip tiirler bunlar1 na-
diren tiir i¢i kavgalarda kullanirlar: rakip hayvanlarin birbirlerini etkilemeye
calistiklarn ancak yaralanmalara neden olabilecek gercek kavgalardan kagin-
diklar zararsiz torensel kavgalari tercih ederler.

Maynard Smith ve Price’in 1973 tarihli orijinal makalesi, evrimsel olarak
istikrarl strateji kavramini tartigmig ve farkli stratejilerin getirilerini kayde-
derek hayvan yarigmalarinin bilgisayar simiilasyonlarini kullanmigtir. (23.3)
gibi dinamik denklemlerin kullanildig1 yaklagim daha sonra, 6zellikle Tay-
lor ve Jonker tarafindan gelistirilmistir. O zamandan beri bir¢ok yazar oyun
kuramindaki fikirleri evrimsel biyolojideki sorulara uygulamis ya da tersine
dinamik evrimsel yaklagimlari oyun kuramindaki daha klasik sorunlara uy-
gulamistir. Hayvan catigmalari ile ilgili sorularin yani sira, ebeveyn yatirimi
veya cinsiyet oran1 (dogumdaki erkek ve disi sayis1 arasindaki oran) sorunlari
ornek olarak verilebilir; bu sonuncusu 1884°te Carl Diising ve 1930°da Ro-
nald Fisher tarafindan Dogal Secilimin Genetik Kurami adli kitabinda incelen-
migtir. Diger baz1 modeller ise “mahkumun ikilemi” ya da “tas-kagit-makas”
oyununun dinamik yonlerine odaklanmaktadir. Evrimsel olarak istikrarl stra-
teji kavraminin oyun kuramindaki Nash dengesi kavramiyla yakindan iligkili
oldugu da fark edilmistir.

Ikna olmus bir ateist olan Price, 1970 yilinda mistik bir deneyim yasadi ve
Hiristiyan inancina gecti. Arastirmalarini 1974’te birakt1 ¢iinkii “yaptig1 ku-
ramsal matematiksel genetigin insan sorunlariyla cok ilgili olmadigin1” dii-
siiniilyordu. Tiim egyalarim evsiz insanlara verdi ve birkac ay sonra intihar
etti.

Maynard Smith ise bu diisiince ¢izgisini siirdiirdii ve 1977°de Royal So-
ciety’ye secildi. Bir¢ok kitap yayinladi: Ekolojide Modeller (1974), Cinsiye-
tin Evrimi (1978), Evrim ve Oyunlar Kurami (1982), Biyolojinin Sorunlar
(1986), Darwin Dogru mu Anladi? (1988) ve Evrimsel Genetik (1989). Ay-
rica E. Szathmadry ile birlikte Evrimde Baslica Gegisler (1995) ve Yasamin
Kokenleri: Yagamin Dogusundan Dillerin Kokenine (1999) adl kitaplar ya-
yimladi. 1985 yilinda emekli oldu. 1999 yilinda “evrimsel biyolojinin kav-
ramsal gelisimine yaptig1 temel katkilar” nedeniyle Isve¢ Kraliyet Bilimler
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Akademisi’nden biyolojik bilimler alaninda Crafoord 6diiliinii aldi. 2003 y1-
linda D. Harper ile birlikte Hayvan Sinyalleri kitabini yayinladi. 2004’ te Sus-
sex’te oldii.
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Boliim 24

Kaotik popiilasyonlar (1974)

1974 yilinda ekolojist olan Avustralyali fizik¢i Robert May, niifus dina-
mikleri i¢in bir model olarak ayrik zamanh lojistik denklem iizerinde
calisti. Beklenmedik ¢atallanmalarin meydana geldigini ve asimptotik
davranigin kaotik bile olabilecegini fark etti. Yani uzun vadeli tahminler
basit bir deterministik modelle bile imkansiz olabilir. May’in makalesi
“kaos teorisi’ni baglatan makalelerden biriydi.

Robert McCredie May 1936 yilinda Avustralya’da dogdu. Teorik fi-
zik egitimi aldiktan ve 1959°da Sydney Universitesi’nden doktora derece-
sini aldiktan sonra iki yilin1 Harvard Universitesi’nde uygulamali matematik
boliimiinde gecirdi. Avustralya’ya dondiigiinde teorik fizik profesorii oldu.
1971°de Princeton’daki Institute for Advanced Study’yi ziyaret ederken arag-
tirma konusunu degistirdi ve hayvan popiilasyonu dinamikleri iizerine yogun-
lagmaya bagladi. 1973 yilinda Princeton’da zooloji profesorii oldu. Ayn1 yil
Model Ekosistemlerde Kararlilik ve Karmagiklik baslikli bir kitap yayinladi.

Sekil 24.1: Robert M. May (1936-2020)

1974 yilinda May, Science dergisinde Ust iiste binmeyen nesillere sahip
biyolojik popiilasyonlar: kararli noktalar, kararli dongiiler ve kaos baghikli
bir makale yayinlayarak popiilasyon dinamigindeki ¢ok basit matematiksel
modellerin kaotik bir sekilde davranabilecegini gostermistir.

Bu sorunun koékenini anlamak i¢in yaklagik on yil geriye gitmek gerekir.
1963 yilinda Massachusetts Teknoloji Enstitiisii’'nde (MIT) ¢alisan Amerikali
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meteorolog Edward Lorenz, bilgisayarinda sayisal simiilasyonlar yaparken,
sadece li¢ diferansiyel denklem igeren basitlestirilmis bir atmosfer modeli-
nin ¢ok sagirtict bir sekilde davranabilecegini fark etmisti: baglangi¢ kosul-
larindaki kiiciik bir degisiklik, simiilasyonun nihai sonucunu ve dolayisiyla
meteorolojik tahminleri tamamen degistirebiliyordu. Matematik¢i Henri Po-
incaré aslinda bu olasilig1 bilgisayar ¢agindan ¢ok once, yirminci ytizyilin
baginda giines sistemindeki gezegenlerin hareketi iizerinde ¢alisirken diistin-
miistii. Ancak 1970’lerin baginda sadece birkag aragtirmact bu garip 6zellige
daha yakindan bakmaya baslamist1. Maryland Universitesi’nde James Yorke,
Lorenz’in ¢aligmalar iizerine diisiiniiyordu ve bu baglamda “kaos” terimini
ortaya att1. Ogrencisi Tien-Yien Li ile birlikte yazdig1 Periyot ii¢ kaos anla-
mina gelir basliklt makale 1975 yilinda yayinlandi! .
May ise kendi tarafinda su modele odaklantyordu:

DPnt1 = pn+ap,(1—p,/K). (24.1)

Burada a ve K pozitif parametrelerdir; p, ise n yilindaki hayvan popiilasyo-
nunun biiytikliigiinii temsil eder. Tagima kapasitesi K ile karsilastirildiginda
Dpn kiigiik oldugunda, dinamikler p,+1 =~ (1+a) p, geometrik biiyiimesine ya-
kindir. Tam denklem, Verhulst tarafindan tanitilan lojistik denklemin bir tiir
ayrik zamanl benzeridir (bkz. Boliim 6). Ancak bu denklemden farkli olarak
May, ayrik zamanli denklemin ¢ok daha sasirtict bir davranisa sahip olabile-
cegini gostermistir; bu davranisi toplama ve ¢arpma islemi yapan basit bir cep
hesap makinesiyle gozlemlemek kolaydir (sekil 24.2). Maynard Smith 1968
tarihli Biyolojide Matematiksel Fikirler kitabinda (24.1) denklemini zaten ele
almisti. Ancak a i¢in birka¢ sayisal deger denemesine ragmen, 6zel bir sey
oldugunu fark etmemisti.

May’in 1974 tarihli makalesindekine benzer olan Sekil 24.2, p,, popiilas-
yonunun 0 < a < 2 oldugunda sabit bir duruma yakinsadigini1 gostermektedir.
2 < a < 2,449 oldugunda (iist sinir 2,449 yaklagik bir biiyiikliiktiir), p, po-
piilasyonu 2 periyotlu bir dongiiye yakinsar. 2,450 < a < 2,544 araliginda p,
popiilasyonu 4 periyotlu bir dongiiye yakinsar. 2,545 < a < 2,564 araliginda
pn 8 periyotluk bir dongiiye yakinsar, vb. p,’nin 2" periyotlu bir dongiiye
yakinsadig1 a parametresinin araliklar1 n arttik¢a kiigiiliir ve 2,570’1 agmaz.
a > 2,570 oldugunda, p, “kaotik” bir sekilde davranabilir.

May 1976’da Nature dergisinde yayinlanan Cok karmagik dinamiklere sa-
hip basit matematiksel modeller baslikli bir inceleme yazdi. Orada sadece
kendi sonuglarim degil, diger aragtirmacilarin sonuclarini da topladi. lk ola-

rak, x, = K?l” 5y Ve r = 1+a(dolayisiyla r > 1) olarak ayarlandiginda, (24.1)

IDikkat cekici bir sekilde daha genel bir sonu¢ 1964 yilinda O.M. Sharkovsky tarafindan
kanitlandi, ancak Ukrayna’da bir matematik dergisinde yayimlanan makalesi pek bilinmiyordu.
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Sekil 24.2: Tiim sekillerde: n yatay eksende, p, dikey eksende ve pg = K/10’dur.
Dogrular (n, p,) koordinathi noktalarin birlestirilmesiyle elde edilmistir. Sol iist: 0 <

a < 2 (kararli durum). Sag iist: 2 < a < 2,449 (periyot 2 dongiisii). Sol alt: 2,450 <
a < 2,544 (periyot 4 dongiisii). Sag alt: 2,570 < a < 3 (muhtemelen kaos).

denkleminin daha basit bir bi¢imde yeniden yazilabilecegini goriiyoruz:
Xnr1 =rx, (1 —xp) . (24.2)

Bu denklemin niifus dinamiginde bir anlam ifade edebilmesi i¢in x,, hi¢bir n
icin negatif olmamalidir. Bu yiizden xy baglangi¢c kosulunun 0 < xg < 1 ve
r < 4 degerlerini sagladigini varsayiyoruz. Ikinci kosul (24.2)’in sa§ tarafi-
nin O ile 1 arasinda kalmasini saglar. Dikkat ¢ekici bir sekilde » = 4 kaotik
durumu Stanistaw Ulam ve John von Neumann tarafindan 1947 gibi erken
bir tarihte rastgele say: lireteci olarak kullanilmigti. Eger f fonksiyonunu su
sekilde tanimlarsak
F(x) =rx(1—x),

o zaman denklem (24.2) x,+1 = f(x,) olarak yeniden yazilabilir ve denge
durumlari da x = f(x) denkleminin ¢oziimleri olur. Grafik olarak bunlar y =
f(x) ve y = x egrilerinin kesisim noktalaridir (sekil 24.3). x = 0 degerinin her
zaman denge noktasi olduguna dikkat edin. » > 1 oldugundan, x* > 0 seklinde
bagka bir denge noktasi da vardir, 6yle ki x* = rx* (1 —x*), yanix* =1—1/r.

r > 1 oldugu icin x = 0 denge noktas1 kararsizdir. Gergekten de, x,, sifira
yakin oldugunda, yaklasik olarak x,;| ~ rx, elde ederiz. Yani x, sifirdan
uzaklagsma egilimindedir. x* denge noktasi ise sadece 1 < r < 3 i¢in yerel
olarak kararlidir.
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o
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X0 X0 X 1

Sekil 24.3: y = f(x) fonksiyonu, y = x diiz ¢izgisi, x* denge noktasi ve x| = f(x;)
ile tanimlanan dizi. Sol: r = 2,75, dizi x* degerine yakinsar. Sag: r = 3,4, x* denge
noktasi kararsizdir ve dizi 2 periyotlu bir dongiiye yakinsar.

Gergekten de, y, = x,, — x* olarak ayarladigimizda, (24.2) denklemi
Yut1 = (2—r—ry,)y, e esdegerdir. Eger x,,, x*’e yakinsa, y, de sifira
yakindir ve y, 1 =~ (2 —r)y, olur. Ote yandan y, | = ky, denkleminin
¢oziimil y,, = k" yo’dir, dolayistyla n — oo durumunda ancak ve ancak
—1 <k < 1isey, — 0 olur. Ozetle x* denge durumu ancak ve ancak
—1<2—-r<1,yani 1 <r <3 oldugunda yerel olarak kararlidur.

1 < r <3 oldugunda, 0 < xp < 1 seklindeki tiim baglangic kosullari icin x,,
dizisinin gercekten x*’e yakinsadig1 gosterilebilir (sekil 24.3a). Fakat 3 < r <
4 oldugunda ne olur? Bu soruyu yanitlamak igin 6ncelikle x, 2 = f(x,41) =
f(f(xn)) olduguna dikkat edin. Su fonksiyonu tanmimlayalim:

f@x) = F(f(x) =rx(1-x) (1-rx(1-x))

ve f>(x) fonksiyonunun sabit noktalari olarak adlandirilan x = f>(x) denkle-
minin ¢dziimlerini goz oniine alalim. Grafik olarak bunlar y = f>(x) ve y = x
egrilerinin kesisim noktalaridir (sekil 24.4).

Eger x = f(x) ise, o zaman x = f(f(x)) = f>(x) olur. Yani x =0 ve
x = x* aym1 zamanda f>(x) fonksiyonunun sabit noktalaridir. Ancak r > 3
oldugunda, f>(x) fonksiyonunun x_ ve x, olmak iizere iki sabit noktasi daha
vardir, dyle ki f(x_) = x4 ve f(x1) =x_.
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0 X+ 1 0 X- X x+ 1

Sekil 24.4: y = f>(x) = f(f(x)) ve y = x egrileri ve x* denge noktast. Sol: r = 2,75.
Sag: r =3,4 ve x = f>(x) denkleminin diger iki ¢oziimii x_ ve x .

Gergekten de, f5(x) = f'(f(x))f'(x) oldugunu fark ederiz, bdylece
£ = [f'(x")]* olur. Ote yandan f'(x) = r(1 —2x) ve x* =1 —1/r.
Yani f/(x*) =2 —r ve f3(x*) = (2 —r)?. Dolayistyla f>(x) fonksiyo-
nunun x = x* noktasindaki egimi, r > 3 ise f;(x*) > 1 olacak sekilde-
dir. Ancak £>(0) =0, £3(0) = 7> > 1 ve f>(1) = 0 oldugundan, sekil
24.4b’de x = f>(x) denkleminin 0 < x_ < x* ve x* < x; < 1 olmak
iizere x_ ve x4 olmak lizere iki ¢6zlimii daha oldugunu gériiyoruz. Aym
sonuca ulagmanin bir bagka yolu da x = f>(x) denklemini ¢bzmektir; bu
denklem, bilinen iki kokii olan 4. dereceden bir polinom denklemidir:
x =0 ve x =x". Diger iki ¢6ziim x_ ve x ise
s L+r 1+r

P x5 =0 (24.3)
r r

polinomunun kokleridir. Eger diskriminant pozitif ise, yani » > 3 ise
gerceldirler. Ayrica

L) = F(F(f() = f(f2(x-)) = flx-)

oldugundan, f(x_) noktasi ayn1 zamanda f>(x)’in sabit noktasidir. Fa-
kat f(x_) # x_ ¢iinkii x_, f(x)’in sabit noktasi degildir. Ve f(x_) # x*
olmalidir, aksi takdirde x_ = f(f(x_)) = f(x*) = x* olurdu. f(x_) #0
oldugundan, f(x_) = x; sonucuna variriz. Benzer gekilde, f(x) =x_.

Dolayisiyla r > 3 oldugu durumda, d6rnegin xo = x_ ise, x; = x4, x» =x_,
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x3 = x4 vb saglanir. Neredeyse her 0 < xg < 1 baglangi¢ kosulu i¢in, x,, dizisi-

nin n — +oo’ye giderken x_,x;,x_,x,..., periyot 2 dongiistine yakinsadigi
da gosterilebilir (sekil 24.3b ve 24.4b). Bu dongii r kritik | = 1 +/6 ~ 3,449
degerinin altinda oldugu siirece kararli kalr, burada f}(x_) = —1°dir.

Gergekten de, (24.3) kullanarak sunu gorebiliriz

L) =) ) =) fx-)
=r2(1—2x)(1=2x ) =r*(1-2(x; +x_)+4x,x)

1 1
2 (1 ity +r) — P2 42r 14,
r

Yani —r2 +2r+5 = 0 ise ve ozellikle r = 1 + /6 ise f3(x_) = —1.

r1 < r < ry i¢in, 4 periyotlu bir dongii kararli hale gelir: fonksiyonun dort
yeni sabit noktasi

fa(x) = fa(fa(x) = F(F(F(F (X))

ortaya ¢ikar (sekil 24.5). r, < r < r3 igin bu 8 uzunlugunda bir dongiidiir,
vb. r, sayilari n — +oo oldugunda r. =~ 3,570 limitine yakinsar. 7. < r < 4
oldugunda, sistem kaotik bile olabilir! Sekil 24.6, dinamiklerin karmagiklig1
hakkinda bir fikir veren ¢atallanma diyagramini gostermektedir?.

R.M. May, ¢ok basit dinamik sistemlerin bile cok karmagik bir davra-
niga sahip olabilecegini vurgulayarak sozlerini tamamladi. Bu durum x,, | =
rx, (1 —x,) denklemine 6zgii degildir. Kaosa yol agan aym “periyodun ikiye
katlanma selalesi”, “tiimsek” seklinde bir f(x) fonksiyonuna sahip diger
denklemler icin de ortaya cikar. Ornegin popiilasyon biyolojisinde kullani-
lan bagka bir denklemde durum boyledir: x,+1 = x, exp(r(1 — x5,)).

Bu caligma, niifus dinamikleri ile ilgili bir¢ok veri setinin analiz edilme-
sinin zor olmasina sagirmamak gerektigini gostermektedir. Model ayrica de-
terministik ve stokastik modeller arasindaki ayrimin daha 6nce diistintildiigii
kadar net olmadigini gostermektedir: parametreler kaotik bolgedeyse basit bir
deterministik modelde bile uzun vadeli tahminler yapmak imkansiz olabilir.

May 1979 yilinda Royal Society’ye secilmistir. 1988’den 1995°e ka-
dar Oxford Universitesi’nde ve Londra’daki Imperial College’da profesorliik

2Bu diyagram, x,,1 = f(x,) ve xo = 0,1 olmak iizere, (r,%200), (7, %201 )» - . »(1;X220) koordi-
natlarina sahip noktalarin r’nin verilen her degeri i¢in ¢izilmesiyle elde edilmistir. Eger x,, bir
denge noktasina yakinsarsa diyagramda sadece bir nokta goriiriiz. Eger x,, 2 periyotlu bir don-
giiye yakinsarsa iki nokta goriiriiz, v.s.
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0 X Xt

Sekil 24.5: r = 3,5 oldugunda y = fy(x) egrisi ve y = x dogrusu. x*, x4 ve x_ diginda
ay1rt edilmesi kolay olmayan dort sabit nokta daha vardir.

25 3 3.5 4 r

Sekil 24.6: (24.2) denkleminin ¢atallanma semasi.
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yaptt. 1995°ten 2000’e kadar Ingiliz hiikiimetinin bag bilimsel danismanligint
yapti. 1996 yilinda “popiilasyonlarin, topluluklarin ve ekosistemlerin dina-
miklerinin kuramsal analizine iligkin 6ncii ekolojik arastirmalar1 nedeniyle”
Crafoord 6diiliinii ald1. Ekolojiden epidemiyoloji ve immiinolojiye yoneldi
ve iki kitap yayinladi: Bunlar: Insanlarin Bulasict Hastaliklart (1991, Roy
Anderson ile birlikte) ve Viriis Dinamikleri, Immiinoloji ve Virolojinin Ma-
tematiksel Temelleri (2000, Martin Nowak ile birlikte). Son kitap, bagisiklik
sistemi hiicreleri ile HIV (AIDS’e neden olan viriis) arasindaki etkilesimi bir
tiir av-avci sistemi olarak analiz etmektedir (bkz. Bolim 13). May, 2000-2005
yillart arasinda Royal Society’nin bagkanlifin1 yapmustir. Kendisine 1996 y1-
linda govalye unvani verilmis ve 2001 yilinda dmiir boyu akran olmustur.
2020 yilinda oldii.
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Boliim 25

Cin’in tek cocuk politikasi (1980)

1980 y1linda, kontrol teorisinin havacilik miihendisligi uygulamalari ko-
nusunda uzman olan Song Jian ve ¢alisma arkadaglari, Cin’deki dogum
hizinin mevcut seviyede kalmasi halinde, iilke ntifusunun yirmi birinci
yiizyilda iki milyardan fazla olacagini hesapladilar. Yasa gore yapilan-
dirilmig bir matematiksel modele dayanan bu sonuglar, hiikiimetin tek
¢ocuk politikasina donme kararina katkida bulunmustur.

Song Jian! 1931 yilinda Cin’in Shandong eyaletinin Rongcheng sehrinde
dogdu. 1950’lerde Sovyetler Birligi’'nde Bauman Moskova Devlet Teknik
Universitesi’'nde ve Moskova Devlet Universitesi Matematik ve Mekanik Bo-
liimii’nde egitim gordii. Daha sonra Cin’e dondii ve Cin Bilimler Akademisi
Matematik Enstitiisii’'nde Sibernetik Arastirma Ofisi’nin basina gegti. Kont-
rol teorisinin fiizelerin yonlendirilmesine uygulanmasi konusunda uzmanlas-
mistt. Daha sonra adi Havacilik ve Uzay Bakanlif1 olarak degistirilen Ye-
dinci Makine Yapim Bakanligi’nda da calisti. 1978 yilinda kontrol teorisi ve
demografi arasindaki baglantilara odaklanmaya bagladu.

Sekil 25.1: Song Jian

Song Jian’1n niifus dinamikleri {izerine yaptig1 ¢aligmanin baglamin an-
lamak icin 6ncelikle “kontrol teorisi’nin ne oldugu hakkinda bir fikir sunmak
gerekir. Teorinin baslangic fikri, belirli bir kriteri optimize etmek i¢in zamana

ISong soyadidir. Cince’de her zaman once yazihr.
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gore degisebilen bazi1 parametrelere bagli dinamik sistemlerin incelenmesi-
dir. Kontrol teorisi 6zellikle ABD ve SSCB’deki uzay programlari ile baglan-
tili olarak gelistirilmistir. Gercekten miihendisler, uydular1 Diinya etrafindaki
yoriingelerine yerlestirebilmek icin uzay mekiklerinin yoriingelerini “kontrol
etmek” zorundadirlar. Ancak uygulamalar fiziksel ya da miihendislik sorunla-
riyla sinirli degildi. Dogum kontrol politikalar: da matematiksel anlamda bir
tiir optimal kontrol problemi olarak diisiiniilebilir.

Biiyiimenin Smirlart baglikli makaleden de bahsetmek gerekir: Massac-
husetts Teknoloji Enstitiisii’den bir grup tarafindan yazilan ve 1972 yilinda
yaymlanan Biiyiimenin Sinirlari: Roma Kuliibii’niin insanligin ¢ikmazi pro-
Jjesi icin bir rapor baglikli makaleden de bahsetmek gerekir. Bu ¢aligma, diin-
yanin ekonomik biiyiimesinin dogal kaynaklari, niifus biiyiikliigtinii ve cevre
kirliligini dikkate alan bir matematiksel modeline dayaniyordu. Rapor, diinya
ekonomisinin yenilenemeyen kaynaklarin tiikenmesi, niifus icin gida yeter-
sizligi veya asir1 ¢evre kirliligi nedeniyle bir felakete dogru gittigini 6ne sii-
riiyordu. Dogumlarin goniillii olarak sinirlandirilmasi onerilen ¢oziimlerden
biriydi. Ozetle bu rapor Malthus’un tezlerinin bir tiir modern versiyonuydu
ve 1970’lerde Bati’da biiyiik yanki uyandirdi.

Halk Cumbhuriyeti’nin kuruldugu 1949 yilindan bu yana Cin’de dogum
orani, felaketle sonuglanan “Biiyiik fleri Atilim” dénemi disinda cok yiik-
sekti. 1970’lerin ortalarinda Cin, Kiiltiir Devrimi’nden yavag yavas kurtulu-
yordu. Aile planlamasi kadinlar1 ¢ocuk sahibi olmayi ertelemeye, iki ardisik
dogum arasindaki siireyi artirmaya ve daha az ¢ocuk yapmaya tesvik edi-
yordu. Mao Zedong’un 1976’da 6liimiinden sonra yeni lider olarak ortaya
¢ikan Deng Siaoping, 1978’de “Dort Modernizasyon™ politikasimi baglatti:
tarim, sanayi, bilim ve teknoloji ve ulusal savunma. Cin niifusunun biiyiik-
liigti ve artis1 o donemde bu modernizasyonlarin 6niindeki 6nemli engeller
olarak algilaniyordu. O zamana kadar askeri uygulamalar iizerinde ¢alisan
bilim adamlar1 bu zor soruna ¢éziim bulmalari i¢in tegvik edildi.

Bu tegvik iizerine Song Jian 1978 yilinda Uluslararas1 Otomatik Kontrol
Federasyonu’nun bir kongresi i¢in Helsinki’ye gitti. Orada Avrupa’daki bazi
aragtirmacilarin kontrol teorisini niifus sorunlarina uygulamaya calistiklarini
ve sik1 bir dogum kontroliiniin sonunda Biiyiimenin Sinirlar: raporuyla ilan
edilen felaketleri onleyebilecegi fikrini fark etti. Cin’e dondiigiinde, meslek-
tast Yu Jingyuan ve bilgisayar uzmani Li Guangyuan’in da dahil oldugu kii-
ciik bir ekip kurarak bu tiir matematiksel modellemeleri Cin niifusuna iligkin
verilere uyguladi. O dénemde Cin ile diinyanin geri kalani arasinda bilimsel
iletisim c¢ok azdi. Ekip, Lotka ve McKendrick’in yaptig1 gibi (bkz. Boliim
10 ve 16) bir niifusun yas yapisinin evrimini agiklayan denklemleri yeniden
gelistirdi.
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* P(x,t), t zamaninda x yaginda olan niifus;
* m(x) x yagindaki 6liim orant;
 Py(x) niifusun r = 0 zamamndaki yas yapisi;

* b(t) kadmlarin r zamanindaki toplam dogurganlig1, yani yasa 6zgii do-
gurganligin ¢ zamanindaki gibi kalmasi durumunda bir kadinin hayati
boyunca sahip olacagi ortalama ¢ocuk sayist;

* f kadin dogumlarinin orani;

* h(x) bir cocuk dogdugunda annenin yasmin olasiik dagilimi
(Jo “h(x)dx=1).

olmak iizere siirekli zamanli bir model kullanmislardir. Bu notasyonlar ve hi-
potezlerle, yas yapisinin evrimi kismi diferansiyel denklem ile modellenebilir

oP oP
—; 0+ 5 (1) = —m(x) P(x,1),

baslangi¢ kosulu P(x,0) = Py(x) ve simr kosulu ile

P(0,6) = b(1) f 0+°°h(x)P(x,t)dx.

Burada b(¢) kontrol parametresidir. Kadinlarin toplam dogurganlifi sabitse
ve kritik egigin tizerindeyse

oo "
b =1/ [f/ h(x)e lo m(y)dydx} ’
Jo

o zaman niifus tistel olarak artar. Bu 6l¢iit Lotka tarafindan (10.2) formiiliiyle
elde edilene benzemektedir. Song Jian’1n ekibi, Leslie’nin modeline benzeyen
modelin ayrik zamanl versiyonunu da dikkate almigtir (bkz. Boliim 21). P ,,
n yilinda k yasinda olan niifus olsun. Benzer sekilde my, b, ve hy degerleri ele
alalinsin. O zaman

Perinpr = (L=m)Pen, Poni1 =baf Y hiPin.
k=0

elde edilir. Ornek verilerden Slim oranni my (sekil 25.2) tespit ederek,
dogum oranimi f =~ 0,487, annelerin yas dagilimi A (sekil 25.3), niifusun
1978’deki yas yapisi olan P o baslangi¢ kosulu (sekil 25.4) ve toplam dogur-
ganlik b (her simiilasyon boyunca sabit varsayilmistir) degiskenlerini belirle-
yen Song Jian’1n ekibi, 1980°den 2080’e kadar yiiz yillik bir zaman ufkuyla



150

tilkeleri icin demografik projeksiyonlar yapabilmektedir (sekil 25.5). Gerekli
binlerce toplama ve carpma iglemi goz oniine alindiginda (y1l n 0 ile 100 y1l
arasinda, yas k 0 ile 90 y1l arasinda degismektedir), bu islemler icin bir bil-
gisayar gerekmekteydi. O donemde Cin’de ordu icin ¢alisanlar disinda ¢ok
az kiginin bu tiir ekipmanlara erisimi vardi. Fiize giidiimiinde 6nde gelen bir
uzman olan Song Jian da bunlardan biriydi.

Sekil 25.2:
1978’de yasin bir
fonksiyonu olarak
olim oram (yil
basina).

Sekil 25.3:
1978°de yasin
bir  fonksiyonu
olarak dogurgan-
Iigin (yil bagima)
diizgiinlestirilmis
sekli.
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Projeksiyonlar, Cin’in 1978’deki kadin basina b = 2,3 ¢ocuk dogurganligi
oranini korusa bile, ki bu oran »* = 2,19 olarak tahmin edilen kritik esigin
hemen iizerindeydi, 1980°de 980 milyon olan niifusun 2080°de 2,12 milyara
citkacagini gosteriyordu. Ancak Cin zaten tarima hizmet edebilecek arazinin
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30
20
Sekil 25.4: 1978 10
yilinda yas pi-
ramidi. Yatay
eksen: yas. Dikey N
eksen: niifus O 10 20 30 40 50 60 70 80 90

(milyon olarak).

neredeyse tamamini kullaniyordu. Hatta collesme ve kentlesme nedeniyle bu
topraklarin bir kismini1 kaybetme egilimindeydi. Tarimsal verimdeki ilerleme
yeterli degilse boyle bir niifus nasil beslecekti? Bu soru, Malthus’un iki yiiz-
yil 6nce diistindiigti sorunun aynisiydi. 1975 yilindaki & = 3,0 dogurganlik
ile niifus 2080 yilinda 4,26 milyara bile ulagabilirdi. » = 2,0 i¢in niifus, ha-
fifce azalmaya baglamadan 6nce 2050 yili civarinda maksimum 1,53 milyara
ulagacaktir. b = 1,5 icin ise 2030 y1l1 civarinda maksimum 1,17 milyara ula-
stlacaktir. b = 1,0 i¢in maksimum 1,05 milyar olacak ve 2000 yili civarinda
ulagilacaktir. Bu varsayim altinda, niifus 1978 seviyesine ancak 2025 yilinda
donecektir.

Sekil 25.5: Kadin °]
basina ortalama n
g¢ocuk  sayisma

iligkin farkl 34
hipotezleri takip

eden demografik 24
projeksiyonlar

(milyar olarak). 14
Asagidan  yuka-

0
riya: b= 1,0; 1,5; 1980 2000 = 2020 ~ 2040 ~ 2060 2080
2,0; 2,3; 2,5; 3,0.
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Bu ¢aligmanin en sagirtici yani, aslinda matematiksel niifus dinamikleri
tarihinde esi benzeri olmayan bir 6neme sahip olan pratik sonuglariydi. Ni-
tekim Li Guangyuan, ekibin simiilasyonlarinin sonuclarini Aralik 1979’da
Sichuan eyaletinin Chengdu kentinde niifus iizerine diizenlenen bir sempoz-
yumda gosterdi. Ocak 1980°de Song Jian, Yu Jingyuan ve Li Guangyuan bu
sonuglari bir Cin ekonomi dergisinde yayinladilar ve bu arada tek cocuk poli-
tikasini savundular. Ayrica makalelerini — “Cin’in niifus gelisimi sorunu iize-
rine nicel aragtirma raporu” — Cin’in en iist diizey bilim adami Qian Xuesen’e
gonderdiler ve o da makaleyi dogum planlama idaresi bagkanina tavsiye ola-
rak iletti. Song Jian’in ekibinin sonuglari ¢ogu siyasi lider iizerinde derin
bir etki yaratti. Bunlar, Marx’1n yazdiklarina ragmen (bkz. Boliim 5) dogum
kontroliiniin artirtlmasinin gerekliligine zaten ikna olmuglardi ama yine de
kontroliin diizeyi konusunda tereddiit ediyorlardi. Subat 1980’de Devlet Kon-
seyi ve Parti Merkez Komitesi Cin niifusu i¢in 2000 yil1 hedefini 1,2 milyar
olarak belirledi. Mart 1980’de Song Jian’in ekibinin sonuclar1 Halkin Giin-
liigii gazetesinde yayinlandi. Nisan ayinda, siyasi liderler ve niifus uzmanla-
rindan olusan bir komisyon niifus artiginin ¢evresel ve ekonomik sonuglarini
inceledi ve Deng Xiaoping tarafindan 2000 yilinda kisi basina diigen gelir i¢in
belirlenen hedefe ulagmak icin tek ¢cocuk politikasinin gerekli oldugu sonu-
cuna vardi. Politika ayn1 yilin Eyliil ayinda resmiyet kazandi ve bunu halka
aciklayan bir acik mektup Halkin Giinliigii gazetesinin ilk sayfasinda yayin-
land1.

1983 yilina gelindiginde hala ¢ok sayida kural dis1 dogum gergeklesmek-
teydi. Halihazirda iki ¢ocugu olan her ¢iftin bir liyesinin kisirlagtirilmasina ve
her yasak gebeligin durdurulmasina karar verildi. Ancak 1984’ten itibaren,
sadece bir kiz cocugu olan kirsal kesimdeki ciftlerin ikinci bir cocuk sahibi
olmalarina izin verildi. Tek ¢ocuk politikas1 2015 yilina kadar devam etmis-
tir. Son yillarda bazi uyarlamalar yapildi: eger bir c¢iftten, hem erkek hem
de kadin tek ¢cocuklu bir aileden geliyorlarsa, o zaman iki ¢ocuk sahibi ola-
biliyorlardi. Birden fazla ¢ocuk sahibi olan ciftlere kars1 uygulanan baskici
onlemler oldukga sertti: devlet memurlar islerini kaybedebiliyor, ikinci bir
¢ocugun egitimi i¢in gerekli idari belgeleri almak i¢in yiiksek miktarda para
cezas1 6denmesi gerekiyordu vs. Ozetle, matematiksel modelleme tarihinde
bu kadar giiclii bir sosyal etkiye sahip bagka bir 6rnek bulmak zordur. Elbette
Song Jian ve isbirlik¢ilerinin ¢alismalari, tek cocuk politikasinin se¢ilmesine
yol acan unsurlardan yalnizca biriydi. Ancak bugiin bu calismalarin dnemli
bir rol oynadig1 goriilmektedir.

Onceki boliimlerde oldugu gibi, matematiksel modellemenin rolii endise
verici bir konu olabilir. Ger¢ek hayattaki bir durumdan yola ¢ikilarak bir mo-
del olugturulur. Bu model matematiksel olarak analiz edilebilir ya da bir bilgi-
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sayar ile simiile edilebilir. Daha sonra baz1 parametreler degistiginde modelin
nasil davrandig1 anlagilabilir. Ancak matematik, modelin gercek hayatin sadik
bir resmi olup olmadigini soylemez. Bazi ¢ok 6nemli hususlar ihmal edilmis
olabilir. Baz1 modeller, 6rnegin Cin niifusunu 1,2 milyarin altinda tutmak gibi
bir amag fonksiyonu da icerir. Matematik bu hedefin uygun olup olmadigim
soylemez?.

1980 yilinda Song Jian, Cin uzay programinin “babasi” Qian Xuesen’in
Miihendislik Sibernetigi adli kitabinin yeni baskisinin yazarlarindan biriydi.
Daha sonra cesitli iist diizey siyasi gorevlerde bulundu: Havacilik ve Uzay Ba-
kanliginda bakan yardimcilif1 ve bag bilim adami-miihendislik (1981-1984),
Cin Komiinist Partisi Merkez Komitesi tiyeligi (1982-2002), Devlet Bilim ve
Teknoloji Komisyonu bagkanlig1 (1985-1998), Devlet Konseyi tiyeligi (1986-
1998) vb. Kendisinin Ingilizceye cevrilmis iki kitab1 daha vardir: Cin’de Nii-
fus Kontrolii (1985, Tuan Chi-Hsien ve Yu Jingyuan ile birlikte) ve Niifus
Sistemi Kontrolii (1988, Yu Jingyuan ile birlikte). Bu kitaplar niifus dinamik-
lerine uygulanan optimal kontrol teorisini gelistirmektedir. Song Jian 1991
yilinda Cin Bilimler Akademisi’ne, 1994 yilinda ise 1998-2002 yillar1 ara-
sinda bagkanligin1 yaptig1 Miihendisler Akademisi’ne secilmisgtir.
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22000 yilindaki niifusun 1,264 milyar oldugu tahmin edilmektedir. Kisi bagina diisen gelir
1980 ve 2000 yillar1 arasinda yaklagik olarak $200’den $1.000’e yiikselmistir. Ayn1 zamanda,
cinsiyet orani, esas olarak cinsiyet secici kiirtaj nedeniyle, erkek ¢ocuklara kars1 asir1 derecede
onyargili hale gelmistir
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Baz giincel sorunlar

( Bu boliimde matematiksel niifus dinamigi alanindaki bazi giincel so-
runlara kisa bir genel bakis sunulmaktadir: demografide niifusun yas-
lanmasi; epidemiyolojide yeni ortaya ¢ikan hastaliklar (AIDS, SARS,
vektor kaynakl hastaliklar...) ve asilama politikasi; ekolojide balik¢ilik
politikalar1; popiilasyon genetiginde genetigi degistirilmis organizma-
larin yayilmasi. Fransa’da bu sorunlarin modellenmesi tizerine ¢aligan
uzman kurumlardan bahsedilmektedir. Arastirma ¢aligmalarinin gesitli

L yonleri de vurgulanmaktadir.

%

Demografi alaninda son birkac¢ on yilda nispeten yeni bir sorun ortaya
cikmugtir: niifusun yaslanmasi. Bu sorun sadece Fransa’da degil (Sekil 26.1),
diger bircok Avrupa iilkesinde ve Japonya’da da endise konusudur. Onemli
ekonomik ve sosyal sonuclar1 vardir: emeklilik sistemleri, go¢ politikalar1 vb.
Fransa’da yaslanma olgusunu analiz etmeye caligan matematiksel modeller
Ulusal Demografik Calismalar Enstitiisii (INED) ve Ulusal Istatistik ve Eko-
nomik Calismalar Enstitiisii (INSEE) tarafindan gelistirilmektedir. Demogra-
fik projeksiyonlarin zorluklarindan biri, dogum oranlarinin on y1l 6ncesinden
bile dngoriilemeden zaman i¢cinde dnemli dl¢iide degisebilecegi gerceginde
yatmaktadir. Bu durum 6zellikle 1985 yilindaki Fransiz niifusu i¢in yapilan
projeksiyonlara 1968 yilinda bakildiginda carpici bir sekilde goriilmiistiir: bu
projeksiyonlar 1970’1i yillarda dogum oraninda meydana gelen diisiisii 6n-
gorememistir. Yanlis oldugu ortaya ¢ikan matematiksel modellere dayali tiim
tahminleri, 6zellikle de medyada yanki bulanlar1 gbzden gegirmek ilging ola-
caktir. Boylece, Cin’in tek ¢cocuk politikasiyla ilgili boliimii okuduktan sonra
okuyucuya zaten stipheli goriinmiis olabilecek kitabin “ilerleme” izlenimini
desteklenecektir. Diger konuyla ilgili olarak ise yeni bir sorun giindemdedir:
ontimiizdeki birkac¢ on yilda beklenen hizli yaglanma olgusunu 6nlemek icin
var olan politikanin nasil yumusatilacagi. Tartismaya yine matematiksel mo-
deller katkida bulunmaktadir.

Epidemiyolojide, son otuz yilda kiiresel olarak ortaya ¢ikan yeni sorunlar
arasinda, AIDS salgininin alevlenmesi 6zellikle dikkat ¢ekicidir. Bazi model-
ler Rusya, Hindistan veya Cin gibi daha yeni enfekte olmus iilkelerde sal-
ginin gelecegini tahmin etmeye ¢aligmaktadir. Salginin Bat1 Avrupa ve Ku-
zey Amerika’da oldugu gibi yavaslayip yavaslamayacagini ya da bazi Sahra
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Erkek niifus Kadin niifus

Sekil 26.1:  Fran-
s1z niifusunun
1 Ocak 2010
tarihindeki  yag
piramidi. Kaynak:
www.insee.fr.
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alt1 iilkelerde oldugu gibi niifusun 6nemli bir yiizdesine ulagip ulagsmaya-
cagini tahmin etmek zordur. Afrika’da Ebola, Kuzey Amerika’da Bat1 Nil
atesi, SARS (Siddetli Akut Solunum Sendromu), kus gribi, chikungunya veya
HINI influenza gibi yeni ortaya ¢ikan diger hastaliklarin hepsi matematiksel
modellerle incelenmistir, ancak kuskusuz ¢ok az basar1 elde edilmistir.

SARS icin modelleme zorluklarindan biri, salginin her iilke icinde nis-
peten smurli kalmasi ancak iilkeden iilkeye (Hong Kong ve Cin, Singapur,
Kanada...) ¢ok hizli yayilabilmesiydi. Her yeni odakta salgin egrilerinin rast-
gele karakteri ihmal edilememeliydi. Ancak, boliim 16 ve 22’da gordiigtimiiz
gibi, stokastik modelleri ele almak genellikle daha zordur.

2005-2006 yillar1 arasinda Reunion Adasi’nda (Hint Okyanusu’nda bir
Fransiz denizasir1 topragi) meydana gelen chikungunya salgini i¢in bazi mo-
deller Ross’un sitma i¢in gelistirdigi modelden esinlenmigtir (bkz. Boliim 12),
her iki hastalik da sivrisinekler tarafindan bulastirilmaktadir. Dikkate alin-
masi gereken 6nemli bir husus da mevsimselligin etkisidir. Gergekten de siv-
risinek niifusu giineydeki kis aylarinda azalmakta ve boylece hastaligin bu-
lagmasini azaltmaktadir. Bu durum, ada niifusunun sadece bir kismin1 kap-
sayan yaklasik otuz pratisyen hekimden tarafindan olusturulan kiiciik bir ag
ile her hafta bildirilen yeni vaka sayisin1 gosteren Sekil 26.2°de goriilebilir.
Agda, Eylill ve Ekim 2005°te birka¢ hafta boyunca yeni vaka tespit edil-
memesine ragmen hastaligin bulagmasinin hala devam ettigi goriildii. Ulusal
Saglik ve Tibbi Arastirma Enstitiisii'nde (INSERM) ve Tropikal Aragtirma
Enstitiisii’'nde (IRD) salginin matematiksel modelleri gelistirildi. Bu model-
lere ragmen hi¢ kimse salginin sadece birkag bin kisiye bulastig1 2005 yilinin
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giiney kig1 sona ermeden sonmeyecegini ongoéremedi. Sonunda ada niifusu-
nun neredeyse iigte biri, yani yaklasik 266.000 kisi enfekte oldu. Bu durum,
salginlarin gelecegini tahmin etmenin oldukca zor olabilecegini ve bir salgi-
nin ilk giinlerinde kii¢iik mii yoksa biiyiik bir salgin m1 olacagini ayirt etme-
nin o kadar da kolay olmadigin1 gdstermektedir. Hava tahmini ile bir paralel-
lik kurulabilir. Bu tiir tahminler giiniimiizde okyanus ve atmosferin karmasik
matematiksel modellerinin yogun bilgisayar simiilasyonlarina dayanmakta-
dir. Bununla birlikte, birkac giiniin 6tesindeki tahminler giivenilir degildir.

700
600
500
400 4
300
200

100 1

2005 2006

Sekil 26.2: 2005-2006 yillarinda Reunion Adasi’nda goriilen chikungunya salgini.
Zamann bir fonksiyonu olarak kiiciik bir doktor ag1 tarafindan haftalik bildirilen yeni
vaka says1. Ilk kiiciik zirveye Mayis 2005 te, ikinci biiyiik zirveye ise Subat 2006°da
ulagilmigtir. Salginin gergek boyutunu elde etmek i¢in bu sekildeki rakamlarin yakla-
stk 67 ile carpilmasi gerekmektedir. Kaynak: www.invs.sante.fr.

Daha teorik bir bakis acisiyla, chikungunya salgini, ¢evrenin mevsimsel
(6rnegin periyodik) dalgalanmalara sahip oldugunu varsayan modellerde te-
mel iireme sayis1 % kavraminin nasil uyarlanacagi sorusunu giindeme ge-
tirmistir. Adaptasyon o kadar kolay degildir ve bu durum %, parametresinin
2009 HIN1 influenza pandemisi gibi mevsimsellikten etkilenen diger salgin
hastaliklar i¢in nasil kullanildigina dair bazi endigelere yol agmaktadir.

Modelcilerin analiz etmeye ¢alistig1 ve giderek artan bir baska sorun da
ilag direncidir (antibiyotikler, antimalaryal ilaglar...). Yine epidemiyoloji ala-
ninda, Daniel Bernoulli ve d’Alembert’in zamanindan beri tekrarlanan, asi
enjeksiyonu potansiyel bir risk tagidiginda maliyet ve faydalarin nasil denge-
lenecegi sorusu hala tartigmalidir ve riske kars1 duyarlilik degistikce de boyle
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kalmaya devam edebilir. Bu nedenle, hepatit B asisinin ¢ok az sayida va-
kada ciddi komplikasyonlara neden olabilecegine dair bazi1 tespitlerin ardin-
dan, Fransiz Saglik Bakanlig1 1998 yilinda, bu asinin riski hepatit B viriisii
enfeksiyonundan 6lme riskiyle kargilastirildifinda ihmal edilebilir goriinse
bile, okullardaki agilama kampanyasin1 durdurmusgtur.

Ekolojide balik popiilasyonlarinin dinamiklerinin incelenmesi hala bir-
¢ok sorun teskil etmektedir. Bununla birlikte, balik¢ilik kotalarinin ve diger
kisitlamalarin se¢imi i¢in bilimsel bir temel teskil etmesi beklenmektedir.
Biscay Korfezi’'nde hamsinin ve Akdeniz’de kirmizi orkinosun agir1 avlan-
masi sadece iki yeni Ornektir. Balik stoklarinin tahmini genellikle giivenil-
mez oldugundan, bu tiir verileri kullanan modeller dikkatle degerlendirilme-
lidir. Fransa’da bu tiir ¢caligsmalar ¢ogunlukla Denizden Yararlanma Aragtirma
Enstitiisiit JFREMER) tarafindan yiiriitiilmektedir. Baz1 matematiksel model-
ler Uluslararas1 Balina Avciligi Komisyonu’nun ge¢mis kararlarinda da rol
oynamigtir.

Popiilasyon genetiginde, genetigi degistirilmis organizmalarin yayilmasi
da baz1 aragtirmacilarin Fisher’inkinden esinlenen “reaksiyon-difiizyon” mo-
dellerini kullanarak incelemeye calistiklari bir tartisma konusudur (bkz. Bo-
liim 20). Bu, Ulusal Tarimsal Arastirma Enstitiisii’niin (INRAE) ¢alisma ala-
nidir.

Aragtirmanin daha teorik tarafinda ise sunlar sayilabilir:

 Difiizyon denklemleri (bkz. Bolim 20) veya yas yapili denklemler
(bkz. Boliim 16) gibi kismi diferansiyel denklemler iizerine yapilan ca-
ligsmalar;

 Salgin hastaliklarin yayilmasini modelleyen rastgele aglar ve determi-
nistik yaklagimlar arayanlar da dahil olmak iizere, uzamsal boyutu olan
veya olmayan stokastik modeller iizerine yapilan caligmalar (bkz. Bo-
liim 16 ve 22).

Bu tiir aragtirmalar ¢cogunlukla uygulamali matematikg¢iler tarafindan yiirii-
tillmektedir. Son yillarda Fransiz {iniversitelerinde ve diger yliksekogretim
kurumlarinda matematiksel biyoloji alaninda ¢esitli yiiksek lisans dersleri ve-
rilmeye baglanmigtir.

Diger bilimsel alanlarda oldugu gibi, niifus dinamiklerinin matematiksel
caligmasi da esas olarak su yollarla organize edilmektedir:

* “Ogrenilmis topluluklar”: Hollanda Teorik Biyoloji Dernegi (1970’ten
beri), Matematiksel Biyoloji Dernegi (1973), Frankofon Teorik Biyo-
loji Dernegi (1985), Cin Matematiksel Biyoloji Dernegi (1985), Japon
Matematiksel Biyoloji Dernegi (1989), Avrupa Matematiksel ve Teorik
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Biyoloji Dernegi (1991), Latin Amerika Matematiksel Biyoloji Der-
negi (2002), vb.

e alana ozgii dergiler: Bulletin of Mathematical Biology (1939’dan beri),
Mathematical Biosciences (1967), Journal of Mathematical Biology
(1974), Mathematical Medicine and Biology (1984), Mathematical
Population Studies (1988), Mathematical Biosciences and Engineer-
ing (2004), International Journal of Biomathematics (2008), Biomath
(2012), vb.

¢ konferanslar (Matematiksel Biyoloji Dernegi Yillik Toplantisi, Hesap-
lamal1 ve Matematiksel Popiilasyon Dinamikleri, Avrupa Matematiksel
ve Teorik Biyoloji Konferansi vb.)

Burada yalnizca matematik ile niifus dinamigi uygulamalar arasindaki ara-
ylizde yer aldig1 agikca iddia edilen unsurlara atifta bulunulmustur. Ancak
her bir 6zel alan i¢in (demografi, ekoloji, popiilasyon genetigi, epidemiyo-
loji vb.), degisken diizeyde matematiksel modelleme iceren benzer unsurlar
bulunabilir.

Sonug olarak, ilgilenen okuyucu World Wide Web’de bulunan orijinal ma-
kalelere goz atmaya davet edilmektedir. Adresler her boliimiin sonundaki re-
feranslarda verilmistir. Ronald Fisher’in bir zamanlar Mendel hakkinda yaz-
dig1 gibi:

“Bilim Tarihi, 6gretmenler tarafindan ikinci el materyallerin kul-
lanilmasindan ve bunun sonucunda ge¢migin biiyiik kesiflerinin
yapildig1 kosullarin ve entelektiiel atmosferin unutulmasindan
biiyiik zarar gormiistiir. Birinci elden bir caligma her zaman 6g-
retici ve ¢ogu zaman siirprizlerle doludur.”
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Bu kitap, genetik, ekoloji, epidemiyoloji ve demografi ile
yakindan iligkili kuramsal bir alan olan ve matematigin
onemli katkilar sagladig niifus dinamiklerinin tarihinin izini
siirmektedir. Euler ve Malthus’tan Cin’in tek cocuk politi-
kasina kadar {istel biiylime modellerinin gelisimi, Mendel
yasalart ve soyun tiikkenmesi sorunundan salgin hastaliklarin
yayillmasina kadar stokastik modellerin gelisimi, kaotik bir
niifusta zorunluluk ve sansin etkilesimi gibi, bu alnadaki
bir¢cok 6nemli konunun ortaya ¢ikisini gozden gegirmektedir.
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versitelerde giderek artan dilsel yabancilagma tersine ¢evrile-
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