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To the great Variety of Readers.

From the most able, to him that can but spell : there you are number’d. We had rather
you were weighed ; especially, when the fate of all bookes depends upon your capacities
and not of your heads alone, but of your purses. Well ! It is now publique, & you wil
stand for your priviledges wee know : to read, and censure. Do so, but buy it first. That
doth best commend a Booke, the Stationer saies. Then, how odde soever your braines be,
or your wisedomes, make your licence the same, and spare not. Judge your six-pen’orth,
your shillings worth, your five shillings worth at a time, or higher, so you rise to the
just rates, and welcome. But, whatever you do, Buy. Censure will not drive a Trade,
or make the Jacke go. And though you be a Magistrate of wit, and sit on the Stage at
Black-Friers, or the Cock-pit, to arraigne Playes dailie, know, these Playes have had their
triall alreadie, and stood out all Appeales ; and do now come forth quitted rather by a
Decree of Court, then any purchased letters of commendation.

[from the preface of the First Folio, the first collected edition of Shakespeare’s plays,
published posthumously in London, in 1623]

Voulez-vous maintenant que vos enfants donnent dans les mathématiques ? je ne vous
en détournerai pas si vous y tenez, mais il faut que l’enseignement en soit fait avec
précaution et avec prudence, c’est-à-dire dans un appartement intérieur, sans se permettre
de tracer sur les planchers, sur les murs, de figures de géométrie, de caractères ou grimoire
d’algèbre. Il ne faut scandaliser personne ; et surtout on doit se garder de donner une
réputation de sorcellerie à la maison d’un magistrat.

[extrait de Histoire des Français des divers états, de Amans-Alexis Monteil, publié à
Paris en 1843]
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La quête de l’esprit tournait en cercle. A Bâle jadis, et
en bien d’autres lieux, il avait passé par la même nuit.
Les mêmes vérités avaient été réapprises plusieurs fois.
Mais l’experience était cumulative : le pas à la longue
se faisait plus sûr ; l’œil voyait plus loin dans certaines

ténèbres ; l’esprit constatait au moins certaines lois.

Marguerite Yourcenar – L’Œuvre au Noir

Invocation des Ténèbres

SI vous cherchez une Bible de l’algèbre commutative – un survol complet et systé-
matique d’un territoire des mathématiques bien démarqué – mon texte n’est pas

pour vous. Ce que je vous propose, c’est plutôt un apprentissage expérimental, dans un
atelier d’alambics et chaudrons bouillonnants, où les outils proprement algébriques en
côtoient d’autres, récupérés des champs de l’analyse réelle ou complexe, de la topologie
générale, de la théorie des nombres, voire de la théorie des représentations.

En fait, le caractère hybride de notre sujet se manifestera dès la première leçon, et
nous fournira un motif conducteur inépuisable : car d’un côté, un effet collatéral de
nombreuses investigations mathématiques est la production d’une quantité importante
d’anneaux, de modules, d’homomorphismes... et les efforts visant à analyser et interpréter
ces données n’ont jamais cessé de stimuler le développement de l’algèbre commutative.
Ainsi, un lemme de Stone nous montre que tout espace topologique compact et séparé
est déterminé, à homéomorphisme près, par l’anneau de ses fonctions continues à valeurs
réelles. De même, si C est une surface de Riemann complexe compacte, et P ∈ C un
point arbitraire, les fonctions holomorphes sur C \ {P} et méromorphes en P forment
une C-algèbre de type fini qui encode fidèlement la géométrie de C ; à l’aide de cet
anneau, on peut plonger C dans un espace projectif, et donc la munir d’une structure
intrinsèque de courbe algébrique. Voici un autre exemple avec une longue histoire : pour
tout corps K et toute représentation d’un groupe G sur un K-espace vectoriel V , on peut
considérer l’anneau K[V ]G des fonctions polynomiales sur V qui sont invariantes sous
l’action induite de G, et maints problèmes de théorie des invariants se ramènent à des
questions sur les propriétés de cet anneau ; en particulier, le célèbre XIVème problème
de Hilbert porte sur les conditions que l’on doit imposer sur G, afin d’assurer que K[V ]G

soit une K-algèbre de type fini, quel que soit V de K-dimension finie.
De l’autre côté, un des buts principaux de ce cours est l’explication de certains pro-

cédés pour transmuter tout anneau (commutatif, associatif et unitaire) en un objet géo-
métrique : cela nous permettra d’étudier des questions algébriques par des méthodes
géométriques (mais aussi, réciproquement, des questions géométriques par des moyens
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iv Invocation des ténèbres

algébriques). Le prototype – et jusqu’à nos jours, l’exemple le plus important – est l’opé-
ration qui consiste à associer à chaque anneau son spectre premier, i.e. l’ensemble de ses
idéaux premiers, muni d’une topologie convenable, appelée souvent topologie de Zariski,
du nom du premier mathématicien qui a mis en évidence l’utilité de cette construction.
En effet, la notion de spectre premier, et celle de schéma affine qui en dérive naturelle-
ment, constituent les piliers sur lesquels se fonde la géométrie algébrique telle qu’elle est
conçue aujourd’hui. Mais on s’intéressera aussi aux spectres valuatifs et aux spectres réels
des anneaux, qui depuis une trentaine d’années jouent un rôle analogue, respectivement
pour la géométrie analytique non-archimédienne et la géométrie semi-algébrique réelle.

Tout au long du parcours, la collaboration du lecteur sera sollicitée, car une proportion
importante du matériel présenté ici, y paraît sous forme d’exercices et problèmes de
niveaux assez variables, les deuxièmes étant en général plus difficiles que les premiers ;
en fait, certains problèmes sont probablement trop durs pour les débutants auxquels ce
cours s’adresse en priorité : si vous n’aimez pas les bouquins qui vous interpellent et
vous défient de temps en temps, mon texte n’est pas pour vous non plus. D’autre part,
pour presque tout problème et exercice je propose des solutions détaillées ; on peut ainsi
moduler à souhait son degré d’implication : d’une consultation modérée des solutions
pour un entraînement plus sportif, jusqu’à la balade touristique pour les vacanciers de
l’algèbre.

Ce Grimoire est l’aboutissement imparfait d’une longue et, en bonne partie, acciden-
telle gestation : il s’est d’abord matérialisé sous forme d’un recueil de notes manuscrites,
pour des cours au niveau de la deuxième année de Maîtrise que j’ai eu occasion d’ensei-
gner à plusieurs reprises à Bordeaux et plus tard à Lille. Son format trahit la cadence
hebdomadaire de ses origines orales, avec ses contraintes de temps et les choix pédago-
giques que j’ai infligés à mes différents auditeurs ; c’est pourquoi il n’est pas organisé
en chapitres (terminologie qui évoque un découpage en unités thématiques), mais plutôt
en leçons qui suivent un tracé approximatif, à partir d’une dotation légère de quelques
questions initiales, revisitées et enrichies en route, à la lumière des techniques et des
théorèmes appris chemin faisant.

Ma référence principale était le classique [2] de Atiyah-Macdonald, et j’avais aussi
utilisé le livre [55] de Matsumura comme source secondaire ; même après de nombreux
réaménagements, des ajouts et suppressions, je crois que l’on peut encore apercevoir en
filigrane l’influence atavique de ces deux textes (surtout du premier). En particulier, le
cœur du cours reste toujours la théorie des anneaux noethériens, dans son articulation
classique, canonisée au début des années 60 : d’abord les résultats fondateurs de Hilbert
(théorème de la base et Nullstellensatz), puis la décomposition primaire de Noether,
l’étude détaillée en dimension zéro (anneaux artiniens) et en dimension un (anneaux
de Dedekind), les topologies adiques et la technique de complétion, les théories de la
dimension et de la profondeur, pour conclure avec les anneaux locaux réguliers et leur
caractérisation homologique (théorème de Serre). L’algèbre homologique dont on se sert
est développée ab ovo, d’un style minimaliste mais tout à fait rigoureux ; pour la rendre
plus digeste, elle est administrée en pilules : en moyenne, une section par leçon, mêlée à
du contenu plus appétissant.

Autour de ce noyau, j’ai ajouté un assortiment de sujets détachés : en premier lieu
des éléments de théorie des valuations, un sujet assez ancien – son origine remonte aux
travaux de Krull des années 30 – dont les cotations dans la bourse des valeurs algébriques
ont été, pendant longtemps, assez volatiles : aux années 40 elle était au centre des intérêts
de Zariski, qui y voyait la clef pour son programme de désingularisation des variétés
algébriques ; reléguée, dès les années 60, à l’arrière-plan à la suite de la percée de Hironaka,
établissant la désingularisation en caractéristique zéro par des idées et avec un langage
différents, entièrement basés sur la nouvelle théorie des schémas ; récupérée aux années
90 pour l’étude des variétés analytiques définies sur les corps ultramétriques, et leurs
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généralisations : les espaces analytiques de V.Berkovich et les espaces adiques de R.Huber.
Ces derniers, en particulier, sont parvenus récemment à se tailler une niche assez centrale
dans l’écosystème de la géométrie algébrique et arithmétique, surtout depuis l’entrée en
scène fracassante des espaces perfectoïdes de P.Scholze. La douzième et dernière leçon
de ce Grimoire se veut comme un point d’accès vers ce nouveau cercle d’idées en plein
essor, dont l’importance ne fait plus de doute.

Un autre sujet récurrent sera l’algèbre des fonctions continues à valeurs réelles sur
un espace topologique : il s’agit d’une classe d’anneaux très éloignés de ceux que l’on
rencontre lors de l’étude de la géométrie algébrique, dans lesquels on retrouve pourtant
des échos étonnants de la théorie noethérienne. Par exemple, le lemme de Stone cité
ci-dessus peut se voir comme une contrepartie du Nullstellensatz ; aussi, l’analyse du
spectre premier d’une algèbre de fonctions continues révèle d’un côté des analogies avec
les anneaux de valuation, et de l’autre côté conduit naturellement à la découverte de
toute une panoplie de structures d’intérêt général : notamment, les filtres premiers et les
ultrafiltres, les anneaux ordonnés, et enfin la notion de spectre réel d’un anneau.

Certains thèmes du Grimoire n’étaient pas prévus par le plan originaire du projet,
mais ont su s’imposer graduellement. C’est le cas de la théorie des catégories, à laquelle
j’envisageais initialement de ne consacrer qu’une poignée de digressions rapides ; celles-ci
ont fini pourtant par converger et fusionner en un segment autonome, proposant une re-
vue des principales notions catégoriques utiles à l’algébriste : le langage des foncteurs et
des transformations naturelles, le lemme de Yoneda, adjonctions, limites et colimites, ex-
tensions de Kan, jusqu’aux catégories abéliennes et ses aspects plus profonds, en premier
lieu les théorèmes de Gabriel-Popescu et de Freyd-Mitchell. Pour ce dernier j’ai choisi une
preuve due essentiellement à Mitchell, s’appuyant sur l’existence d’enveloppes injectives
dans toute catégorie de Grothendieck munie d’un générateur ; à son tour, ce résultat est
ramené au cas particulier des catégories de modules sur les anneaux associatifs unitaires :
nouvelle démonstration de la tentacularité de l’algèbre commutative !

Un autre tel sujet émergent a coalescé autour de la notion de schéma ; le Grimoire
n’ambitionne pas de remplacer des traités systématiques, mais il développe néanmoins
avec soin les bases algébriques et topologiques de la géométrie algébrique : la théorie
des faisceaux, les espaces annelés et localement annelés, les modules quasi-cohérents,
et les méthodes élémentaires de construction de schémas, par recollement, par produits
fibrés, par immersions ouvertes et fermées, et surtout, par la technique fondamentale
d’éclatement d’un idéal quasi-cohérent, que l’on employera dans des situations variées,
et notamment en un rôle de médiateur entre espaces adiques et schémas. Car d’un côté
les éclatements permettent parfois d’attaquer des questions de géométrie adique par
la géométrie algébrique, mais aussi, réciproquement, de démontrer des résultats algébro-
géométriques par des méthodes adiques (donc, essentiellement, de théorie des valuations),
comme illustré parfaitement par la preuve, découverte par K.Fujiwara vers la fin des an-
nées 90, du célèbre théorème de Gruson-Raynaud, que l’on détaillera dans notre dixième
leçon.

Les prérequis sont assez modestes : une familiarité avec les notions de base relatives
aux anneaux et aux idéaux, et plus généralement, l’algèbre élémentaire du niveau de
la Licence ; les premiers éléments de la théorie des corps et de la théorie de Galois,
nécessaires pour le cours, sont revus rapidement dans la première leçon.

Suggestions, corrections et remarques sont bienvenues !
Je remercie Najib Ouled Azaiez, Benjamin Beutin, Luther Blissett, Niels Borne, Jean-

François Burnol, Adrien Cortes, Pietro Corvaja, Covid-19, Pierre Dèbes, Mladen Dimi-
trov, Michel Emsalem, Barbara Fantechi, Raphael Freitas, Ofer Gabber, Hana Hancinova,
Roland Huber, Steven Kleiman, Louis Loiseau, Pietro Majer, Mohamed Rafik Mammeri,
Dimitri Markushevich, William D. Montoya, Laurent Moret-Bailly, Maxime Oger, Pierre-
Antoine Oria, Maëva Ostermann, Giulia Pilli, Matthieu Romagny, Gabriele Vezzosi et



vi Invocation des ténèbres

Andrei Zinovyev pour des nombreuses observations très utiles et intéressantes. Mes re-
merciements aussi à Marie-Claude Vergne et à Fosco Loregian pour leurs assistance avec
Photoshop et avec les aspects graphiques de ce projet ; et à Jean-Jacques Derycke et
Frédérique Maréchal, qui tout au long des années ont assuré l’impression des versions
préliminaires du volume, à l’imprimerie du Laboratoire Painlevé de Lille.

L’image de couverture est basée sur le pentagramme inversé contenu dans le livre “La
Clef de la Magie Noire” de l’occultiste francais Stanislas de Guaita (1861–1897). Les signes
astrologiques qui ouvrent chaque leçon sont empruntés (à l’exception près du Bélier,
Capricorne et Poissons) à une collection d’images numériques réalisées par une équipe du
Hubble Space Telescope Institute, à partir de l’ouvrage “Firmamentum Sobiescianum sive
Uranographia” de l’astronome polonais Johannes Hevelius (1611–1687). Les autres signes
proviennent du “Liber Astronomiae” de l’astrologue italien Guido Bonatti (XIII siècle).
Les deux petits diables qui entourent le logo des Presses Insoumises sont dus au célèbre
dessinateur pour enfants A.Grothendieck, et sont conservés à l’Université de Bielefeld, en
Allemagne. Ces images sont dans le domaine public. La malédiction qui clôture le volume
reproduit celle d’un ancien parchemin de l’Abbaye de Sainte Marie et Saint Nicolas à
Arnstein (Allemagne), actuellement dans la collection de la British Library de Londres
(MS. Harley 2798) ; son auteur – un obscur moine copiste dont l’histoire n’a gardé que
le nom : Lunandus – y promet fièvres pestilentielles, supplice par la roue, meurtre par
pendaison, et j’en passe et des meilleurs, à l’intention de toute crapule déplorable qui
oserait soustraire ou endommager le fruit de ses labeurs.

Pour finir, ce cours a été rédigé avec l’éditeur de textes LYX, une interface graphique
pour le logiciel LATEX.



1. Bélier à

BIENVENUE à bord : on démarre notre cours avec une revue du vocabulaire de
base de l’algèbre (section 1.1), de la topologie générale (section 1.2), de la théorie

des catégories (section 1.5), et avec une présentation rapide de la théorie élémentaire
des corps (section 1.4). La troisième section discute les premières propriétés des spectres
maximaux et des spectres premiers des anneaux, deux concepts parmi les plus importants
dans ce texte, et dans la géométrie algébrique moderne.

1.1. Anneaux, idéaux, modules. Le lecteur aura déjà rencontré les concepts basiques
de l’algèbre dans les cours et les textes du niveau de la Licence ; notamment, les notions
d’anneau, d’idéal, de module, d’homomorphisme d’anneaux, qu’on ne reproduira pas ici.
Néanmoins, ajoutons que – sauf mention contraire – dans ce cours, tout anneau A sera :

— commutatif : x · y = y · x pour tout x, y ∈ A
— associatif : x(yz) = (xy)z pour tout x, y, z ∈ A
— unitaire : il existe 1 ∈ A tel que 1 · x = x = x · 1 pour tout x ∈ A.

Aussi, tout homomorphisme d’anneaux f : A → B préserve les unités : f(1) = 1. On
notera A× le groupe multiplicatif des éléments inversibles de A. On dira qu’un élément
a ∈ A est :

— nilpotent, s’il existe n ∈ N tel que an = 0 dans A.
— diviseur de zéro, s’il existe b ∈ A \ {0} tel que ab = 0.
— régulier, s’il n’est pas diviseur de zéro.

On dit que A est intègre (resp. est un corps) si A ̸= {0} et si tout élément non nul de A
est régulier (resp. inversible). On notera Z l’anneau des entiers, N l’ensemble des entiers
positifs ou nuls, Q, R et C les corps des nombres rationnels, réels et complexes.

Un idéal I ⊂ A est principal s’il existe a ∈ A tel que I = Aa := {ab | b ∈ A}.
On dit que I est de type fini, s’il existe a1, . . . , an ∈ A (pour quelque n ∈ N) tels que
I = Aa1 + · · ·+Aan ; dans ce cas, l’anneau quotient A/I est aussi dénoté souvent :

A/(a1, . . . , an).

On dit que A est principal si tous ses idéaux sont principaux. 1

Remarque 1.1. Si A est non commutatif, il faut distinguer entre les idéaux à gauche et
à droite : un sous-groupe additif I ⊂ A est un idéal à gauche (resp. à droite), si l’on a
ab ∈ I (resp. ba ∈ I) pour tout a ∈ A et tout b ∈ I : voir aussi le §1.1.4.

Exemple 1.2. (i) L’anneau Z est principal ; rappelons la preuve : on doit montrer que
tout idéal I ⊂ Z est principal ; si I = 0, l’assertion est triviale, et sinon, soit a ∈ I le plus
petit élément > 0. Pour tout b ∈ I il existe q, r ∈ Z tels que b = aq+ r et 0 ≤ r < a ; par
suite r ∈ I, donc r = 0, par la minimalité de a, d’où I = aZ.

1. Ici on suit la tradition anglo-saxonne ; dans la tradition française, un anneau principal est en outre
supposé intègre par définition.

1
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(ii) Si K est un corps, le même argument s’applique à l’anneau des polynômes K[X] :
pour tout idéal non nul I ⊂ K[X] on choisit p(X) ∈ I non nul de degré minimal ;
si b(X) ∈ I, la division euclidienne nous donne q(X), r(X) ∈ K[X] tels que b(X) =
p(X) · q(X) + r(X) avec soit r(X) = 0, soit degX r(X) < degX p(X). Mais r(X) ∈ I,
donc finalement r(X) = 0 par la minimalité de degX p(X), d’où I = p(X) ·K[X]. (Voir
le problème 1.37 pour une généralisation.)

1.1.1. Algèbres. Une A-algèbre est une donnée (B, f) constituée d’un anneau B et d’un
homomorphisme d’anneaux f : A → B, appelé le morphisme structurel de B. Si le
contexte ne donne pas lieu à des ambiguïtés, on notera souvent une A-algèbre simplement
par son anneau sous-jacent B. Un homomorphisme de A-algèbres

g : (B, f)→ (B′, f ′)

est un homomorphisme d’anneaux g : B → B′ faisant commuter le diagramme :

A
f

||
f ′

""
B

g // B′
i.e. f ′ = g ◦ f.

Evidemment, la composition de deux homomorphismes de A-algèbres g : B → B′ et
g′ : B′ → B′′ est un homomorphisme de A-algèbres g′ ◦ g : B → B′′. On notera

A− Alg(B,B′)

l’ensemble des homomorphismes de A-algèbres B → B′. Par exemple, pour tout n ∈ N,
l’anneau des polynômes à n indéterminées A[X1, . . . , Xn] à coefficients dans A est muni
d’une structure canonique de A-algèbre, dont le morphisme structurel est l’inclusion
A→ A[X1, . . . , Xn] qui identifie A avec le sous-anneau des polynômes de degré total ≤ 0
(le degré de 0 est −1). Aussi, pour tout idéal I ⊂ A, la projection canonique A → A/I
munit le quotient A/I d’une structure naturelle de A-algèbre.

Remarque 1.3. (i) Tout anneau A admet un unique homomorphisme Z→ A, donc tout
anneau est canoniquement une Z-algèbre.

(ii) Soit A un anneau, B une A-algèbre, n ∈ N, et (b1, . . . , bn) ∈ Bn. Noter qu’il existe
un unique homomorphisme de A-algèbres f : A[X1, . . . , Xn]→ B tel que f(Xi) = bi pour
i = 1, . . . , n : il s’agit de l’homomorphisme défini par

f(P ) := P (b1, . . . , bn) ∀P ∈ A[X1, . . . , Xn].

Autrement dit, pour toute A-algèbre B et tout n ∈ N il existe une bijection naturelle

Bn
∼→ A− Alg(A[X1, . . . , Xn], B).

On verra dans la section 2.1 comment cette propriété caractérise A[X1, . . . , Xn] à iso-
morphisme canonique près.

On dit qu’une A-algèbre B est de type fini, s’il existe un homomorphisme surjectif
de A-algèbres π : A[X1, . . . , Xn] → B, pour quelque n ∈ N. Au vu de la remarque
1.3(ii), cela revient à dire qu’il existe un système fini b• := (b1, . . . , bn) d’éléments de
B tel que tout b ∈ B s’écrit sous la forme b = P (b1, . . . , bn) pour quelque polynôme
P ∈ A[X1, . . . , Xn] ; on dit que b• est un système fini de générateurs de la A-algèbre B,
et on écrit aussi B = A[b1, . . . , bn]. On dit que B est une A-algèbre de présentation finie,
si l’on peut trouver une surjection π comme ci-dessus, dont le noyau Ker(π) := π−1(0)
soit un idéal de type fini ; dans ce cas B est isomorphe à un quotient A[X1, . . . , Xn]/I,
avec I ⊂ A[X1, . . . , Xn] un idéal de type fini. Si (B, f) est une A-algèbre de type fini
(resp. de présentation finie), on dit aussi que f est un homomorphisme d’anneaux de type
fini (resp. de présentation finie).

Exercice 1.4. Si A f−→ B
g−→ C sont deux homomorphismes d’anneaux de type fini (resp.

de présentation finie), montrer qu’il en est de même pour g ◦ f .
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1.1.2. Corps des fractions. Pour tout anneau intègre A on notera par

FracA

le corps des fractions de A. Rappelons qu’il s’agit de l’ensemble des fractions a/b (notées
aussi b−1a), i.e. des classes d’équivalence de couples (a, b) avec a, b ∈ A et b ̸= 0 ; deux
tels couples (a, b), (a′, b′) sont équivalents ⇔ ab′ = a′b. On définit les lois d’addition et
multiplication de FracA par les formules évidentes :

a/b+ c/d := (ad+ cb)/bd a/b · c/d := ac/bd.

On vérifie sans peine que ces lois ne dépendent pas du choix des représentants (a, b), (c, d)
pour a/b et c/d ; les éléments neutres de l’addition et de la multiplication sont 0/1 et 1/1,
de sorte que −(a/b) = (−a)/b et (a/b)−1 = b/a si a ̸= 0. En outre, on a l’homomorphisme
injectif d’anneaux A→ FracA : a 7→ a/1 ; ainsi, FracA est le plus petit corps contenant
A, unique à isomorphisme unique près. On laisse les détails au lecteur, car on verra une
construction plus générale dans la section 3.3.

1.1.3. Idéaux premiers et maximaux. On rappelle qu’un idéal I ⊂ A est dit :
— premier si 1 /∈ I, et si x, y /∈ I ⇒ xy /∈ I pour tout x, y ∈ A.
— maximal si 1 /∈ I, et si les seuls idéaux de A contenant I sont I et A.

Proposition 1.5. Soient A un anneau, et I ⊂ A un idéal. On a :
(i) I est premier si et seulement si A/I est un anneau intègre.
(ii) I est maximal si et seulement si A/I est un corps.
(iii) Tout idéal maximal est premier.

Démonstration. (i) : Soient x, y ∈ A, et notons x̄, ȳ ∈ A/I les classes de x et y. Supposons
que x̄, ȳ ̸= 0, de sorte que x, y /∈ I ; si maintenant I est premier, on déduit xy /∈ I, et
donc x̄ · ȳ ̸= 0, ce qui montre que A/I est intègre. Réciproquement, si A/I est intègre, il
vient x̄ · ȳ ̸= 0, i.e. xy /∈ I, et alors I est premier.

(ii) : Soit x ∈ A \ I, de sorte que x̄ ̸= 0. Si A/I est un corps, il existe y ∈ A tel que
x̄ · ȳ = 1 dans A/I, donc xy−1 ∈ I, d’où I+Ax = A ; puisque x est arbitraire, on déduit
que les seuls idéaux qui contiennent I sont I et A, i.e. I est maximal. D’autre part, si
I est maximal, l’hypothèse x /∈ I implique que l’on a I + Ax = A, donc il existe a ∈ I,
y ∈ A tel que xy+ a = 1, d’où x̄ · ȳ = 1, ce qui montre que A/I est un corps. L’assertion
(iii) découle aussitôt de (i) et (ii). □

Définition 1.6. Pour tout anneau A, on dénote :
— MaxA l’ensemble des idéaux maximaux de A (spectre maximal de A)
— SpecA l’ensemble des idéaux premiers de A (spectre premier de A).

Un des objectifs de ce cours est d’expliquer pourquoi MaxA et SpecA sont des “objets
géométriques”. D’après la proposition 1.5(iii), on a :

MaxA ⊂ SpecA.

Lemme 1.7. Pour tout idéal I ⊂ A on a une bijection canonique :

{idéaux J de A tels que I ⊂ J} ←→ {idéaux de A/I} (J ⊂ A) 7→ (J/I ⊂ A/I).
Cette bijection induit par restriction des bijections :

{p ∈ SpecA | I ⊂ p} ←→ SpecA/I {m ∈ MaxA | I ⊂ m} ←→ MaxA/I.

Démonstration. Soit π : A→ A/I la projection canonique ; la bijection réciproque associe
à tout idéal J de A/I, l’idéal π−1(J) ⊂ A. Si p est un idéal de A et si I ⊂ p, la composition
des projections A→ A/I → (A/I)/(p/I) est surjective, avec noyau p ; par suite elle induit
un isomorphisme d’anneaux A/p ∼→ (A/I)/(p/I), donc A/p est intègre (resp. un corps)
si et seulement si (A/I)/(p/I) est intègre (resp. un corps), et avec la proposition 1.5 on
déduit que p est premier (resp. maximal) dans A si et seulement si p/I est premier (resp.
maximal) dans A/I. □
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Exercice 1.8. SoitA un anneau principal intègre. Montrer que SpecA={0} ∪MaxA.
Définition 1.9. Soient A un anneau, et a ∈ A un élément non nul.

(i) On dit que a est premier si l’idéal Aa est premier.
(ii) On dit que a est réductible, s’il est le produit de deux éléments non inversibles de

A. On dit que a est irréductible, s’il est non réductible et non inversible.
(iii) On dit que A est factoriel s’il est intègre et si tout élément non nul et non inversible

de A s’écrit comme produit d’éléments premiers.
Remarque 1.10. (i) Soit A un anneau. Dans la suite, on utilisera la notation ·|· pour la
relation de divisiblité dans A : donc, a|b veut dire que a, b ∈ A et b ∈ Aa. Il est clair que
tout élément premier de A est irréductible, et si A est factoriel, tout élément irréductible
de A est premier.

(ii) Si A est factoriel et si a ∈ A \ {0}, la factorisation a = up1 · · · pt avec u ∈ A× et
p1, . . . , pt éléments premiers est essentiellement unique : si a = vq1 · · · qs est une autre
telle factorisation, on a s = t et il existe une permutation

σ : {1, . . . , t} ∼→ {1, . . . , t} telle que p−1i qσ(i) ∈ A× ∀i = 1, . . . , t.

Pour la preuve, on raisonne par récurrence sur t : on a t = 0 si et seulement si a ∈ A×,
et dans ce cas il est clair que s = 0. Supposons que t ≥ 1 et que l’unicité des facteurs soit
déjà connue pour les produits de t − 1 éléments premiers ; puisque p1 est premier, on a
p1|qi pour quelque i ≤ s, et quitte à permuter les facteurs on peut supposer que i = 1.
Il existe alors w ∈ A avec q1 = p1w, d’où w ∈ A× et a′ := up2 · · · pt = vw · q2 · · · qs ;
par hypothèse de récurrence, on a l’unicité de la factorisation de a′ à permutation des
facteurs près, d’où de même pour a.

(iii) Soient n ∈ N \ {0} et (a1, . . . , an) ∈ An \ {(0, . . . , 0)} ; on dit que d ∈ A \ {0}
est un plus grand commun diviseur (abrégé pgcd) de a1, . . . , an, si a1, . . . , an ∈ dA et si
pour tout b ∈ A avec a1, . . . , an ∈ bA, on a d ∈ bA. Symétriquement, e ∈ A \ {0} est un
plus petit commun multiple (abrégé ppcm) de a1, . . . , an si e ∈ Aa1 ∩ · · · ∩Aan et si pour
tout c ∈ Aa1 ∩ · · · ∩Aan on a c ∈ Ae ; i.e. Ae = Aa1 ∩ · · · ∩Aan. Si A est intègre, le pgcd
et le ppcm de a1, . . . , an, quand ils existent, sont déterminés à multiplication d’éléments
inversibles près : car si d et d′ sont deux pgcd de a1, . . . , an, on a d′|d et d|d′, i.e. d = d′u,
d′ = dv pour quelque u, v ∈ A, d’où d = duv, et donc uv = 1, car A est intègre ; on
raisonne de même pour le ppcm.

(iv) Si A est intègre et si ppcm(a, b) existe, alors pgcd(a, b) existe, et on a :

pgcd(a, b) · ppcm(a, b) = ab

à multiplication d’éléments inversibles près, i.e. si e est un ppcm de a et b, alors e−1ab ∈ A
est un pgcd de a et b : en effet, il existe d ∈ A tel que ab = ed, et puisque d’un côté
a|e, il s’ensuit que d|b, et de l’autre côté, b|e, donc d|a aussi. Or, si c divise a et b, disons
a = cx, b = cy, on voit que cxy est un multiple commun de a et b, donc e|cxy, et puisque
ed = c · cxy, il vient c|d, comme souhaité. (D’autre part, l’existence du pgcd n’entraîne
pas celle du ppcm : voir la remarque 1.133).

(v) Si A est factoriel, tout couple (a, b) d’éléments de A \ {0} admet un pgcd et
un ppcm. En effet, grâce à (iv) il suffit de montrer l’existence du ppcm ; soient donc
a = upν11 · · · p

νk
k et b = vpµ1

1 · · · p
µk
k des factorisations avec u, v ∈ A×, νi, µi ∈ N et

pi premier pour tout i = 1, . . . , k, avec Api ̸= Apj pour i ̸= j. Compte tenu de (ii),
on voit aisément que

∏k
i=1 p

max(νi,µi)
i est un ppcm de a et b ; on déduit également que∏k

i=1 p
min(νi,µi)
i est un pgcd de a et b : les détails sont laissés au lecteur.

Exercice 1.11. (i) Montrer que l’anneau Z[
√
−5] n’est pas factoriel.

(ii) Soit A un anneau intègre ; montrer que tout couple d’éléments de A \ {0} admet
un pgcd ⇔ tout couple d’éléments de A \ {0} admet un ppcm.

(iii) Soient A un anneau intègre, d ∈ A, et p1, . . . , pn une suite finie d’éléments premiers
de A tels que d|

∏n
i=1 pi. Montrer que d = u ·

∏
i∈Λ pi, avec u ∈ A× et Λ ⊂ {1, . . . , n}.
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1.1.4. Modules. Rappelons aussi quelque notation et terminologie concernant lesA-modu-
les. La discussion de ce paragraphe s’applique même aux anneaux A non commutatifs, et
en fait, pour certaines constructions que l’on rencontrera dans la section 4.1, il importe
de pouvoir disposer d’un formalisme incluant les modules sur un anneau non commutatif.
Donc, jusqu’à la fin de ce paragraphe, soit A := (A,µA) un anneau associatif et unitaire,
avec loi de multiplication µA : A×A→ A. Dans ce cadre plus général, il faut distinguer
entre A-modules à gauche et A-modules à droite, selon que la loi de multiplication scalaire
est notée à gauche ou à droite :

A×M
µgM−−→M : (a, x) 7→ ax et respectivement M ×A µdM−−→M : (x, a) 7→ xa.

Noter que la condition d’associativité pour la multiplication scalaire est différente dans les
deux cas, car on aura (ab)·x = a·(bx) et respectivement x·(ab) = (xa)·b. On peut toutefois
unifier la discussion des modules à gauche et à droite, par la construction suivante. Soit
Aop l’anneau associatif et unitaire dont le groupe abélien sous-jacent coïncide avec A,
et avec loi de multiplication µop

A : A × A → A telle que µop
A (a, b) := µA(b, a) pour tout

a, b ∈ A. Parfois on notera aop pour signaler que l’on regarde a ∈ A comme un élément
de Aop ; avec cette notation, on a alors :

aop · bop := (ba)op ∀a, b ∈ A.

On appelle (Aop, µop
A ) l’anneau opposé de A. Cela posé, à tout A-module à droite (M,µdM )

on peut associer le Aop-module à gauche Mop := (M,µgM ) dont le groupe abélien sous-
jacent coïncide avec M , et avec loi de multiplication scalaire telle que µgM (a, x) :=
µdM (x, a) pour tout a ∈ A et tout x ∈ M ; de même, on écrira parfois xop pour signaler
que l’on regarde x comme un élément de Mop, et alors on a :

aop · xop := (xa)op ∀a ∈ A, ∀x ∈M.

Evidemment, (Aop)op = A, et (Mop)op = M ; on obtient ainsi une bijection naturelle
entre A-modules à droite et Aop-modules à gauche. En outre, tout homomorphisme f :
A → B d’anneaux associatifs unitaires induit un homomorphisme opposé fop : Aop →
Bop qui n’est que la même application f sur les groupes abéliens sous-jacents, et toute
application A-linéaire g :M → N de A-modules à gauche induit de même une application
Aop-linéaire opposée gop : Mop → Nop qui n’est que g sur les groupes abéliens sous-
jacents. Par suite, dans notre cours on traitera généralement de A-modules à gauche,
donc on omettra de préciser cette qualification par la suite, sous-entendant que tout
raisonnement sur les A-modules à gauche s’applique, par le biais de cette construction,
également aux modules à droite.
• En particulier, A est à la fois un A-module et un Aop-module, avec les lois telles

que µgA(a, x) := ax et µdA(x, a) := xa pour tout a, x ∈ A. Un idéal de A est censé être un
sous-module de A, et il est clair que les idéaux à gauche (resp. à droite) sont précisément
les sous-A-modules (resp. les sous-Aop-modules) de A. Donc lorsqu’il s’agira d’anneaux
non commutatifs, le terme « idéal » sera reservé, sauf mention contraire, aux idéaux à
gauche, sous-entendant que toute discussion des idéaux à gauche s’applique de même aux
idéaux à droite.
• D’autre part, soit I ⊂ A un sous-groupe additif, et munissons le quotient A/I

de la loi d’addition induite par A, de sorte que la projection p : A → A/I soit un
homomorphisme de groupes abéliens ; pour que A/I soit aussi muni d’une structure
d’anneau associatif et unitaire, de sorte que p soit un homomorphisme d’anneaux asso-
ciatifs, il faut et il suffit que I soit un idéal bilatère, i.e. à la fois à gauche et à droite.
Un exemple important d’idéal bilatère est le sous-groupe additif J ⊂ A engendré par la
partie {a(bc− cb)d | a, b, c, d ∈ A} ; noter que le quotient

C(A) := A/J
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est un anneau commutatif : en fait, on voit aussitôt que C(A) est le plus grand quotient
commutatif de A : le morphisme structurel de toute A-algèbre commutative B se factorise
à travers p et un unique homomorphisme d’anneaux C(A)→ B.
• Si M,N sont deux A-modules, un homomorphisme de A-modules f : M → N est

une application A-linéaire de M dans N , et on notera

Ker(f) := f−1(0) ⊂M (le noyau de f)
Im(f) := f(M) ⊂ N (l’image de f)

Coker(f) :=N/f(M) (le conoyau de f).

Rappelons que f est injectif (resp. surjectif) si et seulement si Ker f = 0 (resp. Coker f =
0). On dit que f est un isomorphisme de A-modules s’il est bijectif, le cas échéant l’ap-
plication réciproque f−1 : N →M est aussi A-linéaire.
• Soient M un A-module, I ⊂ A un idéal à gauche et J ⊂ A un idéal à droite ;

l’annulateur de M dans A et l’annulateur de J dans M sont respectivement

AnnA(M) := {a ∈ A | ax = 0 ∀x ∈M} AnnM (J) := {x ∈M | ax = 0 ∀a ∈ J}.
Ainsi, AnnA(M) est un idéal bilatère de A, et AnnM (J) est un sous-module de M . On
dit que M est fidèle, si AnnA(M) = 0. Si A est commutatif, on pose aussi

AnnA(x) := AnnA(Ax) AnnM (a) := AnnM (Aa) ∀x ∈M, ∀a ∈ A.
i.e. AnnA(x) = {a∈A | ax = 0} (resp. AnnM (a) = {x∈M | ax = 0}) est l’annulateur de
x dans A (resp. de a dans M). On dit que M est sans torsion, si AnnA(x) = 0 pour
tout x ∈M \ {0}. On dit que a est M -régulier si AnnM (a) = 0. Noter que s’il existe un
A-module M ̸= 0 sans torsion, alors A est un anneau intègre.
• On dénote par IM ⊂ M le sous-module engendré par {am | a ∈ I, m ∈ M}.

En particulier, si I, I ′ ⊂ A sont deux idéaux, alors II ′ ⊂ A est l’idéal engendré par
{ab | a ∈ I, b ∈ I ′} ; de même, si (B, f : A → B) est une A-algèbre, alors IB dénote
l’idéal à droite de B engendré par f(I) (et IB est un A-sous-module à gauche de B,
pour la structure de A-module induite par f : voir le §3.2.2 pour plus de détails).

Exemple 1.12. Soit Λ un ensemble, M• := (Mλ |λ ∈ Λ) une famille de A-modules.
(i) Le produit direct de la famille M•, noté :∏

λ∈ΛMλ

est l’ensemble des suites (mλ |λ ∈ Λ) avec mλ ∈Mλ pour tout λ ∈ Λ. Il est muni d’une
structure de A-module naturelle : à savoir, si m• := (mλ |λ ∈ Λ) et m′• := (m′λ |λ ∈ Λ)
sont deux suites, et a ∈ A un élément, on pose

m• +m′• := (mλ +m′λ |λ ∈ Λ) a ·m• := (a ·mλ |λ ∈ Λ).

Le Λ-support de (mλ |λ ∈ Λ) est la partie {λ ∈ Λ |mλ ̸= 0}.
(ii) La somme directe de M• est le A-sous-module de

∏
λ∈ΛMλ noté⊕

λ∈ΛMλ

et constitué des suites dont le Λ-support est un ensemble fini.
(iii) Si Mλ =M pour tout λ ∈ Λ, on écrit aussi

MΛ et M (Λ)

pour le produit direct et respectivement la somme directe de la famille (Mλ |λ ∈ Λ).
Noter que MΛ n’est rien d’autre que l’ensemble des applications Λ → M , et sa loi
d’addition est donnée par la somme d’applications : pour f, g : Λ→M et tout λ∈Λ on
pose (f + g)(λ) := f(λ) + g(λ) ; de même, (a · f)(λ) := a · f(λ) pour tout a ∈ A.

(iv) En particulier, A(Λ) est le A-module libre sur l’ensemble Λ ; il admet un système
de générateurs (eλ• |λ ∈ Λ) appelé la base canonique de A(Λ) : à savoir, eλ• est l’unique
suite telle que eλλ = 1 et eλµ = 0, pour tout λ, µ ∈ Λ avec λ ̸= µ. Si A ̸= 0, cette famille
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est évidemment en bijection naturelle avec Λ, et si A = 0, on a AΛ = A(Λ) ≃ {0} pour
tout Λ, et eλ• = 0 pour tout λ ∈ Λ.

Définition 1.13. Soit M un A-module. On dit que M est :
— de type fini, s’il est engendré par une partie finie {m1, . . . ,mk} ⊂M ; i.e. :

M = {a1m1 + · · ·+ akmk | a1, . . . , ak ∈ A}.

— cyclique, s’il est isomorphe à A/I, pour un idéal I ⊂ A
— libre de rang fini, s’il existe n ∈ N et un isomorphisme An ∼→M de A-modules
— de présentation finie, s’il est isomorphe au conoyau d’une application A-linéaire

L→ L′ avec L et L′ libres de rang fini.

Remarque 1.14. (i) Evidemment, un A-module est de type fini si et seulement s’il est
isomorphe à un quotient d’un A-module libre de rang fini.

(ii) Pour tout A-modules M et N , on notera

HomA(M,N)

l’ensemble des applications A-linéaires M → N . Il est contenu dans le A-module NM de
l’exemple 1.12(iii), et on voit aisément qu’il est même un sous-module de ce dernier, si
A est commutatif. Plus généralement, considérons le centre de A :

Z(A) := {a ∈ A | ab = ba ∀b ∈ A}.

Evidemment Z(A) est un sous-anneau commutatif de A, et NM est alors aussi un Z(A)-
module, par restriction de scalaires ; on voit aisément que HomA(M,N) est un sous-Z(A)-
module de NM , et on munira HomA(M,N) de la structure de Z(A)-module héritée de
NM . En particulier, avec M = N , on obtient le Z(A)-module

EndA(M) := HomA(M,M)

des endomorphismes A-linéaires du A-module M .
(iii) Toute application A-linéaire u :M ′ →M induit des applications

u∗ : HomA(M,N)→HomA(M
′, N) f 7→ f ◦ u

u∗ : HomA(N,M
′)→HomA(N,M) f 7→ u ◦ f

qui sont évidemment A-linéaires, si A est commutatif.
(iv) Si (Mλ |λ ∈ Λ) est une famille de A-modules, on a l’identification naturelle

ωM•,N :
∏
λ∈Λ HomA(Mλ, N)

∼→ HomA(
⊕

λ∈ΛMλ, N) pour tout A-module N

associant à toute suite (ϕλ :Mλ → N |λ ∈ Λ) l’homomorphisme de A-modules⊕
λ∈ΛMλ → N (mλ |λ ∈ Λ) 7→

∑
λ∈Λ ϕλ(mλ).

Si A est commutatif, ωM•,N est un isomorphisme de A-modules.
(v) Si M ′ et M ′′ sont deux sous-modules du A-module M , la partie

M ′ +M ′′ := {x′ + x′′ |x′ ∈M ′, x′′ ∈M ′′}

est le plus petit sous-module de M contenant M ′ ∪M ′′. De plus, la projection naturelle
M ′ +M ′′ → (M ′ +M ′′)/M ′′ se restreint en une surjection M ′ → (M ′ +M ′′)/M ′′ dont
le noyau est M ′ ∩M ′′, d’où un isomorphisme canonique de A-modules :

M ′

M ′ ∩M ′′
∼→ M ′ +M ′′

M ′′
.
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1.1.5. Bimodules. Soient A et B deux anneaux associatifs unitaires. On appelle (A,B)-
bimodule toute donnée (M,µgM , µ

d
M ) constituée d’un groupe abélien M muni à la fois

d’une structure (M,µgM ) de A-module à gauche, et d’une structure (M,µdM ) de B-module
à droite, avec la condition de compatibilité :

(a · x) · b = a · (x · b) ∀a ∈ A,∀x ∈M,∀b ∈ B.

Si A est commutatif, tout A-module (M,µM ) admet une structure naturelle de (A,A)-
bimodule, dont la loi de multiplication scalaire à droite est l’opposée µop

M de celle de M ,
comme expliqué au §1.1.4, de sorte que a · x = x · a pour tout x ∈ M et tout a ∈ A ; on
dira que (M,µM , µ

op
M ) est le (A,A)-bimodule associé à (M,µM ).

En outre, tout anneau associatif A est naturellement un (A,A)-bimodule, pour les lois
évidentes de multiplication scalaire à gauche et à droite héritées de l’anneau A. Aussi,
l’opposé Mop de tout (A,B)-bimodule M est un (Bop, Aop)-bimodule.

Un homomorphisme f :M → N de (A,B)-bimodules sera évidemment une application
qui est à la fois A-linéaire à gauche et B-linéaire à droite ; on dit alors aussi que f est
(A,B)-linéaire. L’ensemble de ces homomorphismes sera noté :

Hom(A,B)(M,N).

Noter l’identification naturelle :

Hom(A,B)(M,N)
∼→ Hom(Bop,Aop)(M

op, Nop) u 7→ uop

associant à toute application (A,B)-linéaire u : M → N la même application, que l’on
regarde comme une application (Bop, Aop)-linéaire Mop → Nop.

Remarque 1.15. (i) La construction suivante nous sera utile dans la section 3.2. Soit
C un troisième anneau associatif unitaire, et considérons un (A,B)-bimodule M et un
(C,B)-module N ; en particulier, M et N sont deux Bop-modules (à gauche), donc on
peut former l’ensemble HomBop(M,N) comme dans la remarque 1.14(i) ; mais dans cette
situation, on gagne une structure naturelle de (C,A)-bimodule sur cet ensemble, avec les
lois de multiplication scalaire telles que

(c · u · a)(x) := c · u(ax) ∀c ∈ C,∀u ∈ HomBop(M,N),∀a ∈ A.

(ii) De même, si M est un (B,A)-bimodule et si N est un (B,C)-bimodule, on a une
structure naturelle de (A,C)-bimodule sur HomB(M,N), avec les lois :

(a · u · c)(x) := u(xa) · c ∀a ∈ A,∀u ∈ HomB(M,N),∀c ∈ C.

Noter aussi l’identification naturelle de (Cop, Aop)-bimodules :

HomB(M,N)op
∼→ HomBop(Mop, Nop) u 7→ uop.

Les vérifications détaillées sont confiées aux soins du lecteur.

1.1.6. Anneaux gradués. Soit (Γ,+, 0) un groupe abélien ; un anneau Γ-gradué est la
donnée d’un anneau A et une décomposition du groupe abélien additif sous-jacent à A
comme somme directe de sous-groupes (Aγ | γ ∈ Γ)

A =
⊕

γ∈ΓAγ

appelés les composantes homogènes de A, tels que

Aγ ·Aδ ⊂ Aγ+δ ∀γ, δ ∈ Γ

(i.e. le produit d’éléments homogènes de degrés γ et respectivement δ est homogène de
degré γ + δ). Si Γ = Z et si An = 0 pour tout n < 0, on dit que A est N-gradué.

Exercice 1.16. Dans la situation du §1.1.6, montrer que 1 ∈ A0.
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Avec l’exercice 1.16, il est clair que A0 est un sous-anneau de A ; en outre, si A est
N-gradué, la partie

A+ :=
⊕

n≥1An

est un idéal de A. Si A est un anneau Γ-gradué, un A-module Γ-gradué est la donnée
d’un A-module M et une décomposition du groupe abélien sous-jacent à M :

M =
⊕

γ∈ΓMγ

par des sous-groupes (Mγ | γ∈Γ) appelés les composantes homogènes de M , tels que

Aγ ·Mδ ⊂Mγ+δ ∀γ, δ ∈ Z.
Ainsi, chaque Mγ est un A0-module. Soient M,N deux A-modules Γ-gradués ; un mor-
phisme de A-modules gradués f : M → N est une application A-linéaire avec f(Mγ) ⊂
Nγ pour tout γ ∈ Γ. De même, un morphisme u : A → B d’anneaux gradués est un
homomorphisme d’anneaux avec u(Aγ) ⊂ Bγ pour tout γ ∈ Γ.

Exemple 1.17. (i) Pour tout anneau R et n ∈ N, la R-algèbre R[T1, . . . , Tn] des
polynômes à n indéterminées est N-graduée : sa composante homogène de degré k est le
R-sous-module engendré par les monômes de degré total k, pour tout k ∈ N.

(ii) Mais on peut aussi munir R[T1, . . . , Tn] de graduations plus exotiques : on choisit
arbitrairement des entiers ν1, . . . , νn, et on déclare que l’indéterminée Ti est un élément
homogène de degré νi, pour tout i = 1, . . . , n. Avec cette graduation, la composante
homogène de degré k ∈ Z est le R-sous-module libre engendré par le monômes Tµ1

1 · · ·Tµnn
tels que ν1µ1 + · · · + νnµn = k. Voir l’exercice 11.19 et le problème 11.115 pour des
applications de ces graduations non standards.

Exercice 1.18. Soient A :=
⊕

n∈ZAn un anneau Z-gradué intègre, i ∈ Z, et x ∈ Ai\{0},
y ∈ Ai+1 \ {0} avec pgcd(x, y) = 1. Montrer que x+ y est un élément irréductible de A.

1.2. Fonctions continues sur un espace topologique. La définition ci-dessous et
l’exemple suivant ont pour but de rappeler les notions de base de la topologie élémentaire,
et d’en fixer les notations et la terminologie qui seront d’usage constant dans tout le cours.

Définition 1.19. (i) Une topologie sur un ensemble T est la donnée d’une famille T
de parties de T soumise aux conditions suivantes :

— ∅, T ∈ T .
— Pour toute partie U ⊂ T , on a

⋃
U∈U U ∈ T .

— Pour toute partie finie U ⊂ T , on a
⋂
U∈U U ∈ T .

(ii) Un espace topologique est la donnée (T,T ) d’un ensemble T et d’une topologie T
sur T . Les points de T sont les éléments de T , et les éléments de T s’appellent parties
ouvertes de T ; une partie F de T est fermée, si T \ F est ouverte. Une partie fermée Z
est réductible, si elle est la réunion des deux parties fermées strictement contenues dans
Z ; on dit que Z ̸= ∅ est irréductible, si elle n’est pas réductible.

(iii) On dit que (T,T ) est disconnexe, s’il est la réunion disjointe T = U ⊔ U ′ de
parties ouvertes U,U ′ ̸= ∅. On dit que (T,T ) est connexe s’il n’est pas disconnexe.

(iv) Soit S ⊂ T une partie ; on appelle adhérence de S dans T la plus petite partie
fermée de T contenant S. L’intérieur de S est la plus grande partie ouverte de T contenue
dans S (donc, l’adhérence de T \ S est égale au complémentaire de l’intérieur de S). La
partie S est un voisinage d’un point t ∈ T , si t appartient à l’intérieur de S. On dit que
S est dense dans T , si l’adhérence de S dans T est T .

(v) Soit U ∈T ; un recouvrement de U est une partie U ⊂T avec
⋃
V ∈U V = U .

(vi) Soient (T,T ) et (T ′,T ′) deux espaces topologiques, et f : T → T ′ une application.
On dit que f est :

— continue si pour toute partie ouverte U ⊂ T ′, la partie f−1U ⊂ T est ouverte
— ouverte (resp. fermée) si pour toute partie ouverte (resp. fermée) X de T , la partie

f(X) est ouverte (resp. fermée) dans T ′
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— un homéomorphisme si f est continue et bijective, et si l’application réciproque
f−1 : T ′ → T est continue. Donc, f induit une bijection

T
∼→ T ′ : U 7→ f(U).

(vii) Si T et T ′ sont deux topologies sur un ensemble T , on dit que T est plus fine
que T ′ si T ′ ⊂ T (auquel cas, on dit aussi que T ′ est moins fine que T ).

Exemple 1.20. (i) Soient (T,T ) un espace topologique, E un ensemble, g : E → T une
application. La topologie

T E := {g−1U |U ∈T }
est la moins fine des topologies T ′ sur E telles que g : (E,T ′) → (T,T ) soit une
application continue. On appelle T E la topologie induite par T via g (ou simplement,
la topologie induite par T ).

(ii) Soient T , T ′ deux espaces topologiques. On dit que T ′ est un sous-espace de T si
T ′⊂T et si la topologie de T ′ est induite par celle de T via l’inclusion T ′→T .

(iii) De même, si h : T → E est une application, alors

TE := {U ⊂ E |h−1U ∈T }

est la plus fine des topologies T ′ sur E telles que h : (T,T ) → (E,T ′) soit une appli-
cation continue. On appelle TE la topologie de E induite par T via h.

(iv) Soient T un ensemble, et B une famille de parties de T . L’intersection TB de toutes
les topologies de T contenant B est évidemment la moins fine des topologies contenant
B. Pour décrire TB explicitement, notons d’abord B+ la famille des intersections finies
d’éléments de B : i.e. X ∈ B+ si et seulement s’il existe une partie finie B′ ⊂ B avec
X =

⋂
U∈B′ U . Avec cette notation, une partie U de T est dans TB si et seulement s’il

existe B′ ⊂ B+ tel que U =
⋃
U ′∈B′ U

′ (détails laissés aux soins du lecteur). Dans ce
cas, on dit que B engendre TB, et aussi que B est une prébase de TB. Si tout élément
de TB s’écrit déjà comme réunion d’une famille d’éléments de B, on dit que B est une
base de TB : pour cela, il suffit que tout X ∈ B+ s’écrive comme réunion d’éléments de
B.

(v) Pour tout ensemble S, l’ensemble des parties de S est une topologie appelée
topologie discrète de S. Elle est évidemment la topologie la plus fine sur S. A l’autre
extremité, la topologie chaotique {S,∅} est la moins fine des topologies sur S.

Exercice 1.21. Soient T ,S deux espaces topologiques, f : T → S une application.
(i) On dit que f est continue au point t ∈ T si pour tout voisinage V de f(t) dans S,

la partie f−1V est un voisinage de t dans T . Montrer que f est continue si et seulement
si elle est continue en tout point de T .

(ii) Supposons que f soit localement continue, i.e. pour tout t ∈ T il existe des
voisinages Ut ⊂ T de t et Vt ⊂ S de f(t) avec f(Ut) ⊂ Vt, tels que la restriction
ft : Ut → Vt de f soit continue pour les topologies de Ut et Vt induites par T et S.
Montrer que f est continue.
(iii) Soit (Uλ |λ ∈ Λ) un recouvrement de S ; pour tout λ ∈ Λ soit fλ : f−1Uλ → Uλ la

restriction de f , et munissons Uλ et f−1Uλ des topologies induites par S et T . Montrer
que f est fermée (resp. ouverte) ⇔ il en est de même pour tout fλ.

(iv) Soit f continue, et pour toute partie Z ⊂ T (resp. Z ⊂ S), notons par Z l’adhérence
de Z dans T (resp. dans S). Montrer que f(Z) ⊂ f(Z) pour toute partie Z ⊂ T . En
particulier, si Z est dense dans T et f(T ) est dense dans S, alors f(Z) est dense dans S.

Exercice 1.22. Soient S ̸= ∅ un espace topologique, et U un recouvrement de S avec
∅ /∈ U . Montrer que S irréductible ⇔ les conditions suivantes sont vérifiées :

(a) Tout U ∈ U est irréductible, pour la topologie induite par S.
(b) U ∩ V ̸= ∅ pour tout U, V ∈ U .
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1.2.1. Dans ce cours on munira toujours l’ensemble R de sa topologie standard, engen-
drée par la base {]a, b[ | a, b ∈ R, a < b}. Pour tout espace topologique (T,T ), l’ensemble
des fonctions continues à valeurs réelles T → R est un anneau noté

C (T )

car l’addition et le produit de deux fonctions continues sont continues (exercice !). Si
T = ∅, évidemment C (T ) = {0} ; d’autre part, pour tout t ∈ T , la partie

mt := {f ∈ C (T ) | f(t) = 0}
est le noyau de l’homomorphisme d’évaluation

εt : C (T )→ R f 7→ f(t)

qui est évidemment surjectif, et donc induit un isomorphisme C (T )/mt
∼→ R ; par suite

mt est un idéal maximal (proposition 1.5(ii)). On a ainsi une application

ϕT : T → Max(C (T )) t 7→ mt.

Exercice 1.23. Montrer que C (T )× = {f ∈ C (T ) | f(t) ̸= 0 pour tout t ∈ T}.

Remarque 1.24. (i) L’application ϕT n’est pas forcément injective. Par exemple, soit
T := {a, b} et T := {∅, T, {a}}. On voit aisément que toute fonction continue T → R
est constante, donc C (T ) = R, et évidemment Max(R) contient un seul élément, à savoir
l’idéal trivial {0}.

(ii) ϕT n’est pas non plus surjective pour un espace topologique T arbitraire : voir
l’exercice 1.43. Pour obtenir un résultat positif, rappelons les définitions suivantes :

Définition 1.25. Soient (T,T ) et (T ′,T ′) deux espaces topologiques.
(i) On dit que (T,T ) est de type T0 si pour tout x, y ∈ T distincts il existe soit un

voisinage U ⊂ T \ {y} de x, soit un voisinage U ′ ⊂ T \ {x} de y.
(ii) On dit que (T,T ) est séparé si pour tout x, y ∈ T distincts il existe un voisinage

Ux de x et un voisinage Uy de y dans T tels que Ux ∩ Uy = ∅.
(iii) On dit que (T,T ) est compact 2 si pour tout recouvrement U de T , il existe une

partie finie U ′ ⊂ U qui est encore un recouvrement de T .
(iv) On dit que (T,T ) est normal s’il est séparé et si pour tout couple de parties

fermées Z,Z ′ ⊂ T avec Z ∩ Z ′ = ∅ il existe des parties ouvertes U,U ′ de T avec

Z ⊂ U Z ′ ⊂ U ′ U ∩ U ′ = ∅.
(v) On dit qu’une application f : T ′ → T est compacte, si pour toute partie ouverte

compacte U ⊂ T , la partie f−1U est ouverte et compacte dans T ′.

Exercice 1.26. (i) (Propriété de l’intersection finie) Soit T un espace topologique.
Montrer que T est compact ⇔ pour toute famille (Zλ |λ ∈ Λ) de parties fermées de T
avec

⋂
λ∈Λ Zλ = ∅, il existe une partie finie Λ′ ⊂ Λ telle que

⋂
λ∈Λ′ Zλ = ∅.

(ii) Soient T, T ′ deux espaces topologiques, f : T → T ′ une application continue,
Z ⊂ T une partie. On munit Z et f(Z) des topologies induites par les inclusions dans T
et respectivement T ′. Montrer les assertions suivantes :

(a) Si T est séparé et si Z est compact, alors Z est une partie fermée de T .
(b) Si T est compact et si Z est une partie fermée de T , alors Z est compact.
(c) Si Z est compact, alors f(Z) est compact.

(iii) Montrer que toute application continue f : X → Y d’un espace topologique
compact X vers un espace topologique séparé Y est compacte, et si f est bijective, alors
elle est un homéomorphisme.

(iv) Soient f, g : T → S deux applications continues d’un espace T vers l’espace séparé
(S,TS). Montrer que Z := {t∈T | f(t) = g(t)} est une partie fermée de T .

2. Dans la tradition française, on dit plutôt quasi-compact, et le mot compact est réservé pour les
espaces quasi-compacts et séparés.
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(v) Montrer que tout espace topologique T compact et séparé est normal.

On utilisera le résultat fondamental suivant :

Lemme 1.27. (Urysohn) Un espace topologique (T,T ) est normal ⇔ (T,T ) est séparé
et pour tout couple de parties fermées A,B ⊂ T avec A ∩ B = ∅ il existe une fonction
continue f : T → [0, 1] telle que f(A) = {0} et f(B) = {1}.

Démonstration. Soient A,B ⊂ T deux parties fermées disjointes ; si une telle f est don-
née, les parties ouvertes f−1([0, 1/2[) et f−1(]1/2, 1]) sont disjointes et contiennent A et
respectivement B ; cela montre que T est normal.

Réciproquement, soit T normal ; on pose Λn := {k/2n | k = 0, . . . , 2n} pour tout n ∈ N
et Λ :=

⋃
n∈N Λn. Pour toute partie S ⊂ T on dénote par S l’adhérence de S dans T . On

va construire une application U : Λ→ T telle que :

A ⊂ U(0) B ∩ U(1) = ∅ U(λ) ⊂ U(λ′) ∀λ, λ′ ∈ Λ avec λ < λ′.

On définit la restriction de U à Λn par récurrence sur n ∈ N. Pour n = 0 on pose U(1) :=
T \B ; la normalité de T entraîne l’existence de V ∈ T tel que A ⊂ V ⊂ V ⊂ U(1) et on
pose U(0) := V . Ensuite, soit n ∈ N tel que la restriction de U à Λn est déjà connue. Donc
pour k = 0, . . . , 2n − 1 on a U(k/2n) ⊂ U((k + 1)/2n), et par normalité de T on trouve
V ∈ T tel que U(k/2n) ⊂ V ⊂ V ⊂ U((k+1)/2n) ; on pose U((2k+1)/2n+1) := V . Cela
achève la construction de U . Or, posons U ′(λ) := U(λ) pour λ ∈ Λ \ {1} et U ′(1) := T ;
on définit :

f(t) := inf{λ ∈ Λ | t ∈ U ′(λ)} ∀t ∈ T.
Evidemment f(A) = 0 et f(B) = 1. Il reste à vérifier la continuité de f . Pour cela,
soient t ∈ T , r := f(t) et ε ∈]0, 1] ; il suffit de montrer que f−1(]r − ε, r + ε[) est un
voisinage de t dans T (exercice 1.21(i)). Or, si r = 0 on a t ∈ U(λ) ⊂ f−1([0, ε[) pour
tout λ ∈ Λ∩]0, ε[ ; si r = 1 on a t ∈ T \U(λ) ⊂ f−1(]1− ε, 1]) pour tout λ ∈ Λ∩]1− ε, 1[.
Si 0 < r < 1, choisissons λ, λ′ ∈ Λ tels que r − ε < λ < r < λ′ < r + ε ; il vient
t ∈ U(λ′) \ U(λ) ⊂ f−1(]r − ε, r + ε[), d’où l’assertion. □

Théorème 1.28. (Lemme de Stone) Si (T,T ) est un espace topologique compact et
séparé, l’application ϕT est bijective.

Démonstration. Soit m ∈ Max(C (T )). Notons

V (m) := {t ∈ T | f(t) = 0 pour tout f ∈ m}.

Vérifions que V (m) est non vide : sinon, pour tout t ∈ T il existe ft ∈ m tel que
ft(t) ̸= 0. Posons Ut := f−1t (R \ {0}) ; la partie Ut est ouverte dans T pour tout t ∈ T , et
évidemment on a

⋃
t∈T Ut = T . Puisque T est compact, il existe une partie finie S ⊂ T

telle que
⋃
t∈S Ut = T . Soit g :=

∑
t∈S f

2
t . On voit aisément que g(t) > 0 pour tout

t ∈ T , donc g est inversible dans C (T ) (exercice 1.23). Mais par construction g ∈ m,
contradiction.

Or, si t ∈ V (m) on a m ⊂ ϕT (t), donc m = ϕT (t) car ces deux idéaux sont maximaux.
Cela montre que ϕT est surjective. Pour l’injectivité on applique le lemme de Urysohn :
si x, y ∈ T sont deux points distincts, il existe f ∈ C (T ) telle que f ∈ ϕT (x) mais
f /∈ ϕT (y), d’où ϕT (x) ̸= ϕT (y). □

On peut faire encore mieux : à partir de l’anneau C (T ) on peut même récupérer la
topologie T de T ! En fait, soit f ∈ C (T ), et notons

D(f) := {m ∈ MaxC (T ) | f /∈ m}.

On voit que pour tout t ∈ T , on a mt ∈ D(f) si et seulement si f(t) ̸= 0. C’est à dire,
ϕ−1T D(f) = f−1(R\{0}) est une partie ouverte de T . Le lemme de Urysohn implique que
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la famille (ϕ−1T D(f) | f ∈ C (T )) engendre la topologie T . On munira donc MaxC (T ) de
la topologie de Zariski TT,Zar, i.e. la topologie engendrée par

(D(f) | f ∈ C (T )).

Avec cette topologie, l’application ϕT est un homéomorphisme

(T,T )
∼→ (MaxC (T ),TT,Zar).

Exercice 1.29. (Théorème de Gelfand-Kolmogoroff) Soient T et T ′ deux espaces topo-
logiques, f : T → T ′ une application continue, et ψ : C (T ′)→ C (T ) un homomorphisme
d’anneaux. On déduit de f un homomorphisme de R-algèbres

f∗ : C (T ′)→ C (T ) g 7→ g ◦ f.
Pour T et T ′ séparés et compacts, compléter la discussion de cette section avec :

(i) ψ est un homomorphisme de R-algèbres et induit une application continue

Max(ψ) : (MaxC (T ),TT,Zar)→ (MaxC (T ′),TT ′,Zar) m 7→ ψ−1(m).

(ii) Le diagramme suivant commute si et seulement si ψ = f∗ :

T
f //

ϕT
��

T ′

ϕT ′
��

MaxC (T )
Max (ψ) // MaxC (T ′).

Autrement dit, tout homomorphisme ψ d’anneaux comme ci-dessus provient d’une unique
application continue T → T ′. Noter que, d’autre part, tout homomorphisme d’anneaux
induit par une application continue T → T ′ est forcément unitaire ; donc, notre condition
ψ(1) = 1 pour les homomorphismes d’anneaux, qui peut paraître anodine d’un point de
vue algébrique, en fait caractérise les homomorphismes “d’origine géométrique”.

1.3. Spectre maximal et spectre premier. Le théorème 1.28 montre trivialement
que, pour T compact et séparé, le spectre maximal de C (T ) est vide si et seulement si
T = ∅, et cela équivaut aussi à la condition C (T ) = 0 (il y a exactement une application
de l’ensemble vide vers n’importe quel autre ensemble). En fait, il s’agit là d’une propriété
tout à fait générale : le spectre maximal de tout anneau A ̸= 0 est non vide. Pour la
preuve, il nous faudra quelques notions standards de la théorie des ensembles. Tout
d’abord, rappelons la définition suivante :

Définition 1.30. (i) Un ensemble partiellement ordonné (E,≤) est la donnée d’un
ensemble E et d’une relation d’ordre ≤ sur E, i.e. une relation binaire telle que :

— (réflexivité) x ≤ x pour tout x ∈ E.
— (antisymétrie) x ≤ y et y ≤ x ⇒ x = y pour tout x, y ∈ E.
— (transitivité) x ≤ y et y ≤ z ⇒ x ≤ z pour tout x, y, z ∈ E.

(ii) On dit que (E,≤) est un ensemble totalement ordonné, ou que ≤ est une relation
d’ordre total, si en outre, la condition suivante est vérifiée :

— pour tout x, y ∈ E on a soit x ≤ y, soit y ≤ x.
(iii) Un élément e ∈ E est dit maximal, si le seul élément e′ ∈ E avec e ≤ e′ est e.
(iv) Un morphisme d’ensembles partiellement ordonnés ϕ : (E,≤) → (E′,≤) est la

donnée d’une application d’ensembles ϕ : E → E′ telle que

x ≤ y ⇒ ϕ(x) ≤ ϕ(y) ∀x, y ∈ E.
Remarque 1.31. Soit (E,≤) un ensemble partiellement ordonné.

(i) Noter qu’un élément maximal e de E n’est pas forcément “le plus grand élément
de E”, c’est-à-dire qu’on n’a pas nécessairement e′ ≤ e pour tout e′ ∈ E.

(ii) Si l’on “renverse la relation d’ordre” de E, on obtient un nouvel ensemble partiel-
lement ordonné (Eop,≤op), tel que Eop = E et

x ≤op y ⇔ y ≤ x ∀x, y ∈ E.
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On appelle (Eop,≤op) l’opposé de l’ensemble partiellement ordonné (E,≤). Evidemment,
tout morphisme ϕ : (E,≤) → (E′,≤) d’ensembles ordonnés est aussi un morphisme
d’ordres opposés ϕop := ϕ : (Eop,≤op) → (E′op,≤op). On dira qu’un élément e ∈ E est
minimal, s’il est maximal dans (Eop,≤op).

Lemme 1.32. (Zorn) Soit (E,≤) un ensemble partiellement ordonné ̸= ∅, vérifiant la
condition suivante. Pour toute partie E′ ⊂ E totalement ordonnée non vide il existe
e ∈ E tel que e′ ≤ e pour tout e′ ∈ E′. Alors, E a un élément maximal. □

On n’essayera pas ici de démontrer le lemme de Zorn ; toute preuve de ce lemme utilise
une forme ou une autre de l’axiome du choix suivant :

— Toute surjection f : X → Y d’ensembles admet une section, i.e. une application
g : Y → X telle que f ◦ g = IdY .

Ce dernier est un axiome dans la plupart des théories axiomatiques des ensembles
d’usage courant ; mais dans ces théories, le lemme de Zorn a en fait la même force que
l’axiome du choix, i.e. dans la liste des axiomes de la plupart des théories axiomatiques des
ensembles, on peut remplacer l’axiome du choix par l’énoncé du lemme de Zorn, et ainsi
faisant on obtiendra une théorie équivalente (l’axiome du choix deviendra un théorème
dans ce nouveau système axiomatique). Donc, on peut tout simplement décider que pour
nous le lemme de Zorn est un axiome.

Exercice 1.33. Soit (E,≤) un ensemble partiellement ordonné, et munissons toute par-
tie de E de l’ordre induit par E. Montrer l’équivalence des conditions suivantes :

(a) Toute partie S ⊂ E non vide a un élément minimal.
(b) Tout chaîne décroissante x0 ≥ x1 ≥ x2 ≥ · · · d’éléments de E est stationnaire,

i.e. elle admet n ∈ N tel que xk = xn pour tout k ≥ n.
On dit que (E,≤) est (partiellement) bien ordonné, s’il satisfait ces conditions ; dans

ce cas, on dit aussi que ≤ est un bon ordre (partiel) sur E.

On est maintenant prêt pour montrer le résultat annoncé :

Théorème 1.34. Pour tout anneau A ̸= 0 on a MaxA ̸= ∅.

Démonstration. Soit E l’ensemble des idéaux I ⊂ A tels que 1 /∈ I. On munit E de
la relation d’ordre donnée par l’inclusion : I ≤ J ⇔ I ⊂ J , pour tout I, J ∈ E. Si
(Iλ |λ ∈ Λ) est une famille totalement ordonnée d’éléments de E avec Λ ̸= ∅, on pose
I :=

⋃
λ∈Λ Iλ ; on a I ∈ E et Iλ ≤ I pour tout λ ∈ Λ, donc le lemme de Zorn nous assure

que E admet un élément maximal. Mais évidemment, tout élément maximal de E est un
idéal maximal de A. □

Corollaire 1.35. Soient A un anneau, I ⊂ A un idéal, et f ∈ A. On a :
(i) Si 1 /∈ I, il existe un idéal maximal de A qui contient I.
(ii) Si f /∈ A×, il existe un idéal maximal qui contient f .

Démonstration. (i) : On applique le théorème 1.34 à l’anneau A/I qui est non nul, car
1 /∈ I. Si m est n’importe quel idéal maximal de A/I, l’image réciproque de m dans A
est un idéal maximal de A contenant I (voir le lemme 1.7).

(ii) : Puisque f /∈ A×, on a 1 /∈ Af , et on peut appliquer (i) avec I := Af . □

Voici une première application :

Exercice 1.36. Montrer que tout anneau A intègre et principal est factoriel. En outre,
le pgcd de tout (a1, . . . , an) ∈ An \ {(0, . . . , 0)} engendre l’idéal

∑n
i=1Aai.

Avec l’exercice 1.36 et l’exemple 1.2 on voit e.g. que Z est factoriel, et de même pour
K[X], si K est un corps arbitraire. Les éléments premiers de Z sont évidemment les
nombres entiers premiers usuels ; les premiers de K[X] sont les polynômes irréductibles,
i.e. les P ∈ K[X] avec d := degX P > 0, qui ne sont pas produits de polynômes de
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degrés < d. Dans les deux cas, le point clef de la preuve est l’existence d’une division
euclidienne pour tout couple d’éléments non nuls ; le problème suivant axiomatise les
propriétés requises pour reproduire cet argument :

Problème 1.37. On dit que l’anneau A est euclidien s’il est intègre et s’il existe une
application

| · | : A \ {0} → N

vérifiant la condition suivante : pour tout a, b ∈ A\{0} il existe q, r ∈ A tels que a = bq+r
et soit r = 0, soit |r| < |b| (division euclidienne de a par b).

(i) Montrer que tout anneau euclidien est principal (et donc, factoriel).
(ii) Montrer que Z[i

√
n] est un anneau euclidien pour n = 1, 2.

(iii) La suite du problème est consacrée à une application arithmétique classique de
l’anneau Z[i] des entiers de Gauss. D’abord, soit p ∈ N un nombre premier avec p ≡ 1
(mod 4). Montrer qu’il existe x ∈ Z tel que x2 ≡ −1 (mod p).
(iv) Déduire de (ii) et (iii) le Théorème de Fermat suivant : Soit p ∈ N un nombre premier
impair ; alors p est la somme de deux carrés p = a2 + b2 de nombres entiers a, b ∈ N si et
seulement si p ≡ 1 (mod 4).

Remarque 1.38. (i) L’analyse des éléments premiers de Z[i
√
n] (pour n = 1, 2) conduit

aussi à des résultats arithmétiques intéressants. D’abord, remarquons que

Z[i]× = {1,−1, i,−i} et Z[i
√
2]× = {1,−1}.

(ii) Ensuite, soit x := a + i
√
nb un premier de Z[i

√
n] ; évidemment le conjugué

complexe x̄ est aussi premier. Si a, b ̸= 0, on a pgcd(x, x̄) = 1 grâce à (i), sauf si n = 1

et x ∈ {1 + i, 1 − i}. Si a = 0 et n = 2, on a x = ±i
√
2 ; si a = 0 et n = 1, on a x = ib

avec b premier dans Z. Si b = 0, on a x = a avec a premier dans Z.
(iii) Avec la notation de (ii), si a, b ̸= 0, l’entier xx̄ est premier (dans Z). En effet,

l’assertion est claire pour n = 1 et x ∈ {1 + i, 1− i}. Dans les autres cas, supposons par
l’absurde que xx̄ = uv avec des entiers u, v > 1 ; donc, soit x|u, soit x|v dans Z[i

√
n],

et si x|u, on a aussi x̄|u, d’où xx̄|u, car pgcd(x, x̄) = 1 et Z[i
√
n] est factoriel (problème

1.37(ii)). Mais cela veut dire que xx̄ = u, contradiction.
(iv) On peut maintenant adapter la démonstration classique (due à Euclide) de l’exis-

tence d’un nombre infini de nombres entiers premiers, afin de prouver l’assertion suivante.
Pour n = 1, 2, il existe un nombre infini de nombres entiers premiers p de la forme
p = a2 + nb2, avec a, b ∈ Z. En effet, supposons par l’absurde que la partie Pn ⊂ Z de
ces premiers soit finie, posons N := 1 + n ·

∏
p∈Pn

p2, et soit x = c+ i
√
nd ∈ Z[i

√
n] un

facteur premier de N . Si c, d ̸= 0, on a x · x̄ ∈ Pn par (iii), et xx̄ diviserait NN = N2

dans Z[i
√
n], donc aussi dans Z, contradiction. Ensuite, si c = 0 et n = 2, on a x = ±i

√
2,

d’où 2|N2, contradiction. Si c = 0 et n = 1, on a x = id avec d premier dans Z. De même,
si d = 0 on a x = c avec c premier dans Z. En conclusion, x est en fait le produit d’un
élément inversible et d’un nombre entier premier. Mais si l’on pose M :=

∏
p∈Pn

p, on a
la factorisation :

N = (1 + i
√
nM) · (1− i

√
nM) dans Z[i

√
n].

D’autre part, on voit aisément qu’un tel x ne divise aucun des facteurs, CQFD.

Problème 1.39. Soient A un anneau factoriel, et P :=
∑n
i=0 aiX

i ∈ A[X] \A.
(i) On dit que P est primitif si le pgcd des coefficients a0, . . . , an est 1. Prouver le

lemme de Gauss : si P,Q ∈ A[X] sont primitifs, il en de même pour P ·Q.
(ii) Soit K le corps des fractions de A. Montrer que P est irréductible dans A[X] si et

seulement s’il est primitif dans A[X] et irréductible dans K[X].
(iii) Déduire de (i) que A[X1, . . . , Xn] est un anneau factoriel pour tout n ∈ N.
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1.3.1. Anneaux de type fini sur un corps. Les anneaux que l’on rencontre lors de l’étude
de la géométrie algébrique sont parmi les plus intéressants pour nous. Ils sont surtout
des K-algèbres de présentation finie, sur un corps K arbitraire.

Pour simplifier, on supposera ici que K soit algébriquement clos, et on considère la
K-algèbre A :=K[X1, . . . , Xn] des polynômes à n indéterminées. Tout f ∈A peut se voir
comme une fonction algébrique définie sur le K-espace affine n-dimensionnel

f : Kn → K (a1, . . . , an) 7→ f(a1, . . . , an).

Soit a := (a1, . . . , an) ∈ Kn ; on peut définir comme dans la section précédente :

ma := {f ∈ A | f(a) = 0}

et le même argument montre que ma est un idéal maximal de A. Un des théorèmes
importants que l’on démontrera dans ce cours est le Nullstellensatz de Hilbert, qui est
l’analogue algébrique suivant du théorème 1.28 :

Théorème 1.40. Dans la situation du §1.3.1, on obtient une bijection :

Kn ∼→ MaxA a 7→ ma. □

En particulier, cela donne une interprétation géométrique de l’ensemble MaxA. On
peut se demander s’il y a une interprétation géométrique plus généralement pour les
idéaux premiers, ou même pour les idéaux tout court. Ci-dessous je vais esquisser à
grandes lignes la situation générale : on y reviendra plus tard en détail.

Soit I ⊂ A := K[X1, . . . , Xn] un idéal ; on associe à I l’ensemble

VK(I) := {a ∈ Kn | f(a) = 0 ∀f ∈ I}.

D’autre part, à toute partie S ⊂ Kn on peut associer l’idéal de A :

I(S) := {f ∈ A | f(a) = 0 ∀a ∈ S}.

Avec cette notation, on a l’identité suivante :

I(VK(I)) = rad(I) := {f ∈ A | ∃n ∈ N tel que fn ∈ I}.

En particulier, la partie rad(I) est un idéal de A, appelé le radical de I. L’inclusion
rad(I) ⊂ I(VK(I)) est triviale, car si fn(a) = 0 pour tout a ∈ V (I), on a évidemment
déjà f(a) = 0 pour tout a ∈ V (I). L’inclusion inverse est un résultat difficile, et donne
une forme forte du Nullstellensatz.

Un sous-ensemble de Kn du type VK(I) pour un idéal I ⊂ A est dit algébrique. Notons
que si (fλ |λ ∈ Λ) est une famille de générateurs de l’idéal I, on a aussi

VK(I) = {a ∈ Kn | fλ(a) = 0 ∀λ ∈ Λ}.

En effet, tout élément de I s’écrit sous la forme g =
∑
λ∈Λ′ Pλ · fλ pour une partie finie

Λ′ ⊂ Λ et un système de polynômes (Pλ |λ ∈ Λ′), et si fλ(a) = 0 pour tout λ ∈ Λ, on
obtient g(a) =

∑
λ∈Λ′ Pλ(a) · fλ(a) = 0, i.e. a ∈ VK(I).

On montrera en outre que tout idéal de A est engendré par un nombre fini de polynômes
(il s’agit du théorème de la base, qui est aussi dû à Hilbert). Donc, les sous-ensembles
algébriques de Kn sont précisément les parties qui peuvent s’écrire comme lieux des zéros
d’un nombre fini de polynômes de A. Par ce qui précède, les sous-ensembles algébriques
sont en bijection avec les idéaux radicaux, c’est-à-dire, les idéaux I ⊂ A tels que I =
rad(I). Remarquons que

rad(rad(I)) = rad(I) pour tout idéal I ⊂ A

donc le radical de n’importe quel idéal est un idéal radical (exercice !). Quel est le rôle
des idéaux premiers dans cette description ? On verra que tout sous-ensemble algébrique
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de Kn peut se décomposer de façon unique comme réunion finie de sous-ensembles al-
gébriques irréductibles : ces derniers sont les sous-ensembles algébriques qui ne se dé-
composent pas davantage de cette façon. Or, l’idéal I(Z) d’un sous-ensemble algébrique
Z ⊂ Kn est premier si et seulement si Z est irréductible.

Par analogie avec la situation topologique de la section 1.2, il convient d’introduire
une topologie sur Kn : les parties fermées sont les sous-ensembles algébriques. Donc, les
ouverts sont réunions finies de parties de la forme

DK(f) := {a ∈ Kn | f(a) ̸= 0} ∀f ∈ A
et les sous-ensembles algébriques irréductibles seront précisément les parties fermées ir-
réductibles de Kn.

Exercice 1.41. Montrer que deux parties ouvertes non vides de Kn ont toujours une
intersection non vide. Donc, en contraste avec le cas topologique, la topologie de Zariski
sur Kn n’est pas séparée si n > 0.

Si maintenant A est un anneau arbitraire, on peut s’inspirer de ce qui précède pour
munir MaxA d’une topologie de Zariski, engendrée par les parties

DMax(f) := {m ∈ MaxA | f /∈ m} ∀f ∈ A.
Comme ci-dessus, tout idéal I de A définit une partie fermée de MaxA notée encore :

VMax(I) = {m ∈ MaxA | I ⊂ m}
On a vu que cette topologie est, en général, non séparée ; d’autre part, on a :

Proposition 1.42. La topologie de Zariski de MaxA est compacte.

Démonstration. Soit (Uλ |λ ∈ Λ) un recouvrement de MaxA. Il faut exhiber une partie
finie Λ′ ⊂ Λ telle que MaxA =

⋃
λ∈Λ′ Uλ. Pour cela, on se ramène aisément au cas où,

pour tout λ ∈ Λ il existe fλ ∈ A tel que Uλ = DMax(fλ). Donc, pour tout m ∈ MaxA
il existe λ ∈ Λ tel que fλ /∈ m. On déduit que l’idéal I :=

∑
λ∈ΛAfλ n’est contenu

dans aucun idéal maximal, et donc I = A, par le corollaire 1.35(i). D’où, une identité
de la forme 1 =

∑
λ∈Λ′ aλfλ pour quelque partie finie Λ′ ⊂ Λ et un système d’éléments

(aλ |λ ∈ Λ′) de A. On voit aisément que ce Λ′ convient. □

Exercice 1.43. Donner un exemple d’un espace topologique T tel que l’application ϕT
du §1.2.1 ne soit pas surjective. Noter que la preuve du théorème 1.28 montre qu’un tel
espace doit forcément être non compact.

Problème 1.44. Soit T := [0, 1] muni de sa topologie standard, induite par l’inclu-
sion dans l’espace topologique R des nombres réels. Donc T est séparé et compact, et
le théorème 1.28 nous donne une bijection canonique [0, 1] ≃ MaxC ([0, 1]). Question
(difficile !) : l’anneau C ([0, 1]) a-t-il des idéaux premiers non maximaux ?

1.3.2. Le spectre premier. La discussion précédente s’applique aussi bien au spectre pre-
mier SpecA. En particulier, le théorème 1.34 implique trivialement que le spectre premier
d’un anneau A est vide si et seulement si A = 0. On a aussi une topologie de Zariski sur
SpecA, engendrée par les parties ouvertes de la forme

D(f) := {p ∈ SpecA | f /∈ p} ∀f ∈ A
et la preuve de la proposition 1.42 montre aussi bien que la topologie de Zariski de SpecA
est compacte. Si l’on s’intéressait seulement aux anneaux de type fini sur un corps, on
pourrait négliger le spectre premier, et ne considérer que le spectre maximal, dont les
points ont une interprétation géométrique directe, grâce au Nullstellensatz. Toutefois,
même pour l’étude des variétés algébriques définies sur un corps algébriquement clos K,
on a souvent affaire avec des anneaux qui ne sont pas des K-algèbres de type fini, et
pour manipuler des tels anneaux, le spectre premier s’avère être un outil plus efficace.
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Notamment, remarquons que tout homomorphisme d’anneaux f : A → B induit une
application

Spec f : SpecB → SpecA p 7→ f−1p.

Car, si p ⊂ B est n’importe quel idéal, f induit un homomorphisme injectif d’anneaux
A/f−1p → B/p ; or, si p est premier, B/p est intègre (lemme 1.7), donc de même pour
A/f−1p (trivialement, un sous-anneau d’un anneau intègre est intègre), et par suite,
f−1p ∈ SpecA. En outre, on vérifie aisément l’identité :

(Spec f)−1D(a) = D(f(a)) ∀a ∈ A
(exercice !) donc Spec f est une application continue de SpecB dans SpecA. Par contre,
l’image réciproque d’un idéal maximal de B n’est pas nécessairement un idéal maximal de
A (bien qu’elle soit, bien entendu, un idéal premier de A) : e.g. soit f : Z→ Q l’inclusion
naturelle ; l’idéal {0} est maximal dans Q, mais son image réciproque f−1(0) = {0} n’est
pas maximale dans Z.

Remarque 1.45. (i) Soient A un anneau, I ⊂ A un idéal ; la projection canonique π :
A→ A/I induit une application continue

Specπ : SpecA/I → SpecA.

Le lemme 1.7 nous dit que Specπ est injective, et son image est la partie fermée

V (I) := {p ∈ SpecA | I ⊂ p}.
Plus précisément, la topologie de Zariski sur SpecA/I est induite par celle de SpecA via
l’application Specπ. En effet, toute partie ouverte de SpecA/I est réunion de parties
de la forme D(ā), avec ā ∈ A/I la classe d’un élément a ∈ A ; on voit aisément que
D(ā) = (Specπ)−1(D(a)), donc toute partie ouverte U de SpecA/I est image réciproque
d’une partie ouverte de SpecA. Autrement dit, l’espace topologique SpecA/I s’identifie
canoniquement au sous-espace fermé V (I) de SpecA.

(ii) Soient g : A→ B un homomorphisme d’anneaux, I ⊂ A un idéal ; on dénote par
g : A/I → B/IB l’homomorphisme d’anneaux induit par g. Noter que

V (IB) = {p ∈ SpecB | f(I) ⊂ p} = (Spec g)−1V (I)

et l’homéomorphisme canonique V (IB)
∼→ SpecB/IB de (i) identifie aussi Spec(g) :

SpecB/IB → SpecA/I à la restriction V (IB)→ V (I) de Spec(g).
(iii) On a vu que g n’induit pas en général une application

Max g : MaxB → MaxA.

Toutefois, si g est surjective, Max g existe : en effet, dans ce cas l’image réciproque
g−1m d’un idéal maximal de B est bien un idéal maximal de A, car l’application induite
A/g−1m→ B/m est bijective, donc A/g−1m est un corps si et seulement si B/m est un
corps (proposition 1.5(ii)). En raisonnant comme dans (i), on voit aisément que dans ce
cas Max g identifie MaxB au sous-espace fermé {m ∈ MaxA | g−1(0) ⊂ m} de MaxA :
les détails seront laissés aux soins du lecteur.

Exercice 1.46. (i) Déterminer SpecZ (avec sa topologie).
(ii) Soit K un corps algébriquement clos. Donner une description de l’espace topolo-

gique SpecK[T ].
(iii) Plus généralement, décrire SpecK[T ] si K est un corps parfait.
(iv) Soient K un corps, E une extension algébrique purement inséparable de K. Mon-

trer que l’inclusion i : K[T ]→ E[T ] induit un homéomorphisme

Spec i : SpecE[T ]
∼→ SpecK[T ].

(Les généralités fondamentales sur les corps parfaits et les extensions purement insépa-
rables de corps sont rappelées dans la section suivante 1.4.)
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Exercice 1.47. Soient K un corps algébriquement clos, n,m ∈ N, et

f : K[X1, . . . , Xn]→ K[Y1, . . . , Ym]

un homomorphisme de K-algèbres. Donc f(a) = a pour toute constante a ∈ K, et f est
déterminé par les polynômes (Pi(Y1, . . . , Ym) := f(Xi) | i = 1, . . . , n).

(i) Montrer que, malgré la discussion ci-dessus, f induit une application

Max f : MaxK[Y1, . . . , Ym]→ MaxK[X1, . . . , Xn] m 7→ f−1m.

(ii) Les identifications Kn ≃ MaxK[X1, . . . , Xn] et Km ≃ MaxK[Y1, . . . , Ym] données
par le Nullstellensatz permettent d’interpréter Max f comme une application ϕ : Km →
Kn. Montrer que

ϕ(a) = (P1(a), . . . , Pn(a)) ∀a := (a1, . . . , am) ∈ Km.

Définition 1.48. (i) Soit A un anneau. Les idéaux

J (A) :=
⋂

m∈Max(A) m et N (A) :=
⋂

p∈Spec(A) p

sont appelés respectivement le radical de Jacobson et le radical nilpotent (ou nilradical)
de A. (Si A = {0}, on pose J (A) = N (A) = {0}.)

(ii) On dit que A est réduit si N (A) = 0.
(iii) On dit que A est local, si J (A) est un idéal maximal ; évidemment cela revient

à dire que J (A) est l’unique idéal maximal de A. On écrira aussi parfois

(A,m)

pour désigner le couple d’un anneau local A et de son idéal maximal m.
(iv) On dit que A est semi-local, si Max(A) est un ensemble fini.

Exemple 1.49. Si A = C (T ) avec T un espace topologique compact et séparé, le
théorème 1.28 montre qu’un élément f ∈ A appartient à J (A) ⇔ f(t) = 0 pour tout
t ∈ T ⇔ f = 0 ; donc J (A) = 0 (et a fortiori, aussi N (A) = 0).

Théorème 1.50. Soient A ̸= 0 un anneau, et f ∈ A. Alors :
(i) f ∈J (A) si et seulement si 1− af ∈ A× pour tout a ∈ A.
(ii) N (A) est l’ensemble des éléments nilpotents de A.

Démonstration. (i) : Si f ∈J (A) et a ∈ A, aucun idéal maximal de A ne contient 1−af
(car si m ∈ MaxA et 1− af ∈ m, on aurait 1 = (1− af) + af ∈ m, ce qui est absurde).
Par le corollaire 1.35(ii) on déduit que 1− af est inversible.

D’autre part, si m ∈ MaxA et f /∈ m, alors la classe f̄ ∈ A/m de f est ̸= 0, et puisque
A/m est un corps (proposition 1.5(ii)), il existe a ∈ A dont la classe ā ∈ A/m satisfait
f̄ · ā = 1̄. Ainsi 1− af ∈ m, en particulier, 1− af /∈ A×.

(ii) : Si f est nilpotent, il existe n ∈ N tel que fn = 0, donc fn ∈ p pour tout idéal
premier p de A, d’où f ∈ p. D’autre part, si f ∈ A n’est pas nilpotent, notons

Sf := {fn |n ∈ N}.

Soit E l’ensemble des idéaux I ⊂ A tels que I ∩ Sf = ∅. On munit E de la relation
d’ordre donnée par inclusion d’idéaux. Puisque 0 /∈ Sf , on a {0} ∈ E, donc E ̸= ∅. Si
(Iλ |λ ∈ Λ) est une famille totalement ordonnée d’éléments de E avec Λ ̸= ∅, l’idéal⋃
λ∈Λ Iλ est aussi un élément de E. Par le lemme de Zorn, on déduit que E possède un

élément maximal I. Montrons que I est un idéal premier de A. En effet, soient x, y ∈ A\I ;
par maximalité de I on a I +Ax, I +Ay /∈ E, i.e. il existe n,m ∈ N, a, a′ ∈ A et b, b′ ∈ I
tels que fn = ax + b, fm = a′y + b′. Donc, fm+n = aa′xy + axb′ + ba′y + bb′ /∈ I . Par
suite aa′xy /∈ I, et alors xy /∈ I, d’où l’assertion. Par construction, f /∈ I, et on conclut
que f /∈ N (A). □
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Corollaire 1.51. Soient A un anneau, I ⊂ A un idéal, et π : A → A/I la projection
canonique. Alors on a :

(i) Specπ : SpecA/I → SpecA est un homéomorphisme ⇔ I ⊂ N (A).
(ii) Maxπ : MaxA/I → MaxA est un homéomorphisme ⇔ I ⊂J (A).

Démonstration. Cela découle aussitôt de la remarque 1.45(i,iii). □

Exercice 1.52. Soient A un anneau, et n ∈ N.
(i) Soit aussi P (T ) := a0 + a1T + · · ·+ akT

k ∈ A[T ] un polynôme. Montrer que :
(a) P est inversible dans A[T ] ⇔ a0 ∈ A× et a1, . . . , ak ∈ N (A).
(b) P est un diviseur de zéro dans A[T ] ⇔ il existe b ∈ A \ {0} tel que b · P = 0.

(ii) Pour tout idéal I ⊂ A, soit I[T1, . . . , Tn] := I ·A[T1, . . . , Tn]. Déduire de (i) que

J (A[T1, . . . , Tn]) = N (A[T1, . . . , Tn]) = N (A)[T1, . . . , Tn].

Donc, J (A[T1, . . . , Tn]) = 0 si N (A) = 0 (voir aussi les exercices 6.22 et 6.86).
(iii) Soit A[[T•]] l’anneau des séries formelles des indéterminées T• := (T1, . . . , Tn), à
coefficients dans A. Montrer que J (A[[T•]]) = J (A) · A[[T•]] + T•A[[T•]]. En déduire
que pour tout n ∈ MaxA[[T•]] on a m := A ∩ n ∈ MaxA et n = m+ T•A[[T•]].

1.3.3. Intersections et réunions d’idéaux. Soient A un anneau, I ⊂ A un idéal ; on rap-
pelle la définition (déjà mentionnée au §1.3.1) du radical de I :

rad(I) :=
⋃
n∈N{f ∈ A | fn ∈ I}.

Il s’agit d’un idéal de A : en effet, soient f, g ∈ A et n ∈ N \ {0} tels que fn, gn ∈ I ; par
suite (f + g)2n−1 =

∑2n−1
k=0

(
2n−1
k

)
fkg2n−k−1 ∈ I, car max(k, 2n− 1−k) ≥ n. On dit que

I est un idéal radical si I = rad(I).

Corollaire 1.53. Avec les notations ci-dessus, on a rad(I) =
⋂

p∈V (I) p.

Démonstration. (Si I = A, on a V (I) = ∅, et l’intersection d’une famille vide d’idéaux
de A est A.) Soit π : A → A/I la projection canonique ; on voit aisément que rad(I) =
π−1N (A/I). Compte tenu du théorème 1.50(ii), on déduit que rad(I) =

⋂
p∈SpecA/I π

−1p.
Mais {π−1p | p ∈ SpecA/I} est précisément l’ensemble des idéaux premiers de A qui
contiennent I (voir le lemme 1.7), d’où l’assertion. □

Exemple 1.54. Pour tout t ∈ [0, 1], soit It ⊂ C ([0, 1]) l’ensemble des fonctions f :
[0, 1]→ R telles que f−1(0) est un voisinage de t. Evidemment It est un idéal de C ([0, 1]),
et on voit aisément que rad(It) = It. Par le corollaire 1.53, il s’ensuit que It est l’inter-
section des idéaux premiers qui le contiennent ; mais par le théorème 1.28, le seul idéal
maximal contenant It est l’idéal mt des fonctions qui s’annulent au point t, et évidemment
It ⊊ mt. On conclut qu’il existe des idéaux premiers p de C ([0, 1]) tels que It ⊂ p ⊂ mt.
Cela fournit une solution rapide au problème 1.44, qui pourtant ne nous renseigne en
rien sur la nature de ces idéaux premiers p.

Lemme 1.55. Soient A un anneau, I1, . . . , Ik ⊂ A des idéaux, p ⊂ A un idéal premier
tel que

⋂k
i=1 Ii ⊂ p. Alors il existe i ∈ {1, . . . , k} tel que Ii ⊂ p.

Démonstration. Supposons que I1, . . . , Ik ⊈ p ; pour tout i = 1, . . . , k, on trouve alors
ai ∈ Ii \ p, d’où a1 · · · ak ∈

⋂k
i=1 Ii \ p, car p est premier. □

Remarque 1.56. Le lemme 1.55 nous permet de justifier quelques-unes des assertions
géométriques mentionnées au §1.3.1 :

(i) On a vu que pour tout idéal I ⊂ A, la partie V (I) := {p ∈ SpecA | I ⊂ p} est
fermée dans SpecA, et toute partie fermée de SpecA est de cette forme (comparer avec
la notation du §1.3.1). Avec le corollaire 1.53, il vient :

I ⊂ J ⇒ rad(I) ⊂ rad(J) ⇔ V (J) ⊂ V (I).
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(ii) Pour toute suite finie I1, . . . , Ik d’idéaux de A, on déduit :⋃k
i=1 V (Ii) = V (

⋂k
i=1 Ii).

En effet, l’inclusion V (Ij) ⊂ V (
⋂k
i=1 Ii) pour tout j = 1, . . . , k suit aussitôt de (i) ;

réciproquement, soit p ∈ V (
⋂k
i=1 Ii) ; cela veut dire que

⋂k
i=1 Ii ⊂ p, et le lemme 1.55

implique qu’il existe i ∈ {1, . . . , k} tel que Ii ⊂ p, i.e. p ∈ V (Ii).
(iii) Notons aussi que si p ⊂ A est un idéal premier et si p ∈ V (I), on a I ⊂ p, d’où
V (p) ⊂ V (I) ; donc, toute partie fermée de SpecA qui contient p contient aussi V (p), i.e.
V (p) est l’adhérence de {p} dans SpecA. Par suite V (p) est irréductible : car si Z1 et
Z2 sont deux parties fermées de SpecA telles que V (p) = Z1 ∪ Z2, on a soit p ∈ Z1, soit
p ∈ Z2, d’où, soit V (p) ⊂ Z1, soit V (p) ⊂ Z2.
(iv) Plus précisément, V (I) = V (rad(I)), et V (I) est une partie irréductible de SpecA

si et seulement si rad(I) est un idéal premier. En effet, la condition est suffisante, par
(iii). De l’autre côté, soient f, g ∈ A avec fg ∈ rad(I) ; il vient :

V (I) ⊂ V (Afg) = V (Af) ∪ V (Ag).

Or, si V (I) est irréductible, il est contenu déjà dans V (Af) ou V (Ag) ; disons V (I) ⊂
V (Af) ; donc, f ∈ rad(I), par (i). Cela montre que rad(I) est premier.

(v) Soient I, J ⊂ A deux idéaux ; noter que (I ∩ J)2 ⊂ IJ ⊂ I ∩ J , et évidemment
rad((I ∩ J)2) = rad(I ∩ J). Avec (i), lemme 1.55 et corollaire 1.53 il vient :

rad(I) ∩ rad(J) = rad(I ∩ J) = rad(IJ).

Cela se voit aussi aisément par un argument direct (exercice !).

Exercice 1.57. Montrer qu’un anneau A est intègre ⇔ A est réduit et SpecA est
irréductible.

Proposition 1.58. Soient A un anneau, I, p1, p2, . . . , pn ⊂ A des idéaux (n ≥ 2), avec
p3, . . . , pn ∈ SpecA et I ⊂

⋃n
i=1 pi. Alors il existe i ∈ {1, . . . , n} tel que I ⊂ pi.

Démonstration. On peut supposer que pi ̸⊈ pj pour tout i ̸= j. Montrons, par récurrence
sur n, que si I ̸⊈ pi pour tout i = 1, . . . , n, alors il existe x ∈ I \

⋃n
i=1 pi.

Si n = 2, l’hypothèse veut dire qu’il existe x1 ∈ I \ p1 et x2 ∈ I \ p2 ; or, si x1 /∈ p2, on
peut prendre x := x1, et si x2 /∈ p1, on peut prendre x := x2. Si x1 ∈ p2 et x2 ∈ p1, on
peut prendre x := x1 + x2.

Soit n > 2 ; par récurrence on sait déjà qu’il existe y ∈ I \
⋃n−1
i=1 pi, et comme

I, p1, . . . , pn−1 ̸⊂ pn, on trouve z1, . . . , zn ∈ A avec zi ∈ pi \ pn pour i = 1, . . . , n− 1, et
zn ∈ I \ pn. On pose z := z1 · · · zn ; on a z ∈ I ∩ p1 ∩ · · · ∩ pn−1 \ pn car pn est premier.
Or, si y /∈ pn, on prendra x := y, et si y ∈ pn, on prendra x := y + z. □

Exercice 1.59. Soient A un anneau, x ∈ A, et I, p1, . . . , pn ⊂ A des idéaux tels que
p2, . . . , pn ∈ SpecA et Ax+ I ̸⊈

⋃n
i=1 pi. Exhiber y ∈ I tel que x+ y /∈

⋃n
i=1 pi.

Lemme 1.60. (Lemme chinois) Soient A un anneau, I1, . . . , Ik ⊂ A des idéaux tels que
Ii + Ij = A pour tout i ̸= j. Alors l’application naturelle

ϕ : A/(I1 ∩ · · · ∩ Ik)→ A/I1 × · · · ×A/Ik
est un isomorphisme d’anneaux. En outre, on a

(∗) I1 ∩ · · · ∩ Ik = I1 · · · Ik.

Démonstration. L’injectivité de ϕ est immédiate. Pour tout i = 1, . . . , k, notons ei :=
(0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) l’élément de

∏k
i=1A/Ii dont les composantes sont toutes nulles, sauf

la i-ème, qui est égale à 1 ; pour vérifier la surjectivité de ϕ, il suffit de montrer que
ei ∈ Im(ϕ) pour tout i = 1, . . . , k. Or, pour chaque j ̸= i il existe xj ∈ Ii et yj ∈ Ij tels
que xj + yj = 1. On voit aisément que ϕ(

∏
j ̸=i yj) = ei.
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Ensuite, remarquons que si J1, J2, J3 ⊂ A sont trois idéaux tels que Ji + Jj = A pour
tout 1 ≤ i < j ≤ 3, alors J1 + J2J3 = A ; en effet, on a :

A = (J1 + J2) · (J1 + J3) ⊂ J1 + J2J3 ⊂ A.
On vérifie l’identité (∗) par récurrence sur k ≥ 2. Si k = 2, par hypothèse il existe a ∈ I1
et b ∈ I2 tels que a+ b = 1 ; or, si x ∈ I1∩ I2 il vient x = x · (a+ b) = xa+xb ∈ I1I2, d’où
I1∩I2 ⊂ I1I2, et l’inclusion réciproque est triviale. Soit maintenant k ≥ 2, supposons que
l’identité (∗) soit connue pour toute suite d’idéaux I1, . . . , Ik ⊂ A tels que Ii + Ij = A
pour tout i ̸= j, et soit I1, . . . , Ik+1 ⊂ A une suite d’idéaux vérifiant la même condition.
On pose I ′j := Ij pour j = 1, . . . , k − 1 et I ′k := IkIk+1. Par l’observation ci-dessus, on a
encore I ′i + I ′j = A pour tout 1 ≤ i < j ≤ k, et on vient de voir aussi que I ′k = Ik ∩ Ik+1.
Par hypothèse de récurrence, il s’ensuit que

I1 ∩ · · · ∩ Ik+1 = I ′1 ∩ · · · I ′k−1 ∩ I ′k = I ′1 · · · I ′k = I1 · · · Ik+1

et la preuve est achevée. □

Exercice 1.61. Soit A ̸= 0 un anneau ; on munit SpecA de l’ordre partiel tel que p ≤ q
⇔ p ⊂ q, pour tout p, q ∈ SpecA.

(i) Montrer que la partie MinA des éléments minimaux de SpecA est non vide.
(ii) Plus précisément, montrer que tout p ∈ SpecA contient un élément de MinA.

(iii) En déduire que N (A) =
⋂

p∈MinA p.

1.4. Théorie élémentaire des corps. Les corps sont les anneaux les plus simples, et
une certaine familiarité avec la théorie des corps est une condition préalable indispensable
pour pouvoir aborder l’étude de l’algèbre commutative ; on rassemble ici les résultats
fondamentaux sur les corps que l’on utilisera librement dans notre cours. La théorie
élémentaire des corps concerne principalement la classification des extensions d’un corps
fixé K, i.e. des homomorphismes d’anneaux f : K → E de K vers un autre corps E.
Noter qu’un tel f est toujours injectif, donc il identifie K avec un sous-corps de E ; en
outre, E est naturellement une K-algèbre via f .

Définition 1.62. Soient K ⊂ E une extension de corps, et x ∈ E.
(i) On dit que x est algébrique sur K s’il existe P ∈ K[X] \ {0} tel que P (x) = 0.

(ii) Soit F ⊂ E la partie des éléments de E algébriques sur K. On dit que E est une
extension algébrique (resp. transcendante) de K, si F = E (resp. si F ̸= E). Si F = K,
on dit que K est algébriquement fermé dans E.
(iii) Le degré de E sur K est la dimension du K-espace vectoriel E, notée :

[E : K] ∈ N ∪ {+∞}.

Exercice 1.63. Soient K ⊂ K ′ ⊂ K ′′ deux extensions de corps. Montrer que :

[K ′′ : K] = [K ′ : K] · [K ′′ : K ′].

Remarque 1.64. (i) Dans la situation de la définition 1.62, soit Σ une partie de E ;
on notera par K[Σ] (resp. K(Σ)) l’intersection de tous les sous-anneaux (resp. de tous
les sous-corps) de E contenant K et Σ. Evidemment K[Σ] est la plus petite K-sous-
algèbre de E contenant Σ, et K(Σ) est la plus petite extension de K contenue dans E
et contenant Σ. Si Σ = {x1, . . . , xn}, on notera cette K-sous-algèbre (resp. cette sous-
extension de K) aussi par K[x1, . . . , xn] (resp. par K(x1, . . . , xn)). On dit que E est une
extension monogène (resp. finiment engendrée) de K s’il existe x ∈ E tel que E = K(x)
(resp. s’il existe une partie finie Σ ⊂ E telle que E = K(Σ)).

(ii) Soit x ∈ E algébrique sur K ; alors la partie I := {Q ∈ K[X] |Q(x) = 0} est un
idéal premier ̸= 0, car elle est le noyau de l’homomorphisme de K-algèbres f : K[X] →
K[x] tel que f(X) = x. Donc I est maximal, engendré par un unique polynôme unitaire
P , appelé le polynôme minimal de x sur K (exemple 1.2(ii) et exercice 1.8), et on voit
aussitôt que P est irréductible dans K[X].
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Proposition 1.65. Soient K ⊂ E une extension de corps, x ∈ E, et F ⊂ E la partie
des éléments algébriques sur K. Alors :

(i) x ∈ F ⇔ K[x] est un K-espace vectoriel de dimension finie ⇔ K[x] = K(x).
(ii) Pour toute partie finie Σ ⊂ F on a [K(Σ) : K] < +∞.
(iii) F est un sous-corps de E, appelé la fermeture algébrique de K dans E.
(iv) F est algébriquement fermé dans E.
(v) Pour toute partie Σ ⊂ F on a K(Σ) = K[Σ].

Démonstration. (i) : Soit f : K[X]→ E l’homomorphisme de K-algèbres tel que f(X) =
x ; évidemment Im(f) = K[x], et Ker f = P · K[X] pour quelque P ∈ K[X] (exemple
1.2(ii)). Ainsi f induit un isomorphisme K[X]/(P )

∼→ K[x] et on a :

x ∈ F ⇔ P ̸= 0⇔ Ker(f) ∈ MaxK[X]⇔ K[X]/(P ) est un corps.

(remarque 1.64(ii) et proposition 1.5(ii)). En outre, si P = Xn + a1X
n−1 + · · · + an, le

quotient K[X]/(P ) est un K-espace vectoriel de dimension n (avec une base formée des
classes de 1, X, . . . ,Xn−1), d’où les équivalences souhaitées.

(ii) : On raisonne par récurrence sur la cardinalité n de Σ. Si n = 1, l’assertion découle
de (i) ; soit alors n > 1, et supposons que l’assertion soit déjà connue pour toute partie
de F de cardinalité n − 1. Choisissons x ∈ Σ, et soit Σ′ := Σ \ {x} ; évidemment x est
algébrique sur K(Σ′), donc [K(Σ) : K(Σ′)] < +∞ ; d’autre part, par hypothèse on a
[K(Σ′) : K] < +∞, et il suffit alors d’invoquer l’exercice 1.63.

(iii) : Soient x, y ∈ F \ {0} ; d’après (ii) on a [K(x, y) : K] < +∞ ; mais

K(xy),K(x−1),K(x+ y) ⊂ K(x, y)

donc xy, x−1, x+ y ∈ F , par (i), et évidemment K ⊂ F , d’où l’assertion.
(iv) : Soit y ∈ E algébrique sur F ; ainsi, il existe P ∈ F [X] avec P (y) = 0. Soient

P = Xn + a1X
n−1 + · · · + an avec a1, . . . , an ∈ F , et E′ := K(a1, . . . , an) ; d’après (ii),

il vient [E′ : K] < +∞, et y est algébrique sur E′, donc [E′(y) : E′] < +∞. Par suite,
[K(y) : K] ≤ [E′(y) : K] < +∞ (exercice 1.63), d’où y ∈ F , d’après (i).

(v) : Pour tout x ∈ K(Σ) il existe une partie finie ∆ ⊂ Σ avec x ∈ K(∆), et on
se ramène aussitôt à vérifier que K(∆) = K[∆]. Cela découle de (i) et d’une simple
récurrence sur la cardinalité de ∆ : les détails sont laissés aux soins du lecteur. □

Remarque 1.66. (i) Soient K ⊂ E et E ⊂ F des extensions algébriques de corps ; alors
l’extension composée K ⊂ F est algébrique. En effet, soit x ∈ F , et notons par P ∈ E[X]
le polynôme minimal de x ; il existe une partie finie Σ ⊂ E telle que P ∈ K(Σ)[X],
et x est alors algébrique sur K(Σ). Par suite, [K(x) : K] ≤ [K(x,Σ) : K] = [K(x,Σ) :
K(Σ)]·[K(Σ) : K] < +∞ (proposition 1.65(i,ii)), donc x est algébrique surK (proposition
1.65(i)).

(ii) Soient K ⊂ E une extension de corps, et F1, F2 ⊂ E des sous-corps. On notera
par F1F2 ⊂ E le plus petit sous-corps de E contenant F1 et F2. Si F1 est une extension
algébrique de K, et K ⊂ F2, alors F1F2 est une extension algébrique de F2. En effet,
évidemment F1F2 = F2(F1), donc il suffira de montrer que chaque x ∈ F1 est algébrique
sur F2 (proposition 1.65(iii)) ; mais cela est clair, car x est algébrique sur K, et K ⊂ F2.

(iii) Dans la situation de (ii), si F1 et F2 sont des extensions algébriques de K, il en
est de même pour F1F2 : cela découle aussitôt de (i) et (ii).

Définition 1.67. Soient K un corps, P ∈ K[X] \K, et E une extension de K.
(i) E est un corps de décomposition de P s’il existe a1, . . . , ak ∈ E (avec ai ̸= aj

pour tout i ̸= j) et d1, . . . , dk ∈ N \ {0} tels que P =
∏k
i=1(X − ai)di dans E[X], et

E = K(a1, . . . , ak). Pour i = 1, . . . , k, on appelle di la multiplicité de la racine ai.
(ii) On dit que K est algébriquement clos s’il est le corps de décomposition de tout

Q ∈ K[X] \ K. On dit que E est une clôture algébrique de K s’il est une extension
algébrique de K et s’il est algébriquement clos.
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Exercice 1.68. (i) Montrer que tout P ∈ K[X] \K a un corps de décomposition E, et
que [E : K] divise degX(P )!.

(ii) Soit K ⊂ E une extension algébrique. Montrer que E est une clôture algébrique
de K si et seulement si chaque polynôme irréductible de K[X] admet un corps de dé-
composition contenu dans E.

Proposition 1.69. Soient f : K1
∼→ K2 un isomorphisme de corps, P1 := a0X

n +
· · · + an ∈ K1[X] \ K1, et E1 (resp. E2) un corps de décomposition de P1 (resp. de
P2 :=

∑n
i=0 f(ai)X

n−i). Alors f se prolonge en un isomorphisme de corps E1
∼→ E2.

Démonstration. Montrons d’abord :

Affirmation 1.70. Pour i = 1, 2 soit xi ∈ Ei avec Pi(xi) = 0. Si P1 est irréductible dans
K1[X], f se prolonge en un isomorphisme K1(x1)

∼→ K2(x2) avec x1 7→ x2.
Preuve : Cela est clair, car sous ces hypothèses P2 est irréductible dans K2[X], et par
suite, pour i = 1, 2 on a un isomorphisme de Ki-algèbres Ki[X]/(Pi)

∼→ Ki(xi) tel que
X 7→ xi : voir la preuve de la proposition 1.65(i). ♢

On raisonne par récurrence sur le degré n de P1. L’assertion est triviale si n = 1.
Soit alors n > 1, et supposons que l’assertion soit déjà connue pour tout polynôme
de degré < n ; soit Q1 :=

∑m
i=0 biX

n−i un facteur irréductible de P1, et posons Q2 :=∑m
i=0 f(bi)X

m−i. Pour i = 1, 2, choisissons xi ∈ Ei avec Qi(xi) = 0, et soit K ′i := K(xi) ;
d’après l’observation 1.70, f se prolonge en un isomorphisme f ′ : K ′1

∼→ K ′2 avec f ′(x1) =
x2. Evidemment pour i = 1, 2 il existe Ri ∈ K ′i[X] tel que Pi = (X−xi) ·Ri dans K ′i[X],
et Ei est un corps de décomposition de Ri ; par hypothèse de récurrence, f ′ se prolonge
alors en un isomorphisme E1

∼→ E2. □

Théorème 1.71. (i) Tout corps K admet une clôture algébrique K.
(ii) Pour toute extension algébrique de corps K → E il existe un homomorphisme de

K-algèbres E → K.
(iii) K est unique, à isomorphisme de K-algèbres près.
(iv) Plus précisément, si E est une autre clôture algébrique de K, tout homomorphisme

de K-algèbres ϕ : E → K est un isomorphisme.

Démonstration. (i) : Pour tout entier n > 1 soit Σn ⊂ K[X] l’ensemble des polynô-
mes unitaires irréductibles de degré n. Pour tout f ∈ Σn, soient X1,f , . . . , Xn,f des
indéterminées ; disons que :

f = Xn + af,1X
n−1 + · · ·+ af,n et

∏n
i=1(X −Xi,f ) = Xn + Pf,1X

n−1 + · · ·+ Pf,n

avec af,1, . . . , af,n ∈ K et Pf,1, . . . , Pf,n ∈ K[X1,f , . . . , Xn,f ], et pour i = 1, . . . , n posons
Qf,i := af,i − Pf,i. Soit en outre

A := K[X1,f , . . . , Xn,f |n > 1, f ∈ Σn]

et notons I ⊂ A l’idéal engendré par
⋃
n∈N

⋃
f∈Σn{Qf,i | i = 1, . . . , n}. Vérifions que

1 /∈ I. En effet, supposons par l’absurde qu’il existe f1, . . . , fk ∈ Σ, j1, . . . , jk ∈ N et
a1, . . . , ak ∈ A tels que Qf1,ji · a1 + · · · + Qfk,jk · ak = 1 ; il existe une partie finie
S ⊂ N \ {0, 1}, et pour tout n ∈ S une partie finie ∆n ⊂ Σn tels que

f1, . . . , fk ∈
⋃
n∈S ∆n et a1, . . . , ak ∈ A′ := K[X1,f , . . . , Xn,f |n ∈ S, f ∈ ∆n].

Soit en outre I ′ ⊂ A′ l’idéal engendré par Q :=
⋃
n∈S

⋃
f∈∆n{Qf,i | i = 1, . . . , n}, de sorte

que 1 ∈ I ′. Soit E un corps de décomposition de
∏
f∈∆ f ∈ K[X] (exercice 1.68(i)) ; ainsi,

pour tout n ∈ S et tout f ∈ ∆n il existe y1,f , . . . , yn,f ∈ E tels que f =
∏n
i=1(X − yi,f )

dans E[X]. Soit alors ϕ : A′ → E l’homomorphisme de K-algèbres tel que ϕ(Xi,f ) := yi,f
pour tout n ∈ S, tout f ∈ ∆n, et tout i = 1, . . . , n. Par construction, ϕ(Qf,i) = 0 pour
tout Qf,i ∈ Q ; i.e. I ′ ⊂ Ker(ϕ), contradiction.
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Soient m ∈ MaxA avec I ⊂ m (corollaire 1.35(i)) et K := A/m. Par construction,
les classes ξ1,f , . . . , ξn,f ∈ K de X1,f , . . . , Xn,f sont algébriques sur K, pour tout n > 1,
et tout f ∈ ∆n, donc K est une extension algébrique de K (proposition 1.65(iii)) ; en
outre, f =

∏n
i=1(X − ξi,f ) dans K[X], donc K est une clôture algébrique de K (exercice

1.68(ii)).
(ii) : Soit J l’ensemble des couples (F, α), où F est une extension de K contenue dans

E, et α : F → K est un homomorphisme de K-algèbres. On munit J de l’ordre partiel
tel que (F, α) ≤ (F ′, α′) si F ⊂ F ′ et α est la restriction de α′ sur F . On a J ̸= ∅,
car (K,α0) ∈ J , avec l’inclusion α0 : K → K. En outre, si ((Fλ, αλ) |λ ∈ Λ) est une
partie totalement ordonnée non vide de J , posons F :=

⋃
λ∈Λ Fλ, et soit α : F → K

l’unique homomorphisme de K-algèbres dont la restriction à Fλ coïncide avec αλ, pour
tout λ ∈ Λ ; évidemment (Fλ, αλ) ≤ (F, α) pour tout λ ∈ Λ. D’après le lemme de
Zorn, J admet donc un élément maximal (G, β), et il suffit de vérifier que G = E.
Or, soit par l’absurde x ∈ E \ G, et soit P := Xn + a1X

n−1 + · · · + an ∈ G[X] le
polynôme minimal de x ; posons H := β(G), et choisissons une racine y ∈ K du polynôme
Xn + β(a1)X

n−1 + · · ·+ β(an) ∈ H[X]. D’après l’observation 1.70, β se prolonge en un
homomorphisme β′ : G(x) ∼→ H(y) ⊂ K de K-algèbres, et évidemment (G(x), β′) >
(G, β), contradiction.

(iv) : ϕ identifie E avec un sous-corps de K. Mais l’extension E ⊂ K est algébrique,
et E est algébriquement clos, donc E = K.

(iii) : Soit E une autre clôture algébrique ; d’après (ii) on a un homomorphisme E → K
de K-algèbres, donc l’assertion découle de (iv). □

Définition 1.72. (i) Soient K un corps, P ∈ K[X] \K un polynôme irréductible, E un
corps de décomposition de P . On dit que P est séparable si chaque racine de P dans E
a multiplicité 1. On dit que P est inséparable s’il n’est pas séparable.

(ii) On dit que K est parfait si tout polynôme irréductible de K[X] est séparable.

Exercice 1.73. Soient K un corps, P ∈ K[X] \K, et P ′ ∈ K[X] la dérivée de P (i.e.
si P =

∑n
i=0 aiX

i, alors P ′ =
∑n
i=1 iaiX

i−1). Soit E un corps de décomposition de P .
Montrer l’équivalence des conditions suivantes :

(a) chaque racine de P dans E a multiplicité 1
(b) le plus grand commun diviseur de P et P ′ est 1 dans K[X].

Remarque 1.74. On voit aisément (e.g. avec l’exercice 1.73) que la définition 1.72(i) est
indépendante du choix du corps de décomposition E.

(ii) Soient K,P,E comme dans la définition 1.72(i) ; si P ′ ̸= 0, évidemment P et P ′
n’ont aucun facteur en commun, car P est irréductible et degX P

′ < degX(P ). D’autre
part, si K est de caractéristique 0, on a P ′ ̸= 0 pour tout P ∈ K[X] \ K. Au vu de
l’exercice 1.73, on conclut que tout corps de caractéristique 0 est parfait.

1.4.1. Endomorphisme de Frobenius. Soit ensuite K de caractéristique p > 0 ; on voit
aisément que P ′ = 0 si et seulement s’il existe Q ∈ K[X] tel que P = Q(Xp). Ainsi, pour
tout a ∈ E on a l’équivalence : P (a) = 0⇔ Q(ap) = 0. Noter que (x+ y)p = xp + yp et
(xy)p = xpyp pour tout x, y ∈ K ; i.e. l’application x 7→ xp est un endomorphisme ϕ du
corps K, que l’on appelle de Frobenius. En particulier, ϕ est injectif, et son image est un
sous-corps Kp ⊂ K ; plus généralement, pour tout n ∈ N on notera par Kpn ⊂ K l’image
de ϕn : K → K (telle que x 7→ xp

n

pour tout x ∈ K). En outre, soit K une clôture
algébrique K, et noter que l’endomorphisme de Frobenius ϕ de K est un isomorphisme,
donc ses puissances ϕn : K → K sont définies pour tout n ∈ Z ; on dénote alors par
Kp−n ⊂ K l’image de ϕ−n, pour tout n ∈ N ; posons aussi Kp−∞ :=

⋃
n∈NK

p−n . Avec le
théorème 1.71(iii) on voit aisément que Kp−n est une extension de K indépendante du
choix de K, à isomorphisme unique de K-algèbres près, pour tout n ∈ N∪ {∞}. On a le
critère suivant :
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Proposition 1.75. Un corps K de caractéristique p > 0 est parfait ⇔ K = Kp.

Démonstration. Si a ∈ K \Kp, montrons que P := Xp − a est irréductible dans K[X] :
car si b est une racine de P dans son corps de décomposition, on a bp = a, d’où P =
(X − b)p, et tout facteur irréductible de P dans K[X] est de la forme Q := (X − b)i avec
1 ≤ i ≤ p. Mais noter que le coefficient de Q en degré i − 1 est −ib ; puisque b /∈ K,
on a alors forcément i = p. Donc, K n’est pas parfait si K ̸= Kp. Ensuite, si K = Kp,
considérons un polynôme irréductible P de K[X] ; si P ′ ̸= 0, on sait que P est séparable
(remarque 1.74(ii) et exercice 1.73). Si P ′ = 0, on a vu qu’il existe Q ∈ K[X] avec
P = Q(Xp) ; mais puisque K = Kp, on a Q =

∑n
i=0 a

p
iX

i pour certains a0, . . . , an ∈ K,
d’où P = (

∑n
i=0 aiX

i)p, contradiction. □

Exercice 1.76. Soient K un corps de caractéristique p > 0, et a ∈ K \Kp. Montrer que
pour tout n ∈ N le polynôme P := Xpn − a est irréductible dans K[X].

Définition 1.77. Soient K ⊂ E une extension algébrique de corps, et x ∈ E.
(i) On dit que x est séparable (resp. inséparable) sur K si le polynôme minimal

P ∈ K[X] de x est séparable (resp. inséparable).
(ii) On dit que x est purement inséparable sur K si la caractéristique de K est p > 0,

et s’il existe n ∈ N \ {0} tel que xp
n ∈ K.

(iii) On dit que E est une extension séparable de K si tout élément de E est séparable
sur K ; sinon, on dit que E est une extension inséparable de K.

(iv) On dit que E est une extension purement inséparable de K si tout élément de E
est purement inséparable sur K.

(v) Soit aussi K une clôture algébrique de K. Le degré de séparabilité de E sur K, est
la cardinalité de K − Alg(E,K), que l’on notera :

[E : K]s.

Remarque 1.78. (i) Evidemment, un corps K est parfait ⇔ toute extension algébrique
de K est séparable. En outre, avec le théorème 1.71(iii) on voit aussitôt que la définition
1.77(v) est indépendante du choix de K.

(ii) Tout corps fini est parfait, car son endomorphisme de Frobenius est injectif, donc
forcément bijectif, et l’assertion découle alors de la proposition 1.75.

(iii) Avec la notation du §1.4.1, évidemment Kp−n est une extension purement insé-
parable de K, pour tout n ∈ N ∪ {∞}.

Exercice 1.79. (i) Soient K ⊂ E une extension algébrique de corps, et x ∈ E. Montrer
que x est séparable sur K ⇔ [K(x) : K]s = [K(x) : K].

(ii) Soient K ⊂ K ′ ⊂ K ′′ deux extensions algébriques de corps. Montrer que :

[K ′′ : K]s = [K ′ : K]s · [K ′′ : K ′]s.

(iii) Soit K ⊂ E une extension de corps de degré fini. Montrer que :

0 < [E : K]s ≤ [E : K].

(iv) Dans la situation de (i), soit p > 0 la caractéristique de K et E. Montrer que x
est séparable sur K si et seulement si x ∈ K(xp).

Théorème 1.80. (i) Soit K ⊂ E une extension de corps de degré fini. Alors E est une
extension séparable de K si et seulement si [E : K]s = [E : K].

(ii) Soient ϕ : K → E et ψ : E → F deux extensions algébriques de corps. Alors ϕ et
ψ sont séparables si et seulement s’il en est de même pour ψ ◦ ϕ : K → F .

(iii) Soient K ⊂ E une extension de corps, et F1, F2 ⊂ E des sous-corps contenant
K, avec F1 algébrique et séparable sur K. Alors :

(a) F1F2 est une extension algébrique séparable de F2.
(b) Si aussi F2 est algébrique et séparable sur K, il en de même pour F1F2.
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Démonstration. (i) : Soit x ∈ E ; d’après les exercices 1.63 et 1.79(ii) on a :

[E : K] = [E : K(x)] · [K(x) : K] et [E : K]s = [E : K(x)]s · [K(x) : K]s.

Or, si [E : K]s = [E : K], compte tenu de l’exercice 1.79(iii) il vient [K(x) : K]s =
[K(x) : K], donc x est séparable sur K, d’après l’exercice 1.79(i). Réciproquement, soit
E séparable sur K, et disons que E = K(x1, . . . , xn) pour une suite finie x1, . . . , xn ∈ E ;
posons E0 := K et Ei := K(x1, . . . , xi) pour i = 1, . . . , n. Afin de vérifier que [E : K]s =
[E : K], on est ramené à montrer que [Ei+1 : Ei]s = [Ei+1 : Ei] pour tout i = 0, . . . , n−1
(encore par les exercices 1.63 et 1.79(ii)). Mais xi+1 est évidemment séparable sur Ei,
car le polynôme minimal de xi+1 sur Ei divise le polynôme minimal de xi+1 sur K ; il
suffit alors d’invoquer l’exercice 1.79(i).

(ii) : Trivialement, si ψ◦ϕ est séparable, il en est de même pour ϕ et ψ. Réciproquement,
si ϕ et ψ sont séparables, montrons que tout x ∈ F est séparable sur K. Pour cela, soit
P := Xn + a1X

n−1 + · · · + an ∈ E[X] le polynôme minimal de x, et posons E′ :=
K(a1, . . . , an). Evidemment x est séparable sur E′, et E′ est une extension séparable de
degré fini de K (proposition 1.79(ii)) ; d’après (i) et les exercices 1.63 et 1.79(ii) il vient :

[E′(x) : K]s = [E′(x) : E′]s · [E′ : K]s = [E′(x) : E′] · [E′ : K] = [E′(x) : K].

Avec (i) on conclut que E′(x) est une extension séparable de K, comme souhaité.
(iii.a) : Puisque F1F2 = F2(F1), il suffit de montrer que pour toute partie finie Σ ⊂

F1 l’extension F2 ⊂ F2(Σ) est séparable. Or, si Σ = {x1, . . . , xn}, posons F2,0 := F2

et F2,i := F2(x1, . . . , xi) pour i = 1, . . . , n ; d’après (ii), on est ramené à vérifier que
l’extension F2,i ⊂ F2,i+1 est séparable pour i = 0, . . . , n−1. Mais d’après (i) et l’exercice
1.79(i), cela revient à montrer que xi+1 est séparable sur F2,i pour i = 0, . . . , n − 1, et
cela est clair, car le polynôme minimal de xi+1 sur F2,i divise le polynôme minimal de x
sur K, et ce dernier est séparable, par hypothèse.

(iii.b) découle aussitôt de (ii) et (iii.a). □

Corollaire 1.81. Soient K ⊂ E une extension algébrique de corps de caractéristique p
quelconque, et F ⊂ E la partie des éléments séparables sur K. Alors :

(i) F est un sous-corps de E, et l’extension F ⊂ E est purement inséparable.
(ii) Si [F : K] < +∞, alors [E : K]s = [F : K].
(iii) Si [E : K] < +∞, il existe e ∈ N tel que [E : F ] = pe (ici on pose 00 := 1).
(iv) E est purement inséparable sur K ⇔ [E : K]s = 1.

On appelle F la fermeture séparable de K dans E.

Démonstration. (i) : Soient x, y ∈ F \{0} ; d’après l’exercice 1.79(i) et le théorème 1.80(i),
les extensions K ⊂ K(x) et K ⊂ K(y) sont séparables, donc de même pour K ⊂ K(x, y)
(théorème 1.80(iii.b)). Par suite, x−1, x+ y, xy ∈ F , et évidemment K ⊂ F , ainsi F est
un sous-corps de E. Si p = 0, on a F = E ; si p > 0, soient a ∈ E, et P ∈ K[X] le
polynôme minimal de a ; soit en outre e ∈ N tel qu’il existe Q ∈ K[X] \ K[Xp] avec
P = Q(Xpe). Puisque P est irréductible dans K[X], il en est de même pour Q, et on a
Q′ ̸= 0, donc Q est séparable ; mais Q(ap

e

) = 0, d’où ap
e ∈ F .

(ii) : Si p = 0, on a F = E par (i), et E est séparable sur K (remarque 1.74(ii)),
d’où l’assertion, d’après le théorème 1.80(i). Si p > 0, soient j : F → E l’inclusion,
et K une clôture algébrique de K ; au vu du théorème 1.80(i) il suffit de vérifier que
[E : K]s = [F : K]s, et cela revient à montrer que j induit une bijection :

(∗) K − Alg(E,K)→ K − Alg(F,K) f 7→ f ◦ j.

La surjectivité de (∗) découle aisément du théorème 1.71(ii). Pour l’injectivité, soient
y ∈ E, et g1, g2 : E → K avec g1 ◦ j = g2 ◦ j ; d’après (i), il existe n ∈ N tel que
a := yp

n ∈ F , et évidemment gi(y) est l’unique racine dans K du polynôme Xpn − gi(a),
pour i = 1, 2. Puisque g1(a) = g2(a), il vient g1(y) = g2(y), CQFD.
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(iii) : Noter d’abord que [E : F ]s = 1, d’après (ii) et l’exercice 1.79(ii), d’où [E : E′]s =
1 pour tout sous-corps E′ ⊂ E contenant F ; d’après (i) et (ii), l’extension E′ ⊂ E est alors
purement inséparable. Soit E = F (x1, . . . , xn), et posons E0 := F et Ei := F (x1, . . . , xi)
pour i = 1, . . . , n ; par suite, chaque extension Ei ⊂ Ei+1 est purement inséparable, et on
est ramené à vérifier que [Ei+1 : Ei] est une puissance entière de p, pour i = 0, . . . , n− 1.
Mais cela est clair, car le polynôme minimal de xi+1 sur Ei est de la forme Xpn −a, avec
n ∈ N et a ∈ Ei (exercice 1.76).

(iv) : Evidemment, si E est purement inséparable sur K, alors [E/K]s = 1 ; l’assertion
réciproque découle aussitôt de (i) et (ii). □

Remarque 1.82. Soient K un corps, et K une clôture algébrique de K.
(i) La fermeture séparable Ks de K dans K est appelée la clôture séparable de K

(dans K). On voit aisément que si E est une deuxième clôture algébrique de K, tout
isomorphisme de K-algèbres K ∼→ E se restreint en un isomorphisme entre Ks et la
fermeture séparable de K dans E ; avec le théorème 1.71(iii), on conclut que la clôture
séparable de K est unique, à isomorphisme de K-algèbres près.

(ii) D’après le corollaire 1.81(i), l’extensionKs ⊂ K est purement inséparable. D’autre
part, on a aussi une tour canonique d’extensions de corps K ⊂ Kperf ⊂ K avec Kperf

purement inséparable sur K, et K séparable sur Kperf . A savoir, si K est de caractéris-
tique 0, on pose Kperf := K. Si K est de caractéristique p > 0, on pose Kperf := Kp−∞ ;
autrement dit, Kperf est la partie des x ∈ K tels qu’il existe n ∈ N avec xp

n ∈ K. On
voit aussitôt que (Kperf)p = Kperf , donc Kperf est un corps parfait (proposition 1.75),
que l’on appelle la perfection de K (dans K).

Problème 1.83. Soit K ⊂ E une extension séparable de corps de degré fini.
(i) Montrer que tout sous-groupe fini du groupe multiplicatif K× est cyclique.

(ii) Si K est un corps infini, soit en outre F une extension algébrique monogène de E
(remarque 1.64(i)). Montrer que l’extension composée K ⊂ F est monogène.
(iii) (Théorème de l’élément primitif) Déduire de (i) et (ii) que E est une extension

monogène de K.

Définition 1.84. On dit qu’une extension algébrique de corps K ⊂ E est normale (ou
que E est normal sur K) si pour tout x ∈ E, le polynôme minimal de x sur K se
decompose dans E[X] en produit de polynômes unitaires de degré un.

Proposition 1.85. Soient f : K → E une extension algébrique de corps, et K une
clôture algébrique de E (et de K). Alors f est une extension normale si et seulement si
tout homomorphisme de K-algèbres g : E → K est la composition d’un automorphisme
E
∼→ E avec l’inclusion j : E → K.

Démonstration. Pour tout x ∈ E, l’élément g(x) ∈ K est une racine du polynôme mini-
mal P de x sur K ; si f est normale, on a donc g(x) ∈ E pour tout tel x, i.e. g = j ◦ h
pour un endomorphisme (injectif) de K-algèbres h : E → E. Vérifions la surjectivité de
h. Pour cela, noter que par hypothèse E contient un corps de décomposition E′ de P , et
évidemment h(E′) ⊂ E′ ; mais [E′ : K] < +∞, et h est K-linéaire, donc h(E′) = E′, et
en particulier x ∈ h(E′) ⊂ h(E).

Réciproquement, supposons que tout g ∈ K − Alg(E,K) soit la composition de j
avec un automorphisme de E, et soient x et P comme ci-dessus ; d’après l’observation
1.70, pour toute racine y ∈ K de P , il existe un homomorphisme unique de K-algèbres
l : K(x)

∼→ K(y) ⊂ K avec l(x) = y, et d’après le théorème 1.71(ii), l se prolonge en un
homomorphisme g : E → K de K(x)-algèbres (où l’on munit K et E des structures de
K(x)-algèbres induites respectivement par l et par l’inclusion K(x) ⊂ E). Par hypothèse,
g = j ◦ h pour un automorphisme de K-algèbre h : E

∼→ E, donc y = h(x) ∈ E ;
cela montre que toute racine de P dans K est déjà dans E, i.e. f est une extension
normale. □
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Théorème 1.86. Soient K ⊂ E une extension de corps, et F1, F2 ⊂ E des sous-corps
contenant K.

(i) Si l’extension K ⊂ F1 est normale, il en est de même pour F2 ⊂ F1F2.
(ii) Si F1 et F2 sont normaux sur K, il en est de même pour F1F2 et F1 ∩ F2.
(iii) Si l’extension K ⊂ E est normale, il en est de même pour l’extension F1 ⊂ E.

Démonstration. L’assertion (iii) est triviale. Soit E une clôture algébrique de E ; évidem-
ment K :={x ∈ E |x est algébrique sur K} est une clôture algébrique de K.

(i) : Soit g : F1F2 → E un homomorphisme de F2-algèbres ; ainsi, la restriction de
g est l’identité sur F2, et puisque F1 est algébrique sur K, on a g(F1) ⊂ K. D’après la
proposition 1.85, il vient alors g(F1) = F1, donc g(F1F2) = g(F1)g(F2) = F1F2. Il suffit
alors d’invoquer encore la proposition 1.85.

(ii) : Soit h : F1F2 → K un homomorphisme de K-algèbres ; d’après la proposition
1.85, on a h(F1) = F1 et h(F2) = F2, donc h(F1F2) = h(F1)h(F2) = F1F2 ; par suite
F1F2 est normal sur K, encore d’après la proposition 1.85. Ensuite, soit x ∈ F1∩F2 ; par
hypothèse, le polynôme minimal P de x sur K se décompose dans F1[X] et dans F2[X] en
produit de polynômes unitaires de degré un ; mais on a au plus une telle décomposition
dans E[X], donc les coefficients de chaque facteur unitaire de P de degré un sont dans
F1 ∩ F2 ; i.e. F1 ∩ F2 est normal sur K. □

Remarque 1.87. (i) Soient K un corps, K une clôture algébrique de K, et E ⊂ K un
sous-corps contenant K. L’ensemble F des extensions normales K ⊂ F avec E ⊂ F ⊂ K
est non vide, car K ∈ F , et en raisonnant comme dans la preuve du théorème 1.86(ii)
on voit que L :=

⋂
F∈F F est le plus petit élément de F (ordonné par inclusion). On

appelle L la fermeture normale de E sur K dans K.
(ii) Dans la situation de (i), soit E = K(a1, . . . , an) pour certains a1, . . . , an ∈ K,

et soit Pi le polynôme minimal de ai sur K, pour i = 1, . . . , n. Alors L est le corps
de décomposition de P := P1 · · ·Pn. En effet, il est clair que le corps de décomposition
F de P est contenu dans L. D’autre part, pour tout homomorphisme g : F → K de
K-algèbres, et toute racine b de P , on a P (g(b)) = 0, donc g(b) ∈ F , et alors F ∈ F
d’après la proposition 1.85, d’où l’assertion. Donc, les extensions normales de degré fini
de K sont les corps de décomposition des polynômes de K[X].

(iii) Dans la situation du théorème 1.86, on peut aussi montrer aisément les assertions
suivantes : (a) si l’extension K ⊂ F1 est purement inséparable, il en est de même pour
F2 ⊂ F1F2 ; (b) si K ⊂ F1 et K ⊂ F2 sont purement inséparables, il en est de même
pour l’extension K ⊂ F1F2 ; (c) si K ⊂ F1 et F1 ⊂ E sont purement inséparables, il en
est de même pour l’extension composée K ⊂ E. Les vérifications détaillées sont confiées
aux soins du lecteur.

(iv) D’autre part, signalons que si K ⊂ F1 et F1 ⊂ E sont des extensions normales,
l’extension composée K ⊂ E n’est pas forcément normale : la situation générale sera
éclaircie au paragraphe suivant.

1.4.2. Théorie de Galois. Soient K un corps, (G, 1G, ·) un groupe ; rappelons que les
caractères de G à valeurs dans K sont les morphismes de groupes G → K×, que l’on
peut voir comme éléments de l’ensemble S(G,K) des applications G→ K, que l’on munit
de sa structure naturelle de K-espace vectoriel (voir l’exemple 1.12(iii), où cet ensemble
est noté KG). L’observation suivante est due à E.Artin :

Proposition 1.88. Tout ensemble fini de caractères du groupe G à valeurs dans K est
une famille libre du K-espace vectoriel S(G,K).

Démonstration. Soit χ1, . . . , χn une suite de n caractères distincts ; on raisonne par ré-
currence sur n. L’assertion est triviale si n = 1 ; soit donc n > 1, et supposons que la
proposition soit déjà connue pour toute famille de caractères de G de cardinalité n− 1.
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Soient a1, . . . , an ∈ K, avec ai ̸= 0 pour au moins un indice i, et tels que :

(∗) a1χ1 + · · ·+ anχn = 0 dans S(G,K).

Quitte à permuter les χi, on peut supposer que a1, a2 ̸= 0. Soit en outre h ∈ G tel que
χ1(h) ̸= χ2(h). L’identité (∗) revient à dire que A(g) := a1χ1(g) + · · · + anχn(g) = 0
pour tout g ∈ G, d’où aussi

B(g) :=
∑n
i=1 aiχi(g)χi(h) =

∑n
i=1 aiχi(gh) = 0 ∀g ∈ G.

Si l’on pose bi := (1− χ1(h)
−1χi(h)) · ai pour tout i = 1, . . . , n, il vient b2 ̸= 0 et :

0 = A(g)− χ1(h)
−1B(g) =

∑n
i=2 biχi(g) ∀g ∈ G

i.e.
∑n
i=2 biχi = 0 dans S(G,K) ; cela contredit l’hypothèse de récurrence. □

Or, soit Γ un groupe d’automorphismes du corps K ; évidemment la partie

KΓ :=
⋂
γ∈Γ{a ∈ K | γ(a) = a}

est un sous-corps de K, que l’on appelle le sous-corps des Γ-invariants, et Γ est alors
un groupe d’automorphismes de la KΓ-algèbre K. Réciproquement, à tout sous-corps
H ⊂ K on peut associer le groupe de Galois de K sur H, noté

Gal(K/H)

défini comme le groupe des automorphismes de la H-algèbre K. Evidemment

H ⊂ KGal(K/H) et Γ ⊂ Gal(K/KΓ).

L’extension H ⊂ K est dite galoisienne si elle est algébrique et si H = KGal(K/H).

Proposition 1.89. Une extension algébrique de corps K ⊂ E est galoisienne si et
seulement si elle est normale et séparable.

Démonstration. Soit Γ := Gal(E/K) ; si E est galoisien sur K, pour tout a ∈ E soit
Qa ∈ K[X] le polynôme minimal de a sur K. Pour tout γ ∈ Γ on a 0 = γ(Qa(a)) =
Qa(γ(a)), donc S(a) := {γ(a) | γ ∈ Γ} est un ensemble fini ; posons

Pa(X) :=
∏
b∈S(a)(X − b).

L’action de Γ sur E se prolonge en une action sur E[X] telle que

γ(
∑n
i=0 ciX

n−i) :=
∑n
i=0 γ(ci)X

n−i ∀γ ∈ Γ, ∀
∑n
i=1 ciX

n−i ∈ E[X]

et noter que γ(Pa) =
∏
b∈S(a)(X − γ(b)) = Pa, donc Pa ∈ E[X]Γ = K[X]. Puisque

Pa(a) = 0, il s’ensuit que Qa divise Pa. D’autre part, puisque Γ permute transitivement
les éléments de S(a), il est clair que pour toute partie T ⊊ S(a), le polynôme

∏
b∈T (X−b)

n’est pas Γ-invariant, i.e. il n’est pas dans K[X] ; par suite, Pa = Qa, et cela montre que
E est une extension normale et séparable de K.

Réciproquement, soit E normal et séparable sur K, et a ∈ KΓ ; fixons une clôture
algébrique K de K, et soit en outre f : K(a) → K un homomorphisme de K-algèbres.
Munissons K et E des structures de K(a)-algèbres induites par f et respectivement par
l’inclusion K(a)→ E ; d’après le théorème 1.71(ii), f se prolonge en un homomorphisme
de K(a)-algèbres g : E → K, et par hypothèse on a g(E) = E, i.e. g ∈ Γ ; mais
alors g(a) = a, donc f = IdK(a). Cela montre que [K(a) : K]s = 1 ; mais K(a) est
une extension séparable de K (théorème 1.80(ii)), donc finalement [K(a) : K] = 1, i.e.
a ∈ K. □

Corollaire 1.90. Soient K ⊂ E une extension séparable de corps, et K une clôture algé-
brique de E. Alors, la fermeture normale F ⊂ K de E sur K est la plus petite extension
galoisienne de K contenue dans K et contenant E (voir la remarque 1.87(i)). On appelle
F la fermeture galoisienne de E sur K dans K.



§ 1.4: Théorie élémentaire des corps 31

Démonstration. On voit aisément que la clôture séparable Ks de K dans K est une
extension normale de K, et par hypothèse E ⊂ Ks. L’assertion découle alors de la
remarque 1.87(i) et de la proposition 1.89. □

Théorème 1.91. Soit Γ un groupe d’automorphismes du corps K, d’ordre fini o(Γ).
Alors [K : KΓ] = o(Γ), Γ = Gal(K/KΓ), et l’extension KΓ ⊂ K est galoisienne.

Démonstration. Disons que Γ = {γ1, . . . , γn}, avec n := o(Γ). Chaque γi induit par
restriction un caractère du groupe G := K× à valeurs dans K ; avec la proposition 1.88,
on déduit aisément que Γ est une famille libre du K-espace vectoriel H := HomKΓ(K,K)
(la loi de multiplication scalaire sur H est telle que (aϕ)(x) := a · (ϕ(x)) pour tout a ∈ K
et tout ϕ ∈ H). Posons m := [K : KΓ] ; si m = +∞, alors m ≥ n. Si m < +∞, on
a dimKΓ H = m2, et d’autre part, m · dimK H = dimKΓ H ; par suite, m = dimK H,
et donc m ≥ n aussi dans ce cas. Supposons par l’absurde que l’inégalité soit stricte ;
ainsi, il existe une famille libre a1, . . . , an+1 dans le KΓ-espace vectoriel K, et noter que
le système d’équations linéaires

(∗) x1 · γi(a1) + · · ·+ xn+1 · γi(an+1) = 0 ∀i = 1, . . . , n

admet une solution non triviale x• ∈ Kn+1, car le nombre d’inconnues est supérieur au
nombre d’équations. Choisissons une solution non triviale avec un nombre minimal r de
termes non nuls ; quitte à permuter les éléments ai, on peut supposer que cette solution
soit de la forme (b1, . . . , br, 0, . . . , 0) avec b1, . . . , br ̸= 0, et noter que r > 1, car sinon on
aurait b1γ1(a1) = 0, d’où b1 = 0. On peut en outre supposer que br = 1, quitte à remplacer
chaque bj par b−1r bj . Noter aussi qu’il existe au moins un indice j ∈ {1, . . . , r − 1} avec
bj /∈ KΓ, car sinon on aurait la relation KΓ-linéaire b1a1 + · · · + brar = 0, et cela est
absurde, car a1, . . . , an est une famille libre. Quitte à permuter a1, . . . , ar−1, on peut ainsi
supposer que b1 /∈ KΓ, et on trouve alors k ∈ {1, . . . , n} avec γk(b1) ̸= b1. On déduit :∑r

j=1 γk(bj) · γi(aj) = γk
(∑r

j=1 bj · γ
−1
k ◦ γi(aj)

)
= 0 ∀i = 1, . . . , n.

Posons cj := bj − γk(bj) pour j = 1, . . . , r, et noter que c1 ̸= 0 et cr = 0 ; il vient :∑r−1
j=1 cj · γi(aj) = 0 ∀i = 1, . . . , n

et la suite (c1, . . . , cr−1, 0, . . . , 0) est alors une solution non triviale du système (∗) ayant
au plus r−1 termes non nuls, contradiction. Cela achève de montrer que [K : KΓ] = o(Γ) ;
avec l’exercice 1.79(iii) et le théorème 1.80(i) on déduit aussitôt que Γ = Gal(K/KΓ),
d’où trivialement KΓ = KGal(K/KΓ). □

Corollaire 1.92. (Correspondance de Galois) Soient K ⊂E une extension de corps
galoisienne de degré fini, et Γ := Gal(E/K). Soient aussi S (Γ) l’ensemble des sous-
groupes de Γ, et T (E/K) l’ensemble des sous-corps de E contenant K. On a :

(i) L’association ∆ 7→ E∆ établit une bijection E(−) : S (Γ)
∼→ T (E/K).

(ii) La réciproque de E(−) est la bijection T (E/K)
∼→ S (Γ) : F 7→ Gal(E/F ).

(iii) [E : E∆] = o(∆) pour tout ∆ ∈ S (Γ) (o(∆) dénote ici l’ordre du groupe ∆).
(iv) ∆ ⊂ Γ est un sous-groupe normal ⇔ K ⊂ E∆ est une extension galoisienne.
(v) Si ∆ ⊂ Γ est un sous-groupe normal, on a un isomorphisme de groupes :

Γ/∆
∼→ Gal(E∆/K).

Démonstration. Soit F ∈ T (E/K) ; d’après la proposition 1.89 et les théorèmes 1.80(ii)
et 1.86(iii), l’extension F ⊂ E est galoisienne, i.e. F = EGal(E/F ). D’autre part, pour
tout ∆ ∈ S (Γ), on a ∆ = Gal(E/E∆) et [E : E∆] = o(∆), d’après le théorème 1.91 ;
cela achève de montrer (i), (ii) et (iii).

(iv) : Soient ∆ ⊂ Γ un sous-groupe normal, K une clôture algébrique de E, et f :
E∆ → K un homomorphisme de K-algèbres ; munissons K et E des structures de E∆-
algèbres induites par f et respectivement par l’inclusion E∆ ⊂ E. D’après le théorème
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1.71(ii), f se prolonge en un homomorphisme g : E → K de E∆-algèbres, et d’après les
propositions 1.85 et 1.89, g est la composition d’un automorphisme γ ∈ Gal(E/K) avec
l’inclusion E → K. Or, soient x ∈ E∆ et δ ∈ ∆ ; par hypothèse, δ′ := γ−1 ◦ δ ◦ γ ∈ ∆,
d’où :

δ(f(x)) = δ ◦ γ(x) = γ ◦ δ′(x) = γ(x) = f(x).

Ainsi, f(x) ∈ E∆ pour tout tel x ; i.e. f est la composition d’un endomorphisme f :
E∆ → E∆ avec les inclusions E∆ ⊂ E ⊂ K, et f est un automorphisme, car il est
injectif, K-linéaire, et [E∆ : K] < +∞. Avec la proposition 1.85, cela achève de montrer
que l’extension K ⊂ E∆ est normale, donc même galoisienne.

Réciproquement, soient F ∈ T (E/K) galoisien sur K, et γ ∈ Γ ; d’après les proposi-
tions 1.85 et 1.89, on a γ(F ) = F , d’où un homomorphisme de groupes Γ→ Gal(F/K) :
γ 7→ γ|F , dont le noyau est Gal(E/F ) ; ainsi, ce dernier est un sous-groupe normal de Γ,
et au vu de (i) et (ii), cela achève la preuve de (iv).

(v) : La preuve de (iv) nous fournit déjà un homomorphisme injectif de groupes
Γ/∆→ Gal(E∆/K) ; d’autre part, avec (iii), l’exercice 1.63, et le théorème 1.91 il vient
o(Gal(E∆/K)) = [E∆ : K] = o(Γ)/o(∆) = o(Γ/∆), d’où l’assertion. □

Corollaire 1.93. Soient K ⊂ E une extension de corps, F la fermeture séparable de K
dans E, et F1, F2 ⊂ E des sous-corps contenant K. Soit aussi Γ := Gal(E/K).

(i) Si E est normal et de degré fini sur K, alors [E : K]s = o(Γ), et EΓ est purement
inséparable sur K. En outre, K = EΓ ∩ F et E = EΓF .

(ii) Si l’extension K ⊂ F1 est galoisienne, il en est de même pour F2 ⊂ F1F2. En
outre, γ(F1) = F1 pour tout γ ∈ Gal(F1F2/F2) ; d’où un morphisme de groupes :

(∗) Gal(F1F2/F2)→ Gal(F1/K) γ 7→ γ|F1

qui est injectif, et dont l’image est le sous-groupe Gal(F1/F1 ∩ F2).
(iii) Si F1 et F2 sont galoisiens sur K, il en est de même pour F1F2 et F1 ∩ F2. En

outre, on a un homomorphisme injectif de groupes :

(∗∗) Gal(F1F2/K)→ Gal(F1/K)×Gal(F2/K) γ 7→ (γ|F1
, γ|F2

)

qui est un isomorphisme si et seulement si F1 ∩ F2 = K.

Démonstration. (i) : La première assertion découle aussitôt de la proposition 1.85. Avec le
théorèmes 1.80(i) et 1.91, et la proposition 1.89, il vient [E : EΓ] = [E : EΓ]s = [E : K]s,
d’où [EΓ : K]s = 1 (exercice 1.79(ii)) ; au vu du corollaire 1.81(iv) on obtient la deuxième
assertion. Puisque K est la seule extension de K qui est à la fois purement inséparable
et séparable, on a K = EΓ ∩ F . En dernier lieu, comme l’extension F ⊂ E est purement
inséparable (corollaire 1.81(i)), il en est de même pour l’extension EΓF ⊂ E, et comme
l’extension EΓ ⊂ E est séparable (théorème 1.91 et proposition 1.89), il en est de même
pour EΓF ⊂ E, d’où EΓF = E.

(ii) : La première assertion découle aussitôt de la proposition 1.89, du théorème
1.86(i,ii), et du théorème 1.80(iii). Ensuite, dans la situation de (ii), on a γ(F1) ⊂ F1, car
F1 est une extension normale de K ; de même γ−1(F1) ⊂ F1, donc γ(F1) = F1. Il est clair
que (∗) est un homomorphisme injectif de groupes, car si γ|F1

= IdF1 , alors γ = IdF1F2 .
De même, il est clair que l’image ∆ de (∗) est contenue dans Γ := Gal(F1/F1 ∩ F2). Or,
si [F1 : K] < +∞, il vient

F∆
1 = F1 ∩ (F1F2)

Gal(F1F2/F2) = F1 ∩ F2

d’où ∆ = Γ, par le corollaire 1.92(i,ii). En dernier lieu, supposons que [F1 : K] = +∞,
et soit γ ∈ Γ ; notons aussi par F l’ensemble des sous-extensions F ⊂ F1 galoisiennes
de degré fini sur K. Pour tout F ∈ F on a γ(F ) = F , i.e. γ|F ∈ Gal(F/F ∩ F2), et
par ce qui précède il existe alors un unique δF ∈ Gal(FF2/F2) avec (δF )|F = γ|F . Si
F ⊂ F ′ ⊂ F1 est une inclusion d’éléments de F , on a alors (δF

′
)|FF2

= δF ; d’autre
part, avec le corollaire 1.90 on voit aussitôt que F1 =

⋃
F∈F F . Ainsi, il existe un unique



§ 1.4: Théorie élémentaire des corps 33

δ ∈ Gal(F1F2/F2) tel que δ|FF2
= δF pour tout F ∈ F , et évidemment δ|F1

= γ, comme
souhaité.

(iii) : Pour tout γ ∈ Gal(F1F2/K) et i = 1, 2, on a γ(Fi) ⊂ Fi et γ−1(Fi) ⊂ Fi, car Fi
est une extension normale de K, d’où γ(Fi) = Fi, et cela montre que (∗∗) est bien défini.
On voit aussitôt que (∗∗) est injectif. Si x ∈ (F1 ∩ F2) \K, il existe γ ∈ Gal(F1/K) avec
γ(x) ̸= x, et évidemment l’image de (∗∗) ne peut pas contenir (γ, IdF2). Si F1 ∩F2 = K,
d’après (ii) les images suivant (∗∗) des sous-groupes Gal(F1F2/F1) et Gal(F1F2/F2)
sont respectivement {IdF1

}×Gal(F2/K) et Gal(F1/K)×{IdF2
} ; évidemment ces sous-

groupes engendrent Gal(F1/K)×Gal(F2/K), donc (∗∗) est surjective. □

Exercice 1.94. (i) Soit p ∈ N un entier premier, et notons par Fp une clôture algébrique
du corps Fp := Z/pZ à p éléments. Montrer que pour tout entier n > 0 il existe un unique
sous-corps de Fp de cardinalité pn, que l’on notera Fpn .

(ii) Pour tout m,n > 0, montrer que Fpm ⊂ Fpn si et seulement si m divise n.
(iii) Montrer que Fp =

⋃
n∈N\{0} Fpn , et Gal(Fpn/Fp) ≃ Z/nZ pour tout n > 0.

1.4.3. Extensions transcendantes. Soit j : K → E une extension transcendante de corps ;
cela revient à dire qu’il existe x ∈ E tel que j se prolonge en un homomorphisme injectif
de K-algèbres f : K[X] → E avec f(X) := x, et f se prolonge alors à son tour en une
extension de corps K(X)→ E. Plus généralement, soit Λ ⊂ E une partie, et notons par
K[X•] := K[Xλ |λ ∈ Λ] l’algèbre des polynômes en les indéterminées (Xλ |λ ∈ Λ), et
par K(X•) son corps des fractions ; on dit que Λ est une famille algébriquement libre sur
K si j se prolonge en une extension de corps g : K(X•)→ E avec g(Xλ) = λ pour tout
λ ∈ Λ. Si g est en outre une extension algébrique de corps, on dit que Λ est une base de
transcendance de E sur K, et si g est un isomorphisme, on dit que E est une extension
transcendante pure de K.

Noter que l’image de g est le sous-corps K(Λ) de E. Si E admet une base de trans-
cendance Λ sur K telle que l’extension K(Λ) ⊂ E soit séparable, on dit que E est
séparablement engendré sur K, et que Λ est une base de transcendance séparante.

Cette terminologie est inspirée par les notions usuelles de famille libre et base d’un
espace vectoriel, de l’algèbre linéaire, et en fait les deux situations sont des cas particu-
liers d’une structure plus générale de caractère purement combinatoire qu’il est utile de
dégager et étudier séparement : c’est le but de la définition suivante.

Définition 1.95. (i) Soient S un ensemble, P(S) l’ensemble des parties de S, et D
une partie du produit cartésien S ×P(S). Pour s ∈ S et T ⊂ S donnés, on écrira s ◁ T
pour signifier que (s, T ) ∈ D , et s ⋪ T signifiera que (s, T ) /∈ D . On dit que D est une
relation de dépendance si les conditions suivantes sont vérifiées :

(a) Pour tout T ∈P(S) et tout s ∈ T , on a s ◁ T
(b) Si s ◁ T , alors il existe une partie finie T ′ ⊂ T telle que s ◁ T ′

(c) Soit U ∈P(S) tel que t ◁ U pour tout t ∈ T ; alors, si s ◁ T , on a s ◁ U
(d) Si s ◁ T , t ∈ T , et s ⋪ T \ {t}, alors t ◁ (T \ {t}) ∪ {s}.

(ii) On dit qu’une partie T ⊂ S est D-libre si pour tout t ∈ T on a t ⋪ T \{t} ; sinon,
on dit que T est D-liée. T est D-génératrice, si l’on a s◁T pour tout s∈S.

(iii) Si T est D-libre et D-génératrice, on dit que T est une D-base de S.

Exercice 1.96. (i) Soient S un ensemble muni d’une relation D de dépendence, a ∈ S,
et U ⊂ U ′ deux parties de S. Montrer que si a ◁ U , alors a ◁ U ′.

(ii) Montrer que si U ′ est D-libre, il en est de même pour U .
(iii) Si U est D-libre, montrer que a ⋪ U ⇔ U ∪ {a} est D-libre.

Théorème 1.97. Soient S un ensemble muni d’un relation D de dépendance, L ⊂ S
une partie D-libre, et G ⊂ S une partie D-génératrice avec L ⊂ G. Alors :

(i) Il existe une D-base B de S avec L ⊂ B ⊂ G.
(ii) Toutes les D-bases de S ont la même cardinalité.
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Démonstration. (i) : Soit L l’ensemble des parties D-libres L′ de S avec L ⊂ L′ ⊂ G,
muni de l’ordre partiel induit par l’inclusion de parties. Or, soit L ′ ⊂ L une partie
totalement ordonnée non vide ; montrons que T :=

⋃
L′∈L ′ L

′ ∈ L . On raisonne par
l’absurde : si T /∈ L , il existe s ∈ T tel que s ◁ T \ {s}, et ainsi on trouve une partie
finie T ′ ⊂ T \ {s} avec s ◁ T ′ ; mais alors il existe L′ ∈ L ′ avec {s}∪T ′ ⊂ L′, et il vient
s ◁ L′ \ {s} (exercice 1.96(i)), contradiction.

D’après le lemme de Zorn, L admet alors un élément maximal B, et il reste à vérifier
que B est D-génératrice. Pour cela, d’après l’axiome (c) de la définition 1.95(i)) il suffit
de montrer que s ◁ B pour tout s ∈ G. Mais s’il existait s ∈ G avec s ⋪ B , alors
B ⊊ B′ := B ∪ {s} (grâce à l’axiome (a) de la définition 1.95(i)), et B′ serait D-libre
(exercice 1.96(iii)), contredisant la maximalité de B.

(ii) : Soient B,B′ deux D-bases de S, de cardinalités c, respectivement c′ ; on doit
vérifier que c = c′. Supposons d’abord que c soit finie ; dans ce cas, on raisonne par
récurrence sur la cardinalité c′′ de B \ B′. Si c′′ = 0, on a B ⊂ B′, et il faut montrer
que B = B′ ; mais si b′ ∈ B′ \ B, on a d’un côté b′ ◁ B (car B est une D-base), et de
l’autre côté b′ ⋪ B′ \ {b′} (car B′ est D-libre), et comme B ⊂ B′ \ {b}, cela contredit
l’exercice 1.96(i). Soit ensuite c′′ > 0, et supposons que l’identité souhaitée soit déjà
connue pour tout couple de bases T, T ′ telles que la cardinalité de T \ T ′ soit < c′′ ; par
hypothèse, on trouve b ∈ B \ B′, et on exhibera b′ ∈ B′ avec b′ ⋪ B \ {b}. On raisonne
par l’absurde : si b′ ◁ B \ {b} pour tout b′ ∈ B′, avec l’axiome (c) de la définition 1.95(i)
on obtient s ◁ B \ {b} pour tout s ∈ S, car s ◁ B′ pour tout s ∈ S ; en particulier,
b ◁ B \ {b}, contradiction. Posons B′′ := (B \ {b}) ∪ {b′} ; noter que B \ {b} est D-libre
(exercice 1.96(ii)), donc de même pour B′′ (exercice 1.96(iii)). Appliquons l’axiome (d)
de la définition 1.95(i) avec T := B, t := b et s := b′ : il vient b ◁ B′′ ; d’autre part,
on a aussi s ◁ B′′ pour tout s ∈ B \ {b} par l’axiome (a) de la définition 1.95(i). Ainsi,
s ◁ B′′ pour tout s ∈ B, et puisque B est une B-base, l’axiome (c) de la définition 1.95(i)
entraîne que s ◁ B′′ pour tout s ∈ S, i.e. B′′ est une D-base de S. Par construction,
la cardinalité de B′′ est c, et celle de B′′ \B′ est c′′ − 1 ; par hypothèse de récurrence il
vient finalement c = c′.

En dernier lieu, supposons que c soit une cardinalité infinie ; alors il en est de même
pour c′, par ce qui précède, et il suffit de vérifier que c ≤ c′. Or, pour tout b′ ∈ B′ on
trouve, d’après l’axiome (b) de la définition 1.95(i), une partie finie Fb′ ⊂ B telle que
b′ ◁ Fb′ , et posons F :=

⋃
b′∈B′ Fb′ . Montrons que F = B : on raisonne par l’absurde : si

b ∈ B \F , noter que b ◁ B′ (car B′ est une D-base) et b′ ◁ F pour tout b′ ∈ B′ (exercice
1.96(i)), d’où b ◁ F , d’après l’axiome (c) de la définition 1.95(i) ; mais b ⋪ B \ {b}, et
comme F ⊂ B \ {b}, cela contredit l’exercice 1.96(i). Cela achève de montrer que c est
majorée par la cardinalité de N×B′, et cette dernière est égale à c′, car on vient de voir
que c′ est infinie. □

Remarque 1.98. (i) Les données (S,D) formées d’un ensemble fini S et d’une relation de
dépendence D sur S sont l’objet de la théorie des matroïdes, élaborée à partir du milieu
des années 30 par G.Birkhoff, S.MacLane et H.Whitney aux Etats Unis, et par B.L.
van der Waerden en Allemagne ; il s’agit d’un sujet hybride, niché entre la combinatoire,
l’algèbre linéaire, et la théorie des graphes, qui reste jusqu’à nos jours un domaine actif
de recherche mathématique.

(ii) Soient K un corps, E un K-espace vectoriel, et D ⊂ E×P(E) la partie telle que
(v, T ) ∈ D ⇔ v est dans le sous-espace de E engendré par T . On vérifie aisément que
D est une relation de dépendance sur E, et les parties D-libres (resp. les D-base) sont
les familles libres (resp. les bases) du K-espace vectoriel E. Dans ce cas le théorème 1.97
redonne alors l’existence (bien connue) d’une base pour E, et redémontre que toutes les
bases de E ont la même cardinalité. Dans la suite, on s’intéressera plutôt à la relation de
dépendance algébrique sur les extensions de K.
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Exercice 1.99. Soient K ⊂ E une extension de corps, et DE/K ⊂ E ×P(E) la partie
telle que (x, T ) ∈ DE/K ⇔ x est algébrique sur le sous-corps K(T ).

(i) Montrer que DE/K est une relation de dépendance sur E.
(ii) Montrer que les DE/K-bases sont les bases de transcendance de E sur K.

Corollaire 1.100. (Théorème de Steinitz) Toute extension de corps K ⊂ E admet une
base de transcendance, et toutes les bases de trascendance de E sur K ont la même
cardinalité, que l’on appelle le degré de transcendance de E sur K, et on notera :

tr.deg(E/K).

Démonstration. Cela découle aussitôt du théorème 1.97 et de l’exercice 1.99. □

Corollaire 1.101. (i) Soient K ⊂ E ⊂ F deux extensions de corps. Alors :

tr.deg(F/K) = tr.deg(E/K) + tr.deg(F/E).

(ii) Soient en outre F1, F2 ⊂ E deux sous-corps contenant K. Alors :
tr.deg(F1F2/F1) ≤ tr.deg(F2/K)

tr.deg(F1F2/K) ≤ tr.deg(F1/K) + tr.deg(F2/K).

Démonstration. (i) : Soit Λ ⊂ E (resp. Σ ⊂ F ) une base de transcendance de E sur
K (resp. de F sur E) ; il suffit de montrer que Λ ∪ Σ est une base de transcendance de
F sur K. Or, par hypothèse E est algébrique sur K(Λ), donc E · K(Λ ∪ Σ) = E(Σ)
est algébrique sur K(Λ ∪ Σ) (remarque 1.66(ii)) ; en outre, F est algébrique sur E(Σ),
donc aussi sur K(Λ ∪ Σ) (remarque 1.66(i)). Cela achève de vérifier que Λ ∪ Σ est
une partie DF/K-génératrice. Ensuite, soient x1, . . . , xn ∈ Λ, y1, . . . , ym ∈ Σ, et P ∈
K[X1, . . . , Xn, Y1, . . . , Ym] \ {0} tel que P (x•, y•) = 0 ; puisque la famille x• est algébri-
quement libre sur K, le polynôme Q := P (x•, Y1, . . . , Ym) est non nul dans E[Y1, . . . , Ym].
Mais on a Q(y•) = 0, et la famille y• est algébriquement libre sur E, contradiction. Cela
montre que Λ ∪ Σ est une famille DF/K-libre.

(ii) : Soit ∆ une base de transcendence de F2 sur K ; ainsi, F2 est algébrique sur
K(∆), et alors F1F2 est algébrique sur F1 · K(∆) = F1(∆) (remarque 1.66(ii)), i.e. ∆
est une famille DF1F2/F1

-génératrice. D’après le théorème 1.97(i), ∆ contient alors une
DF1F2/F1

-base de F1F2, d’où la première inégalité. La deuxième inégalité découle aussitôt
de la première et de (i). □

Exercice 1.102. (i) Soient K un corps, A et B deux K-algèbres intègres de type fini,
E et F leurs corps de fractions respectifs, f : A → B un homomorphisme surjectif de
K-algèbres. Montrer que tr.deg(E/K) ≥ tr.deg(F/K).

(ii) Si, en outre, tr.deg(E/K) = tr.deg(F/K), montrer que f est un isomorphisme.

Définition 1.103. (i) Soit K ⊂ E une extension de corps, x• := (xi | i ∈ I) et y• :=
(yj | j ∈ J) deux familles d’éléments de E. On dit que x• est K-linéairement disjointe de
y•, si (xiyj | i ∈ I, j ∈ J) est une famille libre du K-espace vectoriel E.

(ii) Soient de plus F1, F2 ⊂ E deux sous-corps contenant K. On dit que F1 et F2

sont K-linéairement disjoints si toute famille finie libre du K-espace vectoriel F1 est
K-linéairement disjointe de toute famille finie libre du K-espace vectoriel F2.

Lemme 1.104. Dans la situation de la définition 1.103, soient A1, A2 ⊂ E des K-sous-
algèbres avec corps des fractions F1, respectivement F2. Soit de plus (ui | i ∈ I) une base
du K-espace vectoriel A1. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) F1 et F2 sont K-linéairement disjoints.
(b) Toute famille finie libre du K-espace vectoriel A1 est K-linéairement disjointe de

toute famille finie libre du K-espace vectoriel A2.
(c) Toute famille finie libre x1, . . . , xn du K-espace vectoriel A1 est une famille libre

du F2-espace vectoriel F1F2.
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(d) u• est une famille libre du F2-espace vectoriel F1F2.

Démonstration. Trivialement (a)⇒(b) et (c)⇒(d).
(b)⇒(a) : Soit x1, . . . , xr (resp. y1, . . . , ys) une famille finie libre d’éléments de F1

(resp. de F2), et prenons b1 ∈ A1 \ {0}, b2 ∈ A2 \ {0} tels que b1x1, . . . , b1xr ∈ A1 et
b2y1, . . . , b2ys ∈ A2 ; soit aussi (aij | 1 ≤ i ≤ r, 1 ≤ j ≤ s) une famille d’éléments de K
tels que a11x1y1 + · · ·+ arsxrys = 0. Il vient

∑r
i=1

∑s
j=1 aijb1xi · b2yj = 0, et b1x• (resp.

b2y•) est une famille libre du K-espace vectoriel A1 (resp. A2) ; par suite aij = 0 pour
chaque i et j, i.e. x• est K-linéairement disjointe de y•, d’où (a).

(a)⇒(c) : Soient y1, . . . , yn ∈ F2 tels que y1x1 + · · · + ynxn = 0 dans F1F2, et soit
z1, . . . , zr une base du K-sous-espace vectoriel V de F2 engendré par la suite y•. Ainsi il
existe une famille (aij | 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ r) d’éléments de K avec yi =

∑r
j=1 aijzj pour

tout i = 1, . . . , n ; il vient
∑n
i=1

∑r
j=1 aijxizj = 0, et avec (a) on déduit que aij = 0 pour

chaque i et j, donc y1 = · · · = yn = 0, d’où (c).
(c)⇒(b) : Soit aussi y1, . . . , ym une famille finie libre d’éléments du K-espace vectoriel

A2, et (aij | 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m) une famille d’éléments de K tels que a11x1y1 +
· · ·+ anmxnym = 0. Avec (c) on déduit que

∑m
j=1 aijyj = 0 pour tout i = 1, . . . , n, d’où

aij = 0 pour chaque i et j, d’où (b).
(d)⇒(c) : Soit J ⊂ I une partie finie telle que le K-espace vectoriel V engendré

par (uj | j ∈ J) contient x1, . . . , xn, et notons par m la cardinalité de J . On trouve
xn+1, . . . , xm ∈ V tels que x• := (x1, . . . , xm) soit une autre base de V , et il suffit de
vérifier que x• est une famille libre du F2-espace vectoriel F1F2, i.e. que x• engendre un
F2-sous-espace W de F1F2 de dimension m. Mais W est aussi le F2-sous-espace engendré
par (uj | j ∈ J), qui est de dimension m, d’après (d). □

Proposition 1.105. Soient K ⊂ E ⊂ F ⊂ L des extensions de corps, et K ′ ⊂ L un
sous-corps contenant K. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) K ′ et F sont K-linéairement disjoints.
(b) K ′, E sont K-linéairement disjoints, et K ′E,F sont E-linéairement disjoints.

Démonstration. (b)⇒(a) : Soient y• := (yδ | δ ∈ ∆) un base du K-espace vectoriel E, et
z• := (zσ |σ ∈ Σ) une base du E-espace vectoriel F . Alors y•z• := (yδzσ | (δ, σ) ∈ ∆×Σ)
est une base du K-espace vectoriel F , et d’après le lemme 1.104, il suffit de montrer
que y•z• est une famille libre du K ′-espace vectoriel K ′F . Pour cela, soient ∆′ ⊂ ∆ et
Σ′ ⊂ Σ des parties finies, et (aδσ | (δ, σ) ∈ ∆′×Σ′) une famille d’éléments de K ′ telle que∑
δ∈∆′

∑
σ∈Σ′ aδσyδzσ = 0 ; toujours d’après le lemme 1.104, la famille z• est libre dans

le K ′E-espace vectoriel K ′EF , donc
∑
δ∈∆′ aδσyδ = 0 pour tout σ ∈ Σ′. De même, y•

est libre dans le K ′-espace vectoriel K ′E, par suite aδσ = 0 pour tout (δ, σ) ∈ ∆′ × Σ′,
d’où l’assertion.

(a)⇒(b) : Evidemment (a) implique que K ′ et E sont K-linéairement disjoints. En-
suite, noter que K ′E est le corps des fractions de E[K ′] (notation de la remarque 1.64(i)) ;
d’après le lemme 1.104, toute base x• := (xλ |λ ∈ Λ) du K-espace vectoriel K ′ est alors
aussi une base du E-espace vectoriel E[K ′], et il suffit de vérifier que x• est une famille
libre du F -espace vectoriel K ′EF . Mais toujours avec le lemme 1.104 on voit que x• est
une famille libre du F -espace vectoriel K ′F , d’où l’assertion. □

Proposition 1.106. Soient K ⊂ E une extension algébrique de corps de caractéristique
p > 0, et E une clôture algébrique de E (et de K). Alors E est séparable sur K ⇔ E et
Kp−1

sont K-linéairement disjoints dans E (notation de §1.4.1).
Démonstration. Si E est séparable sur K, soit x• := (x1, . . . , xn) une famille finie libre
du K-espace vectoriel E, et complétons x• en une base x1, . . . , xm du K-espace vectoriel
F := K(x•). Soit a ∈ E ; alors a ∈ K(ap) (exercice 1.79(iv)), donc on a a =

∑d
i=0 yia

pi

pour certains y0, . . . , yd ∈ K. Puisque les éléments 1, a, . . . , ad sont des combinaisons K-
linéaires de x1, . . . , xm, il est clair que 1, ap, . . . , apd sont des combinaisons Kp-linéaires de
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xp1, . . . , x
p
m, et donc a est une combinaison K-linéaire de ces mêmes éléments. Cela achève

de montrer que leK-espace vectoriel F est engendré par xp1, . . . , x
p
m ; mais alors cette suite

est une base du K-espace vectoriel F , car dimK F = m. En particulier, xp1, . . . , x
p
n est une

famille libre du K-espace vectoriel F , et il s’ensuit aisément que x• est une famille libre
du Kp−1

-espace vectoriel Kp−1

E : les détails sont laissés aux soins du lecteur. Compte
tenu du lemme 1.104, on conclut que E et Kp−1

sont K-linéairement disjoints.
Réciproquement, si E et Kp−1

sont K-linéairement disjoints, soit encore a ∈ E, et
d := [K(a) : K] ; ainsi B := {1, a, . . . , ad−1} est une base du K-espace vectoriel K(x),
donc B est une famille libre du Kp−1

-espace vectoriel Kp−1

E (lemme 1.104). Il s’ensuit
aisément que B′ := {1, ap, . . . , ap(d−1)} est une famille libre du K-espace vectoriel KEp ;
mais B ⊂ K(a), donc B est une base du K-espace vectoriel K(a), i.e. K(a) = K(ap),
et par suite a est séparable sur K (exercice 1.79(iv)). □

Exercice 1.107. Soient K ⊂ E une extension de corps de caractéristique p > 0, et E
une clôture algébrique de E ; noter que E contient l’extension Kp−∞ de K (voir §1.4.1).
On suppose que l’une des conditions suivantes soit vérifiée :

(a) L’extension K ⊂ E est transcendante pure.
(b) L’extension K ⊂ E est algébrique et séparable.

Montrer que Kp−∞ et E sont K-linéairement disjoints.

Théorème 1.108. (Critère de MacLane) Soient K ⊂ E une extension de corps de
caractéristique p > 0, et E une clôture algébrique de E. Soit aussi F l’ensemble des
parties finies de E. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) Les sous-corps Kp−∞ et E de E sont K-linéairement disjoints.
(b) Les sous-corps Kp−1

et E de E sont K-linéairement disjoints.
(c) Tout Σ∈F contient une base de transcendance séparante B de K(Σ) sur K.
(d) K(Σ) est séparablement engendré sur K, pour tout Σ ∈ F .

Démonstration. Trivialement (a)⇒(b) et (c)⇒(d).
(b)⇒(c) : Disons que Σ = {x1, . . . , xn}, et raisonnons par récurrence sur n. Si n = 0,

il n’y a rien à montrer. Soit donc n > 0, et supposons que toute partie Σ′ ⊂ E de
cardinalité < n contient une base de transcendante séparante de K(Σ′) sur K. Soit
r := tr.deg(K(Σ) : K) ; quitte à permuter les xi, on peut supposer que x1, . . . , xr soit une
base de transcendance deK(Σ) surK (théorème 1.97). Si r = n, on peut prendre B := Σ.
Si r < n, soit P ∈ K[X1, . . . , Xr+1] \ {0} de degré minimal avec P (x1, . . . , xr+1) = 0.
Ainsi, P est irréductible dans K[X1, . . . , Xr+1].

Affirmation 1.109. P /∈ K[Xp
1 , . . . , X

p
r+1].

Preuve : On raisonne par l’absurde : si P ∈ K[Xp
1 , . . . , X

p
r+1], il existe une famille finie

(Mλ |λ ∈ Λ) de monômes unitaires de K[X1, . . . , Xr+1] et une famille (aλ |λ ∈ Λ) d’élé-
ments deK× telles que P =

∑
λ∈Λ aλM

p
λ . Par suite la famille (Mλ(x1, . . . , xr+1)

p |λ ∈ Λ)
est liée dans le K-espace vectoriel E, donc la famille (Mλ(x1, . . . , xr+1) |λ ∈ Λ) est liée
dans le Kp−1

-espace vectoriel Kp−1

E ; d’après la condition (b) et le lemme 1.104, cette
même famille est alors déjà liée dans le K-espace vectoriel E, i.e. il existe une famille
(bλ |λ ∈ Λ) d’éléments de K telle que Q :=

∑
λ∈Λ bλMλ ̸= 0, et Q(x1, . . . , xr+1) = 0.

D’autre part, le degré de Q est strictement plus petit que le degré de P , contradiction.♢

Soit F le corps des fractions de A := K[X2, . . . , Xr+1] ; d’après l’observation 1.109,
il existe Q ∈ A[X1] \ A[Xp

1 ], et une permutation σ de {1, . . . , r + 1} tels que P =
Q(Xσ(1), . . . , Xσ(r+1)), d’où Q(xσ(1), . . . , xσ(r+1)) = 0. En particulier, xσ(1) est algé-
brique sur K(xσ(2), . . . , xσ(r+1)), et avec le théorème 1.97, il s’ensuit aussitôt que Λ :=
{xσ(2), . . . , xσ(r+1)} est une base de transcendance de K(Σ) sur K. En outre, Q est un
polynôme séparable et irréductible de F [X1] (problème 1.39(ii)), donc xσ(1) est séparable
sur K(Λ). En dernier lieu, soit Σ′ := Σ \ {xσ(1)} ; il s’ensuit que xσ(1) est séparable sur
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K(Σ′), et par hypothèse de récurrence, Σ′ contient une base de transcendance séparante
B de K(Σ′) sur K. Avec le théorème 1.80(ii) on conclut que B est aussi une base de
transcendance séparante pour K(Σ) sur K.

(d)⇒(a) : Pour Σ ∈ F , soit B une base de transcendance séparante de K(Σ) sur K ;
par l’exercice 1.107, Kp−∞ et K(B) sont K-linéairement disjoints, et K(Σ) et K(B)p

−∞

sont K(B)-linéairement disjoints. Mais Kp−∞K(B) ⊂ K(B)p
−∞

, donc Kp−∞K(B) et
K(Σ) sont K(B)-linéairement disjoints ; par la proposition 1.105, Kp−∞ et K(Σ) sont
alors K-linéairement disjoints, pour tout Σ ∈ F , d’où (a). □

Remarque 1.110. (i) On dira qu’une extension de corps K ⊂ E (de caractéristique
arbitraire) est séparable (ou que E est séparable sur K) si elle vérifie la condition (d) du
théorème 1.108. Avec le corollaire 1.111(ii) suivant, et l’exercice 1.107, on voit que si E
est séparablement engendré sur K, alors il est séparable sur K.

(ii) Si E est finiment engendré sur K, le théorème 1.108 entraîne alors que E est
séparable surK ⇔ E est séparablement engendré surK. Toutefois, si E n’est pas finiment
engendré sur K, il est possible que E soit séparable sur K sans que E soit séparablement
engendré sur K : par exemple, soit K parfait de caractéristique p > 0, et soit K(X)
le corps des fractions de l’anneau des polynômes K[X] ; le corollaire 1.111(iii) suivant
montre que l’extension K(X)p

−∞
de K est séparable, mais elle n’est pas séparablement

engendrée (exercice !).

Corollaire 1.111. Soient K ⊂ E ⊂ F deux extension de corps. Alors :
(i) Si F est séparable sur K, il en est de même pour E.
(ii) Si K ⊂ E et E ⊂ F sont séparables, alors K ⊂ F est séparable.
(iii) Si K est parfait, E est séparable sur K.

Démonstration. Grâce aux remarques 1.74(ii) et 1.78(i), on peut supposer que la carac-
téristique de K soit p > 0. L’assertion (i) découle trivialement des définitions.

(ii) : D’après le théorème 1.108, les extensions Kp−1

et E sont K-linéairement dis-
jointes, et les extensions Ep

−1

et F sont E-linéairement disjointes. Par suite, Kp−1

E et F
sont E-linéairement disjointes, et Kp−1

et F sont K-linéairement disjoints (proposition
1.105) ; il suffit alors d’invoquer encore le théorème 1.108.

(iii) : On a Kp−1

= K, d’après la proposition 1.75, donc Kp−1

et E sont trivialement
K-linéairement disjoints ; l’assertion découle alors du théorème 1.108. □

Corollaire 1.112. Soient K ⊂ E une extension de corps, et F1, F2 ⊂ E deux sous-corps
contenant K. On a :

(i) Si [F1 : K] < +∞, alors [F2F1 : F2] ≤ [F1 : K], avec égalité si et seulement si F1

et F2 sont K-linéairement disjoints.
(ii) Si F1 est galoisien sur K, alors F1 et F2 sont K-linéairement disjoints si et

seulement si F1 ∩ F2 = K.

Démonstration. (i) : On a F1F2 = F2[F1] (proposition 1.65(v)), donc toute base du K-
espace vectoriel F1 engendre le F2-espace vectoriel F1F2. L’assertion est alors un cas
particulier du lemme 1.104.

(ii) : Evidemment, si F1 et F2 sont K-linéairement disjoints, alors F1 ∩ F2 = K. Pour
la réciproque, soit x• := (x1, . . . , xn) une famille finie libre du K-espace vectoriel F1 ;
d’après le lemme 1.104, il suffit de vérifier que x• est libre dans le F2-espace vectoriel
F1F2. Soit F3 ⊂ F1 la fermeture galoisienne de K(x•) sur K (corollaire 1.90) ; il suffit de
montrer que x• est libre dans le F2-espace vectoriel F3F2. Donc, quitte à remplacer F1

par F3, on peut supposer que [F1 : K] < +∞.
Or, d’après le corollaire 1.93(ii), l’extension F2 ⊂ F1F2 est galoisienne de degré ≤ [F1 :

K] ; en outre, on a un homomorphisme injectif de groupes :

Γ := Gal(F1F2/F2)→ Γ′ := Gal(F1/K) γ 7→ γ|F1
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dont l’image est Gal(F1/F1 ∩ F2). Par suite, si F1 ∩ F2 = K, il vient o(Γ) = o(Γ′), d’où
[F1F2 : F2] = [F1 : K] (corollaire 1.92(iii)), et on conclut avec (i). □

1.5. Le langage catégoriel. Bien que la théorie des catégories soit un domaine au-
tonome des mathématiques, avec des théorèmes profonds et sa provision de problèmes
ouverts qui alimentent une recherche vive, le but primaire de cette section n’est pas de
démontrer des résultats nouveaux, mais plutôt de nous doter d’un langage très souple et
pratique, qui apportera des économies importantes pour notre exposition, et nous permet-
tra parfois de déceler des correspondances remarquables entre objets algébriques divers,
qui resteraient autrement cachées, faute d’un vocabulaire adéquat pour les exprimer.

1.5.1. Axiomatique ensembliste. Il est bien connu que lorsqu’on essaie de manipuler naï-
vement des collections “très grosses”, par exemple “l’ensemble de tous les ensembles”, on
frôle inévitablement des paradoxes logiques ; pour s’en sortir, les théories axiomatiques
des ensembles imposent des bornes à la taille des ensembles que l’on peut former lé-
gitimement : certains cadres axiomatiques introduisent une distinction entre classes et
ensembles, et la collection de tous les ensembles est alors une classe (et non pas un
ensemble) ; d’autres encore postulent une hiérarchie croissante d’ensembles “très gros”
appelés univers : si l’on adopte cette croyance, on imagine toujours travailler à l’intérieur
d’un univers fixé, tenant lieu d’ensemble de tous les ensembles, mais qui n’est, à son
tour, qu’un élément d’un univers encore plus grand. La théorie des catégories s’intéresse
souvent précisément à ce type de collections universelles : on veut pouvoir raisonner sur
la catégorie des (tous les) ensembles, sur la catégorie de tous les anneaux, ou de tous
les espaces topologiques, etc. C’est pourquoi il convient de prêter ici quelques attentions
préliminaires à ces questions de fondements que l’on a plutôt tendance à négliger dans
la pratique mathématique ordinaire. Donc, pour notre cours on adoptera l’axiomatique
de Bernays-Gödel ; dans cette variante de la théorie des ensembles il existe un concept
primitif de classe et une relation primitive binaire d’appartenance : pour deux classes
données X,Y on écrira comme d’habitude X ∈ Y pour exprimer que X appartient à
Y , et dans ce cas on dit aussi que X est un élément de Y . On définit ensuite les en-
sembles comme les classes qui sont éléments de quelque (autre) classe : intuitivement,
les ensembles sont à considérer comme des classes petites : par exemple la classe de tous
les ensembles est trop grande pour être un ensemble. En outre, on postule que pour tout
prédicat P (x1, . . . , xn) d’un nombre fini de variables x1, . . . , xn il existe une et une seule
classe Y telle que pour toute suite finie de n ensembles X1, . . . , Xn on a (X1, . . . , Xn) ∈ Y
⇔ P (X1, . . . , Xn) est vraie.
• Cette digression serait incomplète, sans quelques observations sur l’axiome du choix :

comme déjà mentionné, cet axiome affirme que toute surjection d’ensembles f : X → Y
admet une section (voir la section 1.3). Mais l’axiomatique de Bernays-Gödel est aussi
compatible avec des formes plus fortes de l’axiome du choix, et en particulier avec l’axiome
du choix global dont l’une des formulations est l’assertion que toute surjection de classes
admet une section. Cette forme forte est particulièrement intéressante lorsqu’on souhaite
développer la théorie des catégories dans son degré de généralité optimal, et y renoncer
priverait cette dernière en bonne partie de sa souplesse naturelle : par exemple, elle
intervient dans la preuve que toute équivalence de catégories admet un foncteur quasi-
inverse (cette proposition est même équivalente à l’axiome du choix global), dans des
questions d’existence de foncteurs adjoints, et même dans l’algèbre homologique, si l’on
veut pouvoir disposer d’une théorie des foncteurs des cycles Zi en toute généralité (voir
le §2.5.1). Ainsi, pour ce cours on acceptera l’axiome du choix global, que l’on appliquera
souvent tacitement, sans autre commentaire.

1.5.2. Catégories. Tout d’abord, une catégorie C est la donnée de :
— une classe Ob(C ) dont les éléments sont appelés les objets de C
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— pour tout X,Y ∈ Ob(C ), un ensemble C (X,Y ) dont les éléments sont appelés les
morphismes de X vers Y ; un morphisme f ∈ C (X,Y ) est noté par une flèche

f : X → Y

et on dit que X est la source et Y le but de f
— pour tout X,Y, Z∈Ob(C ), une application, dite loi de composition de C :

C (X,Y )× C (Y, Z)→ C (X,Z) (f, g) 7→ g ◦ f.
Cette donnée doit remplir les conditions suivantes :

— pour tout X ∈ Ob(C ) il existe un morphisme identique 1X : X → X qui est neutre
pour la composition, i.e. tel que

1X ◦ f = f et g ◦ 1X = g ∀Y ∈ Ob(C ), ∀f ∈ C (Y,X), ∀g ∈ C (X,Y )

(évidemment, ces identités déterminent 1X parmi les éléments de C (X,X))
— la composition est associative, i.e. pour tout X,Y, Z,W ∈ Ob(C ) on a

h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f ∀f : X → Y, ∀g : Y → Z, ∀h : Z →W.

Définition 1.113. (i) On dit que C est une catégorie finie, si Ob(C ) est un ensemble
fini, et si C (X,Y ) est un ensemble fini pour tout X,Y ∈ Ob(C ).

(ii) On dit que C est une catégorie petite si Ob(C ) est un ensemble.

Exemple 1.114. Voici quelques exemples de catégories :
(i) La catégorie Ens des ensembles a pour objets tous les ensembles, et les morphismes

sont les applications ensemblistes. Evidemment, le morphisme identique d’un ensemble
X est l’identité usuelle IdX de X.

(ii) Les espaces topologiques sont les objets d’une catégorie

Top

dont les morphismes sont les applications continues.
(iii) Les anneaux commutatifs (resp. les groupes) sont les objets d’une catégorie dont

les morphismes sont les homomorphismes d’anneaux (resp. de groupes).
(iv) Soit A un anneau associatif et unitaire. Les A-modules à gauche (resp. les A-

algèbres commutatives) sont les objets d’une catégorie

A−Mod (resp. A− Alg)

dont les morphismes sont les homomorphismes de A-modules (resp. de A-algèbres). Pour
A = Z on retrouve essentiellement les catégories de (iii), car la donnée d’une Z-algèbre
équivaut à celle d’un anneau (remarque 1.3(i)) ; aussi, un Z-module n’est rien d’autre
qu’un groupe abélien. Donc dans la suite on notera Z−Alg et Z−Mod les catégories des
anneaux et respectivement des groupes abéliens. On a évidemment aussi une catégorie
des A-modules à droite, et avec la discussion du §1.1.4, elle s’identifie naturellement avec
la catégorie Aop−Mod des Aop-modules à gauche. En outre, à tout couple d’anneaux A,B
associatifs unitaires on associe la catégorie des (A,B)-bimodules et des homomorphismes
de (A,B)-bimodules (voir le §1.1.5) :

(A,B)−Mod.

(v) Les ensembles partiellement ordonnés sont les objets d’une catégorie

PoEns

avec les morphismes donnés par la définition 1.30(iv).
(vi) On peut associer à toute classe S une catégorie CS dont les objets sont les éléments

de S, avec les morphismes définis de la façon suivante. Pour tout x ∈ S, il existe un unique
morphisme x→ x (il doit donc être le morphisme identique 1x) et si x, y ∈ S sont deux
éléments distincts, on a CS(x, y) = ∅. On voit trivialement que pour tout x, y, z ∈ S
il existe une application unique CS(x, y) × CS(y, z) → CS(x, z), et le système de ces
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applications fournit une loi de composition qui fait de CS une catégorie. Une catégorie
de cette forme est appelée discrète. Donc, une catégorie est discrète si et seulement si
tous ses morphismes sont identiques.
(vii) On peut associer à toute classe partiellement ordonnée (E,≤) une catégorie CE ,
dont les objets sont les éléments de E, et dont les morphismes sont définis de la façon
suivante. Pour tout x, y ∈ E l’ensemble CE(x, y) est vide, sauf si x ≤ y, auquel cas il
contient un unique morphisme ϕx,y : x → y (et donc ϕx,x = 1x pour tout x ∈ E) ;
autrement dit, les morphismes de CE sont les couples (x, y) d’éléments de E avec x ≤ y.
Comme dans (vi) ci-dessus, on voit aisément que pour tout x, y, z ∈ E il existe une unique
application CE(x, y)× CE(y, z)→ CE(x, z), et le système de ces applications forme une
loi de composition pour la catégorie CE .
(viii) Parfois on notera la catégorie des groupes par Grp.

Remarque 1.115. Un moment de réflexion suffit pour constater que la structure de caté-
gorie est parmi les plus répandues : on pourrait prolonger la liste de l’exemple 1.114 ad
infinitum, parcourant pratiquement tous les champs des mathématiques. En raison de
cette ubiquité, la théorie des catégories a même été proposée comme base d’une nouvelle
réorganisation conceptuelle des fondements des mathématiques, alternative à la théorie
des ensembles : notablement, les paradoxes auxquels on fait allusion au §1.5.1 dispa-
raissent dans un contexte purement catégorique, essentiellement car la relation “X est
un objet de la catégorie C ” n’a pas le même statut logique que la relation “X est un
élément de la classe C ” : voir [37, Chap.8].

1.5.3. Dualité catégorique. Rappelons qu’à toute classe partiellement ordonnée (E,≤) on
a associé son opposée (Eop,≤op) (voir la remarque 1.31(ii)) ; on en déduit une catégorie
CEop que l’on peut décrire directement à partir de CE : il s’agit de la catégorie qui
a les mêmes objets que CE , mais dont tous les morphismes “changent de direction”. Il
s’agit d’un cas particulier d’une construction tout à fait générale : si C est une catégorie
arbitraire, on obtient une catégorie opposée

C op

dont les objets sont les objets de C , et avec C op(X,Y ) := C (Y,X) pour tout X,Y ∈
Ob(C ). Si X est un objet de C , on peut utiliser la notation Xop pour signaler que l’on
regarde X comme un élément de Ob(C op) ; de même, tout morphisme f : X → Y de C
correspond à un morphisme fop : Y op → Xop de C op, et la loi de composition de C op

est déterminée par l’identité :

fop ◦ gop := (g ◦ f)op ∀f : X → Y, ∀g : Y → Z dans C .

En particulier, noter que 1Xop = (1X)op pour tout X ∈ Ob(C ). Avec cette terminologie,
on voit que C op

E = CEop pour toute classe partiellement ordonnée (E,≤).

Définition 1.116. (i) Souvent on sélectionne des objets et/ou des morphismes d’une
catégorie donnée C pour définir une nouvelle catégorie : on dit qu’un catégorie D est une
sous-catégorie de C si

Ob(D) ⊂ Ob(C ) et D(X,Y ) ⊂ C (X,Y ) ∀X,Y ∈ Ob(D)

et si la loi de composition de D est la restriction de celle de C .
(ii) Si de plus on a D(X,Y ) = C (X,Y ) pour tout X,Y ∈ Ob(D), on dit que D est

une sous-catégorie pleine de C .

Exemple 1.117. (i) Evidemment, pour spécifier une sous-catégorie pleine de C il suffira
d’indiquer la classe de ses objets, et à toute partie de Ob(C ) correspond une et une seule
sous-catégorie pleine de C .

(ii) Un exemple de sous-catégorie non pleine de Ens est la catégorie

injEns
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dont les objets sont les ensembles, et les morphismes sont les applications injectives.
(iii) Si S est une classe, et si S′ ⊂ S est une partie, évidemment CS′ est une sous-

catégorie pleine de CS (notation de l’exemple 1.114(vi)).
(iv) De même, si (E,≤) est une classe partiellement ordonnée, et si E′ ⊂ E est une

partie, on peut munir E′ de l’ordre partiel induit par celui de E, et évidemment CE′ est
une sous-catégorie pleine de CE (notation de l’exemple 1.114(vii)).

1.5.4. Isomorphismes, monomorphismes, épimorphismes. Soient C une catégorie, et f :
X → Y un morphisme de C ; il est naturel d’appeler f un isomorphisme de C , s’il existe
des morphismes g, h : Y → X tels que

(∗) g ◦ f = 1X et f ◦ h = 1Y .

Par exemple, évidemment, les isomorphismes de la catégorie Ens sont les applications
bijectives, et ceux de la catégorie Top sont les homéomorphismes. Tout morphisme iden-
tique de C est trivialement un isomorphisme, et en particulier tout morphisme de la
catégorie CS de l’exemple 1.114(vi) est trivialement un isomorphisme. De même, en rai-
son de la propriété antisymétrique des relations d’ordre, les seuls isomorphismes de la
catégorie CE de l’exemple 1.114(vii) sont les morphismes identiques. La notion d’iso-
morphisme est ainsi le premier exemple d’un concept purement catégorique, car il peut
s’exprimer avec le langage des morphismes et des lois de composition, et les propriétés
des isomorphismes qui peuvent se déduire à partir des axiomes énoncés ci-dessus pour
les lois de composition sont alors vraies dans toute catégorie. Par exemple, montrons que
si f est un isomorphisme, on a g = h dans (∗) ; en effet, on peut calculer :

g = g ◦ 1Y = g ◦ (f ◦ h) = (g ◦ f) ◦ h = 1X ◦ h = h.

Remarquons aussi que dans la catégorie Ens, l’existence d’un inverse à gauche g (resp. à
droite h) pour f est équivalente à l’injectivité (resp. la surjectivité) de f ; d’autre part,
dans la catégorie Top il existe des applications injectives qui n’admettent aucun inverse
(continu) à gauche. On peut alors se demander si l’injectivité est une propriété catégo-
rique des morphismes de la catégorie Top. Autrement dit, est-il possible de caractériser
les injections continues d’espaces topologiques avec le langage des morphismes et de la
composition de morphismes ? La réponse est fournie par la définition suivante.

Définition 1.118. Soient C une catégorie, f : X → Y un morphisme de C .
(i) On dit que f est un monomorphisme, s’il induit une injection

C (Z,X)→ C (Z, Y ) (h : Z → X) 7→ (f ◦ h : Z → Y ) ∀Z ∈ Ob(C ).

(ii) On dit que f est un épimorphisme, s’il induit une injection

C (Y,Z)→ C (X,Z) (g : Y → Z) 7→ (g ◦ f : X → Z) ∀Z ∈ Ob(C ).

Exercice 1.119. (i) Avec la notation de la définition 1.118, montrer que si f admet
un inverse à gauche (resp. à droite), il est un monomorphisme (resp. un épimorphisme).
Dans ce cas, on dira aussi que f est scindé.

(ii) Montrer que f est un isomorphisme ⇔ f est un monomorphisme scindé et un
épimorphisme ⇔ f est un épimorphisme scindé et un monomorphisme.

(iii) Montrer que les monomorphismes de la catégorie Ens (resp. Top) sont les injections
(resp. les injections continues).

(iv) Montrer que les épimorphismes de la catégorie Ens (resp. Top) sont les surjections
(resp. les surjections continues).

(v) On dit qu’un espace topologique T est complètement régulier, s’il est séparé, et
si pour toute partie fermée Z ⊂ T et tout t ∈ T \ Z il existe une fonction continue
f : T → [0, 1] telle que f(Z) = 0 et f(t) = 1. Par exemple, d’après le lemme de Urysohn
et l’exercice 1.26(ii.a,v), tout espace compact et séparé, et plus généralement, tout espace
normal est complètement régulier. Notons par

crTop
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la sous-catégorie pleine de Top dont les objets sont les espaces topologiques complètement
réguliers. Montrer que les épimorphismes de crTop sont les applications continues f : X →
Y telles que f(X) soit une partie dense de Y .

(vi) Soit A un anneau associatif et unitaire. Montrer que les monomorphismes de la
catégorie A−Alg (resp. A−Mod) sont les homomorphismes injectifs de A-algèbres (resp.
les homomorphismes injectifs de A-modules). Montrer aussi que les épimorphismes de
A−Mod sont les homomorphismes surjectifs de A-modules.

Remarque 1.120. (i) D’autre part, on trouvera dans les leçons suivantes des homomor-
phismes non surjectifs de A-algèbres qui sont des épimorphismes de A− Alg.

(ii) Noter que tout morphisme de la catégorie CE de l’exemple 1.114(vii) est à la fois
un monomorphisme et un épimorphisme.

(iii) Noter aussi qu’un morphisme f d’une catégorie C est un monomorphisme si et
seulement si fop est un épimorphisme de la catégorie C op : c’est une illustration d’un
principe général de la théorie des catégories : tout concept (et tout théorème) catégorique
admet un dual, obtenu simplement en renversant les directions des flèches.

(iv) Comme déjà vu pour les isomorphismes, certaines propriétés des monomorphismes
et épimorphismes suivent des axiomes catégoriels, et ces propriétés sont alors valables
dans toute catégorie. Une telle propriété est donnée par l’exercice 1.119(i) ; un autre
exemple est l’observation que la composition de monomorphismes f : X → Y, g : Y → Z
est toujours un monomorphisme g ◦ f . De même pour la composition d’épimorphismes ;
d’ailleurs, l’assertion pour les épimorphismes découle de celle pour les monomorphismes,
grâce au principe de dualité signalé en (iii).

1.5.5. Foncteurs. La classe des toutes les petites catégories est elle aussi une catégorie !
Si C et C ′ sont deux catégories, un morphisme F : C → C ′ est appelé traditionellement
un foncteur de C dans C ′. Ce dernier est la donnée de :

— une application F : Ob(C )→ Ob(C ′)
— pour tout X,Y ∈ Ob(C ) une application FXY : C (X,Y )→ C ′(FX,FY ) soumise

aux conditions suivantes :
— pour tout X ∈ Ob(C ) on a FXX(1X) = 1FX
— pour tout X,Y, Z ∈ Ob(C ) et tout f ∈ C (X,Y ), g ∈ C (Y,Z) on a

FY Z(g) ◦ FXY (f) = FXZ(g ◦ f).

On dit que F est fidèle (resp. plein) si FXY est une injection (resp. une surjection) pour
tout X,Y ∈ Ob(C ). Dans la suite, on omettra généralement l’indice dans la notation
FXY , et on écrira plus simplement Ff pour tout morphisme f de C .

Exemple 1.121. Voici quelques exemples de foncteurs :
(i) Toute catégorie C admet un foncteur identique 1C : C → C , tel que 1CX := X et

1C f := f pour tout objet X et tout morphisme f de C . Notons aussi que si F : C → C ′

et G : C ′ → C ′′ sont deux foncteurs, on obtient une composition

G ◦ F : C → C ′′ X 7→ G(FX) (f : X → Y ) 7→ (G(Ff) : G(FX)→ G(FY ))

et cette loi de composition est évidemment associative. Cela justifie notre assertion ci-
dessus sur l’existence de la catégorie des petites catégories.

(ii) Soit A un anneau. A tout ensemble Λ on a associé le A-module libre A(Λ) (voir
l’exemple 1.12(iv)) ; on peut prolonger cette association en un foncteur fidèle

A(−) : Ens→ A−Mod Λ 7→ A(Λ).

Pour cela, on doit associer à toute application ϕ : Λ → Λ′ une application A-linéaire
A(ϕ) : A(Λ) → A(Λ′), de telle façon que A(1Λ) = 1A(Λ) pour tout ensemble Λ, et A(ϕ′) ◦
A(ϕ) = A(ϕ′◦ϕ) pour toutes applications ϕ : Λ → Λ′ et ϕ′ : Λ′ → Λ′′. Soient (eλ |λ ∈ Λ)
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et (e′λ′ |λ′ ∈ Λ′) les bases canoniques de A(Λ) et respectivement A(Λ′) ; pour définir A(ϕ)

il suffit d’expliciter les images des eλ, et on pose

A(ϕ)(eλ) := e′ϕ(λ) ∀λ ∈ Λ.

Avec cette définition, les conditions requises sont trivialement vérifiées.
(iii) D’autre part, on a aussi associé à chaque ensemble Λ le produit direct AΛ, mais on

ne peut pas prolonger fonctoriellement cette association sur la catégorie des ensembles
(du moins, il n’y a aucune façon naturelle ou simple pour obtenir un tel prolongement).
Toutefois, on peut définir un foncteur fidèle

A− : injEns→ A−Mod Λ 7→ AΛ

(notation de l’exemple 1.117(ii)). En effet, à toute application injective ϕ : Λ → Λ′ on
associe l’application A-linéaire

Aϕ : AΛ → AΛ′ (aλ |λ ∈ Λ) 7→ (a′λ′ |λ′ ∈ Λ′)

où a′ϕ(λ) := aλ pour tout λ ∈ Λ, et a′λ′ := 0, si λ′ /∈ ϕ(Λ).
(iv) A toute application de classes ϕ : S → S′ on peut associer un foncteur Cϕ : CS →

CS′ (notation de l’exemple 1.114(vi)). Pour cela, on pose Cϕ(x) := ϕ(x) et évidemment
C (1x) := 1ϕ(x) pour tout x ∈ S = Ob(CS).

(v) De même, à tout morphisme ϕ : (E,≤)→ (E′,≤) de classes partiellement ordon-
nées on peut associer un foncteur Cϕ : CE → CE′ tel que Cϕ(x) := ϕ(x) pour tout x ∈ E,
et Cϕ(x → y) := (ϕ(x) → ϕ(y)) pour tout x, y ∈ E avec x ≤ y (notation de l’exemple
1.114(vii)).
(vi) A tout espace topologique T on a associé l’anneau C (T ) des fonctions continues

sur T à valeurs réelles, et à toute application continue f : T → T ′ on a associé aussi
un homomorphisme d’anneaux, mais dont la direction est renversée, car f∗ est plutôt
une application C (T ′) → C (T ) : voir l’exercice 1.29. De plus, on vérifie aisément que
(g ◦ f)∗ = f∗ ◦ g∗ si f : T → T ′ et g : T ′ → T ′′ sont deux applications continues
arbitraires. On voit alors que l’on peut interpréter les associations T 7→ C (T ) et f 7→ f∗

comme la donnée d’un foncteur

Topop → R− Alg.

En général, si C et D sont deux catégories, un foncteur C op → D est aussi appelé un
foncteur contravariant de C dans D . (Noter que décider si un foncteur soit contravariant
est surtout une question de perspective : car (C op)op = C , donc tout foncteur C → D
peut se voir comme un foncteur contravariant de C op dans D .)
(vii) Soit csTop la sous-catégorie pleine de Top dont les objets sont les espaces topolo-

giques compacts et séparés. La restriction du foncteur de (vi) est un foncteur

csTopop → R− Alg

et l’exercice 1.29(ii) nous dit que cette restriction est pleine et fidèle.
(viii) A tout anneau A on a associé l’espace topologique SpecA, et à tout homomor-

phisme d’anneau f : A→ B on a associé l’application continue Spec f : SpecB → SpecA
(voir §1.3.2) ; on a donc un foncteur

Spec : Z− Algop → Top.

(ix) D’autre part, on a remarqué que l’association A 7→ MaxA n’est pas fonctorielle
sur toute la catégorie des anneaux. Néanmoins, le spectre maximal donne un foncteur
contravariant sur :

— la sous-catégorie pleine de K−Alg dont les objets sont les K-algèbres de type fini,
pour tout corps K algébriquement clos (voir l’exercice 1.47(i))

— la sous-catégorie de Z−Alg dont les objets sont tous les anneaux, et les morphismes
sont les homomorphismes surjectifs d’anneaux (remarque 1.45(iii)).
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(x) Soient C1,C2 deux catégories ; le produit C1 × C2 est la catégorie avec

Ob(C1 × C2) := Ob(C1)×Ob(C2)

et dont les morphismes (X1, X2)→ (Y1, Y2) sont les éléments de C (X1, Y1)×C2(X2, Y2),
pour tout (X1, X2), (Y1, Y2) ∈ Ob(C1 ×C2). La loi de composition est définie de la façon
évidente : (g1, g2) ◦ (f1, f2) := (g1 ◦ f1, g2 ◦ f2) pour tout couple X•

f•−→ Y•
g•−→ Z• de

morphismes de C1 × C2. On a deux foncteurs de projection évidents (pi : C1 × C2 →
Ci | i = 1, 2), et il est clair que pour toute catégorie A et tout couple de foncteurs (Fi :
A → Ci | i = 1, 2) il existe un unique foncteur F : A → C1×C2 tel que Fi = pi ◦Fi pour
i = 1, 2 : à savoir, FA := (F1A,F2A) pour tout A ∈ Ob(A ), et Ff := (F1f, F2f) pour
tout morphisme f de A . Evidemment, on peut étendre par récurrence cette construction,
pour définir le produit C1 × · · · × Cn d’un nombre fini arbitraire de catégories.
(xi) Dans la situation de (x), soient (Gi : Di → Ci | i = 1, 2) deux foncteurs, et

(qi : D1 × D2 → Di | i = 1, 2) les foncteurs de projection ; on a alors un unique foncteur
G1 ×G2 : D1 ×D2 → C1 × C2 tel que pi ◦ (G1 ×G2) = Gi ◦ qi pour i = 1, 2.

Remarque 1.122. (i) Soit F : C → C ′ un foncteur. Si l’on inverse la direction des flèches
de C et C ′, on obtient le foncteur opposé

F op : C op → C ′op Xop 7→ (FX)op

tel que F op(fop) := (Ff)op pour tout morphisme f de C .
(ii) Evidemment, F est un isomorphisme de catégories si et seulement si l’application

correspondante Ob(C )→ Ob(C ′) est bijective, et si FXY est bijective pour tout X,Y ∈
Ob(C ). Toutefois, dans de nombreuses situations – surtout quand il s’agit de “grosses”
catégories comme Ens ou Top – cette condition est trop restrictive pour être utile ; la
notion vraiment intéressante est son assouplissement suivant :

Définition 1.123. Soient C et C ′ deux catégories.
(i) On dit qu’un foncteur F : C → C ′ est une équivalence s’il est plein et fidèle, et si

pour tout X ′ ∈ Ob(C ′) il existe X ∈ Ob(C ) et un isomorphisme FX ∼→ X ′.
(ii) On dit que C est équivalente à C ′ s’il existe une équivalence C → C ′.

Noter que l’application Ob(C ) → Ob(C ′) correspondante à une équivalence C → C ′

n’est pas forcément injective, ni surjective ; néanmoins, pour plusieurs questions l’exis-
tence d’une équivalence de C vers C ′ rend ces catégories virtuellement interchangeables ;
par exemple, on a :

Exercice 1.124. (i) Soit F : C → C ′ un foncteur plein et fidèle, f : X → Y un
morphisme de C . Montrer les assertions suivantes :

(a) f est un isomorphisme de C ⇔ Ff est un isomorphisme de C ′.
(b) Si en outre F est une équivalence, alors f est un monomorphisme (resp. un épi-

morphisme) si et seulement s’il en est de même pour Ff .
(ii) Soient F : C → C ′ et G : C ′ → C ′′ deux équivalences de catégories. Montrer que

G ◦ F : C → C ′′ est une équivalence.

Exemple 1.125. Soit A un anneau commutatif ; pour tout A-module M , le dual de M
est le A-module des formes A-linéaires M → A, noté

M∨ := HomA(M,A).

Toute application A-linéaire f :M → N induit un homomorphisme transposé

f∨ : N∨ →M∨ (N
ϕ−→ A) 7→ (M

ϕ◦f−−→ A).

Evidemment (IdM )∨ = IdM∨ pour tout A-module M , et (g ◦ f)∨ = f∨ ◦ g∨ pour tout
couple d’applications A-linéaires f : M → N et g : N → P . On a donc un foncteur
contravariant bien défini

(−)∨ : (A−Mod)op → A−Mod.
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Notons aussi A − Modltf la sous-catégorie pleine de A − Mod dont les objets sont les
A-modules libres de type fini. Si L est un A-module libre de rang r ∈ N, le dual L∨ est
aussi libre de rang r : en effet, toute base e1, . . . , er de L induit une base duale e∗1, . . . , e∗r
de L∨ telle que e∗i (ei) = 1 et e∗i (ej) = 0 pour tout i ̸= j (les vérifications sont laissées
aux soins du lecteur) ; i.e. (−)∨ induit par restriction un foncteur

(−)∨ : (A−Modltf)op → A−Modltf.

Montrons que ce dernier est une équivalence. En effet, évidemment tout A-module libre L
de rang fini est isomorphe à L∨ ; l’assertion revient donc à voir que pour tous A-modules
libre L et L′ de rang fini on a une bijection :

HomA(L,L
′)
∼→ HomA(L

′∨, L∨) f 7→ f∨.

Pour cela, fixons des bases e1, . . . , er et e′1, . . . , e′s de L et respectivement L′ ; la donnée
d’une application A-linéaire f : L→ L′ est équivalente à celle de la matrice

A := (aji | i = 1, . . . , r; j = 1, . . . , s) telle que f(ei) =
∑s
j=1 ajie

′
j ∀i = 1, . . . , r

et f∨ correspond à la transposée tA de la matrice A, i.e. :

f∨(e′∗j) =
∑r
i=1 ajie

∗
i ∀j = 1, . . . , s.

L’assertion s’ensuit aussitôt. Dans cet exemple, le foncteur (−)∨ est donné par une ap-
plication injective et non surjective Ob((A −Modltf)op) → Ob(A −Modltf). Voir aussi
l’exemple 1.132.

Exemple 1.126. Soient A un anneau associatif et unitaire, C(A) son quotient commu-
tatif maximal (voir le §1.1.4), et p : A → C(A) la projection. On a vu que pour toute
A-algèbre commutative (B, f : A → B) il existe un unique homomorphisme d’anneaux
f : C(A) → B tel que f = f ◦ p, de sorte que B est naturellement une C(A)-algèbre,
et évidemment, tout homomorphisme de A-algèbres est aussi un homomorphisme de
C(A)-algèbres. On obtient ainsi un isomorphisme de catégories :

A− Alg
∼→ C(A)− Alg (B, f) 7→ (B, f)

qui est l’identité sur les morphismes.

1.5.6. Transformations naturelles. Si F,G : C → C ′ sont deux foncteurs, on appelle
transformation naturelle de F dans G, notée

C

F
''

G

88�� ω C ′ ou simplement ω : F → G

la donnée d’un système de morphismes de la catégorie C ′

ωX : FX → GX ∀X ∈ Ob(C )

tels que pour tout morphisme f : X → Y de C , on a un diagramme commutatif

FX
ωX //

Ff
��

GX

Gf
��

FY
ωY // GY.

Remarque 1.127. (i) Tout foncteur F : C → C ′ admet une transformation identique

1F : F → F X 7→ 1FX ∀X ∈ Ob(C ).

(ii) Les transformations naturelles peuvent être composées : si H :C→C ′ est un autre
foncteur, et si τ : G→ H est une autre transformation naturelle, on définit

τ ◦ ω : F → H X 7→ (τX ◦ ωX : FX → HX).
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En particulier, si C est petite, l’ensemble des foncteurs de C dans C ′ est à son tour une
catégorie, car on voit aisément que pour tout couple de foncteurs F,G : C → C ′, la classe
des transformations naturelles F → G est un ensemble.

(iii) Un isomorphisme de foncteurs est bien sûr une transformation naturelle ω in-
versible à gauche et à droite ; cela revient à dire que ωX est un isomorphisme pour tout
X ∈ Ob(C ) : en effet, dans ce cas on obtient une transformation réciproque

ω−1 : G→ F X 7→ (ωX)−1 : GX → FX

et évidemment ω−1 ◦ ω = 1F , ω ◦ ω−1 = 1G. On notera

Cat Fun(C ,C ′) et Nat(F,G)

respectivement la catégorie des petites catégories, la catégorie des foncteurs C → C ′

(pour toute petite catégorie C et toute catégorie C ′), et l’ensemble des transforma-
tions naturelles F → G entre foncteurs F,G : C → C ′. Donc, Nat(F,G) est l’ensemble
des morphismes F → G dans la catégorie Fun(C ,C ′), et si C ,C ′ ∈ Ob(Cat), on a
Cat(C ,C ′) := Ob(Fun(C ,C ′)).

(iv) Noter aussi que si ω : F → G est une transformation naturelle, en renversant la
direction des flèches on obtient une transformation opposée

ωop : Gop → F op Xop 7→ (ωop
X : (GX)op → (FX)op).

Si C est petite, on déduit ainsi un isomorphisme de catégories :

Fun(C ,C ′)op
∼→ Fun(C op,C ′op) F 7→ F op ω 7→ ωop.

(v) Dans la situation de l’exemple 1.121(xi), soit (G′i : Di → Ci | i = 1, 2) un deuxième
couple de foncteurs, et (ηi : Gi → G′i | i = 1, 2) deux transformations naturelles. Alors on
déduit une transformation naturelle η1 × η2 : G1 ×G2 → G′1 ×G′2 telle que

(η1 × η2)(D1,D2) := (η1,D1
, η2,D2

) ∀(D1, D2) ∈ Ob(D1 ×D2).

Les vérifications seront laissées aux soins du lecteur.

Exemple 1.128. (i) Soit C une petite catégorie, et posons

E(C ) := Nat(1C ,1C )

i.e. l’ensemble des endomorphismes du foncteur identique de C . Munissons E(C ) de
l’opération E(C ) × E(C ) → E(C ) donnée par la composition des endomorphismes.
Cette opération est associative, et admet un élément neutre : l’endomorphisme identique
de 1C ; de plus, cette opération est commutative, car si η, η′ ∈ E(C ), on a par définition
f ◦ ηX = ηY ◦ f pour tout morphisme f : X → Y de C , et avec f := η′X : X → X on
trouve η′ ◦ η = η ◦ η′. Donc (E(C ), ◦) est un monoïde commutatif. La partie E(C )× des
automorphismes de 1C est un groupe abélien.

(ii) Soient A un anneau associatif et unitaire, et C une sous-catégorie pleine de
A −Mod ; pour tout couple η, η′ : 1C → 1C d’endomorphismes de 1C , on obtient une
transformation naturelle η + η′ : 1C → 1C en posant :

(η + η′)M := ηM + η′M :M →M ∀M ∈ Ob(C ).

Si C est petite, on obtient ainsi une loi d’addition sur E(C ), et on vérifie aisément que
(E(C ), ◦,+) est un anneau commutatif, associatif et unitaire.

(iii) Si en outre A ∈ Ob(C ), il existe un isomorphisme canonique d’anneaux

ωC : Z(A)
∼→ E(C )

(notation de la remarque 1.14(ii)). Donc, le centre de A peut être reconstitué à partir de
la catégorie des A-modules. En effet, à tout a ∈ Z(A) on peut associer

ωC
a ∈ E(C ) tel que ωC

a,M := a · IdM ∀M ∈ Ob(C ).
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D’autre part, à tout a ∈ A on peut associer l’endomorphisme A-linéaire µa : A → A tel
que µa(b) = ba pour tout b ∈ A. Or, soit η ∈ E(C ) ; il existe un unique a ∈ A tel que
ηA = µa, et puisque µb ◦ ηA = ηA ◦ µb, on a ba = ab pour tout b ∈ A, i.e. a ∈ Z(A). Il
suffit alors de montrer que η = ωC

a . Pour cela, soient M ∈ Ob(C ) et x ∈ M ; soit aussi
f : A→M l’unique application A-linéaire avec f(1) = x. On a :

ηM (x) = ηM ◦ f(1) = f ◦ ηA(1) = f(a) = ax.

Puisque x est arbitraire, cela montre que ηM = a · IdM , CQFD.
(iv) Si C ′ ⊂ C est une sous-catégorie pleine, la restriction en C ′ de tout endomor-

phisme de 1C est évidemment un endomorphisme de 1C ′ , d’où un morphisme de mo-
noïdes E(C ) → E(C ′) : η 7→ η|C ′ . En particulier, dans la situation de (iii), pour tout
couple de sous-catégories pleines et petites C ′ ⊂ C ⊂ A − Mod on obtient un homo-
morphisme d’anneaux (−)|C ′ : (E(C ), ◦,+) → (E(C ′), ◦,+) ; si A ∈ Ob(C ′), il est clair
que (ωC

a )|C ′ = ωC ′

a pour tout a ∈ Z(A), donc (−)C ′ est un isomorphisme. Dans ce sens,
l’isomorphisme ωC est indépendant du choix de C , et tout endomorphisme de 1C se
prolonge en un unique endomorphisme de 1A−Mod. Ainsi, bien que E(A −Mod) ne soit
pas un ensemble bien défini dans notre cadre axiomatique, on peut résumer la discussion
en disant que, avec un abus terminologique inoffensif, l’anneau des endomorphismes de
1A−Mod est canoniquement isomorphe à Z(A).

Exercice 1.129. Il existe une deuxième loi de composition pour transformations natu-
relles, appelée produit de Godement, qui s’applique aux diagrammes du type :

C

F
''

G

88�� ω C ′
F ′ ))

G′
77�� ω
′ C ′′.

A savoir, on pose

(ω′ ∗ ω)X := ω′GX ◦ F ′(ωX) ∀X ∈ Ob(C ).

Montrer que :
(i) (ω′ ∗ ω)X = G′(ωX) ◦ ω′FX pour tout X ∈ Ob(C ).

(ii) Le système ((ω′ ∗ ω)X |X ∈ Ob(C )) définit une transformation naturelle

ω′ ∗ ω : F ′ ◦ F → G′ ◦G.
Si F = G et ω = 1F , on écrit aussi ω′ ∗ F au lieu de ω ∗ 1F , et de même, si F ′ = G′ et
ω′ = 1F ′ , on écrit F ′ ∗ ω plutôt que 1F ′ ∗ ω. Donc :

(ω′ ∗ F )X = ω′FX et (F ′ ∗ ω)X = F ′(ωX) ∀X ∈ Ob(C ).

(iii) Les deux lois de composition sont liées de la façon suivante. Considérons un
diagramme de six foncteurs et quatre transformations naturelles :

C

F

##�� ω
<<

H

�� τ
G // C ′

F ′

$$�� ω′

<<

H′
�� τ ′
G′ // C ′′.

Montrer la relation d’échange :

(τ ′ ◦ ω′) ∗ (τ ◦ ω) = (τ ′ ∗ τ) ◦ (ω′ ∗ ω).
En particulier, pour F = G = H et ω = τ = 1F , on a :

(τ ′ ◦ ω′) ∗ F = (τ ′ ∗ F ) ◦ (ω′ ∗ F ).
De même, pour F ′ = G′ = H ′ et ω′ = τ ′ = 1F ′ , on a :

F ′ ∗ (τ ◦ ω) = (F ′ ∗ τ) ◦ (F ′ ∗ ω).
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Ainsi, si C ,C ′ sont petites (resp. if C est petite), F (resp. F ′) induit un foncteur

Fun(F,C ′′) : Fun(C ′,C ′′)→ Fun(C ,C ′′) G′ 7→ G′ ◦ F τ ′ 7→ τ ′ ∗ F
Fun(C , F ′) : Fun(C ,C ′)→ Fun(C ,C ′′) G 7→ F ′ ◦G τ 7→ F ′ ∗ τ

et ω (resp. ω′) induit une transformation naturelle :

Fun(ω,C ′′) : Fun(F,C ′′)→ Fun(G,C ′) G′ 7→ G′ ∗ ω
Fun(C , ω′) : Fun(C , F ′)→ Fun(C , G′) G 7→ ω′ ∗G.

(iv) Montrer aussi que le produit de Godement est associatif : si C ′′′ est une qua-
trième catégorie, F ′′, G′′ : C ′′ → C ′′′ deux foncteurs, et ω′′ : F ′′ → G′′ une troisième
transformation naturelle, on a :

ω′′ ∗ (ω′ ∗ ω) = (ω′′ ∗ ω′) ∗ ω.

Remarque 1.130. (i) Dans la situation de l’exercice 1.129(iii), si C ,C ′ sont petites (resp.
si C est petite), noter les identités :

Fun(τ ◦ ω,C ′′) = Fun(τ,C ′′) ◦ Fun(ω,C ′′)
Fun(C , τ ′ ◦ ω′) = Fun(C , τ ′) ◦ Fun(C , ω′).

(ii) Soit C ′′′ une quatrième catégorie ; si C ,C ′,C ′′ sont petites, on a aussi :

Fun(F ′ ◦ F,C ′′′) = Fun(F,C ′′′) ◦ Fun(F ′,C ′′′)
Fun(ω′ ∗ ω,C ′′′) = Fun(ω,C ′′′) ◦ Fun(ω′,C ′′′).

(iii) En dernier lieu, si C ′′′ est petite, on a en outre :

Fun(C ′′′, F ′ ◦ F ) = Fun(C ′′′, F ′) ◦ Fun(C ′′′, F )
Fun(C ′′′, ω′ ∗ ω) = Fun(C ′′′, ω′) ∗ Fun(C ′′′, ω).

Problème 1.131. Soient C ,C ′ deux catégories, F : C → C ′ un foncteur.
(i) Montrer que F est une équivalence si et seulement s’il admet un quasi-inverse, i.e.

un foncteur G : C ′ → C avec des isomorphismes de foncteurs

ε : G ◦ F ∼→ 1C et η : F ◦G ∼→ 1C ′

vérifiant les identités triangulaires (notation de l’exercice 1.129(ii))

η ∗ F = F ∗ ε et ε ∗G = G ∗ η.

(ii) Déduire de (i) que la relation “C est équivalente à C ′” est une relation d’équivalence
sur la classe des catégories.

Exemple 1.132. Revenons au foncteur (−)∨ : (A −Mod)op → A −Mod de l’exemple
1.125 ; pour tout A-module M on a une application canonique de bidualité

βM :M → (M∨)∨ m 7→ (ϕ 7→ ϕ(m))

telle que f∨∨ ◦ βM = βN ◦ f pour tout f ∈ HomA(M,N), i.e.

β : 1A−Mod → (−)∨∨

est une transformation naturelle. On voit aisément que si L est un A-module libre de
rang r ∈ N et si e1, . . . , er est une base de L, l’application βL est l’isomorphisme tel que
ei 7→ e∗∗i pour tout i = 1, . . . , r. En particulier, βL∨ : L∨

∼→ L∨∨∨ est l’isomorphisme tel
que e∗i 7→ e∗∗∗i pour i = 1, . . . , r ; d’autre part, on a :

β∨L(e
∗∗∗
i )(ej) = e∗∗∗i (βL(ej)) = e∗∗∗i (e∗∗j ) = e∗i (ej) ∀i, j = 1, . . . , r

d’où : β∨L = β−1L∨ . Donc β induit des isomorphismes de foncteurs

1A−Modltf
∼→ (−)∨op ◦ (−)∨ 1(A−Modltf)op

∼→ (−)∨ ◦ (−)∨op
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vérifiant les identités triangulaires. Compte tenu du problème 1.131(i), on retrouve ainsi
que la restriction de (−)∨ est une équivalence sur la sous-catégorie pleine A−Modltf, et
(−)∨op est un quasi-inverse pour (−)∨.

1.6. Solutions aux exercices et problèmes. Cette dernière section contient des so-
lutions pour les problèmes et exercices proposés dans la leçon.

Exercice 1.4 : Si f et g sont de type fini, il existe n,m ∈ N et des homomorphismes
surjectifs de A-algèbres et respectivement de B-algèbres

ϕ : A[X1, . . . , Xn]→ B ψ : B[Xn+1, . . . , Xn+m]→ C.

Soit ϕ′ : A[X1, . . . , Xn+m]→ B[Xn+1, . . . , Xn+m] l’unique homomorphisme deA-algèbres
tel que ϕ′(Xi) = ϕ(Xi) pour i = 1, . . . , n, et ϕ′(Xi) = Xi pour i = n + 1, . . . , n +m (la
structure de A-algèbre A → B[Xn+1, . . . , Bn+m] est la composition de f avec l’inclu-
sion B ⊂ B[Xn+1, . . . , Xn+m]) ; alors ψ ◦ ϕ′ : A[X1, . . . , Xn+m] → C est un homo-
morphisme surjectif de A-algèbres, pour la structure de A-algèbre sur C donnée par
g ◦ f : A → C. Ainsi g ◦ f est de type fini. Si f et g sont de présentation finie, on
peut supposer que I := Ker(ϕ) et J := Ker(ψ) soient des idéaux de type fini ; soit
alors P1, . . . , Pk (resp. Q1, . . . , Qh) un système fini de générateurs de I (resp. de J),
et pour i = 1, . . . , h choisissons Pk+i ∈ A[X1, . . . , Xn+m] avec ϕ′(Pk+i) = Qi. Or,
si R ∈ Ker(ψ ◦ ϕ′), on a ϕ′(R) ∈ Ker(ψ), donc ϕ′(R) =

∑h
i=1RiQi pour certains

R1, . . . , Rh ∈ B[Xn+1, . . . , Xn+m] ; pour i = 1, . . . , h, prenons Si ∈ A[X1, . . . , Xn+m]

avec ϕ′(Si) = Ri. Il vient R−
∑h
i=1 SiPk+i ∈ Ker(ϕ′) ; mais on voit aisément que Ker(ϕ′)

est engendré par P1, . . . , Pk, et donc Ker(ψ ◦ ϕ′) est l’idéal engendré par P1, . . . , Pk+h.
Par suite g ◦ f est de présentation finie.

Exercice 1.8 : Soient p ̸= 0 un idéal premier de A, et I ⊂ A un idéal contenant p ; par
hypothèse il existe a, b ∈ A tels que p = Aa et I = Ab. En outre, il existe x ∈ A tel que
a = bx. Puisque p est premier, on a soit b ∈ p, soit x ∈ p ; si b ∈ p, il vient I = p. Si
x ∈ p, on a x = ay pour quelque y ∈ A, d’où a = aby, i.e. a(1 − by) = 0, et cela donne
1− by = 0, car A est intègre et a ̸= 0 ; mais alors 1 ∈ I, i.e. I = A.

Exercice 1.11, partie (i) : Montrons d’abord que les inversibles de A := Z[
√
−5] sont

les éléments z := a + b
√
−5 tels que z · z̄ = 1 (avec z̄ := a − b

√
−5). En effet, puisque

z̄ ∈ A, la condition est évidemment suffisante ; d’autre part, si zw = 1 pour quelque
w ∈ A, il vient zz̄ww̄ = 1, et puisque zz̄, ww̄ ∈ N, on voit que zz̄ = 1. Or, zz̄ = a2 +5b2,
donc A× = {1,−1}. Montrons ensuite que 2 ne se factorise pas dans A := Z[

√
−5]

comme produit de deux éléments non inversibles. En effet, si 2 = zw avec z, w ∈ A, on
a 4 = zz̄ww̄, et on vient de voir que zz̄, ww̄ > 1, d’où zz̄ = ww̄ = 2 ; mais l’équation
2 = a2 + 5b2 n’a aucune solution entière. Si A était factoriel, son élément 2 serait donc
premier ; mais, on a la factorisation

2 · 3 = (1 +
√
−5)(1−

√
−5)

et 2 ne divise ni 1 +
√
−5 ni 1−

√
−5 dans A, contradiction.

Partie (ii) : Soient a, b ∈ A \ {0} ; on sait déjà que si le ppcm(a, b) existe, il en est de
même pour le pgcd(a, b). La réciproque ne tient pas, pour un anneau intègre arbitraire
(voir la remarque 1.133), mais supposons que pour tout x ∈ A \ {0} le pgcd(x, ab) existe,
et il est donc de la forme d(x) = ab/c(x) pour quelque c(x) ∈ A. Or, si x est un multiple
de a et de b, alors a divise x et ab, donc a divise d(x), et de même b divise d(x) ; il
s’ensuit aisément que c(x) est dans ce cas un diviseur commun de a et b. Par suite, si
aussi le pgcd(a, b) existe, d(x) est un multiple de ab/pgcd(a, b), donc de même pour x ;
ainsi, ab/pgcd(a, b) est un ppcm(a, b).
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Partie (iii) : Pour tout a ∈ A, soit F (a) l’ensemble des parties Λ ⊂ {1, . . . , n} telles
que a divise

∏
i∈Λ pi ; on munit F (a) de l’ordre partiel induit par l’inclusion de parties.

Or, soit d un diviseur de b :=
∏n
i=1 pi, et prenons un élément minimal Λ de F (d) (voir la

remarque 1.31(ii)) ; on va montrer que d = u ·
∏
i∈Λ pi pour quelque u ∈ A×. On raisonne

par récurrence sur la cardinalité c de Λ ; si c = 0, alors Λ = ∅ et
∏
i∈Λ pi = 1, donc

d est inversible, d’où l’assertion. Soit donc c > 0, et supposons que l’assertion soit déjà
connue pour tout diviseur d′ de b et toute partie minimale Λ′ ∈ F (d′) de cardinalité < c.
Soient e ∈ A tel que

∏
i∈Λ pi = de, et i0 ∈ Λ ; posons Λ′ := Λ \ {i0}. On a soit pi0 |e, soit

pi0 |d, car pi0 est premier ; mais si pi0 |e, il vient
∏
i∈Λ′ pi = de′, avec e′ := e/pi0 , donc

Λ′ ∈ F (d), et cela contredit la minimalité de Λ. Ainsi, d = d′pi0 pour quelque d′ ∈ A,
et alors Λ′ ∈ F (d′) ; en outre, Λ′ doit être minimal dans F (d′), car sinon Λ ne serait
pas minimal dans F (d). Par hypothèse de récurrence, on a alors d′ = u ·

∏
i∈Λ′ pi avec

u ∈ A×, d’où l’assertion.

Remarque 1.133. Avec la notation de l’exercice 1.11(i), noter que 2 et 1 +
√
−5 divisent

6 dans Z[
√
−5], et le pgcd de 2 et 1 +

√
−5 est 1, mais 2 · (1 +

√
−5) ne divise pas 6.

Compte tenu de la remarque 1.10(iii), il s’ensuit que le ppcm de 2 et 1 +
√
−5 n’existe

pas dans Z[
√
−5].

Exercice 1.16 : On peut supposer que A ̸= 0, et alors il existe une unique partie finie
non vide S ⊂ Γ telle que 1 =

∑
γ∈S aγ avec aγ ∈ Aγ \ {0} pour tout γ ∈ S. Pour tout

δ ∈ S il vient aδ = aδ · 1 =
∑
γ∈S aγaδ, et par hypothèse aγaδ ∈ Aγ+δ pour tout γ ∈ S ;

par suite, aγaδ = 0 pour tout δ ∈ S et γ ∈ S \ {0} ; donc aγ = aγ ·
∑
δ∈S aδ = 0 pour

tout γ ∈ S \ {0}. Mais alors S = {0} et a0 = 1, CQFD.

Exercice 1.18 : Pour tout n ∈ Z et tout a ∈ A \ {0}, notons par an l’image de a
suivant la projection A → An, et posons ∆(a) := {n ∈ Z | an ̸= 0} ; soient en outre
δ1(a) := max(∆(a)), δ2(a) := min(∆(a)), et δ3(a) := δ1(a) − δ2(a) ∈ N. Puisque A est
intègre, on a δj(ab) = δj(a)+δj(b) pour tout a, b ∈ A\{0} et j = 1, 2. Or, soient a, b ∈ A
avec ab = x+ y ; il vient δ1(a) + δ1(b) = i+ 1 et δ2(a) + δ2(b) = i, i.e. δ3(a) + δ3(b) = 1,
donc on a soit δ3(a) = 0, soit δ3(b) = 0. Disons que δ3(a) = 0 et posons j := δ1(a) ; cela
revient à dire que a est un diviseur de x+y, homogène de degré j, donc x+y = (x′+y′)a
avec x′ ∈ Ai−j et y′ ∈ Ai+1−j . Mais comme pgcd(x, y) = 1, il s’ensuit que a ∈ A×.
D’autre part, si z ∈ A et si z(x + y) = 1, il vient δj(z) + δj(x + y) = δj(1) = 0 pour
j = 1, 2, i.e. δ1(z) + i + 1 = 0 et δ2(z) + i = 0, donc δ1(z) < δ2(z), contradiction. Cela
achève de vérifier que x+ y est irréductible.

Exercice 1.21, partie (i) : La condition est évidemment nécessaire. Réciproquement,
si f est continue en tout point de T , soit U ⊂ S une partie ouverte ; pour tout t ∈ f−1U ,
la partie U est un voisinage de f(t), donc par hypothèse f−1U est un voisinage de t dans
T , i.e. t est dans l’intérieur W de f−1U . Ainsi f−1U = W est une partie ouverte de T ,
d’où l’assertion.

Partie (ii) : D’après (i), il suffit de montrer que pour tout t ∈ T et tout voisinage W
de f(t) dans S, la partie f−1W est un voisinage de t dans T ; mais quitte à remplacer
W par W ∩ Vt, on peut supposer que W ⊂ Vt, et donc que W est aussi un voisinage
de f(t) dans Vt. Par hypothèse, f−1t W est alors un voisinage de t dans Ut ; on déduit
aisément que f−1t W est aussi un voisinage de t dans T (les détails sont laissés aux soins
du lecteur), donc de même pour f−1W .

Partie (iii) : Soient d’abord f une application fermée, et Z une partie fermée de
f−1Uλ, pour quelque λ ∈ Λ ; alors Z = Z ′ ∩ f−1Uλ pour une partie fermée Z ′ de T , et
par hypothèse fZ ′ est une partie fermée de S, donc fZ = Uλ ∩ fZ ′ est fermée dans Uλ.
Cela achève de vérifier que fλ est fermée. Réciproquement, si chaque fλ est fermée, soit Z
une partie fermée de T , de sorte que Zλ := Z∩f−1Uλ soit fermée dans f−1Uλ, pour tout
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λ ∈ Λ ; par hypothèse, fλZλ est alors une partie fermée de Uλ, i.e. Uλ \ fZ = Uλ \ fλZλ
est ouverte dans Uλ, donc aussi dans S. Mais alors S \ fZ =

⋃
λ∈Λ(Uλ \ fZ) est une

partie ouverte de S, i.e. fZ est une partie fermée de S ; cela montre que f est fermée.
On prouve de même que f est ouverte ⇔ il en est de même pour chaque fλ : les détails
sont laissés aux soins du lecteur.

Partie (iv) : La partie Z ′ := f−1(f(Z)) contient Z et est fermée dans T , car f est
continue ; donc Z ⊂ Z ′, d’où f(Z) ⊂ f(Z ′) ⊂ f(Z). Si Z = T , on a f(Z) = f(T ) ⊂ f(Z),
d’où f(T ) ⊂ f(Z) ; donc, si f(T ) = S, on a f(Z) = S.

Exercice 1.22 : Si S est irréductible, soient U ∈ U , Z := S \ U , et supposons que
U = Z1 ∪ Z2 pour deux parties non vides Z1, Z2 ⊂ U qui sont fermées pour la topologie
induite par l’inclusion U → S ; ainsi, pour i = 1, 2 il existe une partie fermée Z ′i de S
avec Zi = U ∩Z ′i. Il vient S = (Z ∪Z ′1)∪Z ′2, et alors on a soit Z ∪Z ′1 = S, soit S = Z ′2 ;
dans le premier cas, il vient U = Z1, et dans le deuxième cas on a U = Z2. Cela achève
de montrer que U est une partie irréductible de S ; ensuite, si U, V ∈ U et si U ∩V = ∅,
il vient S = (S \U)∪ (S \ V ), donc on a soit S = S \U , soit S = S \ V , i.e. soit U = ∅,
soit V = ∅, contradiction.

Réciproquement, supposons que le recouvrement U vérifie les conditions (a) et (b), et
que V ∩ V ′ = ∅ pour deux parties ouvertes V, V ′ ⊂ S ; si V ̸= ∅, prenons U ∈ U avec
U ∩V ̸= ∅. Pour tout U ′ ∈ U on a par hypothèse U ∩U ′ ̸= ∅, donc (U ∩U ′)∩ (U ∩V ) ̸=
∅, car U est irréductible ; ainsi, U ′ ∩ V ̸= ∅ pour tout U ′ ∈ U , et d’autre part
(U ′ ∩ V ) ∩ (U ′ ∩ V ′) = ∅, d’où U ′ ∩ V ′ = ∅ pour tout tel U ′, i.e. V ′ = ∅, et cela
achève de montrer que S est irréductible.

Exercice 1.23 : Evidemment, si f ∈ C (T ) est inversible, on a f(t) ̸= 0 pour tout t ∈ T .
Pour la réciproque, notons que l’application i : R \ {0} → R \ {0} telle que x 7→ 1/x est
continue (pour la topologie de R \ {0} induite par l’inclusion dans R) ; si f(T ) ⊂ R \ {0},
la composition i ◦ f = 1/f est alors continue, et donc f ∈ C (T )×.

Exercice 1.26, partie (i) : Pour toute famille (Zλ |λ ∈ Λ) de parties fermées et tout
λ ∈ Λ posons Uλ := T \Zλ. La condition revient à dire que si

⋃
λ∈Λ Uλ = T , alors il existe

une partie finie Λ′ ⊂ Λ telle que
⋃
λ∈Λ′ Uλ = T . Mais cela est précisément la définition

d’espace compact.
Partie (ii.a) : Il suffit d’exhiber, pour tout y ∈ T \ Z, une partie ouverte U telle que

y ∈ U et U ∩ Z = ∅. Or, puisque T est séparé, pour tout z ∈ Z il existe des parties
ouvertes Uz, Vz avec y ∈ Uz, z ∈ Vz et Uz ∩ Vz = ∅. Evidemment

⋃
z∈Z(Z ∩ Vz) = Z, et

chaque partie Z ∩ Vz est ouverte pour la topologie de Z induite par celle de T ; puisque
Z est compact avec cette topologie, on a alors z1, . . . , zk ∈ Z avec Z ⊂ Vz1 ∪ · · · ∪ Vzk , et
on peut ainsi choisir U := Uz1 ∩ · · · ∩ Uzk .

Partie (ii.b) : Soit (Ui | i ∈ I) une famille de parties ouvertes de T telles que Z ⊂⋃
i∈I Ui ; alors T = (T \ Z) ∪

⋃
i∈I Ui, donc il existe une partie finie J ⊂ I avec T =

(T \ Z) ∪
⋃
i∈J Ui, i.e. Z ⊂

⋃
i∈J Uj , d’où l’assertion.

Partie (ii.c) : Soit (Ui | i ∈ I) une famille de parties ouvertes de T ′ telles que f(Z) ⊂⋃
i∈I Ui ; donc Z ⊂

⋃
i∈I f

−1Ui, et par la compacité de Z il existe une partie finie J ⊂ I
avec Z ⊂

⋃
i∈J f

−1Ui, donc f(Z) ⊂
⋃
i∈J Ui, d’où l’assertion.

Partie (iii) : Soit V ⊂ Y une partie ouverte compacte ; alors V est fermée dans Y ,
d’après (ii.a), donc f−1V est fermée dans X ; mais alors f−1V est une partie ouverte
compacte de X, d’après (ii.b). Ensuite, si f est bijective, soit U ⊂ X une partie ouverte ;
il faut montrer que f(U) est ouvert dans Y , i.e. que Y \ f(U) = f(X \ U) est fermée.
Mais X \ U est compact dans X, d’après (ii.b), et donc f(X \ U) est compact dans Y ,
par (ii.c). L’assertion suit maintenant de (ii.a).
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Partie (iv) : Soit ∆ := {(s, s) | s ∈ S}, la diagonale de S×S, notons par h : T → S×S
l’application telle que h(t) := (f(t), g(t)) pour tout t ∈ T , et munissons S × S de la
topologie du produit, engendrée par {U × V |U, V ∈ TS}. Pour cette topologie, h est
continue, car

h−1(U × V ) = f−1(U) ∩ g−1(V ) ∀U, V ∈ TS .

Evidemment Z = h−1∆, et on est ramené à montrer que ∆ est une partie fermée de
S × S. Soit donc (x, y) ∈ S × S avec x ̸= y ; puisque S est séparé, il existe des voisinages
U de x et V de y tels que U ∩ V = ∅, de sorte que U × V est un voisinage de (x, y) avec
∆ ∩ (U × V ) = ∅, d’où l’assertion.

Partie (v) : Soient Z,Z ′ ⊂ T deux parties fermées disjointes ; on doit exhiber deux
parties ouvertes disjointes U,U ′ ⊂ T avec Z ⊂ U , Z ′ ⊂ U ′. Soit d’abord Z = {t} pour
quelque t ∈ T . Par hypothèse, pour tout z ∈ Z ′ il existe des voisinages ouverts disjoints
Uz de t et U ′z de z ; or, Z ′ est compact par (ii.b), donc il existe une partie finie S ⊂ Z ′ avec
Z ′ ⊂ U ′ :=

⋃
z∈S U

′
z et on prend U :=

⋂
z∈S Uz. Ensuite, soient Z,Z ′ arbitraires ; par ce

qui précède on trouve pour tout z ∈ Z des parties ouvertes disjointes Uz, U ′z avec z ∈ Uz
et Z ′ ⊂ U ′z. Puisque Z est compact, on a une partie finie S ⊂ Z avec Z ⊂ U :=

⋃
z∈S Uz

et on prend U ′ :=
⋂
z∈S U

′
z.

Exercice 1.29, partie (i) : Soit m ∈ MaxC (T ) ; en vertu du lemme de Stone, m = Ker εt
pour un unique t ∈ T , où εt : C (T ) → R est l’homomorphisme d’anneaux tel que
εt(g) := g(t) pour tout g ∈ C (T ). Par suite ψ−1(m) = Ker(εt ◦ ψ). Puisque R est un
corps, pour montrer que Ker(εt◦ψ) est maximal, il suffit de vérifier que εt◦ψ est surjectif.
Pour cela, comme C (T ′) contient le sous-anneau R des fonctions constantes, il suffit de
vérifier que la restriction λ : R → R de εt ◦ ψ est IdR. Or, évidemment λ(n) = n pour
tout n ∈ Z, donc λ(q) = q pour tout q ∈ Q ; on est alors ramené aisément à montrer que
λ est monotone croissante, i.e. :

x ≥ y ⇒ λ(x) ≥ λ(y) ∀x, y ∈ R.

Mais si x ≥ y, alors x− y = a2 pour quelque a ∈ R, donc λ(x)− λ(y) = λ(a)2 ≥ 0, d’où
l’assertion. Cela montre en outre que pour toute fonction constante x ∈ R sur T ′, et tout
t ∈ T , on a εt ◦ψ(x) = x, i.e. ψ(x) est la fonction constante sur T de valeur x ; autrement
dit, ψ est un homomorphisme de R-algèbres. Pour montrer la continuité de Max(ψ), il
suffit d’observer que (Maxψ)−1(D(h)) = D(ψ(h)) pour tout h ∈ C (T ′). En effet :

m∈(Maxψ)−1(D(h))⇔h /∈ (Maxψ)(m)⇔h /∈ ψ−1(m)⇔ψ(h) /∈ m⇔m ∈ D(ψ(h)).

Partie (ii) : Soient t ∈ T , et mt ∈ MaxC (T ), mf(t) ∈ MaxC (T ′) les idéaux maximaux
associés à t et f(t), de sorte que (Max f∗)(mt) = Ker(εt ◦ f∗). Si ψ = f∗, la chaîne
d’équivalences suivante entraîne la commutativité du diagramme :

h ∈ Ker(εt ◦ f∗)⇔ εt ◦ f∗(h) = 0⇔ εt(h ◦ f) = 0⇔ h ◦ f(t) = 0⇔ h ∈ mf(t).

Ensuite, soit ψ′ : C (T ′) → C (T ) un deuxième homomorphisme d’anneaux, tel que le
diagramme commute avec Max(ψ) remplacé par Max(ψ′) ; soient h ∈ C (T ′), t ∈ T ,
a := ψ(h)(t) et b := ψ′(h)(t). Il vient ψ(h− a)(t) = 0 = ψ′(h− b)(t), car ψ et ψ′ sont des
homomorphismes de R-algèbres, d’après (i). Par suite, ψ(h− a), ψ′(h− b) ∈ mt, et ainsi
h− a, h− b ∈ mf(t), d’où a− b ∈ mf(t), et finalement a = b. Cela achève de montrer que
ψ(h)(t) = ψ′(h)(t) pour tout t ∈ T , i.e. ψ = ψ′.

Exercice 1.33 : (a)⇒(b) : Par hypothèse, la partie S := {xn |n ∈ N} admet un élément
minimal xn, d’où xk = xn pour tout k ≥ n.

(b)⇒(a) : Soit par l’absurde S ⊂ E une partie non vide qui n’admet aucun élément
minimal. Pour tout n ∈ N posons Σn := {k ∈ N | k ≤ n}, et soit Σ∞ := N ; on considère
l’ensemble F des couples (n, ϕ) formés de n ∈ N∪ {∞} et d’une application ϕ : Σn → S
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avec ϕ(k) > ϕ(k + 1) pour tout k ∈ Σn \ {n}. Pour tout x ∈ S, soit ϕx : {0} → S
l’application avec ψx(0) := x ; trivialement (0, ψx) ∈ F , donc F ̸= ∅. Munissons F de
l’ordre partiel tel que

(m,ψ) ≤ (n, ϕ) ⇔ m ≤ n et ψ(k) = ϕ(k) ∀k ∈ Σm \ {m}.

Soient {(n(λ), ϕλ) |λ ∈ Λ} une partie totalement ordonnée non vide de F , et N :=
sup(n(λ) |λ ∈ Λ) ∈ N ∪ {∞} ; pour tout k ∈ ΣN il existe λ ∈ Λ tel que k ∈ Σn(λ),
et posons ψ(k) := ϕλ(k). On a ainsi une application bien définie ψ : ΣN → S, et on
voit aussitôt que (N,ψ) ∈ F et (N,ψ) ≥ (n(λ), ϕλ) pour tout λ ∈ Λ. D’après le lemme
de Zorn, F admet alors un élément maximal (M,β). Si M ∈ N, alors β(M) ∈ S par
hypothèse n’est pas minimal ; soient donc x ∈ S avec β(M) > x, et

γ : ΣM+1 → S telle que γ(k) := β(k) ∀k ≤M et γ(M + 1) := x.

Il vient (M + 1, γ) ∈ F et (M + 1, γ) > (M,β), contradiction. Soit donc M = ∞ ; cela
revient à dire que β(0) > β(1) > β(2) > · · · est une chaîne strictement descendante
d’éléments de S, et cela contredit (b).

Exercice 1.36 : Supposons, par l’absurde, qu’il existe a ∈ A non nul et non inversible
qui n’est pas un produit d’éléments premiers. On va construire par récurrence des suites
(an, pn |n ∈ N) d’éléments de A, avec pn premier et an = pnan+1 pour tout n ∈ N.
Pour cela, on pose a0 := a et p−1 := 1 ; ensuite, supposons que n ≥ 0 et ai et pi−1 ont
déjà été exhibés pour i = 0, . . . , n. On remarque que a = an ·

∏n−1
i=−1 pi. Alors an n’est

ni premier ni inversible, car sinon on aurait une factorisation pour a comme produit
de premiers. Donc, il existe un idéal premier pnA avec an ∈ pnA (corollaire 1.35(ii)),
i.e. an = pnan+1 pour quelque an+1 ∈ A. Par construction, anA ⊂ an+1A pour tout
n ∈ N, de sorte que I :=

⋃
n∈N anA est un idéal de A ; par hypothèse il existe b ∈ I avec

I = bA, donc b ∈ anA pour quelque n ∈ N. Ainsi, an+1A = anA, i.e. a−1n+1an ∈ A×,
contradiction. Ensuite, soient n ∈ N et (a1, . . . , an) ∈ An \ {(0, . . . , 0)} ; par hypothèse
on a Aa1 + · · ·+Aan = Ad pour quelque d ∈ A, et par inspection des définitions on voit
que d = pgcd(a1, . . . , an).

Problème 1.37, partie (i) : On peut adapter sans peine la preuve des assertions cor-
respondantes pour Z et K[X] (avec K un corps) : voir l’exemple 1.2.

Partie (ii) : On considère l’application

|| · || : Z[i
√
n]→ N z := a+ ib

√
n 7→ z · z̄ = a2 + nb2 (n = 1, 2).

Or, soient z := a + ib
√
n et u := c + id

√
n deux éléments non nuls de Z[i

√
n] ; il suffit

d’exhiber q, r ∈ Z[i
√
n] tels que z = uq + r et ||r|| < ||u||. Pour cela, supposons d’abord

que d = 0, donc u = c est un entier et on trouve q1, q2, r1, r2 ∈ Z tels que

a = q1c+ r1 b = q2c+ r2 − 1
2 |c| ≤ |r1|, |r2| ≤

1
2 |c|

où | · | dénote la valeur absolue usuelle de R. On vérifie aisément que q := q1 + iq2
√
n et

r := r1 + ir2
√
n conviennent. Pour un u général, ce qui précède montre que :

∃q, r ∈ Z[i
√
n] tels que zū = quū+ r′ avec ||r′|| < ||uū|| = ||u|| · ||ū||.

On pose r := z − qu et on trouve ||r|| = ||r′/ū|| = ||r′||/||ū|| < ||u||, comme souhaité.
Partie (iii) : La cardinalité du groupe abélien (Z/pZ)× est p− 1, donc ȳp−1 = 1 pour

toute classe ȳ ∈ (Z/pZ)×, et z̄ := ȳ(p−1)/2 satisfait l’équation z̄2 = 1 ; mais puisque Z/pZ
est un corps, cette équation n’admet que les solutions 1 et −1. Si ȳ(p−1)/2 = 1 pour
tout ȳ ∈ (Z/pZ)×, le polynôme X(p−1)/2− 1 aurait p− 1 racines distinctes dans le corps
Z/pZ, ce qui est absurde. Donc il existe ȳ tel que ȳ(p−1)/2 = −1 ; noter que (p − 1)/2
est un entier pair par hypothèse, donc x̄ := ȳ(p−1)/4 satisfait l’équation x̄2 = −1, d’où
l’assertion.
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Partie (iv) : Soit p ≡ 1 (mod 4) ; d’après (iii), on sait déjà qu’il existe x ∈ Z tel
que p|x2 + 1. Mais x2 + 1 = (x + i) · (x − i), et p ne divise aucun des facteurs de cette
décomposition, donc p n’est pas premier dans Z[i]. On a alors p = (a+ ib) · (d+ ie) pour
des éléments non inversibles a + ib, d + ie de Z[i]. On déduit p2 = (a2 + b2) · (d2 + e2),
d’où a2 + b2 ∈ {1, p, p2}. Mais a+ ib ̸= 1, car a+ ib n’est pas inversible. Si a2 + b2 = p2,
on aurait d2 + e2 = 1 ; c’est absurde, car d + ie n’est pas inversible. Donc a2 + b2 = p.
Réciproquement, si p est un entier impair qui s’écrit sous la forme p = a2 + b2 avec
a, b ∈ N, l’un des a, b doit être pair, et l’autre doit être impair. Disons que a est impair
et b est pair ; il vient p ≡ a2 ≡ 1 (mod 4).

Problème 1.39, partie (i) : Il suffit de montrer que si un premier p de A divise P ·Q,
alors p divise P ou Q. Mais l’identification A[X]/pA[X] = (A/p)[X] montre que p est
premier dans A[X], donc l’assertion est claire.

Partie (ii) : Soit P primitif dans A[X], et soit P = Q1 · · ·Qk une factorisation de P
par des polynômes irréductibles de K[X]. Pour chaque i = 1, . . . , k, on trouve ai ∈ K×
tel que Ri := aiQi soit primitif dans A[X] (détails laissés au lecteur), et on pose a :=
a1 · · · ak ; d’après (i), aP = R1 · · ·Rk est encore primitif dans A[X], d’où a ∈ A×. Donc,
P = a−1R1 · · ·Rk est une factorisation de P par des polynômes primitifs dans A[X] et
irréductibles dans K[X]. L’assertion s’ensuit aussitôt.

Partie (iii) : Par récurrence sur n ∈ N, on se ramène aisément au cas n = 1. La preuve
de (ii) montre que tout P ∈ A[X] se factorise comme un produit d’éléments premiers
de A et de polynômes qui sont à la fois primitifs dans A[X] et irréductibles dans K[X].
Or, si p ∈ A est premier, la preuve de (i) montre que p est encore premier dans A[X] ;
il reste à vérifier que si P est primitif dans A[X] et irréductible dans K[X], alors il est
premier dans A[X]. Soient donc Q1, Q2 ∈ A[X] primitifs et b ∈ A \ {0} tels que P divise
b ·Q1 ·Q2 dans A[X] ; on sait déjà que K[X] est factoriel, donc P divise un des facteurs
Q1, Q2 dans l’anneau K[X]. Soit R ∈ K[X] avec P ·R = Q1 ; on trouve a ∈ K× tel que
aR soit un polynôme primitif de A[X], et par (i) il s’ensuit que aQ1 ∈ A[X] est encore
primitif, donc a ∈ A× et finalement R ∈ A[X], i.e. P divise Q1 dans l’anneau A[X],
comme souhaité.

Exercice 1.41 : Soient f, g ∈ K[X1, . . . , Xn] tels que DK(f), DK(g) ̸= ∅ ; évidem-
ment, il suffit de montrer que DK(f) ∩ DK(g) ̸= ∅. Pour cela, choisissons a ∈ DK(f),
b ∈ DK(g), et soit ϕ : K → Kn l’unique application affine telle que ϕ(0) = a et ϕ(1) = b ;
donc ϕ est donnée par une suite (ϕ1(T ), . . . , ϕn(T )) d’éléments de K[T ] de degré ≤ 1.
Posons P := f ◦ ϕ et Q := g ◦ ϕ ; on a P,Q ∈ K[T ] et 0 ∈ DK(P ), 1 ∈ DK(Q) et on est
ramené à exhiber x ∈ K tel que f(ϕ(x)), g(ϕ(x)) ̸= 0, i.e. x ∈ DK(P ) ∩ DK(Q). Mais
l’existence de x est évidente, car P et Q n’ont qu’un nombre fini de zéros, alors que K
est infini.

Exercice 1.43 : Munissons l’ensemble N de sa topologie discrète (voir l’exemple 1.20(v)).
Evidemment, N n’est pas compact avec cette topologie, et toute fonction N→ R est conti-
nue. Pour tout n ∈ N, soit δn : N → R l’application telle que δn(n) = 1 et δn(k) = 0
pour tout k ̸= n. On voit aisément que l’idéal maximal ϕN(n) est engendré par 1−δn. En
particulier, ϕN : N→ MaxC (N) est injective. En outre, la topologie de N est induite par
la topologie de Zariski de MaxC (N) via ϕN : car on a ϕ−1N D(δn) = {n} pour tout n ∈ N.
Cela implique aussitôt que ϕN ne peut pas être surjective, car on sait que MaxC (N) est
compact (proposition 1.42).

Problème 1.44 : On va montrer que A := C ([0, 1]) admet des idéaux premiers non
maximaux, mais la preuve ne sera pas tout à fait constructive. Avant d’aborder la preuve,
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il est utile de faire quelques considérations préliminaires : on pose

V (f) := f−1(0) ⊂ [0, 1] ∀f ∈ A

et pour tout idéal I ⊂ A on définit Z (I) := {V (f) | f ∈ I}. On voit que :
— si 1 /∈ I, on a V (f) ̸= ∅ pour tout f ∈ I, car si V (f) = ∅, f serait inversible, ce

qui est absurde ; donc ∅ /∈ Z (I).
— si f ∈ I et Z ′ ⊂ [0, 1] est une partie fermée contenant V (f), on a Z ′ ∈ Z (I) ;

en fait, on peut trouver une fonction continue g : [0, 1] → R avec V (g) = Z ′,
d’où V (fg) = Z ′, et évidemment fg ∈ I. (Si Z ′ ̸= ∅, une telle g s’obtient par
g(t) := dist(t, Z ′) := min(|t− z| | z ∈ Z ′) pour tout t ∈ [0, 1]).

— Si Z,Z ′ ∈ Z (I), on a aussi Z ∩ Z ′ ∈ Z (I). En fait, si Z = V (f) et Z ′ = V (g),
avec f, g ∈ I, on a V (f2 + g2) = Z ∩ Z ′.

On va étudier un peu plus systématiquement les familles avec ces propriétés ; tout
d’abord, la définition suivante extrait leurs propriétés caractéristiques :

Définition 1.134. Soit T un espace topologique ; un filtre de T est une famille F de
parties fermées de T soumise aux conditions suivantes :

(a) ∅ /∈ F et T ∈ F
(b) Si Z ⊂ Z ′ sont des parties fermées de T avec Z ∈ F , on a aussi Z ′ ∈ F
(c) Si Z,Z ′ ∈ F , on a aussi Z ∩ Z ′ ∈ F .

L’ensemble E des filtres de T est partiellement ordonné par l’inclusion de filtres. Un
ultrafiltre de T est un élément maximal de E. On dit qu’un filtre F de T est premier,
s’il remplit aussi la condition suivante :

(d) Si Z,Z ′ ⊂ T sont des parties fermées et Z,Z ′ /∈ F , on a Z ∪ Z ′ /∈ F .

Lemme 1.135. Soient T un espace topologique, et F un filtre de T . Alors il existe un
ultrafiltre de T qui contient F .

Démonstration. L’ensemble E des filtres de T contenant F est partiellement ordonné
par inclusion. Si (Fi | i ∈ I) est une famille non vide totalement ordonnée d’éléments de
E, la réunion

⋃
i∈I Fi est un élément de E. Par le lemme de Zorn, E admet alors un

élément maximal, qui est évidemment un ultrafiltre. □

Exemple 1.136. Soit T un espace topologique, t ∈ T un point.
(i) La famille des parties fermées contenant t est trivialement un ultrafiltre Ft. Les

ultrafiltres de ce type sont appelés ultrafiltres principaux.
(ii) Soit G une famille de parties fermées de T qui satisfait la condition suivante. Pour

tout k ∈ N et tout Z1, . . . , Zk ∈ G on a Z1 ∩ · · · ∩Zk ̸= ∅. Alors, l’ensemble des filtres de
T contenant G n’est pas vide, et il admet un élément minimal F . En fait, soit d’abord
G ′ la famille des intersections finies d’éléments de G ; la condition sur G implique que G ′

satisfait aux conditions (a) et (c) de la définition 1.134, et F est la famille des parties
fermées de T contenant un élément de G ′. On appelle G ′ le filtre de T engendré par G .

(iii) Soient T ′ un autre espace topologique, f : T ′ → T une application continue, et F

un filtre de T ′. On pose G := {f(Z) |Z ∈ F}, où f(Z) dénote l’adhérence de f(Z) dans
T . Evidemment f(Z1 ∩ Z2) ⊂ f(Z1) ∩ f(Z2) pour tout Z1, Z2 ∈ F , donc la famille G
satisfait la condition de (ii), et G engendre un filtre de T qu’on appellera l’image directe
de F suivant f , et on notera

f∗F .

(iv) Montrons que si F est un filtre premier de T ′, le filtre f∗F est aussi premier.
Pour cela, soit X ∈ f∗F tel que X = Y ∪Z, avec Y,Z deux parties fermées de T ; il faut
vérifier que l’une des deux est dans f∗F . Par définition, X contient une intersection finie
f(Z1)∩· · ·∩f(Zk) avec Z1, . . . , Zk ∈ F ; posonsW := Z1∩· · ·∩Zk, de sorte queW ∈ F et
f(W ) ⊂ f(Z1)∩· · ·∩f(Zk). Il suffit de montrer que l’une des parties Y ′ := f(W ) ∩ Y ou
Z ′ := f(W ) ∩ Z est dans f∗F . Or, on a W ⊂ f−1(X), donc (W ∩f−1Y )∪(W ∩f−1Z) =
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W ∩f−1(X) =W . Puisque F est premier, soit W ∩f−1(Y ) ∈ F , soit W ∩f−1(Z) ∈ F .
Disons que W ∩ f−1(Y ) ∈ F ; il vient f(W ∩ f−1Y ) = Y ′ ∈ f∗F , CQFD.

Proposition 1.137. Soit T un espace topologique. On a :
(i) T est compact si et seulement si tout ultrafiltre de T est principal.
(ii) Tout ultrafiltre de T est premier.

Démonstration. (i) : Si T est compact et si F est un ultrafiltre, évidemment X :=⋂
Z∈F Z est une partie fermée de T . En outre, X est non vide, car sinon on aurait

∅ =
⋃
Z∈F ′ Z pour une partie finie F ′ ⊂ F (exercice 1.26(i)) ; or, toute intersection

finie d’éléments de F appartient à F ; mais ∅ /∈ F , contradiction. Soit donc x ∈ X ;
évidemment F ⊂ Fx, et donc F = Fx, car par hypothèse F est maximal. Récipro-
quement, si tout ultrafiltre de T est principal, soit (Uλ |λ ∈ Λ) une famille de parties
ouvertes de T avec

⋃
λ∈Λ Uλ = T . On doit exhiber une partie finie Λ′ ⊂ Λ telle que⋃

λ∈Λ′ Uλ = T . Supposons pour l’absurde qu’une telle partie Λ′ n’existe pas, et posons
Zλ := T \ Uλ pour tout λ ∈ Λ ; par suite la famille (Zλ |λ ∈ Λ) satisfait la condition
de l’exemple 1.136(ii), et donc elle engendre un filtre F . Par le lemme 1.135 on trouve
un ultrafiltre F ′ contenant F , et par hypothèse F ′ est principal ; mais

⋂
λ∈Λ Zλ = ∅,

contradiction.
(ii) : Soit F un ultrafiltre, et supposons par l’absurde qu’il existe des parties fermées

Z,Z ′ de T avec Z ∪ Z ′ ∈ F mais Z,Z ′ /∈ F . Posons F ′ := {Z ∩X |X ∈ F} ; on voit
aisément que la famille F ′ satisfait la condition (c) de la définition 1.134. Montrons que
aussi la condition (a) est satisfaite : car sinon il existe X ∈ F tel que X ∩ Z = ∅,
d’où Z ′ ∩X = (Z ∪ Z ′) ∩X ∈ F , mais alors Z ′ ∈ F , contradiction. Donc, soit F ′′ le
filtre engendré par F ′ ; évidemment F ⊂ F ′′, et par maximalité de F , on déduit que
F ′′ = F , en particulier Z ∈ F , contradiction. □

Soient maintenant T un espace topologique, F un filtre de T et J un idéal propre de
C (T ) (i.e. 1 /∈ J) ; on pose :

I(F ) := {f ∈ C (T ) | f−1(0) ∈ F} Z (J) := {f−1(0) | f ∈ J}.

Lemme 1.138. Avec la notation ci-dessus, soit T métrisable. Alors on a :
(i) I(F ) est un idéal de C (T ) et Z (J) est un filtre de T .
(ii) F est un filtre premier si et seulement si I(F ) est un idéal premier.
(iii) Si J est un idéal premier, Z (J) est un filtre premier.
(iv) F = Z (I(F )).

Démonstration. (i) : On voit aisément que I(F ) est un idéal de C (T ), et l’assertion
concernant Z (J) a déjà été remarquée ci-dessus, du moins pour T = [0, 1], mais on voit
aisément que l’argument s’applique plus généralement si T est métrisable.

(ii) : Supposons d’abord que F soit premier, et montrons que I(F ) est un idéal
premier. En effet, soient f, g ∈ C (T ) tels que f · g ∈ I(F ) ; cela veut dire que f−1(0) ∪
g−1(0) = (f · g)−1(0) ∈ F . Or, si f /∈ I(F ), i.e. f−1(0) /∈ F , on doit avoir g−1(0) ∈ F ,
d’où g ∈ I(F ). Réciproquement, supposons que I(F ) soit premier, et soient Z,Z ′ ⊂ T
deux parties fermées non vides avec Z ∪ Z ′ ∈ F ; on pose

f(t) := dist(t, Z) g(t) := dist(t, Z ′) ∀t ∈ T.
Evidemment f, g ∈ C (T ) et f · g ∈ I(F ), d’où f ∈ I(F ) ou g ∈ I(F ) ; dans le premier
cas on déduit Z = f−1(0) ∈ F , et dans le deuxième cas on a Z ′ ∈ F , ce qui achève de
montrer que F est premier.

(iii) : Soient k ∈ J et X,Y ⊂ T deux parties fermées avec X ∪ Y = k−1(0). Puisque
|k|2 = k2 et comme J est premier, on a aussi |k| ∈ J , on peut donc supposer k ≥ 0.
Choisissons f, g ∈ C (T ) avec X = f−1(0) et Y = g−1(0); on peut de même supposer que
f(t), g(t) ≥ 0 pour tout t ∈ [0, 1]. Puisque

max(f − g, 0) ·min(f − g, 0) = 0 ∈ J
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on a soit h := max(f − g, 0) ∈ J , soit l := min(f − g, 0) ∈ J . Si h ∈ J , noter que :

f(t) = 0 ⇔ (h+ f · g)(t) = 0 ⇔ (h+ k)(t) = 0 ∀t ∈ [0, 1].

Mais h+ k ∈ J , donc X ∈ Z (J). On montrerait de même Y ∈ Z (J) si l ∈ J .
(iv) : Evidemment Z (I(F )) ⊂ F . D’autre part, si Z ∈ F , la fonction t 7→ dist(t, Z)

est continue et son lieu de zéros est Z, d’où l’inclusion opposée. □

Pour résoudre notre problème, il suffira d’exhiber un filtre premier non principal de
l’espace topologique [0, 1]. Or, fixons t ∈ [0, 1], notons T ′ := [0, 1] \ {t}, jt : T ′ → [0, 1]
l’inclusion, et soit U la famille de tous les voisinages de t dans [0, 1] ; posons

G := {U ∩ T ′ |U ∈ U }

(où U dénote l’adhérence de U dans [0, 1]). On voit aisément que la famille G satisfait
les conditions (a) et (c) de la définition 1.134 : en effet, si U, V sont deux voisinages de t
dans [0, 1], aussi U ∩ V est un voisinage de t, et on a

(U ∩ T ′) ∩ (V ∩ T ′) = (U ∩ V ) ∩ T ′ ∈ G .

Soit donc G ′ le filtre de T ′ engendré par G ; par le lemme 1.135, il existe un ultrafiltre
G ′′ de T ′ contenant G ′. La proposition 1.137(ii) et l’exemple 1.136(iv) nous fournissent
le filtre premier F := jt∗G ′′ de [0, 1]. Pour conclure, on est ainsi ramené à montrer que
F n’est pas principal ; mais, d’un côté, pour tout t′ ∈ [0, 1] avec t′ ̸= t il existe U ∈ U
tel que t′ /∈ U , et évidemment U ∈ F . Si F était principal, il serait donc égal à Ft. Mais
de l’autre côté, on voit aussi que pour tout élément W ∈ F il existe Z ∈ G ′′ tel que
Z ⊂W ; en particulier, W ∩ T ′ ̸= ∅, donc la partie fermée {t} ne peut pas appartenir à
F , CQFD.

Remarque 1.139. (i) On exhibera plus tard des idéaux premiers de C ([0, 1]) (ou plus
généralement, de C (T ), pour T compact et séparé) qui ne sont pas de la forme I(F )
comme ci-dessus. En outre, il existe des chaînes strictement décroissantes de longueur
infinie de filtres premiers de [0, 1] : voir l’exemple 1.54, et surtout §8.2.

(ii) Si l’on est prêt à se servir de l’analyse non standard, on peut donner une construc-
tion très agréable d’un idéal premier non maximal de C ([0, 1]), comme suit. Rappelons
que l’analyse non standard plonge le corps réel R dans un corps ordonné ∗R de nombres
hyper-réels, qui contient des infinitésimaux, i.e. des éléments ε > 0 qui sont plus petits
que tout nombre réel strictement positif. De plus, toute fonction f : [0, 1]→ R admet un
prolongement canonique

∗f : ∗[0, 1] := {x ∈ ∗R | 0 ≤ x ≤ 1} → ∗R.

Si f est continue, son prolongement ∗f l’est aussi, au sens que pour tout x, y ∈ ∗R
dont la distance est infinitésimale, la distance entre ∗f(x) et ∗f(y) l’est aussi. Or, fixons
un nombre hyper-réel infinitesimal ε > 0 ; on voit aisément que la partie p := {f ∈
C ([0, 1]) | ∗f(ε) = 0} est un idéal premier de C ([0, 1]). Pour f ∈ p, le nombre réel f(0)
est infinitésimalement proche à ∗f(ε) = 0, donc f(0) = 0, i.e. p ⊂ m0. D’autre part,
∗Id[0,1] = Id∗[0,1] ; en particulier Id[0,1] ∈ m0 \ p. Noter que la construction des hyper-
réels s’effectue à l’aide de certains ultrafiltres ; cette description hyper-réelle de l’idéal p
a en fait inspiré nos constructions par ultrafiltres.

Exercice 1.46, partie (i) : On sait que Z est principal (exemple 1.2(i)), et un idéal nZ
avec n > 0 est premier si et seulement si n est un nombre premier ; en outre, si p est
un nombre premier, l’idéal pZ est maximal (exercice 1.8). Donc, MaxZ est en bijection
naturelle avec les nombres premiers (positifs), et SpecZ = MaxZ ∪ {{0}}. La topologie
de SpecZ est engendrée par les parties D(n), avec n ∈ Z : si p1, . . . , pk sont les diviseurs
premiers de n, on a D(n) = SpecZ \ {p1Z, . . . , pkZ}. En conclusion, les parties fermées
de SpecZ sont SpecZ et les parties finies de MaxZ.
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Partie (ii) : En vertu de l’exemple 1.2(ii), la même discussion s’applique, muta-
tis mutandis, à l’anneau K[T ], pour K un corps quelconque. A savoir, SpecK[T ] =
MaxK[T ]∪{{0}} et MaxK[T ] est en bijection naturelle avec les polynômes irréductibles
unitaires de K[T ]. Les parties fermées sont SpecK[T ] et les parties finies de MaxK[T ].
Si, de plus, K est algébriquement clos, les polynômes irréductibles unitaires sont exac-
tement ceux de la forme T − a, avec a ∈ K un élément arbitraire. Donc, dans ce cas,
l’application K → MaxK[T ] : a 7→ (T − a) ·K[T ] est une bijection naturelle. Cela donne
un cas élémentaire du Nullstellensatz.

Partie (iii) : Si K est parfait, la clôture algébrique Kalg de K est une extension galoi-
sienne de K, donc soit G := Gal(Kalg/K) (le groupe de Galois des K-automorphismes
de Kalg) ; les polynômes irréductibles unitaires de K[T ] sont en bijection naturelle avec
Kalg/G (l’ensemble des orbites de l’action de G sur Kalg). Donc, SpecK[T ] s’identifie
naturellement à {{0}}∪ (Kalg/G), avec la topologie expliquée ci-dessus. Par exemple, on
a une identification naturelle

MaxR[T ] ∼→ {z ∈ C | ℑ(z) ≥ 0}

du spectre maximal de R[T ] avec le demi-plan supérieur complexe.
Partie (iv) : Soient p > 0 la caractéristique de K, et P (T ) ∈ E[T ] ; puisque E est

purement inséparable sur K, il existe k ∈ N avec P (T )p
k ∈ K[T ] ; notons donc

n(P ) := min{n ∈ N \ {0} |Pn ∈ K[T ]}.

Or, si P est irréductible dans E[T ], le polynôme Pn(P ) est irréductible dans K[T ] : en
effet, supposons que Pn(P ) = Q1 · Q2, avec Q1, Q2 deux polynômes de K[T ] de degrés
> 0 ; par suite Q1 = P r et Q2 = P s pour des entiers r, s > 0 avec r + s = n(P ). En
particulier, P r ∈ K[T ] et r < n(P ), contradiction. Or, l’idéal mP := P ·E[T ] est maximal
dans E[T ] et Pn(P ) ∈ mP ∩K[T ], d’où mP ∩K[T ] = mPn(P ) := Pn(P ) ·K[T ]. Cela donne
une déscription explicite de l’application Spec i. On déduit aussitôt l’injectivité de Spec i.
Ensuite, soit Q ∈ K[T ] irréductible et unitaire ; alors il existe un unique polynôme uni-
taire irréductible P de E[T ] tel que Pn(P ) = Q. En effet, soit P un facteur irréductible
unitaire de Q dans E[T ]. Evidemment Pn(P ) divise Qn(P ) dans K[T ] ; mais on a vu que
Pn(P ) est irréductible dans K[T ], donc Pn(P ) divise Q, et puisque Q est irréductible,
on déduit que Q = Pn(P ). Cela montre que Spec i est une bijection. La description des
topologies de SpecK[T ] et SpecE[T ] obtenue ci-dessus implique aisément que Spec i est
même un homéomorphisme.

Exercice 1.47 : On admettra le Nullstellensatz, qui nous dit que tout idéal maximal de
K[Y1, . . . , Ym] est de la forme ma, pour quelque a := (a1, . . . , am) ∈ Km. Cela acquis, on
peut raisonner comme pour l’exercice 1.29 : en effet, ma est le noyau de l’homomorphisme
d’évaluation au point a, i.e. l’homomorphisme de K-algèbres

εa : K[Y1, . . . , Ym]→ K P 7→ P (a).

D’où, Spec f(ma) = f−1(ma) = Ker(εa ◦ f). Mais si Q ∈ K[X1, . . . , Xn], on a

εa ◦ f(Q) = εa(Q(f(X1), . . . , f(Xn)) = εa(Q(P1, . . . , Pn))

= Q(P1(a), . . . , Pn(a)) = εϕ(a)(Q)

où εϕ(a) : K[X1, . . . , Xn] → K est l’homomorphisme analogue de K-algèbres qui évalue
tout Q ∈ K[X1, . . . Xn] au point ϕ(a) ∈ Kn. Mais Ker(εϕ(a)) = mϕ(a), ce qui implique
toutes les assertions de l’exercice.

Exercice 1.52, partie (i.a) : Supposons que a0 ∈ A× et a1, . . . , ak ∈ N (A) ; dans ce
cas, b := a−10 · (a1T + · · · + akT

k) ∈ N (A[T ]) ⊂ J (A[T ]), d’où 1 + b ∈ A[T ]×, par le
théorème 1.50(i), et donc P = a0 · (1 + b) est inversible dans A[T ].



60 à Bélier

Réciproquement, supposons P ∈ A[T ]×, et pour tout p ∈ SpecA, notons

πp : A[T ]→ A[T ]/pA[T ] = (A/p)[T ]

la projection canonique ; il vient πp(P ) ∈ (A/p)[T ]×. Puisque A/p est intègre, cela veut
dire que πp(P ) est un polynôme constant non nul, i.e. a1, . . . , ak ∈ p et a0 /∈ p pour
tout idéal premier p de A ; par le théorème 1.50(ii) il s’ensuit que a1, . . . , ak ∈ N (A), et
a0 ∈ A×, par le corollaire 1.35(ii).

Partie (i.b) : On choisit g ∈ A[T ] \ {0} de degré minimal avec P · g = 0 ; disons
g = bmT

m + · · ·+ b0 avec bm ̸= 0. L’hypothèse implique que akbm = 0, donc deg(akg) <
deg g ; d’autre part, on a P · (akg) = 0. Par minimalité de deg g, on déduit que akg = 0.
Ensuite, le coefficient de P · g en degré n+m− 1 est akbm−1 + ak−1bm = ak−1bm, d’où
ak−1bm = 0, et en raisonnant comme ci-dessus on déduit que ak−1g = 0. En procédant
ainsi de suite, on voit inductivement que ak−ibm = 0 et donc ak−ig = 0 pour i = 0, . . . , k.
En particulier, ak−ibm = 0 pour i = 0, . . . , k, i.e. bm · P = 0.

Partie (ii) : En raisonnant par récurrence sur n, et en écrivant

A[T1, . . . , Tn] = A[T1, . . . , Tn−1][Tn]

on est ramené au cas n = 1. Evidemment N (A)[T ] ⊂ N (A[T ]) ⊂ J (A[T ]). D’autre
part, soit P := a0 + a1T + · · · + akT

k ∈ J (A[T ]) ; par le théorème 1.50(i), il vient
1 + TP ∈ A[T ]×, d’où a0, . . . ak ∈ N (A) par (i.a), i.e. P ∈ N (A)[T ].

Partie (iii) : En écrivant A[[T1, . . . , Tn]] = A[[T1, . . . , Tn−1]][[Tn]], une simple récur-
rence sur n ∈ N nous ramène aisément à montrer les deux assertions pour le cas n = 1.
Or, montrons d’abord que A[[T ]]× est formé des séries formelles f :=

∑
n∈N anT

n avec
an ∈ A pour tout n ∈ N et a0 ∈ A×. En effet, soit g =

∑
n∈N bnT

n avec bn ∈ A pour
tout n ∈ N, tel que g · f = 1 ; cela revient aux identités :

a0b0 = 1 et
∑n
i=0aibn−i = 0 ∀n > 0

que l’on peut résoudre par récurrence sur n si et seulement si a0 ∈ A× : il vient b0 = a−10

et bn = −a−10 ·
∑n
i=1 aibn−i pour tout n > 0. En particulier, 1 + Th ∈ A[[T ]]× pour

tout h ∈ A[[T ]] i.e. T ∈J (A[[T ]]) (théorème 1.50(i)). De même, 1 + ah ∈ A[[T ]]× pour
tout a ∈ J (A) et tout h ∈ A[[T ]], i.e. J (A) ⊂ J (A[[T•]]). Réciproquement, si f =∑
n∈N anT

n et si 1 + fh ∈ A[[T ]]× pour tout h ∈ A[[T ]], il vient 1 + a0b ∈ A× pour tout
b ∈ A, d’où a0 ∈J (A). Cela achève de vérifier que J (A[[T ]]) = J (A)·A[[T ]]+TA[[T ]].
Ensuite, soit n ∈ MaxA[[T ]], et notons par

A
i−→ A[[T ]]

π−→ A

l’inclusion et la projection naturelles. On vient de voir que TA[[T ]] = Kerπ ⊂ n ; par
suite m := i−1(n) = π(n) ∈ MaxA, et n = m+Kerπ.

Exercice 1.57 : Si A est intègre, l’idéal 0 ⊂ A est premier, donc V (0) = SpecA est
irréductible, d’après la remarque 1.56(iii). Réciproquement, soit A réduit, avec SpecA
irréductible, et a, b ∈ A tels que ab = 0 ; il vient aussitôt V (a)∪V (b) = SpecA, donc on a
soit V (a) = SpecA, soit V (b) = SpecA. Disons que V (a) = SpecA ; d’après le théorème
1.50(ii), on a alors a ∈ N (A) = 0 ; ainsi, A est intègre.

Exercice 1.59 : On adapte la preuve de la proposition 1.58 : on peut supposer que
pi ⊈ pj pour tout i ̸= j, et on raisonne par récurrence sur n. Si n = 1 et si x /∈ p1, on
prend y := 0 ; si x ∈ p1, on doit avoir I ⊈ p1, et tout y ∈ I \p1 convient. Soit alors n > 1,
et supposons que l’on ait déjà exhibé z ∈ I tel que x + z /∈

⋃n−1
i=1 pi ; si I ⊂ pn, on doit

avoir x /∈ pn, et alors y := z convient. De même, si x+ z /∈ pn, on peut prendre y := z. Si
I ⊈ pn et si x+ z ∈ pn, prenons a ∈ I \ pn, et soit zi ∈ pi \ pn pour tout i = 1, . . . , n− 1 ;
puisque pn est un idéal premier, on a b := az1 · · · zn−1 ∈ (I ∩ p1 ∩ · · · ∩ pn−1) \ pn, et
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y := z + b convient.

Exercice 1.61 : Il suffit de montrer (ii). Or, munissons E := {q ∈ SpecA | q ⊂ p} de
l’ordre partiel tel que q ≤ q′ ⇔ q′ ⊂ q, pour tout q, q′ ∈ E, et soit (pλ |λ ∈ Λ) une partie
de E totalement ordonnée par inclusion, avec Λ ̸= ∅ ; par le lemme de Zorn il suffit de
montrer que p0 :=

⋂
λ∈Λ pλ est un idéal premier. Soient donc x, y ∈ A avec xy ∈ p0 ; si

y /∈ p0, il existe λ ∈ Λ tel que y /∈ pλ, d’où x ∈ pµ pour tout pµ ⊂ pλ (et donc x ∈ pµ
pour tout µ ∈ Λ), i.e. x ∈ p0, CQFD.

Exercice 1.63 : Soit (xi | i ∈ I) (resp. (yj | j ∈ J)) une base du K-espace vectoriel K ′
(resp. du K ′-espace vectoriel K ′′) ; on vérifie aisément que (xiyj | (i, j) ∈ I × J) est une
base du K-espace vectoriel K ′′.

Exercice 1.68, partie (i) : On raisonne par récurrence sur d := degX(P ). Si d = 1,
on prend E := K ; soit alors d > 1, et supposons que l’assertion soit déjà connue pour
tout polynôme de degré < d et tout corps K. Soit Q ∈ K[X] un facteur irréductible
de P ; si e := degX(Q) < d, par récurrence Q admet un corps de décomposition F tel
que [F : K] soit un diviseur de e!, et P/Q ∈ F [X] admet un corps de décomposition E
tel que [E : F ] soit un diviseur de (d − e)!, par suite E est un corps de décomposition
de P et avec l’exercice 1.63 on voit que [E : K] = [E : F ] · [F : K] est un diviseur de
e! · (d − e)!, qui divise d!, comme souhaité. Si e = d, d’après l’exercice 1.8, Q engendre
un idéal maximal de K[X], donc F := K[X]/(Q) est une extension finie de K. Notons
par ξ ∈ F la classe de X. Par construction, Q(ξ) = 0 dans F , donc X − ξ divise P dans
F [X] ; posons R := P/(X − ξ) ∈ F [X]. Par hypothèse de récurrence, R admet un corps
de décomposition E tel que [E : F ] divise (d− 1)! ; l’extension composée K ⊂ F ⊂ E est
un corps de décomposition pour P , et on a [F : K] = d, donc [E : K] = [E : F ] · [F : K]
divise d!, comme souhaité.

Partie (ii) : La condition est évidemment nécessaire. Réciproquement, si la condition
est vérifiée, soit Q∈E[X] \ E irréductible dans E[X]. Par (i), Q admet un corps de dé-
composition F , et l’extension composée K ⊂ F est encore algébrique (remarque 1.66(i)) ;
soient a ∈ F une racine de Q, et P ∈ K[X] le polynôme minimal de a sur K. Ainsi, X−a
divise P et Q dans F [X], et donc le pgcd de P et Q dans E[X] n’est pas 1 (exercice
1.36) ; puisque Q est irréductible dans E[X], il s’ensuit que Q divise P dans E[X]. Mais
par hypothèse, P admet un corps de décomposition contenu dans E, et alors E est aussi
un corps de décomposition pour Q.

Exercice 1.73 : Rappelons que pour tout P,Q ∈ E[X] on a (PQ)′ = P ′Q+ PQ′. Or,
soit a ∈ E une racine de P de multiplicité d > 1 ; on a P = (X−a)d ·Q pour un polynôme
Q ∈ E[X], et par hypothèse

P ′ = d(X − a)d−1Q+ (X − a)d ·Q′ = (X − a)d−1 · (dQ+ (X − a)Q′) ̸= 0

donc X−a divise P et P ′ dans E[X]. Si maintenant le plus grand commun diviseur de P
et P ′ dans K[X] était 1, on aurait Q1, Q2 ∈ K[X] tels que PQ1 + P ′Q2 = 1 dans K[X]
(exercice 1.36), donc aussi dans E[X], contradiction.

Réciproquement, si chaque racine de P a multiplicité 1, on a a1, . . . , an ∈ E avec
ai ̸= aj pour tout i ̸= j, et b ∈ K× tels que P = b(X − a1) · · · (X − an). Posons

Qi := P/(X − ai) ∀i = 1, . . . , n.

Il vient P ′ = b
∑n
i=1Qi, et noter que Qi(aj) = 0 pour tout j ̸= i, donc P ′(aj) =

bQj(aj) ̸= 0 pour j = 1, . . . , n. Ainsi P et P ′ n’ont aucun facteur en commun dans E[X],
donc pas non plus dans K[X].
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Exercice 1.76 : Soient E un corps de décomposition de P , et Q ∈ K[X] un diviseur de
P irréductible dans K[X]. L’unique racine y ∈ E de P est aussi l’unique racine de Q dans
E. Soit e ∈ N le plus grand entier tel que Q ∈ K[Xpe ] ⊂ K[X] ; ainsi, Q = R(Xpe) pour
R ∈ K[X], et puisque R /∈ K[Xp], on a R′ ̸= 0. D’autre part, puisque Q est irréductible
dans K[X], il en est de même pour R ; ainsi, pgcd(R,R′) = 1. Donc R est séparable
(exercice 1.73) ; mais évidemment b := yp

e

est l’unique racine de R, d’où degX R = 1,
b ∈ K, et Q = Xpe − b. Ainsi a = yp

n

= bp
n−e

, et puisque a /∈ Kp, il vient n = e, d’où
P = Q.

Exercice 1.79, partie (i) : Soient K une clôture algébrique de K, et P ∈ K[X] le
polynôme minimal de x ; d’après la remarque 1.64(ii) on a un isomorphisme deK-algèbres
K(x)

∼→ K[X]/(P ), induisant une identification naturelle de K − Alg(K(x),K) avec
l’ensemble K − Alg(K[X]/(P ),K). A son tour, la donnée d’un homomorphisme de K-
algèbres K[X]/(P ) → K équivaut à celle d’un homomorphisme ϕ : K[X] → K de
K-algèbres tel que P (ϕ(X)) = 0, et ϕ est évidemment déterminé par ϕ(X). On obtient
ainsi une bijection entre K−Alg(K(x),K) et l’ensemble Σ des racines de P dans K ; donc
[K(x) : K]s est la cardinalité de Σ, et on a en outre [K(x) : K]s ≤ degX P = [K(x) : K],
avec égalité si et seulement si x est séparable sur K.

Partie (ii) : SoitK une clôture algébrique deK ′ (et deK). Soient en outre Λ l’ensemble
des homomorphismes de K-algèbres K ′ → K, et Λ′ l’ensemble des homomorphismes
de K ′-algèbres K ′′ → K. Tout f ∈ Λ est la composition d’un isomorphisme de K-
algèbres f ′ : K ′ ∼→ f(K ′) avec l’inclusion i : f(K ′) → K ; soit aussi f ′′ : f(K ′) → K la
composition de f ′−1 avec l’inclusion K ′ → K. D’après le théorème 1.71(ii), il existe un
homomorphisme de f(K ′)-algèbres

f : (K, i)→ (K, f ′′)

i.e. on a un diagramme commutatif dont les flèches verticales sont les inclusions :

K ′
f ′ //

��

f(K ′)

��
K

f // K

et f est un isomorphisme, d’après le théorème 1.71(iv). Fixons alors pour tout f ∈ Λ
un tel isomorphisme f ; il suffit ainsi de vérifier que tout homomorphisme de K-algèbres
K ′′ → K est de la forme f ◦ g pour un unique couple (f, g) ∈ Λ× Λ′. Mais noter que la
restriction de f ◦ g au sous-corps K ′ coïncide avec f ; par suite, si f1 ◦ g1 = f2 ◦ g2 pour
(f1, g1), (f2, g2) ∈ Λ × Λ′, il vient f1 = f2, d’où f1 = f2, et ainsi g1 = g2, car f1 est un
isomorphisme. En dernier lieu, soit h : K ′′ → K un homomorphisme de K-algèbres, et k
sa restriction à K ′ ; alors l := k−1 ◦ h : K ′′ → K est un homomorphisme de K ′-algèbres,
et h = k ◦ l.

Partie (iii) : Soit E = K(x1, . . . , xn), et posons E0 := K et Ei := K(x1, . . . , xi) pour
i = 1, . . . , n ; au vu de (ii) et de l’exercice 1.63, il suffit de vérifier que 0 < [Ei+1 : Ei]s ≤
[Ei+1 : Ei] pour i = 0, . . . , n − 1. On est donc ramené au cas où n = 1, pour lequel les
inégalités ont déjà été remarquées lors de la solution de (i).

Partie (iv) : Soit F := K(xp), de sorte que F (x) = K(x) et F (x)p ⊂ F ; si x /∈ F , le
polynôme minimal de x sur F est Xp−xp (exercice 1.76), donc [K(x) : F ]s < [K(x) : F ]
d’après (i) et (iii). Par suite :

[K(x) : K]s = [K(x) : F ]s · [F : K]s < [K(x) : F ] · [F : K] = [K(x) : K]

et donc x n’est pas séparable sur K, toujours d’après (i). Si x ∈ F , soit P ∈ K[X] tel que
a = P (ap), et posons Q := X − P (Xp) ; il vient Q(a) = 0, et Q′ = 1. D’après l’exercice
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1.73, cela entraîne que x est séparable sur K.

Problème 1.83, partie (i) : Soit G ⊂ K× un sous-groupe fini. Pour tout n ∈ N \ {0},
les éléments de K× dont l’ordre divise n sont les racines du polynôme Xn − 1 ; donc G
contient au plus n éléments d’ordre n, pour tout tel n. D’autre part, il existe des entiers
d1, d2, . . . , dk tels que di divise di+1 pour tout i = 1, . . . , k − 1, et un isomorphisme
G
∼→ Z/d1Z ⊕ Z/d2Z ⊕ · · · ⊕ Z/dkZ. Avec cette notation, l’ordre de tout élément de G

divise dk ; par suite k = 1, i.e. G est cyclique.
Partie (ii) : Soient E = K(a1, . . . , an) et F = E(b) ; on raisonne par récurrence sur

n. Si n = 0, il n’y a rien à montrer. Soit ensuite E = K(a), et notons par P et Q
les polynômes minimaux de a et b sur K ; soient y1, . . . , yr (resp. z1, . . . , zs) les racines
distinctes de P (resp. de Q) dans un corps de décomposition F ′ de P ·Q, avec y1 = a et
z1 = b. Puisque K est infini, il existe c ∈ K tel que

zi + cyj ̸= d := b+ ca ∀i = 1, . . . , s ∀j = 2, . . . , r.

Evidemment K(d) ⊂ K(a, b) ; d’autre part, posons R(X) := Q(d− cX) ∈ K(d)[X] : par
construction, P (a) = 0 = R(a), donc X − a divise à la fois P et R dans F ′[X]. Mais
pour tout j = 2, . . . , r on a P (yj) = 0 et R(yj) ̸= 0, et rappelons que a est une racine de
multiplicité 1 de P , car P est séparable ; donc X − a est le plus grand commun diviseur
de P et R dans F ′[X]. Par suite, X − a est aussi le plus grand commun diviseur de P et
R dans K(d)[X], et en particulier, les coefficients de X−a sont dans K(d), i.e. a ∈ K(d),
et finalement K(a, b) = K(d).

Ensuite, soit n > 1, et supposons que l’assertion soit déjà connue pour tout corps
infini K et toute extension séparable de K engendrée par n− 1 éléments ; posons K ′ :=
K(a1, . . . , an−1). Alors E = K ′(an), et par ce qui précède on trouve d ∈ F tel que
F = K ′(d) ; puis, par hypothèse de récurrence, on a d′ ∈ F avec F = K(d′).

Partie (iii) : Si K est un corps infini, l’assertion est un cas particulier de (ii). Si K est
un corps fini, il en est de même pour E, et d’après (i) le groupe E× est alors cyclique ;
si x est un générateur de E×, évidemment E = K(x).

Exercice 1.94, partie (i) : Soit ϕ l’automorphisme de Frobenius de Fp (voir §1.4.1) ;
pour tout entier n > 0, la partie

Fpn := {x ∈ Fp |ϕn(x) = x}

est évidemment un sous-corps de Fp. Mais ϕn(x) = xp
n

pour tout x ∈ Fp, donc Fpn est
formé des racines dans Fp de Pn := Xpn −X ∈ Fp[X]. Puisque P ′n = 1, la cardinalité de
Fpn est pn (exercice 1.73). Soit ensuite E ⊂ Fp un sous-corps de cardinalité pn ; alors E×
est un groupe cyclique de cardinalité pn − 1 (problème 1.73(i)), i.e. tout élément de E×

est racine du polynôme Xpn−1 − 1, et ainsi E = Fpn .
Parties (ii) et (iii) : Pour tout entier n > 0, soit ϕn l’automorphisme de Frobenius

de Fpn ; par construction, ϕn engendre un groupe cyclique Γ ⊂ Gal(Fpn/Fp) d’ordre
o(Γ) ≤ n, et FΓpn = Fp ; mais [Fpn : Fp] = n (car la cardinalité d’un Fp-espace vectoriel
de dimension d est évidemment pd, pour tout d ∈ N). D’après le théorème 1.91, on a
alors Γ = Gal(Fpn/Fp), o(Γ) = n, et l’extension Fp ⊂ Fpn est galoisienne, pour tout
n > 0. D’après le corollaire 1.92, les sous-corps de Fpn correspondent alors bijectivement
aux sous-groupes de Γ, qui à leur tour correspondent bijectivement aux diviseurs entiers
de n : car, pour tout diviseur m il existe un unique sous-groupe ∆ ⊂ Γ d’ordre n/m,
et on a [Fpn : F∆pn ] = n/m ; si la cardinalité de F∆pn est pr, celle de Fpn doit alors être
prn/m, i.e. r = m, et cela achève la preuve de (ii). En dernier lieu, soit x ∈ Fp ; alors
d := [Fp(x) : Fp] < +∞, donc Fp(x) = Fpd , d’où (iii).
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Exercice 1.96, partie (i) : L’axiome (a) de la définition 1.95(i) donne u ◁ U ′ pour tout
u ∈ U ; l’assertion découle alors de l’axiome (c) de la définition 1.95(i).

Partie (ii) : Soit u ∈ U ; par hypothèse, u ⋪ U ′ \ {u}, d’où u ⋪ U \ {u}, par (i).
Partie (iii) : Soit a ⋪ U , et supposons par l’absurde que U ′ := U ∪ {a} soit D-liée ;

alors il existe b ∈ U ′ tel que b ◁ U ′ \ {b}, et noter que b ̸= a, car a ⋪ U . Ainsi, b ∈ U ,
donc b ⋪ U \ {b}, car U est D-libre ; appliquons l’axiome (d) de la définition 1.95(i) avec
T := U ′ \ {b}, s := b, et t := a : il vient b ◁ (U ′ \ {b, a}) ∪ {b} = U , contradiction.
Réciproquement, si a ◁ U , alors U ′ est évidemment D-liée, car U = U ′ \ {a}.

Exercice 1.99, partie (i) : L’axiome (a) de la définition 1.95(i) est trivialement vérifié
pour DE/K . Pour montrer l’axiome (b), soient x ∈ E et T ⊂ E tels que x est algébrique
sur F := K(T ) ; alors il existe P ∈ F [X] tel que P (x) = 0, et évidemment on peut trouver
une partie finie T ′ ⊂ T telle que P ∈ K(T ′)[X], de sorte que x est déjà algébrique sur
K(T ′). Ensuite, soient x ∈ E, et U, T ⊂ E deux parties telles que x soit algébrique sur
K(T ), et chaque y ∈ T soit algébrique sur K(U) ; notons par F la fermeture algébrique
de K(U) dans E. Ainsi, T ⊂ F , donc K(T ) ⊂ F , et alors x ∈ F (proposition 1.65(iv)),
i.e. x est algébrique sur K(U) ; cela achève de vérifier l’axiome (c). En dernier lieu, soient
x ∈ E, T ⊂ E, et y ∈ T ; on pose T ′ := T \ {y} et on suppose que x soit algébrique sur
F := K(T ) et transcendant sur F ′ := K(T ′). Puisque x est algébrique sur F ′(y), il existe
P (X,Y ) ∈ F ′[X,Y ] \ {0} avec P (x, y) = 0 ; disons que

P (X,Y ) = a0(X)Y n + a1(X)Y n−1 + · · ·+ a0(X)

pour certains a0(X), . . . , an(X) ∈ F ′[X] avec a0(X) ̸= 0 ; alors an(x) ̸= 0, car x est
transcendant sur F ′. Par suite Q(Y ) := P (x, Y ) ∈ F ′(x)[Y ] \ {0} et Q(y) = 0, i.e. y est
algébrique sur F ′(x), et cela vérifie l’axiome (d).

Partie (ii) : Soit T ⊂ E ; on voit aussitôt que si T est une base de transcendance de E
sur K, alors T est une DE/K-base de E. Réciproquement, si T est une DE/K-base, il est
clair que E est une extension algébrique de K(T ), et on vérifiera plus précisément que
T est une famille algébriquement libre sur K si et seulement si T est DE/K-libre. Pour
cela, noter que T est une DE/K-base (resp. une famille algébriquement libre sur K) si
et seulement s’il en est de même pour toute partie finie de T (voir l’exercice 1.96(ii)) ;
on peut ainsi supposer que T soit une partie finie {t1, . . . , tn}. Supposons que T soit
algébriquement libre sur K, et soit t ∈ T ; quitte à permuter les ti, on peut supposer
que t = tn, et on doit vérifier que tn ⋪ {t1, . . . , tn−1}. Or, par hypothèse l’inclusion
K ⊂ E se prolonge en une extension de corps K(X1, . . . , Xn) → E avec Xi 7→ ti
pour i = 1, . . . , n, induisant par restriction un homomorphisme injectif de K-algèbres
K(X1, . . . , Xn−1)[Xn] → E ; ce dernier se restreint à son tour en un isomorphisme de
corps K(X1, . . . , Xn−1)

∼→ F := K(t1, . . . , tn−1), d’où finalement un homomorphisme
injectif de F -algèbres g : F [Xn] → E avec g(Xn) = tn, i.e. tn est transcendant sur F ,
comme souhaité. Ensuite, si T n’est pas une famille algébriquement libre sur K, vérifions
que T est DE/K-liée. Pour cela, on peut supposer que T soit minimale, i.e. que toute
partie T ′ ⊊ T soit algébriquement libre sur K. Si T = ∅, il n’y a rien à montrer ; soit
donc n > 0. Par hypothèse, il existe P ∈ K[X1, . . . , Xn] \ {0} tel que P (t1, . . . , tn) = 0,
et écrivons

P =
∑m
i=0 Pi(X1, . . . , Xn−1)X

m−i
n

pour certains m ∈ N et P0, . . . , Pm ∈ K[X1, . . . , Xn−1], avec P0 ̸= 0. Par minimalité
de T , on a P0(t1, . . . , tn−1) ̸= 0 ; posons alors Q(X) :=

∑m
i=0 Pi(t1, . . . , tn−1)X

m−i ∈
K(t1, . . . , tn)[X]. Ainsi, Q ̸= 0, et Q(tn) = 0, d’où tn ◁ {t1, . . . , tn−1}.

Exercice 1.102, partie (i) : Noter que tr.deg(E/K) < +∞, car par hypothèse il existe
n ∈ N et un homomorphisme surjectif g : K[X1, . . . , Xn] → A de K-algèbres, donc
{g(X1), . . . , g(Xn)} est évidemment une partie DE/K-génératrice de E, qui doit par suite
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contenir une base de transcendance de E sur K (théorème 1.97(i)), d’où tr.deg(E/K) ≤
n. De même on voit que k := tr.deg(F/K) < +∞. Soit alors b1, . . . , bk une base de
transcendance de F sur K formée d’éléments de B, et choisissons a1, . . . , ak ∈ A avec
f(a1) = b1, . . . , f(ak) = bk. Soit h : K[X1, . . . , Xk] → A l’unique homomorphisme de
K-algèbres avec h(Xi) = ai pour i = 1, . . . , k ; par hypothèse, f ◦ h est injectif, donc
de même pour h, et cela revient à dire que a• est une famille algébriquement libre sur
K. D’après le théorème 1.97(i), il existe alors une base de transcendance de E sur K
contenant a• ; en particulier, tr.deg(E/K) ≥ k.

(ii) : Soient a• et b• comme ci-dessus ; si tr.deg(E/K) = k, alors a• est une base
de transcendance de E sur K. Or, soit x ∈ A \ {0} ; par hypothèse il existe P ∈
K[Y1, . . . , Yk, X] \ {0} avec P (a•, x) = 0. Ecrivons P =

∑r
i=0 Pi(Y1, . . . , Yk)X

i pour
certains P0, . . . , Pr ∈ K[Y1, . . . , Yk] ; on peut supposer que P0 ̸= 0, et il vient

0 = f(P (a•, x)) =
∑r
i=0 Pi(b•) · f(x)i.

Mais P0(b•) ̸= 0, car la famille b• est algébriquement indépendante sur K ; par suite
f(x) ̸= 0, d’où l’assertion.

Exercice 1.107 : Il suffit de prouver que Kp−m et E sont K-linéairement disjoints
pour tout m ∈ N. Supposons d’abord que la condition (a) soit vérifiée, et soit Λ ⊂ E
une base de transcendance avec E = K(Λ) ; alors la K-sous-algèbre K[Λ] ⊂ E est na-
turellement identifiée à l’anneau des polynômes K[X•] := K[Xλ |λ ∈ Λ] sur les indéter-
minées X• := (Xλ |λ ∈ Λ), et E = FracK[Λ]. De même, la Kp−m-algèbre de polynômes
Kp−m [X•] est naturellement identifiée avec la Kp−m-sous-algèbre de Kp−mE engendrée
par Λ. En outre, l’ensemble B des monômes unitaires des indéterminées X• est évidem-
ment une base du K-espace vectoriel K[X•]. D’après le lemme 1.104, il suffit alors de
remarquer que B est une famille libre du Kp−m -espace vectoriel Kp−m [X•]. Ensuite,
supposons que la condition (b) soit vérifiée ; on raisonne par récurrence sur m ∈ N. Pour
m = 0, il n’y a rien à montrer, et le cas m = 1 est fourni par la proposition 1.106.
Soit donc m > 1, et supposons que F := Kp1−m et E soient K-linéairement disjoints ;
l’extension F ⊂ FE est séparable (théorème 1.80(iii.a)), et F p

−1

= Kp−m , donc Kp−m

et FE sont F -linéairement disjoints. D’après la proposition 1.105, Kp−m et E sont alors
K-linéairement disjoints.

Exercice 1.119, partie (i) : En effet, soit g : Y → X un morphisme de C tel que
g ◦ f = 1X , et h1, h2 : Z → X deux morphismes avec f ◦ h1 = f ◦ h2 ; par suite

h1 = 1X ◦ h1 = (g ◦ f) ◦ h1 = g ◦ (f ◦ h1) = g ◦ (f ◦ h2) = (g ◦ f) ◦ h2 = 1X ◦ h2 = h2.

Le cas où f admet un inverse à droite est analogue.
Partie (ii) : Evidemment, si f est un isomorphisme, il est à la fois un épimor-

phisme scindé et un monomorphisme scindé. Réciproquement, soit f : X → Y un
monomorphisme scindé ; donc il existe g ∈ C (Y,X) tel que g ◦ f = 1X , et il vient :
f ◦ g ◦ f = f = 1Y ◦ f , d’où f ◦ g = 1Y , si f est aussi un épimorphisme, et dans ce
cas, f est alors un isomorphisme. Le cas où f est à la fois un épimorphisme scindé et un
monomorphisme est analogue, et sera laissé au lecteur.

Partie (iii) : On considère d’abord la catégorie Ens : si f : X → Y est une appli-
cation injective d’ensembles, on sait que f admet un inverse à gauche, donc f est un
monomorphisme, par (i). Réciproquement, si f est un monomorphisme, supposons qu’il
existe x1, x2 ∈ X avec f(x1) = f(x2) ; soit aussi Z un ensemble qui a un seul élément
z, et on considère les applications h1, h2 : Z → X telles que hi(z) := xi pour i = 1, 2.
Evidemment f ◦ h1 = f ◦ h2, d’où h1 = h2, et donc x1 = x2, i.e. f est injective. Le
cas de la catégorie Top est analogue : si f est une application continue injective d’es-
pace topologiques X → Y , il est clair que f est un monomorphisme, car f est même
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un monomorphisme pour la catégorie des ensembles, par ce qui précède. Si f est un
monomorphisme de Top et si f(x1) = f(x2) pour des points x1, x2 ∈ X, soient Z et
h1, h2 comme ci-dessus ; évidemment il existe une topologie unique sur Z, et h1 et h2
sont trivialement des applications continues telles que f ◦h1 = f ◦h2, d’où h1 = h2, d’où
à nouveau l’injectivité de f .

Partie (iv) : On considère d’abord la catégorie Ens : si f est surjective, f admet un
inverse à droite, donc f est un épimorphisme, grâce à (i). Réciproquement, si f est un
épimorphisme, notons g1 : Y → {0, 1} l’application telle que g1(y) = 1 pour tout y ∈ Y ,
et g2 : Y → {0, 1} la fonction caractéristique de f(X), i.e. g2(y) = 1 si y ∈ f(X) et
g2(y) = 0 sinon. Evidemment g1 ◦ f = g2 ◦ f , d’où g1 = g2, i.e. f est surjective. Pour
le cas de la catégorie Top, on voit immédiatement que si f est surjective, alors f est un
épimorphisme, car f est déjà un épimorphisme dans la catégorie Ens. Réciproquement,
si f est un épimorphisme de Top, on munit {0, 1} de la topologie telle que ∅ et {0, 1}
soient les seules parties ouvertes ; évidemment les applications g1, g2 : Y → {0, 1} définies
ci-dessus sont continues pour cette topologie, et on déduit à nouveau que g1 = g2, donc
f est surjective.

Partie (v) : Soient f : X → Y et g, h : Y → Z des applications continues d’espaces
complètement réguliers, avec g ◦ f = h ◦ f , et supposons que f(X) soit une partie dense
de Y . Par l’exercice 1.26(iv) il s’ensuit que Y ′ := {y ∈ Y | g(y) = h(y)} est une partie
dense et fermée de Y , i.e. Y ′ = Y , d’où g = h, et donc f est un épimorphisme. De l’autre
côté, si f(X) n’est pas une partie dense de Y , soit Y ′ l’adhérence de f(X) dans Y , et
choisissons y0 ∈ Y \ Y ′ ; par hypothèse, on trouve une fonction continue g : Y → [0, 1]
telle que g(Y ′) = 0 et g(y0) = 1. Soit h : Y → [0, 1] l’application continue telle que
h(y) = 0 pour tout y ∈ Y ; évidemment g ◦ f = g ◦ h, mais g ̸= h, donc f n’est pas un
épimorphisme.

Partie (vi) : On considère d’abord la catégorie A − Alg : si f : B → B′ est un
homomorphisme injectif de A-algèbres, alors f est un monomorphisme, car f est déjà un
monomorphisme dans la catégorie Ens. Réciproquement, si f est un monomorphisme et
b1, b2 ∈ B sont des éléments tels que f(b1) = f(b2), on considère la A-algèbre A[X], et
les uniques homomorphismes de A-algèbres h1, h2 : A[X]→ B tels que hi(X) := bi pour
i = 1, 2. Evidemment f ◦ h1 = f ◦ h2, d’où h1 = h2, donc f est injectif. Le cas de la
catégorie A −Mod est analogue : on voit comme d’habitude que si f : M → N est un
homomorphisme injectif de A-modules, alors f est un monomorphisme. Réciproquement,
supposons que f soit un monomorphisme et f(x1) = f(x2) pour certains x1, x2 ∈M ; on
considère les uniques homomorphismes de A-modules h1, h2 : A→M tels que hi(1) := xi
pour i = 1, 2. On a f ◦ h1 = f ◦ h2, d’où h1 = h2, ce qui montre que f est injectif.

Il reste à montrer que les épimorphismes de A−Mod sont les surjections A-linéaires.
Mais on voit aisément que toute surjection A-linéaire est un épimorphisme. Pour la ré-
ciproque, soit f : M → N un épimorphisme de A −Mod, et on pose C := Coker f . On
dénote π1 : N → C la projection canonique, et π2 : N → C l’application nulle (avec
π2(x) := 0 pour tout x ∈ N). Evidemment π1 ◦ f = π2 ◦ f , d’où π1 = π2 et donc C = 0,
i.e. f est bien surjective.

Exercice 1.124, partie (i.a) : Si f est un isomorphisme, il en est de même pour Ff ,
pour tout foncteur F , car si g ◦ f = 1X et f ◦ g = 1Y , on a Fg ◦ Ff = F1X = 1FX et
Ff ◦ Fg = 1FY . Soient F plein et fidèle et Ff un isomorphisme ; alors il existe

g′ : FY → FX tel que g′ ◦ Ff = 1FX et Ff ◦ g′ = 1FY .

On a g ∈ C (X,Y ) avec Fg = g′, car F est plein ; d’où F (g◦f) = F1X et F (f ◦g) = F1Y .
Donc g ◦ f = 1X et f ◦ g = 1Y , car F est fidèle ; ainsi f est un isomorphisme.

Partie (i.b) : Supposons que f soit un monomorphisme, et soit Z ′ ∈ Ob(C ′) ; soient
aussi h′1, h′2 : Z ′ → FX tels que Ff ◦ h′1 = Ff ◦ h′2. Par hypothèse, il existe Z ∈ Ob(C )

avec un isomorphisme t : FZ ∼→ Z ′, et comme F est plein, on trouve h1, h2 : Z → X tels



§ 1.6: Solutions 67

que Fhi = h′i ◦ t pour i = 1, 2. Par suite

F (f ◦ h1) = Ff ◦ Fh1 = Ff ◦ h′1 ◦ t = Ff ◦ h′2 ◦ t = Ff ◦ Fh2 = F (f ◦ h2).
Mais F est fidèle, donc f ◦ h1 = f ◦ h2, d’où h1 = h2, car f est un monomorphisme.
Ainsi h′1 ◦ t = h′2 ◦ t, et finalement h′1 = h′2, car t est un isomorphisme. Cela achève
de montrer que Ff est un monomorphisme. Réciproquement, supposons que Ff soit
un monomorphisme, et soit Z ∈ Ob(C ), h1, h2 : Z → X deux morphismes tels que
f ◦ h1 = f ◦ h2 ; par suite Ff ◦ Fh1 = Ff ◦ Fh2, d’où Fh1 = Fh2, et donc h1 = h2, car
F est fidèle. Donc, f est un monomorphisme.

L’assertion concernant les épimorphismes peut s’établir directement par des raisonne-
ments analogues ; alternativement, on applique le principe de dualité de la façon suivante.
D’abord, on vérifie aisément que F est une équivalence si et seulement si F op est une
équivalence (notation de la remarque 1.122(i)). Par ce qui précède, un morphisme fop
est un monomorphisme de C op si et seulement si F op(fop) est un monomorphisme de
C ′op ; mais on a déjà observé que les monomorphismes de C op sont les épimorphismes
de C (et de même pour C ′), d’où l’assertion.

Partie (ii) : Evidemment, une composition de foncteurs fidèles (resp. pleins) est fidèle
(resp. plein). Ensuite, soit Z ′′ ∈ Ob(C ′′) ; par hypothèse il existe Z ′ ∈ Ob(C ′) et un iso-
morphisme f ′ : Z ′′ ∼→ GZ ′, ainsi qu’un objet Z de C et un isomorphisme f : Z ′

∼→ FZ.
D’où un isomorphisme Gf ◦ f ′ : Z ′′ ∼→ GFZ.

Exercice 1.129, partie (i) : Pour tout morphisme f ′ : Y ′ → GX de C ′ on a ω′GX ◦
F ′f ′ = G′f ′ ◦ ω′Y . L’identité souhaitée suit pour f ′ := ωX : FX → GX.

Partie (ii) : Pour tout morphisme f : X → Y de C on a le diagramme

F ′FX
F ′(ωX) //

F ′Ff
��

F ′GX
ω′GX //

F ′Gf
��

G′GX

G′Gf
��

F ′FY
F ′(ωY ) // F ′GY

ω′GY // G′GY

dont les deux carrés sont évidemment commutatifs ; l’assertion en découle aussitôt.
Partie (iii) : C’est un calcul direct : pour tout X ∈ Ob(C ) on a

((τ ′ ◦ ω′) ∗ (τ ◦ ω))X = (τ ′HX ◦ ω′HX) ◦ F ′(τX ◦ ωX)

= τ ′HX ◦ ω′HX ◦ F ′(τX) ◦ F ′(ωX)

= τ ′HX ◦G′(τX) ◦ ω′GX ◦ F ′(ωX) = (τ ′ ∗ τ)X ◦ (ω′ ∗ ω)X
où la troisième égalité découle de l’identité de (i).

Partie (iv) : C’est un calcul direct ; en effet, pour tout X ∈ Ob(C ) on a

(ω′′ ∗ (ω′ ∗ ω))X = ω′′G′GX ◦ F ′′(ω′GX ◦ F ′ωX) = ω′′G′GX ◦ F ′′(ω′GX) ◦ F ′′F ′(ω′X)

= (ω′′ ∗ ω′)GX ◦ F ′′F ′(ω′X)

= ((ω′′ ∗ ω′) ∗ ω)X .
Problème 1.131, partie (i) : Soit F une équivalence ; alors, pour tout X ′ ∈ Ob(C ′) on

trouve X ∈ Ob(C ) avec un isomorphisme ηX′ : FX
∼→ X ′ et on pose GX ′ := X. Or,

soit f ′ : X ′ → Y ′ un morphisme de C ′ ; puisque F est plein et fidèle, il existe un unique
morphisme f : GX ′ → GY ′ qui fait commuter le diagramme

FGX ′
Ff //

ηX′
��

FGY ′

ηY ′
��

X ′
f ′ // Y ′

et on pose Gf ′ := f . Pour vérifier que G1X′ = 1GX′ , il suffit alors de montrer que

ηX′ ◦ F1GX′ = 1X′ ◦ ηX′ .
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Mais cette identité est claire, car F1GX′ = 1FGX′ . De même, pour tous morphismes
f : X ′ → Y ′ et g′ : Y ′ → Z ′ de C ′ il faut vérifier que G(g′ ◦ f ′) = Gg′ ◦ Gf ′, et par la
propriété d’unicité de G(g′ ◦ f ′), cela revient à montrer que

ηZ′ ◦ F (Gg′ ◦Gf ′) = g′ ◦ f ′ ◦ ηX′ .
C’est un calcul direct : ηZ′ ◦ F (Gg′ ◦ Gf ′) = ηZ′ ◦ FGg′ ◦ FGf ′ = g′ ◦ ηY ′ ◦ FGf ′ =
g′ ◦ f ′ ◦ ηX′ . On a donc obtenu un foncteur G : C ′ → C , et il est clair que le système
(ηX′ |X ′ ∈ Ob(C ′)) définit un isomorphisme de foncteurs η : FG

∼→ 1C ′ . Il reste à
définir un isomorphisme ε : GF ∼→ 1C vérifiant les identités triangulaires. Pour cela, on
remarque que pour tout X ∈ Ob(C ) il existe un unique morphisme εX : GFX → X

de C tel que F (εX) = ηFX : FGFX
∼→ FX, car F est plein et fidèle ; de plus, on sait

que εX est un isomorphisme, grâce à l’exercice 1.124(i). Pour montrer que ε est une
transformation naturelle, on doit vérifier que f ◦ εX = εY ◦GF (f) pour tout morphisme
f : X → Y de C ; d’autre part, on a

F (f ◦ εX) = Ff ◦ F (εX) = Ff ◦ ηFX = ηFY ◦ FGFf = F (εY ) ◦ FGFf = F (εY ◦GFf)
d’où l’assertion, car F est fidèle. La première identité triangulaire découle aussitôt de
la construction de ε. Il reste à vérifier que εGX′ = GηX′ pour tout X ′ ∈ Ob(C ′), et
comme F est fidèle, il suffit de montrer que FεGX′ = FGηX′ , ou de façon équivalente,
que ηFGX′ = FGηX′ . Mais pas définition, on a un diagramme commutatif

FG(FGX ′)
ηFGX′ //

FG(ηX′ ) ��

FGX ′

ηX′
��

FGX ′
ηX′ // X ′

d’où l’assertion, car ηX′ est un isomorphisme.
Réciproquement, supposons qu’il existe un foncteur G et des isomorphismes de fonc-

teurs ε et η comme dans (i). En particulier, pour tout X ′ ∈ Ob(C ′) on a l’isomorphisme
ηX′ : FGX

′ ∼→ X ′. Montrons ensuite que F est fidèle : en effet, si f, f ′ : X → Y sont
deux morphismes de C avec Ff = Ff ′, on déduit

f = εY ◦GFf ◦ ε−1X = εY ◦GFf ′ ◦ ε−1X = f ′.

Pour montrer que F est plein, soit g ∈ C ′(FX,FY ) ; il suffit de remarquer que :

g = ηFY ◦ FGg ◦ η−1FX = FεY ◦ FGg ◦ (FεX)−1 = F (εY ◦Gg ◦ ε−1X ).

Partie (ii) : Cette relation est réflexive, et par l’exercice 1.124(ii) elle est transitive.
Pour montrer que la relation est symétrique, soit F : C → C ′ une équivalence, et
choisissons un foncteur G : C ′ → C vérifiant la condition de (i) ci-dessus ; notons que
si dans la condition de (i) on échange les rôles de F et G, on obtient encore la même
condition. Donc, G est elle aussi une équivalence, d’où l’assertion.
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LE thème catégoriel amorcé par la section 1.5 atteint dans cette leçon son apothéose.
On ouvre avec le lemme de Yoneda au début de la première section, dont le but

principal est d’introduire l’important concept de foncteur représentable, et celui voisin
de couple de foncteurs adjoints ; le message sous-jacent est un paradigme de l’algèbre et
la géométrie modernes : un objet algébrique ou géométrique est intéressant ou utile s’il
représente un foncteur intéressant, et les propriétés algébriques ou géométriques de l’objet
en question correspondent aux propriétés catégoriques du foncteur qu’il représente ; cette
interaction mutuelle illumine les deux à la fois, et permet d’étudier l’un par le biais de
l’autre.

Les sections 2.2 et 2.3 sont presque entièrement consacrées à la notion de limite d’un
foncteur (et à la notion duale de colimite), un sujet majeur de la théorie des catégories,
et un outil efficace dans des nombreuses questions d’algèbre et géométrie, dont on fera à
vrai dire, dans ce cours, un usage plutôt modéré : les limites projectives sont certainement
d’importance cruciale pour l’étude des complétions adiques des anneaux et des modules,
et les limites directes (filtrantes) interviennent, entre autres, dans la caractérisation des
modules plats, mais ces exemples et les autres que l’on rencontrera par la suite ne jus-
tifieraient pas, en soi, le déploiement d’un arsenal catégoriel sophistiqué. Néanmoins,
j’ai choisi de présenter une version assez générale et abstraite de cette théorie, confiant
en la tolérance du lecteur, et dans l’espoir, peut-être, de sa future reconnaissance. En
guise de remerciement, je peux offrir d’ores et déjà au moins un résultat intéressant : le
théorème 2.77, qui montre que la classe d’isomorphisme d’un anneau (commutatif) est
complètement déterminée par la classe d’équivalence de sa catégorie de modules.

La section 2.4 présente les catégories additives et les catégories abéliennes, des abs-
tractions qui capturent les principales propriétés structurelles des catégories des modules
sur un anneau et qui, depuis leur introduction par Grothendieck au milieu des années 50,
fournissent le cadre standard pour le développement de l’algèbre homologique. On est
ainsi adéquatement équipé pour entamer la dernière section 2.5, point de départ de nos
petites incursions intermittentes dans l’algèbre homologique : on y rencontre des nou-
velles créatures algébriques, telles que les suites exactes et les complexes d’une catégorie
abélienne, et les premiers outils permettant de les manipuler, en particulier le lemme
du serpent, et la suite exacte longue d’homologie. On trouvera aussi dans les exercices
quelques applications du lemme du serpent, mais pour apprécier pleinement sa significa-
tion il faudra attendre nos prochaines explorations de l’algèbre homologique.

2.1. Le lemme de Yoneda. Soient C une catégorie, et F : C → Ens un foncteur ; à
tout objet X de C on peut associer un foncteur

hX : C → Ens Y 7→ C (X,Y )
69
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qui fait correspondre à tout morphisme f : Y → Y ′ de C l’application

hX(f) : C (X,Y )→ C (X,Y ′) g 7→ f ◦ g.

En outre, à tout Y ∈ Ob(C ) et tout a ∈ FX on associe l’application

ωa,Y : C (X,Y )→ FY g 7→ F (g)(a).

Proposition 2.1. Soient C une catégorie, et F : C → Ens un foncteur. On a :
(i) Pour tout X ∈ Ob(C ) et tout a ∈ FX, le système (ωa,Y |Y ∈ Ob(Y )) est une

transformation naturelle ωa : hX → F .
(ii) (Lemme de Yoneda) Pour toute transformation naturelle η : hX → F il existe un

unique a ∈ FX tel que η = ωa.
(iii) En particulier, si C est petite, pour tout X ∈ Ob(C ) on a une bijection :

FX
∼→ Nat(hX , F ). a 7→ ωa.

Démonstration. (i) : Il faut vérifier la commutativité du diagramme :

C (X,Y )
ωa,Y //

hX(f)
��

FY

Ff
��

C (X,Y ′)
ωa,Y ′ // FY ′.

∀Y, Y ′ ∈ Ob(C ),∀f ∈ C (Y, Y ′)

Mais si g : X → Y est un élément de C (X,Y ), on calcule

Ff(ωa,Y (g)) = Ff(F (g)(a)) = F (f ◦ g)(a) = ωa,Y ′(f ◦ g) = ωa,Y ′(hX(f)(g)).

(ii,iii) : Pour l’injectivité, noter que ωa,X(1X) = F1X(a) = 1FX(a) = a pour tout
a ∈ FX. Ensuite, soit η : hX → F une transformation naturelle ; on pose

a(η) := ηX(1X).

Montrons que η = ωa(η). En effet, soit Y ∈ Ob(C ) ; pour tout g ∈ hX(Y ) on a

ηY (g) = ηY (g ◦ 1X) = ηY ◦ hX(g)(1X) = Fg ◦ ηX(1X) = F (g)(a(η)) = ωa(η),Y (g)

d’où l’assertion. □

Exemple 2.2. (i) Soit Y ∈ Ob(C ) ; si dans la proposition 2.1(ii) on prend F := hY ,
on trouve que pour tout f ∈ C (X,Y ) il existe une unique transformation naturelle
hf : hX → hY telle que hf,X(1X) = f , et pour toute transformation naturelle η : hX → hY
on a η = hf avec f := ηX(1X). Si C est petite, il vient une bijection :

C (Y,X)
∼→ Nat(hX , hY ) (f : Y → X) 7→ (hf : hX → hY ).

Explicitement : hf,Z(g) = g ◦ f pour tout Z ∈ Ob(C ) et tout g ∈ hX(Z) = C (X,Z).
(ii) Soient f : Y → X et g : Z → Y deux morphismes de C ; il vient

hg ◦ hf = hf◦g

car hg ◦ hf (1X) = hg(f) = f ◦ g = hf◦g(1X). Evidemment h1X = 1hX pour tout X ∈
Ob(C ). Si C est petite, on a donc un foncteur de Yoneda plein et fidèle :

hC : C op → Fun(C ,Ens) Xop 7→ hX (fop : Xop → Y op) 7→ hf .

Définition 2.3. Un foncteur F : C → Ens est dit représentable, s’il est isomorphe à hX ,
pour un objet X de C . Dans ce cas, on dit aussi que X représente F .
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2.1.1. Si F : C → Ens est représentable, l’objet X de C représentant F n’est pas,
en général, unique, mais il est unique à isomorphisme près. Plus précisément, la don-
née η : hX

∼→ F d’un isomorphisme de foncteurs détermine X à isomorphisme ca-
nonique près. En effet, soient X ′ un autre objet représentant F , et η′ : hX′

∼→ F
un autre isomorphisme ; par l’exemple 2.2(i), il existe f ∈ C (X ′, X) et g ∈ C (X,X ′)

de C tels que hg = η−1 ◦ η′ : hX′
∼→ hX et hf = h−1g : hX

∼→ hX′ , donc hf◦g =
1hX = h1X , d’où f ◦ g = 1X , d’après l’exemple 2.2(ii), et de même on voit que g ◦
f = 1X′ , donc g est un isomorphisme. De plus, par le lemme de Yoneda, η équivaut
aussi à la donnée de l’élément a := ηX(1X) ∈ FX ; en résumé, montrer la représen-
tabilité de F équivaut à exhiber un couple universel (X, a) formé d’un objet X de
C et un élément universel a ∈ FX, jouissant de la propriété universelle suivante :

Pour tout Y ∈Ob(C ) et tout b∈FY , il existe un unique f ∈ C (X,Y ) avec b = Ff(a).

Au couple universel (X, a) correspond alors l’isomorphisme ωa : hX
∼→ F .

Lemme 2.4. Soient F : C→ Ens un foncteur, (X, a) un couple universel pour F .
(i) Soit aussi (X ′, a′) un autre couple avec X ′ ∈ Ob(C ) et a′ ∈ FX ′. Alors (X ′, a′)

est universel pour F si et seulement s’il existe un isomorphisme g : X
∼→ X ′ (forcément

unique) tel que Fg(a) = a′.
(ii) Soient G : C → Ens un autre foncteur, et η : F

∼→ G un isomorphisme de
foncteurs. Alors le couple (X, ηX(a)) est universel pour le foncteur G.

Démonstration. (i) : L’existence et l’unicité de g suivent formellement de la discussion
précédente ; on peut aussi les déduire directement des propriétés universelles : en effet, la
propriété universelle de (X, a) implique qu’il existe un morphisme unique g : X → X ′ tel
que Fg(a) = a′, et celle de (X ′, a′) implique qu’il existe un morphisme unique g′ : X ′ → X
tel que Fg′(a′) = a. Il vient :

F (g′ ◦ g)(a) = Fg′ ◦ Fg(a) = a et F (g ◦ g′)(a′) = Fg ◦ Fg′(a′) = a′.

De l’autre côté, F (1X)(a) = a et F (1X′)(a′) = a′ ; mais alors, les propriétés universelles
impliquent que g′ ◦ g = 1X et g ◦ g′ = 1X′ , i.e. g est un isomorphisme.

Réciproquement, supposons que l’unique morphisme g : X → X ′ avec Fg(a) = a′ soit
un isomorphisme ; soit aussi Y ∈ Ob(C ) et b ∈ FY , et notons par f : X → Y l’unique
morphisme de C tel que Ff(a) = a′. Alors h := f ◦g−1 : X ′ → Y est l’unique morphisme
tel que Fh(a′) = b, d’où l’universalité du couple (X ′, a′).

(ii) : Soit Y ∈ Ob(C ) et c ∈ GY ; il existe un unique b ∈ FY tel que ηY (b) = c, et
un unique morphisme g : X → Y de C tel que Fg(a) = b ; alors g est aussi l’unique
morphisme tel que Gg(ηX(a)) = c. □

Ces considérations assez abstraites sont à la base d’une méthode générale pour la
construction d’objets algébriques, qui nous permettra de vérifier de façon uniforme l’uni-
cité (toujours à isomorphisme canonique près) de ces objets, et de démontrer rapidement
leurs propriétés remarquables.

Exemple 2.5. Soient Λ un ensemble, A un anneau associatif unitaire. Le foncteur

(−)Λ : A−Mod→ Ens M 7→MΛ := Ens(Λ,M)

associe à tout A-module M l’ensemble des applications ensemblistes Λ → M , et à tout
homomorphisme f :M → N de A-modules l’application

MΛ → NΛ (ϕ : Λ→M) 7→ (f ◦ ϕ : Λ→ N).

Montrons que le A-module libre A(Λ) représente ce foncteur. En effet, si (eλ |λ ∈ Λ) est
la base canonique de A(Λ) (voir l’exemple 1.12(iv)), on a une bijection naturelle

ηM : HomA(A
(Λ),M)

∼→MΛ ∀M ∈ Ob(A−Mod)
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qui associe à tout homomorphisme de A-modules f : A(Λ) →M l’application

ηM (f) : Λ→M λ 7→ f(eλ).

On voit aisément que la donnée (ηM |M ∈ Ob(A − Mod)) définit un isomorphisme de
foncteurs η : hA(Λ)

∼→ (−)Λ. L’élément universel correspondant à η est l’application

eΛ := ηA(Λ)(1A(Λ)) : Λ→ A(Λ) telle que eΛ(λ) = eλ ∀λ ∈ Λ.

Donc, pour toute application ϕ : Λ → M il existe un unique homomorphisme de A-
modules gϕ : A(Λ) → M tel que gϕ ◦ eΛ = ϕ, i.e. gϕ(eλ) = ϕ(λ) pour tout λ ∈ Λ. Par ce
qui précède, le couple (A(Λ), eΛ) est déterminé par ces conditions : si (L, l) est un couple
formé d’un A-module L et une application universelle l : Λ → L, il existe un unique
isomorphisme de A-modules g : A(Λ) ∼→ L tel que g ◦ eΛ = l, i.e. tel que g(eλ) = l(λ)
pour tout λ ∈ Λ.

Exemple 2.6. Si dans l’exemple 2.5, l’on remplace la catégorie A −Mod par A − Alg
on obtient un deuxième foncteur représentable :

[−]Λ : A− Alg→ Ens B 7→ BΛ.

Avant de voir la construction, rappelons que A − Alg est naturellement isomorphe à
la catégorie C(A) − Alg (voir l’exemple 1.126), donc il suffit de représenter le foncteur
[−]Λ : C(A) − Alg → Ens correspondant. Ainsi, dans la suite on peut remplacer A par
C(A) et supposer que A soit commutatif.
• Or, soient d’abord n ∈ N et Λ = {1, . . . , n}, de sorte que BΛ = Bn pour toute

A-algèbre B ; la remarque 1.3(ii) fournit une bijection naturelle

ηB : A− Alg(A[X1, . . . , Xn], B)
∼→ Bn f 7→ (f(X1), . . . , f(Xn)).

On voit aisément que le système (ηB |B ∈ Ob(A − Alg)) définit un isomorphisme de
foncteurs η : hA[X1,...,Xn]

∼→ [−]n, i.e. le foncteur [−]n : A−Alg→ Ens est représenté par
la A-algèbre de polynômes A[X1, . . . , Xn].
• Ensuite, si Λ est un ensemble fini de cardinalité n ∈ N, évidemment le foncteur [−]n

est isomorphe à [−]Λ, et donc A[X1, . . . , Xn] représente aussi ce dernier ; plus précisément,
toute bijection ω : Λ

∼→ {1, . . . , n} induit un isomorphisme de foncteurs ω∗ : [−]n ∼→ [−]Λ
défini par :

ω∗B : Bn
∼→ BΛ (ϕ : {1, . . . , n} → B) 7→ (ϕ ◦ ω : Λ→ B) ∀B ∈ Ob(A− Alg)

d’où un isomorphisme de foncteurs ω∗ ◦ η : hA[X1,...,Xn]
∼→ [−]Λ. L’élément universel

associé à cet isomorphisme est l’application

Xω : Λ→ A[X1, . . . , Xn] λ 7→ Xω(λ).

On peut se passer du choix de ω à l’aide de la description plus intrinsèque suivante.
On indexe les indéterminées directement par les éléments de Λ ; donc, pour tout λ ∈ Λ
on notera Xλ l’indéterminée correspondante, et on considère l’algèbre de polynômes
A[XΛ] := A[Xλ |λ ∈ Λ] : il s’agit du A-module libre A(Σ), où Σ est l’ensemble des
monômes de la forme

∏
λ∈ΛX

ν(λ)
λ , pour toute application ν : Λ→ N, et on multiplie ces

monômes de la façon évidente, par addition des exposants. Evidemment, la bijection ω
induit aussi un isomorphisme de A-algèbres

g : A[X1, . . . , Xn]
∼→ A[XΛ] Xi 7→ Xω−1(i).

Par le lemme 2.4(i), le couple (A[XΛ], χΛ) avec

χΛ := g ◦Xω : Λ→ A[XΛ] λ 7→ Xλ

est aussi universel pour [−]Λ, et noter que ce nouveau couple ne dépend plus de ω.
• Soit maintenant Λ un ensemble arbitraire, et notons par F l’ensembles des parties

finies de Λ. Pour tout Λ′ ∈ F , on a construit la A-algèbre A[XΛ′ ], avec son application



§ 2.1: Le lemme de Yoneda 73

universelle χΛ′ : Λ
′ → A[XΛ′ ] ; notons que si Λ′′ ⊂ Λ′, on a A[XΛ′′ ] ⊂ A[XΛ′ ], et χΛ′′ est

alors la restriction de χΛ′ . On peut donc poser

A[XΛ] :=
⋃

Λ′∈F A[XΛ′ ]

et il existe une unique application χΛ : Λ→ A[XΛ] dont la restriction à A[XΛ′ ] coïncide
avec χΛ′ , pour tout Λ′ ∈ F . De plus, il existe une unique structure de A-algèbre sur
A[XΛ] telle que l’inclusion A[XΛ′ ]→ A[XΛ] soit un homomorphisme de A-algèbres pour
tout Λ′ ∈ F : en effet, si P,Q ∈ A[XΛ], il existe Λ′,Λ′′ ∈ F tels que P ∈ A[XΛ′ ],
Q ∈ A[XΛ′′ ], et donc P +Q et P ·Q sont bien définis dans A[XΛ′∪Λ′′ ]. Vérifions que le
couple (A[XΛ], χΛ) est universel pour le foncteur [−]Λ. En effet, soit B une A-algèbre, et
ϕ : Λ→ B une application ; on a vu que pour tout Λ′ ∈ F , il existe un homomorphisme
unique gΛ′ : A[XΛ′ ]→ B de A-algèbres tel que gΛ′ ◦ χΛ′ = ϕ|Λ′ . Par suite, la restriction
de gΛ′ à la sous-algèbre A[XΛ′′ ] doit coïncider avec gΛ′′ , pour tout Λ′′ ⊂ Λ′. Il existe donc
un homomorphisme unique de A-algèbres g : A[XΛ] → B dont la restriction à A[XΛ′ ]
coïncide avec gΛ′ , pour tout Λ′ ∈ F , et évidemment g ◦ χΛ = ϕ.

Exercice 2.7. (Sous-foncteurs) Soient C une catégorie et F, F ′ : C → Ens deux fonc-
teurs ; on dit que F est un sous-foncteur de F ′ si l’on a :

— FX ⊂ F ′X pour tout X ∈ Ob(C )
— Ff : FX → FY est la restriction de F ′f : F ′X → F ′Y , pour tout X,Y ∈ Ob(C )

et tout morphisme f : X → Y de C .
(i) Soient X ∈ Ob(C ), et F : C → Ens un sous-foncteur de hX : C → Ens. Montrer

que F est représentable ⇔ il existe un épimorphisme f : X → X ′ tel que, pour tout
Y ∈ Ob(C ), la partie FY est l’ensemble des morphismes g : X → Y de C qui se
factorisent à travers f (i.e. tels qu’il existe h : X ′ → Y avec g = h ◦ f ; noter qu’il existe
au plus une telle factorisation, car f est un épimorphisme). Dans ce cas, (X ′, f) est un
couple universel pour F .

(ii) Soient (X ′, f) un couple universel pour F , et f ′ : X → X ′′ un épimorphisme ; on
dit que f est équivalent à f ′ s’il existe un isomorphisme (forcément unique) g : X ′

∼→ X ′′

tel que g ◦ f = f ′. Montrer que le couple (X ′′, f ′) est universel pour le foncteur F si et
seulement si f est équivalent à f ′.

(iii) Par exemple, soient A un anneau, I ⊂ A un idéal, π : A → A/I la projection
canonique ; on considère le sous-foncteur F de hA : Z− Alg→ Ens défini par :

FB := {g : A→ B | g(I) = 0} ⊂ Z− Alg(A,B).

Montrer que F est représentable, et que (A/I, π) est un couple universel pour F .
(iv) Voici un exemple contravariant : on considère un espace topologique (T,T ), et

une partie S ⊂ T . L’objet T op de la catégorie opposée Topop induit un foncteur

hT op : Topop → Ens Xop 7→ Top(X,T )

qui associe à toute application continue f : X ′ → X l’application ensembliste

hT op(fop) : Top(X,T )→ Top(X ′, T ) g 7→ g ◦ f.

Pour tout espace topologique X, posons maintenant

FS(X) := {g ∈ Top(X,T ) | g(X) ⊂ S}.

Evidemment, si g ∈ FS(X), on a g ◦ f ∈ FS(X
′) pour tout espace topologique X ′ et

toute application continue f : X ′ → X, i.e. FS est un sous-foncteur de hT op . Montrer
que FS est représentable, et exhiber un couple universel pour FS .

Définition 2.8. (i) Soient C une catégorie, et X ∈ Ob(C ) ; avec la terminologie de
l’exercice 2.7(ii), un quotient de X est la classe d’équivalence d’un épimorphisme X → Y .
Dualement, un sous-objet de X est la classe d’équivalence d’un épimorphismeXop → Y op,
i.e. d’un monomorphisme Y → X.
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(ii) On dénote par Sub(X) (resp. Quot(X)) la classe dont les éléments sont les sous-
objets (resp. les quotients) de X.

Remarque 2.9. (i) En résumant, l’exercice 2.7(ii) nous dit que les sous-foncteurs repré-
sentables de hX (resp. de hXop) sont en correspondance bijective avec les quotients de
X (resp. avec les sous-objets de X). La classe des sous-foncteurs de hX est munie d’un
ordre partiel, donné par inclusion de sous-foncteurs, i.e. :

F ≤ G ⇔ FY ⊂ GY ∀Y ∈ Ob(C ).

Cela induit un ordre partiel sur Quot(X) et sur Sub(X) : par inspection des définitions, on
voit que pour deux quotients Q1, Q2 représentés par des épimorphismes (pi : X → Yi | i =
1, 2) on aQ1 ≤ Q2 si et seulement si p1 se factorise à travers p2 (et la factorisation est alors
unique). De même, pour deux sous-objets S1, S2 représentés par des monomorphismes
(ji : Zi → X | i = 1, 2), on a S1 ≤ S2 si et seulement si j1 se factorise par j2 ; pour les
sous-objets, on utilise souvent la notation plus suggestive S1 ⊂ S2 au lieu de S1 ≤ S2.
Aussi, on écrira S1 ⊊ S2 si l’on a à la fois S1 ⊂ S2 et S2 ̸⊂ S1, et dans ce cas on dira que
S1 est un sous-objet propre de S2.

(ii) La définition des classes Sub(X) et Quot(X) pose un problème de nature logique,
car les classes d’équivalence de monomorphismes (resp. d’épimorphismes) ne sont pas
forcément des ensembles, et donc on ne peut pas toujours construire légitimement une
classe dont elles seraient les éléments. On contourne cette difficulté à l’aide d’une astuce
due au logicien Dana Scott, dont on va esquisser l’idée. D’abord, rappelons que tout
ensemble S peut être muni d’au moins un bon ordre total (voir l’exercice 1.33) ; par
définition, les ordinaux sont les classes d’isomorphisme des ensembles totalement bien
ordonnés. On pourrait penser que l’on ait la même difficulté logique, si l’on cherche à
former une classe de tous les ordinaux ; mais en fait, tout ordinal admet un représentant
canonique (dans la théorie de Bernays-Gödel, et dans les autres variantes des théories
axiomatiques des ensembles d’usage courant), donc la classe O des ordinaux sera formée
de ces représentants ; cette classe est elle même totalement bien ordonnée, avec la relation
d’ordre telle que α ≤ β ⇔ α ⊂ β, pour tout α, β ∈ O. Par suite, pour tout α ∈ O,
le segment initial O(α) := {β ∈ O |β ≤ α} est un ensemble. On déduit aussi que
pour tout α ∈ O la partie {β ∈ O |α < β} admet un élément minimal, appelé le
successeur de α, et noté α + 1 ; on dit que α est un ordinal limite, s’il n’est pas le
successeur d’un ordinal. Suivant Von Neumann, on associe à chaque α ∈ O un ensemble
défini par récurrence transfinie comme suit : V∅ := ∅, Vα+1 := P(Vα), l’ensemble des
parties de Vα, et Vα :=

⋃
β<α Vβ si α est un ordinal limite. Avec cette notation, l’axiome

de fondation (inclus dans le système axiomatique de Bernays-Gödel) entraîne que tout
ensemble appartient à quelque Vα. Par suite, pour tout ensemble S il existe un α ∈ O
minimal avec S ∈ Vα, que l’on appelle le rang de S. Soit U la classe de tous les ensembles ;
on obtient ainsi une application de rang :

r : U → O

et noter que r−1(α) est un ensemble, pour tout α ∈ O. Or, soit C une classe d’équivalence
de monomorphismes ; la partie r(C) n’est pas forcément un ensemble, mais elle admet
encore un élément minimal βC , car si α ∈ r(C), l’élément minimal de O(α) ∩ r(C) sera
aussi minimal pour r(C). L’astuce de Scott consiste alors à remplacer C par l’ensemble
C∩r−1(βC), donc Sub(X) sera la classe dont les éléments sont ces ensembles, et de même
on construit la classe Quot(X). (Pour les généralités sur les ordinaux et les cardinaux,
voir e.g. le chapitre II de [17]).

Problème 2.10. (Foncteurs adjoints) Soient C , C ′ deux catégories, F : C ′ → C un
foncteur, et supposons que tout X ∈ Ob(C ) induise un foncteur représentable

hX ◦ F : C ′ → Ens X ′ 7→ C (X,FX ′).
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(i) Montrer qu’il existe un foncteur G : C → C ′, avec une adjonction pour le couple
(G,F ), i.e. un système d’isomorphismes de foncteurs

ωX : hX ◦ F
∼→ hGX ∀X ∈ Ob(C )

qui font commuter les diagrammes de transformations naturelles :

hY ◦ F
ωY //

hf∗F
��

hGY

hGf
��

hX ◦ F
ωX // hGX

pour tout morphisme f : X → Y de C (ici hf est la transformation naturelle associée à
f comme dans l’exemple 2.2, et hf ∗ F est le produit de Godement de l’exercice 1.129).
Autrement dit, on a un système de bijections

ωXX′ : C (X,FX ′)
∼→ C ′(GX,X ′) ∀X ∈ Ob(C ), ∀X ′ ∈ Ob(C ′)

qui est naturel par rapport aux deux variables X,X ′, i.e.

ωXY ′(Fh ◦ g ◦ f) = h ◦ ωYX′(g) ◦Gf ∀g : Y → FX ′, ∀f : X → Y, ∀h : X ′ → Y ′.

On dit que G est adjoint à gauche de F , ou que F est adjoint à droite de G.
(ii) Par exemple, soit A un anneau associatif unitaire ; on a un foncteur d’oubli

F : A−Mod→ Ens

qui associe à tout A-module M l’ensemble sous-jacent M (ainsi, F “oublie” la structure
de module de M), et à tout homomorphisme f : M → M ′ de A-modules, la même
application f de l’ensemble M dans l’ensemble M ′. Montrer que F admet un adjoint à
gauche, et décrire explicitement un tel foncteur adjoint.

(iii) De même, soit F ′ : A−Alg→ Ens le foncteur d’oubli qui associe à toute A-algèbre
commutative B son ensemble B sous-jacent. Montrer que F ′ admet un adjoint à gauche,
et en donner une construction explicite.

(iv) On a aussi un foncteur d’oubli

Ob : Cat→ Ens C 7→ Ob(C )

qui associe à toute petite catégorie l’ensemble de ses objets, et à tout foncteur F : C → C ′

l’application sous-jacente Ob(C ) → Ob(C ′) : X 7→ FX. Montrer que Ob admet un
adjoint à gauche et en donner une description explicite.

Exercice 2.11. (i) Soit C une catégorie. Pour tout couple (Xop, Y ), (X ′op, Y ′) d’objets
de la catégorie C op ×C , et tout morphisme (fop, g) : (Xop, Y )→ (X ′op, Y ′) de C op ×C
on considère l’application

C (f, g) : C (X,Y )→ C (X ′, Y ′) (h : X → Y ) 7→ (g ◦ h ◦ f : X ′ → Y ′).

Montrer que les associations (Xop, Y ) 7→ C (X,Y ) et (fop, g) 7→ C (f, g) définissent un
foncteur

C (−,−) : C op × C → Ens.

(ii) Soient C , C ′ deux catégories, et (G : C → C ′, F : C ′ → C ) un couple de foncteurs
adjoints. On définit :

C (−, F ) := C (−,−) ◦ (1C op × F ) C ′(G,−) := C ′(−,−) ◦ (Gop × 1C ′).

Montrer que la donnée d’une adjonction pour le couple (G,F ) équivaut à celle d’un
isomorphisme de foncteurs

C op × C ′
C (−,F )

**

C ′(G,−)

44�� ϑ Ens.
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Remarque 2.12. (i) Si C et C ′ sont petites, on peut interpréter l’adjonction ω du pro-
blème 2.10 par un deuxième isomorphisme de foncteurs. Pour cela, notons que les asso-
ciations : X 7→ hGX et (f : X → Y ) 7→ hGf définissent le foncteur

hC ′ ◦Gop : C op → Fun(C ′,Ens)

(notation de l’exemple 2.2(ii)). Ensuite, notons que F induit un foncteur

F ∗ : Fun(C ,Ens)→ Fun(C ′,Ens) (H : C → Ens) 7→ H ◦ F (η : H → H ′) 7→ η ∗ F.

Avec cette notation, le foncteur

F ∗ ◦ hC : C op → Fun(C ′,Ens)

est défini par les associations : X 7→ hX ◦ F et (f : X → Y ) 7→ hf ∗ F , et finalement, la
donnée (ωX |X ∈ Ob(C )) est un isomorphisme de foncteurs

ω : F ∗ ◦ hC ∼→ hC ′ ◦Gop.

(ii) On peut en outre interpréter l’adjonction ω comme un isomorphisme de catégories.
Pour cela, associons à tout foncteur F : A → B la catégorie

FA /B

telle que Ob(FA /B) := {(A,B, f) |A ∈ Ob(A ), B ∈ Ob(B), f ∈ B(FA,B)} ; les
morphismes (A,B, f)→ (A′, B′, f ′) sont les couples (g, h) où g ∈ A (A,A′), h ∈ B(B,B′)
tels que h ◦ f = f ′ ◦ Fg, avec la loi de composition évidente :

(g′, h′) ◦ (g, h) := (g′ ◦ g, h′ ◦ h) ∀(A,B, f) (g,h)−−−→ (A′, B′, f ′)
(g′,h′)−−−−→ (A′′, B′′, f ′′).

On a deux foncteurs évidents de source et but :

A
sF←−− FA /B

bF−−−→ B A←p (A,B, f) 7→ B g ←p (g, h) 7→ h.

Posons aussi

B/FA := (F opA op/Bop)op sF := (bF
op

)op bF := (sF
op

)op

de sorte que les objets de B/FA sont les données (B,A, f) avecB ∈ Ob(B),A ∈ Ob(A ),
f ∈ B(B,FA), et sF : B/FA → B (resp. bF : B/FA → A ) est le foncteur de source
(resp. de but) évident. On appelle FA /B (resp. A /FB) la catégorie des flèches à droite
(resp. à gauche) de F . Avec cette notation, la donnée d’une adjonction pour le couple de
foncteurs (G,F ) comme dans le problème 2.10(i) équivaut à celle d’un isomorphisme de
catégories

ω̂ : C /FC ′
∼→ GC /C ′ tel que bG ◦ ω̂ = bF et sG ◦ ω̂ = sF .

A savoir, ω et ω̂ se déterminent l’un l’autre, par : ω̂(X,X ′, f) = (X,X ′, ωXX′(f)) pour
tout (X,X ′, f) ∈ Ob(C /FC ′) et ω̂(g, h) = (g, h) pour tout morphisme (g, h) de C /FC ′ :
les détails sont laissés aux soins du lecteur.

(iii) Il est aussi utile parfois de considérer les sous-catégories :

FA /B ⊂ FA /B B/FA ⊂ B/FA ∀B ∈ Ob(B)

dont les objets sont les X ∈ Ob(FA /B) (resp. les Y ∈ Ob(B/FA )) avec bF (X) = B
(resp. avec sF (Y ) = B) et les morphismes sont les morphismes ϕ de FA /B (resp. ψ
de B/A ) tels que bF (ϕ) = 1B (resp. tels que sF (ψ) = 1B). Autrement dit, X est la
donnée d’un couple (A, f) avec f ∈ B(FA,B), et ϕ : (A, f)→ (A′, f ′) est un morphisme
ϕ ∈ A (A,A′) tel que f ′ ◦ Fϕ = f , et de même pour Y et ψ. On dit que FA /B (resp.
B/FA ) est la tranche de F au-dessus de B (resp. au-dessous de B).
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Problème 2.13. (Unité et coünité d’une adjonction) Soient F : C ′ → C un foncteur,
G : C → C ′ un foncteur adjoint à gauche de F , et ω une adjonction pour le couple
(G,F ). Pour tout X ∈ Ob(C ) et tout X ′ ∈ Ob(C ′) on pose

ηX := ωX −1GX (1GX) : X → FGX εX′ := ωFX
′

X′ (1FX′) : GFX
′ → X ′.

(i) Montrer que les systèmes (ηX |X ∈ Ob(C )) et (εX′ |X ′ ∈ Ob(C ′)) définissent des
transformations naturelles

η : 1C → F ◦G ε : G ◦ F → 1C ′ .

(ii) On appelle η l’unité et ε la coünité de l’adjonction ω. Montrer que η et ε sont
reliées par les identités triangulaires exprimées par les diagrammes commutatifs :

F
η∗F //

1F %%

FGF

F∗ε
��

G
G∗η //

1G %%

GFG

ε∗G
��

F G.

(iii) Réciproquement, soient F : C ′ → C et G : C → C ′ deux foncteurs, et η :
1C → F ◦ G, ε : G ◦ F → 1C ′ deux transformations naturelles satisfaisant les identités
triangulaires de (ii). Montrer que η et ε sont respectivement l’unité et la coünité d’une
et une seule adjonction ω pour le couple (G,F ). Explicitement :

ωXX′(f) = εX′ ◦G(f) ωX−1X′ (g) = F (g) ◦ ηX ∀f ∈ C (X,FX ′),∀g ∈ C ′(GX,X ′).

(iv) Pour chacune des adjonctions obtenues dans les parties (ii), (iii) et (iv) du pro-
blème 2.10, écrire les unités et coünités correspondantes.

Exercice 2.14. (i) Avec la notation de l’exercice 2.11(ii), montrer que l’adjonction ϑ
détermine l’adjoint à gauche G de F à isomorphisme unique près : à savoir, soit H : C →
C ′ un deuxième foncteur avec une adjonction ω : C (−, F ) ∼→ C ′(H,−). Alors il existe
un isomorphisme de foncteurs unique ϕ : G

∼→ H tel que

ϑ = C ′(ϕ,−) ◦ ω avec C ′(ϕ,−) := C ′(−,−) ∗ (ϕop × iC ′)

où iC ′ dénote l’endomorphisme identique du foncteur 1C ′ , et ϕop × iC ′ : Hop × 1C ′
∼→

Gop × 1C ′ est le produit de transformations naturelles de la remarque 1.127(v).
(ii) Dans la situation de (i), soient (ηϑ, εϑ) et (ηω, εω) les unités et coünités de l’ad-

jonction ϑ, respectivement ω. En déduire que :

ηϑX = F (ϕ−1X ) ◦ ηωX et εϑX′ = εωX′ ◦ ϕFX′ ∀X ∈ Ob(C ),∀X ′ ∈ Ob(C ′).

(iii) Pour tout X ∈ Ob(C ) et tout X ′ ∈ Ob(C ′) notons

(ωop)X
′

X := (ωXX′)
−1 : C ′op(X ′, GopX)

∼→ C op(F opX ′, X).

Montrer que ωop est une adjonction pour le couple (F op, Gop). Compte tenu de (i), on
conclut que les composantes F et G d’un couple de foncteurs adjoints se déterminent
l’une l’autre à isomorphisme près.

Remarque 2.15. (i) Avec la notation du problème 2.13, noter que

(η ∗ F )op = ηop ∗ F op et (F ∗ ε)op = F op ∗ εop

et de même pour (G ∗ η)op et (ε ∗G)op. On en déduit les identités :

(ηop ∗ F op) ◦ (F op ∗ εop) = 1F op (Gop ∗ ηop) ◦ (εop ∗Gop) = 1Gop .

Grâce à la partie (iii) du problème 2.13, il s’ensuit qu’il existe une adjonction unique
pour le couple (F op, Gop) dont l’unité et la coünité sont respectivement εop et ηop. Il
s’agit évidemment de l’adjonction ωop de l’exercice 2.14(iii).

(ii) Soit en outre C ′′ une troisième catégorie ; avec la remarque 1.130(i,iii) et le pro-
blème 2.13(iii), on voit que si C ′′ est petite, Fun(C ′′, η) et Fun(C ′′, ε) sont respectivement
l’unité et la coünité d’une unique adjonction pour le couple (Fun(C ′′, G),Fun(C ′′, F )).
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Aussi, si C et C ′ sont petites, Fun(ε,C ′′) et Fun(η,C ′′) sont respectivement l’unité et
la coünité d’une unique adjonction pour le couple (Fun(F,C ′′),Fun(G,C ′′)), d’après la
remarque 1.130(i,ii).

(iii) Soit F : C ′ → C une équivalence de catégories et G : C → C ′ un quasi-inverse
pour F . Compte tenu des problèmes 1.131(i) et 2.13(iii), on voit que G est à la fois adjoint
à gauche et à droite de F : détails laissés au lecteur.

Proposition 2.16. Dans la situation du problème 2.13, on a :
(i) F est fidèle (resp. plein) si et seulement si εX′ est un épimorphisme (resp. un

monomorphisme scindé) pour tout X ′ ∈ Ob(C ′). (Voir l’exercice 1.119(i).)
(ii) G est fidèle (resp. plein) si et seulement si ηX est un monomorphisme (resp. un

épimorphisme scindé) pour tout X ∈ Ob(C ).
(iii) Les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) F (resp. G) est plein et fidèle
(b) ε (resp. η) est un isomorphisme de foncteurs
(c) Il existe un isomorphisme de foncteurs ε′ :GF ∼→1C ′ (resp. η′ :1C

∼→FG).
En outre, si (c) est vérifiée, ε′ (resp. η′) est la coünité (resp. l’unité) d’une unique ad-
jonction pour le couple (G,F ).
(iv) Si en outre F admet aussi un adjoint à droite H : C → C ′, alors G est plein et

fidèle si et seulement s’il en est de même pour H.

Démonstration. On a (i)⇔(ii), en vertu de la remarque 2.15(i), et pour la preuve de (iii),
il suffit de vérifier les assertions concernant F , ε et ε′.

(i) : Si εX′ est un épimorphisme pour tout X ′ ∈ Ob(C ′), soient f1, f2 ∈ C ′(X ′, Y ′)
tels que Ff1 = Ff2 ; il vient :

f1 ◦ εX′ = εY ′ ◦GFf1 = εY ′ ◦GFf2 = f2 ◦ εX′

d’où f1 = f2, ce qui montre que F est fidèle. Réciproquement, si F est fidèle, supposons
que f1 ◦ εX′ = f2 ◦ εX′ ; grâce aux identités triangulaires on déduit :

Ffi = F (εY ′) ◦ FGF (fi) ◦ ηFX′ = F (εY ′ ◦GFfi) ◦ ηFX′ = F (fi ◦ εX′) ◦ ηFX′

d’où Ff1 = Ff2, et finalement f1 = f2. Cela montre que εX′ est un épimorphisme.
Ensuite, soit εX′ un monomorphisme scindé pour tout X ′ ∈ Ob(C ′), et choisissons

un inverse à gauche sX′ de εX′ pour tout tel X ′ ; pour f ∈ C (FX ′, FY ′), posons g :=
εY ′ ◦Gf ◦ sX′ : X ′ → Y ′. Il vient :

ωFX
′

Y ′ (Fg) = εY ′ ◦GFg = g ◦ εX′ = εY ′ ◦Gf ◦ sX′ ◦ εX′ = εY ′ ◦Gf = ωFX
′

Y ′ (f)

d’où f = Fg, et cela montre que F est plein. Réciproquement, si F est plein, pour tout
X ′ ∈ Ob(C ′) il existe tX′ ∈ C ′(X ′, GFX ′) tel que FtX′ = ηFX′ : FX

′ → FGFX ′ ; avec
les identités triangulaires, il vient :

ωFX
′−1

GFX′ (tX′ ◦ εX′) = F (tX′ ◦ εX′) ◦ ηFX′ = FtX′ ◦ F (εX′) ◦ ηFX′ = ηFX′

mais ηFX′ = ωFX
′−1

GFX′ (1GFX′), d’où tX′ ◦ εX′ = 1GFX′ .
Avec (i), (ii) et l’exercice 1.119(ii) il vient (iii.a)⇔(iii.b)⇒(iii.c).
(iii.c)⇒(iii.a) : Pour tout X,Y ∈ Ob(C ′) on obtient une bijection

ξX,Y : C ′(X,Y )
ϕX,Y−−−→ C ′(GFX, Y )

ωFX−1
Y−−−−−→ C (FX,FY )

avec ϕX,Y (f) := f ◦ ε′X pour tout f ∈ C ′(X,Y ). Vérifions que ξX,Y est naturel en X et
Y : en effet, pour tout g ∈ C ′(X ′, X) et h ∈ C ′(Y, Y ′) on a :

ξX′,Y ′(h ◦ f ◦ g) = Fh ◦ ωFX
′−1

Y (f ◦ g ◦ ε′X′)

= Fh ◦ ωFX
′−1

Y (f ◦ ε′X ◦GFg)
= Fh ◦ ξX,Y (f) ◦ Fg
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d’où l’assertion. En particulier, pour tout f ∈ C ′(X,Y ) il vient :

ξY,Y (1Y ) ◦ Ff = ξX,Y (f) = ξX,Y (f ◦ 1X) = Ff ◦ ξX,X(1X).

Pour X = Y , et avec f tel que ξX,X(f) = 1FX , on déduit que ξX,X(1X) est un
isomorphisme de C , pour tout X ∈ Ob(C ′). Puisque ξX,Y (f) = Ff ◦ ξX,Y (1X), on
conclut que l’association f 7→ Ff est une bijection C ′(X,Y )

∼→ C (FX,FY ) pour tout
X,Y ∈ Ob(C ′), d’où (iii.a). Montrons ensuite que ε′ est la coünité d’une unique adjonc-
tion pour (G,F ). Pour cela, posons ϑ := ε′ ◦ ε−1 : 1C ′

∼→ 1C ′ et η′ := (F ∗ ϑ−1 ∗G) ◦ η.
On calcule :

(F ∗ ε′) ◦ (η′ ∗ F ) = (F ∗ ϑ) ◦ (F ∗ ε) ◦ (F ∗ ϑ−1 ∗GF ) ◦ (η ∗ F )
= (F ∗ ϑ) ◦ (F ∗ ϑ−1) ◦ (F ∗ ε) ◦ (η ∗ F )
= 1F .

De même on vérifie que (ε′ ∗ G) ◦ (G ∗ η′) = 1C : les détails sont laissés aux soins du
lecteur. L’assertion découle alors du problème 2.13(iii).

(iv) : Soient η′ : 1C → HF et ε′ : FH → 1C ′ l’unité et la coünité d’une adjonction
pour le couple (F,H) ; au vu de (iii) et de la remarque 2.15(i), il suffit de prouver que si
ε′ est un isomorphisme, il en est de même pour η. Pour cela, montrons plus précisément
que l’inverse de η est la composition

γ : FG
(FG)∗ε′−1

−−−−−−−→ FGFH
F∗ε∗H−−−−→ FH

ε′−→ 1C .

D’un côté, il vient : γ ◦ η = ε′ ◦ (F ∗ ε ∗H) ◦ (η ∗FH) ◦ ε′−1 = ε′ ◦ ε′−1 = 1C en vertu de
la naturalité de η et des identités triangulaires pour (η, ε). De l’autre côté :

η ◦ γ = (ε′ ∗ FG) ◦ (FH ∗ η) ◦ (F ∗ ε ∗H) ◦ (FG ∗ ε′−1)
= (ε′ ∗ FG) ◦ (F ∗ ε ∗HFG) ◦ (FGFH ∗ η) ◦ (FG ∗ ε′−1)
= (ε′ ∗ FG) ◦ (F ∗ ε ∗HFG) ◦ (FG ∗ ε′−1 ∗ FG) ◦ (FG ∗ η)
= (ε′ ∗ FG) ◦ (F ∗ ε ∗HFG) ◦ (FGF ∗ η′ ∗G) ◦ (FG ∗ η)
= (ε′ ∗ FG) ◦ (F ∗ η′ ∗G) ◦ (F ∗ ε ∗G) ◦ (FG ∗ η)
= (1F ∗G) ◦ (F ∗ 1G) = 1FG.

où la première et la troisième égalités suivent de la naturalité de ε′, la deuxième et
la cinquième suivent de la naturalité de ε, et la quatrième et la sixième découlent des
identités triangulaires pour (η′, ε′) et (η, ε). □

Exercice 2.17. (i) Soient C ,C ′,C ′′ trois catégories, et (G : C → C ′, F : C ′ → C ), (G′ :
C ′ → C ′′, F ′ : C ′′ → C ′) deux couples de foncteurs adjoints. Montrer que (G′ ◦G,F ◦F ′)
est un couple de foncteurs adjoints.

(ii) Soient F : C ′ → C un foncteur ayant des adjoints à gauche G et à droite H
pleins et fidèles, et soit (η, ε) (resp. (η′, ε′)) l’unité et la coünité d’une adjonction pour
le couple (G,F ) (resp. (F,H)). Montrer qu’il existe une unique transformation naturelle
β : G→ H telle que β ∗ F = η′ ∗ ε. Montrer en outre que F ∗ β = (ε′ ∗ η)−1.

2.2. Limites et colimites. Soient I et C deux catégories, X ∈ Ob(C ) un objet. Le
foncteur constant sur I de valeur X est le foncteur cX : I → C avec

cX(i) = X et cX(ϕ) = 1X pour tout i ∈ Ob(I) et tout morphisme ϕ de I.

Tout morphisme f : X → X ′ de C induit une transformation naturelle évidente

cf : cX → cY i 7→ f ∀i ∈ Ob(C ).
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Définition 2.18. Dans la situation ci-dessus, soit aussi F : I → C un foncteur.
(i) Un cône de sommet X et base F est une transformation naturelle cX → F . Il

s’agit donc d’un système (ηi : X → Fi | i ∈ Ob(I)) de morphismes de C avec :

Fi

Fϕ
��

X

ηi 55

ηj )) Fj

ηj = Fϕ ◦ ηi ∀i, j ∈ Ob(I),∀ϕ ∈ I(i, j)

(ii) Un cône η : cL → F est universel si pour tout cône ψ := (ψi : X → Fi | i ∈ Ob(I))
il existe un unique morphisme f : X → L de C tel que ψ = η ◦ cf , i.e. ψi = ηi ◦ f pour
tout i ∈ Ob(I). On dit alors que l’objet L est une limite de F .

(iii) Si I est une petite catégorie, on appelle foncteur limite de F le foncteur

lim
I
F : C op → Ens Xop 7→ Nat(cX , F )

(voir la remarque 1.127(iii)) associant à tout f ∈ C (X,X ′) l’application

lim
I
F (f) : Nat(cX′ , F )→ Nat(cX , F ) (η : cX′ → F ) 7→ (η ◦ cf : cX → F ).

Remarque 2.19. (i) Si I est petite, tout cône η : cL → F induit des applications :

ωX : C (X,L)→ Nat(cX , F ) f 7→ η ◦ cf ∀X ∈ Ob(C )

et on voit aisément que (ωX |X ∈ Ob(C )) est une transformation naturelle

ω : hLop → lim
I
F.

En outre η est universel⇔ ω est un isomorphisme. Donc, un couple universel (L, η) pour
limI F est la donnée d’un objet limite L de F et d’un cône universel η. On écrira parfois
limI F pour désigner un objet limite de L, même si I n’est pas petite.

(ii) Tout foncteur F : I → C n’admet pas d’objet limite, mais si une telle limite
existe, elle est unique à isomorphisme près : en effet, si I est petite, cela découle de (i)
et du lemme 2.4(i). Dans le cas général, on peut encore raisonner comme dans le preuve
de loc.cit. : soient L et L′ deux limites de F , et η : cL → F , η′ : cL′ → F les cônes
universels respectifs ; ainsi, il existe des morphismes uniques f : L′ → L et g : L → L′

avec η′ = η ◦ cf et η = η′ ◦ cg, donc η = η ◦ cf ◦ cg = η ◦ cf◦g, d’où f ◦ g = 1L, par
l’universalité de η, et de même on voit que g ◦ f = 1L′ , CQFD.

La notion catégorique abstraite de limite englobe plusieurs concepts plus familiers,
incarnés par des objets mathématiques “concrets” différents, suivant les catégories parti-
culières où on les considère. Voici quelques exemples :

Exemple 2.20. (i) D’abord, soit I une catégorie discrète (voir l’exemple 1.114(vi)).
Dans ce cas, I est complètement déterminée par la classe des ses objets, et peut être
identifiée avec cette dernière par un abus inoffensif de notation. Alors, un foncteur F :
I → C n’est rien d’autre que la donnée d’une famille (Fi | i ∈ I) d’objets de C indexée par
les éléments de I. De même, un cône ψ : cX → F est la donnée d’une famille arbitraire
de morphismes (ψi : X → Fi | i ∈ I). La limite de F est appelée aussi le produit de la
famille (Fi | i ∈ I), et elle est souvent notée∏

i∈I Fi.

Si I est une petite catégorie (i.e. la catégorie discrète associée à un ensemble), on dira
que (Fi | i ∈ I) est une petite famille d’objets de C .

(ii) Pour justifier cette terminologie, montrons que pour C = Ens, le produit -- tel
qu’il a été défini en (i) -- d’une petite famille d’ensembles (Si | i ∈ I) est représentable
par le produit cartésien standard S :=

∏
i∈I Si et le cône universel correspondant est le

système des projections canoniques (πi : S → Si | i ∈ I). En effet, si X est un ensemble
quelconque, et (ψi : X → Si | i ∈ I) un système arbitraire d’applications ensemblistes, il
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existe une unique application ψ : X → S telle que πi ◦ψ = ψi pour tout i ∈ I : bien sûr,
il s’agit de l’application telle que ψ(x) := (ψi(x) | i ∈ I) ∈ S pour tout x ∈ X.

(iii) Considérons ensuite le cas où C = Top, et montrons que le produit de toute
petite famille T• := ((Ti,Ti) | i ∈ I) d’espaces topologiques est représentable. En effet,
notons T :=

∏
i∈I Ti, le produit (cartésien) des ensembles Ti ; on dit qu’une partie U ⊂ T

est un ouvert fondamental, s’il existe une partie finie J de I et pour tout j ∈ J une partie
ouverte Uj ∈ Tj telles que

U =
∏
j∈J Uj ×

∏
i∈I\J Ti.

Soit TT la topologie sur T engendrée par les ouverts fondamentaux. Alors (T,TT ) est un
produit de la famille T•, avec pour cône universel le système des projections canoniques
(T → Ti | i ∈ I) : les vérifications seront laissées aux soins du lecteur.

(iv) Soit A un anneau associatif unitaire. On voit aisément que le produit catégorique
d’une petite famille (Mi | i ∈ I) de A-modules est représentable dans A − Mod par le
produit direct M :=

∏
i∈IMi de l’exemple 1.12(i) (et les projections canoniques M →Mi

donnent un cône universel). De même, le produit d’une petite famille

((Bi, ji : A→ Bi) | i ∈ I)
de A-algèbres commutatives est représentable dans A − Alg par le produit cartésien
B :=

∏
i∈I Bi muni des lois d’addition et multiplication “terme à terme”, i.e. telles que

b• + b′• := (bi + b′i | i ∈ I) b• · b′• := (bib
′
i | i ∈ I)

pour tous b• := (bi | i ∈ I), b′• := (b′i | i ∈ I) ∈ B. L’homomorphisme structurel est :

j : A→ B a 7→ (ji(a) | i ∈ I).
Encore une fois, le cône universel est donné par les projections canoniques B → Bi.

(v) On raisonne de même pour vérifier que le produit de toute petite famille de
groupes est représentable par le produit cartésien des ensembles sous-jacents, muni de la
loi de composition terme à terme : les détails sont laissés aux soins du lecteur.

(vi) Aussi le produit de toute petite famille C• := (Ci | i ∈ I) de petites catégories est
représentable dans la catégorie Cat ! En effet, notons par C la catégorie avec

Ob(C ) :=
∏
i∈I Ob(Ci) et C (X•, Y•) :=

∏
i∈I Ci(Xi, Yi) ∀X•, Y• ∈ Ob(C ).

La loi de composition de C est “terme à terme” : si f• := (fi : Xi → Yi | i ∈ I) et
g• := (gi : Yi → Zi | i ∈ I) sont deux morphismes de C (X•, Y•) et C (Y•, Z•), on pose
g• ◦ f• := (gi ◦ fi : Xi → Zi | i ∈ I). On a des foncteurs de projection évidents C → Ci
pour tout i ∈ I, qui constituent un cône universel pour le produit de la famille C• :
les vérifications détaillées seront laissées en exercice au lecteur. Ce produit généralise la
construction de l’exemple 1.121(x), mais à la différence de celle-ci, il n’est disponible que
si chaque Ci est une petite catégorie.

Exercice 2.21. Montrer qu’un espace topologique (T,T ) est séparé ⇔ la diagonale
∆T := {(t, t) | t ∈ T} est une partie fermée du produit (T,T )× (T,T ).

Exemple 2.22. Soit I une petite catégorie arbitraire.
(i) Montrons que la limite de tout foncteur

S• : I → Ens i 7→ Si (ϕ : i→ j) 7→ (Sϕ : Si → Sj)

est représentable. En effet, on a le représentant canonique suivant : soit L ⊂ S :=∏
i∈Ob(I) Si la partie des suites cohérentes, i.e. des (xi | i ∈ Ob(I)) avec xj = Sϕ(xi)

pour tout morphisme ϕ : i → j de I. Pour tout i ∈ Ob(I), la projection pi : S → Si
se restreint en une application vi : L → Si et la construction entraîne aussitôt que
Sϕ ◦ vi = vj pour tout ϕ comme ci-dessus. On a donc un cône v• : L → S• de sommet
L et base S•. Or, soit X un ensemble et h• := (hi : X → Si | i ∈ Ob(I)) une famille
d’applications ; on déduit une application unique h : X → S telle que pi ◦ h = hi pour
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tout λ ∈ Λ, et on voit aisément que h(X) ⊂ L ⇔ h• est un cône de base S• et sommet
X. Ainsi, le cône v• est bien universel.

(ii) De même, pour tout anneau A associatif unitaire, la limite de tout foncteur
M• : I → A − Mod est représentable. En effet, soit L ⊂ M :=

∏
i∈Ob(I)Mi la partie

des suites cohérentes comme en (i) ; on voit aisément que L est un sous-module de M ,
et pour tout i ∈ Ob(I), la restriction vi : L → Mi de la projection M → Mi est une
application A-linéaire. On a donc un cône v• : L → M• de sommet L et base M•, et en
raisonnant comme en (i) on voit aisément que v• est universel.

(iii) En outre, pour tout foncteur B• : I → A−Alg, soit B :=
∏
i∈Ob(I)Bi le produit

de la famille de A-algèbres commutatives (Bi | i ∈ Ob(I)) (avec la structure de A-algèbre
donnée par l’exemple 2.20(iv)) ; notons à nouveau pi : B → Bi la projection canonique
pour tout i ∈ Ob(I), et L ⊂ B la partie des suites cohérentes. On voit aisément que L
est une A-sous-algèbre de B. Si C est une A-algèbre et (hi : C → Bi | i ∈ Ob(I)) un cône
de sommet C et base B•, on a un unique homomorphisme de A-algèbres h : C → B tel
que pi ◦ h = hi pour tout i ∈ Ob(I), et comme dans (ii), on voit aussitôt que h(C) ⊂ L.
Ainsi L représente la limite de B•, avec cône universel donné par les restrictions L→ Bi
des projections pi.

(iv) Dans la situation de (ii) (resp. de (iii)), soient F : A − Mod → Ens (resp.
G : A − Alg → Ens) le foncteur d’oubli, et τ• := (N → Mi | i ∈ Ob(I)) un cône de
sommet N et base M• (resp. η• := (D → Bi | i ∈ Ob(I)) un cône de sommet D et base
B•). Par inspection directe, et par la remarque 2.19(ii), on voit que τ• est universel si
et seulement s’il en est de même pour F ∗ τ•, de sommet l’ensemble sous-jacent à N , et
base F ◦M• : I → Ens. De même, η• est universel si et seulement s’il en est de même
pour G ∗ η•, de sommet l’ensemble GD et base G ◦B• : I → Ens.

Exemple 2.23. (i) Un autre cas intéressant pour de nombreuses applications s’obtient
en prenant I := CΛ, la catégorie associée à une classe partiellement ordonnée (Λ,≤)
(voir l’exemple 1.114(vii)). Pour toute catégorie B, un foncteur CΛ → B est un système
d’objets de B indexé par Λ, i.e. une donnée

(X•, f••) := (Xλ, fλµ |λ, µ ∈ Λ, λ ≤ µ)
consistant en :

— un objet Xλ de B, pour tout λ ∈ Λ
— un morphisme de B, dit morphisme de transition

fλµ : Xλ → Xµ pour tous λ, µ ∈ Λ tels que λ ≤ µ
vérifiant les identités : fλλ = 1Xλ et fµν ◦ fλµ = fλν pour tous λ ≤ µ ≤ ν.

(Noter que cette situation inclut comme cas particulier celle de l’exemple 2.20 : en effet,
il suffit de faire Λ := E, muni de l’ordre trivial tel que pour tout x, y ∈ E on a x ≤ y
si et seulement si x = y.) La limite d’un tel foncteur est aussi appelée limite inverse du
système X•, et elle est plus souvent notée

lim
←−
λ∈Λ

Xλ.

Si (X ′•, f
′
••) est un deuxième système d’objets de B indexé par Λ, un morphisme de

systèmes indexés ω• : (X•, f••) → (X ′•, f
′
••) est une transformation naturelle entre les

foncteurs correspondants CΛ → B, i.e. une famille (ωλ : Xλ → X ′λ |λ ∈ Λ) de mor-
phismes de B tels que f ′λµ ◦ ωλ = ωµ ◦ fλµ pour tout λ, µ ∈ Λ avec λ ≤ µ.

(ii) Le cas particulier suivant de (i) est souvent utile. On considère l’ensemble par-
tiellement ordonné (Λ,≤) tel que Λ = {a, b, c} et avec a > b, c mais b ≮ c et c ≮ b.
Un foncteur F : CΛ → B est alors la donnée d’objets X,Y, Z de B et d’un couple de
morphismes Y f−→ X

g←− Z. La limite de F est appelée le produit fibré de Y et Z sur X,
et notée :

Y ×(f,g) Z
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ou simplement Y ×X Z, si la notation n’est pas ambigüe. Un cône universel pour F est
la donnée d’un objet L de B et de deux morphismes p : L → Y , q : L → Z tels que
f ◦ p = g ◦ q, et vérifiant la condition suivante. Pour tout T ∈ Ob(B) et tout couple de
morphismes h : T → Y , k : T → Z de B tels que f ◦ h = g ◦ k, il existe un morphisme
unique t : T → L de B qui fait commuter le diagramme

T
t

""

h

��

k

&&

L
p //

q
��

Y

f
��

Z
g // X.

Dans cette situation, on dit aussi que le carré de sommets L, Y, Z,X est cartésien, et on
appelle p, q les projections canoniques du produit fibré L.

(iii) Dans la situation de (ii), si f est un monomorphisme, il en est de même pour q.
Car, soient t, t′ : T → L deux morphismes avec q ◦ t = q ◦ t′ ; ainsi f ◦ p ◦ t = g ◦ q ◦ t =
g ◦ q ◦ t′ = f ◦ p ◦ t′, d’où p ◦ t = p ◦ t′, comme f est un monomorphisme. La propriété
universelle du produit fibré donne alors t = t′, d’où l’assertion.

(iv) Pour B = Ens, l’exemple 2.22(i) nous dit que Y ×X Z est représentable par la
partie {(y, z) ∈ Y × Z | f(y) = g(z)}, avec le cône universel donné par les restrictions
des projections canoniques Y ← Y × Z → Z. Pour les produits fibrés de A−Mod (resp.
de A − Alg) on a la même description, d’après l’exemple 2.22(ii,iii), et Y ×X Z est un
sous-module de Y ⊕ Z (resp. une sous-algèbre de Y × Z).

(v) De même, si A ,A ′,A ′′ sont trois petites catégories, et si A
F−→ A ′′

G←− A ′ sont
deux foncteurs, le produit fibré A ×(F,G) A ′ est représentable dans Cat. En effet, même
si ces catégories ne sont pas petites, on peut considérer la sous-catégorie pleine C de
A ×A ′ telle que Ob(C ) = Ob(A )×(F,G) Ob(A ′) ; i.e. les objets de C sont les couples
(A,A′) avec A ∈ Ob(A ), A′ ∈ Ob(A ′), et FA = GA′ (le produit A × A ′ est alors
celui de l’exemple 1.121(x)). Si A ,A ′ et A ′′ sont petites, cette construction représente
le produit fibré souhaité, avec cône universel donné par les restrictions A ← C → A ′

des projections canoniques. Les vérifications détaillées sont laissées aux soins du lecteur.

Remarque 2.24. (i) Soient C une catégorie, X f−→ Y
g−→ Z

h←− Z ′ trois morphismes de C ;
supposons que les produits fibrés Z ′ ×Z X et Z ′ ×Z Y soient représentables dans C , et
notons les projections canoniques respectives par

Z ′
qX←−− Z ′ ×Z X

pX−−→ X et Z ′
qY←−− Z ′ ×Z Y

pY−−→ Y.

Puisque g ◦ (f ◦ pX) = h ◦ qX , il existe un unique morphisme

Z ′ ×Z f : Z ′ ×Z X → Z ′ ×Z Y

de C , tel que pY ◦ (Z ′ ×Z f) = f ◦ pX et qY ◦ (Z ′ ×Z f) = qX . En outre, le diagramme :

Z ′ ×Z X
pX //

Z′×Zf
��

X

f
��

Z ′ ×Z Y
pY // Y

est cartésien dans C . En effet, soient T ∈ Ob(C ) et X α←− T β−→ Z ′×Z Y deux morphismes
de C avec f ◦ α = pY ◦ β. Il vient g ◦ f ◦ α = g ◦ pY ◦ β = h ◦ qY ◦ β, donc il existe
un unique morphisme γ : T → Z ′ ×Z X tel que qX ◦ γ = qY ◦ β et pX ◦ γ = α. Mais
alors qY ◦ β = qY ◦ (Z ′ ×Z f) ◦ γ et pY ◦ β = f ◦ pX ◦ γ = pY ◦ (Z ′ ×Z f) ◦ γ, et ainsi
β = (Z ′×Zf)◦γ, par la propriété universelle de Z ′×ZY . D’autre part, si γ′ : T → Z ′×ZX
vérifie pX ◦ γ′ = α et (Z ′ ×Z f) ◦ γ′ = β, alors qX ◦ γ′ = qY ◦ (Z ′ ×Z f) ◦ γ′ = qX ◦ β, et
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par suite γ = γ′, d’où l’assertion. On appelle Z ′ ×Z f le morphisme déduit de f après le
changement de base h.

(ii) Soit en outre e : T → X un quatrième morphisme de C ; alors on a :

(Z ′ ×Z f) ◦ (Z ′ ×Z e) = Z ′ ×Z (f ◦ e).

En effet, soient T pT←−− Z ′×Z T
qT−−→ Z ′ les projections canoniques ; il vient : pY ◦(Z ′×Z f)◦

(Z ′×Z e) = f ◦pX ◦(Z ′×Z e) = f ◦e◦pT , et qY ◦(Z ′×Z f)◦(Z ′×Z e) = qX ◦(Z ′×Z e) = qT ,
d’où l’assertion.

Problème 2.25. (i) Soit (Ti | i ∈ I) une petite famille d’espaces topologiques non
vides ; on pose T :=

∏
i∈I Ti et pour tout i ∈ I on dénote par pi : T → Ti la projection

canonique. Soit aussi F un ultrafiltre de T ; montrer que F est principal si et seulement
si pour tout i ∈ I le filtre pi∗F est contenu dans un ultrafiltre principal (voir la définition
1.134 et l’exemple 1.136(i,iii)).

(ii) Déduire de (i) le théorème de Tychonoff : T est compact si et seulement si Ti est
compact pour tout i ∈ I.

(iii) Soient I une petite catégorie, et T• : I → Top un foncteur. Montrer que :
(a) La limite de T• est représentable par un espace topologique L.

(b) Si Ti est de type T0 (resp. séparé, resp. compact et séparé) pour tout i ∈ Ob(I),
alors L est de type T0 (resp. séparé, resp. compact et séparé).

2.2.1. Colimites. La notion duale est aussi utile : si F : I → C est un foncteur et si
X ∈ Ob(C ), on appelle co-cône de base F et sommet X la donnée d’un cône

ηop : cXop → F op

de base F op : Iop → C op et sommet Xop ∈ Ob(C op) ; il s’agit donc d’une transformation
naturelle η : F → cX , i.e. un système de morphismes (ηi : Fi→ X | i ∈ Ob(I)) de C tels
que ηj ◦Fϕ = ηi pour tout morphisme ϕ : i→ j de I. Un co-cône universel pour F est la
donnée d’un cône universel pour F op, et on appelle objet colimite de F tout objet limite
de F op. Un tel co-cône est caractérisé évidemment par une proprieté universelle que le
lecteur est invité à énoncer. De même, si I est une petite catégorie, le foncteur colimite
de F est le foncteur

colim
I

F := lim
Iop

F op : C → Ens

qui associe à tout X ∈ Ob(C ), l’ensemble colimI F (X) des co-cônes de base F et sommet
X, et à tout morphisme f : X → X ′ de C , l’application

colim
I

F (X)→ colim
I

F (X ′) (η : F → cX) 7→ (cf ◦ η : F → cX′).

Exemple 2.26. Revenons au cas où I est une catégorie discrète ; F : I → C est alors
une famille d’objets F• := (Fi | i ∈ I) de C , et la colimite de F est aussi appelée la somme
directe (ou le coproduit) de la famille F•, et elle est notée∐

i∈I Fi.

(i) Par exemple, si C = Ens, la somme directe d’une petite famille (Si | i ∈ I) d’en-
sembles est représentable par la réunion disjointe

S :=
⊔
i∈I Si :=

⋃
i∈I Si × {i}

et le co-cône universel est donné par les inclusions ji : Si → S : x 7→ (x, i). En effet,
si (ψi : Si → X) est un système arbitraire d’applications d’ensembles, il existe une
application unique ψ : S → X avec ψ ◦ ji = ψi pour tout i ∈ I : il s’agit évidemment de
l’application telle que ψ(x, i) := ψi(x) pour tout i ∈ I et tout x ∈ Xi.

(ii) Si C = A − Mod pour A un anneau associatif unitaire, la remarque 1.14(iv)
entraîne aisément que la somme directe d’une petite famille (Mi | i ∈ I) de A-modules
est représentée par la somme directe usuelle M :=

⊕
i∈IMi (voir l’exemple 1.12(ii)), et

son co-cône universel est formé par les injections canoniques Mi →M .
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(iii) Plus généralement, soit (Λ,≤) une classe partiellement ordonnée, (X•, f••) un
système d’objets de C indexé par Λ. La colimite d’un tel foncteur est aussi appelée limite
directe de (X•, f••), généralement notée

lim
−→
λ∈Λ

Xλ.

(iv) Soit CΛ comme dans l’exemple 2.23(ii), et B une catégorie quelconque ; un foncteur
F : C op

Λ → B est donc la donnée d’objets X,Y, Z de B et de morphismes Z g←− X
f−→ Y

de B. La colimite de F est le produit fibré Y op ×(fop,gop) Z
op de Bop, et s’appelle la

somme amalgamée de Y et Z le long de X, notée :

Y ⊔(f,g) Z
ou simplement Y ⊔X Z, si la notation n’est pas ambigüe. Un co-cône universel est la
donnée d’un objet L de B et de deux morphismes i : Y → L, j : Z → L tels que
i ◦ f = j ◦ g, et vérifiant la condition suivante. Pour tout T ∈ Ob(B) et tout couple de
morphismes h : Y → T , k : Z → T de B avec h◦f = k◦g, il existe un unique morphisme
t : L → T de B tel que h = t ◦ i et k = t ◦ j. Dans cette situation, on dit aussi que le
carré de sommets X,Y, Z, L et côtés f, g, i, j est cocartésien :

X
f //

g
��

Y

i��
Z

j // L

et on appelle i et j les injections canoniques de la somme amalgamée L.
(v) Dans la situation de (iv), évidemment on a l’assertion duale de l’exemple 2.23(iii) :

si g est un épimorphisme, il en est de même pour i.
(vi) Soit M un A-module, M• := (Mλ |λ ∈ Λ) la famille de ses A-sous-modules de type

fini, partiellement ordonnée par inclusion : λ ≤ µ ⇔ Mλ ⊂ Mµ pour tout λ, µ ∈ Λ, et
on note iλ : Mλ → M l’inclusion, pour tout λ ∈ Λ. Alors, M est une limite directe du
système M•, et (iλ |λ ∈ Λ) est le co-cône universel correspondant. En effet, si N est un
A-module, un co-cône de sommet N et base M• est un système d’applications A-linéaires
(gλ : Mλ → N |λ ∈ Λ) telles que (gµ)|Mλ

= gλ pour tout Mλ ⊂ Mµ ; évidemment, un
tel système induit une application A-linéaire unique g : M =

⋃
λ∈ΛMλ → N telle que

g|Mλ
= gλ pour tout λ ∈ Λ, d’où l’assertion.

Remarque 2.27. (i) Avec la notation de l’exemple 2.26, prenons pour I la catégorie
discrète C∅ (notation de l’exemple 1.114(vi)) ; dans ce cas F• est une famille vide d’objets
de C , et pour tout X ∈ Ob(C ) il existe un unique co-cône F → cX , i.e. le co-cône vide.
La colimite de F est alors le coproduit vide, i.e. l’unique foncteur C → Ens tel que :
X 7→ {∅} pour tout X ∈ Ob(C ). Un objet C de C représente cette colimite si et
seulement si pour tout X ∈ Ob(C ) il existe un unique morphisme C → X dans C ; tout
C vérifiant cette condition est appelé un objet initial de C .

(ii) Dualement, le produit vide, i.e. le produit de la même famille vide est représenté
par tout objet final de C , i.e. tout L ∈ Ob(C ) tel que pour tout X ∈ Ob(C ) il existe un
morphisme unique X → C.

(iii) Noter aussi que si C et C ′ sont deux objets initiaux, les morphismes uniques
ϕ : C → C ′ et ψ : C ′ → C sont des isomorphismes, car ϕ ◦ ψ et ψ ◦ ϕ doivent être
respectivement 1C′ et 1C . De même pour les objets finaux de C ; d’ailleurs, évidemment
les objets finaux de C sont les objets initiaux de C op.

(iv) Pour tout anneau associatif unitaire A, le A-module nul 0 est un objet à la fois
initial et final de A − Mod. Dans la catégorie A − Mod, les objets initiaux et finaux
sont isomorphes, mais dans une catégorie générale, ce n’est pas forcément le cas : par
exemple, l’objet initial de la catégorie Ens des ensembles est l’ensemble vide ∅, alors que
tout ensemble de cardinalité un est un objet final (un choix naturel est l’ensemble {∅}).
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De même, on voit que la catégorie discrète C∅ est un objet initial de Cat (voir l’exemple
1.114(vi)), alors que C{∅} est un objet final.

Proposition 2.28. Soit A un anneau associatif unitaire, (Λ,≤) un ensemble partiel-
lement ordonné, (M•, f••) et (B•, g••) des systèmes de A-modules et respectivement de
A-algèbres commutatives, indexés par Λ. Alors :

(i) La limite directe de (M•, f••) est représentable dans la catégorie A−Mod.
(ii) La limite directe de (B•, g••) est représentable dans la catégorie A− Alg.

Démonstration. (i) : Soit P :=
⊕

λ∈ΛMλ, et pour tous λ, µ ∈ Λ avec λ < µ notons

Qλµ := {(xν | ν ∈ Λ) ∈ P |xν = 0 ∀ν ̸= λ, µ et xµ = −fλµ(xλ)}.
Soit aussi Q le A-sous-module de P engendré par

⋃
λ<µQλµ, et on pose L := P/Q. Pour

tout λ ∈ Λ, la composition de l’inclusion naturelle iλ :Mλ → P avec la projection P → L
est un homomorphisme de A-modules uλ :Mλ → L. On a

uµ ◦ fλµ(x) = uλ(x) ∀λ < µ, ∀x ∈Mλ

donc le système (uλ |λ ∈ Λ) est un co-cône de base (M•, f••) et sommet L. Soit main-
tenant N un A-module, et (gλ : Mλ → N |λ ∈ Λ) un autre co-cône de sommet N . On
déduit une unique application A-linéaire g′ : P → N telle que g′ ◦ iλ = gλ pour tout
λ ∈ Λ, et il reste à montrer que g′ se factorise à travers L. Pour cela, il suffit de noter
que pour tous λ, µ ∈ Λ avec λ < µ et tout x ∈Mλ on a

g′(iµ ◦ fλµ(x)− iλ(x)) = gµ ◦ fλµ(x)− gλ(x) = 0.

(ii) : Soit C(A) le quotient commutatif maximal de A (voir le §1.1.4) ; pour tout λ ∈ Λ,
on choisit une famille de générateurs (bλ,i | i ∈ Iλ) de la A-algèbre Bλ, de sorte que l’on
a un homomorphisme surjectif de C(A)-algèbres

πλ : Eλ := C(A)[Xλ,i | i ∈ Iλ]→ Bλ Xλ,i 7→ bλ,i ∀i ∈ Iλ
et on pose Jλ := Kerπλ pour tout λ ∈ Λ. Soit aussi E := C(A)[Xλ,i |λ ∈ Λ, i ∈ Iλ] ; pour
tout λ, λ′ ∈ Λ avec λ′ > λ, on choisit un homomorphisme de A-algèbres ϕλλ′ : Eλ → Eλ′

qui relève gλλ′ , i.e. qui fait commuter le diagramme

Eλ
ϕλλ′ //

πλ
��

Eλ′

πλ′
��

Bλ
gλλ′ // Bλ′

et on dénote par Jλλ′ ⊂ E l’idéal engendré par le système (Xλ,i − ϕλλ′(Xλ,i) | i ∈ Iλ).
Soit aussi J ⊂ E le plus petit idéal contenant tous les idéaux Jλ et Jλ,λ′ , pour chaque
λ, λ′ ∈ Λ avec λ′ > λ, et posons D := E/J . On voit aisément que l’application naturelle
ψλ : Eλ → E → D se factorise à travers un homomorphisme unique uλ : Bλ → D de
A-algèbres, pour tout λ ∈ Λ. De même, par construction on a

ψλ = ψλ′ ◦ ϕλλ′ ∀λ, λ′ ∈ Λ avec λ′ ≥ λ
d’où uλ = uλ′ ◦ gλλ′ pour tout λ, λ′ ∈ Λ avec λ′ ≥ λ ; i.e. le système (uλ |λ ∈ Λ) est un
co-cône de sommet D et base (B•, g••). Or, si (kλ : Bλ → C |λ ∈ Λ) est un autre co-cône
de base (B•, g••), on a d’abord l’homomorphisme de A-algèbres

k : E → C Xλ,i 7→ kλ ◦ πλ(Xλ,i) ∀λ ∈ Λ, ∀i ∈ Iλ.
Par construction, la restriction de k à Eλ se factorise à travers Bλ, donc Jλ ⊂ Ker k pour
tout λ ∈ Λ. De même, pour λ′ > λ et tout i ∈ Iλ, on a

k(Xλ,i − ϕλλ′(Xλ,i)) = kλ ◦ πλ(Xλ,i)− kλ′ ◦ πλ′ ◦ ϕλλ′(Xλ,i)

= kλ ◦ πλ(Xλ,i)− kλ′ ◦ gλλ′ ◦ πλ(Xλ,i)

= kλ ◦ πλ(Xλ,i)− kλ ◦ πλ(Xλ,i) = 0
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ce qui montre que Jλλ′ ⊂ Ker k. On conclut que k se factorise à travers un homomor-
phisme unique k̄ : D → C de A-algèbres. Evidemment k̄ ◦ uλ = kλ pour tout λ ∈ Λ, et
comme

⋃
λ∈Λ uλ(Bλ) engendre la A-algèbre D, il est clair que k̄ est l’unique homomor-

phisme satisfaisant cette condition. Cela achève de montrer que D est une limite directe
de (B•, g••), avec le co-cône universel (uλ |λ ∈ Λ). □

Remarque 2.29. (i) Soient F : I → C , F ′ : I ′ → C et ϕ : I → I ′ trois foncteurs, et

ω : F → F ′ ◦ ϕ
une transformation naturelle. Soient aussi η : F → cC et η′ : F ′ → cC′ des co-cônes
universels pour les colimites de F et respectivement F ′. On déduit une transformation
naturelle (η′ ∗ ϕ) ◦ ω : F → cC′ ◦ ϕ (notation de l’exercice 1.129). Mais cC′ ◦ ϕ : I → C
est évidemment le foncteur constant sur I de valeur C ′. Par la proprieté universelle de
(C, η), il existe alors un morphisme unique f : C → C ′ de C tel que cf ◦ η = (η′ ∗ ϕ) ◦ ω.
On appelle f la colimite de ω, et on le dénote

colim
ϕ

ω : colim
I

F → colim
I′

F ′.

(Noter le petit abus de notation : ici colimI F dénote l’objet C de C qui représente la
colimite de F , et non pas le foncteur colimite, et de même pour colimI′ F

′.) Explicitement,
il s’agit de l’unique morphisme f : C → C ′ tel que

f ◦ ηi = η′ϕ(i) ◦ ωi ∀i ∈ Ob(I).

(ii) De même, si µ : cL → F et µ′ : cL′ → F ′ sont des cônes universels, et si
ω : F ′ ◦ ϕ→ F est une transformation naturelle, on a un morphisme limite de ω

lim
ϕ
ω : lim

I
F → lim

I′
F ′

(avec le même abus de notation : limI F dénote L et limI′ F
′ dénote L′). Il s’agit de

l’unique morphisme g : L→ L′ tel que µi ◦ g = ωi ◦ µ′ϕ(i) pour tout i ∈ Ob(I). Si I = I ′

et ϕ = 1I , on écrira plus simplement limI ω et colimI ω pour la limite et respectivement
la colimite de ω.

(iii) Par exemple, soient (Λ,≤) une classe partiellement ordonnée, B une catégorie,
(X•, f••) et (X ′•, f

′
••) deux systèmes d’objets de B indexés par Λ, et ω• : (X•, f••) →

(X ′•, f
′
••) un morphisme de systèmes indexés (voir l’exemple 2.23(i)). On obtient alors

des morphismes naturels :

lim
−→
λ∈Λ

ωλ : lim
−→
λ∈Λ

Xλ → lim
−→
λ∈Λ

X ′λ lim
←−
λ∈Λ

ωλ : lim
←−
λ∈Λ

Xλ → lim
←−
λ∈Λ

X ′λ

caractérisés comme dans (i) et (ii), pourvu que ces limites directes et inverses soient
représentables dans B.

(iv) Notamment, avec C = Ens, si I est une petite catégorie, et si ω• : S• → S′• est
une transformation naturelle de foncteurs S•, S′• : I → Ens, on a vu que les limites de S•
et S′• sont représentables par les parties des suites cohérentes L ⊂ S :=

∏
i∈Ob(I) Si et

L′ ⊂ S′ :=
∏
i∈Ob(I) S

′
i, et les cônes universels respectifs sont donnés par les restrictions

L→ Si et L′ → S′i des projections canoniques (exemple 2.22(i)) ; avec ces représentants,
limI ω• : L→ L′ est la restriction de l’application :

S → S′ (xi | i ∈ Ob(I)) 7→ (ωi(xi) | i ∈ Ob(I)).

Si C = Top, C = A−Mod ou C = A−Alg (pour A associatif unitaire), on a la même
description du morphisme limite, par l’exemple 2.22(ii,iii) et le problème 2.25(iii.a).

(v) De même, si (Ci | i ∈ I) et (C ′i | i ∈ I) sont deux petites familles de petites
catégories, toute famille de foncteurs (Fi : Ci → C ′i | i ∈ I) induit un foncteur

F :=
∏
i∈I Fi :

∏
i∈I Ci →

∏
i∈I C ′i tel que p′j ◦ F = Fj ◦ pj ∀j ∈ I

où pj :
∏
i∈I Ci → Cj et p′j :

∏
i∈I C ′i → C ′j sont les projections, pour tout j ∈ I.
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(vi) Dans la situation générale de (i), comme d’habitude, le morphisme colimite
f : C → C ′ de ω dépend des choix des objets C et C ′ représentant les colimites de F
et F ′, ainsi que des choix des co-cônes universels η et η′ pour ces objets. D’autre part,
f est indépendent à isomorphisme unique près de tous ces choix : car, si ν : cD → F
et ν′ : cD′ → F ′ sont des autres choix de cônes universels, la remarque 2.19(ii) nous dit
qu’il existe des isomorphismes uniques de B :

h : C
∼→ D h′ : C ′

∼→ D′ tels que ch ◦ η = ν ch′ ◦ η′ = ν′.

Or, si g : D → D′ est l’unique colimite de ω correspondant aux cônes ν et ν′, on a un
diagramme commutatif

C
f //

h
��

C ′

h′��
D

g // D′.

En effet, g est caractérisé par la condition : cg ◦ ν = (ν′ ∗ ϕ) ◦ ω, donc

cg◦h ◦ η = cg ◦ ch ◦ η = cg ◦ ν = (ν′ ∗ ϕ) ◦ ω = ((ch′ ◦ η′) ∗ ϕ) ◦ ω
= (ch′ ∗ ϕ) ◦ (η′ ∗ ϕ) ◦ ω
= (ch′ ∗ ϕ) ◦ cf ◦ η = ch′◦f ◦ η

d’où g ◦ h = h′ ◦ f , par l’universalité de η. En particulier, les propriétés catégoriques
de la limite de ω sont intrinsèques, i.e. elles sont déterminées uniquement par ω (et ne
dépendent pas des cônes universels choisis) ; par exemple, f est un monomorphisme (resp.
un épimorphisme, resp. un isomorphisme) si et seulement si g satisfait la même condition.
Par dualité, des considérations analogues sont valables pour le morphisme limite de ω,
dans la situation de (ii).

2.2.2. Catégories filtrantes et cofiltrantes. La construction de la colimite d’un système de
A-algèbres fournie par la proposition 2.28(ii) n’est pas très maniable, et il est difficile d’en
extraire des renseignements utiles. On peut faire mieux si l’on impose des restrictions sur
l’ensemble d’indices Λ. C’est notamment le cas si Λ est filtrant, i.e. si Λ ̸= ∅ et si pour
tout λ, λ′ ∈ Λ il existe λ′′ ∈ Λ avec λ′′ ≥ λ, λ′. Pour plusieurs questions, il est utile de
disposer de la notion plus générale suivante :

Définition 2.30. (i) On dit qu’une catégorie C est filtrante, si elle vérifie :
(a) Pour tous X,Y ∈ Ob(C ) il existe Z ∈ Ob(C ) tel que C (X,Z),C (Y,Z) ̸= ∅
(b) Pour tous X,Y ∈ Ob(C ) et tous f, g ∈ C (X,Y ) il existe Z ∈ Ob(C ) avec

h ∈ C (Y, Z) tel que h ◦ f = h ◦ g.
(ii) On dit que C est cofiltrante, si C op est filtrante.

Evidemment, si C est la catégorie associée à un ensemble partiellement ordonné (Λ,≤),
alors C est filtrante si et seulement si (Λ,≤) est un ensemble filtrant.

Exercice 2.31. Soient C une catégorie filtrante, et A un anneau associatif unitaire.
(i) Soient aussi F : C → Ens un foncteur, et S la réunion disjointe de la famille

(Fλ |λ ∈ Ob(C )) (voir l’exemple 2.26(i)). Pour (x, λ), (x′, λ′) ∈ S on écrira

(x, λ) ∼ (x′, λ′)

s’il existe λ′′ ∈ Ob(C ), f ∈ C (λ, λ′′), g ∈ C (λ′, λ′′) avec Ff(x) = Fg(x′). Montrer que
l’on obtient ainsi une relation d’équivalence ∼ sur S.

(ii) Posons C := S/∼, et notons par [x, λ] ∈ C la classe d’équivalence de tout (x, λ) ∈ S.
Pour tout λ ∈ Ob(C ) on considère aussi l’application

jλ : Fλ→ C x 7→ [x, λ].

Montrer que C est une colimite de F , avec le co-cône universel (jλ |λ ∈ Ob(C )).
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(iii) Soit M : C → A − Mod un foncteur, et notons par L la colimite – construite
comme dans (ii) – du foncteur C → Ens, composition de M avec le foncteur d’oubli
A − Mod → Ens associant à tout A-module son ensemble sous-jacent. Soit aussi (uλ :
M(λ) → L |λ ∈ Λ) le co-cône universel. Exhiber une structure unique de A-module sur
L telle que chaque uλ soit une application A-linéaire ; L est alors une colimite de M , avec
le co-cône universel (uλ |λ ∈ Λ).
(iv) Soient B : C → A − Alg un foncteur, et C la colimite du foncteur C → Ens,

composition de B avec le foncteur d’oubli A − Alg → Ens associant à toute A-algèbre
commutative son ensemble sous-jacent. Soit aussi (uλ : B(λ) → C |λ ∈ Ob(C )) le co-
cône universel. Exhiber une structure unique de A-algèbre commutative sur C telle que
chaque uλ soit un homomorphisme de A-algèbres ; C est alors la colimite de B, avec
co-cône universel donné par les uλ.

Problème 2.32. Soit (Λ,≤) un ensemble cofiltrant, i.e. tel que (Λ,≤)op est filtrant.
(i) Soient aussi (Tλ, fλµ |λ, µ ∈ Λ, λ ≤ µ) un système d’espaces topologiques compacts

et séparés, indexé par Λ, et L la limite de (T•, f••). Montrer que :

L ̸= ∅ ⇔ Tλ ̸= ∅ ∀λ ∈ Λ.

(ii) Soient (T ′•, f
′
••) un deuxième système d’espaces topologiques compacts et séparés,

indexé par Λ, et ϕ• := (ϕλ : Tλ → T ′λ |λ ∈ Λ) un morphisme de systèmes indexés
d’espaces topologiques. Notons aussi par L′ la limite de (T ′•, f

′
••), et par ϕ : L → L′ la

limite inverse de ϕ•, définie par la remarque 2.29(ii). Montrer que si ϕλ est surjective
pour tout λ ∈ Λ, alors ϕ est surjective.

Remarque 2.33. (i) On appelle système filtrant (resp. cofiltrant) d’une catégorie C , tout
système d’objets de C , indexé par un ensemble filtrant (resp. cofiltrant).

(ii) Soit S la limite inverse d’un système (S•, g••) d’ensembles finis et non vides,
indexé par un ensemble cofiltrant (Λ,≤). Si l’on munit chaque Sλ de la topologie discrète
Tλ, on obtient un système ((S•,T•), g••) d’espaces topologiques compacts et séparés
(noter que gλµ : (Sλ,Tλ) → (Sµ,Tµ) est continue, pour tout λ ≤ µ). En outre, il existe
une topologie T sur S telle que (S,T ) soit la limite du système ((S•,T•), g••) (voir la
solution du problème 2.25(iii)). D’après le problème 2.32(i), il vient alors S ̸= ∅. De
même, si (S′•, g

′
••) est un deuxième système d’ensembles finis indexé par Λ, de limite

S′, et si g• := (gλ : Sλ → S′λ |λ ∈ Λ) est un morphisme de systèmes indexés, composé
d’applications surjectives, alors la limite g : S → S′ de g• est surjective.

(iii) Signalons que les assertions (i) et (ii) du problème 2.32 peuvent faillir pour des
systèmes d’espaces non séparés, ou non compacts, ou si Λ n’est pas cofiltrant. De même,
les conclusions de (ii) ne sont plus assurées si les ensembles Sλ sont infinis ou si Λ n’est
pas cofiltrant. De l’autre côté, on a les résultats généraux suivants :

Exercice 2.34. Soient I,C deux catégories, F, F ′ : I → C deux foncteurs, et ω : F → F ′

une transformation naturelle. Montrer les assertions suivantes :
(i) Supposons que les limites de F et F ′ soient représentables par des objets L et

L′ de C , de sorte que la limite g : L → L′ de ω est définie (voir la remarque 2.29(ii)).
Supposons de plus que ωi : Fi → F ′i soit un monomorphisme pour tout i ∈ Ob(I). Alors
g est un monomorphisme.

(ii) Dualement, supposons que les colimites de F et F ′ soient représentables par
C,C ′ ∈ Ob(C ), et soit f : C → C ′ la colimite de ω. Supposons de plus que ωi soit un
épimorphisme pour tout i ∈ Ob(I). Alors f est un épimorphisme.

Exercice 2.35. (Parties cofinales) Soient (Λ,≤) un ensemble partiellement ordonné, et
Λ′ ⊂ Λ une partie. On dit que Λ′ est cofinale dans (Λ,≤) si pour tout λ ∈ Λ il existe
λ′ ∈ Λ′ tel que λ′ ≥ λ. On dit que Λ′ est finale dans (Λ,≤) si elle est cofinale dans
(Λop,≤op), i.e. si pour tout λ ∈ Λ il existe λ′ ∈ Λ′ tel que λ′ ≤ λ.
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(i) Soit Λ′ une partie cofinale de (Λ,≤), et munissons Λ′ de l’ordre partiel induit par
Λ. Montrer que (Λ,≤) est filtrant si et seulement si (Λ′,≤) est filtrant.

(ii) Soient (Λ,≤) filtrant, et Λ′ cofinale dans (Λ,≤). Notons CΛ et CΛ′ les catégories
associées à (Λ,≤) et (Λ′,≤). Soient aussi B une catégorie, F : CΛ → B un foncteur, et
F ′ : CΛ′ → B sa restriction à la sous-catégorie pleine CΛ′ . Montrer que la colimite de F
est représentable ⇔ la colimite de F ′ est représentable.
(iii) Plus précisément, dans la situation de (ii), soit g• := (gλ : Fλ → C |λ ∈ Λ) un

co-cône de base F ; par restriction on a un co-cône g′• := (g′λ : F ′λ→ C |λ ∈ Λ′) de base
F ′, et g• est universel si et seulement s’il en est de même pour g′•.
(iv) Dualement, soit Λ′ finale dans Λ ; alors (Λ,≤) est cofiltrant si et seulement si

(Λ′,≤) est cofiltrant, et si (Λ,≤) est cofiltrant, alors la limite de tout F comme dans (ii)
est isomorphe à la limite de sa restriction F ′, et tout cône universel pour F induit, par
restriction comme dans (iii), un cône universel pour F ′.

2.3. Foncteurs exacts. Soient I,C ,C ′ trois catégories, ϕ : I → C et F : C → C ′ deux
foncteurs, et η := (ηi : L → ϕ(i) | i ∈ Ob(I)) un cône universel . On dit que F commute
avec la limite de ϕ, si le cône F ∗ η est universel. Rappelons que (F ∗ η)i = F (ηi) : FL→
F ◦ ϕ(i) pour tout i ∈ Ob(I) (exercice 1.129(ii)). Ainsi, FL est une limite de F ◦ ϕ, et
avec un petit abus de notation on peut donc écrire :

F
(
lim
I
ϕ
)
= lim

I
F ◦ ϕ.

De même, si τ est un co-cône universel pour ϕ, on dit que F commute avec la colimite
de ϕ, si F ∗ τ est un co-cône universel pour F ◦ ϕ, auquel cas on aura :

F
(
colim
I

ϕ) = colim
I

F ◦ ϕ.

Remarque 2.36. La commutativité de F avec la limite de ϕ est une propriété intrinsèque
de F , i.e. elle ne dépend pas du choix du cône universel η : si η′ : cL′ → ϕ est un deuxième
cône universel, alors F ∗ η est un cône universel si et seulement s’il en est de même pour
le couple F ∗ η′. En effet, en vertu de la remarque 2.19(ii) il existe un isomorphisme
unique ω : L

∼→ L′ tel que cω ◦ η′ = η, d’où cF (ω) ◦ (F ∗ η′) = F ∗ η. Mais F (ω) est un
isomorphisme de C ′, d’où l’assertion. De même on montre que la commutativité de F
avec la colimite de ϕ est une propriété intrinsèque de F .

Exemple 2.37. (i) Soit ∆1 la catégorie avec Ob(∆1) = {0, 1} et dont les morphismes
sont donnés par le graphe suivant (qui omet les identités 10 et 11) :

0
a //
b
// 1.

Donc, un foncteur ϕ : ∆1 → C n’est rien d’autre que la donnée d’un couple (ϕ(0), ϕ(1))
d’objets de C et d’un couple de morphismes (ϕ(a), ϕ(b) : ϕ(0) → ϕ(1)). Un cône de
base ϕ est la donnée d’un objet X de C et de morphismes fi : X → ϕ(i) (i = 0, 1) de
C tels que ϕ(a) ◦ f0 = f1 = ϕ(b) ◦ f0 ; autrement dit, c’est la donnée d’un morphisme
f : X → ϕ(0) tel que ϕ(a) ◦ f = ϕ(b) ◦ f . Un cône universel pour ϕ est aussi appelé un
égaliseur des morphismes ϕ(a) et ϕ(b).

De même, un co-cône de base ϕ est la donnée d’un objet Y de C et d’un morphisme
g : ϕ(1)→ Y tel que g ◦ ϕ(a) = g ◦ ϕ(b). Un co-cône universel pour ϕ est aussi appelé un
coégaliseur de ϕ(a) et ϕ(b). Si F : C → C ′ est un foncteur qui commute avec la limite
(resp. la colimite) de ϕ, on dira brièvement que F commute avec l’égaliseur (resp. avec
le coégaliseur) de ϕ(a) et ϕ(b).

(ii) Par exemple, prenons C := A −Mod, pour un anneau associatif unitaire A, et
soient h, k : M → N deux homomorphismes de A-modules. On pose E := Ker(h − k),
et on dénote par i : E → M l’inclusion ; montrons que (E, i) est un égaliseur de h et
k. En effet, l’assertion revient à dire que si t : Q → M est un homomorphisme de A-
modules avec h ◦ t = k ◦ t, il existe une unique application A-linéaire s : Q → E telle
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que t = i ◦ s ; mais comme (h− k) ◦ t = 0, cela est clair. En particulier, on voit que pour
toute application A-linéaire h : M → N , le A-module Kerh est un égaliseur de h et de
l’application nulle 0M,N :M → N .

(iii) De même, dans la situation de (ii), le coégaliseur de h et k est représenté par
Coker(h− k) ; ainsi, pour toute application A-linéaire h :M → N , le A-module Cokerh
est un coégaliseur de h et 0M,N (les détails sont laissés au lecteur).

(iv) Soient B un autre anneau, et F : A−Mod→ B −Mod un foncteur tel que :
— F commute avec les égaliseurs, i.e. avec la limite de tout ϕ : ∆1 → A−Mod
— F préserve les homomorphismes nuls, i.e.

(∗) F (0M,N ) = 0FM,FN ∀M,N ∈ Ob(A−Mod).

Dans ce cas, il suit de (ii) que F commute avec les noyaux, i.e. pour toute application
A-linéaire h :M → N il existe un isomorphisme de B-modules

ωh : F (Kerh)
∼→ KerFh.

Plus précisément, soient ih : Kerh → M et iFh : KerFh → FM les inclusions ; par
hypothèse, (F (Kerh), F ih) est un égaliseur de Fh et 0FM,FN , et la remarque 2.19(ii)
nous fournit un isomorphisme unique ωh tel que iFh◦ωh = Fih. De plus, tout diagramme
commutatif de A-modules

M
h //

f ��

N

g
��

M ′
h′ // N ′

induit un diagramme commutatif de B-modules

F (Kerh)
ωh //

Ft
��

KerFh

s
��

F (Kerh′)
ωh′ // KerFh′

où t : Kerh→ Kerh′ est la restriction de f , et s est la restriction de Ff . En effet, on a
les identités évidentes ih′ ◦ t = f ◦ ih et iFh′ ◦ s = Ff ◦ iFh, par suite :

iFh′ ◦ ωh′ ◦ Ft = Fih′ ◦ Ft = F (ih′ ◦ t) = F (f ◦ ih) = Ff ◦ Fih
= Ff ◦ iFh ◦ ωh
= iFh′ ◦ s ◦ ωh.

Par l’universalité du cône (KerFh′, iFh′) (ou plus simplement, car iFh′ est un monomor-
phisme), il vient ωh′ ◦ Ft = s ◦ ωh, comme souhaité.

(v) De même, si F commute avec les coégaliseurs et préserve les homomorphismes nuls,
alors F commute avec les conoyaux, i.e. pour toute application A-linéaire h : M → N
on a un isomorphisme naturel

F (Cokerh)
∼→ CokerFh

caractérisé comme dans (iv) : les détails sont laissés aux soins du lecteur.
(vi) Examinons la condition (∗) de (iv) d’un point de vue catégorique :
• Notons d’abord que 0M,N est caractérisé comme l’unique homomorphisme M → N

qui se factorise à travers 0, le A-module nul (et en fait, cette factorisation est unique),
et d’après la remarque 2.27(iv) le module nul est caractérisé à isomorphisme près à son
tour comme l’objet initial et final de A−Mod.
• Ensuite, notons que F préserve les homomorphismes nuls si et seulement si F (0) = 0,

i.e. si et seulement s’il préserve les objets initiaux (ou les objets finaux). En effet, la
condition est évidemment suffisante ; de l’autre côté, si F préserve les homomorphismes
nuls, on a en particulier F (00,0) = 0F0,F0, mais aussi 00,0 = 10, d’où F (00,0) = 1F0, et
l’identité 0F0,F0 = 1F0 implique évidemment que F (0) = 0.
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• En résumé, F vérifie la condition (∗) de (iv) ⇔ F commute avec le produit vide.
Par suite, si F commute avec les égaliseurs et avec le produit vide, alors il commute aussi
avec les noyaux ; dualement, si F commute avec les coégaliseurs et avec le coproduit vide,
alors il commute aussi avec les conoyaux. La définition suivante fournit un cadre général
pour l’étude des foncteurs vérifiant ces conditions.

Définition 2.38. (i) Soient I et C deux catégories ; on dit que C est I-complète, si
la limite de tout foncteur I → C est représentable dans C . Dualement, on dit que C
est I-cocomplète, si C op est Iop-complète, i.e. si la colimite de tout foncteur I → C est
représentable dans C .

(ii) Soient I,C ,C ′ trois catégories, et C soit I-cocomplète (resp. I-complète). On
dit qu’un foncteur C → C ′ commute avec les I-colimites (resp. avec les I-limites), s’il
commute avec la colimite (resp. avec la limite) de tout foncteur I → C .

(iii) On dit que la catégorie C est finiment complète (resp. complète) si elle est I-
complète pour toute catégorie finie I (resp. pour toute petite catégorie I). Dualement, C
est finiment cocomplète (resp. cocomplète), si elle est I-cocomplète pour toute catégorie
finie I (resp. pour toute petite catégorie I).

(iv) Soient C ,C ′ deux catégories finiment complètes (resp. finiment cocomplètes), et
F : C → C ′ un foncteur ; on dit que F est exact à gauche (resp. exact à droite), si F
commute avec les limites finies (resp. avec les colimites finies), i.e. avec la limite (resp.
colimite) de tout foncteur I → C avec I catégorie finie arbitraire. On dit que F est exact,
s’il est exact à la fois à gauche et à droite.

(v) On dit qu’un foncteur F : A → B commute avec les limites cofiltrantes (resp.
avec les colimites filtrantes) si A est CΛ-complète (resp. CΛ-cocomplète) et si F commute
avec les CΛ-limites (resp. les CΛ-colimites), pour tout ensemble cofiltrant (resp. filtrant)
(Λ,≤) (voir l’exemple 2.23(i) et la remarque 2.33(i)).

(vi) On dit qu’un foncteur F : A → B commute avec les petites limites (resp. avec les
petites colimites) si A est complète (resp. cocomplète) et si F commute avec les I-limites
(resp. les I-colimites), pour toute petite catégorie I.

Exemple 2.39. (i) Soient C une catégorie, I une petite catégorie, F : I → C un
foncteur, et τ• := (τi : L → Fi | i ∈ Ob(I)) un cône de sommet L ∈ Ob(C ) et base
F . Pour tout X ∈ Ob(C ), soit aussi hX : C → Ens le foncteur représenté par X (voir
la définition 2.3) ; rappelons que la limite de hX ◦ F : I → Ens est représentée par la
partie SX ⊂

∏
i∈Ob(I) C (X,Fi) des suites cohérentes η• := (ηi : X → Fi | i ∈ Ob(I))

(voir l’exemple 2.22(i)). Par définition, on a ηj = Fϕ ◦ ηi pour toute telle η• et tout
morphisme ϕ : i → j de I ; autrement dit, SX = Nat(cX , F ). En outre, on déduit de
τ• un cône hX ∗ τ• = (C (X, τi) : C (X,L) → C (X,Fi) | i ∈ Ob(I)) de sommet C (X,L)
et base hX ◦ F , et le cône hX ∗ τ• est universel si et seulement s’il induit une bijection
C (X,L)

∼→ Nat(cX , F ) : f 7→ (τi ◦ f : X → Fi | i ∈ Ob(I)). Par suite, τ• est universel ⇔
hX ∗ τ• est universel pour tout X ∈ Ob(C ).

(ii) En particulier, hX commute avec les petites limites, pour tout X ∈ Ob(C ).

Avant de pouvoir employer ces concepts, il nous faudra évidemment des critères pour,
d’un côté, reconnaître les catégories complètes ou finiment complètes, et de l’autre côté,
vérifier l’exactitude à gauche ou à droite des foncteurs. Concernant la première question,
on a le résultat suivant :

Proposition 2.40. Soit C une catégorie telle que :
(a) l’égaliseur de tout couple de morphismes est représentable dans C
(b) le produit de toute petite famille (resp. famille finie) est représentable dans C .

Alors C est complète (resp. finiment complète). Dualement, si tous les coégaliseurs et
la somme directe de toute petite famille (resp. famille finie) sont représentables dans C ,
alors C est cocomplète (resp. finiment cocomplète).
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Démonstration. Soit I une petite catégorie (resp. une catégorie finie), ϕ : I → C un
foncteur ; on dénote par M l’ensemble des morphismes de I, i.e. les éléments de M sont
les données (i, j, f) avec i, j ∈ Ob(I) et f ∈ I(i, j) (noter que M est un ensemble fini, si
I est finie). On considère les familles d’objets de C :

(Pi := ϕ(i) | i ∈ Ob(I)) (Q(i,j,f) := ϕ(j) | (i, j, f) ∈M).

Par hypothèse, les produits de ces familles sont représentables dans C par des objets
P , respectivement Q, et choisissons des cônes universels (πPi : P → Pi | i ∈ Ob(I)) et
(πQ(i,j,f) : Q → Q(i,j,f) | (i, j, f) ∈ M) pour ces produits. Il existe alors deux morphismes
uniques α, β : P → Q tels que

πQ(i,j,f) ◦ α = πPj πQ(i,j,f) ◦ β = ϕ(f) ◦ πPi ∀(i, j, f) ∈M.

Soit ensuite (E, ε : E → P ) un égaliseur de α et β, et vérifions que E représente la limite
de ϕ. En effet, pour tout X ∈ Ob(C ), la donnée d’un morphisme X → E équivaut à celle
d’un morphisme γ : X → P tel que α ◦ γ = β ◦ γ, et si l’on pose γi := πPi ◦ γ pour tout
i ∈ Ob(I), cette dernière condition se traduit par les identités

γj = πQ(i,j,f) ◦ α ◦ γ = πQ(i,j,f) ◦ β ◦ γ = ϕ(f) ◦ πPi ◦ γ = ϕ(f) ◦ γi ∀(i, j, f) ∈M.

En résumé, on a ainsi établi une bijection naturelle entre C (X,E) et l’ensemble des
cônes cX → ϕ de base ϕ et sommet X, qui associe à tout h ∈ C (X,E) le cône γh• :=
(πPi ◦ε◦h : X → ϕ(i) | i ∈ Ob(I)) ; i.e. le cône (πPi ◦ε : E → ϕ(i) | i ∈ Ob(I)) est universel.
Cela achève de montrer que C est complète (resp. finiment complète). L’assertion duale
s’ensuit aussitôt, en considérant la catégorie duale C op. □

Exercice 2.41. Montrer que dans la proposition 2.40, on peut remplacer (a) par :
(c) l’égaliseur de tout couple de monomorphismes est représentable dans C .

Dualement, si toutes les sommes directes (resp. les sommes directes finies) et le coégaliseur
de tout couple d’épimorphismes sont représentables dans C , alors C est cocomplète (resp.
finiment cocomplète).

Exercice 2.42. Soient C une catégorie finiment complète, et F : C → C ′ un foncteur ;
déduire de la proposition 2.40 que F est exact à gauche s’il commute avec les égaliseurs
et avec les produits finis, i.e. si pour toute famille X• := (Xi | i ∈ I) indexée par un
ensemble fini I quelconque, on a un isomorphisme

ω : F
(∏

i∈I Xi

) ∼→∏
i∈I FXi tel que p′j ◦ ω = Fpj ∀j ∈ I

où l’on a noté (pj :
∏
i∈I Xi → Xj | j ∈ I) et (p′j :

∏
i∈I FXi → FXj | j ∈ I) les cônes

universels. De même, si C est finiment cocomplète, alors F est exact à droite s’il commute
avec les coégaliseurs et les sommes directes finies, i.e. si pour X• comme ci-dessus on a
un isomorphisme

ω′ : F
(∐

i∈I Xi

) ∼→∐
i∈I FXi tel que ω′ ◦ Fej = e′j ∀j ∈ I

où l’on a noté (ej : Xj → ⨿i∈IXi | j ∈ I) et (e′j : FXj → ⨿i∈IFXi | j ∈ I) les co-cônes
universels.

Exercice 2.43. Soient A une catégorie finiment cocomplète et F : A → B un foncteur
exact à droite. Montrer que la tranche FA /B de F est une catégorie filtrante, pour tout
B ∈ Ob(B). (Voir la remarque 2.12(iii) et la définition 2.30(i).)

Exemple 2.44. (i) Prenons C := A − Mod et C ′ := B − Mod pour deux anneaux
associatifs unitaires A et B ; d’après l’exemple 2.22(ii), C et C ′ sont complètes, et la
proposition 2.40 et l’exemple 2.37(iii) entraînent qu’elles sont cocomplètes. Au vu de
l’exercice 2.42, un foncteur F : A −Mod → B −Mod sera alors exact à gauche (resp. à
droite) ⇔ F commute avec les égaliseurs (resp. les coégaliseurs) de A−Mod, et avec le
produit (resp. la somme directe) de toute famille finie M• := (Mi | i ∈ I) de A-modules ;
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évidemment le produit et la somme directe de M• sont le même A-module ; seulement
changent les caractérisations des isomorphismes ω et ω′ fournis par l’exercice 2.42 : en
termes des projections canoniques pour ce premier, et des injections canoniques pour le
deuxième. En dernier lieu, la discussion de l’exemple 2.37 nous dit que si F est exact
à gauche (resp. à droite), alors F commute avec le noyau (resp. le conoyau) de toute
application A-linéaire.

(ii) D’après l’exemple 2.22(iii), la catégorie A − Alg est complète ; elle est aussi co-
complète : en effet, on sait déjà que les sommes directes sont représentables dans A−Alg
(proposition 2.28(ii)), donc d’après la proposition 2.40 il suffit de vérifier qu’il en est de
même pour les coégaliseurs de tout couple f, g : B → C d’homomorphismes de A-algèbres
commutatives. Pour cela, soit I ⊂ C l’idéal engendré par {f(b)− g(b) | b ∈ B} ; on vérifie
aisément que la A-algèbre C/I représente le coégaliseur de f et g ; le co-cône universel est
la projection C → C/I. De même, on voit aussitôt que E := {b ∈ B | f(b) = f(c)} est une
A-sous-algèbre de B représentant l’égaliseur de f et g ; le cône universel est l’inclusion
E → B.

(iii) Grâce à l’exemple 2.20(v), et en raisonnant comme dans l’exemple 2.22(ii), on
voit que la catégorie Grp est complète. On peut vérifier qu’elle est aussi cocomplète : le
point essentiel est la construction, pour tout ensemble S d’un groupe libre sur S, qui
donne un adjoint à gauche du foncteur d’oubli évident Grp → Ens. On n’utilisera pas
cette construction dans la suite.

Problème 2.45. (i) Soit (Λ,≤) un ensemble filtrant de cardinalité α infinie. Montrer
qu’il existe un ensemble totalement bien ordonné (Σ,≤) (voir la remarque 2.9(ii)) et une
famille (Λβ |β ∈ Σ) de parties de Λ de cardinalités < α, telles que :

(a) Λβ est un ensemble filtrant, avec l’ordre hérité de Λ, pour tout β ∈ Σ
(b) Λβ ⊂ Λγ pour tout β, γ ∈ Σ avec β ≤ γ, et Λ =

⋃
β∈Σ Λβ .

(ii) On suppose que A soit CΣ-cocomplète, pour tout ensemble totalement bien
ordonné (Σ,≤). Montrer que A est CΛ-cocomplète, pour tout ensemble filtrant Λ.

(iii) Soient A comme dans (ii), et F : A → B un foncteur qui commute avec les
colimites totalement bien ordonnées, i.e. avec les CΣ-colimites, pour tout ensemble tota-
lement bien ordonné Σ. Montrer que F commute avec les colimites filtrantes.

Remarque 2.46. Malgré le problème 2.45, il existe des ensembles filtrants qui ne contiennent
aucune partie cofinale totalement ordonnée. Par exemple, soit X un ensemble de cardina-
lité non dénombrable, et munissons l’ensemble Σ des parties finies de X de l’ordre partiel
≤ donné par inclusion de parties finies. On voit aisément que toute partie totalement
ordonnée de (Σ,≤) est soit finie, soit dénombrable, et puisque X est non dénombrable,
une telle partie ne peut pas être cofinale.

2.3.1. Intersection et réunion de sous-objets. Soient C une catégorie, et X ∈ Ob(C ).
On a vu que les sous-objets de X sont en bijection naturelle avec les sous-foncteurs du
foncteur représentable hXop (voir la remarque 2.9), et que l’inclusion de sous-foncteurs
correspond par cela à une notion bien définie d’inclusion de sous-objets, qui munit d’une
relation d’ordre partiel la classe Sub(X) des sous-objets de X. Soit alors S• := (Si | i ∈ I)
une famille quelconque de sous-objets de X, et pour tout i ∈ I soit Fi ⊂ hXop le sous-
foncteur correspondant à Si ; il est naturel de définir l’intersection

⋂
i∈I Si de la famille

S• comme le plus grand sous-objet Y ⊂ X tel que Y ⊂ Si pour tout i ∈ I, et de
même, la réunion

⋃
i∈I Si de la famille S• sera le plus petit sous-objet Z ⊂ X tel que

Si ⊂ Z pour tout i ∈ I. Evidemment, Y devrait correspondre au plus grand sous-foncteur
représentable F ⊂ hXop tel que F ⊂

⋂
i∈I Fi ; où l’intersection de sous-foncteurs est

définie de la façon évidente ; de même Z devrait correspondre au plus petit sous-foncteur
représentable G tel que

⋃
i∈I Fi ⊂ G. Dans cette généralité, on ne peut pas assurer

l’existence ni de l’intersection ni de la réunion de la famille S•. Observons toutefois :

Lemme 2.47. Dans la situation du §2.3.1, on a :
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(i) Si Sub(X) est un ensemble, les deux conditions suivantes sont équivalentes :
(a) L’intersection de toute petite famille de sous-objets de X existe dans C .
(b) La réunion de toute petite famille de sous-objets de X existe dans C .

(ii) Si F,G : C op → Ens sont deux sous-foncteurs de hXop , représentables par des
monomorphismes f : Y → X et g : Z → X de C , alors F ∩ G est représentable si et
seulement si le produit fibré Y ×XZ est représentable dans C , et dans ce cas le morphisme
naturel Y ×X Z → X représente F ∩G.
(iii) Dualement, si F,G : C → Ens sont deux sous-foncteurs de hX , représentables par
des épimorphismes f : X → Y et g : X → Z de C , alors F ∩ G est représentable si et
seulement si la somme amalgamée Y ⊔X Z est représentable dans C , et dans ce cas le
morphisme naturel X → Y ⊔X Z représente F ∩G.
(iv) Si C est complète, alors l’intersection de toute petite famille S• := (Si | i ∈ I) de

sous-objets de X existe dans C , et si en outre Sub(X) est un ensemble, aussi la réunion
de toute telle S• existe dans C .

Démonstration. (i) : En effet, on voit aussitôt que l’intersection de la famille S• est aussi
la réunion de la famille

⋂
i∈I{T ⊂ X |T ⊂ Si}, et dualement, la réunion de S• est aussi

l’intersection de la famille
⋂
i∈I{T ⊂ X |Si ⊂ T}.

(ii) : Pour tout T ∈ Ob(C ), la donnée d’un morphisme h : T → Y ×X Z de C équivaut
à celle d’un couple (h′ : T → Y, h′′ : T → Z) de morphismes de C avec f ◦ h′ = g ◦ h′′ ; à
son tour, (h′, h′′) correspond à un couple (s′, s′′) avec s′ ∈ FT, s′′ ∈ GT , dont les images
coïncident dans hXop(T ), i.e. s := s′ = s′′, et ainsi s ∈ (F ∩G)(T ). L’assertion en découle
aussitôt.

(iii) : Cela se déduit de (ii) par dualité, comme d’habitude.
(iv) : Par hypothèse, I est un ensemble, et chaque Si correspond à un sous-foncteur

Fi ⊂ hXop , représenté par un monomorphisme fi : Yi → X ; on considère alors la petite
catégorie J déterminée par les conditions suivantes : (a) Ob(J) := I ⊔{i0}, (b) l’objet i0
est final dans J , et (c) la sous-catégorie pleine J ′ de J avec Ob(J ′) = I est discrète. Pour
tout i ∈ I, notons alors par ϕi : i → i0 l’unique élément de J(i, i0) ; on a un foncteur
F : J → C avec Fi := Yi pour tout i ∈ I et Fi0 := X, tel que Fϕi := fi pour tout
i ∈ I. Soit (gj : L → Yj | j ∈ Ob(J)) un cône universel pour F ; en raisonnant comme
dans la preuve de (ii), on vérifie aisément que le morphisme gi0 : L → X représente le
sous-foncteur

⋂
i∈I Fi de hXop , i.e. L =

⋂
i∈I Si : les détails sont laissés aux soins du

lecteur. Si Sub(X) est un ensemble, l’existence de
⋃
i∈I Si suit alors aussitôt, au vu de

(i). □

Remarque 2.48. (i) Le lemme 2.47(ii) admet la variante suivante. Soient f : Y → X
un morphisme de C , et F : C op → Ens un sous-foncteur de hXop représenté par le
monomorphisme g : Z → X de C ; on a le sous-foncteur h−1fopF de hY op tel que

(h−1fopF )(T ) := h−1fop,T (FT ) = {g ∈ C (T, Y ) | f ◦ g ∈ FT} ∀T ∈ Ob(C )

(notation de l’exemple 2.2(i)). Alors h−1fopF est représentable⇔ Y ×X Z est représentable
dans C , et dans ce cas la projection canonique Y ×X Z → Y représente h−1fopF . La preuve
est analogue à celle de loc.cit., et sera laissée en exercice au lecteur.

(ii) Dualement, soient f : X → Y un morphisme de C , et F : C → Ens un sous-
foncteur de hX représenté par l’épimorphisme g : X → Z de C ; alors le sous-foncteur
h−1f F de hY tel que (notation de l’exemple 2.2(i))

(h−1f F )(T ) := h−1f,T (FT ) = {g ∈ C (Y, T ) | g ◦ f ∈ FT} ∀T ∈ Ob(C )

est représentable⇔ Y ⊔XZ est représentable dans C , et dans ce cas l’injection canonique
Y → Y ⊔X Z représente h−1f F .
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(iii) En particulier, si C est finiment complète, alors tout morphisme f : Y → X de
C induit une application

Sub(f) : Sub(X)→ Sub(Y ) (Z → X) 7→ (Y ×X Z → Y ).

Dualement, pour tout X ∈ Ob(C ) on a Quot(X) := Sub(Xop) (définition 2.8(ii)) ; si C
est finiment cocomplète, tout morphisme f : X → Y induit alors l’application

Quot(f) := Sub(fop) : Quot(X)→ Quot(Y ) (X → Z) 7→ (Y → Y ⊔X Z).

2.3.2. Limites et foncteurs adjoints. L’exercice 2.42 est souvent utile pour vérifier l’exac-
titude à gauche ou à droite d’un foncteur ; un autre critère important est expliqué par la
proposition suivante :

Proposition 2.49. Soient C et C ′ deux catégories, F : C → C ′ un foncteur qui admet
un adjoint à gauche G : C ′ → C (voir le problème 2.10). Alors on a :

(i) F commute avec toute limite représentable de C .
(ii) Dualement, G commute avec toute colimite représentable de C ′.

Démonstration. Par dualité, il suffit de montrer (i). Pour cela, fixons une adjonction ϑ
pour le couple (G,F ). Soient I une catégorie, ϕ : I → C un foncteur, X ∈ Ob(C ′) et
g• := (gi : X → Fϕ(i) | i ∈ Ob(I)) un cône de sommet X et base F ◦ ϕ : I → C ′ ; on en
déduit un morphisme ϑXϕ(i)(gi) : GX → ϕ(i) pour tout i ∈ Ob(I), et on a

ϕ(f) ◦ ϑXϕ(i)(gi) = ϑXϕ(j)(Fϕ(f) ◦ gi) = ϑXϕ(j)(gj) ∀i, j ∈ Ob(I), ∀f ∈ I(i, j)

i.e. la donnée ϑXϕ (g•) := (ϑXϕ(i)(gi) | i ∈ Ob(I)) est un cône de sommet GX et base ϕ.
Supposons maintenant que la limite de ϕ soit représentable par un objet L de C , et soit
(ηi : L→ ϕ(i) | i ∈ Ob(I)) un cône universel ; on a alors un morphisme unique h : GX →
L tel que ηi ◦ h = ϑXϕ(i)(gi) pour tout i ∈ Ob(I). Posons k := ϑX −1L (h) : X → FL ; il
vient

F (ηi) ◦ k = ϑX −1ϕ(i) (ηi ◦ h) = gi ∀i ∈ Ob(I).

De l’autre côté, si k′ : X → FL est un morphisme de C ′ tel que F (ηi)◦k′ = gi pour tout
i ∈ Ob(I), il s’ensuit que ηi ◦ ϑXL (k′) = ϑXϕ(i)(F (ηi) ◦ k

′) = ϑXL (gi) pour tout i ∈ Ob(I),
d’où ϑXL (k′) = h. Cela achève de montrer que FL représente la limite de F ◦ ϕ, et
(Fηi | i ∈ Ob(I)) est un cône universel, comme souhaité. □

Exemple 2.50. Soit A un anneau associatif unitaire ; on sait déjà que le foncteur d’oubli
A−Mod→ Ens (resp. A−Alg→ Ens) admet un adjoint à gauche (problème 2.10(ii,iii)).
Au vu de la proposition 2.49(i), il commute alors avec toute limite de A − Mod (resp.
de A − Alg). Ce foncteur ne commute pas avec toutes les colimites (par exemple, il
ne commute pas avec les sommes directes finies) ; toutefois, l’exercice 2.31 montre qu’il
commute avec les colimites filtrantes.

Problème 2.51. (i) Les catégories Ens et Top sont complètes, d’après l’exemple 2.22(i)
et le problème 2.25(iii.a). Montrer qu’elles sont aussi cocomplètes. Montrer ensuite que
le foncteur d’oubli

Ou : Top→ Ens (X,T ) 7→ X

admet des adjoints à gauche et à droite, et en donner des descriptions explicites. Par la
proposition 2.49, le foncteur d’oubli commute alors avec toute limite et colimite, i.e. si
ϕ : I → Top : i 7→ (ϕ(i),Ti) est un foncteur, et si (T,TT ) représente la limite (resp. la
colimite) de ϕ, alors l’ensemble sous-jacent T représente aussi la limite (resp. la colimite)
du foncteur I → Ens : i 7→ ϕ(i). Pour le cas des limites, cela était déjà évident par
inspection des constructions proposées dans l’exemple 2.22(i) et le problème 2.25(iii.a) ;
nous avons donc étendu ce constat aux colimites de tout foncteur ϕ, et nous en avons
fourni une explication catégorique.



§ 2.3: Foncteurs exacts 97

(ii) Montrer que le foncteur Spec : Z − Algop → Top commute avec les limites cofil-
trantes (voir l’exemple 1.121(viii)). Noter que la limite inverse d’un système (Aop

λ |λ ∈ Λ)
d’objets de Z − Algop est représentable par la limite directe du système d’anneaux
(Aλ |λ ∈ Λop) indexé par (Λ,≤)op, donc, si (Λ,≤) est cofiltrant, on obtiendra un ho-
méomorphisme naturel :

Spec
(

lim
−→

λ∈Λop

Aλ

)
∼→ lim
←−
λ∈Λ

SpecAλ.

Le critère suivant est aussi parfois utile :

Lemme 2.52. Soient I et C deux catégories, B une sous-catégorie pleine de C , et
F : I → B un foncteur. Notons par i : B → C le foncteur d’inclusion, et supposons que
la limite de i ◦ F soit représentable par un objet L de C . On a :

(i) Si L ∈ Ob(B), alors L représente aussi la limite de F .
(ii) Si i admet un adjoint à gauche g : C → B, alors gL représente la limite de F .
(iii) Dans les deux cas (i) et (ii), le foncteur i commute avec la limite de F .

Démonstration. (Evidemment, i(X) := X et i(f) := f pour tout X ∈ Ob(B) et tout
morphisme f de B.) Soit (τj : L→ Fj | j ∈ Ob(I)) un cône universel.

(i) : Comme B est une sous-catégorie pleine, chaque τj est un morphisme de B, et on
voit aussitôt que τ• est un cône universel pour la limite de F .

(ii) : Soient η : 1C → i ◦ g et ε : g ◦ i→ 1B l’unité et la coünité d’une adjonction pour
le couple (g, i). Pour tout j ∈ Ob(I) posons τ∗j := εFj ◦g(τj) : gL→ Fj ; on voit aisément
que (τ∗j | j ∈ Ob(I)) est un cône τ∗ : cgL → F . On déduit un cône i ∗ τ∗ : cigL → i ◦ F ,
et par l’universalité de τ , il existe alors un unique morphisme f : igL→ L de C tel que
τj ◦ f = i(τ∗j ) pour tout j ∈ Ob(I). On calcule :

τj ◦ f ◦ ηL = i(εFj) ◦ ig(τj) ◦ ηL = i(εFj) ◦ ηi(Fj) ◦ τj = τj ∀j ∈ Ob(I)

où la dernière égalité suit des identités triangulaires (problème 2.13(ii)). Par l’universalité
de τ , il vient ainsi f ◦ ηL = 1L. D’autre part, comme B est une sous-catégorie pleine de
C , il existe h ∈ B(gL, gL) tel que i(h) = ηL◦f ; d’après le problème 2.13(iii), l’adjonction
pour (g, i) associe à h le morphisme i(h) ◦ ηL = ηL ◦ f ◦ ηL = ηL = i(1gL) ◦ ηL, d’où
h = 1gL. Cela montre que f est un isomorphisme, et donc igL représente la limite de
i ◦ F ; l’assertion suit alors de (i).

(iii) : Cela suit par inspection directe de la preuve de (i) et (ii). □

Exercice 2.53. On dit qu’un foncteur ϕ : J → I est final, si pour toute catégorie C ,
tout foncteur F : I → C , et tout cône universel τ := (τi : L → Fi | i ∈ Ob(I)), le cône
τ ∗ ϕ est universel. Dualement, on dit que ϕ est cofinal, si ϕop est final.

(i) Montrer que si ϕ : J → I admet un adjoint à droite, il est final.
(ii) Dualement, si ϕ admet un adjoint à gauche, il est cofinal.

(iii) Soient i0 un objet final (resp. initial) de I, et J ⊂ I l’unique sous-catégorie avec
Ob(J)={i0}. Montrer que l’inclusion J→I est un foncteur cofinal (resp. final).
(iv) Soient (Λ,≤) un ensemble cofiltrant (resp. filtrant), et Λ′ ⊂ Λ une partie finale

(resp. cofinale : voir l’exercice 2.35). Montrer que l’inclusion des catégories associées
CΛ′ → CΛ est un foncteur final (resp. cofinal).
(Voir [53, §IX.3] pour une caractérisation complète des foncteurs finaux.)

2.3.3. Permutation de limites et extensions de Kan. Soient I une petite catégorie, et C
une catégorie I-complète ; on a un foncteur évident

cI : C → Fun(I,C ) X 7→ cX (f : X → Y ) 7→ (cf : cX → cY )

(où cX : I → C dénote le foncteur constant de valeur X : notation de 2.2). Pour tout
foncteur ϕ : I → C fixons un objet Lϕ de C représentant limI ϕ, ainsi qu’un cône
universel (εϕi : Lϕ → ϕ(i) | i ∈ Ob(C )). Soit ϕ′ : I → C un autre foncteur ; suivant la
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remarque 2.29(ii), toute transformation naturelle ω : ϕ→ ϕ′ induit un morphisme limite
limI ω : Lϕ → Lϕ

′
caractérisé par les identités : εϕ

′

i ◦ limI ω = ωi ◦εϕi pour tout i ∈ Ob(I).
Il s’ensuit aisément que limI 1ϕ = 1Lϕ pour tout foncteur ϕ : I → C , et si ω′ : ϕ′ → ϕ′′

est une deuxième transformation naturelle, on a

lim
I
(ω′ ◦ ω) =

(
lim
I
ω′
)
◦
(
lim
I
ω
)

car εϕ
′′

i ◦ (limI ω
′) ◦ (limI ω) = ω′i ◦ ε

ϕ′

i ◦ (limI ω) = ω′i ◦ ωi ◦ ε
ϕ
i pour tout i ∈ Ob(I). Les

associations ϕ 7→ Lϕ et (ω : ϕ→ ϕ′) 7→ limI ω définissent donc un foncteur

Lim
I

: Fun(I,C )→ C

qui est adjoint à droite de cI : en effet, on a des bijections naturelles

ϑXϕ : C (X,Lϕ)
∼→ Nat(cX , ϕ) f 7→ εϕ ◦ cf ∀X ∈ Ob(C ), ∀ϕ : I → C

et on voit aisément que ϑYϕ′((limI ω) ◦ f ◦ g) = ω ◦ ϑXϕ (f) ◦ cg pour toute transformation
naturelle ω : ϕ→ ϕ′ et tout morphisme g : Y → X de C , d’où l’assertion.

Remarque 2.54. (i) Compte tenu de la proposition 2.49(i), il s’ensuit que le foncteur
LimI commute avec toute limite représentable de Fun(I,C ).

(ii) La discussion ci-dessus montre plus précisément que le foncteur constant cI admet
un adjoint à droite si et seulement si C est I-complète ; en effet, si L : Fun(I,C )→ C est
n’importe quel adjoint à droite de cI , et ϑ̃ est une adjonction arbitraire pour le couple
(cI , L), alors Lϕ représente limI ϕ, pour tout ϕ : I → C , et la coünité ε̃ϕ : cLϕ → ϕ de ϑ̃
est un cône universel. Remarquons maintenant :

Lemme 2.55. Soient C une catégorie, et I, J deux petites catégories. On a :
(i) Il existe des isomorphismes de catégories :

Fun(I,Fun(J,C ))
∼← Fun(I × J,C )

∼→ Fun(J,Fun(I,C )) F ′ ←p F 7→ F ′′.

(ii) Si C est J-complète, alors Fun(I,C ) est J-complète, et le foncteur constant c′′J :

Fun(I,C )→ Fun(J,Fun(I,C ))
∼→ Fun(I × J,C ) admet l’adjoint à droite

Lim
J

′′ : Fun(I × J,C )→ Fun(I,C ) F 7→ Lim
J
◦F ′ (ω : F → G) 7→ Lim

J
∗ω′

(iii) De même, si C est I-complète, Fun(J,C ) est I-complète, et le foncteur constant
c′I :Fun(J,C )→ Fun(I,Fun(J,C ))

∼→ Fun(I × J,C ) admet l’adjoint à droite

Lim
I

′ : Fun(I × J,C )→ Fun(J,C ) F 7→ Lim
I
◦F ′′ (ω : F → G) 7→ Lim

I
∗ω′′

(ici, ω′ : F ′ → G′ et ω′′ : F ′′ → G′′ sont les transformations naturelles déduites, grâce à
(i), d’une transformation naturelle ω : F → G entre F,G : I × J → C ).

Démonstration. (i) : Soit F : K := I × J → C un foncteur ; rappelons que Ob(K) =
Ob(I) × Ob(J), et K((i, j), (i′, j′)) = I(i, i′) × J(j, j′) pour tout (i, j), (i′, j′) ∈ Ob(K)
(exemple 2.20(vi)). Pour tout i ∈ Ob(I) on obtient alors un foncteur F ′(i) : J → C par

F ′(i)(j) := F (i, j) F ′(i)(g) := F (1i, g) ∀j, j′ ∈ Ob(J), ∀g ∈ J(j, j′).
De plus, tout morphisme f : i → i′ de I induit une transformation naturelle F ′(f) :
F ′(i)→ F ′(i′) avec F ′(f)j := F (f,1j) pour tout j ∈ Ob(J) (détails laissés aux soins du
lecteur) ; donc, les associations i 7→ F ′(i) et f 7→ F ′(f) définissent un foncteur F ′ : I →
Fun(J,C ). Ensuite, à toute transformation naturelle ω : F → G de foncteurs F,G : K →
C et tout i ∈ Ob(I) on associe une transformation naturelle ω′i : F ′i → G′i en posant
ω′i,j := ω(i,j) pour tout j ∈ Ob(J) ; on voit aisément que G′f ◦ ω′i = ω′i′ ◦ F ′f pour tout
morphisme f : i→ i′ de I, donc l’association i 7→ ω′i fournit une transformation naturelle
ω′ : F ′ → G′ bien définie. En dernier lieu, si H : K → C est un troisième foncteur, et
τ : G→ H une deuxième transformation naturelle, on voit sans peine que (τ◦ω)′ = τ ′◦ω′ ;
cela achève la construction du foncteur souhaité Fun(K,C )→ Fun(I,Fun(J,C )).
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Réciproquement, si F ′ : I → Fun(J,C ) est un foncteur donné, on obtient un fonc-
teur F : K → C en posant F (i, j) := F ′(i)(j) pour tout (i, j) ∈ Ob(K) et F (f, g) :=
F ′(i′)(g) ◦ F ′(f)j pour tout (f, g) ∈ K((i, j), (i′, j′)) ; de même, si ω′ : F ′ → G′ est
une transformation naturelle de foncteurs F ′, G′ : I → Fun(J,C ), on obtient une trans-
formation naturelle ω : F → G en posant ω(i,j) := ω′i,j pour tout (i, j) ∈ Ob(K) :
les vérification détaillées seront confiées au lecteur. On voit aisément que l’association
F ′ 7→ F définit un foncteur Fun(I,Fun(J,C ))→ Fun(K,C ) qui est évidemment l’inverse
du foncteur précédent. En échangeant les rôles de I et J on obtient de même l’isomor-
phisme Fun(K,C )

∼→ Fun(J,Fun(I,C )).
(ii) : Soit F ′′ : J → Fun(I,C ) un foncteur ; suivant (i), on associe à F ′′ le foncteur

F ′ : I → Fun(J,C ) tel que F ′′(j)(i) = F ′(i)(j) pour tout (i, j) ∈ Ob(I × J). Comme C
est J-complète, le foncteur LimJ :Fun(J,C )→C est bien défini ; on pose

L := Lim
J
◦F ′ : I → C .

Par construction on a un cône universel (εF
′i

j : Li → F ′(i)(j) | j ∈ Ob(J)) pour tout
i ∈ Ob(I), et pour tout morphisme f : i → i′ de I, le morphisme Lf : Li → Li′ est
caractérisé par les identités

εF
′i′

j ◦ Lf = F ′(f)j ◦ εF
′i

j ∀j ∈ Ob(J).

Comme F ′(f)j = F ′′(j)(f), ces identités nous disent que le système de morphismes
(εF

′i
j : Li → F ′′(j)(i) | i ∈ Ob(I)) est une transformation naturelle εF

′

j : L → F ′′(j),
pour tout j ∈ Ob(J), d’où un cône bien défini

εF
′
:= (εF

′

j : L→ F ′′(j) | j ∈ Ob(J)).

Montrons que L représente la limite de F ′′ et que εF
′

est un cône universel. En effet,
soient G : I → C un autre foncteur, et (τj : G → F ′′(j) | j ∈ Ob(J)) un cône de
sommet G et base F ′′ ; on en déduit un cône τ•,i := (τj,i : Gi → F ′(i)(j) | j ∈ Ob(J))
de base F ′(i) et sommet Gi, pour tout i ∈ Ob(I). L’adjonction ϑ exhibée ci-dessus pour
le couple (cJ , LimJ) associe à τ•,i un morphisme ti := ϑGi−1F ′(i) (τ•,i) : Gi → Li tel que
εF
′i

j ◦ ti = τj,i pour tout j ∈ Ob(J). De plus, une inspection directe montre que tout
morphisme f : i→ i′ de I induit un diagramme commutatif

cGi
τ•,i //

cGf

��

F ′(i)

F ′(f)
��

cGi′
τ•,i′ // F ′(i′)

d’où ti′ ◦ Gf = ϑGi−1F ′(i′)(τ•,i′ ◦ cGf ) = ϑGi−1F ′(i′)(F
′(f) ◦ τ•,i) = L(f) ◦ ti. Autrement dit, le

système (ti | i ∈ Ob(I)) est une transformation naturelle t : G→ L telle que εF
′

j ◦ t = τj

pour tout j ∈ Ob(J). L’universalité des cônes εF
′i
• entraîne l’unicité d’une telle t vérifiant

ces identités, d’où l’assertion.
En dernier lieu, compte tenu l’universalité de εF

′
, on voit déjà que c′′J admet un adjoint

à droite Lim′′J : Fun(I × J,C )
∼→ Fun(J,Fun(I,C ))→ Fun(I,C ) tel que :

— Lim′′J(F ) = LimJ ◦F ′ pour tout foncteur F : I × J → C
— pour toute transformation naturelle ω : F → G entre foncteurs F,G : I × J → C ,

la transformation Lim′′J(ω) : Lim
′′
J(F )→ Lim′′J(G) est caractérisée par les identités :

εG
′

j ◦ Lim
′′
J(ω) = ω′′j ◦ εF

′

j pour tout j ∈ Ob(J).
D’autre part, on a (LimJ ∗ω′)i = LimJ(ω

′
i) et ω′′j,i = ω′i,j pour tout i ∈ Ob(I) et tout

j ∈ Ob(J), donc pour conclure il suffit de remarquer les identités évidentes : εG
′i

j ◦
LimJ(ω

′
i) = ω′i,j ◦ εF

′i
j pour tout (i, j) ∈ Ob(I × J).

(iii) : Evidemment, cela se vérifie comme pour (ii). □
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Remarque 2.56. Soient C une catégorie, et I, J deux petites catégories ; pour tout i ∈
Ob(I) on a un foncteur d’évaluation

evi : Fun(I,C )→ C F 7→ Fi (ψ : F → G) 7→ (ψi : Fi→ Gi)

et avec une simple inspection on constate que la preuve du lemme 2.55(ii) montre aussi
le résultat suivant : si C est J-complète, chaque foncteur evi commute avec la limite
de tout foncteur J → Fun(I,C ). Autrement dit, les limites de la catégorie Fun(I,C ) se
calculent terme à terme.

Soient maintenant I, J deux petites catégories, et C une catégorie à la fois I-complète
et J-complète, de sorte que l’on a des foncteurs bien définis

Lim
I

: Fun(I,C )→ C Lim
J

: Fun(J,C )→ C .

De plus, en vertu du lemme 2.55(ii), aussi Fun(I,C ) et Fun(J,C ) sont respectivement
J-complète et I-complète, donc les foncteurs limites correspondants

Lim
I

′ : Fun(I × J,C )→ Fun(J,C ) Lim
J

′′ : Fun(I × J,C )→ Fun(I,C )

son bien définis à leur tour. On peut ainsi énoncer :

Proposition 2.57. Dans la situation ci-dessus, on a :

(i) la catégorie C est (I × J)-complète, et on a des isomorphismes de foncteurs :

Lim
I
◦ Lim

J

′′ ∼← Lim
I×J

∼→ Lim
J
◦ Lim

I

′.

(ii) En particulier, pour tout F : I × J → C on a des isomorphismes naturels

lim
I

(
lim
J
F ′′
) ∼← lim

I×J
F
∼→ lim

J

(
lim
I
F ′
)
.

Démonstration. Evidemment, (ii) suit aussitôt de (i). Or, LimI et LimJ sont adjoints à
droite des foncteurs constants cI : C → Fun(I,C ) et cJ : C → Fun(J,C ), et de même
Lim′I et Lim′′J sont adjoints à droite des foncteurs constants

c′I : Fun(J,C )→ Fun(I × J,C ) et c′′J : Fun(I,C )→ Fun(I × J,C ).

De plus, c′I ◦ cJ = cI×J = c′′J ◦ cI , avec cI×J : C → Fun(I × J,C ) le foncteur constant.
L’assertion suit alors des exercices 2.14(i) et 2.17(i), et de la remarque 2.54(ii). □

Remarque 2.58. (i) Dualement, si C est une catégorie I-cocomplète, le foncteur constant
cI : C → Fun(I,C ) admet un adjoint à gauche

Colim
I

: Fun(I,C )→ C .

Compte tenu de l’isomorphisme naturel

Fun(Iop,C op)
∼→ Fun(I,C )op (F : Iop → C op) 7→ (F op : I → C )

(qui associe à toute transformation naturelle ω : F → G la transformation opposée
ωop : Gop → F op ; voir la remarque 1.127(iv)), on peut le définir en posant

Colim
I

:=
(
Lim
Iop

)op
.

(ii) En particulier, l’objet ColimI F représente la colimite de tout F : I → C . De plus,
si C est J-cocomplète, on voit de même que Fun(I,C ) est J-cocomplète, et les foncteurs
evi de la remarque 2.56 commutent aussi avec la colimite de tout foncteur J → Fun(I,C ) ;
i.e. les colimites de Fun(I,C ) se calculent terme à terme.

(iii) La proposition 2.57 se dualise elle aussi : si C est I-cocomplète et J-cocomplète,
on obtient des isomorphismes de permutation des colimites

Colim
I
◦Colim

J

′′ ∼← Colim
I×J

∼→ Colim
J
◦Colim

I

′
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avec Colim′I : Fun(I×J,C )→ Fun(J,C ) et Colim′′J : Fun(I×J,C )→ Fun(I,C ) définis de
manière analogue aux foncteurs limites correspondants ci-dessus : les détails sont laissés
au lecteur.

(iv) D’autre part, en général les limites ne commutent pas avec les colimites ; toutefois,
on a les résultats suivants :

Problème 2.59. (i) Avec la notation ci-dessus, soient η• l’unité d’une adjonction choisie
pour le couple (ColimJ , cJ) et ε• la coünité d’une adjonction pour (cI , LimI) ; soient de
même η̃• l’unité d’une adjonction pour (Colim′′J , c

′′
J) et ε̃• la coünité d’une adjonction

pour (c′I , Lim
′
I). Exhiber une transformation naturelle :

τ : Colim
J
◦ Lim

I

′ → Lim
I
◦Colim

J

′′

caractérisée, pour tout F : I × J → C , par les identités :

ε
Colim′′J F
i ◦ τF ◦ η

Lim′I F
j = η̃Fji ◦ ε̃Fij ∀(i, j) ∈ Ob(I × J).

(ii) Prenons pour C l’une des catégories Ens, A−Mod ou A−Alg (avec A un anneau
quelconque), et supposons vérifiées les deux conditions suivantes :

— I est une catégorie finie
— J est une catégorie filtrante (voir la définition 2.30(i)).

Montrer que dans ce cas la transformation naturelle de (i) est un isomorphisme.

Exercice 2.60. Soient I, J,B,C des catégories, F : B → C un foncteur, et supposons
que I et J soient petites, et que B soit J-complète (resp. J-cocomplète). On considère
le foncteur

Fun(I, F ) : Fun(I,B)→ Fun(I,C ) (G : I → B) 7→ (F ◦G : I → C )

associant à toute transformation naturelle ω : G → G′ de foncteurs G,G′ : I → B, la
transformation F ∗G : F ◦G→ F ◦G′ (voir l’exercice 1.129). Montrer que si F commute
avec les J-limites (resp. les J-colimites), il en est de même pour Fun(I, F ).

Exercice 2.61. Soient I, J,K trois petites catégories, C une catégorie I-complète,
F• : I → Fun(J,C ) et G : K → J deux foncteurs. Supposons que la limite de G
soit représentable dans J , et que Fi : J → C commute avec la limite de G, pour tout
i ∈ Ob(I). Montrer qu’alors L := LimI F : J → C commute avec la limite de G.

Les foncteurs LimI et ColimI admettent les généralisations suivantes :

Théorème 2.62. (i) Soient I, J des petites catégories, ϕ : I → J un foncteur, et C
une catégorie. Si C est complète, le foncteur Fun(ϕ,C ) : Fun(J,C ) → Fun(I,C ) admet
un adjoint à droite ∫

ϕ
: Fun(I,C )→ Fun(J,C ) F 7→

∫
ϕ
F .

(ii) Dualement, si C est cocomplète, Fun(ϕ,C ) admet un adjoint à gauche∫ ϕ
: Fun(I,C )→ Fun(J,C ) F 7→

∫ ϕ
F .

On appelle
∫
ϕ
F (resp.

∫ ϕ
F ) l’extension de Kan de F à droite (resp. à gauche).

Démonstration. (i) : Soit F : I → C un foncteur, et pour tout j ∈ Ob(J), soient j/ϕI
la tranche de ϕ au-dessous de j , et bj : j/ϕI → I la restriction du foncteur de but
bϕ : J/ϕI → I (voir la remarque 2.12(ii,iii)) ; on fixe un cône universel

εF,j := (εF,j(i,f) : L
F,j → Fi | (i, f : j → ϕi) ∈ Ob(j/ϕI))

de base F ◦ bj : j/ϕI → C , et on pose∫
ϕ
F (j) := LF,j .
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Tout morphisme l : j → j′ de J induit un foncteur

l/ϕI : j′/ϕI → j/ϕI (i, f) 7→ (i, f ◦ l)

qui associe à tout morphisme h : (i, f) → (i′, f ′) de j′/ϕI le morphisme h : (i, f ◦ l) →
(i′, f ′ ◦ l) de j/ϕI. Noter que bj′ = bj ◦ l/ϕI ; la remarque 2.29(ii) nous fournit alors le
morphisme de C ∫

ϕ
F (l) := lim

l/ϕI
1F◦bj′ :

∫
ϕ
F (j)→

∫
ϕ
F (j′).

Explicitement, il s’agit de l’unique morphisme
∫
ϕ
F (l) : LF,j → LF,j

′
tel que

εF,j
′

(i,f) ◦
∫
ϕ
F (l) = εF,j(i,f◦l) ∀(i, f) ∈ Ob(j′/ϕI).

On voit alors aisément que les associations j 7→
∫
ϕ
F (j) et l 7→

∫
ϕ
F (l) définissent un

foncteur
∫
ϕ
F : J → C . Ensuite, soit β : F → G une transformation naturelle de foncteurs

F,G : I → C ; toujours avec la remarque 2.29(ii) on obtient le morphisme

(
∫
ϕ
β)j : = lim

j/ϕI
β ∗ bj :

∫
ϕ
F (j)→

∫
ϕ
G(j) ∀j ∈ Ob(J).

Explicitement, il s’agit de l’unique morphisme (
∫
ϕ
β)j : L

F,j → LG,j de C tel que

εG,j(i,f) ◦ (
∫
ϕ
β)j = βi ◦ εF,j(i,f) ∀(i, f) ∈ Ob(J).

Montrons que les associations j 7→ (
∫
ϕ
β)j définissent une transformation naturelle

∫
ϕ
β :∫

ϕ
F →

∫
ϕ
G ; en effet, pour tout l ∈ J(j, j′) et tout (i, f) ∈ Ob(j′/ϕI) on a :

εG,j
′

(i,f) ◦
∫
ϕ
G(l) ◦ (

∫
ϕ
β)j = εG,j(i,f◦l) ◦ (

∫
ϕ
β)j = βi ◦ εF,j(i,f◦l)

= βi ◦ εF,j
′

(i,f) ◦
∫
ϕ
F (l)

= εG,j
′

(i,f) ◦ (
∫
ϕ
β)j′ ◦

∫
ϕ
F (l)

d’où l’assertion, en vertu de l’universalité du cône εG,j
′
. De même, on voit aisément que

si γ : G→ H est une autre transformation naturelle, alors
∫
ϕ
(γ ◦β) = (

∫
ϕ
γ)◦ (

∫
ϕ
β) : les

détails sont laissés au lecteur. Cela achève la construction du foncteur
∫
ϕ
. Or, noter que

la catégorie ϕ(i)/ϕI admet l’objet distingué u(i) := (i,1ϕ(i)), pour tout i ∈ Ob(I), d’où
un morphisme ε̃F,i := ε

F,ϕ(i)
u(i) : LF,ϕ(i) → Fi, pour tout tel i, et une simple inspection des

définitions montre que les associations i 7→ ε̃F,i définissent un morphisme de Fun(I,C )

ε̃F : (
∫
ϕ
F ) ◦ ϕ→ F

et en outre, que les associations F 7→ ε̃F définissent une transformation naturelle

ε̃ : Fun(ϕ,C ) ◦
∫
ϕ

∼→ 1Fun(I,C ).

Ensuite, soit G : J → C un foncteur ; tout j ∈ Ob(J) induit un cône (Gf : Gj →
Gϕ(i) | (i, f) ∈ Ob(j/ϕI)) de base G ◦ ϕ ◦ bj , d’où un unique morphisme

η̃G,j : Gj →
∫
ϕ
(G ◦ ϕ)(j) tel que εG◦ϕ,j(i,f) ◦ η̃G,j = Gf ∀(i, f) ∈ Ob(j/ϕI).

Montrons que les associations j 7→ η̃G,j définissent une transformation naturelle η̃G :
G→

∫
ϕ
(G ◦ ϕ) ; en effet, pour tout l ∈ J(j, j′) et tout (i, f) ∈ Ob(j′/ϕI) on a :

εG◦ϕ,j
′

(i,f) ◦
∫
ϕ
(G ◦ ϕ)(l) ◦ η̃G,j = εG◦ϕ,j

′

(i,f◦l) ◦ η̃G,j = G(f ◦ l) = Gf ◦Gl = εG◦ϕ,j
′

(i,f) ◦ η̃G,j ◦Gl

d’où l’assertion, en vertu de l’universalité du cône εG◦ϕ,j
′
. De même on vérifie aisément

que les associations G 7→ η̃G définissent une transformation naturelle

η̃ : 1Fun(J,C ) →
∫
ϕ
◦Fun(ϕ,C )
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et une inspection directe des définitions montre l’identité

(∗) (ε̃ ∗ Fun(ϕ,C )) ◦ (Fun(ϕ,C ) ∗ η̃) = 1Fun(ϕ,C ).

En dernier lieu, vérifions l’identité :

(∗∗) (
∫
ϕ
∗ε̃) ◦ (η̃ ∗

∫
ϕ
) = 1∫

ϕ
.

En effet, soient F : I → C un foncteur, j ∈ Ob(J), et (i, f) ∈ Ob(j/ϕI) ; il vient :

εF,j(i,f) ◦ (
∫
ϕ
ε̃F )j ◦ η̃∫

ϕ
F,j = ε̃F,i ◦ ε

(
∫
ϕ
F )◦ϕ,j

(i,f) ◦ η̃∫
ϕ
F,j = ε̃F,i ◦

∫
ϕ
F (f) = εF,j(i,f)

d’où l’assertion, en vertu de l’universalité du cône εF,j . D’après le problème 2.13(iii), (∗)
et (∗∗) montrent que (η̃; ε̃) sont l’unité et la coünité d’une unique adjonction pour le
couple (Fun(ϕ,C ),

∫
ϕ
), comme souhaité.

(ii) : Cela découle de (i), de la remarque 1.127(iv), et de l’exercice 2.14(iii). □

Remarque 2.63. (i) Soient I, J deux petites catégories, et ϕ : I × J → J la projection
canonique ; noter que Fun(ϕ,C ) coïncide avec le foncteur constant c′J du lemme 2.55(iii).
D’après le théorème 2.62(i) et l’exercice 2.14(i), on a alors un isomorphisme de foncteurs
ω : Lim′I

∼→
∫
ϕ
. Or, rappelons que pour tout foncteur F : I × J → C et tout j ∈ Ob(J),

l’objet Lim′I F (j) représente la limite du foncteur F ◦ ej : I → C , où ej : I → I × J
est le foncteur tel que ej(i) := (i, j) pour tout i ∈ Ob(I), et ej(l) := (l,1j) pour tout
morphisme l de I. D’autre part,

∫
ϕ
F (j) représente la limite de F ◦ bj : j/ϕ(I × J)→ C ,

où bj : j/ϕ(I×J)→ I×J désigne le foncteur de but. Mais noter que ej est la composition
de bj avec le foncteur fj : I → j/ϕ(I × J) tel que fj(i) := ((i, j),1j) pour tout i ∈ I
et fj(l) := (l,1j) pour tout morphisme l de I. Ce foncteur fj admet un adjoint à droite
gj : j/ϕ(I × J) → I tel que gj((i, k), f : j → k) := i pour tout ((i, k), f : j → k) ∈
Ob(j/ϕ(I × J)) et gj(s, t) := s pour tout morphisme (s, t) de /ϕ(I × J) : les détails sont
laissés aux soins du lecteur. Par suite, fj est final, et donc

∫
ϕ
F (j) représente aussi la limite

de F ◦ej : I → C , d’après l’exercice 2.53(i) : cela explique l’existence de l’isomorphisme
ω.

(ii) Evidemment, il vient de même un isomorphisme de foncteurs Colim′I
∼→
∫ ϕ, dont

l’existence admet une justification analogue.

Exercice 2.64. (i) Dans la situation du théorème 2.62, soient ϕ plein et fidèle, et C

complète (resp. cocomplète). Montrer que
∫
ϕ

(resp.
∫ ϕ) est plein et fidèle.

(ii) Soient ϕ plein et fidèle, C complète et cocomplète, et notons par (η(ϕ), ε(ϕ))

(resp. η(ϕ), ε(ϕ)) les unités et coünités canoniques pour le couple (Fun(ϕ,C ),
∫
ϕ
) (resp.

(
∫ ϕ
,Fun(ϕ,C ))), exhibées lors de la preuve du théorème 2.62. Déduire de (i) qu’il existe

une unique transformation naturelle

β :
∫ ϕ→∫

ϕ
avec β ∗ Fun(ϕ,C ) = η(ϕ) ∗ ε(ϕ) et Fun(ϕ,C ) ∗ β = (ε(ϕ) ∗ η(ϕ))−1.

Problème 2.65. Dans la situation du théorème 2.62, prenons C := Ens.
(i) Montrer que le diagramme de catégories :

Iop
hI //

ϕop

��

Fun(I,Ens)∫ ϕ
��

Jop hJ // Fun(J,Ens)

est essentiellement commutatif, i.e. il existe un isomorphisme de foncteurs∫ ϕ ◦hI ∼→ hJ ◦ ϕop

où hI et hJ désignent les foncteurs de Yoneda de l’exemple 2.2(ii). En déduire que ϕ est
plein et fidèle ⇔

∫
ϕ

est plein et fidèle ⇔
∫ ϕ est plein et fidèle.
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(ii) Montrer en outre que si I est finiment cocomplète, et si ϕ est exact à droite, alors∫ ϕ est exact.

Exercice 2.66. (i) Soient C une catégorie finiment complète, f : Y → X un morphisme
de C , et considérons le produit fibré Y ×(f,f) Y avec son cône universel Y p1←− Y ×(f,f)

Y
p2−→ Y (voir l’exemple 2.23(ii)) ; on a un unique morphisme diagonal

∆Y/X : Y → Y ×(f,f) Y tel que pi ◦∆Y/X = 1Y ∀i = 1, 2.

Montrer que f est un monomorphisme ⇔ ∆Y/X est un isomorphisme de C .
(ii) Soient C comme dans (i), f : Y → X un monomorphisme de C , et F : C → C ′

un foncteur exact à gauche. Montrer que Ff est un monomorphisme de C ′.
(iii) Soient C une catégorie finiment cocomplète, f : X → Y un morphisme de C ; on

considère la somme amalgamée Y ⊔(f,f)Y et son co-cône universel Y e1−→ Y ⊔(f,f)Y
e2←− Y

(voir l’exemple 2.26(iv)). Il existe un unique morphisme codiagonal

∇X/Y : Y ⊔(f,f) Y → Y tel que ∇X/Y ◦ ei = 1Y ∀i = 1, 2.

Montrer que f est un épimorphisme ⇔ ∇X/Y est un isomorphisme de C .
(iv) Soient C comme dans (iii), F : C → C ′ un foncteur exact à droite, et f : Y → X

un épimorphisme de C . Montrer que Ff est un épimorphisme de C ′.
(v) Soient C une catégorie finiment complète (resp. finiment cocomplète), I une petite

catégorie, F,G : I → C deux foncteurs, β : F → G une transformation naturelle. Montrer
que β est un monomorphisme (resp. un épimorphisme) de Fun(I,C ) si et seulement si
βi : Fi→ Gi est un monomorphisme (resp. un épimorphisme) de C pour tout i ∈ Ob(I).

Remarque 2.67. Soit C une catégorie avec un objet final 0C , et pour tout X ∈ Ob(C )
notons par 0X l’unique morphisme X → 0C . Pour tout X,Y ∈ Ob(C ) le produit fibré
X ×0C Y = X ×(0X ,0Y ) Y n’est rien d’autre que le produit X × Y , et sous cette iden-
tification, la diagonale ∆X/0C

correspond à l’unique morphisme ∆X : X → X × X tel
que pi ◦ ∆X = 1X pour i = 1, 2, où (pi : X × X → X | i = 1, 2) sont les projections
canoniques. Dualement, si C a un objet initial 0′C , la somme amalgamée X ⊔0′C Y re-
présente le coproduit X ⊔ Y , et la codiagonale ∇0′C/Y

s’identifie à l’unique morphisme
∇Y : Y ⊔ Y → Y tel que ∇Y ◦ ei = 1Y pour i = 1, 2, où (ei : Y → Y ⊔ Y | i = 1, 2) sont
les injections canoniques.

2.4. Catégories abéliennes. Soient A un anneau associatif unitaire, et I une petite
catégorie. Les sections précédentes ont mis en évidence certaines propriétés structurelles
de A − Mod qui sont héritées par la catégorie Fun(I, A − Mod) ; en particulier, cette
dernière est complète et cocomplète, et son objet initial est le foncteur constant 0 := c0 :
I → A−Mod de valeur le A-module trivial. Remarquons de plus que 0 est aussi un objet
final de Fun(I, A−Mod).
• Pour une catégorie C arbitraire, on appelle objet zéro de C un objet, noté par 0C

ou simplement par 0, qui est à la fois initial et final dans C ; toute catégorie n’admet pas
d’objet zéro, mais si un tel objet existe, il est évidemment unique à isomorphisme unique
près. Si 0C ∈ Ob(C ) est un objet zéro, pour tout X,Y ∈ Ob(C ) il existe un morphisme
unique 0XY : X → Y qui se factorise à travers 0C , et l’unicité à isomorphisme près de
0C entraîne aisément que 0XY est indépendant de l’objet zéro choisi ; on appelle 0XY
le morphisme zéro (ou morphisme nul) de X vers Y . Noter que g ◦ 0XY = 0XZ et
0XY ◦ h = 0ZY pour tout Z ∈ Ob(C ), tout g ∈ C (Y,Z) et tout h ∈ C (Z,X) : les détails
sont laissés aux soins du lecteur.
• L’exemple 2.37(ii) se généralise aussitôt à ce cadre : soit f ∈ C (X,Y ) ; le noyau

Ker f (resp. le conoyau Coker f) de f sera l’égaliseur (resp. le coégaliseur) du couple
(f, 0XY ), pourvu que ce dernier soit représentable dans C , et le cône et co-cône universels
reviennent à la donnée de morphismes de C

ιf : Ker f → X et πf : Y → Coker f
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correspondant aux sous-foncteurs de hXop et respectivement hY suivants :

C op → Ens Zop 7→ {g ∈ C (Z,X) | f ◦ g = 0ZY }
C → Ens Z 7→ {g ∈ C (Y,Z) | g ◦ f = 0XZ}.

En particulier, ιf est un monomorphisme, et πf un épimorphisme (exercice 2.7(i)). Sou-
vent on ne distinguera pas entre le monomorphisme ιf et sa classe d’équivalence, et de
même pour πf ; ainsi, la notation Ker f (resp. Coker f) fait référence plus précisément à
un sous-objet (resp. un quotient) de X, suivant la définition 2.8(i).
• Comme les limites et colimites de Fun(I, A − Mod) se calculent terme à terme

(remarques 2.56 et 2.58(ii)), il en est de même pour les noyaux et conoyaux : si ϕ : F → G
est une transformation naturelle de foncteurs F,G : I → A−Mod, on a

(Kerϕ)(i) = Kerϕi (Cokerϕ)(i) = Cokerϕi ∀i ∈ Ob(I)

et les cônes et co-cônes universels Kerϕ→ F et G→ Cokerϕ sont donnés terme à terme
par les inclusions et projections canoniques ιi : Kerϕi → Fi et πi : Gi → Cokerϕi,
pour chaque i ∈ Ob(I). Par suite, pour tout morphisme f : i → j de I, le morphisme
correspondant (Kerϕ)(f) : Kerϕi → Kerϕj est la restriction de Ff : Fi → Fj ; de
même, le morphisme (Cokerϕ)(f) : Cokerϕi → Cokerϕj est caractérisé par l’identité :

(Cokerϕ)(f) ◦ πi = πj ◦Gf.

• Dans le même esprit, on peut essayer de fournir une construction catégorique de
l’image d’une application A-linéaire g : M → N . Il se trouve que l’on peut procéder
de deux façons différentes : on peut poser Im g := Ker (πg : N → Coker g), et d’autre
part on peut aussi définir Im g := Coker(ιg : Ker g → M). Dans les deux cas, on voit
qu’il s’agit d’une opération hybride, faisant intervenir des limites et des colimites à la
fois ; or, si C est une catégorie avec un objet zéro, et dont les noyaux et conoyaux sont
représentables, on définira de même, pour tout morphisme f :X→Y de C l’image et la
coimage de f , respectivement par :

Im f := Ker (πf : Y → Coker f) Coim f := Coker (ιf : Ker f → X).

Ainsi, Im f est un sous-objet de Y , alors que Coim f est un quotient de X. Comme πf ◦f
est le morphisme nul, il existe un morphisme unique f : X → Im f tel que ιπf ◦ f = f ;
par suite ιπf ◦f ◦ιf = f ◦ιf est le morphisme nul. Comme ιπf est un monomorphisme, on
déduit que f ◦ ιf est déjà nul, et donc il existe un morphisme unique βf : Coim f → Im f
tel que f s’écrit comme la composition :

X
πιf−−−→ Coim f

βf−−→ Im f
ιπf−−→ Y.

Définition 2.68. On dit que f est un morphisme strict si βf est un isomorphisme.

• Les morphismes d’une catégorie C générale (soumise aux conditions ci-dessus), ne
sont pas toujours stricts (voir, e.g. la remarque 9.7(ii)). Mais, bien entendu, cela est le
cas pour C = A − Mod, i.e. toute application A-linéaire f est stricte. Par suite, tout
morphisme ϕ : F → G de Fun(I, A − Mod) est strict, car évidemment l’image et la
coimage de ϕ, ainsi que βϕ se calculent, à leur tour, terme à terme.

Remarque 2.69. (i) On peut prolonger fonctoriellement les opérations Ker et Coker, de la
façon suivante. Munissons l’ensemble {0, 1} de la relation d’ordre telle que 0 < 1, et soit
C{0,1} la catégorie associée à cet ensemble ordonné ; pour toute catégorie B on définit la
catégorie des morphismes de B

Morph(B) := Fun(C{0,1},B).

Noter qu’un objet de Morph(B) équivaut à une donnée (X0, X1, f) avec X0, X1 ∈ Ob(B)
et f ∈ B(X0, X1) ; les morphismes h• : (X0, X1, f) → (Y0, Y1, g) de Morph(B) sont les
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diagrammes commutatifs

X0
f //

h0 ��

X1

h1��
Y0

g // Y1.

Noter que C{0,1} est une sous-catégorie de la catégorie ∆1 de l’exemple 2.37(i) ; si B a
un objet zéro, on a un foncteur évident :

τ : Morph(B)→ Fun(∆1,B) (X0
f−→ X1) 7→

(
X0

f //
0
// X1

)
.

Or, si les noyaux de B sont représentables, le foncteur noyau est la composition

Ker : Morph(B)
τ−→ Fun(∆1,B)

Lim∆1−−−−→ B.

De même, si les conoyaux de B sont représentables, on a le foncteur conoyau

Coker : Morph(B)
τ−→ Fun(∆1,B)

Colim∆1−−−−−→ B.

(ii) Si les noyaux et les conoyaux de B sont représentables, on peut bien sûr aussi
prolonger fonctoriellement les opérations Im et Coim : on laisse les détails aux soins du
lecteur. En particulier, la fonctorialité de Ker et Coker entraîne aisément la naturalité du
morphisme canonique βf : tout morphisme h• de Morph(B) comme dans (i) induit un
diagramme commutatif d’images et coimages :

Coim(f)
βf //

Coim(h•)
��

Im(f)

Im(h•)
��

Coim(g)
βg // Im(g)

où Coim(h•) (resp. Im(h•)) est l’unique morphisme de B tel que Coim(h•)◦πιf = πιg ◦h0
(resp. tel que ιπg ◦ Im(h•) = h1 ◦ ιπf ). Pour vérifier la commutativité du diagramme, il
suffit de montrer que ιπg ◦ Im(h•) ◦ βf ◦ πιf = ιπg ◦ βg ◦ Coim(h•) ◦ πιf , car ιπg est un
monomorphisme et πιf est un épimorphisme. Mais on voit aussitôt que les deux côtés de
cette identité sont respectivement h1 ◦ f et g ◦ h0.

(iii) En dernier lieu, noter que les constructions Ker et Coker (resp. Im et Coim) sont
duales, i.e. pour tout morphisme f : X → Y de B on a :

Ker(fop) = (Coker f)op Im(fop) = (Coim f)op

et en outre : ιfop = (ιf )
op, πfop = (πf )

op, et βfop = (βf )
op : les vérifications détaillées

sont laissées aux soins du lecteur.

Exercice 2.70. (i) Soient C une catégorie avec objet zéro, I et J deux petites catégories,
F : I × J → C un foncteur, et f : i→ i′ un morphisme de I tel que (F ′′j)(f) : F (i, j)→
F (i′, j) soit le morphisme nul pour tout j ∈ Ob(J) (où F ′′ : J → Fun(I,C ) est le foncteur
déduit de F : voir le lemme 2.55). Supposons que L : I → C représente limJ F

′′ (resp.
colimJ F

′′). Montrer que Lf = 0Li,Li′ .
(ii) Déduire de (i) que, dans la situation de la remarque 2.69(i), le foncteur Ker (resp.

Coker) commute avec toute limite (resp. colimite) représentable de Morph(B).
(iii) Soit A un anneau. Montrer que le foncteur Ker : Morph(A −Mod) → A −Mod

commute avec toute colimite filtrante.

• Une dernière propriété importante de la catégorie A − Mod qui est héritée par
Fun(I,A−Mod) est la structure de groupe abélien sur les ensembles des morphismes : si
F,G : I → A −Mod sont deux foncteurs, et si ϕ, ϕ′ : F → G sont deux transformations
naturelles, on vérifie aussitôt que l’association : i 7→ (ϕ + ϕ′)i := ϕi + ϕ′i pour tout
i ∈ Ob(I), définit une transformation naturelle ϕ + ϕ′ : F → G. On obtient ainsi une



§ 2.4: Catégories abéliennes 107

structure naturelle de groupe abélien sur l’ensemble Nat(F,G), et si H : I → A −Mod
est un troisième foncteur, la loi de composition

Nat(F,G)× Nat(G,H)→ Nat(F,H) (ϕ, ψ) 7→ ψ ◦ ϕ
est évidemment bilinéaire. Ces considérations nous amènent à la définition suivante :

Définition 2.71. (i) Une catégorie pré-additive est la donnée d’une catégorie A , et
d’une structure de groupe abélien sur A (A,B), pour tous A,B ∈ Ob(A ), soumise à la
condition suivante. pour tous A,B,C ∈ Ob(A ), la loi de composition

A (A,B)×A (B,C)→ A (A,C) (f, g) 7→ g ◦ f
est une application bilinéaire.

(ii) On dit qu’un foncteur F : A → B entre catégories pré-additives est additif, s’il
induit des homomorphismes de groupes abéliens :

A (A,A′)→ B(FA,FA′) f 7→ Ff ∀A,A′ ∈ Ob(A ).

(iii) Pour A pré-additive et petite, et toute catégorie pré-additive B on notera

Add(A ,B)

la sous-catégorie pleine de Fun(A ,B) dont les objets sont les foncteurs additifs.

Remarque 2.72. (i) Si A est une catégorie pré-additive, les lois de groupe sur les en-
sembles A op(Bop, Aop) = A (A,B), pour tous Bop, Aop ∈ Ob(A op), munissent A op

d’une structure évidente de catégorie pré-additive, et si F : A → B est un foncteur
additif, évidemment il en est de même pour son dual F op : A op → Bop.

(ii) Soit A une catégorie pré-additive, et pour tous A,B ∈ Ob(A ) notons par 0AB
l’élément neutre du groupe abélien A (A,B). Supposons que A admet un objet initial
X ; évidemment on a alors 0XX = 1X , et pour tout A ∈ Ob(A) et tout f ∈ (̧A,X) il
vient f = 1X ◦ f = 0XX ◦ f = 0AX , par bilinéarité de la loi de composition de A ; i.e.
X est un objet final. Dualement, tout objet final de A est initial ; donc tout objet initial
et tout objet final de A sont un objet zéro. En outre, il est clair que 0AB est l’unique
morphisme A→ B qui se factorise à travers l’objet zéro de A (si A admet un tel objet),
i.e. 0AB est bien le morphisme nul défini précédemment pour toute catégorie ayant un
objet zéro.

Proposition 2.73. (i) Soient A une catégorie pré-additive, et A1, A2 ∈ Ob(A ). Les
conditions suivantes sont équivalentes :

(a) Le produit A1 ×A2 est représentable dans A .
(b) Le coproduit A1 ⊔A2 est représentable dans A .
(c) Il existe B ∈ Ob(A ) et des morphismes (Ai

ei−→ B
pj−→ Aj | i, j = 1, 2) avec :

pi ◦ ei = 1Ai ∀i = 1, 2 pj ◦ ei = 0AiAj pour j ̸= i e1 ◦ p1 + e2 ◦ p2 = 1B .

(ii) Si (c) est vérifiée, la donnée (e1, e2) est un co-cône universel, et la donnée (p1, p2)
est un cône universel. Ainsi, B représente à la fois le produit et le coproduit de A1 et A2.
On dira que B est un biproduit de A1 et A2, et on le notera :

A1 ⊕A2.

On appellera (e1, e2) et (p1, p2) les injections et projections canoniques de A1 ⊕A2.

Démonstration. (i) : Si (a) est vérifée, notons par (pi : A1 × A2 → Ai | i = 1, 2) les
projections canoniques. Alors pour i = 1, 2 il existe un unique morphisme ei : Ai →
A1 ×A2 de A tel que pi ◦ ei = 1Ai et pj ◦ ei = 0AiAj pour j ̸= i. Noter que :

(∗) e1 ◦ p1 + e2 ◦ p2 = 1A1×A2 .

En effet, on a : p1 ◦ (e1 ◦ p1 + e2 ◦ p2) = (p1 ◦ e1 ◦ p1) + (p1 ◦ e2 ◦ p2) = p1 + 0A2A1
◦ p2 =

p1 = p1 ◦ 1A1×A2
et de même p2 ◦ (e1 ◦ p1 + e2 ◦ p2) = p2 ◦ 1A1×A2

, d’où l’assertion,
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par l’universalité des projections canoniques. Il s’ensuit que A1 × A2 représente aussi le
coproduit A1 ⊔ A2, et le couple de morphismes (ei : Ai → Ai × A2 | i = 1, 2) est un
co-cône universel. En effet, soient X ∈ Ob(A ), et (fi : Ai → X | i = 1, 2) un couple
de morphismes, et posons f := f1 ◦ p1 + f2 ◦ p2 : A1 × A2 → X ; il vient aisément
f ◦ ei = fi pour i = 1, 2, et f – en vertu de (∗) – est l’unique morphisme de A vérifiant
ces identités. Cela montre que (a)⇒(b),(c). Noter aussi que la condition (c) est auto-
duale : avec e′i := popi et p′i := eopi pour i = 1, 2, on a les identités p′i ◦ e′i = 1Aop

i
pour

i = 1, 2, p′j ◦ e′i = 0Aop
i A

op
j

pour j ̸= i, et e′1 ◦ p′1 + e′2 ◦ p′2 = 1Bop dans A op ; au vu de la
remarque 2.72(i), on déduit aussitôt que (b)⇒(a),(c).

En dernier lieu, si (c) est vérifiée, pour tout X ∈ Ob(A ) et tout couple de morphismes
(fi : X → Ai | i = 1, 2), posons f := e1 ◦ f1 + e2 ◦ f2 ; il vient aussitôt pi ◦ f = fi pour
i = 1, 2, et on voit comme ci-dessus que f est l’unique morphisme de A vérifiant ces
identités. Donc B représente A1 × A2, avec cône universel (p1, p2) ; par dualité, on voit
de même que B représente A1 ⊔ A2 avec co-cône universel (e1, e2), et cela achève la
preuve. □

Remarque 2.74. (i) Avec la notation de la proposition 2.73, on voit aussitôt que (A1 ⊕
A2)

op représente le biproduit Aop
1 ⊕ A

op
2 , avec les projections canoniques (eopi | i = 1, 2),

et les injections canoniques (popi | i = 1, 2).
(ii) Soient B1, B2 deux autres objets de A tels que B1 ⊕ B2 soit représentable dans

A , et (fi : Ai → Bi | i = 1, 2) un couple de morphismes de A . Alors il existe un unique
morphisme f1 ⊕ f2 : A1 ⊕A2 → B1 ⊕B2 tel que :

pB,i ◦ (f1 ⊕ f2) ◦ eA,i = fi (i = 1, 2) et pB,j ◦ (f1 ⊕ f2) ◦ eA,i = 0AiBj ∀i ̸= j

(on a désigné ici par (eA,i, pA,i | i = 1, 2) et (eB,i, pB,i | i = 1, 2) les injections et projections
canoniques pour les biproduits respectifs).

Lemme 2.75. Soient A une catégorie pré-additive avec objet zéro 0A , et f : A→ B un
morphisme de A . On a :

(i) f est un monomorphisme ⇔ Ker f = 0A .
(ii) f est un épimorphisme ⇔ Coker f = 0A .
(iii) f = 0AB ⇔ le co-cône universel πf : B → Coker(f) est un isomorphisme ⇔ le

cône universel ιf : Ker(f)→ A est un isomorphisme.
(iv) Si en outre les noyaux et les conoyaux de A sont représentables, alors :

(a) f est un monomorphisme ⇔ πιf : A→ Coim(f) est un isomorphisme.
(b) f est un épimorphisme ⇔ ιπf : Im(f)→ B est un isomorphisme.
(c) f est un isomorphisme ⇔ f est strict et Ker f = Coker f = 0A .

Démonstration. (i) : La donnée d’un morphisme X → Ker f équivaut à celle d’un mor-
phisme g : X → A tel que f ◦ g = 0XB = f ◦ 0XA, d’où g = 0XA, si f est un monomor-
phisme ; dans ce cas, on a ainsi A (X,Ker f) = {0X,Ker(f)} pour tout X ∈ Ob(A ), d’où
Ker f = 0A . Réciproquement, si Ker f = 0A , considérons deux morphismes g, h : X → A
tels que f ◦ g = f ◦ h ; alors f ◦ (g − h) = 0XB , et par suite il existe l : X → Ker f avec
ιf ◦ l = g−h. Mais ιf ◦ l = 0XA, d’où g = h, et cela montre que f est un monomorphisme.

(ii) : Cela découle de (i) par dualité, au vu de la remarque 2.72(i).
(iii) : La donnée d’un morphisme Coker f → X de A équivaut à celle de g ∈ A (B,X)

tel que g ◦f = 0AX . Mais si f = 0AB , tout g ∈ A (B,X) vérifie cette identité ; donc, B =
Coker f , à isomorphisme près, et πf = 1B . Réciproquement, si πf est un isomorphisme,
1B se factorise à travers πf , et alors f = 1B ◦ f = 0AX . Par dualité, on voit de même
que f = 0AB si et seulement si ιf est un isomorphisme.

(iv.a) (resp. (iv.b)) découle aussitôt de (i) et (iii) (resp. de (ii) et (iii)), et (iv.c) découle
de (iv.a) et (iv.b). □

Problème 2.76. (i) Soient A et B deux catégories pré-additives, 0A un objet zéro
pour A , et F : A → B un foncteur vérifiant l’une des conditions suivantes :
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(a) F est additif.
(b) F commute avec les produits finis représentables de A .
(c) F commute avec les coproduits finis représentables de A .

Montrer qu’alors F0A est un objet zéro de B, et que F commute avec les biproduits
représentables de A , i.e. avec les produits et les coproduits représentables.

(ii) Supposons en outre que tous les biproduits de A soient représentables, et que
F vérifie la condition (b) (ou (c)) de (i). Montrer qu’alors F est additif. En particulier,
sous cette hypothèse, la loi de groupe abélien sur A (A,B) est intrinsèque, i.e. elle est
déterminée par la structure de la catégorie A , pour tous A,B ∈ Ob(A ).

On va illustrer ces considérations par le théorème suivant, qui -- conjoint avec l’exemple
1.128 -- montre que l’on peut reconstruire (à isomorphisme près) un anneau à partir de
la classe d’équivalence de sa catégorie de modules :

Théorème 2.77. Soient A et B deux anneaux commutatifs. Alors A est isomorphe à B
si et seulement si les catégories A−Mod et B −Mod sont équivalentes.

Démonstration. Si f : A
∼→ B est un isomorphisme d’anneaux, à tout B-module M on

associe le A-module M[f ] dont l’ensemble sous-jacent est M , et dont la multiplication
A ×M → M est donnée par restriction des scalaires : a ·m := f(a) ·m. Evidemment,
toute application B-linéaire M → M ′ induit une application A-linéaire M[f ] → M ′[f ],
donc on obtient ainsi un isomorphisme de catégories

(−)[f ] : B −Mod
∼→ A−Mod.

Pour la réciproque, considérons d’abord plus généralement une petite catégorie C ar-
bitraire, et soit (E(C ), ◦) le monoïde commutatif associé à C comme dans l’exemple
1.128 ; soit aussi F : C → C ′ un foncteur qui admet un adjoint à gauche plein et fidèle
G : C ′ → C , et η : 1C ′ → F ◦ G, ε : G ◦ F → 1C l’unité et la coünité d’une adjonction
pour le couple (G,F ), de sorte que η est un isomorphisme, en vertu de la proposition
2.16(iii). Compte tenu de la relation d’échange de l’exercice 1.129(iii), on voit aisément
que l’application

Φ : E(C )→ E(C ′) ω 7→ η−1 ◦ (F ∗ ω ∗G) ◦ η
est un morphisme de monoïdes, i.e. Φ(ω ◦ω′) = Φ(ω)◦Φ(ω′) pour tous ω, ω′ ∈ E(C ). En
particulier, les hypothèses sont remplies si F est une équivalence de catégories, car dans
ce cas F admet un foncteur quasi-inverse G : C ′ → C qui est à la fois une équivalence et
un adjoint à gauche (et à droite) de F (voir la remarque 2.15(iii)).

Affirmation 2.78. Si F est une équivalence, Φ est un isomorphisme de monoïdes.
Preuve : Si F et G sont des équivalences, ε est un isomorphisme de foncteurs, encore par
la proposition 2.16(iii), d’où aussi de manière analogue le morphisme de monoïdes

Ψ : E(C ′)→ E(C ) τ 7→ ε ◦ (G ∗ τ ∗ F ) ◦ ε−1.
On va montrer plus précisément que Ψ ◦ Φ = IdE(C ) et Φ ◦Ψ = IdE(C ′). En effet, pour
tout ω ∈ E(C ) on a

Ψ ◦ Φ(ω) = ε ◦ (G ∗ η−1 ∗ F ) ◦ (GF ∗ ω ∗GF ) ◦ (G ∗ η ∗ F ) ◦ ε−1

= ε ◦ (GF ∗ ε) ◦ (GF ∗ ω ∗GF ) ◦ (GF ∗ ε−1) ◦ ε−1

= ε ◦ (GF ∗ 1C ∗ ε) ◦ (GF ∗ ω ∗GF ) ◦ (GF ∗ 1C ∗ ε−1) ◦ ε−1

= ε ◦ (GF ∗ ω ∗ (ε ◦ ε−1)) ◦ ε−1 = ε ◦ (GF ∗ ω) ◦ ε−1

= (ε ∗ 1C ) ◦ (GF ∗ ω) ◦ (ε−1 ∗ 1C ) = (ε ◦ ε−1) ∗ ω = ω

où la deuxième égalité découle des identités triangulaires (problème 2.13(ii)), et les autres
égalités suivent par plusieurs applications de la relation d’échange. La preuve de l’autre
identité est analogue. ♢
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Soit maintenant F : A −Mod → B −Mod une équivalence, et choisissons un quasi-
inverse G : B −Mod→ A−Mod pour F , ainsi qu’une adjonction pour le couple (G,F ) ;
on construit par récurrence sur n ∈ N une suite (Cn |n ∈ N) de parties de Ob(A−Mod)
comme suit. D’abord soit C0 := {(GF )kA | k ∈ N} ∪ {0}. Ensuite, soit n ∈ N tel que la
partie Cn a déjà été exhibée ; on pose Cn+1 := Cn∪{(GF )k(M⊕N) |M,N ∈ Cn, k ∈ N}.
Soit C la sous-catégorie pleine de A − Mod avec Ob(C ) =

⋃
n∈N Cn, et notons par C ′

et D les sous-catégories pleines de B − Mod avec Ob(C ′) = {FM |M ∈ Ob(C )} et
Ob(D) = Ob(C ′) ∪ {B}. Noter que l’inclusion i : C ′ → D est une équivalence de
catégories, car ηB : B → FGB est un isomorphisme de D ′. Evidemment C est une
catégorie pré-additive avec objet zéro, et dont les biproduits sont répresentables ; F et G
induisent par restriction des foncteurs F ′ : C → C ′ et G′ : C ′ → C , et les restrictions
de η et ε sont l’unité et la coünité d’une adjonction pour le couple (G′, F ′). En outre F ′
est une équivalence, et G′ est un foncteur quasi-inverse de F ′ ; par suite C ′ et D sont de
même pré-additives avec objet zéro et biproduits représentables, et i ◦ F ′ : C → D est
également une équivalence : les détails sont laissés au lecteur.

Par ce qui précède, il vient un isomorphisme Φ : E(C )
∼→ E(D) de monoïdes. Dans

l’exemple 1.128(ii,iii) on a muni E(C ) d’une structure naturelle d’anneau, et on a exhibé
un isomorphisme d’anneaux A

∼→ E(C ), et de même on a un isomorphisme d’anneaux
B
∼→ E(D) ; compte tenu de l’observation 2.78, on est donc ramené à montrer que Φ est

un homomorphisme d’anneaux, i.e. que Φ(ω+ τ) = Φ(ω) +Φ(τ) pour tous ω, τ ∈ E(C ).
Cela revient aux identités

F ′(ωGM + τGM ) = F ′(ωGM ) + F ′(τGM ) ∀M ∈ Ob(C ).

Or, d’après la proposition 2.49, le foncteur F ′ est exact ; pour conclure il suffit alors
d’invoquer le problème 2.76(ii). □

Remarque 2.79. Un des aspects les plus intéressants du théorème 2.77 est qu’il devient
faux pour des anneaux non commutatifs. On obtient ainsi une relation d’équivalence
∼ non triviale sur l’ensemble des (classes d’isomorphisme des) anneaux associatifs et
unitaires, en posant :

A ∼ B ⇔ A−Mod est équivalente à B −Mod.

L’étude de cette relation est l’objet de la théorie de Morita : voir, e.g. [63, Chap.9].

Le problème 2.76(ii) suggère la définition suivante :

Définition 2.80. (i) Soit A une catégorie. On dit que A est additive si A est pré-
additive, munie d’un objet zéro, et si tous les biproduits de A sont représentables.

(ii) On dit que A est abélienne, si A est additive, et si en outre :
(a) tous les noyaux et tous les conoyaux sont représentables dans A
(b) tout morphisme de A est strict (voir la définition 2.68).

Remarque 2.81. (i) Les catégories abéliennes furent isolées et baptisées par Grothendieck
dans son article fondateur [34], où il explique qu’elles fournissent un cadre adéquat pour
le développement de l’algèbre homologique. Notamment, cette classe inclut les catégories
des faisceaux abéliens que l’on rencontre lors de l’étude de la géométrie algébrique et
différentielle ; en même temps, les catégories abéliennes ressemblent à bien des égards
aux catégories des modules sur les anneaux (qui en sont des cas spéciaux) : cela est
précisé par le remarquable théorème de Freyd-Mitchell que l’on démontrera plus tard.
Avec ce résultat, les méthodes et les calculs de l’algèbre linéaire peuvent être récupérés
et généralisés pour une large mesure aux catégories abéliennes arbitraires.

(ii) Compte tenu de la remarque 2.69(iii), on voit aussitôt qu’une catégorie A est
additive (resp. abélienne) si et seulement s’il en est de même pour A op.

(iii) En résumant la discussion ci-dessus, on voit que pour tout anneau associatif
unitaire A, la catégorie A − Mod est abélienne, et si A est une catégorie pré-additive
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(resp. additive, resp. abélienne), il en est de même pour Fun(I,A ) pour toute petite
catégorie I, avec la loi d’addition sur Nat(F,G) telle que (η + τ)i := ηi + τi pour tout
couple de foncteurs F,G : I → A , tout η, τ ∈ Nat(F,G), et tout i ∈ Ob(I).

(iv) Soient A une catégorie pré-additive, et A,B ∈ Ob(A ) ; par définition, l’ensemble
hAop(B) = A (B,A) est muni d’une structure de groupe abélien, et évidemment les
associations : B 7→ hAop(B) pour tout B ∈ Ob(A ), et (f : B → B′) 7→ (hAop(f) :
hAop(B′) → hAop(B)) pour tout morphisme f de A définissent un foncteur additif à
valeurs dans la catégorie des groupes abéliens que l’on notera :

h†A : A op → Z−Mod.

Le foncteur hAop : A op → Ens de la section 2.1 est donc la composition de h†A avec le
foncteur d’oubli Z−Mod→ Ens. De même, la transformation naturelle hf : hAop → hA′op
associée, comme dans l’exemple 2.2(i), à tout morphisme f : A → A′ de A , est en fait
une transformation naturelle h†f : h†A → h†A′ . Si A est petite, on a ainsi un foncteur :

hA † : A → Add(A op,Z−Mod) A 7→ h†A (A
f−→ A′) 7→ h†f

qui est plein et fidèle, compte tenu du lemme 2.82(iv) suivant :

Lemme 2.82. Soient A et B deux catégories pré-additives, I une catégorie quelconque,
et supposons que A soit petite. Alors on a :

(i) La catégorie Add(A ,B) est pré-additive.
(ii) Si B est I-complète (resp. I-cocomplète), il en est de même pour Add(A ,B).
(iii) Si B est additive (resp. abélienne), il en est de même pour Add(A ,B).
(iv) (Lemme de Yoneda additif) Pour tout B ∈ Ob(B) et tout foncteur additif F :

Bop → Z−Mod il existe un isomorphisme naturel de groupes abéliens :

FB
∼→ Nat(h†B , F ).

Démonstration. (i) : L’assertion est claire, car la structure de catégorie pré-additive sur
Add(A ,B) est héritée de celle de Fun(A ,B) (voir la remarque 2.81(iii)).

(ii) Soient F : I → Add(A ,B) un foncteur, et j : Add(A ,B) → Fun(A ,B) le
foncteur d’inclusion ; donc, F associe à tout i ∈ Ob(I) un foncteur additif Fi : A → B.
Si B est I-complète, d’après le lemme 2.55(ii) la limite de j ◦F est représentable par un
foncteur L : A → B, et au vu du lemme 2.52(i), il suffit de vérifier que L est additif.
Soient alors A,A′ ∈ Ob(A ), et f, g ∈ A (A,A′) ; soit aussi (pi : L → Fi | i ∈ Ob(I))
un cône universel. Rappelons que les limites de Fun(A ,B) se calculent terme à terme
(remarque 2.56), donc les cônes (pi,A : LA→ FiA | i ∈ Ob(I)) et (pi,A′ : LA′ → FiA

′ | i ∈
Ob(I)) sont universels. Or, par définition Lf : LA→ LA′ est l’unique morphisme tel que

pi,A′ ◦ Lf = Fif ◦ pi,A ∀i ∈ Ob(I)

et de même pour Lg et L(f + g) ; mais comme chaque Fi est additif, il vient

pi,A′ ◦ (Lf + Lg) = pi,A′ ◦ Lf + pi,A′ ◦ Lg = Fif ◦ pi,A + Fig ◦ pi,A
= (Fif + Fig) ◦ pi,A = Fi(f + g) ◦ pi,A.

Par suite Lf + Lg = L(f + g), d’où l’assertion. On montre de même que si B est I-
cocomplète, il en est de même pour Add(A ,B).

(iii) Avec (ii) on voit aussitôt que si B est additive, il en est de même pour Add(A ,B).
En particulier, si 0B est un objet zéro de B, le foncteur constant A → B de valeur 0B

est trivialement additif, et fournit un objet zéro pour Add(A ,B) ; comme – d’après la
preuve de (ii) – les limites et les colimites de Add(A ,B) se calculent terme à terme, il
s’ensuit aussitôt qu’il en est de même pour les noyaux et les conoyaux de Add(A ,B). Par
suite, si les noyaux de B sont représentables, il en est de même pour ceux de Add(A ,B) ;
plus précisément, si η : F → G est une transformation naturelle entre foncteurs additifs
F,G : A → B, alors le noyau K := Ker(η) de η dans Fun(A ,B) représente le noyau de
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η aussi dans Add(A ,B), et le cône universel K → F dans Fun(A ,B) est aussi universel
dans Add(A ,B). De même, le conoyau de η dans Fun(A ,B) représente aussi le conoyau
de η dans Add(A ,B), avec même co-cône universel. En particulier, si tous les morphismes
de B sont stricts, il en est de même pour les morphismes de Add(A ,B), d’où (iii).

(iv) Soit F ′ : Bop → Ens la composition de F avec le foncteur d’oubli Z−Mod→ Ens ;
le lemme de Yoneda (proposition 2.1(ii)) fournit une bijection naturelle ω : F ′B

∼→
Nat(hBop , F ′), et noter que Nat(h†B , F ) ⊂ Nat(hBop , F ′) est le sous-groupe des transfor-
mations naturelles η : hBop → F ′ telles que ηX est un homomorphisme de groupes pour
tout X ∈ Ob(B). On est ainsi ramené à vérifier que :

— ω est un homomorphisme de groupes
— ωb,X : B(X,B) → FX est un homomorphisme de groupes, pour tout b ∈ FB et

tout X ∈ Ob(B).
Or, ωb,X(g) = F (g)(b) pour tout g ∈ B(X,B), et F est additif, d’où l’assertion. □

Remarque 2.83. Soient A une catégorie pré-additive, I une petite catégorie, F : I → A
un foncteur, τ• := (L→ Fi | i ∈ Ob(I)) un cône de sommet L ∈ Ob(A ) et base F ; avec
les exemples 2.22(iv) et 2.39(i), on voit que τ• est universel ⇔ h†A ∗ τ• est universel pour
tout A ∈ Ob(A ). En particulier, si A est finiment complète, h†A est exact à gauche, et
si A est complète, h†A commute avec les petites limites.

Exercice 2.84. Soient A une catégorie additive, et F : A → Ens qui commute avec les
produits finis de A (voir l’exercice 2.42). Montrer que F est la composition du foncteur
d’oubli Z−Mod→ Ens avec un unique foncteur additif F † : A → Z−Mod.

2.4.1. D’après le problème 2.76(ii), la loi de groupe sur les morphismes d’une catégorie
additive est intrinsèque ; ainsi, la question se pose, de donner une caractérisation pure-
ment catégorique des catégories additives. Pour cela, considérons une catégorie A avec
objet zéro 0A , et dont les produits finis sont représentables ; pour tout A ∈ Ob(A )
notons par (pA,i : A × A → A | i = 1, 2) les projections canoniques, par 0A : A → A
le morphisme nul, et pour i = 1, 2 soit eA,i : A → A × A l’unique morphisme tel que
pA,i ◦ eA,i = 1Ai et pA,j ◦ eA,i = 0AiAj si j ̸= i. On a :

Proposition 2.85. Dans la situation du §2.4.1, la catégorie A est additive si et seule-
ment si les conditions suivantes sont vérifiées pour tout A ∈ Ob(A ) :

(a) le conoyau de la diagonale ∆A : A→ A×A est représentable dans A

(b) la composition rA : A
eA,1−−−→ A×A πA−−→ Coker(∆A) est un isomorphisme.

(Ici, πA est le co-cône universel pour le conoyau de ∆A.)

Démonstration. Si A est additive, les conditions (a) et (b) découlent de l’observation
plus précise suivante :

Affirmation 2.86. A = Coker(∆A) et πA = pA,1 − pA,2.
Preuve : On a ∆A ◦ pi = 1A = (eA,1 + eA,2) ◦ pi pour i = 1, 2, d’où ∆A = eA,1 + eA,2.
Ainsi, (pA,1 − pA,2) ◦ ∆A = (pA,1 − pA,2) ◦ (eA,1 + eA,2) = 1A − 1A = 0A. Ensuite,
soient B ∈ Ob(A ), et f : A ⊕ A → B un morphisme tel que f ◦ ∆A = 0AB ; posons
g := f ◦ eA,1 : A→ B. Au vu des identités de la proposition 2.73(i.c), il vient :

g ◦ (pA,1 − pA,2) = f ◦ eA,1 ◦ pA,1 − f ◦ eA,1 ◦ pA,2
= f ◦ (1A⊕A − eA,2 ◦ pA,2)− f ◦ eA,1 ◦ pA,2
= f − f ◦ (eA,2 + eA,1) ◦ pA,2
= f − f ◦∆A ◦ pA2 = f.

D’autre part, pA,1 − pA,2 est un épimorphisme, car (pA,1 − pA,2) ◦ eA,1 = 1A (exercice
1.119(i)), donc g est l’unique morphisme de A tel que g ◦ (p1− p2) = f , d’où l’assertion.
♢
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Réciproquement, soient (a) et (b) vérifiées pour tout A ∈ Ob(A ). Pour tout A,B ∈
Ob(A ) et tout f, g ∈ A (B,A), notons par (f, g) : B → A × A l’unique morphisme tel
que p1 ◦ (f, g) = f et p2 ◦ (f, g) = g. On pose

δA := r−1A ◦ πA : A×A→ A et f − g := δA ◦ (f, g) : B → A.

Affirmation 2.87. Pour tout f ∈ A (B,A) on a δA ◦ (f × f) = f ◦ δB .
Preuve : On voit aisément que (f×f)◦∆B = ∆A◦f , donc il existe un unique morphisme
h : Coker(∆B)→ Coker(∆A) tel que :

(∗) h ◦ πB = πA ◦ (f × f)
et il reste à vérifier que h ◦ rB = rA ◦ f . Au vu de (∗), pour cela il suffit de montrer que
(f × f) ◦ eB,1 = eA,1 ◦ f . Mais, par définition on a pA,i ◦ (f × f) = f ◦ pB,i pour i = 1, 2 ;
on donc ramené à vérifier que f ◦ pB,i ◦ eB,1 = pA,i ◦ eA,1 ◦ f pour i = 1, 2. Ces identités
suivent aussitôt des définitions. ♢

Or, soient A,C ∈ Ob(A ), et a1, a2, b1, b2 ∈ A (C,A). Montrons que l’on a :

(∗∗) (a1, a2)− (b1, b2) = (a1 − b1, a2 − b2) dans A (C,A×A).
Pour cela, il suffit de montrer que les deux côtés de (∗∗) coïncident après composition
avec pA,i : A×A→ A, pour i = 1, 2. On applique l’observation 2.87 avec B = A×A et
f = pA,i ; il vient :

pA,i ◦ ((a1, a2)− (b1, b2)) = pA,i ◦ δA×A ◦ ((a1, a2), (b1, b2))
= δA ◦ (pA,i × pA,i) ◦ ((a1, a2), (b1, b2))
= δA ◦ (ai, bi)
= ai − bi

d’où l’identité souhaitée. Ensuite, montrons que l’on a :

(∗ ∗ ∗) (a1 − b1)− (a2 − b2) = (a1 − a2)− (b1 − b2) dans A (C,A).

Pour cela, on applique l’observation 2.87 avec B = A×A et f = δA. Il vient :

δA ◦ δA×A ◦ ((a1, a2), (b1, b2)) = δA ◦ (δA × δA) ◦ ((a1, a2), (b1, b2))
et compte tenu de (∗∗), on voit que le côté gauche de cette dernière identité est

δA ◦ (a1 − b1, a2 − b2) = (a1 − b1)− (a2 − b2)
alors que le côté droit coïncide avec (a1−a2)− (b1−b2). En outre, comme δA ◦eA,1 = 1A
et δA ◦∆A = 0A, on a :

a− 0CA = a et a− a = 0CA ∀a ∈ A (C,A).

Posons alors a+ b := a− (0CA − b) pour tous a, b ∈ A (C,A). On a :

Affirmation 2.88. (i) a = 0CA + a = a+ 0CA pour tout a ∈ A (C,A).
(ii) a+ (0CA − a) = 0CA pour tout a ∈ A (C,A).

(iii) a+ (b+ c) = (a+ b) + c pour tous a, b, c ∈ C (C,A).
(iv) a+ b = b+ a pour tous a, b ∈ A (C,A).

Preuve : (i) : Avec (∗∗∗) on calcule : 0CA+a = 0CA− (0CA−a) = (a−a)− (0CA−a) =
(a− 0CA)− (a− a) = a− 0CA = a, et : a+ 0CA = a− (0CA − 0CA) = a− 0CA = a.

(ii) : a+ (0CA − a) = a− (0CA − (0CA − a)) = a− (0CA + a) = a− a = 0CA.
(iii) : D’un côté : (a+b)+c = (a−(0CA−b))−(0CA−c) = (a−0CA)−((0CA−b)−c) =

a − ((0CA − b) − c) et de l’autre côté a + (b + c) = a − (0CA − (b − (0CA − c))), donc
on est ramenè à vérifier l’identité : (0CA − b) − c = 0CA − (b − (0CA − c)). Mais on a :
0CA− (b− (0CA− c)) = (0CA− 0CA)− (b− (0CA− c)) = (0CA− b)− (0CA− (0CA− c)),
donc il suffit de montrer que c = 0CA − (0CA − c), et cela découle de (i).

(iv) : On a : a+b = a−(0CA−b) = a−((a−a)−(b−0CA)) = a−((a−b)−(a−0CA)) =
(a− 0CA)− ((a− b)− a) = (a− (a− b))− (0CA − a) = (a− (a− b)) + a, donc il suffit de
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montrer que a−(a−b) = b. Mais on a−(a−b) = (a−0CA)−(a−b) = (a−a)−(0CA−b) =
0CA − (0CA − b), donc l’assertion suit de (i). ♢

Cela achève de vérifier que (A (C,A),+, 0CA) est un groupe abélien pour tous A,C ∈
Ob(A ). Or, pour tout morphisme g : C ′ → C de A et tout a, b ∈ A (C,A), on a
évidemment (a− b) ◦ g = a ◦ g − b ◦ g. En dernier lieu, soit d : A→ A′ un morphisme de
A ; on applique l’observation 2.87 avec f := d, pour calculer :

d ◦ (a− b) = d ◦ δA ◦ (a, b) = δA′ ◦ (d× d) ◦ (a, b) = δA′ ◦ (d ◦ a, d ◦ b) = d ◦ a− d ◦ b
pour tous a, b ∈ A (C,A). Ainsi, la loi de composition de A est bilinéaire par rapport
aux lois de groupe abélien sur les morphismes, et cela conclut la preuve. □

Dans le même esprit, on a la caractérisation suivante des catégories abéliennes :

Théorème 2.89. (i) Soit A une catégorie avec objet zéro 0A . Alors A est abélienne
si et seulement si les quatre conditions suivantes sont vérifiées :

(a) Les produits finis et les coproduits finis sont représentables dans A .
(b) Le noyau et le conoyau de tout morphisme est représentable dans A .
(c) Tout monomorphisme de A est le noyau d’un morphisme.
(d) Tout épimorphisme de A est le conoyau d’un morphisme.

(ii) Toute catégorie abélienne est finiment complète et finiment cocomplète.

Démonstration. (i) : La condition (c) (resp. (d)) revient à dire que pour tout monomor-
phisme (resp. épimorphisme) f : A → B il existe g ∈ A (B,C) (resp. h ∈ A (C,A)) et
un isomorphisme ϕ : A

∼→ Ker(g) (resp. ψ : Coker(h)
∼→ B) avec :

ιg ◦ ϕ = f (resp. ψ ◦ πh = f)

où ιg : Ker(g) → B (resp. πh : A → Coker(h)) désigne comme d’habitude le cône (resp.
co-cône) universel pour le noyau de g (resp. pour le conoyau de h).

Si A est abélienne, on doit vérifier les conditions (c) et (d). Soit donc f un mo-
nomorphisme ; d’après le lemme 2.75(iv.a), πιf : A → Coker(ιf ) est un isomorphisme,
et de même pour le morphisme βf : Coim(f) → Im(f), donc f est la composition de
ιπf : Im(f) → B et de l’isomorphisme βf ◦ πιf : A → Im(f), d’où (c). Le raisonnement
dual prouve (d).

Réciproquement, supposons que A vérifie les conditions (a)–(d) ; on remarque :

Affirmation 2.90. (i) Un morphisme de A est un isomorphisme si et seulement s’il est
à la fois un monomorphisme et un épimorphisme.

(ii) Pour tout couple A
f−→ B

g←− C de monomorphismes de A , le produit fibré
A×(f,g) C est représentable dans A .
Preuve : (i) : On peut supposer que f : A → B soit un monomorphisme et un épimor-
phisme, et on montre qu’il est un isomorphisme. Par (c) on peut supposer que A = Ker(g)
et f = ιg : A→ B pour un morphisme g : B → C de A ; puisque g ◦ f = 0AC = 0BC ◦ f ,
il vient g = 0BC , car f est un épimorphisme. On conclut alors comme dans la preuve du
lemme 2.75(iii)

(ii) : Par (c), on peut supposer que A = Ker(h) et C = Ker(k) pour deux morphismes
h : B → D et k : B → E de A , et en outre, que f = ιh et g = ιk ; d’après (a),
on peut considérer l’unique morphisme (h, k) : B → D × E dont la composition avec
les projections D pD←−− D × E pE−−→ E coïncide respectivement avec h et avec k. Posons
K := Ker(g, h) ; puisque h ◦ ι(h,k) = pD ◦ (h, k) ◦ ι(h,k) = 0KD, il existe un unique
morphisme u : K → A tel que f ◦ u = ι(h,k), et de même, il existe un unique morphisme
v : K → C tel que g◦v = ι(h,k). On va montrer que K représente le produit fibré A×BC,

avec projections canoniques u et v. Pour cela, soient A u′←− X v′−→ C deux morphismes de
A avec w := f ◦ u′ = g ◦ v′ ; il vient

pD ◦ (h, k) ◦ w = h ◦ f ◦ u′ = 0XD = pD ◦ 0X,D×E
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et de même, pE ◦ (h, k)◦w = pE ◦0X,D×E , d’où (h, k)◦w = 0X,D×E , et par suite il existe
un unique morphisme w′ : X → K avec w = ι(h,k)◦w′. Ainsi, f◦u◦w′ = ι(h,k)◦w′ = f◦u′,
donc u ◦w′ = u′, car f est un monomorphisme ; de même, v ◦w′ = v′, d’où l’assertion.♢

Avec l’observation 2.90(ii) et l’exercice 2.41, on déduit que A est finiment complète ;
noter aussi que les conditions (a)–(d) sont auto-duales, i.e. A vérifie ces conditions ⇔ il
en est de même pour A op, donc A est aussi finiment cocomplète.

Affirmation 2.91. (i) Tout épimorphisme f : A → B de A est strict, et induit un
isomorphisme ιπf : Im(f)

∼→ B.
(ii) Un morphisme f : A→ B de A est un monomorphisme ⇔ Ker f = 0A .

Preuve : (i) : En raisonnant comme dans la preuve du 2.75(iv.b) on voit que ιπf est un
isomorphisme. Ensuite, d’après (d) il existe un morphisme g : C → A qui identifie B avec
Coker(g), et f avec πg : A → Coker(g) ; en particulier, f ◦ g = 0CB , donc il existe un
unique morphisme h : C → Ker(f) avec g = ιf ◦h. Par suite, πιf ◦g : C → Coim(f) est le
morphisme nul, donc il existe un unique morphisme k : B → Coim(f) tel que k ◦f = πιf .
Il vient

ιπf ◦ βf ◦ k ◦ f = ιπf ◦ βf ◦ πιf = f et k ◦ ιπf ◦ βf ◦ πιf = k ◦ f = πιf

d’où ιπf ◦ βf ◦ k = 1B et k ◦ ιπf ◦ βf = 1Coim(f), car f et πιf sont des épimorphismes.
On sait déjà que ιπf est un isomorphisme, donc il en est de même pour βf .

(ii) : Si f est un monomorphisme, on voit que Ker f = 0A comme dans la preuve du
lemme 2.75(i). Réciproquement, si Ker f = 0A , soient g, h : X → A deux morphismes de
A avec f ◦g = f ◦h ; on sait déjà que le coégaliseur de g et h est représentable dans A par
un objet C, et soit q : A → C le co-cône universel. Il existe ainsi un unique morphisme
u : C → B tel que u ◦ q = f . Rappelons que q est un épimorphisme (exercice 2.7(i)) ;
d’après (d), on peut alors supposer que C = Coker(k) pour un morphisme k : D → A de
A , et que q = πk. Par suite, f ◦ k = u ◦ πk ◦ k = 0DB , et donc k se factorise à travers
Ker f = 0A ; ainsi, k = 0DA, et en raisonnant comme dans la preuve du lemme 2.75(iii)
on déduit que q est un isomorphisme, d’où g = h. Cela achève de montrer que f est un
monomorphisme. ♢

Montrons ensuite que tout morphisme f : A → B de A est strict ; par l’observation
2.90(i), on doit vérifier que b := βf : Coim(f)→ Im(f) est à la fois un épimorphisme et
un monomorphisme. On considère le diagramme commutatif :

Ker(f)
ιf // A

πιf // Coim(f)
b //

πιb
��

Im(f)
ιπf // B

Ker(γ)
ιγ // A

γ // Coim(b)
βb // Im(b)

ιπb

OO

avec γ := πιb ◦πιf . Puisque γ ◦ ιf est le morphisme nul, il existe un unique morphisme u :
Ker(f)→ Ker(γ) tel que ιγ◦u = ιf . De même, puisque ιπf ◦ιπb ◦βb◦γ = f , la composition
f ◦ιγ est le morphisme nul, donc il existe un unique morphisme v : Ker(γ)→ Ker(f) avec
ιf◦v = ιγ . Il vient ιf◦v◦u = ιf et ιγ◦u◦v = ιγ , d’où v◦u = 1Ker(f) et u◦v = 1Ker(γ), car ιf
et ιγ sont des monomorphismes ; ainsi le morphisme Coim(u,1A) : Coim(f)→ Coim(γ)
est un isomorphisme (notation de la remarque 2.69(ii)). Noter aussi que πιf et πιb sont
des épimorphismes, donc de même pour γ ; d’après l’observation 2.91(i), γ est alors la
composition de πιγ : A → Coim(γ) et d’un isomorphisme λ : Coim(γ)

∼→ Coim(b).
On voit aisément que πιb = λ ◦ Coim(u,1A), donc πιb est un isomorphisme, par suite
Ker(b) = 0A , et finalement b est un monomorphisme (observation 2.91(ii)). Compte tenu
de la remarque 2.69(iii), on déduit que b est aussi un épimorphisme, comme souhaité.

Il reste à vérifier que A est pré-additive, et pour cela on applique le critère de la pro-
position 2.85 : pour tout A ∈ Ob(A ), reprenons donc la notation du §2.4.1, et montrons
d’abord que A = Ker(pA,2 : A × A → A) et ιpA,2 = eA,1 : A → A × A. En effet, la
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donnée d’un morphisme f : X → A × A équivaut à celle d’un couple de morphismes
f1, f2 : X → A, et on a pA,2 ◦ f = 0AX ⇔ f2 = 0AX , et dans ce cas f = eA,1 ◦ f1, d’où
l’assertion. Puisque pA,2 est un épimorphisme strict, avec l’observation 2.91(i) on identifie
Coker(eA,1) avec A, et pA,2 avec le co-cône universel A×A→ Coker(eA,1) pour le conoyau
de eA,1. De même, soient ∆A : A → A × A la diagonale, et πA : A × A → Coker(∆A)
le co-cône universel pour le conoyau de ∆A ; puisque ∆A est un monomorphisme strict,
le dual de l’observation 2.91(i) entraîne une identification de A avec Ker(πA), et de ∆A

avec le cône universel Ker(∆A) → A × A pour le noyau de πA. Avec cette notation on
doit vérifier :

Affirmation 2.92. rA := πA ◦ eA,1 : A→ Coker(∆A) est un isomorphisme.
Preuve : Remarquons d’abord que B := A ×(∆A,eA,1) A = 0A . En effet, la donnée d’un

morphisme h : X → B équivaut à celle d’un couple A
f←− X

g−→ A de morphismes
tels que ∆A ◦ f = eA,1 ◦ g ; par suite, f = pA,2 ◦ ∆A ◦ f = pA,2 ◦ eA,1 ◦ g = 0XA, et
f = pA,1 ◦∆A ◦ f = pA,1 ◦ eA,1 ◦ g = g. Ainsi h = 0XB , d’où l’assertion.

Or, soit u : X → A un morphisme tel que rA ◦ u : X → Coker(∆) soit le morphisme
nul, et posons v := eA,1 ◦ u ; alors πA ◦ v est le morphisme nul, et par ce qui précède, il
existe alors un unique morphisme w : X → A avec ∆A ◦w = v. Le couple (u,w) équivaut
à la donnée d’un morphisme X → A ×(∆A,eA,1) A = 0A , donc u = 0XA. Cela montre
que Ker(rA) = 0A , et donc rA est un monomorphisme (observation 2.91(ii)). Ensuite,
soit u′ : Coker(∆A)→ X un morphisme tel que u′ ◦ rA soit le morphisme nul, et posons
v′ := u′ ◦ πA ; alors v′ ◦ eA,1 est le morphisme nul, et par ce qui précède, il existe alors
un unique morphisme w′ : A→ X avec w′ ◦ pA,2 = v′. Par suite, w′ = w′ ◦ pA,2 ◦∆A =
v′ ◦∆A = 0AX , d’où v′ = 0A×A,X , et comme πA est un épimorphisme, on déduit que u′
est le morphisme nul. Cela montre que Coker(rA) = 0A , et donc rA est un épimorphisme,
par le dual de l’observation 2.91(ii). On conclut alors avec l’observation 2.90. ♢

(ii) : L’assertion a déjà été montrée lors de la preuve de (i). □

Remarque 2.93. (i) Soient A une catégorie abélienne, et f : X → Y un morphisme de A .
Alors f est strict, πιf : X → Coim(f) est un épimorphisme, et ιπf : Im(f)→ Y un mono-
morphisme. Ainsi, f est la composition d’un épimorphisme p suivi d’un monomorphisme
i ; on dit que (p, i) est une factorisation épi-mono de f .

(ii) Si f est un épimorphisme, alors ιπf est un isomorphisme (lemme 2.75(iv.b)) ; par
suite ιπf ◦ βf identifie Y avec le conoyau de ιf : Ker(f) → X. Dualement, si f est un
monomorphisme, βf ◦ πιf identifie X avec le noyau de πf : Y → Coker(f). Le conoyau
d’un monomorphisme S → X sera parfois désigné aussi par X/S, si la notation n’est pas
ambigüe ; en particulier :

Coim(f) = X/Ker(f) et Coker(f) = Y/Im(f) ∀f ∈ A (X,Y ).

En outre, pour tout X ∈ Ob(A ) on obtient une bijection naturelle :

Sub(X)
∼→ Quot(X) S 7→ X/S.

(iii) La factorisation épi-mono X p−→ Z
i−→ Y de f est unique à isomorphisme unique

près : car si X p′−→ Z ′
i′−→ Y est une deuxième factorisation épi-mono, on voit aisément que

Ker(p′) = Ker(f) = Ker(p) (les détails sont laissés au lecteur) ; d’après (ii) on a alors un
unique isomorphisme u : Z

∼→ Z ′ de A avec u◦p = p′, et comme i◦p = f = i′◦p′ = i′◦u◦p,
il vient i = i′ ◦ u, car p est un épimorphisme.

Proposition 2.94. Soient A une catégorie abélienne, A ∈ Ob(A ), et B• := (Bi | i ∈ I)
une petite famille de sous-objets de A. Supposons que A soit cocomplète, ou que B• soit
une famille finie. Alors

⋃
i∈I Bi existe dans Sub(A) (voir le §2.3.1).
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Démonstration. Disons que Bi est la classe du monomorphisme fi : Xi → A, pour chaque
i ∈ I ; sous nos hypothèses, le coproduit

⊔
i∈I Xi est représentable dans A ; soit alors

(gi : Xi → X | i ∈ I) un co-cône universel pour ce coproduit, de sorte qu’il existe un
unique morphisme f : X → A tel que fi = f ◦ gi pour tout i ∈ I. Soit X p−→ Y

i−→ A
la factorisation épi-mono de f , et notons par B ∈ Sub(A) la classe de i : Y → A.
Evidemment Bi ⊂ B pour tout i ∈ I. Soit ensuite C ∈ Sub(A) tel que Bi ⊂ C pour tout
i ∈ I ; donc C est la classe d’un monomorphisme j : Z → A, et l’hypothèse revient à
dire que pour tout i ∈ I il existe un morphisme hi : Xi → Z tel que fi = j ◦ hi. On a
alors aussi un morphisme unique h : X → Z tel que hi = h ◦ gi pour tout i ∈ I ; il vient
j◦h◦gi = j◦hi = fi = f◦gi pour tout i ∈ I, d’où j◦h = f par l’universalité du co-cône g•.
En dernier lieu, rappelons que Y = X/Ker(f) (remarque 2.93(ii)) ; soit ιf : Ker(f)→ X
le monomorphisme universel ; alors j ◦ h ◦ ιf = f ◦ ιf est le morphisme nul, donc de
même pour h ◦ ιf , car j est un monomorphisme. Ainsi, h est la composition de p avec un
morphisme Y → Z, et par suite B ⊂ C. Cela achève de vérifier que B =

⋃
i∈I Bi. □

Exercice 2.95. (i) Soient A une catégorie abélienne, D un diagramme commutatif :

A
f ′ //

g′

��

B
g
��

C
f // D

dans A .

Montrer que si D est cartésien et si g est un épimorphisme, alors D est cocartésien et g′
est un épimorphisme. Dualement, si D est cocartésien, et si g′ est un monomorphisme,
alors D est cartésien, et g est un monomorphisme.

(ii) Soient A une catégorie abélienne, A ∈ Ob(A ), et X1, X2 ∈ Sub(A). Montrer que
le diagramme induit suivant est cartésien et cocartésien dans A :

E :

X1 ∩X2
//

��

X1

��
X2

// X1 ∪X2.

2.5. Premiers pas dans l’algèbre homologique. On termine cette leçon avec une
revue des premières notions d’algèbre homologique.

Définition 2.96. (i) Soit A une catégorie abélienne avec objet zéro 0A ; un complexe
de A est une suite

(M•, d•) : · · · di+1−−−→Mi
di−→Mi−1

di−1−−−→ · · ·

constituée d’objets (Mi | i ∈ Z) de A et de morphismes di : Mi → Mi−1 appelés les
différentielles du complexe M•, tels que :

di ◦ di+1 = 0Mi+1Mi−1
∀i ∈ Z.

Avec la notation de la remarque 2.9(i), on peut écrire de façon équivalente :

Im(di+1) ⊂ Ker(di) ∀i ∈ Z.

(ii) Si l’on a Im(di+1) = Ker(di) pour un indice i, on dit que le complexe M• est exact
en degré i (ou acyclique en degré i). Si M• est exact en tout degré, on dit que M• est
exact (ou acyclique).

(iii) Soit (M ′•, d
′
•) un autre complexe de A ; un morphisme de complexes

ϕ• :M• →M ′•
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est la donnée d’un système (ϕi :Mi →M ′i | i ∈ Z) de morphismes de A faisant commuter
les diagrammes :

Mi
di //

ϕi
��

Mi−1

ϕi−1
��

M ′i
d′i // M ′i−1

∀i ∈ Z.

Remarque 2.97. (i) Souvent on considère des complexes dont les termesMi sont nuls pour
tout indice i plus petit qu’un indice imin (resp. pour tout indice plus grand qu’un indice
imax) ; on dit qu’un tel complexe est borné inférieurement (resp. borné supérieurement).
Dans ces cas, on définira d’habitude seulement les Mi en degrés i ≥ imin (resp. i ≤ imax),
les autres termes devront donc s’entendre implicitement comme étant nuls. Un complexe
borné inférieurement et supérieurement est dit simplement borné : sa longueur est alors
n−m+1, où n (resp. m) est le plus grand (resp. le plus petit) des i ∈ Z tels que Mi ̸= 0.
On aura à discuter spécialement des suites exactes courtes, i.e. les complexes exacts de
longueur ≤ 3. Plus généralement, une suite exacte de A est un complexe de longueur
n+ 1 arbitraire

M• : Mi
di−→Mi−1

di−1−−−→ · · · di−n+1−−−−→Mi−n

qui est exact aux degrés i− 1, . . . , i− n+ 1. Noter qu’un complexe de la forme

0→Mi
di−→Mi−1 → · · · (resp. · · · →Mi−n+1

di−n+1−−−−→Mi−n → 0)

est exact en degré i (resp. en degré i − n) si et seulement si di est un monomorphisme
(resp. si et seulement si di−n+1 est un épimorphisme), par le lemme 2.75(i,ii).

(ii) A tout M ∈ Ob(A ) et tout j ∈ Z, on associe un complexe

M [j]•

avec M [j]i := 0 si i ̸= −j et M [j]−j :=M (les différentielles de ce complexe sont toutes
nulles). Plus généralement, si (M•, d•) est un complexe de A , on dénote

M•[j]

le j-décalage de M•, qui est le complexe de A avec Mk[j] :=Mk+j et dont la différentielle
en degré k est dk+j :Mk+j →Mk+j−1, pour tout k ∈ Z.

(iii) Si ϕ• : (M•, d•) → (M ′•, d
′
•) et ψ• : (M ′•, d′•) → (M ′′• , d

′′
•) sont deux morphismes

de complexes de A , on obtient un morphisme évident

(ψ ◦ ϕ)• :M• →M ′′• avec (ψ ◦ ϕ)i := ψi ◦ ϕi ∀i ∈ Z.
Avec cette loi de composition, les complexes de A forment une catégorie

C(A )

naturellement identifiée avec une sous-catégorie pleine de Fun(C op
Z ,A ), où CZ est la

catégorie associée à l’ensemble (Z,≤) des entiers munis de l’ordre standard (notation de
l’exemple 1.114(vii)) : en effet, un foncteur M : C op

Z → A est la donnée d’un système
(M(i) | i ∈ Z) d’objets de A et d’un système (fij : Mi → Mj | i, j ∈ Z, i ≥ j) de
morphismes de A soumis aux conditions :

fjk ◦ fij = fik ∀i ≥ j ≥ k.
En particulier, fij = fj,j−1 ◦ fj−1,j−2 ◦ · · · ◦ fi,i−1 pour tout i ≥ j, i.e. M est déterminé
par le système d’applications (gn := fn,n−1 |n ∈ Z) ; réciproquement, si (Mn, gn :Mn →
Mn−1 |n ∈ Z) est une famille arbitraire d’objets et morphismes de A , on obtient un
foncteurM : C op

Z → A en posantM(i) :=Mi pour tout i ∈ Z, et fij := gj−1◦gj−2◦· · ·◦gi
pour tout i ≥ j. De même, si (Mn, gn |n ∈ Z) et (M ′n, g

′
n |n ∈ Z) sont deux familles

comme ci-dessus, et M , M ′ les objets correspondants de Fun(C op
Z ,A ), la donnée d’un

morphisme ω : M → M ′ de Fun(C op
Z ,A ) revient à celle d’un système (ωn : Mn →
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M ′n |n ∈ Z) de morphismes de A tels que g′n ◦ ωn = ωn−1 ◦ gn pour tout n ∈ Z. On
voit donc que C(A ) s’identifie à la sous-catégorie pleine de Fun(C op

Z ,A ) dont les objets
correspondent aux familles (Mn, gn |n ∈ Z) comme ci-dessus, telles que gn−1 ◦ gn = 0
pour tout n ∈ Z.

(iv) Noter que la bijection Z ∼→ Z : n 7→ −n est un isomorphisme de groupes or-
donnés (Z,≤) ∼→ (Z,≤)op ; au vu de la remarque 1.127(iv), on déduit un isomorphisme
de catégories : Fun(C op

Z ,A )op
∼→ Fun(C op

Z ,A op), et évidemment ce dernier induit par
restriction un isomorphisme de catégories

C(A )op
∼→ C(A op) (M•, d•)

op 7→ (Mop
• , d

op
• ).

Explicitement, (Mop
• , d

op
• ) est le complexe de A op avec

(Mop
• )i := (M−i)

op et (dop• )i := (d1−i)
op : (Mop

• )i → (Mop
• )i−1 ∀i ∈ Z.

A tout morphisme ϕ• : M• → N• de C(A ), cet isomorphisme associe le morphisme
ϕop• :Mop

• → Nop
• avec (ϕop• )i := (ϕ−i)

op : (Mop
• )i → (Nop

• )i pour tout i ∈ Z.
(v) Soient A et B deux catégories abéliennes, F : A → B un foncteur additif, et

(M•, d•) un complexe de A ; alors le système

F (M•) := (FMi, Fdi | i ∈ Z)
est un complexe de B, car Fdi−1 ◦Fdi = F (di−1 ◦di) = F (0MiMi−2

) = 0FMi,FMi−2
pour

tout i ∈ Z. En outre, si f• :M• → N• est un morphisme de C(A ), le système

F (f•) := (Ffi | i ∈ Z)
est un morphisme de complexes F (M•) → F (N•). Evidemment, pour tout morphisme
de complexes g• : N• → Q• on a F (g• ◦ f•) = F (g•) ◦F (f•), ainsi que F (1M•) = 1F (M•)

pour tout complexe M•. Donc, F induit un foncteur additif

C(F ) : C(A )→ C(B) M• 7→ F (M•).

Exercice 2.98. (i) Soit A une catégorie abélienne. Montrer que le foncteur d’inclusion
i : C(A )→ Fun(C op

Z ,A ) admet des adjoints à droite et à gauche.
(ii) Montrer que la catégorie C(A ) est abélienne, et que si A est J-complète (resp.

J-cocomplète) pour une catégorie J , il en est de même pour C(A ). En outre, le foncteur i
commute avec les limites et colimites représentables ; i.e. les limites et colimites de C(A )
se calculent terme à terme.

Remarque 2.99. (i) Une suite d’objets et morphismes de la catégorie abélienne A

Σ• : 0→M ′
f−→M

g−→M ′′ → 0

est une suite exacte courte ⇔ f est un monomorphisme, g est un épimorphisme, et
Im(f) = Ker(g), auquel cas g induit un isomorphisme Coker(f)

∼→M ′′.
(ii) Soient h : X → Y un morphisme de A , et Y ′ un sous-objet de Y ; afin de vérifier

que Im(h) ⊂ Y ′, il suffit d’exhiber un épimorphisme q : X ′ → X avec Im(h ◦ q) ⊂ Y ′, car
alors la composition X ′ → Y/Y ′ de h ◦ q avec l’épimorphisme universel p : Y → Y/Y ′

sera le morphisme nul, donc de même pour p◦h, car q est un épimorphisme, d’où Im(h) ⊂
Ker(p) = Y ′ (remarque 2.93(ii)). Cette simple observation est la clef pour formaliser et
reproduire dans le cadre plus abstrait des catégories abéliennes, les chasses au diagramme
dont l’usage est familier lorsqu’on raisonne sur des modules et des applications linéaires.

(iii) On dit que la suite exacte courte Σ• de (i) est scindée, si g est un épimorphisme
scindé (exercice 1.119(i)). Dans ce cas, soit s un inverse à droite pour g ; avec les projec-

tions canoniques M ′ p′←−M ′ ⊕M ′′ p
′′

−→M ′′, on a l’isomorphisme

ϕ := f ◦ p′ + s ◦ p′′ :M ′ ⊕M ′′ ∼→M.

En effet, soit h : X → M ′ ⊕M ′′ un morphisme de A avec ϕ ◦ h = 0XM ; ainsi 0XM ′′ =
g ◦ ϕ ◦ h = p′′ ◦ h, et par suite 0XM = f ◦ p′ ◦ h, d’où p′ ◦ h = 0XM ′ , car f est un
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monomorphisme. Cela montre que h = 0X,M ′⊕M ′′ , et donc Kerϕ = 0A . Ensuite, soit
k ∈ A (M,Y ) avec k ◦ ϕ = 0M ′⊕M ′′,Y ; alors 0M ′Y = k ◦ ϕ ◦ e′ = k ◦ f , où

M ′
e′−→M ′ ⊕M ′′ e′′←−M ′′

sont les injections canoniques. Par suite, k est la composition de g avec un morphisme
k :M ′′ → Y de A (remarque 2.93(ii)) ; il vient

0M ′⊕M ′′,Y = k ◦ g ◦ ϕ = k ◦ p′′

d’où k = 0M ′′Y , car p′′ est un épimorphisme, et finalement k = 0MY . Cela achève de
vérifier que Cokerϕ = 0A , et l’assertion découle alors du lemme 2.75(iv.c).

Donc, Σ• est scindée si et seulement s’il existe un isomorphisme de suites exactes :

Σ′•

ϕ•
��

0 // M ′
e′ // M ′ ⊕M ′′

p′′ //

ϕ
��

M ′′ // 0

Σ• 0 // M ′
f // M

g // M ′′ // 0

(i.e. un isomorphisme ϕ• : Σ′•
∼→ Σ• de C(A ) avec ϕ0 = 1M ′ , ϕ1 = ϕ et ϕ2 = 1M ′′).

(iv) Tout morphisme ϕ : M → N de A donne lieu à un diagramme commutatif
constitué de deux suites exactes courtes entrelacées

0

""

0

Kerϕ

i ##

Cokerϕ

::

M
ϕ //

π ##

N
π′

::

Imϕ
i′

<<

""
0

;;

0

où i et i′ sont les deux injections canoniques et π, π′ les projections canoniques.

2.5.1. Homologie d’un complexe. Soit (M•, d•) un complexe de A ; on définit :
— Zi(M•) := Ker (di :Mi →Mi−1), le sous-objet des cycles en degré i
— Bi(M•) := Im (di+1 :Mi+1 →Mi), le sous-objet des bords en degré i

pour tout i ∈ Z. Evidemment la différentielle di est la composition de morphismes :

Mi+1
πi−→ Bi(M•)

δi−→ Zi(M•)
ιi−→Mi ∀i ∈ Z

où πi est un épimorphisme, et δi et ιi sont des monomorphismes. L’homologie de M• en
degré i est le quotient

Hi(M•) := Zi(M•)/Bi(M) = Coker(δi).

Evidemment M• est exact en degré i si et seulement si Hi(M•) = 0. De plus, tout
morphisme de complexes ϕ• :M• → N• induit des morphismes

Zi(M•)
Zi(ϕ•)−−−−→ Zi(N•) Bi(M•)

Bi(ϕ•)−−−−→ Bi(N•) Hi(M•)
Hi(ϕ•)−−−−→ Hi(N•)

(voir la remarque 2.69(i,ii)) et on a ainsi, pour chaque i ∈ Z, trois foncteurs

Zi, Bi, Hi : C(A )→ A .

Exercice 2.100. Soit A un anneau associatif unitaire. Montrer que pour tout i ∈ Z les
foncteurs Zi et Hi sur A := A−Mod commutent avec les colimites filtrantes.
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Exercice 2.101. (i) (Auto-dualité de l’homologie) Pour tout catégorie abélienne A ,
exhiber un isomorphisme naturel de foncteurs :

C(A op)
H−i

**
C(A )op

(−)op ..

66

Hop
i

�� ωi
A op

∀i ∈ Z

où (−)op dénote l’isomorphisme de catégories de la remarque 2.97(iv).
(ii) Donc, M• ∈ Ob(C(A )) est exact en degré i ⇔ Mop

• est exact en degré −i. En
particulier, M• est acyclique si et seulement s’il en est de même pour Mop

• .

Proposition 2.102. Soient A et B deux catégories abéliennes, F : A → B un foncteur
additif, et M• un complexe de A .

(i) F est exact à droite (resp. à gauche) ⇔ F transforme toute suite exacte

Σ := (M ′
f−→M

g−→M ′′ → 0) (resp. Σ′ := (0→M ′
f−→M

g−→M ′′))

de A en une suite exacte de B :

FM ′
Ff−−→ FM

Fg−−→ FM ′′ → 0 (resp. 0→ FM ′
Ff−−→ FM

Fg−−→ FM ′′)).

(ii) F est exact ⇔ F transforme toute suite exacte courte de A en une suite exacte
courte de B.
(iii) Si F est exact, pour tout i ∈ Z il existe un isomorphisme de foncteurs :

F ◦Hi
∼→ Hi ◦ C(F ) : C(A )→ B.

En particulier, si M• est exact en degré i, il en est de même pour F (M•).

Démonstration. (i) : Si F est exact à droite, l’exemple 2.37(v) montre que F transforme Σ
en une suite exacte FΣ. Réciproquement, par le problème 2.76(i) on sait que F commute
avec les biproduits ; en vertu de l’exercice 2.42, pour vérifier que F est exact à droite il
suffit alors de montrer qu’il commute avec les coégaliseurs. Soient donc f1, f2 :M ′ →M
deux morphismes de A ; on pose f := f1 − f2, M ′′ := Coker f , et on dénote par g :
M →M ′′ l’épimorphisme universel, de sorte que la suite Σ qui en résulte est bien exacte,
et (M ′′, g) représente le coégaliseur de f1 et f2 (cf. l’exemple 2.37(iii)). Par hypothèse,
la suite FΣ est exacte, donc FM ′′ s’identifie au conoyau de Ff , et Fg s’identifie à
l’épimorphisme universel FM → Coker(Ff) ; mais on a Ff = Ff1 − Ff2 car F est
additif, donc le conoyau de Ff représente le coégaliseur de Ff1 et Ff2, comme souhaité.
Ensuite, noter que F est exact à gauche⇔ F op est exact à droite, et Σ′ est une suite exacte
de A ⇔ Σ′op est une suite exacte de A op (exercice 2.101(ii)), donc la caractérisation de
l’exactitude à gauche se déduit du cas précédent, par dualité.

(ii) : D’après (i), la condition est nécessaire, donc on peut supposer que F transforme
toute suite exacte courte en une suite exacte courte. Or, soit ϕ :M → N un morphisme de
A ; il vient un diagramme de suites exactes courtes entrelacées comme dans la remarque
2.99(iii), et par hypothèse, le diagramme induit :

0

%%

0

F (Kerϕ)

Fi &&

F (Cokerϕ)

88

FM
Fϕ //

Fπ &&

FN
Fπ′

77

F (Imϕ)
Fi′

99

%%
0

88

0
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consiste encore en deux suites exactes courtes. Autrement dit,

(F (Kerϕ), F i) et (F (Cokerϕ), Fπ′)

représentent respectivement Ker(Fπ) et Coker(Fi′). Mais on voit aussi que Fi′ est un
monomorphisme, donc KerFπ = Ker (Fi′ ◦ Fπ) = KerFϕ, et de même CokerFi′ =
Coker (Fi′ ◦Fπ) = CokerFϕ, car Fπ est un épimorphisme. De plus, F (Imϕ) est l’image
de Fπ, et cette dernière est identifiée par Fi′ avec Im(Fϕ). On conclut que la suite de
B :

0→ F (Kerϕ)
Fi−→ FM

Fϕ−−→ FN
Fπ′−−→ F (Cokerϕ)→ 0

est exacte, et on a un isomorphisme naturel F (Imϕ)
∼→ Im(Fϕ) dans B.

Maintenant, pour Σ comme en (i), on peut faire ϕ := f , et on déduit que FΣ est
exacte ; de même, pour une suite Σ′ on peut prendre ϕ := g, et en déduire l’exactitude
de FΣ′. Compte tenu de (i), il s’ensuit que F est exact.

(iii) : La preuve de (ii) nous fournit déjà des isomorphismes de foncteurs

(∗) F ◦Bi
∼→ Bi ◦ C(F ) F ◦ Zi

∼→ Zi ◦ C(F ) ∀i ∈ Z.

Or, soit (M•, d•) un complexe de A et Bi(M•)
ji−→ Zi(M•)

ki−→ Mi les monomorphismes
naturels, pour tout i ∈ Z ; il vient un diagramme commutatif :

F (Bi(M•))

Fji
��

((
FMi+1

Fπioo π′i //

Fdi+1

��

Bi(FM•)

j′i
��

F (Zi(M•))
Fki //

66
FMi Zi(FM•)

k′ioo

où j′i et k′i sont les monomorphismes naturels, πi : Mi+1 → Bi(M•) et π′i : FMi+1 →
Bi(FM•) les épimorphismes naturels, et dont les flèches en haut et en bas sont les iso-
morphismes naturels (∗). On en déduit un isomorphisme naturel de B

CokerFji
∼→ Coker j′i = Hi(FM•) ∀i ∈ Z.

Mais la preuve de (ii) fournit aussi un isomorphisme naturel

F (HiM•) = F (Coker ji)
∼→ CokerFji

d’où l’assertion. □

Proposition 2.103. (i) Une suite Σ := (M ′
f−→ M

g−→ M ′′ → 0) de morphismes de A
est exacte ⇔ Σ induit une suite exacte de groupes abéliens

Σ∗N : 0→ A (M ′′, N)
g∗−→ A (M,N)

f∗−→ A (M ′, N) ∀N ∈ Ob(A ).

(ii) Dualement, une suite ∆ := (0 → M ′
f−→ M

g−→ M ′′) de morphismes de A est
exacte ⇔ ∆ induit une suite exacte de groupes abéliens :

∆N
∗ : 0→ A (N,M ′)

f∗−→ A (N,M)
g∗−→ A (N,M ′′) ∀N ∈ Ob(A ).

Démonstration. (Ici g∗(h) := h ◦ g pour tout h ∈ A (M ′′, N), et g∗(k) := g ◦ k pour tout
k ∈ A (N,M) et de même pour f∗ et f∗ : cf. la remarque 1.14(iii)).

(i) : Si Σ est exacte dans A , la suite

Σop := (0→M ′′op
gop−−→Mop fop

−−→M ′op)

est exacte dans la catégorie abélienne A op (exercice 2.101(ii) et remarque 2.81(ii)) ;
d’autre part, pour tout N ∈ Ob(A ) le foncteur h†Nop : A op → Z − Mod est exact à
gauche (remarque 2.83), donc la suite Σ∗N est exacte (proposition 2.102(i)).
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Réciproquement, soit Σ∗N exacte pour tout N ∈ Ob(A ) ; avec N := M ′′, il vient
0M ′M ′′ = f∗ ◦ g∗(1M ′′) = g ◦ f , d’où Im(f) ⊂ Ker(g), et il reste à vérifier que Ker(g) ⊂
Im(f) (rappelons que l’inclusion est une relation d’ordre sur l’ensemble des sous-objets
de N : voir la remarque 2.9). Pour cela, on prend N := Coker(f), et soit π : M → N la
projection canonique. On a f∗(π) = 0, donc il existe π :M ′′ → N avec π◦g = g∗(π) = π,
d’où Ker(g) ⊂ Ker(π) = Im(f) (remarque 2.93(ii)).

(ii) : D’après l’exercice 2.101(ii), ∆ est une suite exacte de A ⇔ ∆op est une suite
exacte de A op ; mais (∆op)∗N = ∆N

∗ , donc l’assertion découle de (i). □

Exercice 2.104. (Lemme des cinq) Soient M• et N• deux complexes exacts de A de
longueur 5, et ϕ• :M• → N• un morphisme de complexes :

M5

dM,5 //

ϕ5
��

M4

dM,4 //

ϕ4
��

M3

dM,3 //

ϕ3
��

M2

dM,2 //

ϕ2
��

M1

ϕ1
��

N5

dN,5 // N4

dN,4 // N3

dN,3 // N2

dN,2 // N1.

Montrer que si ϕ1, ϕ2, ϕ4, ϕ5 sont des isomorphismes, il en est de même pour ϕ3.

Exercice 2.105. Soient Σ• := (0 → N
f−→ X

g−→ M → 0) une suite exacte courte de
A , et ϕ : M ′ → M , ψ : N → N ′′ deux morphismes de A . Considérons le diagramme
commutatif :

(□)

ϕ∗Σ•

��

0 // N
f ′ // X ′

g′ //

π′

��

M ′

ϕ
��

// 0

Σ•

��

0 // N
f //

ψ
��

X
g //

π′′

��

M // 0

ψ∗Σ• 0 // N ′′
f ′′ // X ′′

g′′ // M // 0

dont le carré en haut à droite est cartésien, et le carré en bas à gauche est cocartésien.
La flèche f ′ est l’unique morphisme de A tel que π′ ◦ f ′ = f et g′ ◦ f ′ = 0NM ′ ; la flèche
g′′ est l’unique morphisme de A tel que g′′ ◦ π′′ = g et g′′ ◦ f ′′ = 0N ′′M .

(i) Montrer que les suites horizontales ϕ∗Σ• et ψ∗Σ• sont exactes courtes.
(ii) Exhiber un isomorphisme de suites exactes courtes

s• : ψ∗(ϕ
∗Σ)

∼→ ϕ∗(ψ∗Σ) tel que s0 = 1N ′′ et s2 = 1M ′ .

(iii) Soient ϕ′ : M ′′ → M ′ et ψ′ : N ′′ → N ′ deux autres morphismes de A . Exhiber
des isomorphismes de suites exactes courtes

t• : (ϕ ◦ ϕ′)∗Σ
∼→ ϕ′∗(ϕ∗Σ) u• : (ψ

′ ◦ ψ)∗Σ
∼→ ψ′∗(ψ∗Σ)

avec t0 = 1N , t2 = 1M ′′ , u0 = 1N ′ , u2 = 1M (voir aussi le problème 7.72).

Proposition 2.106. (Lemme du serpent) Soit un diagramme commutatif de A

Σ :

M3
d3 //

ϕ3 ��

M2
d2 //

ϕ2��

M1

ϕ1��

// 0

0 // M ′3
d′3 // M ′2

d′2 // M ′1

dont les deux lignes horizontales sont exactes. Alors, il existe un unique morphisme

∂ : Kerϕ1 → Cokerϕ3
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appelé morphisme de bord, faisant commuter le diagramme :

∂(Σ) :

Ker(ϕ1)×M1
M2

p //

p′

��

M2
ϕ2 // M ′2

i // Coker(ϕ3) ⊔M ′3 M
′
2

Ker(ϕ1)
∂ // Coker(ϕ3).

i′
OO

En outre, la suite du serpent suivante est exacte :

S(Σ) : Kerϕ3 → Kerϕ2 → Kerϕ1
∂−→ Cokerϕ3 → Cokerϕ2 → Cokerϕ1.

Démonstration. Dans ∂(Σ), on a noté p, p′ les projections canoniques et i, i′ les injections
canoniques. Pour i = 1, 2, 3, soient ιi : Ker(ϕi) → Mi le monomorphisme universel, et
πi : M

′
i → Coker(ϕi) l’épimorphisme universel ; ainsi, d2 ◦ p = ι1 ◦ p′, d’où d′2 ◦ ϕ2 ◦ p =

ϕ1 ◦ ι1 ◦ p′, et d’autre part ϕ1 ◦ ι1 est le morphisme nul, donc ϕ2 ◦ p est la composition de
d′3 avec un morphisme ∂′ : Ker(ϕ1)×M1

M2 →M ′3. Ainsi, i◦ϕ2◦p = i◦d′3◦∂′ = i′◦π3◦∂′.
Par l’exercice 2.105(i), on a une suite exacte

0→ Ker(d2)
j−→ Ker(ϕ1)×M1

M2
p′−→ Ker(ϕ1)→ 0

où j désigne l’unique morphisme de A tel que p′ ◦ j soit le morphisme nul, et avec
p ◦ j = ι2 ; en outre, d3 = ι2 ◦ k pour un unique épimorphisme k : M3 → Ker(d2), car la
ligne horizontale en haut de Σ est exacte. Il vient :

i′ ◦ π3 ◦ ∂′ ◦ j ◦ k = i ◦ ϕ2 ◦ p ◦ j ◦ k = i ◦ ϕ2 ◦ ι2 ◦ k = i ◦ ϕ2 ◦ d3 = i ◦ d′3 ◦ ϕ3 = i′ ◦ π3 ◦ ϕ3
et comme π3 ◦ ϕ3 est le morphisme nul, il en est alors de même pour π3 ◦ ∂′ ◦ j, car k est
un épimorphisme et i′ est un monomorphisme. Par suite, il existe un unique morphisme
∂ : Ker(ϕ1) → Coker(ϕ3) tel que p′ ◦ ∂ = π3 ◦ ∂′ ; évidemment, ∂ est alors l’unique
morphisme de A qui fait commuter ∂(Σ).
• Observons ensuite que le diagramme Σop de A op est encore à lignes horizontales

exactes (exercice 2.101(ii)), et au vu de la remarque 2.69(iii), la construction du dia-
gramme associé ∂(Σ) est auto-duale, i.e. on a une identification naturelle :

∂(Σop) = ∂(Σ)op.

• Montrons ensuite l’exactitude du segment Kerϕ3 → Kerϕ2 → Kerϕ1 : pour cette
assertion, l’application de bord ne joue aucun rôle. Supposons d’abord que la ligne en
haut soit en fait exacte courte, i.e. d3 est aussi un monomorphisme. Or, la donnée Xi :=
(Mi,M

′
i , ϕi) pour i = 1, 2, 3 est un objet de Morph(C ), et les couples (di, d′i) pour i = 2, 3

sont des morphismes δi : Xi → Xi−1. Nos hypothèses reviennent à dire que X3 est le
noyau de δ2, et que δ3 est le monomorphisme canonique ιδ2 . Dans cette situation, la suite
des noyaux est :

0→ KerX3
Ker δ3−−−−→ KerX2

Ker δ2−−−−→ KerX1

et elle est exacte, car Ker commute avec les limites (donc avec les noyaux). Pour le cas
général, soit (K,M ′3, ϕ′3) := Ker δ2 ; donc K est le noyau de d2, et δ3 se factorise à travers
un épimorphisme δ3 := (d3,1M ′3) : X3 → (K,M ′3, ϕ

′
3). Par ce qui précède, on a une suite

exacte Kerϕ′3 = Ker(K,M ′3, ϕ
′
3) → Kerϕ2 → Kerϕ1, et d’autre part on voit aisément

que le diagramme commutatif induit :

Ker(ϕ3) //

��

Ker(ϕ′3)

��
M3

d3 // K

est cartésien (cf. la solution de l’exercice 2.105(i)). Par suite, Ker δ3 : Kerϕ3 → Kerϕ′3
est un épimorphisme (exercice 2.95(i)), d’où l’assertion.
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• Le raisonnement précédent montre en même temps que aussi la suite S(Σ) est
auto-duale, i.e. on a une identification naturelle :

S(Σop) = S(Σ)op.

Par suite, l’exactitude du segment des conoyaux se déduit comme d’habitude par dualité,
compte tenu de l’exercice 2.101(ii).

• Vérifions ensuite que la composition Ker(ϕ2)
Ker(δ2)−−−−→ Ker(ϕ1)

∂−→ Coker(ϕ3) est le
morphisme nul. Pour cela, soit l : Ker(ϕ2)→ Ker(ϕ1)×M1

M2 l’unique morphisme tel que
p◦l = ι2 et p′◦l = Ker(δ2). Alors i′◦∂◦Ker(δ2) = i′◦∂◦p′◦l = i◦ϕ2◦p◦l est le morphisme
nul, d’où l’assertion, car i′ est un monomorphisme. Compte tenu de l’auto-dualité de
la suite S(Σ), il s’ensuit aussitôt que la composition Ker(ϕ1)

∂−→ Coker(ϕ3)
Coker(δ3)−−−−−−→

Coker(δ2) est, de même, le morphisme nul.
• En dernier lieu, vérifions que Ker(∂) ⊂ Im(Ker δ2). Soit donc f ∈ A (X,Ker(ϕ1))

tel que ∂ ◦ f soit le morphisme nul ; on doit vérifier que Im(f) ⊂ Im(Ker δ2), et on va
appliquer la remarque 2.99(ii). Pour cela, considérons le diagramme cartésien :

Y
q //

q′

��

X

f
��

Ker(ϕ1)×M1
M2

p′ // Ker(ϕ1)

et rappelons que q est un épimorphisme (car il en est de même pour p′), et son noyau
s’identifie naturellement avec Ker(p′) = Ker(d2) (exercice 2.105(i)). Alors i′ ◦ ∂ ◦ f ◦ q =
i′ ◦ ∂ ◦ p′ ◦ q′ = i ◦ ϕ2 ◦ p ◦ q′ = i′ ◦ π3 ◦ ∂′ ◦ q′ est le morphisme nul, donc de même
pour π3 ◦∂′ ◦ q′, car i′ est un monomorphisme. Cela montre que ∂′ ◦ q′ est la composition
d’un morphisme t : Y → Im(ϕ3) avec le monomorphisme universel s : Im(ϕ3) → M ′3.
Considérons alors le diagramme cartésien :

Z
r //

r′

��

Y

t
��

M3
t′ // Im(ϕ3)

où t′ est l’épimorphisme universel, de sorte que ϕ3 = s ◦ t′, et r est un épimorphisme
(exercice 2.95(i)). Posons g := p ◦ q′ ◦ r − d3 ◦ r′ : Z →M2. Noter que :

ϕ2 ◦ d3 ◦ r′ = d′3 ◦ ϕ3 ◦ r′ = d′3 ◦ s ◦ t ◦ r = d′3 ◦ ∂′ ◦ q′ ◦ r

d’où ϕ2 ◦ g = (ϕ2 ◦ p − d′3 ◦ ∂′) ◦ q′ ◦ r. Mais par construction, ϕ2 ◦ p = d′3 ◦ ∂′, donc
ϕ2 ◦ g est le morphisme nul, et il existe alors un unique morphisme h : Z → Ker(ϕ2) avec
g = ι2 ◦ h. Noter en outre que q ◦ r est un épimorphisme ; d’après la remarque 2.99(ii),
on est ainsi ramené à vérifier que f ◦ q ◦ r = Ker(δ2) ◦ h. On calcule :

ι1 ◦ Ker(δ2) ◦ h = d2 ◦ ι2 ◦ h = d2 ◦ g = d2 ◦ p ◦ q′ ◦ r = ι1 ◦ p′ ◦ q′ ◦ r = ι1 ◦ f ◦ q ◦ r

d’où l’assertion, car ι1 est un monomorphisme.
• Compte tenu de l’exercice 2.101(ii) et de l’auto-dualité de S(Σ), on déduit aussitôt

que Ker(Coker δ3) = Im(∂), et cela achève la preuve. □

Exercice 2.107. Soient A g−→ B
f−→ C deux morphismes de A . Montrer qu’il existe une

suite exacte naturelle :

0→ Ker g → Ker f ◦ g → Ker f → Coker g → Coker f ◦ g → Coker f → 0.

Problème 2.108. Soient A une catégorie abélienne, et B une sous-catégorie pleine et
non vide de A . On dit que B est une sous-catégorie de Serre (ou une sous-catégorie
épaisse) si elle satisfait la condition suivante. Pour toute suite exacte 0 → A′ → A →
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A′′ → 0 de A on a A ∈ Ob(B) ⇔ A′, A′′ ∈ Ob(B). On dit qu’un morphisme f de A est
un B-isomorphisme si Ker(f),Coker(f) ∈ Ob(B).

(i) Soient B une sous-catégorie de Serre de A , et f : A→ A′, g : A′ → A′′ deux mor-
phismes de A . Montrer que si deux éléments de {f, g, g ◦ f} sont des B-isomorphismes,
il en est de même pour le troisième.

(ii) Soient B comme dans (i), et f : B → A, g : A′ → A deux morphismes ; montrer
que si g est un B-isomorphisme, il en est de même pour B ×A g : B ×A A′ → B.
(iii) Soit B comme dans (i), et supposons que Sub(A) soit un ensemble, pour tout
A ∈ Ob(A ) (remarque 2.9(ii)). Exhiber une catégorie A /B et un foncteur π : A →
A /B caractérisés à isomorphisme unique près de catégories par la propriété suivante.
Pour toute catégorie C , les foncteurs F : A → C qui se factorisent via π et un foncteur
G : A /B → C sont ceux qui transforment B-isomorphismes de A en isomorphismes de
C , et la factorisation F = G ◦ π est alors unique.
(iv) Soient B et A comme dans (iii). Montrer que Bop est une sous-catégorie épaisse

de A op, et qu’il existe un unique isomorphisme de catégories (A /B)op
∼→ A op/Bop

identifiant πop avec le foncteur correspondant π′ : A op → A op/Bop.
(v) En outre, montrer que A /B est une catégorie abélienne, et π est un foncteur

exact. On appelle A /B le quotient de A par la sous-catégorie de Serre B.

Exercice 2.109. (Suites exactes courtes et limites inverses) Soient A un anneau asso-
ciatif unitaire, et Nop l’ensemble N, muni de la relation d’ordre qui est l’opposé de l’ordre
usuel (voir la remarque 1.31(ii)) ; on appelle système projectif de A-modules tout système
de A-modules indexé par Nop (voir l’exemple 2.23(i)).

(i) Soit (M•, f••) un système projectif de A-modules. Montrer que la donnée de f••
équivaut à celle de la famille d’applications A-linéaires

(gn := fn+1,n :Mn+1 →Mn |n ∈ N).

(ii) Pour (Mn, gn |n ∈ N) comme dans (i), soient M∞ :=
∏
n∈NMn, et t :M∞ →M∞

l’endomorphisme A-linéaire tel que (xn |n ∈ N) 7→ (xn−gn(xn+1) |n ∈ N). Montrer qu’il
existe un isomorphisme naturel de A-modules

Ker(t)
∼→ lim

←−
n∈Nop

Mn.

(iii) Soit maintenant une suite exacte courte de systèmes projectifs :

0→ (M ′n, g
′
n |n ∈ N)

i•−→ (Mn, gn |n ∈ N)
p•−→ (M ′′n , g

′′
n |n ∈ N)→ 0

i.e. deux morphismes de systèmes projectifs (voir l’exemple 2.23(i)), tels que

0→M ′n
in−→Mn

pn−→M ′′n → 0

soit une suite exacte courte pour tout n ∈ N. Montrer que la suite induite

(∗) 0→ lim
←−

n∈Nop

M ′n
i−→ lim

←−
n∈Nop

Mn
p−→ lim

←−
n∈Nop

M ′′n

est exacte (ici, i et p sont les limites inverses de i• et p• : voir la remarque 2.29(iii)).
(iv) Dans la situation de (iii), montrer que si chaque homomorphisme de transition g′n

est surjectif, alors la suite (∗) est exacte courte, i.e. que p est surjectif.

Exercice 2.110. Soit 0→M ′
f−→M

g−→M ′′ → 0 une suite exacte courte de A-modules.
Montrer les implications suivantes (voir aussi l’exercice 3.17) :
(i) M ′ et M ′′ sont de type fini ⇒ M est de type fini.
(ii) M ′ et M ′′ sont de présentation finie ⇒ M est de présentation finie.
(iii) M est de présentation finie et M ′ de type fini ⇒ M ′′ est de présentation finie.
(iv) M est de type fini et M ′′ de présentation finie ⇒ M ′ est de type fini.
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2.5.2. La suite exacte longue d’homologie. On considère maintenant une suite exacte
courte de C(A ), i.e. une suite de morphismes de complexes de A :

(∗) 0→M ′•
ϕ•−→M•

ψ•−−→M ′′• → 0

tels que Imϕ• = Kerψ• et Kerϕ• = Cokerψ• = 0 (ici, on dénote par 0 le complexe
trivial dont les composantes en tout degré i ∈ Z sont l’objet zéro 0A ). Autrement dit, il
s’agit d’un système de diagrammes commutatifs de A :

0 // M ′i
ϕi //

d′i ��

Mi
ψi //

di
��

M ′′i
//

d′′i��

0

0 // M ′i−1
ϕi−1 // Mi−1

ψi−1 // M ′′i−1 // 0

dont les lignes horizontales sont des suites exactes courtes, pour tout i ∈ Z. On en déduit
des autres diagrammes commutatifs :

(∗∗)

M ′i/B
′
i

//

��

Mi/Bi //

��

M ′′i /B
′′
i

//

��

0

0 // Z ′i−1 // Zi−1 // Z ′′i−1

où Bi, B′i, B′′i sont les sous-objets des bords de M•,M ′•,M ′′• , et Zi−1, Z ′i−1, Z ′′i−1 sont les
sous-objets des cycles des ces mêmes complexes. Les flèches verticales des diagrammes
(∗∗) sont induites par d′i, di et d′′i . Par le lemme du serpent, les lignes horizontales des
diagrammes (∗∗) sont aussi exactes. Donc, le lemme du serpent s’applique aussi à ces
derniers, et on obtient pour tout i ∈ Z une suite exacte :

Hi(M
′
•)

Hi(ϕ•)−−−−→ Hi(M•)
Hi(ψ•)−−−−→ Hi(M

′′
• )

∂i−→ Hi−1(M
′
•)

Hi−1(ϕ•)−−−−−−→ Hi−1(M•).

Noter que ces suites “se collent” bout à bout, pour former un unique complexe exact,
appelé la suite exacte longue d’homologie associée à la suite exacte courte (∗).

Remarque 2.111. (i) Noter aussi que la suite exacte longue d’homologie est canonique,
au sens suivant. Considérons un diagramme commutatif de complexes :

(∗ ∗ ∗)
0 // M ′• //

β′• ��

M• //

β•
��

M ′′• //

β′′•��

0

0 // N ′• // N• // N ′′• // 0

dont les lignes horizontales sont des suites exacts courtes de complexes. On déduit un
diagramme commutatif de A , dont les lignes horizontales sont les suites exactes longues
d’homologie associées aux deux suites courtes de (∗ ∗ ∗) :

· · · // Hi(M•) //

Hi(β•)
��

Hi(M
′′
• )

∂ //

Hi(β
′′
• ) ��

Hi−1(M
′
•) //

Hi−1(β
′
•)��

· · ·

· · · // Hi(N•) // Hi(N
′′
• )

∂ // Hi−1(N
′
•) // · · ·

La vérification sera laissée en exercice : le point essentiel est la commutativité du segment
de ce diagramme qui contient les morphismes de bords ∂ : cela se voit par inspection de
la construction de ∂, fournie dans la preuve du lemme du serpent.

(ii) En outre, l’auto-dualité de l’homologie (exercice 2.101(i)) et de la suite du serpent
(voir la preuve de la proposition 2.106) entraînent aussitôt l’auto-dualité de la suite exacte
longue d’homologie ; à savoir, la suite exacte longue associée au dual de la suite exacte
courte de complexes (∗) s’identifie naturellement avec la duale de la suite exacte longue
d’homologie de (∗).
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2.6. Solutions aux exercices et problèmes.
Exercice 2.7, partie (i) : On a vu que F est représentable si et seulement s’il admet

un couple universel (X ′, f), et noter que f ∈ FX ′ ⊂ hX(X ′), donc f : X → X ′ est un
morphisme de C . D’autre part, un couple (X ′, f) est universel pour F si et seulement si,
pour tout Y ∈ Ob(C ) et tout g ∈ FY il existe un unique morphisme h : X ′ → Y de C
tel que Fh(f) = hX(h)(f) = g, i.e. tel que h◦f = g. L’unicité de h veut dire précisément
que f est un épimorphisme, d’où l’assertion.

Partie (ii) : L’assertion n’est rien d’autre que la traduction du lemme 2.4(i).
Partie (iii) : Evidemment un homomorphisme d’anneaux g : A → B se factorise à

travers π si et seulement si g(I) = 0, et la factorisation est unique, donc l’assertion est
une application immédiate de (i).

Partie (iv) : Munissons S de la topologie T S induite par l’inclusion i : S → T
(voir l’exemple 1.20(i)) ; alors i : (S,T S) → (T,T ) est continue, et on va montrer que
((S,T S), i) est un couple universel pour FS . En effet, si X est un espace topologique,
et g : X → T un élément de FS(X), l’application g est la composition de i avec une
unique application ensembliste g′ : X → S, et il reste à vérifier que g′ est continue pour
la topologie T S . Donc, soit U ∈ T S ; cela veut dire qu’il existe une partie ouverte U ′ de
T avec U = S ∩ U ′, et g′−1U = g′−1(S ∩ U ′) = g−1U est une partie ouverte de X, car g
est continue, CQFD.

Problème 2.10, partie (i) : Soit X ∈ Ob(C ) ; par hypothèse, on peut choisir X ′ ∈
Ob(C ′) avec un isomorphisme de foncteurs ωX : hX ◦ F

∼→ hX′ , et on pose GX :=
X ′. Ensuite, soit f : X → Y un morphisme de C ; évidemment il existe une unique
transformation naturelle η qui fait commuter le diagramme

hY ◦ F
ωY //

hf∗F
��

hGY
η
��

hX ◦ F
ωX // hGX .

Par l’exemple 2.2(i), il existe un morphisme unique f ′ : GX → GY tel que η = hf ′ , et on
pose Gf := f ′. Si f = 1X , la transformation naturelle η est l’automorphisme identique
de hGX , et donc G1X = 1GX . Il reste à montrer que Gg ◦ Gf = G(g ◦ f) pour tout
morphisme f : X → Y et g : Y → Z de C . Mais on a

hGf ◦ hGg = (ωX ◦ (hf ∗ F ) ◦ ωY −1) ◦ (ωY ◦ (hg ∗ F ) ◦ ωZ−1)
= ωX ◦ (hf ∗ F ) ◦ (hg ∗ F ) ◦ ωZ−1

= ωX ◦ ((hf ◦ hg) ∗ F ) ◦ ωZ−1 = ωX ◦ (hg◦f ∗ F ) ◦ ωZ−1 = hG(g◦f)

où la troisième égalité découle de la relation d’échange (exercice 1.129(iii)), et la qua-
trième découle de l’exemple 2.2(ii). D’où l’assertion, au vu de l’exemple 2.2(i,ii).

Partie (ii) : On a vu (exemple 2.5) que pour tout ensemble Λ, le foncteur (−)Λ =
hΛ◦F : A−Mod→ Ens est représentable par le A-module libre A(Λ), et plus précisément,
il existe un couple universel canonique (A(Λ), eΛ : Λ→ A(Λ)) pour ce foncteur. Avec (i),
on en déduit un foncteur

A(−) : Ens→ A−Mod Λ 7→ A(Λ)

et une adjonction canonique entre F et A(−) :

ωΛ : hΛ ◦ F
∼→ hA(Λ) telle que ωΛ

A(Λ)(eΛ) = 1A(Λ) ∀Λ ∈ Ob(Ens).

A savoir, ωΛ est l’inverse de l’isomorphisme η : hA(Λ)
∼→ (−)Λ de l’exemple 2.5, de

sorte que ωΛ
M (ϕ) = f ⇔ f ◦ eΛ = ϕ, pour tout A-module M , tout ϕ ∈ MΛ et toute

application A-linéaire f : A(Λ) → M . Explicitons l’application A-linéaire A(ϕ) : A(Λ) →
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A(Λ′) correspondante à chaque application d’ensembles ϕ : Λ→ Λ′. D’après (i), A(ϕ) est
l’unique homomorphisme de A-modules tel que

hA(ϕ) = ωΛ ◦ (hϕ ∗ F ) ◦ ωΛ′−1.

Par suite

A(ϕ) = hA(ϕ),A(Λ′)(1A(Λ′)) = ωΛ
A(Λ′) ◦ (hϕ ∗ F )A(Λ′) ◦ ωΛ′−1

A(Λ′) (1A(Λ′))

= ωΛ
A(Λ′) ◦ (hϕ ∗ F )A(Λ′)(eΛ′)

= ωΛ
A(Λ′)(eΛ′ ◦ ϕ).

Cela revient à dire que A(ϕ) est l’unique homomorphisme tel que A(ϕ) ◦ eΛ = eΛ′ ◦ ϕ,
i.e. A(ϕ)(eλ) = e′ϕ(λ) pour tout λ ∈ Λ (ici on a noté (eλ |λ ∈ Λ) et (e′λ′ |λ′ ∈ Λ′) les
bases canoniques de A(Λ) et respectivement A(Λ′)). Autrement dit, A(−) est le foncteur
considéré dans l’exemple 1.121(ii).

Partie (iii) : On a vu dans l’exemple 2.6 que pour tout ensemble Λ, le foncteur
[−]Λ = hΛ◦F ′ : A−Alg→ Ens est représentable par l’algèbre de polynômes A[XΛ] si A est
commutatif, et plus généralement, par C(A)[XΛ], où C(A) dénote le quotient commutatif
maximal de A. On a en outre exhibé un couple universel canonique (C(A)[XΛ], χΛ) pour
ce foncteur. Avec (i), on en déduit un foncteur

C(A)[−] : Ens→ A− Alg Λ 7→ C(A)[XΛ]

et une adjonction canonique entre F ′ et C(A)[−] :

ωΛ : hΛ ◦ F ′
∼→ hA[XΛ] telle que ωC(A)[XΛ](χΛ) = 1C(A)[XΛ] ∀Λ ∈ Ob(Ens).

Un calcul comme dans la preuve de (ii) permet d’expliciter l’homomorphisme de A-
algèbres C(A)[ϕ] : C(A)[XΛ]→ C(A)[XΛ′ ] correspondant à toute application ϕ : Λ→ Λ′.
On obtient que C(A)[ϕ] est l’unique homomorphisme tel queXλ 7→ Xϕ(λ) pour tout λ ∈ Λ
(détails laissés aux soins du lecteur).

Partie (iv) : Soient S un ensemble, C une catégorie, ϕ : S → Ob(C ) une application.
On obtient un foncteur bien défini Fϕ : CS → C de la catégorie discrète CS vers C ,
par Fϕ(x) := ϕ(x) et Fϕ(1x) := 1ϕ(x) pour tout x ∈ S. Réciproquement, tout foncteur
CS → C est évidemment de la forme Fϕ pour une unique telle application ϕ. De plus,
pour tout foncteur F : C → C ′ on a FOb(F )◦ϕ = F ◦Fϕ. Cela montre que le système
d’applications

Ens(S,Ob(C ))→ Cat(CS ,C ) ϕ 7→ Fϕ ∀C ∈ Ob(Cat)

définit un isomorphisme de foncteurs FS : hS ◦Ob
∼→ hCS . On déduit déjà que Ob admet

un adjoint à gauche
C : Ens→ Cat S 7→ CS .

Pour décrire C complètement, il reste à expliciter le foncteur C (f) : CS → CT associé à
toute application d’ensembles f : S → T . Mais (i) nous dit que C (f) est caractérisé par
l’identité

hC (f) = FS ◦ (hf ∗Ob) ◦FT −1.

D’où C (f) = hC (f),CT (1CT ) = FS
CT
◦ (hf ∗Ob)CT (1T ) = FS

CT
(f) = Cf , avec Cf : CS →

CT le foncteur associé à f comme dans l’exemple 1.121(iv).

Exercice 2.11, partie (i) : L’assertion suit par inspection directe.
Partie (ii) : Un isomorphisme ϑ : C (−, F ) ∼→ C ′(G,−) est la donnée d’un système de

bijections

ϑXX′ : C (X,FX ′)
∼→ C ′(GX,X ′) ∀X ∈ Ob(C ), ∀X ′ ∈ Ob(C ′)
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qui font commuter le diagramme

C (X,FX ′)
ϑX
X′ //

C (f,Fg)
��

C (GX,X ′)

C ′(Gf,g)
��

C (Y, FY ′)
ϑY
Y ′ // C ′(GY, Y ′)

pour tous morphismes f : Y → X de C et g : X ′ → Y ′ de C ′. On a déjà observé
(problème 2.10) qu’une telle donnée équivaut à celle d’une adjonction pour (G,F ).

Problème 2.13, partie (i) : Soit f : X → Y un morphisme de C . On calcule :

FG(f) ◦ ηX = FG(f) ◦ ωX −1GX (1GX) = ωX −1GY (Gf ◦ 1GX)

= ωX −1GY (1GY ◦Gf)

= ωY −1GY (1GY ) ◦ f = ηY ◦ f
d’où l’assertion pour η. Un calcul analogue montre l’assertion pour ε.

Partie (ii) : Par définition, on a des diagrammes commutatifs

X
ηX //

ωX−1

X′ (f) $$

FGX

Ff
��

GY
Gg //

ωY
Y ′ (g) %%

GFY ′

εY ′
��

FX ′ Y ′

pour tous morphismes f : GX → X ′ de C ′ et g : Y → FY ′ de C . Si l’on fait X := FX ′

et f := εX′ dans le premier diagramme, et Y ′ := GY , g := ηY dans le deuxième, on
obtient les identités triangulaires.

Partie (iii) : Compte tenu de (ii), on voit qu’il faut poser

ωYY ′(g) := εY ′ ◦Gg ∀Y ∈ Ob(Y ), ∀Y ′ ∈ Ob(C ′), ∀g ∈ C (Y, FY ′).

Il reste à montrer que cette définition donne effectivement une adjonction. Vérifions
d’abord que ωYY ′ : C (Y, FY ′) → C ′(GY, Y ′) est bijective. Pour cela, remarquons que (i)
fournit aussi une expression explicite pour l’application réciproque, i.e. on devrait avoir :
ωY −1Y ′ (f) = Ff ◦ ηY pour tout f : GY → Y ′ ; en effet, on calcule

F (ωYY ′(g)) ◦ ηY = F (εY ′ ◦Gg) ◦ ηY = (F ∗ ε)Y ′ ◦ FGg ◦ ηY
= (F ∗ ε)Y ′ ◦ ηFY ′ ◦ g
= (F ∗ ε)Y ′ ◦ (η ∗ F )Y ′ ◦ g = g

où la dernière égalité découle de la première identité triangulaire. Un calcul analogue
montre de même que ωYY ′(Ff ◦ ηY ) = f pour tout f : GY → Y ′, d’où l’assertion. Il
reste à vérifier que ωYY ′ est naturel en les variables Y et Y ′. Soient donc g : Y → FX ′,
f : X → Y et h : X ′ → Y ′ trois morphismes ; l’assertion découle du calcul :

ωYY ′(Fh ◦ g) ◦Gf = εY ′ ◦G(Fh ◦ g) ◦Gf = εY ′ ◦GFh ◦G(g ◦ f)
= h ◦ εX′ ◦G(g ◦ f)
= h ◦ ωXX′(g ◦ f).

Partie (iv) : Soit donc F : A − Mod → Ens le foncteur d’oubli ; on a vu que son
adjoint à gauche est le foncteur A(−) qui associe à tout ensemble Λ le A-module libre
A(Λ), et par inspection directe de l’adjonction canonique ω établie pour ce couple de
foncteurs on voit que l’unité Λ→ A(Λ) correspondante est l’application eΛ : λ 7→ eλ (où
(eλ |λ ∈ Λ) est, comme d’habitude, la base canonique de A(Λ)). Ensuite, soit M un A-
module ; par définition la coünité εM : A(M) →M est l’application A-linéaire ωM

A(M)(1M ).
Or, ωM : hM ◦ F

∼→ hA(M) est l’isomorphisme déduit du couple universel (A(M), eM ) ; si
l’on décode cette description, on trouve que εM est l’unique application A-linéaire telle
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que εM ◦ eM = 1M . Autrement dit, si (ex |x ∈ M) est la base canonique de A(M), on a
εM (ex) = x pour tout x ∈M .

Pour le foncteur d’oubli F ′ : A − Alg → Ens on raisonne de manière analogue : son
adjoint à gauche est le foncteur qui associe à tout ensemble Λ la A-algèbre C(A)[XΛ],
et on a exhibé une adjonction canonique pour ce couple de foncteurs ; son unité est
l’application notée χΛ : Λ→ C(A)[XΛ] dans l’exemple 2.6. La coünité se calcule comme
dans le cas précédent : pour toute A-algèbre B, il s’agit de l’homomorphisme de A-
algèbres εB : C(A)[XB ]→ B avec εB(Xb) = b pour tout b ∈ B.

En dernier lieu, l’adjoint à gauche du foncteur Ob : Cat→ Ens associe à tout ensemble
S la catégorie discrète CS , et on a encore une adjonction canonique pour ce couple de
foncteurs ; un calcul direct montre alors que l’unité ηS : S → Ob(CS) est l’application
identique IdS , et pour toute catégorie B, la coünité εB est l’unique foncteur COb(B) → B
dont l’application sous-jacente Ob(COb(B))→ Ob(B) est l’application identique IdOb(B).

Exercice 2.14, partie (i) : Pour tout (X,X ′) ∈ Ob(C op × C ′) on a la bijection

ψXX′ := ϑXX′ ◦ ωX−1X′ : hHX(X ′)
∼→ hGX(X ′)

et on voit aussitôt que pour X ∈ Ob(C ) fixé, l’association : X ′ 7→ ψXX′ pour tout X ′ ∈
Ob(C ′) définit un isomorphisme de foncteurs ψX : hHX

∼→ hGX . Par le lemme de Yoneda,
ce dernier est de la forme hϕX pour un isomorphisme unique ϕX : GX

∼→ HX. Il reste
à montrer que Hf ◦ ϕX = ϕY ◦ Gf pour tout morphisme f : X → Y de C . Pour
cela, grâce à l’exemple 2.2(ii), il suffit de vérifier que hϕX ◦ hHf = hGf ◦ hϕY , i.e. que
ψXX′ ◦ hHf,X′ = hGf,X′ ◦ ψYX′ pour tout X ′ ∈ Ob(C ′). Mais cela est clair, car

hGf = ϑX ◦ (hf ∗ F ) ◦ ϑY −1 hHf = ωX ◦ (hf ∗ F ) ◦ ωY −1.

Partie (ii) : L’identité pour εϑ et εω découle aussitôt des définitions. Ensuite, puisque
ηωX = ωX−1HX (1HX), il vient ϑXHX(ηωX) = ϕX , d’où ηωX = ϑX−1HX (ϕX) = F (ϕX) ◦ ηϑX , comme
souhaité.

Partie (iii) : L’assertion revient à dire que l’on a

(∗) (ωop)X
′

Y (Goph ◦ g ◦ f) = h ◦ (ωop)Y
′

X (g) ◦ F opf

pour tout morphisme g : Y ′ → GopX, f : X ′ → Y ′ de C ′op et h : X → Y de C op. Mais
(∗) est évidemment équivalente à l’identité correspondante pour ω.

Exercice 2.17, partie (i) : Soient ϑ, ϑ′ des adjonctions pour (G,F ), respectivement
(G′, F ′) ; pour tout X ∈ Ob(C ) et Y ′′ ∈ Ob(C ′′) soit τXY ′′ la composition

C (X,FF ′Y ′′)
ϑX
F ′Y ′′−−−−−→ C ′(GX,F ′Y ′′)

ϑ′GXY ′′−−−−→ C ′′(G′GX,Y ′′).

On vérifie aisément que le système (τXY ′′ |X ∈ Ob(C ), Y ′′ ∈ Ob(C ′′)) est une adjonction
pour (G′G,FF ′) : les détails seront laissés aux soins du lecteur.

Partie (ii) : Vérifions d’abord que la condition β ∗ F = η′ ∗ ε détermine β. En effet,
pour tout X ∈ Ob(C ) il vient un diagramme commutatif de C ′ :

GX
G(ηX) //

βX
��

GFGX

βFGX
��

HX
H(ηX) // HFGX

dont les flèches horizontales sont des isomorphismes, car G est plein et fidèle (proposition
2.16(iii)). Cela montre que β ∗ FG détermine β, d’où l’assertion. Plus précisément, le
raisonnement montre que β = (H ∗ η−1) ◦ (τ ∗G) ∗ (G ∗ η) si β ∗ F = τ . Montrons alors
que β := (H ∗ η−1) ◦ (η′ ∗G) vérifie l’identité souhaitée ; on calcule :

β ∗ F = (H ∗ η−1 ∗ F ) ◦ (η′ ∗GF ) = (HF ∗ ε) ◦ (η′ ∗GF ) = η′ ∗ ε
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par les identités triangulaires pour (η, η) (problème 2.13(ii)) et la relation d’échange
(1.129(iii)). Noter que β′ := (ε ∗H) ◦ (G ∗ ε′−1) est une autre définition possible pour la
transformation naturelle G→ H souhaitée ; mais un calcul analogue que l’on laissera au
lecteur montre que β′ ∗F = ε ∗ η′, et on voit que ε ∗ η′ = η′ ∗ ε par la relation d’échange,
donc β = β′. En dernier lieu, on a :

F ∗ β = (FH ∗ η−1) ◦ (F ∗ η′ ∗G) = (FH ∗ η−1) ◦ (ε′−1 ∗ FG) = ε′ −1 ∗ η−1 = (ε′ ∗ η)−1.

Exercice 2.21 : La solution de l’exercice 1.26(iv) montre que si T est séparé, alors ∆T

est une partie fermée de T ×T . Réciproquement, supposons que la diagonale soit fermée
dans T ×T , et soient x, y ∈ T deux points distincts ; ainsi, (x, y) /∈ ∆T , et par hypothèse
il existe un voisinage ouvert U de (x, y) avec U ∩∆T = ∅ ; mais U contient un produit
Ux×Uy, où Ux et Uy sont des voisinages de x et respectivement y. Il vient Ux ∩Uy = ∅,
et cela montre que T est séparé.

Problème 2.25, partie (i) : Evidemment, si F est principal, pi∗F est contenu dans
un ultrafiltre principal pour tout i ∈ I. Réciproquement, supposons que pour tout i ∈ I
il existe ti ∈ Ti tel que le filtre pi∗F soit contenu dans l’ultrafiltre principal des parties
fermées contenant ti ; on pose t := (ti | i ∈ I) ∈ T , et il suffit de montrer que t ∈ Z
pour tout Z ∈ F . Supposons par l’absurde que Z ∈ F et t /∈ Z ; alors il existe un
ouvert fondamental U de T tel que t ∈ U et U ∩ Z = ∅. Disons que U =

∏
j∈J Uj ×∏

i∈I\J Ti =
⋂
j∈J p

−1
j Uj pour une partie finie J ⊂ I et des parties ouvertes Uj ⊂ Tj

pour chaque j ∈ J . Il vient tj ∈ Uj pour tout j ∈ J . D’autre part, par hypothèse on a
aussi Z ⊂ Z ′ :=

⋃
j∈J p

−1
j (T \ Uj), d’où Z ′ ∈ F , et comme F est premier (proposition

1.137(ii)), il vient p−1j (T \ Uj) ∈ F pour quelque j ∈ J . Mais alors T \ Uj ∈ pj∗F et
tj /∈ T \ Uj , contradiction.

Partie (ii) : Par l’axiome du choix (voir la section 1.3), les projections canoniques
T → Ti sont surjectives ; compte tenu de l’exercice 1.26(ii.c), il s’ensuit que si T est
compact, chaque Ti est compact. Réciproquement, supposons que chaque Ti soit compact,
et soit F un ultrafiltre de T ; par le lemme 1.135 et la proposition 1.137(i), le filtre pi∗F
est contenu dans un ultrafiltre principal pour tout i ∈ I. Compte tenu de (i), il s’ensuit
que F est principal, et donc T est compact, encore grâce à la proposition 1.137(i).

Partie (iii.a) : Soit L ⊂ T :=
∏
i∈Ob(I) Ti la partie des suites cohérentes, définies

comme dans l’exemple 2.22(i) ; on munit L de la topologie induite par l’inclusion i : L→
T . Donc, la restriction vi : L → Ti de la projection canonique pi : T → Ti est une
application continue, et le système (vi | i ∈ Ob(I)) définit un cône de base T• et sommet
L. Soit ensuite (ηi : X → Ti | i ∈ Ob(I)) un autre cône de base T•, et f : X → T l’unique
application continue telle que pi ◦ f = ηi pour tout i ∈ Ob(I) ; d’après l’exemple 2.22(i)
on a f(X) ⊂ L, et l’exercice 2.7(iv) nous dit alors que f = i ◦ g pour une (unique)
application continue g : X → L, et évidemment vi ◦ g = ηi pour tout i ∈ Ob(I). Cela
achève de vérifier que v• est un cône universel.

Partie (iii.b) : Soit chaque Ti de type T0, et soient x•, y• ∈ L deux suites cohérentes
distinctes ; alors il existe i ∈ Ob(I) tel que xi ̸= yi, et on peut supposer qu’il existe
un voisinage ouvert U de xi dans Ti avec yi /∈ U . Alors v−1i U est un voisinage de x•
dans L qui ne contient pas y• ; cela montre que L est de type T0. De même, on vérifie
que si chaque Ti est séparé, alors L est séparé. En dernier lieu, pour tout ϕ ∈ I(i, j)
notons Zϕ ⊂ T la partie des suites x• telles que Tϕ ◦ pi(x•) = pj(x•) ; par construction,
L =

⋂
i,j∈Ob(I)

⋂
ϕ:i→j Zϕ. Or, si Tj est séparé, la partie Zϕ est fermée dans T , par l’exer-

cice 1.26(iv) ; au vu de (ii) et de l’exercice 1.26(ii.b), on conclut que si chaque Ti est séparé
et compact, L est une partie fermée de l’espace compact T , donc L est compact et séparé.

Exercice 2.31, partie (i) : Evidemment la relation ∼ est réflexive et symétrique. Soient
(x, λ) ∼ (x′, λ′) et (x′, λ′) ∼ (x′′, λ′′). On peut donc trouver µ, µ′ ∈ Ob(C ) et des
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morphismes λ f−→ µ
g←− λ′, λ′ g′−→ µ′

f ′←− λ′′ de C tels que Ff(x) = Fg(x′) et Fg′(x′) =

Ff ′(x′′). Comme C est filtrant, on peut ensuite trouver des morphismes µ h−→ ν
h′←− µ′,

et un morphisme k : ν → ν′ avec k ◦ h ◦ g = k ◦ h′ ◦ g′ ; quitte à remplacer ν, h, h′ par
ν′, k ◦ h, k ◦ g′, on peut ainsi supposer que h ◦ g = h′ ◦ g′. La transitivité de ∼ découle
alors des identités :

F (hf)(x) = Fh◦Ff(x) = Fh◦Fg(x′) = F (hg)(x′)

= F (h′g′)(x′) = Fh′◦Fg′(x′) = Fh′◦Ff ′(x′′) = F (h′f ′)(x′′).

Partie (ii) : Soient X un ensemble, (ψλ : Fλ→ X |λ ∈ Ob(C )) un co-cône de sommet
X et base F . Il existe une unique application ψ : S → X telle que ψ(x, λ) = ψλ(x) pour
tout (x, λ) ∈ S, et on doit vérifier que ψ se factorise à travers la projection S → C ; cela
revient à montrer que ψ(x, λ) = ψ(x′, λ′) pour tout (x, λ) ∼ (x′, λ′). Cette condition veut
dire qu’il existe des morphismes λ f−→ λ′′

g←− λ′ de C avec Ff(x) = Fg(x′) ; d’où :

ψ(x, λ) = ψλ(x) = ψλ′′ ◦ Ff(x) = ψλ′′ ◦ Fg(x′) = ψλ′(x
′) = ψ(x′, λ′).

Partie (iii) : On définit une structure de A-module sur L par :

a · [x, λ] := [ax, λ] [x, λ] + [x′, λ′] := [Mf(x) +Mg(x′), λ′′]

pour tous [x, λ], [x′, λ′] ∈ L et tout a ∈ A, où λ
f−→ λ′′

g←− λ′ sont deux morphismes
quelconques de C . Il faut évidemment vérifier que ces définitions sont indépendantes des
choix auxiliaires. Or, si [x, λ] = [y, µ], par définition il existe des morphismes λ h−→ ν

k←− µ
de C avec Mh(x) =Mk(y), d’où :

[ax, λ] = [Mh(ax), ν] = [aMh(x), ν] = [aMk(y), ν] = [Mk(ay), ν] = [ay, µ]

et cela achève de montrer que notre multiplication scalaire est bien définie. Ensuite, si

λ
f ′−→ λ′′′

g′←− λ′ sont deux autres morphismes de C , en raisonnant comme dans (i), on
trouve des morphismes de C :

λ′′′
h′−→ γ

f ′←− λ′′ tels que h ◦ f = h′ ◦ f ′

et quitte à remplacer h et h′ par leur composition avec un autre morphisme γ → γ′, on
peut aussi supposer que h ◦ g = h′ ◦ g′, d’où :

[Mf(x) +Mg(x′), λ′′] = [Mh(Mf(x) +Mg(x′)), γ]

= [M(hf)(x) +M(hg)(x′), γ]

= [M(h′f ′)(x) +M(h′g′)(x′), γ]

= [Mh′(Mf ′(x) +Mg′(x′)), γ] = [Mf ′(x) +Mg′(x′), λ′′′].

Donc notre loi d’addition est indépendante du choix de f et g. En dernier lieu, si [x, λ] =

[y, µ], on choisit ν, h et k comme ci-dessus, puis on trouve des morphismes λ′′ f
′

−→ δ
h′←− ν

de C tels que f ′ ◦ f = h′ ◦ h ; il vient :

[Mf(x)+Mg(x′), λ′′] = [Mf ′(Mf(x)+Mg(x′)), δ]

= [M(f ′f)(x)+M(f ′g)(x′), δ]

= [M(h′h)(x)+M(f ′g)(x′), δ] = [M(h′k)(y)+M(f ′g)(x′), δ]

et cela montre que l’addition est indépendante du représentant choisi pour [x, λ]. De
même on voit l’indépendance du choix du représentant pour [x′, λ′], et cela achève de
vérifier que notre loi d’addition est bien définie. On doit ensuite montrer que L, muni de
ces opérations, est un A-module ; vérifions l’associativité de l’addition, i.e. que ([x, λ] +
[x′, λ′]) + [x′′, λ′′] = [x, λ] + ([x′, λ′] + [x′′, λ′′]) pour tous [x, λ], [x′, λ′], [x′′, λ′′] ∈ L ;
mais par ce qui précède, on peut supposer que λ = λ′ = λ′′, et alors les deux côtés
de cette identité sont égaux à [x + x′ + x′′, λ], d’où l’assertion. De même on vérifie
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aussitôt tous les autres axiomes, et on voit aussi aisément que cette structure de A-
module est l’unique sur L telle que chaque uλ soit A-linéaire. Or, soient P un A-module
et (gλ : M(λ) → P |λ ∈ Ob(C )) un co-cône de base M ; on a une unique application
ensembliste g : L → P telle que gλ = g ◦ uλ pour tout λ ∈ Ob(C ), et cela revient aux
identités :

g([m,λ]) = gλ(m) ∀[m,λ] ∈ L.
Par suite g est A-linéaire, donc (uλ |λ ∈ Ob(C )) est bien un co-cône universel.

Partie (iv) : La partie (iii) nous a déjà fourni une structure de A-module sur C.
Ensuite, pour [b, λ], [b′, λ′] ∈ C, choisissons des morphismes λ f−→ µ

g←− λ′, et posons

[b, λ] · [b′, λ′] := [Bf(b) ·Bg(b′), µ].

On vérifie comme dans la preuve de (iii) que cette définition ne dépend pas des choix de
µ, f et g : les détails sont laissés aux soins du lecteur. On a donc une loi de multiplication
bien définie sur C. De plus, [1, λ] (pour tout λ ∈ Λ) est une unité pour cette multiplication.
Montrons par exemple l’associativité de cette loi : si [b, λ], [b′, λ′], [b′′, λ′′] ∈ C, on peut
supposer que λ = λ′ = λ′′ ; dans ce cas, on a

([b, λ] · [b′, λ]) · [b′′, λ] = [bb′, λ] · [b′′, λ] = [bb′b′′, λ] = [b, λ] · ([b′, λ] · [b′′, λ])

comme souhaité. Des arguments analogues montrent la commutativité de la multiplica-
tion, ainsi que la propriété distributive par rapport à l’addition du A-module C. Cela
achève la construction de la A-algèbre C. Ensuite, évidemment chaque uλ : B(λ) → C
est un homomorphisme de A-algèbres. Or, soit D une A-algèbre commutative, et k• :=
(kλ : B(λ) → D |λ ∈ Ob(C )) un co-cône de base B (donc, chaque kλ est un homo-
morphisme de A-algèbres) ; en particulier, k• est aussi un co-cône dans la catégorie des
A-modules, et donc (iii) nous fournit un morphisme unique k : C → D de A-modules
tel que kλ = k ◦ uλ pour tout λ ∈ Ob(C ). Cela revient à dire que k([b, λ]) = kλ(b) pour
tout [b, λ] ∈ C, et on déduit aisément que k est un homomorphisme de A-algèbres, CQFD.

Problème 2.32, partie (i) : supposons d’abord qu’il existe λ ∈ Λ avec Tλ = ∅ ; pour
tout espace topologique X ̸= ∅, on a alors Top(X,Tλ) = ∅, et en particulier, il n’existe
aucun cône de base (T•, f••) et sommet X. Cela implique aisément que la limite de
(T•, f••) est représentable par l’ensemble vide, i.e. L = ∅.

Réciproquement, soit Tλ ̸= ∅ pour tout λ ∈ Λ, et supposons par l’absurde que L = ∅.
On pose T :=

∏
λ∈Λ Tλ, et Zλµ := {x• ∈ T | fλµ(xλ) = xµ} pour tous λ, µ ∈ Λ avec λ ≤ µ,

de sorte que L =
⋂
λ<µ Zλµ ; on a vu (problème 2.25(ii)) que T est compact et chaque

Zλµ est une partie fermée de T (exercice 1.26(iv)). Par la propriété de l’intersection finie
il existe alors des couples (λ1, µ1), . . . , (λk, µk) d’éléments de Λ avec λi < µi pour tout
i = 1, . . . , k, tels que Zλ1µ1 ∩ · · · ∩ Zλkµk = ∅. Or, par l’axiome du choix on trouve
t• ∈ T ; comme Λ est cofiltrant, on trouve aussi λ ∈ Λ tel que λ ≤ λ1, . . . , λk. On
considère l’application

ϕ : Tλ → T x 7→ (ϕµ(x) |µ ∈ Λ) avec ϕµ(x) :=

{
fλµ(x) si λ ≤ µ
tµ sinon.

On voit aisément que ϕ(Tλ) ⊂ Zλiµi pour tout i = 1, . . . , k ; contradiction.
Partie (ii) : Remarquons d’abord que la question est bien posée : en effet, bien que

ϕ : L → L′ dépende des choix de L et L′, ainsi que des choix auxiliaires des cônes
universels (vλ : L → Tλ |λ ∈ Λ) et (v′λ : L′ → T ′λ |λ ∈ Λ), les propriétés catégoriques
de ϕ sont indépendantes de ces choix : voir la remarque 2.29(vi) (et rappelons aussi
que les surjections continues sont précisément les épimorphismes de la catégorie Top :
voir l’exercice 1.119(iv)). En particulier, on peut supposer que L ⊂

∏
λ∈Λ Tλ soit le

sous-espace des suites cohérentes, et ν• soit le cône universel fourni par la solution du
problème 2.25(iii), et de même pour L′ et ν′•. Or, soit t• ∈ L′ une suite cohérente, et
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pour tout λ ∈ Λ munissons Zλ := ϕ−1λ (tλ) de la topologie induite par l’inclusion dans
Tλ ; évidemment

ϕ−1(t•) = L ∩
∏
λ∈Λ Zλ = lim

←−
λ∈Λ

Zλ.

Or, Zλ est ̸= ∅ compact et séparé pour tout λ ∈ Λ, donc ϕ−1(t•) ̸= ∅, grâce à (i).

Exercice 2.34, partie (i) : D’abord, on voit comme dans la solution du problème 2.32(ii)
que la question est bien posée, i.e. les propriétés catégoriques de g ne dépendent pas des
choix auxiliaires nécessaires pour le définir, grâce à la remarque 2.29(vi). Ainsi, fixons
arbitrairement des cônes universels µ• pour F de sommet L, et µ′• pour F ′ de sommet
L′ ; ensuite, soient X ∈ Ob(C ) et ϕ, ψ : X → L deux morphismes tels que g ◦ ϕ = g ◦ ψ.
Il vient

ωi ◦ µi ◦ ϕ = µ′i ◦ g ◦ ϕ = µ′i ◦ g ◦ ψ = ωi ◦ µi ◦ ψ ∀i ∈ Ob(I)

d’où µi ◦ ϕ = µi ◦ ψ pour tout i ∈ Ob(I), car chaque ωi est un monomorphisme. Par
l’universalité du cône µ•, il vient ϕ = ψ, d’où l’assertion.

Partie (ii) : Comme d’habitude, l’assertion duale admet la preuve duale. De façon
équivalente, la partie (ii) découle de la partie (i) : il suffit de considérer les foncteurs
F op, F ′op : Iop → C op et la transformation naturelle ωop : F ′op → F op.

Exercice 2.35, partie (i) : Soient λ, λ′ ∈ Λ′ ; si Λ est filtrant, il existe λ′′ ∈ Λ tel que
λ′′ ≥ λ, λ′, et comme Λ′ est une partie cofinale, il existe aussi λ′′′ ∈ Λ′ tel que λ′′′ ≥ λ′′,
donc Λ′ est filtrant. Réciproquement, soit Λ′ filtrant, et λ, λ′ ∈ Λ ; par hypothèse il existe
µ, µ′ ∈ Λ′ tels que µ ≥ λ et µ′ ≥ λ′. Puis, on a aussi µ′′ ∈ Λ′ tel que µ′′ ≥ µ, µ′, d’où
µ′′ ≥ λ, λ′, i.e. Λ est filtrant.

Parties (ii,iii) : Soit h′• := (h′λ : F ′λ → D |λ ∈ Λ′) un co-cône de base F ′ ; on va
prolonger h′• en un co-cône h• de base F et sommet D, comme suit. Evidemment, on
pose hλ := h′λ pour tout λ ∈ Λ′ ; ensuite, pour chaque λ ∈ Λ\Λ′ on choisit λ′ ∈ Λ′ tel que
λ′ > λ, et on pose hλ := h′λ′ ◦ Fλλ′ , où Fλλ′ : Fλ→ Fλ′ est le morphisme de transition.
Montrons que hλ ne dépend pas du choix de λ′ ; en effet, si l’on a aussi λ′′ > λ pour un
deuxième élément λ′′ ∈ Λ′, la partie (i) nous dit que l’on peut trouver λ′′′ ∈ Λ′ tel que
λ′′′ ≥ λ′, λ′′, et on calcule :

h′λ′ ◦ Fλλ′ = h′λ′′′ ◦ Fλ′λ′′′ ◦ Fλλ′ = h′λ′′′ ◦ Fλ′′′ .

De même on voit que h′λ′′ ◦Fλλ′′ = h′λ′′′ ◦Fλ′′′ , d’où l’assertion. Il s’ensuit aussitôt que h•
est bien un co-cône, et la construction montre qu’il s’agit de l’unique co-cône de base F
et sommet D qui prolonge h′•. Or, soient η′ : F ′ → cL un co-cône universel, et η : F → cL
son unique prolongement ; soient en outre τ : F → cD un autre co-cône, et τ ′ : F ′ → cD
sa restriction. Il existe un unique morphisme f : L → D de B tel que τ ′ = cf ◦ η′, et
par l’unicité du prolongement, il vient τ = cf ◦ η, donc η est universel. Réciproquement,
soient η : F → cL un co-cône universel, η′ : F ′ → cL sa restriction, et τ ′ : F ′ → cD
un autre co-cône ; si τ : F → cD est l’unique prolongement de τ ′, il existe un unique
morphisme f : L → D avec τ = cf ◦ η, d’où τ ′ = cf ◦ η′, et cela montre que η′ est
universel. La partie (iv) découle aussitôt de (ii) et (iii), par dualité.

Exercice 2.41 : D’après la proposition 2.40, il suffit de vérifier que l’égaliseur de tout
couple f, g : A → B de morphismes de C est représentable. Pour cela, puisque par
hypothèse les produits finis sont représentables dans C , notons par

A
pA←−− A×B pB−−→ B

les projections canoniques, et soient f ′, g′ : A → A × B les uniques morphismes tels
que pA ◦ f ′ = pA ◦ g′ = 1A, pB ◦ f ′ = f , et pB ◦ g′ = g. Noter que f ′ et g′ sont des
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monomorphismes (exercice 1.119(i)), donc l’égaliseur de f ′ et g′ est représentable dans
C par un morphisme q : K → A tel que f ′ ◦ q = g′ ◦ q ; il vient

f ◦ q = pB ◦ f ′ ◦ q = pB ◦ g′ ◦ q = g ◦ q.
Ensuite, soit h : X → A un morphisme tel que f ◦ h = g ◦ h ; il vient pA ◦ f ′ ◦ h = h =
pA ◦ g′ ◦h et pB ◦ f ′ ◦h = f ◦h = g ◦h = pB ◦ g′ ◦h, d’où f ′ ◦h = g′ ◦h, donc il existe un
unique morphisme k : X → K tel que q ◦k = h, et cela achève de montrer que q : K → A
est l’égaliseur de f et g. L’assertion duale admet, comme toujours, la preuve duale.

Exercice 2.42 : On reprend les notations de la preuve de la proposition 2.40, dans
laquelle on a exhibé un représentant E pour la limite de ϕ : I → C , avec son cône
universel (πPi ◦ ε : E → ϕ(i) | i ∈ Ob(I)). Par hypothèse, Fε : FE → FP est un égaliseur
des morphismes Fα, Fβ : FP → FQ, et les cônes

(FπPi : FP → FPi | i ∈ Ob(I)) et FπQ(i,j,f) : FQ→ FQ(i,j,f) | (i, j, f) ∈M)

sont universels. Or, soit X ′ ∈ Ob(C ′) ; en raisonnant comme dans la preuve de la propo-
sition 2.40, on déduit une bijection naturelle :

C ′(X ′, FE)
∼→ Nat(cX′ , Fϕ) f 7→ (F (πPi ◦ ε) ◦ f : X ′ → Fϕ(i) | i ∈ Ob(I)).

Donc le cône (F (πPi ◦ ε) : FE → Fϕ(i) | i ∈ Ob(I)) est universel, d’où l’assertion.

Exercice 2.43 : Pour i = 1, 2, soit Xi := (Ai, fi : FAi → B) un objet de FA /B.
Puisque A est finiment cocomplète, la somme directe A := A1 ⨿ A2 est représen-
table dans A ; soit (gi : Ai → A | i = 1, 2) un co-cône universel. Puisque F est exact
à droite, le co-cône (Fgi : FAi → FA | i = 1, 2) est encore universel, donc il existe
un unique morphisme f : FA → B tel que f ◦ Fgi = fi pour i = 1, 2 ; par suite
X := (A, f) ∈ Ob(FA /B) et gi : Xi → X est un morphisme de FA /B, pour i = 1, 2.
Ensuite, soient h1, h2 : X1 → X2 deux morphismes de FA /B ; donc hi : A1 → A2 est
un morphisme de A , avec f2 ◦ Fhi = f1 pour i = 1, 2. Par hypothèse, le coégaliseur
A′ de h1 et h2 est représentable dans A , et soit k : A2 → A′ un co-cône universel ;
puisque F est exact à droite, FA′ est le coégaliseur de Fh1 et Fh2, avec co-cône uni-
versel Fk : FA2 → FA′. Comme f2 ◦ Fh1 = f2 ◦ Fh2, on a alors un unique morphisme
h : FA′ → B tel que f2 = h ◦ Fk ; ainsi, X ′ := (A′, h) ∈ Ob(FA /B) et k : X2 → X ′ est
un morphisme de FA /B avec k ◦ h1 = k ◦ h2.

Problème 2.45, partie (i) : Puisque Λ est filtrant, pour toute partie finie S ⊂ Λ on
peut chosir λ(S) ∈ Λ tel que λ(S) ≥ µ pour tout µ ∈ S. Or, rappelons que la cardinalité
α d’un ensemble infini est un ordinal limite (voir la remarque 2.9(ii) ; voir aussi [17, §II.7]
pour les bases de la théorie des nombres cardinaux) ; par suite, Λ est la réunion d’une
famille (Uβ |β ∈ Σ) de ses parties, indexée par le segment initial Σ := O(α) \ {α} des
ordinaux < α, avec Uβ ⊂ Uγ pour tous β, γ ∈ Σ tels que β ≤ γ. Si α = ℵ0, on a Σ = N,
et chaque Uβ est une partie finie ; posons alors par récurrence Λ0 := U0 ∪ {λ(U0)}, et
Λn+1 := Un+1 ∪ Λn ∪ {λ(Un+1 ∪ Λn)} pour tout n ∈ N. Ainsi, chaque partie Λn admet
un élément maximal unique, donc est trivialement filtrante, et Λ =

⋃
n∈N Λn. Soit alors

α > ℵ0 ; pour toute partie S ⊂ Λ, soit F (S) l’ensemble des parties finies de S, et posons
S∗ := S ∪ {λ(T ) |T ∈ F (S)}. Pour toute telle S, définissons par récurrence S0 := S et
Sn+1 := (Sn)

∗ pour tout n ∈ N ; noter que S† :=
⋃
n∈N Sn est un ensemble filtrant, pour

tout tel S. Ensuite, on définit par récurrence transfinie : Λ0 := U†0 , Λβ+1 := (Uβ+1∪Λβ)†
pour tout β < α, et Λγ :=

⋃
β<γ Λβ pour tout ordinal limite γ < α. On vérifie aisément

que la cardinalité de chaque Λβ est < α, et évidemment Λ =
⋃
β<α Λβ , comme souhaité.

Partie (ii) : Soit (Aλ |λ ∈ Λ) un système filtrant d’objets de A . Pour tout ordinal
β, soit Fβ l’ensemble des parties S ⊂ Λ de cardinalité ≤ β, telles que (S,≤) soit un
ensemble filtrant, pour l’ordre ≤ hérité de Λ. Montrons, par récurrence transfinie, que



§ 2.6: Solutions 137

pour tout β et tout S ∈ Fβ , la catégorie A est CS-cocomplète. Si β < ℵ0, tout S ∈ Fβ

est un ensemble fini, donc S admet un élément maximal λ0, de sorte que {λ0} est une
partie totalement bien ordonnée et cofinale dans S, et l’assertion découle de l’exercice
2.35(ii). Si β = γ +1 pour un ordinal γ, on a Fβ = Fγ , donc l’assertion est déjà connue
par hypothèse de récurrence. Soit alors β un ordinal limite, et S ∈ Fβ ; dans ce cas, (i)
montre que S =

⋃
t∈Σ St pour une famille (St | t ∈ Σ) de parties filtrantes de cardinalité

< β, indexés par un ensemble bien ordonné Σ. Par hypothèse de récurrence, il existe alors
pour tout t ∈ Σ un co-cône universel (τ tλ : Aλ → Lt |λ ∈ St) de A . Si t, u ∈ Σ et t ≤ u,
on a St ⊂ Su, d’où un unique morphisme ftu : Lt → Lu de A tel que τuλ = ftu ◦ τ tλ pour
tout λ ∈ St. On obtient ainsi un système L• := (Lt | t ∈ Σ) d’objets de A , indexés par
Σ ; par hypothèse, la colimite de L• est représentable par un objet L de A , et on choisit
un co-cône universel (ρt : Lt → L | t ∈ Σ). Pour tout λ ∈ S, prenons aussi t(λ) ∈ Σ tel
que λ ∈ St(λ), et posons ϕλ := ρt(λ) ◦ τ

t(λ)
λ : Aλ → L ; on voit aisément que le système

(ϕλ |λ ∈ S) est un co-cône ϕ• : A• → cL indépendant des choix auxiliaires des t(λ),
et par inspection directe des constructions, on vérifie aussitôt qu’il s’agit d’un co-cône
universel : les détails sont laissés aux soins du lecteur.

Partie (iii) : Gardons la notation de la solution de (ii) ; par récurrence transfinie,
il suffit de montrer que pour tout ordinal β et tout S ∈ Fβ , le foncteur F com-
mute avec la colimite du système (Aλ |λ ∈ S). Cela est évident si β < ℵ0, et aussi
si β est un ordinal successeur, par hypothèse de récurrence. Soit alors β un ordinal li-
mite, et écrivons S =

⋃
t∈Σ St comme ci-dessus. Par hypothèse de récurrence, le co-cône

(Fτ tλ : FAλ → FLt |λ ∈ St) est universel, pour tout t ∈ Σ ; on déduit aisément qu’il en
est de même pour le co-cône (Fϕλ : FAλ → FL |λ ∈ S).

Problème 2.51, partie (i) : Soit

Dis : Ens→ Top S 7→ (S,T d
S )

le foncteur qui munit tout ensemble S de sa topologie discrète T d
S , et associe à toute

application f : S → S′ la même application f : (S,T d
S ) → (S′,T d

S′). Evidemment
S = Ou ◦ Dis(S) pour tout ensemble S, et on pose ηS := IdS : S → Ou ◦ Dis(S).
De plus, l’identité IdT est une application continue ε(T,T ) : Dis ◦ Ou(T,T ) → (T,T )
pour tout (T,T ) ∈ Ob(Top). Avec ces notations, on voit aisément que les systèmes
(ηS |S ∈ Ob(Ens)) et (ε(T,T ) | (T,T ) ∈ Ob(Top)) sont des transformations naturelles

η : 1Ens → Ou ◦Dis et respectivement ε : Dis ◦Ou→ 1Top

et les identités triangulaires du problème 2.13 sont trivialement vérifiées ; le problème
2.13(iii) nous dit alors que Dis est adjoint à gauche de Ou. De même, soit

Ch : Ens→ Top S 7→ (S,T c
S )

le foncteur qui munit chaque ensemble S de sa topologie chaotique T c
S := {∅, S}. On

pose ε′S := IdS : Ou ◦ Ch(S) → S pour tout ensemble S. De plus, l’identité IdT est
une application continue η′(T,T ) : (T,T )→ Ch ◦Ou(T,T ) pour tout espace topologique
(T,T ). En dernier lieu, on voit trivialement que les systèmes (ε′S |S ∈ Ob(Ens)) et
(η′(T,T ) | (T,T ) ∈ Ob(Top)) définissent des transformations naturelles ε′ : Ou◦Ch→ 1Ens

et η′ : 1Top → Ch ◦Ou, et le couple (η′, ε′) vérifie les identités triangulaires du problème
2.13 ; donc, Ch est adjoint à droite de Ou.

Montrons ensuite que Ens est cocomplète ; on sait déjà que les sommes directes de
Ens sont représentables (exemple 2.26(i)), et d’après la proposition 2.40, il nous reste
à représenter les coégaliseurs de tout couple d’applications f, g : S → S′. Pour cela,
soit C := S′/R, où R ⊂ S × S′ dénote la plus petite relation d’équivalence contenant
{(f(s), g(s)) | s ∈ S}, et notons par π : S′ → C la projection canonique ; on voit aisément
que (C, π) est un coégaliseur de (f, g) : les détails sont laissés aux soins du lecteur.
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En dernier lieu, montrons que Top est cocomplète. On doit représenter les sommes
directes et les coégaliseurs de Top. Soit alors ((Ti,Ti) | i ∈ I) une famille d’espaces to-
pologiques, notons par T :=

∐
i∈I Ti, l’union disjointe des ensembles sous-jacents, et

par ji : Ti → T l’inclusion canonique, pour tout i ∈ I ; on a déjà remarqué que le
foncteur d’oubli Top → Ens commute avec toute colimite représentable de Top, donc
si la somme directe des espaces (Ti,Ti) est représentable, on doit pouvoir trouver une
topologie T sur T telle que (T,T ) représente cette somme directe, et de plus, les ap-
plications ji : (Ti,Ti)→ (T,T ) seront continues, et fourniront un co-cône universel. On
voit aisément qu’il suffit de prendre pour T la topologie de T engendrée par la base

B :=
⋃
i∈I{jiU |U ∈ Ti}

(les détails seront confiés aux soins du lecteur). De même, soient f, g : (S,T )→ (S′,T ′)
deux applications continues, et notons par (C, π) le coégaliseur des morphismes f, g :
S → S′ de Ens sous-jacents, exhibé ci-dessus ; munissons C de la topologie TC induite
par T ′ via π ; on voit aisément que ((C,TC), π) représente le coégaliseur de (f, g).

Partie (ii) : Soient (Λ,≤) un ensemble cofiltrant, A la colimite d’un système d’anneaux
(Aλ |λ ∈ Λop), et X la limite du système (SpecAλ |λ ∈ Λ) d’espaces topologiques ;
d’après l’exercice 2.31(iv), on peut représenter A par l’anneau des classes d’équivalence
[λ, a] des couples (λ, a) avec λ ∈ Λ et a ∈ Aλ, et soit aussi (jλ : Aλ → A |λ ∈ Λ) le co-
cône universel correspondant, i.e. jλ(a) := [λ, a] pour tout λ ∈ Λ et tout a ∈ Aλ. D’autre
part, X est représenté par l’ensemble des suites cohérentes (pλ |λ ∈ Λ) avec pλ ∈ SpecAλ
pour tout λ ∈ Λ, muni de la topologie induite par l’inclusion X →

∏
λ∈Λ SpecAλ (voir le

problème 2.25(iii)) ; le cône universel est constitué des restrictions πλ : X → SpecAλ des
projections naturelles, pour tout λ ∈ Λ. Le système d’applications continues (Spec jλ |λ ∈
Λ) est un cône de sommet SpecA, donc il existe une application continue unique

ω : SpecA→ X telle que πλ ◦ ω = Spec jλ ∀λ ∈ Λ

et l’assertion revient à montrer que ω est un homéomorphisme. Vérifions d’abord la
surjectivité de ω : soit (pλ |λ ∈ Λ) ∈ X une suite cohérente d’idéaux premiers, donc
si λ, µ ∈ Λ et λ ≤ µ, on a j−1λµ pµ = pλ, où jλµ : Aλ → Aµ dénote l’homomorphisme
d’anneaux correspondant ; notons par p ⊂ A l’ensemble de toutes les classes [λ, a] avec
λ ∈ Λ arbitraire et a ∈ pλ. On voit aisément que p est un idéal de A. Montrons que
p est un idéal premier : soient [λ, a], [λ′, b] ∈ A avec [λ, a] · [λ′, b] ∈ p, autrement dit, il
existe λ′′ ∈ Λ et c ∈ pλ′′ tels que λ′′ ≥ λ, λ′ et jλλ′′(a) · jλ′λ′′(b) = c, d’où jλλ′′(a) ∈ pλ′′

ou jλ′λ′′(b) ∈ pλ′′ , i.e. [λ, a] ∈ p ou [λ′, b] ∈ p, d’où l’assertion. Montrons ensuite que
j−1λ p = pλ pour tout λ ∈ Λ : en effet, si a ∈ j−1λ p, on a [λ, a] ∈ p, donc il existe
λ′ ≥ λ tel que jλλ′(a) ∈ pλ′ , d’où l’assertion. Cela achève de montrer la surjectivité de
ω. Pour l’injectivité, soient p, p′ ∈ SpecA tels que j−1λ p = j−1λ p′ pour tout λ ∈ Λ, et soit
[λ, a] ∈ p ; cela veut dire que a ∈ j−1λ p, donc a ∈ j−1λ p′, i.e. [a, λ] ∈ p′, d’où p ⊂ p′, et en
échangeant les rôles de p et p′ on obtient de même l’inclusion réciproque. Donc p = p′,
d’où l’assertion.

Pour conclure, il reste à montrer que la topologie de SpecA est moins fine que celle
induite par X via ω. Pour cela, il suffit de vérifier l’identité :

D([λ, a]) = ω−1(π−1λ D(a)) ∀λ ∈ Λ, ∀a ∈ Aλ.

C’est un calcul direct : ω−1(π−1λ D(a)) = (Spec jλ)
−1D(a) = D(jλ(a)) = D([λ, a]).

Exercice 2.53, partie (i) : Soient F : I → C un foncteur, τ := (τi : L→ Fi | i ∈ Ob(I))
un cône universel, et β := (βj : X → F (ϕj) | j ∈ Ob(J)) un cône de base F ◦ ϕ : J → C .
Soient en outre ψ : I → J un adjoint à droite pour ϕ, et (η : 1J → ψ ◦ ϕ, ε : ϕ ◦ ψ → 1I)
l’unité et la coünité d’une adjonction pour le couple (ϕ, ψ). Alors (F ∗ ε) ◦ (β ∗ ψ) :=
(F (εi) ◦ βψ(i) : X → Fi | i ∈ Ob(I)) est un cône de base F , et alors il existe un unique
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morphisme f : X → L de C tel que

τ ◦ cf = (F ∗ ε) ◦ (β ∗ ψ).

Il vient (τ ∗ ϕ) ◦ cf = (τ ◦ cf ) ∗ ϕ = ((F ∗ ε) ◦ (β ∗ ψ)) ∗ ϕ = (F ∗ ε ∗ ϕ) ◦ (β ∗ ψ ∗ ϕ). Mais
noter que :

F (εϕ(j)) ◦ βψϕ(j) = F (εϕ(j)) ◦ F (ϕ(ηj)) ◦ βj = F (εϕ(j) ◦ ϕ(ηj)) ◦ βj = βj

en vertu des identités triangulaires du problème 2.13(ii) ; par suite, (τ ∗ ϕ) ◦ cf = β.
Soit ensuite g : X → L un autre morphisme de C avec (τ ∗ ϕ) ◦ cg = β ; il vient
(F ∗ ε) ◦ (β ∗ ψ) = (F ∗ ε) ◦ (τ ∗ ϕ ∗ ψ) ◦ cg. Mais noter que (F ∗ ε) ◦ (τ ∗ ϕ ∗ ψ) = τ
(les détails sont laissés aux soins du lecteur), d’où (F ∗ ε) ◦ (β ∗ ψ) = τ ◦ cg ; de même,
(F ∗ ε) ◦ (β ∗ ψ) = τ ◦ cf , i.e. τ ◦ cf = τ ◦ cg, donc f = g, par l’universalité de τ . Cela
achève de vérifier que τ ∗ ϕ est universel. La partie (ii) découle aussitôt de (i).

Partie (iii) : L’unique foncteur I → J est évidemment adjoint à gauche (resp. à droite)
de l’inclusion J → I, donc l’assertion suit de (i) et (ii).

Partie (iv) : L’assertion découle aussitôt de l’exercice 2.35(iii,iv).

Problème 2.59, partie (i) : Pour définir le foncteur ColimJ : Fun(J,C ) → C on doit
choisir pour tout foncteur ϕ : J → C un objet Cϕ de C représentant colimJ ϕ, ainsi
qu’un co-cône universel (ηϕj : ϕ(j) → Cϕ | j ∈ Ob(J)). Ensuite, le foncteur Colim′′J :

Fun(I × J,C ) → Fun(I,C ) est déterminé, mutatis mutandis, comme dans la preuve du
lemme 2.55. Toutefois, on va considérer ici plus généralement des adjoints à gauche et
respectivement à droite arbitraires des foncteurs c′′J et c′I :

C′′J : Fun(I × J,C )→ Fun(I,C ) L′I : Fun(I × J,C )→ Fun(J,C ).

Comme expliqué dans la (duale de la) remarque 2.54(ii), pour tout F : I × J → C ,
l’objet C′′J(F ) de Fun(I,C ) représente la colimite du foncteur F ′′ : J → Fun(I,C ), et
l’unité η̃ : 1Fun(I×J,C ) → c′′J ◦ C′′J d’une adjonction pour le couple (C′′J , c

′′
J) fournit un

co-cône universel (η̃Fj : F ′′j → C′′JF | j ∈ Ob(J)). De même, L′I(F ) représente la limite de
F ′ : I → Fun(J,C ), et la coünité ε̃ : c′I ◦ L′I → 1Fun(I×J,C ) d’une adjonction pour (c′I , L

′
I)

fournit un cône universel (ε̃Fi : L′IF → F ′i | i ∈ Ob(I)). Pour tout (i, j) ∈ Ob(I × J) on
en déduit des morphismes η̃Fji : F (i, j)→ (C′′JF )(i) et ε̃Fij : (L′IF )(j)→ F (i, j). Avec cette
notation, on pose :

t := η̃ ◦ ε̃ : c′I ◦ L′I → c′′J ◦ C′′J .
Pour tout foncteur F : I × J → C , l’adjonction canonique pour le couple (c′I , Lim

′
I)

exhibée dans la preuve du lemme 2.55 associe à tF une transformation naturelle

L′I(F )→ Lim
I

′ ◦ c′′J ◦ C′′J(F ) = cJ ◦ Lim
I
◦C′′J(F ).

A cette dernière, l’adjonction canonique pour (ColimJ , cJ) associe un morphisme

τF : Colim
J
◦L′I(F )→ Lim

I
◦C′′J(F ).

Explicitement, τF est caractérisé par les identités :

ε
C′′JF
i ◦ τF ◦ η

L′IF
j = η̃Fji ◦ ε̃Fij ∀(i, j) ∈ Ob(I × J).

Il reste à montrer que l’association F 7→ τF définit une transformation naturelle. Soit
donc ω : F → G une transformation naturelle de foncteurs F,G : I × J → C ; on doit
vérifier la commutativité du diagramme

ColimJ(L
′
IF )

τF //

ColimJ (L
′
Iω) ��

LimI(C
′′
JF )

LimI(C
′′
Jω)��

ColimJ(L
′
IG)

τG // LimI(C
′′
JG).
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Cela revient à prouver les identités suivantes, pour tout (i, j) ∈ Ob(I × J) :

Φ := ε
C′′JG
i ◦ Lim

I

(
C′′Jω) ◦ τF ◦ η

L′IF
j = Ψ := ε

C′′JG
i ◦ τG ◦ Colim

J

(
L′Iω

)
◦ ηL

′
IF
j .

C’est un calcul direct :

Φ=
(
C′′Jω

)
i
◦ εC

′′
JF
i ◦ τF ◦ η

L′iF
j =

(
C′′Jω

)
i
◦ η̃Fji ◦ ε̃Fij = η̃Gji ◦ ω′′ji ◦ ε̃Fij

= η̃Gji ◦ ω′ij ◦ ε̃Fij
= η̃Gji ◦ ε̃Gij ◦

(
L′Iω

)
j

= ε
C′′JG
i ◦ τG ◦ η

L′IF
j ◦

(
L′Iω

)
j
=Ψ.

Remarque 2.112. La construction de τ dépend, comme d’habitude, de plusieurs choix,
mais les propriétés catégoriques de τ sont intrinsèques : en effet, soient

Lim
I

∗ : Fun(I,C )→ C Colim
J

∗ : Fun(J,C )→ C

des autres choix d’adjoint à droite de cI et respectivement à gauche de cJ , et soit ϑ∗ une
adjonction pour le couple (cI , Lim

∗
I) ; la coünité ε∗ de ϑ∗ fournit un choix alternatif de

cônes universels (ε∗Fi : Lim∗I F → Fi | i ∈ Ob(I)), pour tout foncteur F : I → C . Suivant
l’exercice 2.14(i), il existe un isomorphisme de foncteurs unique α : Lim∗I

∼→ LimI , tel que
le diagramme

Nat(cX , F )

C (X, Lim∗I F )
hX(αF ) //

ϑ∗XF
55

C (X, LimI F )

ϑXF
ii

commute pour tout X ∈ Ob(C ) et tout F : I → C . En prenant X := Lim∗I F , il
s’ensuit aisément que ε∗Fi = εFi ◦ αF pour tout i ∈ Ob(I) (détails laissés aux soins du
lecteur). De même, l’unité η∗ d’une adjonction pour le couple (Colim∗J , cJ) donne un
système alternatif de co-cônes universels (η∗Gj : Gj → Colim∗J G | j ∈ Ob(J)) pour tout
G : J → C , et il existe un isomorphisme β : ColimJ

∼→ Colim∗J tel que η∗Gj = βG ◦ ηGj
pour tout j ∈ Ob(J). Or, si dans la construction ci-dessus de τ on remplace LimI et
ColimJ par ces nouveaux foncteurs, on obtiendra une transformation naturelle différente
τ∗ : Colim∗J ◦L′I → Lim∗I ◦C′′J , caractérisée par les identités : ε∗C

′′
JF

i ◦ τ∗F ◦ η
∗L′IF
j = η̃Fji ◦ ε̃Fij

pour tout (i, j) ∈ Ob(I × J). On conclut que

τF = αC′′JF
◦ τ∗F ◦ βL′IF .

De même, si l’on remplace plutôt L′I et C′′J par un autre adjoint à droite L∗′I de c′I
et respectivement un autre adjoint à gauche C∗′′J de c′′J , la coünité ε̃∗ (resp. l’unité η̃∗)
d’une adjonction pour le couple (c′I , L

∗′
I ) (resp. (C∗′′J , c

′′
J)) nous donne des choix alternatifs

de cônes universels (ε̃∗Fi : L∗′I F → F ′i | i ∈ Ob(I)) (resp. co-cônes universels (η̃∗Fj :

F ′′j → C∗′′J | j ∈ Ob(J))), et il existe des isomorphismes de foncteurs γ : L∗′I
∼→ L′I et

µ : C′′J
∼→ C∗′′J tels que ε̃∗Fi = ε̃Fi ◦ γF et η̃∗Fj = µF ◦ η̃Fj pour tout (i, j) ∈ Ob(I × J). Si

τ∗ : ColimJ ◦ L∗′I → LimI ◦C∗′′J est la transformation naturelle correspondante, il vient

η̃∗Fj ◦ ε̃∗Fi =µF,i ◦ ε
C′′JF
i ◦ τF ◦ η

L′IF
j ◦ γF,j = εC

∗′′
J F◦ (Lim

I

′µF ) ◦ τF ◦ (Colim
J

′′γF ) ◦ ηL
∗′
I F

pour tout foncteur F : I × J → C , d’où :

τ∗F = (Lim
I

′µF ) ◦ τF ◦ (Colim
J

′′γF ).

En tout cas, on voit que tout système alternatif de choix résulte en un nouveau morphisme
τ∗F qui diffère du précédent par composition à droite et à gauche avec des isomorphismes ;
en particulier, τF est un isomorphisme (resp. un monomorphisme, resp. un épimorphisme)
si et seulement si τ∗F jouit de la même propriété.
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Partie (ii) : Notons d’abord que -- grâce à la remarque 2.112 -- la question est bien
posée, i.e. ne dépend pas des choix employés pour la construction de τ . Or, soit d’abord
C = Ens, et considérons un foncteur

S : I × J → Ens (i, j) 7→ Sij ((i, j)
(f,g)−−−→ (i′, j′)) 7→ (Sij

Sf,g−−−→ Si′j′).

Si f = 1i (resp. si g = 1j) on écrira plutôt Si,g (resp. Sf,j) pour l’application Sf,g. pour
tous i ∈ Ob(I) et j ∈ Ob(J) considérons aussi les foncteurs évidents :

J
e′i−→ I × J

e′′j←− I j 7→ (i, j)←p i
D’après l’exercice 2.31(ii), pour tout i ∈ Ob(I) la colimite du foncteur S ◦ e′i : J →
Ens est représentée par le quotient S′i := (

⊔
j∈Ob(J) Sij)/∼ pour la plus petite relation

d’équivalence ∼ telle que

(x, j) ∼ (Si,g(x), j
′) ∀j, j′ ∈ Ob(J),∀g ∈ J(j, j′).

D’autre part, pour tout j ∈ Ob(J), la limite du foncteur S ◦ e′′j : I → Ens est représentée
par l’ensemble S′′j des suites cohérentes (xi | i ∈ Ob(I)) ∈

∏
i∈Ob(I) Sij . Pour tout j ∈

Ob(J), tout i ∈ Ob(I) et tout x ∈ Sij on notera [x, j] ∈ S′i la classe de (x, j). Tout
morphisme f : i → i′ induit une application S′f : S′i → S′i′ unique telle que S′f [x, j] =
[Sf,j(x), j] pour tout [x, j] ∈ S′i. De même, tout morphisme g : j → j′ de J induit une
application S′′g : S′′j → S′′j′ telle que S′′g (x•) = (Si,g(xi) | i ∈ Ob(I)) pour toute suite
cohérente x• := (xi | i ∈ Ob(I)) ∈ S′′j , et on notera par [x•, j] la classe de (x•, j) dans la
colimite S′′ du foncteur S′′• : J → Ens ainsi obtenu. Soit aussi S′ la limite du foncteur
correspondant S′• : I → Ens : i 7→ S′i. Avec cette notation, la transformation naturelle τS
de (i) est l’application

S′′ → S′ [x•, j] 7→ ([xi, j] | i ∈ Ob(I)).

Montrons que τS est injective : soient [x•, j], [y•, j
′] ∈ S′′ tels que [xi, j] = [yi, j

′] pour
tout i ∈ Ob(I) ; comme Ob(I) est un ensemble fini et que J est filtrante, il existe alors

j′′ ∈ Ob(J) et des morphismes j g−→ j′′
g′←− j′ de J avec zi := Si,g(xi) = Si,g′(yi) pour

tout i ∈ Ob(I). Par suite [x•, j] = [z•, j
′′] = [y•, j

′], d’où l’assertion. Pour montrer la
surjectivité de τS , soit [x•, j•] := ([xi, ji] | i ∈ Ob(I)) une suite cohérente de

∏
i∈Ob(I) S

′
i ;

cela revient à dire que :

(Sf,ji(xi), ji) ∼ (xi′ , ji′) ∀i, i′ ∈ Ob(I),∀f ∈ I(i, i′).
Mais ∆ :=

⊔
i,i′∈Ob(I) I(i, i

′) est un ensemble fini et J est filtrant, donc on trouve k ∈

Ob(J) et un système (ji
gf−→ k

g′f←− ji′ | f ∈ ∆) de morphismes de J tel que pour chaque
f ∈ ∆ on a Si′,gf ◦ Sf,ji(xi) = Si′,g′f (xi′). En outre, quitte à remplacer ces morphismes
par leur composition avec un morphisme k → k′ convenablement choisi, on peut supposer
qu’il existe un système (hi : ji → k | i ∈ Ob(I)) de morphismes de J avec gf = hi et
g′f = hi′ pour tous i, i′ ∈ Ob(I) et tout f ∈ I(i, i′). Posons

yi := Si,hi(xi) ∀i ∈ Ob(I).

Evidemment [yi, k] = [xi, ji] pour tout i ∈ Ob(I). D’autre part, on a

Sf,k(yi) = Sf,k ◦ Si,hi(xi) = Si′,hi ◦ Sf,ji(xi) = yi′ ∀f : i→ i′

i.e. la suite y• := (yi | i ∈ Ob(I)) est cohérente, et τS [y•, k] = [x•, j•].
Ensuite prenons C = A−Mod, et soit F : I × J → C un foncteur ; d’après l’exemple

2.50, le foncteur d’oubli Ou : A −Mod → Ens commute avec toute colimite filtrante et
toute limite. Par suite, Ou(τF ) est l’application τOu◦F associée à Ou ◦ F : I × J → Ens ;
mais on vient de montrer que cette dernière est bijective, donc τF est un isomorphisme
de A-modules. On raisonne de même pour C = A− Alg.



142 á Taureau

Exercice 2.60 : Soit (τj : L → Gj | j ∈ Ob(J)) un cône universel de base G :
J → Fun(I,B) et sommet L : I → B ; on doit montrer que (F ∗ τj : F ◦ L →
F ◦ (Gj) | j ∈ Ob(J)) est encore universel. La remarque 2.56 nous ramène à vérifier
que le cône (Fτj,i : FLi→ F ((Gj)i) | j ∈ Ob(J)) est universel pour tout i ∈ Ob(I). Mais
la même remarque montre que le cône (τj,i : Li → (Gj)i | j ∈ Ob(J)) est universel pour
tout i ∈ Ob(I) ; comme F commute avec les J-limites, l’assertion s’ensuit. On raisonne
de même, si F commute avec les J-colimites.

Exercice 2.61 : Soit τ• := (τk : j0 → Gk | k ∈ Ob(K)) un cône universel de sommet j0 ∈
Ob(J) et base G. Puisque les limites de Fun(J,C ) se calculent terme à terme (remarque
2.56), pour tout j ∈ Ob(J) on a un cône universel βj,• := (βj,i : Lj → Fi(j) | i ∈ Ob(I))
de sommet Lj et base F•(j), tel que

(∗) βj′,i ◦ Lϕ = Fi(ϕ) ◦ βj,i ∀i ∈ Ob(I),∀j, j′ ∈ Ob(J),∀ϕ ∈ J(j, j′).
En outre, par hypothèse le cône Fi ∗ τ• = (Fi(τk) : Fi(j0) → FiGk | k ∈ Ob(K)) est
universel pour tout i ∈ Ob(I), et on doit vérifier qu’il en est de même pour le cône
L ∗ τ• = (Lj0 → LGk | k ∈ Ob(K)). Soit donc η• := (ηk : X → LGk | k ∈ Ob(K)) un
cône de sommet X ∈ Ob(C ) et base LG : K → C ; montrons que l’on a :

(∗∗) FiG(ψ) ◦ βGk,i ◦ ηk = βGk′,i ◦ ηk′ ∀i ∈ Ob(I),∀k, k′ ∈ Ob(K),∀ψ ∈ K(k, k′).

Pour cela, il suffit d’observer que d’un côté LG(ψ) ◦ ηk = ηk′ (car η• est un cône de base
LG), et de l’autre côté FiG(ψ) ◦ βGk,i = βGk′,i ◦ LG(ψ), d’après (∗). Les identités (∗∗)
reviennent à dire que le système (βGk,i ◦ ηk : X → FiGk | k ∈ Ob(K)) est un cône de
base FiG, pour chaque i ∈ Ob(I). Par universalité de Fi ∗ τ•, il existe alors, pour tout
tel i, un unique morphisme fi : X → Fi(j0) de C tel que :

Fi(τk) ◦ fi = βGk,i ◦ ηk ∀k ∈ Ob(K).

Montrons que l’on a :

(∗ ∗ ∗) Fϕ,j0 ◦ fi = fi′ ∀i, i′ ∈ Ob(I),∀ϕ ∈ I(i, i′).
Pour cela, grâce à l’universalité de Fi ∗ τk, il suffit de vérifier que Fi′(τk) ◦ Fϕ,j0 ◦ fi =
Fi′(τk) ◦ fi′ pour tout tel morphisme ϕ : i→ i′, et tout k ∈ Ob(K). Mais d’un côté on a
Fi′(τk) ◦ fi′ = βGk,i′ ◦ ηk, et de l’autre côté on a

Fi′(τk) ◦ Fϕ,j0 = Fϕ,Gk ◦ Fi(τk) et Fi(τk) ◦ fi = βGk,i ◦ ηk.
On est ainsi ramené à montrer que Fϕ,Gk ◦ βGk,i = βGk,i′ pour tout k ∈ Ob(K) et tout
morphisme ϕ : i → i′ de I. Cela est clair, car βGk,• est un cône de sommet LGk et
base F•(Gk). Les identités (∗ ∗ ∗) reviennent à dire que le système (fi | i ∈ Ob(I)) est
un cône de sommet X et base F•(j0) ; par universalité de βj0,•, il existe alors un unique
morphisme f : X → Lj0 tel que βj0,i ◦ f = fi pour tout i ∈ Ob(I). Vérifions maintenant
que :

(†) L(τk) ◦ f = ηk ∀k ∈ Ob(K).

Grâce à l’universalité de βGk,•, il suffit de montrer que βGk,i ◦L(τk) ◦ f = βGk,i ◦ ηk pour
tout k ∈ Ob(K) et tout i ∈ Ob(I) ; mais d’après (∗) on a βGk,i ◦L(τk) = Fi(τk) ◦βj0,i, et
d’autre part βGk,i ◦ ηk = Fi(τk) ◦ fi, d’où l’identité souhaitée. Pour conclure, il ne reste
qu’à prouver l’unicité du morphisme f vérifiant (†) ; soit alors g : X → Lj0 un deuxième
morphisme de C avec L(τk) ◦ g = ηk pour tout k ∈ Ob(K). Il vient aisément

Fi(τk) ◦ βj0,i ◦ f = βGk,i ◦ ηk = Fi(τk) ◦ βj0,i ◦ g ∀i ∈ Ob(I),∀k ∈ Ob(K)

d’où f = g, par l’universalité de Fi ∗ τ• et de βj0,•.

Exercice 2.64, partie (i) : Par dualité, on peut supposer que C soit complète, et on doit
vérifier que

∫
ϕ

est plein et fidèle. Reprenons la notation de la preuve du théorème 2.62 : au
vu de la proposition 2.16(iii), il faut montrer que la coünité canonique ε̃F : (

∫
ϕ
F )◦ϕ→ F
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est un isomorphisme, pour tout foncteur F : I → C ; pour cela, compte tenu de l’exercice
2.53(iii), il suffit de vérifier que l’objet u(i) := (i,1ϕ(i)) est initial dans la catégorie
ϕ(i)/ϕI, pour tout i ∈ Ob(I). Soit donc (k, f : ϕ(i) → ϕ(k)) un objet de ϕ(i)/ϕI ;
puisque ϕ est plein et fidèle, il existe un unique morphisme g : i → k de I tel que
ϕ(g) = f , et on voit aussitôt que (g, f) est l’unique morphisme (i,1ϕ(i)) → (k, f) dans
ϕ(i)/ϕI, d’où l’assertion.

Partie (ii) : Cela découle de (i) et de l’exercice 2.17(ii).

Problème 2.65, partie (i) : Posons A := Fun(I,Ens), B := Fun(J,Ens), et soient
K :=

∫ ϕ ◦hI : Iop → B et L := hJ ◦ ϕop : Iop → B. Le lemme de Yoneda (proposition
2.1(i)) et l’adjonction pour (

∫ ϕ
,Fun(ϕ,Ens)) fournissent des bijections :

(∗) B(K(i), F )
∼→ A (hi, F ◦ ϕ)

∼→ F (ϕi)
∼→ B(L(i), F )

naturelles en i ∈ Ob(I) et en F : J → Ens. Encore d’après le lemme de Yoneda, pour
chaque i ∈ Ob(I) fixé, (∗) provient d’un unique isomorphisme de foncteurs

δi : K(i)
∼→ L(i)

et la naturalité de (∗) par rapport aux morphismes f : i → i′ de I revient à dire que
l’association i 7→ δi est un isomorphisme de foncteurs K ∼→ L, comme souhaité.

Ensuite, d’après l’exercice 2.64(i), on sait déjà que si ϕ est plein et fidèle ⇒
∫
ϕ

est

plein et fidèle ⇔
∫ ϕ est plein et fidèle. Réciproquement, si

∫ ϕ est plein et fidèle, puisque
hI est aussi plein et fidèle (exemple 2.2(ii)), il en est de même pour

∫ ϕ ◦hI , donc de même
pour hJ ◦ ϕop, en vertu de ce qui précède ; mais comme hJ est plein et fidèle, on conclut
alors qu’il en est de même pour ϕ.

Partie (ii) : Pour tout foncteur F : I → Ens et tout j ∈ Ob(J), l’ensemble
∫ ϕ

F (j)
représente la colimite du foncteur F ◦ sj : ϕI/j → Ens, où sj : ϕI/j → I désigne la
restriction du foncteur de source sϕ : ϕI/J → I (voir la remarque 2.12(ii,iii)). Puisque
I est finiment cocomplète et ϕ est exact à droite, la catégorie ϕI/j est filtrante pour
tout j ∈ Ob(J) (exercice 2.43) ; on choisit alors pour

∫ ϕ
F (j) son représentant canonique

fourni par l’exercice 2.31(ii), i.e. l’ensemble des classes d’équivalence [x, (i, f)] des couples
(x, (i, f)) formés d’un objet (i, f : ϕi→ j) de ϕI/j et d’un élément x ∈ Fi. Or, soient K
une catégorie finie, F• : K → Fun(I,Ens) un foncteur, et (τk : L → Fk | k ∈ Ob(K)) un
cône universel de base F• ; on doit vérifier que (

∫ ϕ
τk :

∫ ϕ
L →

∫ ϕ
Fk | k ∈ Ob(K)) est

un cône universel. Puisque les limites de Fun(I,Ens) et de Fun(J,Ens) se calculent terme
à terme (remarque 2.56), cela revient à dire que (τk,i : Li → Fk(i) | k ∈ Ob(K)) est un
cône universel pour tout i ∈ Ob(I), et on doit montrer que

((
∫ ϕ

τk)j :
∫ ϕ

L(j)→
∫ ϕ

Fk(j) | k ∈ Ob(K))

est un cône universel pour tout j ∈ Ob(J). On peut choisir pour Li son représentant
canonique fourni par l’exemple 2.22(i), i.e. l’ensemble des suites cohérentes x• := (xk | k ∈
Ob(K)) dans

∏
k∈Ob(K) Fk(i), de sorte que τk,i(x•) = xk pour tout k ∈ Ob(K) et tout

tel x•. Ainsi,
∫ ϕ

L(j) est la colimite de L ◦ sj , représentée par l’ensemble des classes
d’équivalence [x•, (i, f)], avec (i, f) ∈ Ob(ϕI/j) et x• ∈ Li. Avec cette notation, (

∫ ϕ
τk)j

est l’application telle que [x•, (i, f)] 7→ [xk, (i, f)], pour chaque k ∈ Ob(K). Pour tout
j ∈ Ob(J), notons par L′j la limite du foncteur

K → Ens k 7→
∫ ϕ

Fk(j) (j
f−→ j′) 7→

∫ ϕ
Fk(f)

représentée par l’ensemble des suites cohérentes ([xk, (ik, fk)] | k ∈ Ob(K)) dans le pro-
duit

∏
k∈Ob(K)

∫ ϕ
Fk(j). D’après le problème 2.59(ii), il existe une bijection naturelle :∫ ϕ
L(j)

∼→ L′j [x•, (i, f)] 7→ ([xk, (i, f)] | k ∈ Ob(K)).
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Sous cette identification, l’application (
∫ ϕ

τk)j correspond à la projection canonique
L′j →

∫ ϕ
Fk(j) : ([xk, (ik, fk)] | k ∈ Ob(K)) 7→ [xk, (ik, fk)], d’où l’assertion.

Exercice 2.66, partie (i) : Si f est un monomorphisme, l’identité f◦p1 = f◦p2 implique
que p1 = p2, et d’autre part on a p1 ◦∆Y/X = 1Y . Il vient :

p1 ◦∆Y/X ◦ p1 = p1 = p1 ◦ 1Y×XY et p2 ◦∆Y/X ◦ p1 = p2 = p2 ◦ 1Y×XY

d’où ∆Y/X ◦ p1 = 1Y×XY , car le cône (pi : Y ×X Y → Y | i = 1, 2) est universel. Cela
montre que ∆Y/X est un isomorphisme. Réciproquement, si ∆Y/X est un isomorphisme,
les identités pi ◦∆Y/X = 1Y pour i = 1, 2 impliquent que p1 = p2 ; or, si g1, g2 : Z → Y
sont deux morphismes de C tels que f ◦ g1 = f ◦ g2, il existe un unique morphisme
h : Z → Y ×X Y tel que pi ◦ h = gi pour i = 1, 2, d’où g1 = g2, et cela montre que f est
un monomorphisme.

Partie (ii) : Par hypothèse le cône (Fpi : F (Y ×X Y ) → FY | i = 1, 2) est toujours
universel, i.e. F (Y ×X Y ) représente le produit fibré FY ×FX FY ; les identités Fpi ◦
F (∆Y/X) = 1FY pour i = 1, 2 montrent alors que F (∆Y/Y ) est le morphisme diagonal
∆FY/FX . D’après (i), ∆Y/X est un isomorphisme, donc il en est de même pour ∆FY/FX ,
et ainsi Ff est un monomorphisme, encore d’après (i).

Parties (iii) et (iv) : Cela découle de (i) et (ii), par dualité.
Partie (iv) : Par le lemme 2.55(ii) (resp. par la remarque 2.58(ii)), la catégorie Fun(I,C )

est finiment complète (resp. finement cocomplète) et les foncteurs d’évaluation evi sont
exacts (remarque 2.56) ; au vu de (ii) (resp. de (iv)), il vient que si β est un monomor-
phisme (resp. un épimorphisme), il en est de même pour chaque βi. Pour la réciproque,
considérons le morphisme diagonal ∆F/G de β ; en raisonnant comme dans la preuve de
(ii) on voit que evi(∆F/G) = ∆Fi/Gi, le morphisme diagonal de βi, pour tout i ∈ Ob(I),
et ce dernier est un isomorphisme si βi est un monomorphisme, d’après (i). Donc, si tout
βi est un monomorphisme, ∆F/G est un isomorphisme, et alors β est un monomorphisme,
toujours d’après (i). On raisonne de même si chaque βi est un épimorphisme, en invo-
quant (iii) plutôt que (i).

Exercice 2.70, partie (i) : Soit (ηj : L → F ′′j | j ∈ Ob(J)) un cône universel ; les
identités : ηj,i′ ◦Lf = (F ′′j)(f) ◦ ηj,i = 0Li,F (i′,j) pour tout j ∈ Ob(J) caractérisent Lf .
Mais 0Li,Li′ vérifie ces identités, donc Lf = 0Li,Li′ . On raisonne de manière analogue, si
L représente colimJ F

′′ : les détails sont laissés aux soins du lecteur.
Partie (ii) : Avec (i) on voit que τ commute avec toute limite et colimite représentable

de Morph(B) (par la calculabilité terme à terme de ces limites et colimites) ; l’assertion
découle alors de la proposition 2.57 et de la remarque 2.58(iii).

Partie (iii) : Soit (Tλ := (Mλ, Nλ, fλ) |λ ∈ Λ) un système de Morph(A−Mod) indexé
par l’ensemble partiellement ordonné filtrant (Λ,≤), et T := (M,N, f) une colimite de
ce système ; un co-cône universel (ηλ : Tλ → T |λ ∈ Λ) pour cette colimite est alors la
donnée d’un système de diagrammes commutatifs

Mλ

ηMλ //

fλ
��

M

f
��

Nλ
ηNλ // N

∀λ ∈ Λ.

Notons aussi par ιλ : Ker fλ → Mλ et ι : Ker f → M les monomorphismes cano-
niques, soient K une colimite du système de A-modules (Ker(Tλ) = Ker fλ |λ ∈ Λ), et
(ηKλ : Ker fλ → K |λ ∈ Λ) un co-cône universel ; d’après le problème 2.59(ii), il existe un
isomorphisme unique de A-modules

τ : K
∼→ Ker f tel que ι ◦ τ ◦ ηKλ = ηMλ ◦ ιλ ∀λ ∈ Λ.
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D’autre part, pour tout λ ∈ Λ le morphisme Ker(ηλ) : Ker fλ → Ker f vérifie l’identité
ι ◦ Ker(ηλ) = ηMλ ◦ ιλ. Comme ι est un monomorphisme, il vient

Ker(ηλ) = τ ◦ ηMλ ∀λ ∈ Λ.

En dernier lieu, notons que le co-cône (ηMλ |λ ∈ Λ) est aussi universel, car les colimites de
Morph(A−Mod) se calculent terme à terme ; on conclut que le co-cône (Ker(ηλ) |λ ∈ Λ)
est universel, CQFD.

Problème 2.76, partie (i) : Si F est additif, on a F0XY = 0FX,FY pour tous X,Y ∈
Ob(A ) ; mais 0A est l’unique objet X de A (à isomorphisme unique près) tel que 1X =
0XX , donc 1FX = 0FX,FX , et de même, cette identité caractérise les objets zéro de
B, donc F0A est un objet zéro. Ensuite, soient A1, A2 ∈ Ob(A ) tels que A1 ⊕ A2

soit représentable, et soient (e1, e2) et (p1, p2) les injections et projections canoniques
correspondantes ; posons e′i := Fei et p′i := Fpi pour i = 1, 2. Comme F est additif,
il vient p′i ◦ e′i = 1FAi pour i = 1, 2 et p′j ◦ e′j = 0FAj ,FAi pour j ̸= i, ainsi que
e′1 ◦ p′1 + e′2 ◦ p′2 = 1F (A1⊕A2). D’après la proposition 2.73, F (A1 ⊕ A2) représente alors
le biproduit de FA1 et FA2, avec les injections et projections canoniques (Fe1, Fe2) et
(Fp1, Fp2), d’où l’assertion.

Si F commute avec les produits finis représentables de C , alors F (A1⊕A2) représente
le produit de FA1 et FA2, et (Fpi | i = 1, 2) est un cône universel ; en outre, si 0A

est l’objet zéro de A , alors F0A est un objet final de B (remarque 2.27(ii)), et tout
objet final est un objet zéro de B. Par suite F préserve les morphismes nuls (remarque
2.72(ii)). En particulier, Fei ◦ Fpi = 1FAi pour i = 1, 2, et Fpj ◦ Fei = 0FAi,FAj pour
j ̸= i ; la proposition 2.73 entraîne alors que le co-cône (Fei | i = 1, 2) est de même
universel, comme souhaité. Si F commute avec les coproduits finis représentables, alors
F op commute avec les produits finis représentables, et compte tenu de la remarque 2.72(i),
l’assertion découle du cas précédent.

Partie (ii) : Soient A,A′ ∈ Ob(A ), et notons par (ei, pi | i = 1, 2) (resp. (e′i, p′i | i =
1, 2)) le cône et le co-cône universels de A⊕A (resp. de A′ ⊕A′) tels que

∑2
i=1 ei ◦ pi =

1A⊕A (resp.
∑2
i=1 e

′
i ◦ p′i = 1A′⊕A′), comme dans la proposition 2.73 ; notons aussi par

∆A : A→ A⊕A et ∇A′ : A′⊕A′ → A′ la diagonale de A et respectivement la codiagonale
de A′ (voir la remarque 2.67). Rappelons que pi◦∆A = 1A et ∇A′ ◦ei = 1A′ pour i = 1, 2.
Soient f1, f2 ∈ A (A,A′) ; on calcule pour i = 1, 2 :

p′i ◦ (f1 ⊕ f2) ◦∆A = p′i ◦ (f1 ⊕ f2) ◦ (e1 ◦ p1 + e2 ◦ p2) ◦∆A

= p′i ◦ (f1 ⊕ f2) ◦ (e1 + e2)

= p′i ◦ (f1 ⊕ f2) ◦ e1 + pi ◦ (f1 ⊕ f2) ◦ e2 = fi

(notation de la remarque 2.74(ii)) et par suite :

∇A′ ◦ (f1 ⊕ f2) ◦∆A = ∇A′ ◦ (e′1 ◦ p′1 + e′2 ◦ p′2) ◦ (f1 ⊕ f2) ◦∆A

= ∇A′ ◦ (e′1 ◦ f1 + e′2 ◦ f2) = f1 + f2.

Or, si F commute avec les produits finis ou les coproduits finis, F0A est l’objet zéro 0A ′

de A ′, d’où F0AA′ = 0FA,FA′ ; en outre F (A⊕A) = FA⊕FA et F (A′⊕A′) = FA′⊕FA′.
Par suite, le système de morphismes (Fei, Fpi | i = 1, 2) vérifie encore les identités de la
proposition 2.73(i.c), et on déduit aussitôt que F (f1 ⊕ f2) = Ff1 ⊕ Ff2 ; en outre, évi-
demment F (∆A) = ∆FA et F (∇A′) = ∇FA′ . Donc finalement F (f1 + f2) = Ff1 + Ff2,
comme souhaité.

Exercice 2.84 : Pour tout A ∈ Ob(A ) et tout objet A ⊕ A représentant le biproduit
de deux copies de A, soient (A

eA,i−−→ A⊕A pA,i−−−→ A | i = 1, 2) les injections et projections
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canoniques ; par hypothèse, il existe une unique bijection

ωA : F (A⊕A) ∼→ FA× FA telle que pFA,i ◦ ωA = FpA,i ∀i = 1, 2

où (pFA,i : FA× FA→ FA | i = 1, 2) sont les projections naturelles. Posons alors :

µA := pA,1 + pA,2 : A⊕A→ A et µFA := F (µA) ◦ ω−1A : FA× FA→ FA.

Noter que µFA ne dépend pas du choix du représentant pour le biproduit : en effet, soit
B un deuxième objet représentant le biproduit de deux copies de A, avec projections
canoniques p′1, p′2 : B → A ; posons µ′ := p′1 + p′2 : B → A, et soit ω′ : FB ∼→ FA × FA
l’unique bijection telle que pFA,i◦ω′ = Fp′i pour i = 1, 2. Il existe un unique isomorphisme
ρ : B

∼→ A ⊕ A tel que pA,i ◦ ρ = p′i pour i = 1, 2. Il vient µ′ = µA ◦ ρ et ω′ = ω ◦ Fρ,
d’où F (µ′) ◦ ω′−1 = µFA, comme souhaité.

Choisissons ensuite, pour tout A ∈ Ob(A ) un objet représentant le produit A×A×A,
avec projections canoniques (πA,i : A × A × A → A | i = 1, 2, 3). Noter que A × A × A
représente aussi le biproduit (A⊕A)⊕A, avec cône universel :

A⊕A q′A←−− A×A×A πA,3−−−→ A

où q′A désigne l’unique morphisme de A tel que pA,i ◦q′A = πA,i pour i = 1, 2. De même,
A×A×A représente le biproduit A⊕ (A⊕A), avec cône universel :

A
πA,1←−−− A×A×A q′′A−−→ A⊕A

où q′′A désigne l’unique morphisme de A tel que pA,i ◦ q′′A = πA,i+1 pour i = 1, 2. Avec
cette notation, montrons que l’on a un diagramme commutatif :

DA :

A×A×A (A⊕A)⊕A
µA⊕1A // A⊕A

µA
��

A⊕ (A⊕A)
1A⊕µA // A⊕A

µA // A.

En effet, par définition on a µA ⊕ 1A = eA,1 ◦ µA ◦ q′A + eA,2 ◦ πA,3, et q′A = eA,1 ◦
πA,1 + eA,2 ◦ πA,2, d’où µA ◦ (µA ⊕ 1A) = µA ◦ q′A + πA,3 = πA,1 + πA,2 + πA,3. De
même, 1A ⊕ µA = eA,1 ◦ πA,1 + eA,2 ◦ µA ◦ q′′A et q′′A = eA,1 ◦ πA,2 + eA,2 ◦ πA,3, d’où
µA ◦ (1A ⊕ µA) = πA,1 + πA,2 + πA,3.

On a en outre un diagramme d’ensembles :

DFA :

F (A⊕ (A⊕A))
ω′′A
��

F (A×A×A)
τA
��

F ((A⊕A)⊕A)
ω′A
��

FA× F (A⊕A) 1FA×ωA // FA× FA× FA F (A⊕A)× FAωA×1FAoo

dont les trois flèches verticales sont des bijections caractérisées par les identités :

πFA,i ◦ τA = F (πA,i) ∀i = 1, 2, 3

q′FA ◦ ω′A = F (q′A) πFA,3 ◦ ω′A = F (πA,3)

q′′FA ◦ ω′′A = F (q′′A) πFA,1 ◦ ω′′A = F (πA,1)

où (πFA,i : FA × FA × FA → FA | i = 1, 2, 3) sont les projections canoniques, et de

même pour F (A ⊕ A) × FA q′FA−−→ F (A ⊕ A) q′′FA←−− FA × F (A ⊕ A). On vérifie aisément
la commutativité de DFA, ainsi que les identités :

ωA ◦ F (µA ⊕ 1A) = (FµA × 1FA) ◦ ω′A ωA ◦ F (1A × µA) = (1FA × FµA) ◦ ω′′A
(les détails sont laissés aux soins du lecteur) ; par suite, si l’on considère aussi le dia-
gramme commutatif F (DA) (déduit de DA, après application terme à terme du foncteur
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F ), il vient un diagramme commutatif :

FA× FA× FA
µFA×1FA //

1FA×µFA
��

FA× FA
µA
��

FA× FA
µA // A.

Cela revient à dire que µFA : FA × FA → FA est une loi de composition associative
sur l’ensemble FA. Soient ensuite βA : A ⊕ A

∼→ A ⊕ A l’unique morphisme tel que
pA,i ◦ βA = pA,3−i pour i = 1, 2, et βFA : FA×FA ∼→ FA×FA la bijection qui échange
les facteurs : (x, y) 7→ (y, x) pour tous x, y ∈ FA ; on vérifie aussitôt que :

ωA ◦ FβA = βFA ◦ ωA et µA ◦ βA = µA

d’où : µFA ◦ βFA = µFA. Cela revient à dire que la loi de composition µFA est com-
mutative. Noter que F commute avec le produit vide, autrement dit, il envoie l’objet
final 0A de A sur un objet final de Ens, i.e. un ensemble avec un seul élément (re-
marque 2.27(ii)). Pour tout A ∈ Ob(A ), soit 0A : 0A → A l’unique morphisme de A
(rappelons que 0A est aussi un objet initial de 0A ) ; l’image de F0A est alors {0FA}
pour un unique élément 0FA ∈ FA. Rappelons en outre que pA,1 ◦ eA,1 = 1A, et
pA,2 ◦ eA,1 = 0AA : A → A est le morphisme nul de A, i.e. l’unique morphisme qui
se factorise à travers 0A ; ainsi, F0AA : FA → FA est l’application telle que x 7→ 0FA
pour tout x ∈ FA, et eFA,1 := ωA ◦ FeA,1 : FA → FA × FA est alors l’application
telle que : x 7→ (x, 0FA) pour tout x ∈ FA. Mais on a aussi µA ◦ eA,1 = 1A, d’où
µFA ◦ eFA,1 = 1FA. Cela revient à dire que 0FA est un élément neutre pour la loi de
composition µFA, pour tout A ∈ Ob(A ).

En dernier lieu, soit ∆A : A→ A⊕A le morphisme diagonal (exercice 2.66(i)) ; on voit
aisément que ωA ◦F (∆A) = ∆FA : FA→ FA×FA, l’application diagonale de FA dans
FA×FA. En outre, µA ◦(1A⊕(−1A))◦∆A = 0AA, d’où µFA ◦(1FA×F (−1A))◦∆FA =
F0AA, autrement dit, pour tout x ∈ FA on a µFA(x, F (−1A)(x)) = 0FA. Cela achève
de vérifier que F †A := (FA, µA, 0FA) est un groupe abélien pour tout A ∈ Ob(A ).
Montrons ensuite que l’association A 7→ F †A pour tout A ∈ Ob(A ) définit on fonc-
teur F † : A → Z − Mod ; soit donc f : A → B un morphisme de A , et noter que
µB ◦ (f ⊕ f) = f ◦ µA. On déduit aussitôt que µFB ◦ (Ff ×Ff) = Ff ◦ µFA, i.e. Ff est
un homomorphisme de groupes F †A → F †B, d’où l’assertion. Avec l’exemple 2.22(iv),
on voit que F † commute avec les produits finis, donc il est additif (problème 2.76(ii)).
Pour vérifier l’unicité de F †, rappelons que tout foncteur additif A → Z−Mod commute
avec les biproduits de A (problème 2.76 (i)), donc il existe un unique isomorphisme
λA : F †(A ⊕ A) ∼→ F †A ⊕ F †A de Z −Mod tel que λA ◦ F †eA,i = eF †A,i pour i = 1, 2

(où (eF †A,i : F †A → F †A ⊕ F †A | i = 1, 2) sont les injections canoniques), et noter
que µA est aussi le morphisme codiagonal de A (voir l’exercice 2.66(iii)), de sorte que
F †(µA) ◦ λ−1A : F †A ⊕ F †A → F †A doit être le morphisme codiagonal de F †A, i.e. la
loi de composition du groupe abélien F †A. Avec cette notation, vérifions que λA = ωA ;
pour cela, grâce à l’universalité du cône (pFA,i | i = 1, 2) et du co-cône (F †eA,i | i = 1, 2),
il suffit de montrer que pFA,j ◦ λA ◦ F †eA,i = F †pA,j ◦ F †eA,i pour tous i, j = 1, 2. Mais
pFA,j ◦λA ◦F †eA,i = pFA,j ◦ eF †A,i, d’où l’assertion. Cela montre que pour tout foncteur
additif F † : A → Z−Mod dont la composition avec le foncteur d’oubli Z−Mod→ Ens
coïncide avec F , notre application µFA est forcément la loi de composition de F †A,
comme souhaité.

Exercice 2.95, partie (i) : Soit D cartésien ; notons par B pB←−− B ⊕ C
pC−−→ C les

projections canoniques, par B eB−−→ B ⊕ C eC←−− C les injections canoniques, posons h :=
g ◦ pB − f ◦ pC : B ⊕ C → D, et soit comme d’habitude ιh : Ker(h) → B ⊕ C le cône
universel. Pour tout couple de morphismes B u←− X

v−→ C avec f ◦ v = g ◦ u, soit aussi
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(u, v) := eB ◦ u+ eC ◦ v : X → B ⊕ C ; il vient

h ◦ (u, v) = (g ◦ pB − f ◦ pC) ◦ (eB ◦ u+ eC ◦ v)
= g ◦ pB ◦ eB ◦ u− f ◦ pC ◦ eC ◦ v = g ◦ u− f ◦ v = 0XD

donc il existe un unique morphisme w : X → Ker(h) avec ιh ◦ w = (u, v). Par suite
pB ◦ ιh ◦ w = u et pC ◦ ιh ◦ w = v ; cela montre que Ker(h) représente le produit fibré
B ×(g,f) C, et on peut donc supposer que A = Ker(h), avec les projections canoniques
f ′ = pB ◦ ιh et g′ = pC ◦ ιh. Noter que h est un épimorphisme, car il en est de même
pour g = h ◦ eB ; d’après la remarque 2.93(ii), on a alors une identification naturelle de

D avec Coker(ιh). Or, soient B u′−→ X
v′←− C deux morphismes avec u′ ◦ f ′ = v′ ◦ g′, et

posons [u′, v′] := u′ ◦ pB − v′ ◦ pC : B ⊕ C → X ; il vient

[u′, v′] ◦ ιh = u′ ◦ pB ◦ ιh − v′ ◦ pC ◦ ιh = u′ ◦ f ′ − v′ ◦ g′ = 0AX

donc il existe un unique morphisme w′ : D → X avec w′ ◦ h = [u′, v′]. Par suite,
w′ ◦g = w′ ◦h◦eB = [u′, v′]◦eB = u′, et w′ ◦f = w′ ◦ (−h◦eC) = −[u′, v′]◦eC = v′. Cela
achève de vérifier que D est cocartésien. Ensuite, soit v′′ : C → X un morphisme avec
v′′◦g′ = 0AX ; comme D est cocartésien, il existe alors un unique morphisme w′′ : D → X
avec w′′ ◦ f = v′′ et w′′ ◦ g = 0BX , et si g est un épimorphisme, il vient w′′ = 0DX , d’où
v′′ = 0CX . Cela revient à dire que Coker(g′) = 0A , donc g′ est un épimorphisme (lemme
2.75(ii)).

Partie (ii) : Noter que X1 et X2 sont aussi des sous-objets de X1 ∪X2, et X1 ∩X2

représente aussi l’intersection de X1 et X2 dans Sub(X1 ∪X2) ; au vu du lemme 2.47(ii),
cela montre que E est cartésien. Ensuite, disons que X1 ∩ X2 (resp. Xi) soit la classe
dans Sub(A) du monomorphisme j12 : X1 ∩ X2 → A (resp. de ji : Xi → A, pour
i = 1, 2), et soient (ki : X1 ∩ X2 → Xi | i = 1, 2) les uniques monomorphismes tels que
j12 = j1 ◦ k1 = j2 ◦ k2 ; notons en outre (Xi

ei−→ X1 ⊕ X2
pj−→ Xj | i, j = 1, 2) les pro-

jections et les injections canoniques. Rappelons que X1 ∪X2 est l’image du morphisme
t := j1 ◦ p1 + j2 ◦ p2 : X1 ⊕ X2 → A (proposition 2.94). Soit alors f : Y → X1 ⊕ X2

un morphisme de A avec t ◦ f = 0Y A, et posons fi := pi ◦ f : Y → Xi pour i = 1, 2 ;
il vient j1 ◦ f1 + j2 ◦ f2 = 0Y A, et d’autre part f = e1 ◦ f1 + e2 ◦ f2. Avec cette nota-
tion, f équivaut alors à la donnée d’un couple de morphismes (fi : Y → Xi | i = 1, 2)
tels que j1 ◦ f1 = j2 ◦ (−f2) ; à son tour, cela équivaut à la donnée d’un morphisme
f ′ : Y → X1 ∩X2 tel que f1 = k1 ◦ f ′ et f2 = −k2 ◦ f ′. Cela montre que le sous-objet
X1∩X2 représente Ker(t), et le monomorphisme universel Ker(t)→ X1⊕X2 correspond
à e1 ◦ k1 − e2 ◦ k2 sous cette identification. Or, on a X1 ∪X2 = (X1 ⊕X2)/Ker(t), donc
la donnée d’un morphisme g : X1 ∪X2 → Z équivaut à celle d’un couple de morphismes
(gi : Xi → Z | i = 1, 2) avec g1 ◦ k1 = g2 ◦ k2, par suite E est cocartésien.

Exercice 2.98, partie (i) : Soient M• := (Mn, gn : Mn → Mn−1 |n ∈ Z) un objet de
Fun(C op

Z ,A ), et N• := (Nn, dn : Nn → Nn−1 |n ∈ Z) un objet de C(A ) ; soit aussi ϕ• :
N• →M• un morphisme de Fun(C op

Z ,A ). Pour tout n ∈ Z, soit M∗n := Ker(gn−1 ◦gn), et
notons par ιn :M∗n →Mn le monomorphisme universel ; puisque (gn−2◦gn−1)◦(gn◦ιn) est
le morphisme nul, il existe un unique hn ∈ A (M∗n,M

∗
n−1) tel que ιn−1◦hn = gn◦ιn. On a

ιn−2 ◦hn−1 ◦hn = gn−1 ◦ιn−1 ◦hn = gn−1 ◦gn ◦ιn = 0M∗nMn−2 , d’où hn−1 ◦hn = 0M∗nM∗n−2

pour tout n ∈ Z, car ιn−2 est un monomorphisme ; donc la donnéeM∗• := (M∗n, hn |n ∈ Z)
est un objet de C(A ), et ι• := (ιn |n ∈ Z) est un morphisme M∗• →M• de Fun(C op

Z ,A ).
Pour tout n ∈ Z, on a gn−1 ◦ gn ◦ ϕn = gn−1 ◦ ϕn−1 ◦ dn = ϕn ◦ dn−1 ◦ dn = 0NnMn−2 ,
donc il existe un unique ϕ∗n ∈ A (Nn,M

∗
n) tel que ϕn = ιn ◦ ϕ∗n ; il vient ιn−1 ◦ hn ◦ ϕ∗n =

gn ◦ ιn ◦ ϕ∗n = gn ◦ ϕn = ϕn−1 ◦ dn = ιn−1 ◦ ϕ∗n−1 ◦ dn, d’où hn ◦ ϕ∗n = ϕn−1 ◦ dn, car ιn−1
est un monomorphisme. Ainsi, la donnée ϕ∗• := (ϕ∗n |n ∈ Z) est l’unique morphisme de
C(A ) tel que ϕ∗• ◦ ι• = ϕ•. L’unicité de ϕ∗• entraîne aisément que (ϕ• ◦ ψ•)∗ = ψ• ◦ ϕ∗•
pour tout morphisme ψ• : N ′• → N• de C(A ) ; cela achève de montrer que l’association
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ϕ• 7→ ϕ∗• définit un isomorphisme de foncteurs

hMop
•
◦ iop ∼→ hM∗op•

d’où un foncteur F : Fun(C op
Z ,A ) → C(A ) adjoint à droite de i, tel que FM• =M∗•

pour tout M ∈ Ob(Fun(C op
Z ,A )). L’existence d’un adjoint à gauche suit par dualité,

car iop : C(A )op → Fun(C op
Z ,A )op s’identifie naturellement avec l’inclusion C(A op)→

Fun(C op
Z ,A op) pour la catégorie abélienne A op (remarque 2.81(ii)).

Partie (ii) : Soit F : J → C(A ) un foncteur ; si A est J-complète, il en est de même
pour Fun(C op

Z ,A ) (lemme 2.55(ii)), donc la limite de i◦F est représentée par un foncteur
L : C op

Z → A , et au vu de (ii) et du lemme 2.52(ii), la limite de F est alors représentable
dans C(A ). On raisonne de même pour montrer que C(A ) est J-cocomplète si A est J-
cocomplète, à l’aide de (ii), du dual du lemme 2.52(ii), et de la remarque 2.81(ii). Ensuite,
i commute avec les limites et colimites représentables, en vertu de (i) et de la proposi-
tion 2.49 ; il s’ensuit que i commute avec les noyaux et le conoyaux, donc aussi avec les
images et les coimages, et par suite les morphismes canoniques βf : Coim(f) → Im(f)
commutent de même avec i. Puisque tout morphisme de Fun(C op

Z ,A ) est strict (remarque
2.81(iii)), il en est alors de même pour tout morphisme de C(A ), donc cette dernière est
abélienne.

Exercice 2.100 : Soit ((Mλ,•, d
Mλ
• ) |λ ∈ Λ) un système de complexes de A-modules

indexé par un ensemble partiellement ordonné filtrant (Λ,≤), notons par (L•, d
L
• ) la

limite directe de ce système, par H la limite directe du système

(Hi(Mλ,•) |λ ∈ Λ)

et soient (ηλ,• : Mλ,• → L• |λ ∈ Λ) et (γλ : Hi(Mλ,•) → H |λ ∈ Λ) des co-cônes
universels ; l’assertion concernant Hi revient à exhiber un isomorphisme

ω : H
∼→ Hi(L•) tel que ω ◦ γλ = Hi(ηλ,•) ∀λ ∈ Λ.

On peut construire un tel isomorphisme comme suit. Rappelons que H est (isomorphe à)
l’ensemble des classes d’équivalence [a, λ] des couples (a, λ), avec λ ∈ Λ et a ∈ Hi(Mλ,•) :
voir l’exercice 2.31(iii) ; on pose ω([a, λ]) := Hi(ηλ,•)(a). On doit vérifier que cette as-
sociation donne une application A-linéaire bien définie, et en montrer la bijectivité ; ces
vérifications ne présentent pas de difficultés, et on laissera au lecteur le soin de développer
cet argument. On propose plutôt une preuve d’esprit plus catégorique, valable dans toute
catégorie abélienne A dont les noyaux commutent avec les colimites filtrantes (c’est le
cas pour A = A−Mod, d’après l’exercice 2.70(iii)). Fixons i ∈ Z. On vérifie d’abord que
le foncteur Zi commute avec les colimites filtrantes ; pour cela, on considère le foncteur
τ : C(A )→ Morph(A ) qui associe à tout complexe (M•, d

M
• ) de A l’objet (Mi,Mi−1, di)

de Morph(A ), et à tout morphisme de complexes ϕ• : (M•, dM• )→ (N•, d
N
• ) le diagramme

Mi
ϕi //

dMi ��

Ni

dNi��
Mi−1

ϕi−1 // Ni−1.

Evidemment, Zi est la composition C(A )
τ−→ Morph(A )

Ker−−→ A . Mais il est clair que τ
commute avec toute colimite (et en fait, avec toute limite) de C(A ), car ces dernières se
calculent terme à terme dans C(A ) et dans Morph(A ) ; d’autre part, par hypothèse Ker
commute avec les colimites filtrantes, d’où l’assertion.

Ensuite, la différentielle dMi+1 : Mi+1 → Mi de tout complexe (M•, d
M
• ) de A se

factorise à travers un morphisme dM :Mi+1 → Zi(M•), et tout morphisme ϕ• :M• → N•
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de C(A ) fait commuter le diagramme

(∗)
Mi+1

dM

��

ϕi+1 // Ni+1

dN

��
Zi(M•)

Zi(ϕ•) // Zi(N•).

On obtient ainsi un foncteur

d : C(A )→ Morph(A ) (M•, d•) 7→ dM

associant à tout morphisme de complexes ϕ• : M• → N• le diagramme (∗). Avec cette
notation, on voit aussitôt que Hi est la composition

C(A )
d−→ Morph(A )

Coker−−−−→ A .

Comme Coker commute avec toute colimite (exercice 2.70(ii)), on est ramené à vérifier
que d commute avec les colimites filtrantes. Or, soient ((Mλ,•, d

Mλ
• ) |λ ∈ Λ), (L•, d

L
• )

et (ηλ,• : Mλ,• → L• |λ ∈ Λ) comme ci-dessus ; on déduit un système de diagrammes
commutatifs

Mλ,i+1

ηλ,i+1 //

dMλ

��

Li+1

dL

��
Zi(Mλ,•)

Zi(ηλ,•) // Zi(L•)

∀λ ∈ Λ.

Noter que le co-cône (ηλ,i+1 |λ ∈ Λ) est universel, car les colimites de C(A ) se cal-
culent terme à terme ; le co-cône (Zi(ηλ,•) |λ ∈ Λ) est universel à son tour, car on vient
de voir que Zi commute avec les colimites filtrantes. Par suite, la commutativité de
ces diagrammes détermine dL, et l’identifie avec la colimite du système de morphismes
(dMλ |λ ∈ Λ). L’objet d(L•) de Morph(A ) est alors la colimite de (d(Mλ,•) |λ ∈ Λ), et
(d(ηλ,•) |λ ∈ Λ) est un co-cône universel, CQFD.

Exercice 2.101, partie (i) : Soit (M•, d•) un complexe de A ; pour tout i ∈ Z on
obtient aisément deux diagrammes commutatifs :

Ker(di)
ι′i //

π′i
��

Mi

πi
��

Ker((dop)−i)
a′ //

b′

��

(Mop
• )−i

b
��

Hi(M•)
ιi // Coker(di+1) H−i(M

op
• )

a // Coker((dop)−i+1)

où ι′i (resp. a′) est un monomorphisme de A (resp. de A op) et les flèches verticales du
diagramme de gauche (resp. de droite) sont des épimorphismes de A (resp. de A op). Or,
soient f : Hi(M•) → X et g : Mi → X deux morphismes de A avec f ◦ π′i = g ◦ ι′i ;
soit aussi di+1 : Mi+1 → Ker(di) l’unique morphisme tel que ι′i ◦ di+1 = di+1. Il vient
g ◦ di+1 = f ◦ π′i ◦ di+1, et puisque π′i ◦ di+1 est le morphisme nul, il en est de même
pour g ◦ di+1, donc g = g ◦ πi pour un unique morphisme g : Coker(di+1) → X de A .
Comme f ◦ π′i = g ◦ πi ◦ ι′i = g ◦ ιi ◦ π′i, on a f = g ◦ πi, car π′i est un épimorphisme. Cela
achève de montrer que le diagramme de gauche est cocartésien, et donc de même pour le
diagramme de droite. D’après l’exercice 2.95(i), il s’ensuit que ιi est un monomorphisme
de A , et de même, a est un monomorphisme de A op. Mais noter que Ker((dop)−i) =
Coker(di+1)

op et Coker((dop)−i+1) = Ker(di)
op ; en outre, sous ces identifications, a′

(resp. b) correspond à πop
i (resp. à ι′opi ). Par suite, on a ainsi obtenu pour le morphisme

πi◦ι′i deux factorisations épi-mono : la première est le couple (π′i, ιi) est la deuxième est la

composition Ker(di)
aop−−→ H−i(M

op
• )op

b′op−−→ Coker(di+1). D’après la remarque 2.93(iii),
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il existe alors un unique isomorphisme de A op

ωi,M• : H−i(M
op
• )

∼→ Hi(M•)
op tel que ωi,M• ◦ b = ι′opi et π′opi ◦ ωi,M• = a.

La naturalité des morphismes ιi et π′i et l’unicité de ωi,M• entraînent aisément que l’asso-
ciation M• 7→ ωi,M• fournit l’isomorphisme de foncteurs souhaité : les détails sont laissés
aux soins du lecteur. L’assertion (ii) suit trivialement de (i).

Exercice 2.104 : On a un diagramme commutatif :

Im(dM,5)
jM,5 //

Im(ϕ5,ϕ4)
��

Ker(dM,4)
ιM,4 //

Ker(ϕ4,ϕ3)
��

M4

πM,4 //

ϕ4

��

Im(dM,4)
dM,4 //

Im(ϕ4,ϕ3)
��

M3

ϕ3

��
Im(dN,5)

jN,5 // Ker(dN,4)
ιN,4 // N4

πN,4 // Im(dN,4)
dN,4 // N3

où jM,5, ιM,4, jN,5 et ιN,4 sont les monomorphismes canoniques, πM,4 et πN,4 sont les
épimorphismes canoniques, Ker(ϕ4, ϕ3) est le morphisme induit par le couple (ϕ4, ϕ3) par
fonctorialité des noyaux (remarque 2.69(i)), et de même pour Im(ϕ4, ϕ3) et Im(ϕ5, ϕ4).
En outre, dM,4 est l’unique monomorphisme tel que dM,4 ◦πM,4 = dM,4, et de même pour
dN,4. Or, jM,5 et jN,5 sont des isomorphismes, car M• et N• sont exacts en degré 4 ; en
outre Im(ϕ5, ϕ4) est un isomorphisme, car il en est de même pour ϕ4 et ϕ5. Par suite,
Ker(ϕ4, ϕ3) est un isomorphisme. Mais Im(dM,4) (resp. Im(dN,4)) est aussi le conoyau de
ιM,4 (resp. de ιN,4), et par hypothèse ϕ4 est un isomorphisme ; par suite, Im(ϕ4, ϕ3) est un
isomorphisme. En dernier lieu, noter que Im(dM,4) = Im(dM,4) et Im(dN,4) = Im(dN,4).
Ainsi, quitte à remplacer M4 et N4 respectivement par Im(dM,4) et Im(dN,4), on peut
supposer du début que M5 = N5 = 0. Noter ensuite que les complexes Mop

• et Nop
• de

A op sont exacts, d’après l’exercice 2.101(ii) ; le même raisonnement nous ramène alors
au cas où l’on a aussi M1 = N1 = 0. Or, soit h ∈ A (X,M3) avec ϕ3 ◦ h = 0XN3

; il vient

ϕ2 ◦ dM,3 ◦ h = dN,3 ◦ ϕ3 ◦ h = 0XN2

d’où dM,3 ◦ h = 0XM2 , car ϕ2 est un isomorphisme. Puisque la suite 0 → M4 → M3 →
M2 → 0 est exacte courte, il existe alors un unique morphisme k : X → M4 avec
h = dM,4 ◦ k ; il vient dN,4 ◦ ϕ4 ◦ k = ϕ3 ◦ dM,4 ◦ k = 0XN3

, d’où k = 0XM4
, car ϕ4 est un

isomorphisme, et dN,4 est un monomorphisme (puisque la suite 0→ N4 → N3 → N2 → 0
est exacte courte). Ainsi, h = 0XM3

, et cela achève de vérifier que Kerϕ3 = 0A . Par dua-
lité, on déduit de même que Cokerϕ3 = 0A , et on conclut avec le lemme 2.75(iv.c).

Exercice 2.105, partie (i) : Par l’exercice 2.101(ii), la suite Σop
• est exacte courte, et

on a :
(ψ∗Σ•)

op = (ψop)∗(Σop
• ) dans C(A op).

Donc il suffit de vérifier que ϕ∗Σ• est exacte courte. Puisque g est un épimorphisme,
l’exercice 2.95(i) montre qu’il en est de même pour g′. Aussi, f ′ est un monomorphisme,
car il en est de même pour f . Il reste donc à vérifier que f ′ identifie N avec le noyau de g′.
Soit alors h : Y → X ′ un morphisme de A avec g′ ◦ h = 0YM ′ ; ainsi g ◦ π′ ◦ h = 0YM ,et
par suite il existe un unique morphisme k : Y → N tel que f ◦ k = π′ ◦ h. Il vient
π′ ◦ f ′ ◦ k = π′ ◦ h et g′ ◦ f ′ ◦ k = 0YM ′ = g′ ◦ h ; par la propriété universelle du produit
fibré, on a alors f ′ ◦ k = h, d’où l’assertion.

Partie (ii) : Considérons aussi les diagrammes commutatifs :

ϕ∗Σ

��

0 // N
f ′ //

ψ
��

X ′
g′ //

p′

��

M ′ // 0

ψ∗(ϕ
∗Σ) 0 // N ′′

h′ // Y ′
k′ // M ′ // 0
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ϕ∗(ψ∗Σ)

��

0 // N ′′
h′′ // Y ′′

k′′ //

p′′

��

M ′ //

ϕ
��

0

ψ∗Σ 0 // N ′′
f ′′ // X ′′

g′′ // M // 0.

Par la propriété universelle du produit fibré, la donnée d’un morphisme s1 : Y ′ → Y ′′

équivaut à celle d’un couple de morphismes s′1 : Y ′ →M ′ et s′′1 : Y ′ → X ′′ tels que

(∗) ϕ ◦ s′1 = g′′ ◦ s′′1 .
Par la propriété universelle de la somme amalgamée, la donnée de s′1 (resp. s′′1) correspond
à son tour à celle d’un couple de morphismes u′ : X ′ → M ′ et v′ : N ′′ → M ′ tels que
u′ ◦ f ′ = v′ ◦ ψ (resp. u′′ : X ′ → X ′′ et v′′ : N ′′ → X ′′ tels que u′′ ◦ f ′ = v′′ ◦ ψ), et (∗)
revient aux identités :

ϕ ◦ u′ = g′′ ◦ u′′ et ϕ ◦ v′ = g′′ ◦ v′′.
On prend u′ := g′ et v′ := 0N ′′M ′ (resp. u′′ := π′′ ◦ π′ et v′′ := f ′′). Vérifions que
la donnée (s0 := 1N ′′ , s1, s2 := 1M ′) est bien un morphisme de suites exactes courtes
ψ∗(ϕ

∗Σ)→ ϕ∗(ψ∗Σ). Cela revient à montrer les identités : s1 ◦h′ = h′′ et k′′ ◦s1 = k′. La
première à son tour équivaut à : s′1 ◦h′ = k′′ ◦h′′ = 0N ′′M ′ et s′′1 ◦h′ = p′′ ◦h′′ = f ′′. Mais
cela est clair, car par construction on a s′1 ◦ h′ = v′ et s′′1 ◦ h′ = v′′. De même, l’identité
k′′ ◦ s1 = k′ équivaut à : s′1 = k′, et cela est clair, car s′1 ◦ p′ = u′ = g′ = k′ ◦ p′, et
s′1 ◦ h′ = v′ = 0N ′′M ′ = k′ ◦ h′. En dernier lieu, puisque s0 et s2 sont des isomorphismes,
il en est de même pour s1, d’après l’exercice 2.104, d’où l’assertion.

Partie (iii) : Considérons le diagramme commutatif :

ϕ′∗(ϕ∗Σ)

��

0 // N
a // Z

b //

p
��

M ′′ //

ϕ′

��

0

ϕ∗Σ

��

0 // N
f ′ // X ′

g′ //

π′

��

M ′ //

ϕ
��

0

Σ 0 // N
f // X

g // M // 0.

Puisque les deux carrés en haut et en bas à droite son cartésiens, on voit aisément qu’il
en est de même pour le carré formé des flèches horizontales b et g, et par les flèches verti-
cales π′ ◦ p et ϕ ◦ϕ′ : les détails sont laissés aux soins du lecteur. Par suite, a est l’unique
morphisme de A tel que b ◦ a = 0NM ′′ et π′ ◦ p ◦ a = f , d’où l’identification souhaitée
(ϕ◦ϕ′)∗Σ ∼→ ϕ′∗(ϕ∗Σ). L’identification naturelle (ψ′ ◦ψ)∗Σ

∼→ ψ′∗(ψ∗Σ) se déduit comme
d’habitude par dualité.

Exercice 2.107 : Remarquons d’abord que l’on a un diagramme cartésien

Ker(f ◦ g)
g′ //

i′
��

Ker(f)

i
��

A
g // B

où i et i′ sont les monomorphismes universels. En effet, soient A u←− X
v−→ Ker f deux

morphismes de A avec g ◦ u = i ◦ v ; il vient f ◦ g ◦ u = f ◦ i ◦ v = 0XC , donc u = i′ ◦ w
pour un unique morphisme w : X → Ker(f ◦ g), et on a

i ◦ g′ ◦ w = g ◦ i′ ◦ w = g ◦ u = i ◦ v
d’où g′ ◦ w = v, car i est un monomorphisme, d’où l’assertion. Notons ensuite par

A
eA // A⊕B
pA
oo

pB
// B

eBoo B
e′B // B ⊕ C
p′B

oo
p′C

// C
e′Coo
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les injections et les projections canoniques, et considérons le diagramme commutatif

Σ(g, f) :

0 // A
eA //

g
��

A⊕B
pB //

h
��

B //

f
��

0

0 // B
e′B // B ⊕ C

p′C // C // 0

à lignes horizontales exactes, avec h := g ⊕ f − e′B ◦ pB . On va exhiber un isomorphisme
Ker(h)

∼→ Ker(f ◦ g), identifiant le monomorphisme universel Ker(h) → A ⊕ B avec
j := (eA+eB ◦g)◦ i′ : Ker(f ◦g)→ A⊕B. Soit en fait u : X → A⊕B un morphisme avec
h◦u = 0X,B⊕C , et posons uA := pA◦u et uB := pB ◦u ; il vient f ◦uB = p′C ◦h◦u = 0XC ,
donc uB = u′B ◦ i pour un unique morphisme u′B : X → Ker(f). En outre,

0XB = p′B ◦ h ◦ u = (g ◦ pA − pB) ◦ u = g ◦ uA − uB
i.e. uB = g◦uA. Autrement dit, la donnée de u équivaut à celle d’un couple de morphismes
(uA, u

′
B) tel que u′B ◦ i = g ◦uA ; par ce qui précède, la donnée de (uA, u

′
B) équivaut aussi

à celle d’un morphisme w : X → Ker(f ◦ g) avec i′ ◦ w = uA et g′ ◦ w = u′B . En dernier
lieu, noter que, pour un tel w on a

j ◦ w = eA ◦ uA + eB ◦ g ◦ i′ ◦ w = eA ◦ uA + eB ◦ i ◦ g′ ◦ w
= eA ◦ uA + eB ◦ i ◦ u′B = eA ◦ uA + eB ◦ uB = u.

L’isomorphisme souhaité s’ensuit aussitôt. Noter aussi que la construction de Σ(g, f) est
auto-duale, i.e. Σ(fop, gop) = Σ(g, f)op (les détails sont laissés aux soins du lecteur) ; par
suite, on a de même un isomorphisme Coker(h)

∼→ Coker(f ◦ g). Pour conclure, il suffit
maintenant d’invoquer le lemme du serpent (proposition 2.106).

Problème 2.108, partie (i) : Cela découle aussitôt de l’exercice 2.107 : les détails sont
laissés aux soins du lecteur.

Partie (ii) : Soit A′ p−→ A′′
i−→ A la factorisation épi-mono de g (remarque 2.93(i)), et

posons B′′ := B×AA′, de sorte que B×A g = (B×A i)◦ (B′′×A′′ p) ; alors i et p sont des
B-isomorphismes, et d’après (i) il suffit de montrer qu’il en est de même pour B′′ ×A′′ p
et B×A i. Ainsi, on peut supposer que g soit un monomorphisme ou un épimorphisme. Si
g est un épimorphisme, il en est de même pour B×Ag, et Ker(g) s’identifie naturellement
avec Ker(B ×A g) (exercice 2.105(i)), d’où l’assertion. Si g est un monomorphisme, soit
B

q−→ B′
j−→ A la factorisation épi-mono de f ; on a B×Ag = B×B′ (B′×Ag), donc on peut

supposer que f soit un monomorphisme ou un épimorphisme. Si f est un épimorphisme,
le diagramme cartésien

(∗)
B ×A A′ //

B×Ag
��

A′

g
��

B
f // A

est aussi cocartésien (exercice 2.95(i)), et B ×A g est un monomorphisme, car il en
est de même pour g (exemple 2.23(iii)) ; par suite, on a une identification naturelle de
Coker(B ×A g) avec Coker(g) (exercice 2.105(i)), d’où l’assertion. En dernier lieu, soient
f et g deux monomorphismes, et posons C := Im(f) ∪ Im(g), de sorte que g est la com-
position des monomorphismes g′ : A′ → C et g′′ : A′′ → A ; puisque Coker(g′) est un
sous-objet de Coker(g), on voit avec (i) que g′ est un B-isomorphisme. D’autre part, f
est la composition de g′′ avec un monomorphisme f ′ : B → C, et on a une identification
naturelle de B ×A g avec B ×C g′. Quitte à remplacer A par C, on peut donc supposer
que le diagramme (∗) soit aussi cocartésien (exercice 2.95(ii)), et on conclut alors comme
dans le cas précédent.
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Partie (iii) : SoientX f←− X ′ g−→ Y deux morphismes de A ; si f est un B-isomorphisme,
la propriété universelle souhaitée entraîne l’existence d’un unique morphisme h : πX →
πY de A /B avec π(g) = h◦π(f). On essaiera donc de réaliser les morphismes πX → πY
de A /B par les classes d’équivalence de tels diagrammes, pour la plus petite relation
d’équivalence telle que deux tels diagrammes

(∗) D := (X
f←− X ′ g−→ Y ) et D ′ := (X

f ′←− X ′′ g
′

−→ Y )

sont équivalents s’il existe t ∈ A (X ′, X ′′) avec f ′ ◦ t = f et g′ ◦ t = g ; puisque f et f ′
sont des B-isomorphismes, noter qu’il en est de même pour t, d’après (i), et par suite
ces diagrammes représenteront le même morphisme de A /B, car :

π(g) ◦ π(f)−1 = π(g) ◦ π(t)−1 ◦ π(f ′)−1 = π(g′) ◦ π(f ′)−1.

Toutefois, si A n’est pas une petite catégorie, ces classes d’équivalence ne forment pas
forcément un ensemble ; pour y remédier, noter que le diagramme D induit un unique
morphisme (f, g) : X ′ → X × Y dont la composition avec la projection pX : X × Y → X
(resp. pY : X × Y → Y ) coïncide avec f (resp. avec g), et soit q : X ′ → X ′′ := Im(f, g)
l’épimorphisme canonique, de sorte qu’il existe un unique monomorphisme (f ′, g′) : X ′′ →
X × Y avec (f, g) = (f ′, g′) ◦ q. Ce dernier correspond à son tour à un diagramme

D ′ := (X
f ′←− X ′′

g′−→ Y ) ; montrons que f ′ est un B-isomorphisme : d’après (i) il suffit
de vérifier que q est un B-isomorphisme, car f = f ′ ◦ q. Mais Coker(q) = 0 ∈ Ob(B),
et Ker(q) = Ker(f, g) = Ker(f) ∩ Ker(g) ⊂ Ker(f), donc Ker(q) ∈ Ob(B) : les détails
sont laissés aux soins du lecteur. Cela achève de montrer que D est équivalent à D ′ ; on
notera par [f, g] ∈ Sub(X × Y ) le sous-objet déterminé par le monomorphisme (f ′, g′).
Remarquons ensuite que la condition que f ′ = pX ◦ (f ′, g′) soit un B-isomorphisme ne
dépend que du sous-objet [f, g] : car si un monomorphisme u : Z → X×Y est un deuxième
représentant pour le sous-objet [f, g], alors par définition il existe un isomorphisme v :

X ′
∼→ Z de A tel que u ◦ v = (f ′, g′), et il s’ensuit aisément que pX ◦ u est de même un

B-isomorphisme. Le même raisonnement montre que deux diagrammes D et D ′ comme
dans (∗) avec [f, g] = [f ′, g′] sont équivalents. Mais par hypothèse, Sub(X × Y ) est un
ensemble, donc de même pour sa partie SubB(X × Y ) des sous-objets [f, g] tels que f
soit un B-isomorphisme ; ainsi, on remplacera nos classes d’équivalence par l’ensemble
des classes d’équivalence

SubB(X × Y )/∼ .
Par inspection des définitions, on voit que ∼ est la plus petite relation d’équivalence telle
que [f, g] ∼ [f ′, g′] si [f, g] ⊂ [f ′, g′] : les détails sont confiés aux soins du lecteur. On
notera par ⟨f, g⟩ ∈ SubB(X × Y )/∼ la classe du sous-objet [f, g]. Remarquons :

Lemme 2.113. (i) Pour tout B-isomorphisme f : X → Y , le morphisme diagonal
∆X/Y : X → X ×(f,f) X est un B-isomorphisme (exercice 2.66(i)).

(ii) Soient [f1, g1] ⊂ [f0, g0] ⊃ [f2, g2] trois éléments de SubB(X × Y ). Alors il existe
[f3, g3] ∈ SubB(X × Y ) avec [f1, g1] ⊃ [f3, g3] ⊂ [f2, g2].

(iii) Soient [f, g], [f ′, g′] ∈ SubB(X,Y ) ; alors ⟨f, g⟩ = ⟨f ′, g′⟩ si et seulement s’il existe
[f ′′, g′′] ∈ SubB(X,Y ) avec [f, g] ⊃ [f ′′, g′′] ⊂ [f ′, g′].

Démonstration. (i) : Soient X p1←− X×(f,f)X
p2−→ X les projections canoniques et ∆X/Y :

X → X ×(f,f)X le morphisme diagonal ; on voit aisément que f ◦ (p1− p2) et (p1− p2) ◦
∆X/Y sont les morphismes nuls, d’où une suite exacte courte de A :

0→ X
∆X/Y−−−−→ X ×(f,f) X → Ker(f)→ 0.

(ii) : Pour i = 1, 2 soit ti : Xi → X0 un B-isomorphisme avec fi = f0 ◦ ti et gi =
g0 ◦ ti. D’après (ii), les projections canoniques X1

p1←− X1 ×(t1,t2) X2
p2−→ X2 sont des

B-isomorphismes ; on fait alors f3 := f1 ◦ p1 = f2 ◦ p2 et g3 := g1 ◦ p1 = g2 ◦ p2.
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(iii) : La condition est évidemment suffisante, et au vu de (ii) elle est aussi nécessaire :
les détails sont laissés aux soins du lecteur. □

Ensuite, soient X f←− X ′
g−→ Y et Y h←− Y ′

k−→ Z deux diagrammes comme ci-dessus,
et X ′

pX′←−− X ′ ×(g,h) Y
′ pY ′−−→ Y ′ les projections canoniques ; montrons que f ◦ pX′ :

X ′ ×(g,h) Y
′ → X est un B-isomorphisme : puisque f est un B-isomorphisme, (i) nous

ramène à vérifier que pX′ est un B-isomorphisme, et cela découle de (ii), car h est un
B-isomorphisme. Montrons que ⟨f ◦ pX′ , k ◦ pY ⟩ ne dépend que de ⟨f, g⟩ et ⟨h, k⟩ : en
effet, soient aussi t : X ′′ → X ′ et s : Y ′′ → Y ′ deux autres B-isomorphismes, et posons
f ′ := f ◦ t, g′ := g ◦ t, h′ := h ◦ s et k′ := k ◦ s ; on obtient un diagramme commutatif :

X ′′ ×Y Y ′′qX′′
ss

qY ′′
++

X ′′ ×Y Y ′pX′′

tt
qY ′
++

X ′ ×Y Y ′′qX′
ss

pY ′′

**
X ′′

t

**
f ′

��

X ′ ×Y Y ′pX′

ss
pY ′

++

Y ′′
s

tt
k′

��
X ′f

tt
g

++
Y ′h

ss
k

**X Y Z

dont les quatre carrés sont cartésiens. D’après (ii), qX′ , qX′′ , qY ′ et qY ′′ sont des B-
isomorphismes ; il vient aussitôt : ⟨f ◦ pX′ , k ◦ pY ⟩ = ⟨f ′ ◦ pX′′ ◦ qX′′ , k′ ◦ pY ′′ ◦ qY ′′⟩, d’où
l’assertion. On notera alors :

(∗∗) ⟨h, k⟩ ◦ ⟨f, g⟩ := ⟨f ◦ pX′ , k ◦ pY ⟩.

Soit ensuite Z l←− Z ′
m−→ T un troisième diagramme comme ci-dessus ; on obtient un

diagramme commutatif dont les trois carrés sont cartésiens :

X ′ ×Y Y ′ ×Z Z ′
ss ++

X ′ ×Y Y ′
uu ++

Y ′ ×Z Z ′

ss ))
X ′f

xx
g

))
Y ′h

ss
k

++
Z ′l

uu
m
&&

X Y Z T.

Il s’ensuit aisément que :

⟨l,m⟩ ◦ (⟨h, k⟩ ◦ ⟨f, g⟩) = (⟨l,m⟩ ◦ ⟨h, k⟩) ◦ ⟨f, g⟩.

On voit aussi aussitôt que ⟨f, g⟩ ◦ ⟨1X ,1X⟩ = ⟨f, g⟩ = ⟨1Y ,1Y ⟩ ◦ ⟨f, g⟩ : les détails sont
laissés aux soins du lecteur. On a ainsi une catégorie A /B avec Ob(A /B) := Ob(A )
et (A /B)(X,Y ) := SubB(X × Y )/∼ pour tous X,Y ∈ Ob(A /B), et avec la loi de
composition ◦ donnée par (∗∗). Noter aussi que ⟨1Y , k⟩ ◦ ⟨1X , g⟩ = ⟨1X , k ◦ g⟩ pour tout
couple de morphismesX g−→ Y

k−→ Z de A ; par suite, on a un foncteur bien défini π : A →
A /B tel que πX := X pour tout X ∈ Ob(A ) et π(g) := ⟨1X , g⟩ pour tout morphisme
g : X → Y de A . Montrons ensuite que π(f) est un isomorphisme de A /B, pour tout
B-isomorphisme f : X → Y , et que ⟨f,1X⟩ est l’inverse de π(f) : d’un côté, avec le
lemme 2.113(i) il vient ⟨f,1X⟩ ◦ ⟨1X , f⟩ = ⟨p1, p2⟩ = ⟨p1 ◦∆X/Y , p2 ◦∆X/Y ⟩ = ⟨1X ,1X⟩,
et de l’autre côté ⟨1X , f⟩ ◦ ⟨f,1X⟩ = ⟨f, f⟩ = ⟨1Y ,1Y ⟩, d’où l’assertion. En dernier lieu,
soit F : A → C un foncteur tel que Ff est un isomorphisme, pour tout B-isomorphisme
f ; pour tout D comme dans (∗), et tout B-isomorphisme t : X ′′ → X ′, on voit aisément
que F (g ◦ t) ◦ (F (f ◦ t))−1 = F (g) ◦ (Ff)−1, i.e. Fg ◦ (Ff)−1 ne dépend que de ⟨f, g⟩. On
pose alors GX := FX pour tout X ∈ Ob(A /B) et G⟨f, g⟩ := Fg ◦ (Ff)−1 pour tout
morphisme ⟨f, g⟩ de A /B. Avec la notation de (∗∗), noter que Fg ◦ FpX′ = Fh ◦ FpY ′ ,
d’où FpY ′ ◦(FpX′)−1 = (Fh)−1◦Fg ; il vient aussitôt G(⟨h, k⟩◦⟨f, g⟩) = G⟨h, k⟩◦G⟨f, g⟩.
Cela achève la construction d’un foncteur G : A /B → C , et on voit aisément qu’il s’agit
de l’unique foncteur avec F = G ◦ π.
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Partie (iv) : Une inspection directe des définitions montre que Bop est une sous-
catégorie épaisse de A op, et qu’un morphisme f de A est un B-isomorphisme si et seule-
ment si fop est un Bop-isomorphisme. Il s’ensuit aussitôt que les couples ((A /B)op, πop)
et (A op/Bop, π′) jouissent de la même propriété universelle détaillée dans (iii). L’asser-
tion se démontre alors par un argument formel, comme dans la preuve du lemme 2.4(i) :
les détails sont confiés aux soins du lecteur.

Partie (v) : Afin de vérifier que A /B est pré-additive, soient (X
fi←− Xi

gi−→ Y | i =
1, 2) deux diagrammes comme dans (∗), de sorte que f1, f2 et les projections canoniques
(pi : X1×(f1,f2)X2 → Xi | i = 1, 2) sont des B-isomorphismes, d’après (ii) ; montrons que
⟨f1 ◦ p1, g1 ◦ p1 + g2 ◦ p2⟩ ne dépend que de (⟨fi, gi⟩ | i = 1, 2). Pour cela, soit t : X ′1 → X1

un B-isomorphisme ; il vient un diagramme cartésien :

X ′1 ×(f1◦t1,f2) X2
t′ //

p′1
��

X1 ×(f1,f2) X2

p1
��

X ′1
t // X1

tel que p′1 et p′2 := p2 ◦ t′ sont les projections canoniques : les détails sont laissés aux
soins du lecteur ; d’après (ii), t′ est alors un B-isomorphisme, et on a :

⟨f1 ◦p1, g1 ◦p1+g2 ◦p2⟩ = ⟨f1 ◦p1 ◦ t′, (g1 ◦p1+g2 ◦p2)◦ t′⟩ = ⟨f1 ◦ t◦p′1, g1 ◦ t◦p′1+g2 ◦p′2⟩

alors que ⟨f1, g1⟩ = ⟨f1◦t, g1◦t⟩ ; cela prouve l’indépendance du représentant pour ⟨f1, g1⟩,
et en échangeant les rôles de (f1, g1) et (f2, g2) on vérifie de même l’indépendance du
représentant pour ⟨f2, g2⟩, d’où l’assertion. On pose :

(†) ⟨f1, g1⟩+ ⟨f2, g2⟩ := ⟨f1 ◦ p1, g1 ◦ p1 + g2 ◦ p2⟩.

Puisque f1 ◦ p1 = f2 ◦ p2, on voit aussitôt que la loi d’addition (†) est commutative,
et on vérifie aisément que ⟨f, g⟩ + ⟨1X , 0XY ⟩ = ⟨f, g⟩ pour tout ⟨f, g⟩ ∈ (A /B)(X,Y ).
Montrons que ⟨f, g⟩ + ⟨f,−g⟩ = ⟨1X , 0XY ⟩ pour tout tel ⟨f, g⟩ : en effet, soient p1, p2 :
X ′ ×(f,f) X

′ → X ′ les projections ; avec le lemme 2.113(i) il vient :

⟨f ◦ p1, g ◦ p1 + (−g) ◦ p2⟩ = ⟨f ◦ p1 ◦∆X′/X , (g ◦ p1 − g ◦ p2) ◦∆X′/X⟩ = ⟨f, 0XY ⟩

d’où l’assertion. Pour vérifier l’associativité de (†), soient (X
fi←− Xi

gi−→ Y | i = 1, 2, 3)
trois diagrammes comme dans (∗) ; il vient un diagramme commutatif :

X1 ×X X2 ×X X3p12
rr

p23
,,

X1 ×X X2p1
tt

p2

,,

X2 ×X X3q2

rr
q3
**

X1

f1 ++
X2f2

rr
f2

,,
X3

f3ssX X

dont les trois carrés sont cartésiens. Par suite :

(⟨f1, g1⟩+ ⟨f2, g2⟩) + ⟨f3, g3⟩=⟨f2 ◦ p2, g1 ◦ p1 + g2 ◦ p2⟩+ ⟨f3, g3⟩
=⟨f2 ◦ p2 ◦ p12, (g1 ◦ p1 + g2 ◦ p2) ◦ p12 + g3 ◦ q3 ◦ p23⟩

et d’autre part :

⟨f1, g1⟩+ (⟨f2, g2⟩+ ⟨f3, g3⟩)=⟨f1, g1⟩+ ⟨f2 ◦ q2, g2 ◦ q2 + g3 ◦ q3⟩
=⟨f2 ◦ q2 ◦ p23, (g2 ◦ q2 + g3 ◦ q3) ◦ p23 + g1 ◦ p1 ◦ p12⟩

d’où l’assertion, car p2◦p12 = q2◦p23. En dernier lieu, montrons que la loi de composition
est bilinéaire, par rapport à l’addition (†) : pour cela, soit Y h←− Y ′

k−→ Z un troisième
diagramme comme dans (∗) ; on doit vérifier que

⟨h, k⟩ ◦ (⟨f1, g1⟩+ ⟨f2, g2⟩) = ⟨h, k⟩ ◦ ⟨f1, g1⟩+ ⟨h, k⟩ ◦ ⟨f2, g2⟩.
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Mais puisque ⟨h, k⟩ = ⟨1Y ′ , k⟩ ◦ ⟨h,1Y ′⟩, on peut supposer que l’on a soit h = 1Y , soit
k = 1Y ′ . Soit k = 1Y ′ ; comme ⟨h,1Y ′⟩ est un isomorphisme de A /B, et comme ⟨1Y ′ , h⟩
est son inverse à gauche, il suffit de vérifier que

⟨1Y ′ , h⟩ ◦ (⟨h,1Y ′⟩ ◦ ⟨f1, g1⟩+ ⟨h,1Y ′⟩ ◦ ⟨f2, g2⟩) = ⟨f1, g1⟩+ ⟨f2, g2⟩.
Donc, on est ramené au cas où h = 1Y ; mais on a ⟨1Y , k⟩ ◦ ⟨fi, gi⟩ = ⟨fi, k ◦ gi⟩ pour
i = 1, 2, et ⟨h, k⟩ ◦ (⟨f1, g1⟩+ ⟨f2, g2⟩) = ⟨f1 ◦ p1, k ◦ (g1 ◦ p1 + g2 ◦ p2)⟩, d’où l’assertion.
De même, pour tout diagramme Z m←− Z ′ l−→ X, on doit vérifier que :

(⟨f1, g1⟩+ ⟨f2, g2⟩) ◦ ⟨m, l⟩ = ⟨f1, g1⟩ ◦ ⟨m, l⟩+ ⟨f2, g2⟩ ◦ ⟨m, l⟩
et en raisonnant comme ci-dessus on se ramène au cas où m = 1Z ; on a alors les
diagrammes commutatifs :

Z12ri
vv

l12
**

Z12r1
vv

r2
((

Ziqi

ww
li
((

X1 ×X X2pi
tt

Z1

q1 ((
Z2

q2vv
Z l

((
Xifi

vv
gi

**
Z

X Y

dont les trois carrés sont cartésiens. Avec cette notation,

⟨fi, gi⟩ ◦ ⟨1Z , l⟩ = ⟨qi, gi ◦ li⟩ ∀i = 1, 2

et :
(⟨f1, g1⟩+ ⟨f2, g2⟩) ◦ ⟨1Z , l⟩ = ⟨q1 ◦ r1, (g1 ◦ p1 + g2 ◦ p2) ◦ l12⟩.

Mais ⟨q1, g1 ◦ l1⟩+ ⟨q2, g2 ◦ l2⟩ = ⟨q1 ◦ r1, g1 ◦ l1 ◦ r1 + g2 ◦ l2 ◦ r2⟩, d’où l’assertion.
Ensuite, une inspection directe montre que π est un foncteur additif. Par suite, tout

objet zéro de A est aussi un objet zéro pour A /B, et π commute avec les biproduits
(problème 2.76(i)) ; comme Ob(A ) = Ob(A /B), on déduit que tout biproduit de A /B
est représentable, donc A /B est une catégorie additive.

Montrons que le noyau de tout ⟨f, g⟩ ∈ (A /B)(X,Y ) est représentable. Pour cela,
puisque ⟨f,1X′X′⟩ est un isomorphisme et ⟨f, g⟩ = ⟨1X′ , g⟩ ◦ ⟨f,1X′X⟩, on se ramène
au cas où f = 1X , et dans ce cas on va vérifier plus précisément que Ker(g) représente
Ker ⟨f, g⟩. En effet, soit Z h←− Z ′

k−→ X un diagramme comme dans (∗), avec ⟨h, g ◦ k⟩ =
⟨1X , g⟩ ◦ ⟨h, k⟩ = ⟨1Z , 0ZY ⟩ ; d’après le lemme 2.113(iii), il existe un B-isomorphisme
t : Z ′′ → Z ′ tel que g ◦ k ◦ t = 0Z′′Y , donc k ◦ t est la composition du monomorphisme
naturel ιg : Ker(g)→ X et d’un unique morphisme k′ : Z ′′ → Ker(g) de A , de sorte que
⟨h, k⟩ = ⟨h ◦ t, k ◦ t⟩ = ⟨1Ker(g), ιg⟩ ◦ ⟨h ◦ t, k′⟩. Pour conclure, il suffit alors de vérifier que
π(l) est un monomorphisme, pour tout monomorphisme l : T → S de A ; mais pour tout
U ∈ Ob(A ), il est clair que l induit une injection d’ensembles partiellement ordonnés :

SubB(U × T )→ SubB(U × S) (ϕ :W → U × T ) 7→ ((U × l) ◦ ϕ :W → U × S)
identifiant SubB(U × T ) avec la partie des éléments de SubB(U × S) contenus dans le
sous-objet U × l : U × T → U × S, d’où l’assertion, au vu du lemme 2.113(iii).

La preuve montre en outre que π commute avec tout noyau ; au vu de (iv), on déduit de
même que tout conoyau de A /B est représentable, et que π commute avec les conoyaux.
En dernier lieu, montrons que le morphisme canonique β⟨f,g⟩ : Coim ⟨f, g⟩ → Im ⟨f, g⟩
est un isomorphisme. Pour cela, en raisonnant comme ci-dessus, on se ramène au cas
où f = 1X , de sorte que ⟨f, g⟩ = π(g) ; mais puisque π commute avec les noyaux et les
conoyaux, il est clair que βπ(g) = π(βg), et par hypothèse βg : Coim(g) → Im(g) est un
isomorphisme, d’où l’assertion. Cela achève de vérifier que A /B est abélienne ; au vu de
la proposition 2.102(ii) on voit alors que π est exact, comme souhaité.

Exercice 2.109, partie (i) : On peut raisonner comme dans la remarque 2.97(iii) ; les
détails sont laissés aux soins du lecteur.
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Partie (ii) : Dans l’exemple 2.22(ii), on a vu que la limite inverse du système projectif
M• est le sous-module des suites cohérentes de M∞. Par (i), on voit aisément qu’un
élément (xn |n ∈ N) ∈M∞ est une suite cohérente si et seulement si gn(xn+1) = xn pour
tout n ∈ N, d’où l’assertion.

Partie (iii) : On pose M ′∞ :=
∏
n∈NM

′
n et M ′′∞ :=

∏
n∈NM

′′
n , et on définit les en-

domorphismes correspondants t′ et t′′ de ces modules comme dans (ii) ; les systèmes
d’applications A-linéaires i• et p• font commuter les diagrammes

(†)
0 // M ′n+1

in+1 //

g′n
��

Mn+1

pn+1 //

gn
��

M ′′n+1
//

g′′n
��

0

0 // M ′n
in // Mn

pn // M ′′n // 0

pour tout n ∈ N ; on en déduit un diagramme commutatif

(††)
0 // M ′∞

i∞ //

t′

��

M∞
p∞ //

t
��

M ′′∞ //

t′′

��

0

0 // M ′∞
i∞ // M∞

p∞ // M ′′∞ // 0

avec i∞ :=
∏
n∈∞ in et pareil pour p∞. Par hypothèse, toutes les lignes des diagrammes

(†) sont exactes, donc de même pour les lignes de (††). Dans cette situation, le lemme
du serpent nous donne une suite exacte

0→ Ker t′ → Ker t→ Ker t′′ → Coker t′.

Compte tenu de (ii), on en déduit une suite exacte

(† † †) 0→ lim
←−

n∈Nop

M ′n → lim
←−

n∈Nop

Mn → lim
←−

n∈Nop

M ′′n → Coker t′

et une inspection directe des constructions montre aisément que le segment initial de
cette dernière coïncide avec la suite (∗), d’où l’assertion.

Partie (iv) : Au vu de la suite († † †), il suffit de montrer que t′ est surjectif, si les
homomorphismes g′n sont tous surjectifs. Soit donc (xn |n ∈ N) ∈ M ′∞ un élément ; il
faut exhiber une suite (yn |n ∈ N) ∈M ′∞ telle que yn − gn(yn+1) = xn pour tout n ∈ N.
On construit les yn par récurrence sur n : pour n = 0 on pose y0 := 0 ; ensuite, si n ≥ 0 et
on a déjà l’élément yn, on remarque que l’équation gn(z) = yn − xn admet une solution
z ∈M ′, car gn est surjectif, et on pose yn+1 := z.

Exercice 2.110, partie (i) : Par hypothèse, il existe n,m ∈ N et des surjections A-
linéaires ϕ′ : An → M ′, ϕ′′ : Am → M ′′. Soit e′1, . . . , e′n (resp. e′′1 , . . . , e′′m) la base
canonique de An resp. de Am, et pour tout i = 1, . . . ,m choisissons mi ∈ M tel que
g(mi) = ϕ′′(e′′i ). On considère l’application A-linéaire ϕ : An ⊕ Am → M telle que
ϕ(e′i) = f ◦ϕ′(e′i) pour i = 1, . . . , n et ϕ(e′′j ) = mj pour j = 1, . . . ,m ; avec cette notation,
on obtient un diagramme commutatif de A-modules dont les lignes horizontales sont des
suites exactes courtes :

0 // An
i //

ϕ′

��

An ⊕Am
p //

ϕ
��

Am

ϕ′′

��

// 0

0 // M ′
f // M

g // M ′′ // 0

et où i et p sont respectivement l’injection et la projection canoniques. Or, le lemme du
serpent nous donne la suite exacte Cokerϕ′ = 0→ Cokerϕ→ Cokerϕ′′ = 0, qui montre
que ϕ est surjective, d’où l’assertion.
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Partie (ii) : Reprenons la notation de la preuve (i) ; par hypothèse, on peut choisir
ϕ′ et ϕ′′ tels que Kerϕ′ et Kerϕ′′ soient des A-modules de type fini. Or, le lemme du
serpent nous donne aussi la suite exacte

0→ Kerϕ′ → Kerϕ→ Kerϕ′′ → Cokerϕ′ = 0.

Compte tenu de (i), il s’ensuit que Kerϕ est de type fini, d’où l’assertion.
Partie (iii) : Par hypothèse, il existe n ∈ N et une surjection A-linéaire ϕ : An → M

dont le noyau est unA-module de type fini. On peut alors trouver un sous-moduleN ⊂ An
de type fini, tel que ϕ(N) =M ′ ; on en déduit un isomorphisme M ′′ ∼→ An/(N +Kerϕ),
d’où l’assertion.

Partie (iv) : Soit ϕ′′ : Am → M ′′ une application A-linéaire avec noyau de type fini ;
comme dans (i), on relève ϕ′′ en une application A-linéaire ϕ : Am → M , et on obtient
un diagramme commutatif à lignes horizontales exactes courtes :

0 // 0 //

��

Am

ϕ
��

Am //

ϕ′′

��

0

0 // M ′
f // M

g // M ′′ // 0.

En vertu du lemme du serpent, on en déduit une suite exacte

0→ (Kerϕ′′)/(Kerϕ)→M ′ → Cokerϕ→ 0

d’où l’assertion, compte tenu de (i).



3. Gémeaux â

CETTE leçon introduit le produit tensoriel, qui -- avec les sommes et les produits
directs et les foncteurs Hom -- complète la liste des opérations fondamentales de

l’algèbre linéaire sur les anneaux généraux. Son importance ne peut pas surprendre, car
il intervient de droit dans toute question où il s’agit d’applications multilinéaires : on
l’appliquera notablement pour construire les foncteurs d’extension des scalaires (section
3.2) et pour fournir une description alternative des coproduits finis dans les catégories
d’algèbres (section 3.4).

La section 3.3 développe l’importante technique de localisation des anneaux et des
modules, dont l’efficacité décisive est révélée surtout quand elle est couplée avec son
allié, le lemme de Nakayama (corollaire 3.49), sûrement le lemme le plus célèbre de
l’algèbre commutative. Ces deux outils forment le socle d’un modus operandi typique
de l’algébriste moderne, tellement omniprésent qu’il est presque une seconde nature :
lorsqu’on examine les propriétés d’un anneau ou des ses modules, on essaye dans une
première phase de focaliser l’étude autour de chaque idéal premier, ce qui revient à
remplacer l’anneau d’origine par la collection de ses localisés, qui en sont des drastiques
simplifications ; maintes questions de nature locale sur les anneaux et leurs propriétés
se prêtent directement à être analysées de telle sorte, et même pour des problèmes de
nature non locale, l’étude locale est souvent une étape utile.

On se penche ensuite sur le concept de platitude pour modules et algèbres, dont la
définition, plutôt abstraite, peut paraître opaque ; mais parmi les nombreux critères équi-
valents, deux en particulier nous permettent d’esquisser un tableau général assez satisfai-
sant : d’un côté, par le théorème 3.86 de Govorov-Lazard, tout module plat est une limite
directe filtrante de modules libres ; de l’autre côté, on verra dans la leçon suivante que
les modules plats de présentation finie sont facteurs directs de modules libres (de rang
fini). Pour les algèbres, la situation est plus complexe et variée : les premiers exemples
d’algèbres plates que l’on rencontrera sont les localisations et les algèbres de polynômes,
mais il y en a d’autres : notamment les complétions adiques des anneaux noethériens,
que l’on étudiera dans la leçon 9.

D’un point de vue géométrique, les homomorphismes plats f : A→ B d’anneaux sont
distingués par plusieurs propriétés remarquables : premièrement, l’application induite
Spec f est générisante, et même ouverte si f est de présentation finie. Deuxièmement, un
thème importante de la géométrie algébrique est l’étude des relations entre les propriétés
de SpecA, de SpecB et des fibres de Spec f : dans ces questions, la platitude de f
joue un rôle primordial : par exemple, on verra dans les leçons suivantes que si f est
un homomorphisme plat et local d’anneaux locaux noethériens, la dimension de SpecB
est la somme des dimensions de SpecA et de la fibre (Spec f)−1(m) au-dessus du point
fermé m ∈ SpecA ; plus généralement, sous les mêmes hypothèses, le quatrième chapitre
du traité [16] contient une longue liste d’attributs géométriques (tels que la régularité,
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la normalité, la propriété de Cohen-Macaulay . . . ) qui sont hérités par B, pourvu qu’ils
soient valables pour A et pour la fibre fermée de Spec f . En dernier lieu, la platitude
intervient dans la plupart des problèmes de descente, i.e. quand on cherche à déduire des
propriétés d’un A-module M ou d’une A-algèbre C, lorsqu’on a déjà prouvé les mêmes
propriétés après le changement de base plat A→ B, c’est-à-dire pour leB-moduleB⊗AM
ou la B-algèbre B ⊗A C.

3.1. Produit tensoriel de modules. Le produit tensoriel de A-modules est une solu-
tion universelle pour un certain problème de factorisation d’applications. Afin d’énoncer
ce problème, rappelons d’abord :

Définition 3.1. Soient A un anneau commutatif, k ∈ N un entier non nul, et considérons
une suite M1, . . . ,Mk, P de A-modules. Une application

β :M1 × · · · ×Mk → P

est dite A-multilinéaire si elle satisfait la condition suivante. Pour tout (m1, . . . ,mk) ∈
M1 × · · · ×Mk et tout i ∈ {1, . . . , k}, l’application

Mi → P x 7→ β(m1, . . . ,mi−1, x,mi+1, . . . ,mk)

est A-linéaire. On notera
LA(M1 × · · · ×Mk, P )

l’ensemble des applications A-multilinéaires M1 × · · · × Mk → P . Pour k = 2, une
application A-multilinéaire M1 ×M2 → P est aussi appelée A-bilinéaire.

Dans la situation de la définition 3.1, noter que si β : M1 × · · · ×Mk → P est A-
multilinéaire, et si f : P → P ′ est un homomorphisme de A-modules, la composition
f ◦ β :M1 × · · · ×Mk → P ′ est A-multilinéaire ; on obtient ainsi une application

LA(M1 × · · · ×Mk, f) : LA(M1 × · · · ×Mk, P )→ LA(M1 × · · · ×Mk, P
′) β 7→ f ◦ β

d’où un foncteur bien défini :

LA(M1 × · · · ×Mk,−) : A−Mod→ Ens.

Remarque 3.2. (i) On voit aisément que L (M1× · · ·×Mk, P ) est un A-sous-module du
A-module PM1×···×Mk (voir l’exemple 1.12(iii)) et par la suite on le munira de la structure
de A-module héritée par ce dernier. De plus, pour tout homomorphisme f : P → P ′ de
A-modules, l’application LA(M1 × · · · ×Mk, f) est A-linéaire, et LA(M1 × · · · ×Mk,−)
se relève ainsi en un foncteur bien défini de la catégorie A−Mod dans elle-même.

(ii) On a aussi un important isomorphisme de A-modules :

ϕM•,P : LA(M1 × · · · ×Mk, P )
∼→ LA(M1 × · · · ×Mk−1,HomA(Mk, P )).

En fait, soit β : M1 × · · · ×Mk → P une application A-multilinéaire ; pour tout m• :=
(m1, . . . ,mk−1) ∈M1 × · · · ×Mk−1 on obtient une application A-linéaire

βm• :Mk → P x 7→ β(m1, . . . ,mk−1, x)

d’où une application A-multilinéaire

β• :M1 × · · · ×Mk−1 → HomA(Mk, P ) m• 7→ βm•

et on voit aisément que l’application ϕM•,P qui associe à chaque tel β l’application β•
est à son tour A-linéaire. Sa réciproque envoie toute application A-multilinéaire f :
M1 × · · · ×Mk−1 → HomA(Mk, P ) sur l’application A-multilinéaire

βf :M1 × · · · ×Mk → P (m1, . . . ,mk) 7→ f(m1, . . . ,mk−1)(mk).



162 â Gémeaux

3.1.1. Le but de cette section est de prouver que les foncteurs LA(M1 × · · · ×Mk,−)
sont représentables. Pur cela, il convient de se placer dans un cadre plus général : considé-
rons alors trois anneaux A,B,C associatifs unitaires, un (A,B)-bimodule M , un (B,C)-
bimodule N , et un (A,C)-bimodule P . On dira qu’une application β : M ×N → P est
(A,B,C)-bilinéaire si elle vérifie les conditions suivantes :
• β est Z-bilinéaire (pour les structures de Z-module sous-jacentes à M,N,P )
• β(ax, yc) = a · β(x, y) · c ∀a ∈ A,∀x ∈M, ∀y ∈ N, ∀c ∈ C
• β(xb, y) = β(x, by) ∀x ∈M,∀b ∈ B, ∀y ∈ N .

Rappelons que si A est un anneau commutatif, tout A-module (M,µM ) est naturellement
identifié avec son (A,A)-bimodule associé (M,µM , µ

op
M ) (voir le §1.1.5) ; si A = B = C

est un anneau commutatif, et si M,N,P sont trois A-modules, on voit aisément que,
sous ces identifications, les applications (A,A,A)-bilinéaires M ×N → P correspondent
aux applications A-bilinéaires de la définition 3.1.

L’ensemble des applications (A,B,C)-bilinéaires M ×N → P sera noté :

LA,B,C(M ×N,P ).

Avec cette notation, on a une bijection naturelle, généralisant la remarque 3.2(ii) :

(∗) LA,B,C(M ×N,P )
∼→ Hom(A,B)(M,HomCop(N,P ))

où HomCop(N,P ) désigne le (A,B)-bimodule fourni par la remarque 1.15(i). A savoir, (∗)
associe à toute β comme ci-dessus l’application (A,B)-linéaire β∗ :M → HomCop(N,P )
telle que β∗(x)(y) := β(x, y) pour tout x ∈M et tout y ∈ N .

Proposition 3.3. Dans la situation du §3.1.1, il existe un (A,C)-bimodule M ⊗B N
appelé le produit tensoriel de M et N , et une application (A,B,C)-bilinéaire

ω :M ×N →M ⊗B N

tels que pour tout (A,C)-bimodule P et toute application (A,B,C)-bilinéaire β :M×N →
P , on a une application (A,C)-linéaire unique β : M ⊗B N → P faisant commuter le
diagramme

(∗)
M ×N

β //

ω
��

P

M ⊗B N.
β

88

Démonstration. On considère le Z-module libre T := Z(M×N) et sa base canonique

(em,n |m ∈M, n ∈ N)

et on dénote par S ⊂ T le Z-sous-module engendré par les éléments :

em+m′,n − em,n − em′,n em,n+n′ − em,n − em,n′ emb,n − em,bn
pour tous m,m′ ∈M, tous n, n′ ∈ N et tout b ∈ B. On forme le quotient

M ⊗B N := T/S

et on dénote m ⊗ n la classe de em,n dans M ⊗B N , pour tous m ∈ M et n ∈ N . Pour
tout a ∈ A et tout c ∈ C, on a un unique endomorphisme Z-linéaire µa,c : T → T tel que
µa,c(em,n) := eam,nc pour tout (m,n) ∈M ×N , et on voit aussitôt que µa,c(S) ⊂ S pour
tous tels a et c. Le quotient M ⊗B N est muni alors d’une structure de (A,C)-bimodule,
telle que

a · (m⊗ n) · c := am⊗ nc ∀a ∈ A,∀c ∈ C,∀(m,n) ∈M ×N

(les détails sont laissés aux soins du lecteur). On considère l’application

ω :M ×N →M ⊗B N (m,n) 7→ m⊗ n.
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On voit aussitôt que ω est (A,B,C)-bilinéaire. Or, si β : M × N → P est (A,B,C)-
bilinéaire, soit γ : T → P l’unique application Z-linéaire telle que

γ(em,n) := β(m,n) ∀(m,n) ∈M ×N.

La (A,B,C)-bilinéarité de β implique aisément que γ(S) = 0, donc γ se factorise à
travers une unique application (A,C)-linéaire β :M ⊗B N → P ; par construction

β(m⊗ n) = β(m,n) ∀(m,n) ∈M ×N

et le diagramme (∗) commute. Puisque l’image de ω engendre M ⊗B N , on voit que β̄
est l’unique application (A,C)-linéaire faisant commuter (∗). □

Remarque 3.4. (i) La proposition 3.3 nous donne une bijection naturelle

LA,B,C(M ×N,P )
∼→ Hom(A,C)(M ⊗B N,P ) f 7→ f ◦ ω.

Par composition avec la bijection (∗) du §3.1.1, on déduit une bijection :

λM,N,P : Hom(A,C)(M ⊗B N,P )
∼→ Hom(A,B)(M,HomCop(N,P )).

Explicitement, il s’agit de l’application qui associe à tout homomorphisme de (A,C)-
modules f : M ⊗B N → P , l’homomorphisme f ′ : M → HomCop(N,P ) de (A,B)-
modules tel que f ′(m)(n) = f(m⊗ n) pour tous m ∈M , n ∈ N .

(ii) Soit f : M → M ′ (resp. g : N → N ′) une application (A,B)-linéaire (resp.
(B,C)-linéaire). On déduit une application (A,C)-linéaire

f ⊗B g :M ⊗B N →M ′ ⊗B N ′ m⊗ n 7→ f(m)⊗ g(n).

A savoir, soit ω′ : M ′ × N ′ → M ′ ⊗B N ′ l’application (A,B,C)-bilinéaire universelle
fournie par la proposition 3.3 ; la composition ω′ ◦ (f × g) : M × N → M ′ ⊗B N ′ est
aussi (A,B,C)-bilinéaire, donc on peut définir f⊗B g comme l’unique application (A,C)-
linéaire qui fait commuter le diagramme

M ×N
f×g //

ω
��

M ′ ×N ′

ω′

��
M ⊗B N

f⊗Bg // M ′ ⊗B N ′.

Cette définition illustre l’utilité de la propriété universelle : elle nous permet de montrer
l’existence d’applications linéaires sans avoir à les construire explicitement. Pour appré-
cier cette commodité, on peut remarquer qu’un élément typique x de M ⊗B N s’écrit en
général comme une somme finie x =

∑k
i=1mi ⊗ ni d’un nombre arbitraire k de tenseurs

élémentaires mi⊗ni, et ni cette écriture, ni le nombre k de termes ne sont déterminés de
façon unique par x. Donc, si l’on songeait à définir directement une application (A,C)-
linéaire sur M ⊗B N , par une formule qui explicite ses valeurs sur tout x ∈M ⊗B N , on
se heurterait à des complications, dues à la nécessité de vérifier que la définition proposée
ne dépend pas de l’écriture de x comme somme de tenseurs élémentaires. Si l’on invoque
la propriété universelle, on est par contre assuré a priori de l’existence de l’application
cherchée, et on pourra a posteriori même l’expliciter par une formule concrète, une fois
qu’on l’a exhibée par cette méthode plus abstraite.

(iii) Noter que l’on a une bijection naturelle

LA,B,C(M ×N,P )
∼→ LCop,Bop,Aop(Nop ×Mop, P op) β 7→ βop

associant à toute β : M × N → P (A,B,C)-bilinéaire l’application (Cop, Bop, Aop)-
bilinéaire βop : Nop ×Mop → P op telle que βop(y, x) := β(x, y) pour tout x ∈ M et
tout y ∈ N . D’après le lemme 2.4(i), cette bijection induit un isomorphisme (Cop, Aop)-
linéaire :

(M ⊗B N)op
∼→ Nop ⊗Bop Mop (x⊗ y)op 7→ yop ⊗ xop.
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(iv) Si f et g comme dans (ii) sont surjectifs, on voit aisément qu’il en est de même
pour f ⊗B g, car M ′ ⊗B N ′ est engendré par ses tenseurs élémentaires. Par contre,
l’injectivité de f et g n’entraîne pas, en général, celle de f ⊗B g.

Exemple 3.5. Prenons A = B = C := Z, et considérons les Z-modules M = M ′ = Z,
N = N ′ = Z/2Z, que l’on regarde comme des (Z,Z)-bimodules (voir le §1.1.5). Faisons
f := 2 · IdM et g := IdN . Il vient :

f ⊗Z g(1⊗ 1̄) = 2⊗ 1̄ = (1 · 2)⊗ 1̄ = 1⊗ (2 · 1̄) = 1⊗ 0 = (1⊗ 0) · 0 = 0

où 1̄ ∈ Z/2Z dénote la classe de 1. D’autre part, on a une application A-bilinéaire non
nulle β : Z × Z/2Z → Z/2Z, à savoir la multiplication scalaire du Z-module Z/2Z, et
évidemment β(1⊗ 1̄) = 1̄ ̸= 0, donc on a forcément 0 ̸= ω(1, 1̄) = 1⊗ 1̄, par suite f ⊗Z g
n’est pas injective.

Exercice 3.6. (i) Soient A,B,C trois anneaux associatifs unitaires, et considérons des
homomorphismes de (A,B)-bimodules (resp. de (B,C)-bimodules) :

M
f−→M ′

f ′−→M ′′ (resp. N g−→ N ′
g′−→ N ′′ ).

Montrer que (f ′ ◦ f)⊗B (g′ ◦ g) = (f ′ ⊗B g′) ◦ (f ⊗B g).
(ii) Soient A, B deux anneaux associatifs unitaires. Montrer que pour tout (A,B)-

bimodule M il existe des uniques isomorphismes de (A,B)-bimodules

A⊗AM
∼→M

∼←M ⊗B B tels que a⊗m 7→ am mb←p m⊗ b.
(iii) Pour toute petite famille (Mλ |λ ∈ Λ) de (A,B)-bimodules et (M ′λ′ |λ′ ∈ Λ′) de

(B,C)-bimodules, exhiber un isomorphisme naturel(⊕
λ∈ΛMλ

)
⊗B

(⊕
λ′∈Λ′M

′
λ′

) ∼→⊕
(λ,λ′)∈Λ×Λ′Mλ ⊗B M ′λ′

tel que (mλ |λ ∈ Λ) ⊗ (m′λ′ |λ′ ∈ Λ′) 7→ (mλ ⊗ m′λ′ | (λ, λ′) ∈ Λ × Λ′) pour tout
m• ∈

⊕
λ∈ΛMλ et tout m′• ∈

⊕
λ′∈Λ′M

′
λ′ . En particulier, avec A = B = C on a

l’isomorphisme :

A(Λ) ⊗A A(Λ′) ∼→ A(Λ×Λ′) eλ ⊗ eλ′ 7→ e(λ,λ′)

avec (eλ |λ ∈ Λ), (eλ′ |λ′ ∈ Λ′) et (e(λ,λ′) | (λ, λ′) ∈ Λ× Λ) les bases canoniques de A(Λ),
A(Λ′) et respectivement A(Λ×Λ′).

Remarque 3.7. L’exercice 3.6(i) montre que l’association : (M,N) 7→M⊗BN se prolonge
en un foncteur bien défini

−⊗B − : (A,B)−Mod× (B,C)−Mod→ (A,C)−Mod.

De même, l’association (N,P ) 7→ HomCop(N,P ) définit un foncteur

HomCop(−,−) : (B,C)−Modop × (A,C)−Mod→ (A,B)−Mod

qui associe l’application (A,B)-linéaire

HomCop(k, h) : HomCop(N,P )→ HomCop(N ′, P ′) (N
g−→ P ) 7→ (N ′

h◦g◦k−−−−→ P ′)

à tout homomorphisme h : P → P ′ de (A,C)-bimodules et tout homomorphisme k :
N ′ → N de (B,C)-bimodules. Si l’on fixe un (B,C)-bimodule N , on obtient évidemment
par restriction un couple de foncteurs

−⊗B N : (A,B)−Mod→ (A,C)−Mod M 7→M ⊗B N
HomCop(N,−) : (A,C)−Mod→ (A,B)−Mod P 7→ HomCop(N,P )

associant à tout homomorphisme f : M → M ′ de (A,B)-bimodules et tout h comme
ci-dessus, l’application (A,C)-linéaire f ⊗B N := f ⊗B IdN : M ⊗B N → M ′ ⊗B N ,
et respectivement l’application (A,B)-linéaire HomCop(N,h) := HomCop(IdN , h) (et on
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peut évidemment aussi fixer le (A,B)-bimodule M , pour obtenir le foncteur analogue
M ⊗A −). On vérifie aisément l’identité :

λM,N,P ′(h ◦ g ◦ (f ⊗B N)) = HomCop(N,h) ◦ λM ′,N,P (g) ◦ f

pour tout homomorphisme f :M →M ′ de (A,B)-bimodules, et h : P → P ′ et g :M ′⊗B
N → P de (A,C)-bimodules, où λM,N,P ′ et λM ′,N,P sont les isomorphismes canoniques
fournis par la remarque 3.4(i). Autrement dit, pour N fixé, le système d’isomorphismes
(λM,N,P |M ∈ (A,B)−Mod, P ∈ Ob(A,C)−Mod)) établit une adjonction pour le couple
de foncteurs

(−⊗B N,HomCop(N,−)).

Proposition 3.8. Soient A0, . . . , A3 quatre anneaux associatifs unitaires, et pour i =
0, 1, 2 soit Mi un (Ai, Ai+1)-bimodule. Alors on a un isomorphisme naturel de (A0, A3)-
bimodules

M0 ⊗A1
(M1 ⊗A2

M2)
∼→ (M0 ⊗A1

M1)⊗A2
M2 avec x0 ⊗ (x1 ⊗ x2) 7→ (x0 ⊗ x1)⊗ x2.

Démonstration. Pour tout (A0, A3)-bimodule Q, soient les (A0, A1)-bimodules

S := HomAop
3
(M1 ⊗A2

M2, Q) T := HomAop
2
(M1,HomAop

3
(M2, Q))

(voir la remarque 1.15(i)). D’après la remarque 3.4(i), on a des bijections naturelles :

Hom(A0,A3)(M0 ⊗A1
(M1 ⊗A2

M2), Q)
∼→ Hom(A0,A1)(M0, S)

Hom(A0,A3)((M0 ⊗A1
M1)⊗A2

M2, Q)
∼→ Hom(A0,A2)(M0 ⊗A1

M1,HomAop
3
(M2, Q))

∼→ Hom(A0,A1)(M0, T ).

Or, si l’on oublie la structure de A1-module à gauche de M1, on obtient un Aop
2 -module,

et cela équivaut aussi à la donnée d’un (Z, A2)-bimodule, que l’on notera par M†1 ; de
même, par oubli de structure on déduit de M1 ⊗A2

M2 et de Q des (Z, A3)-bimodules
(M1⊗A2

M2)
† et Q†. Pour tout x1 ∈M1, on écrira x†1 pour désigner ce même x1, regardé

comme élément de M†1 . Avec cette notation :

T = Hom(Z,A2)(M
†
1 ,HomAop

3
(M2, Q

†))
∼→ Hom(Z,A3)(M

†
1 ⊗A2

M2, Q
†)

∼→ HomAop
3
(M†1 ⊗A2 M2, Q

†)

toujours d’après la remarque 3.4(i). En outre, une inspection de la construction du produit
tensoriel montre que les (Z, A3)-bimodules M†1 ⊗A2 M2 et (M1 ⊗A2 M2)

† coïncident ; on
déduit aisément un isomorphisme (A0, A1)-linéaire S ∼→ T , d’où finalement une bijection :

(∗) Hom(A0,A3)(M0 ⊗A1
(M1 ⊗A2

M2), Q)
∼→ Hom(A0,A3)((M0 ⊗A1

M1)⊗A2
M2, Q)

et si l’on trace ces identifications, on voit aisément que (∗) associe à toute application
(A0, A3)-linéaire ϕ : M0 ⊗A1

(M1 ⊗A2
M2) → Q l’application (A0, A3)-linéaire ϕ∗ :

(M0 ⊗A1
M1) ⊗A2

M2 → Q avec ϕ∗((x0 ⊗ x1) ⊗ x2) := ϕ(x0 ⊗ (x1 ⊗ x2)) pour tout
xi ∈Mi (i = 0, 1, 2). L’assertion découle alors aussitôt du lemme 2.4(i). □

Remarque 3.9. L’isomorphisme de la proposition 3.8 exprime l’associativité du produit
tensoriel ; à cause de cette associativité, généralement on ne distinguera pas entre les
bimodules M0 ⊗A1

(M1 ⊗A2
M2) et (M0 ⊗A1

M1)⊗A2
M2, que l’on notera indifférement

M0 ⊗A1
M1 ⊗A2

M2.

De même, un tenseur élémentaire de ce produit sera noté x0 ⊗ x1 ⊗ x2, oubliant les
parenthèses. Plus généralement, pour toute suite finie A0, . . . , Ak+1 d’anneaux associatifs
unitaires, et toute famille (Mi | i = 0, . . . , k) de (Ai, Ai+1)-bimodules, on peut itérer la
construction du produit tensoriel, et cela peut se faire de plusieurs façons différentes (qu’il
faudrait distinguer par des parenthèses opportunes), mais tous ces différents produits
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seront liés par des isomorphismes canoniques d’associativité, donc, dans la pratique on
peut oublier les parenthèses et écrire simplement

M0 ⊗A1
· · · ⊗Ak Mk

pour un choix arbitraire d’un de ces produits, sans créer des ambiguïtés inacceptables,
et un tenseur élémentaire de ce produit itéré sera noté x0 ⊗ · · · ⊗ xk.

3.1.2. Le produit tensoriel des bimodules sur les anneaux associatifs jouera un rôle
important lors de la discussion de certaines constructions catégoriques, dans la section
4.1 ; mais pour les besoins de l’algèbre commutative, le cas commutatif suffit dans la
plupart des situations. Revenons donc ici, et jusqu’à la fin de cette section, au cadre de
la définition 3.1 : soient A un anneau commutatif, et M et N deux A-modules, que l’on
identifiera avec leurs (A,A)-bimodules associés ; par inspection directe des définitions, on
voit que Hom(A,A)(M,N) est alors simplement le (A,A)-bimodule associé au A-module
HomA(M,N) de la remarque 1.14(ii), et de même, les multiplications à droite et à gauche
du (A,A)-bimodule M ⊗A N coïncident, i.e. ce produit tensoriel est en fait le (A,A)-
bimodule associé à son A-module à gauche sous-jacent. Ainsi, dans ce cas la remarque
3.7 produit des functeurs

−⊗A − : (A−Mod)× (A−Mod)→ A−Mod

HomA(−,−) : (A−Mod)op × (A−Mod)→ A−Mod

ainsi qu’une adjonction canonique pour leurs restrictions, pour tout A-module N :

−⊗A N : A−Mod→ A−Mod HomA(N,−) : A−Mod→ A−Mod.

Remarque 3.10. La proposition 3.3 se généralise au produit d’un nombre arbitraire de
A-modules M1, . . . ,Mk : on a l’application A-multilinéaire

ωk :M1 × · · · ×Mk →M1 ⊗A · · · ⊗AMk (m1, . . . ,mk) 7→ m1 ⊗ · · · ⊗mk

et (M1⊗A · · ·⊗AMk, ωk) est un couple universel pour le foncteur LA(M1×· · ·×Mk,−).
Autrement dit, si P est un autre A-module, et β : M1 × · · · ×Mk → P une application
A-multilinéaire, alors il existe une application A-linéaire unique β :M1⊗A · · ·⊗AMk → P
qui fait commuter le diagramme

M1 × · · · ×Mk
β //

ωk
��

P

M1 ⊗A · · · ⊗AMk.
β

66

L’universalité de ωk se montre par récurrence sur k ≥ 2. Si k = 2, l’assertion est déjà
connue, par la proposition 3.3. Supposons donc que ωk−1 soit universelle, pour un entier
k ≥ 3. On a donc un isomorphisme de A-modules :

HomA(M1 ⊗A · · · ⊗AMk−1, Q)
∼→ LA(M1 × · · · ×Mk−1, Q) ϕ 7→ ϕ ◦ ωk−1

pour tout A-module Q ; si l’on prend Q := HomA(Mk, P ) et on compose avec l’inverse
de l’isomorphisme ϕM•,P de la remarque 3.2(ii), on arrive à un isomorphisme

HomA(M1 ⊗A · · · ⊗AMk−1,HomA(Mk, P ))
∼→ LA(M1 × · · · ×Mk, P )

et on peut composer ce dernier avec l’isomorphisme λM1⊗A···⊗AMk−1,Mk,P de la remarque
3.4(i), pour obtenir l’isomorphisme

HomA(M1 ⊗A · · · ⊗AMk, P )
∼→ LA(M1 × · · · ×Mk, P ).

Si l’on retrace ces isomorphismes canoniques, on voit aisément que ce dernier est donné
explicitement par : ϕ 7→ ϕ ◦ ωk, CQFD.
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Proposition 3.11. Soit M ′ f−→ M
g−→ M ′′ → 0 une suite exacte de A-modules. Alors,

tout A-module N induit une suite exacte

M ′ ⊗A N
f⊗AN−−−−→M ⊗A N

g⊗AN−−−−→M ′′ ⊗A N → 0.

Démonstration. Evidemment le foncteur−⊗AN est additif, et commute avec les colimites
représentables, car il admet un adjoint à droite (proposition 2.49(ii)). L’assertion suit
alors de la proposition 2.102(i). □

Soient M , N deux A-modules, M ′ ⊂ M un sous-module, j : M ′ → M l’inclusion,
π :M →M/M ′ la projection ; la proposition 3.11 fournit un isomorphisme naturel

(M/M ′)⊗A N
∼→ Coker (j ⊗A N :M ′ ⊗A N →M ⊗A N).

Explicitement, pour m ∈ M et n ∈ N , notons m ∈ M/M ′ et m⊗ n ∈ Coker j ⊗A N les
classes de m et m⊗ n ; l’isomorphisme ci-dessus est l’unique application A-linéaire telle
que m⊗ n 7→ m⊗ n. De plus, j ⊗A N induit une surjection A-linéaire

M ′ ⊗A N → Ker (π ⊗A N :M ⊗A N → (M/M ′)⊗A N).

La propriété d’exactitude à droite du produit tensoriel exprimée par la proposition 3.11
peut être reformulée par un système d’équations linéaires ; à savoir, on a :

Exercice 3.12. Soient M et N deux A-modules, (ni | i ∈ I) un système de générateurs
de N , et (mi | i ∈ I) un élément M (I). Montrer que

∑
i∈I mi ⊗ ni = 0 dans M ⊗A N si

et seulement s’il existe un ensemble J , un élément (m′j | j ∈ J) de M (J) et un système
(a•k := (ahk |h ∈ I) | k ∈ J) d’éléments de A(I) tels que :∑

k∈J aikm
′
k = mi

∑
h∈I ahjnh = 0 ∀i ∈ I, ∀j ∈ J.

Exercice 3.13. Soient A un anneau, I, J ⊂ A deux idéaux. Montrer qu’il existe un
isomorphisme unique de A-modules

A/I ⊗A A/J
∼→ A/(I + J) tel que (1 mod I)⊗ (1 mod J) 7→ (1 mod I + J).

Exercice 3.14. Généraliser l’exercice 3.6(iii) de la façon suivante. Soient

(M•, f••) et (M ′•, f
′
••)

deux systèmes de A-modules indexés respectivement par (Λ,≤) et par (Λ′,≤) (voir
l’exemple 2.23(i)). On munit Λ× Λ′ de la relation d’ordre telle que

(λ, λ′) ≤ (µ, µ′)⇔ λ ≤ µ et λ′ ≤ µ′ ∀λ, µ ∈ Λ, ∀λ′, µ′ ∈ Λ′.

On voit aisément que la donnée (Mλ ⊗A Mλ′ | (λ, λ′) ∈ Λ × Λ′) est un système de A-
modules indexé par Λ×Λ′, dont les homomorphismes de transition sont les applications
fλ,µ⊗A f ′λ′,µ′ :Mλ⊗AM ′λ′ →Mµ⊗AM ′µ′ pour tout (λ, λ′) ≤ (µ, µ′). Notons les co-cônes
universels respectifs par

u• :M• → lim
−→
λ∈Λ

Mλ u′• :M
′
• → lim

−→
λ′∈Λ′

M ′λ′ v•,• :M• ⊗AM ′• → lim
−→

(λ,λ′)∈Λ×Λ′
Mλ ⊗AM ′λ′ .

Montrer qu’il existe un isomorphisme unique de A-modules

lim
−→

(λ,λ′)∈Λ×Λ′
Mλ ⊗AMλ′

∼→ lim
−→
λ∈Λ

Mλ ⊗A lim
−→
λ′∈Λ′

M ′λ′ vλ,λ′(x⊗ y) 7→ uλ(x)⊗ u′λ′(y).

3.2. Restriction et extension des scalaires. Dans cette section et la suivante, on
discutera quelques premières applications du produit tensoriel.
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3.2.1. Restriction et coextension des scalaires. En vue de certaines applications dans la
leçon suivante, il est utile de considérer d’abord un homomorphisme f : A→ B d’anneaux
associatifs et unitaires. Soit donc N un B-module ; on déduit une structure de A-module
sur N , en posant :

a · n := f(a) · n ∀a ∈ A, ∀n ∈ N.
On notera N[f ] le A-module N muni de cette loi de multiplication par scalaires. Si n ∈ N,
parfois on notera aussi par n[f ] ce même n, vu comme élément de N[f ]. On appelle N[f ] le
A-module obtenu par restriction des scalaires du B-module N , suivant l’homomorphisme
f . Si N ′ est un autre B-module, et ϕ : N → N ′ une application B-linéaire, on notera

ϕ[f ] : N[f ] → N ′[f ]

l’application ϕ, vue comme homomorphisme de A-modules (i.e. ϕ[f ](n[f ]) := ϕ(n)[f ] pour
tout n ∈ N). Evidemment, on obtient ainsi un foncteur bien défini

(−)[f ] : B −Mod→ A−Mod.

On souhaite exhiber un adjoint à droite pour ce foncteur. Pour cela, rappelons que B est
naturellement un (B,B)-bimodule (voir le §1.1.5), et par restriction des scalaires sur sa
structure gauche de B-module on obtient alors le (A,B)-bimodule Bg[f ] ; d’autre part, tout
A-module (à gauche) (M,µM ) peut être muni d’une unique structure de (A,Z)-bimodule
(M,µM , µ

d
M ), avec la loi évidente de multiplication scalaire à droite µdM :M ×Z→ A, et

de même, tout B-module (à gauche) est naturellement un (B,Z)-bimodule. La première
observation est que l’on a une identification naturelle de (A,Z)-bimodules, i.e. de A-
modules (à gauche) :

ωN : N[f ]
∼→ Bg[f ] ⊗B N x[f ] 7→ 1[f ] ⊗ x ∀x ∈ N.

En effet, par l’exercice 3.6(ii), on a un isomorphisme naturel de (B,Z)-bimodules ω′N :

B ⊗B N
∼→ N : b ⊗ x 7→ bx ; d’autre part, par inspection directe de la construction

du produit tensoriel on voit que le (A,Z)-bimodule (B ⊗B N)[f ] (obtenu par restriction
des scalaires sur la structure de B-module à gauche de B ⊗B N) n’est rien d’autre que
Bg[f ] ⊗B N . Donc, ω′N est un isomorphisme Bg[f ] ⊗B N

∼→ N[f ] de (A,Z)-bimodules, et
évidemment ωN est l’application réciproque de ω′N .

Or, avec la remarque 1.15(ii), on a le (B,Z)-bimodule (i.e. le B-module à gauche)

M [f ] := HomA(B
g
[f ],M) ∀M ∈ Ob(A−Mod).

On appelle M [f ] le B-module obtenu par coextension des scalaires du A-module M , sui-
vant l’homomorphisme f . Evidemment toute application A-linéaire ψ : M → M ′ induit
une application B-linéaire ψ[f ] : M [f ] → M ′[f ] avec ψ(u) := ψ ◦ u pour tout u ∈ M [f ].
On a ainsi un foncteur bien défini

(−)[f ] : A−Mod→ B −Mod.

Noter les bijections canoniques :

HomB(N,M
[f ])

∼→ Hom(B,Z)(N,M
[f ])

∼→ Hom(Z,Bop)(N
op,M [f ]op)

∼→ Hom(Z,Bop)(N
op,HomAop((Bg[f ])

op,Mop))

∼→ Hom(Z,Aop)(N
op ⊗Bop (Bg[f ])

op,Mop)

∼→ Hom(A,Z)(B
g
[f ] ⊗B N,M)

∼→ HomA(N[f ],M)

déduites des remarques 1.15(ii) et 3.4(i,iii) et de l’isomorphisme ωN ci-dessus. Cela achève
de montrer que le foncteur (−)[f ] est adjoint à droite de (−)[f ].
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3.2.2. Extension des scalaires. Gardons la notation du §3.2.1, et soit M un A-module
(à gauche). A partir du (B,B)-bimodule B on déduit aussi, par restriction de scalaires
sur sa structure droite de Bop-module, un (B,A)-bimodule Bd[f ] (puisqu’on n’a défini la
restriction de scalaires que pour les modules à gauche, cela se construit plus formellement
comme ((Bop)g[fop])

op). En regardant à nouveauM comme un (A,Z)-bimodule, on obtient
le (B,Z)-bimodule Bd[f ] ⊗AM , et on notera son B-module (à gauche) sous-jacent par :

B ⊗AM.

Explicitement, on a b · (b′ ⊗m) = (bb′)⊗m pour tous b, b′ ∈ B, et tout m ∈M . D’après
la remarque 3.4(i), on a alors une bijection naturelle :

Hom(B,Z)(B
d
[f ] ⊗AM,N)

∼→ Hom(B,A)(B
d
[f ],HomZ(M,N)) ∀N ∈ Ob(B −Mod)

(où l’on regarde également N comme un (B,Z)-bimodule). Evidemment on a :

Hom(B,Z)(B
d
[f ] ⊗AM,N) = HomB(B ⊗AM,N)

et d’autre part, tout homomorphisme (B,A)-linéaire ϕ : Bd[f ] → HomZ(M,N) est de-
terminé par u := ϕ(1B) : M → N . La (B,A)-linéarité de ϕ revient aux identités :
ϕ(1B · a) = u · a pour tout a ∈ A ; mais rappelons que 1B · a = f(a) dans le (B,A)-
bimodule Bd[f ], donc ϕ(1B · a) = ϕ(f(a)) = f(a) · u, et l’identité u · a = f(a) · u se traduit
par : u(ax) = f(a) · u(x) pour tout x ∈ M , exprimant la A-linéarité de u : M → N[f ].
En résumant, on obtient une bijection naturelle :

λM,N : HomB(B ⊗AM,N)
∼→ HomA(M,N[f ]) ∀N ∈ Ob(B −Mod).

Explicitement, à toute application B-linéaire ϕ : B ⊗A M → N , cette bijection associe
l’application A-linéaire ψ : M → N[f ] telle que ψ(x) = ϕ(1B ⊗ x) pour tout x ∈ M ;
on dira que ψ est l’adjointe de ϕ (et aussi que ϕ est l’adjointe de ψ). Le système de ces
bijections est évidemment une adjonction pour le couple :

B ⊗A − : A−Mod→ B −Mod (−)[f ] : B −Mod→ A−Mod.

On appelle B ⊗A − l’extension des scalaires suivant l’homomorphisme f ; il s’agit donc
d’un adjoint à gauche du foncteur de restriction des scalaires suivant f .

Ainsi, le B-module B ⊗A M représente le foncteur HomA(M, (−)[f ]), pour tout A-
module M , et d’après le §2.1.1, le couple (B ⊗AM, ιM ) avec

ιM :M → B ⊗AM m 7→ 1B ⊗m

est caractérisé par la propriété universelle suivante. Pour tout B-module N et toute
application A-linéaire ψ :M → N[f ] il existe une unique application B-linéaire ϕ : B ⊗A
M → N telle que ψ = ϕ ◦ ιM ; évidemment, ϕ est l’adjointe de ψ, et ϕ(b⊗m) = b ·ψ(m)
pour tout b ∈ B et tout m ∈M .

Remarque 3.15. Considérons un deuxième homomorphisme d’anneaux associatifs uni-
taires g : B → C ; par l’exercice 2.17(i), la composition de foncteurs (C⊗B−)◦ (B⊗A−)
est adjointe à gauche de (−)[f ] ◦ (−)[g] = (−)[g◦f ]. Au vu de l’exercice 2.14(i), on déduit,
pour tout A-module M un isomorphisme naturel de C-modules :

ϕM : C ⊗B (B ⊗AM)
∼→ C ⊗AM.

Il est parfois important de disposer d’une description explicite de cet isomorphisme cano-
nique (voir par exemple §5.1.3) ; voici un argument au goût catégoriel. Par (i), les couples
(B⊗AM, ιM ) et (C⊗B (B⊗AM), ιB⊗AM ) sont universels pour respectivement les fonc-
teurs HomA(M, (−)[f ]) et HomB(B ⊗A M, (−)[g]) ; il s’ensuit aisément que le couple
(C ⊗B (B ⊗AM), (ιB⊗AM )[f ] ◦ ιM ) est universel pour le foncteur HomA(M, (−)[g◦f ]), et
(C ⊗A M, ιC⊗AM ) est un autre couple universel pour ce même foncteur. Par le lemme
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2.4(i), il existe alors un isomorphisme unique ϕM comme souhaité, vérifiant l’identité
(ϕM )[g◦f ] ◦ (ιB⊗AM )[f ] ◦ ιM = ιC⊗AM , i.e.

ϕM (1[g] ⊗ 1[f ] ⊗m) = 1[g◦f ] ⊗m ∀m ∈M.

3.2.3. Supposons ensuite que l’image de f : A→ B soit contenue dans le centre Z(B) de
B (voir la remarque 1.14(ii)), et soient (M,µM ) un A-module et (N,µN ) un B-module.
Munissons M de la structure de (A,Z)-bimodule (M,µM , µ

d
M ) comme au §3.2.2, et re-

marquons que l’on a aussi sur N un structure naturelle de (B,A)-bimodule (N,µN , µ
d
N ),

avec µdN : N × A→ N telle que µdN (x, a) := f(a) · x pour tout a ∈ A et tout x ∈ N ; en
outre, toute application B-linéaire ψ : N → N ′ vers un deuxième B-module (N ′, µN ′)
est évidemment une application (B,A)-linéaire (N,µN , µ

d
N )→ (N ′, µN ′ , µ

d
N ′). Par suite,

N ⊗A M est naturellement un (B,Z)-bimodule, i.e. un B-module, et toute tel ψ in-
duit une application B-linéaire ψ ⊗A M : N ⊗A M → N ′ ⊗A M . Explicitement, on a
(ψ ⊗AM)(x ⊗ y) = ψ(x) ⊗ y pour tout x ∈ N et tout y ∈ M . Noter aussi l’identité de
A-modules :

(N ⊗AM)[f ] = N[f ] ⊗AM (n⊗m)[f ] = n[f ] ⊗m.
En effet, les deux ensembles sous-jacents à ces A-modules sont égaux, donc tout révient
à montrer que les multiplications scalaires sont aussi égales ; or, on a :

a · (n⊗m)[f ] = (f(a) · (n⊗m))[f ] = (f(a) · n⊗m)[f ] = a · n[f ] ⊗m = a · (n[f ] ⊗m)

pour tous a ∈ A, n ∈ N et m ∈M , comme souhaité.

3.2.4. On revient maintenant, et jusqu’à la fin de cette leçon, à notre cadre standard,
où tout anneau en discussion est tacitement supposé commutatif (sauf mention contraire
explicite). Soient f : A → B un homomorphisme d’anneaux, M un A-module, et N un
B-module ; on identifie M (resp. N) avec son (A,A)-bimodule (resp. (B,B)-bimodule)
associé, comme au §1.1.5, et par restriction de scalaires, on obtient un (B,A)-bimodule
N[f ]. D’après la remarque 1.15(i), on déduit alors une structure naturelle de (B,A)-
bimodule sur HomA(M,N[f ]) et de (A,B)-bimodule sur HomA(N[f ],M). Puisque B est
commutatif, on obtient dans les deux cas des B-modules à gauche par oubli d’une moitié
de la structure de bimodule ; on dénote ces B-modules respectivement

HomA(M,N) et HomA(N,M).

Explicitement, pour tout b ∈ B et toute application A-linéaire ϕ : M → N[f ] (resp.
ψ : N[f ] →M) on a (b·ϕ)(m) := b·ϕ(m) pour tout m ∈M (resp. (b·ψ)(n) := ψ(b·n) pour
tout n ∈ N). Avec ces structures, l’adjonction λM,N du §3.2.2 est même un isomorphisme
de B-modules : les détails sont laissés aux soins du lecteur.

Exercice 3.16. (i) Soient f : A → B un homomorphisme d’anneaux commutatifs, M
et N deux B-modules, ω :M ×N →M ⊗B N l’application B-bilinéaire universelle. On
peut voir ω aussi comme une application ω[f ] :M[f ] ×N[f ] → (M ⊗B N)[f ] A-bilinéaire,
d’où une application A-linéaire induite

ϕ :M[f ] ⊗A N[f ] → (M ⊗B N)[f ] m[f ] ⊗ n[f ] 7→ (m⊗ n)[f ].
Montrer que ϕ est surjective, et que si f est surjectif, ϕ est un isomorphisme.

(ii) Soit en outre Λ un ensemble, et notons par (eλ |λ ∈ Λ) et (e′λ |λ ∈ Λ) les bases
canoniques du A-module libre A(Λ) et respectivement du B-module libre B(Λ). Montrer
qu’il existe un unique isomorphisme de B-modules

B ⊗A A(Λ) ∼→ B(Λ) tel que 1⊗ eλ 7→ e′λ.

L’adjonction de la remarque 3.7 implique que, pour tout A-module M , le foncteur
HomA(M,−) commute avec les limites de la catégorie A − Mod (proposition 2.49(i)) ;
les questions de la commutation de −⊗AM avec les limites et de HomA(M,−) avec les
colimites conduisent aussi à des résultats intéressants ; à savoir, on a la caractérisation
purement catégorique suivante :
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Exercice 3.17. (i) Soient A un anneau commutatif, et M un A-module. Montrer l’équi-
valence des conditions suivantes :

(a) M est de présentation finie
(b) Le foncteur −⊗AM commute avec tout produit de A-modules
(c) Le foncteur HomA(M,−) commute avec toute limite directe filtrante.

(ii) Montrer également qu’une A-algèbre (commutative) B est de présentation finie
(voir §1.1.1) si et seulement si le foncteur

A− Alg(B,−) : A− Alg→ Ens C 7→ A− Alg(B,C)

commute avec toute limite directe filtrante.
(iii) Soient B et C deux A-algèbres, f : B → C un homomorphisme surjectif de

A-algèbres, et on suppose que B soit de type fini, et C de présentation finie. Montrer que
Ker f est un idéal de type fini de B.

(iv) Soit f : B → C un homomorphisme de A-algèbres, et on suppose que C soit de
présentation finie et B de type fini. Montrer que f est de présentation finie.

(v) Soient f : A → B un homomorphisme d’anneaux, et M un B-module. Montrer
les assertions suivantes :

(a) Si le A-module M[f ] est de type fini, alors le B-module M est de type fini.
(b) Supposons que le A-module B[f ] soit de type fini (resp. de présentation finie).

Alors, si le B-module M est de type fini (resp. de présentation finie) il en est de même
pour le A-module M[f ].

(c) Si B est une A-algèbre de type fini, et si le A-module M[f ] est de présentation
finie, alors le B-module M est de présentation finie.

(d) Si B[f ] est un A-module de présentation finie, alors B est une A-algèbre de
présentation finie.

3.2.5. Quelques isomorphismes remarquables. Soient f : A → B, g : B → C des homo-
morphismes d’anneaux, M un A-module, N un B-module, P un C-module. D’après le
§3.2.3, on peut former le B-module N ⊗A M , et le C-module P ⊗B N ; on a alors de
même les C-modules P ⊗B (N ⊗AM) et (P ⊗B N)⊗AM .

Proposition 3.18. Dans la situation de §3.2.5 on a :
(i) Il existe un isomorphisme unique de C-modules :

P ⊗B (N ⊗AM)
∼→ (P ⊗B N)⊗AM tel que p⊗ (n⊗m) 7→ (p⊗ n)⊗m.

(ii) Soit µ : M → M ′ (resp. ν : N → N ′, resp. ϑ : P → P ′) un homomorphisme
de A-modules (resp. de B-modules, resp. de C-modules). Le diagramme suivant, dont les
flèches horizontales sont les isomorphismes de (i), est commutatif :

P ⊗B (N ⊗AM)
∼ //

ϑ⊗B(ν⊗Aµ)
��

(P ⊗B N)⊗AM
(ϑ⊗Bν)⊗Aµ
��

P ′ ⊗B (N ′ ⊗AM ′)
∼ // (P ′ ⊗B N ′)⊗AM ′

Démonstration. (i) : On regarde comme d’habitude M comme un (A,A)-bimodule, et
N comme un (B,B)-bimodule, d’où un (B,A)-bimodule Nd

[f ], par restriction suivant f
de la structure droite de B-module ; de même on définit le (C,B)-bimodule P d[g] et le
(C,A)-bimodule P d[g] ⊗B N

d
[f ]. Avec cette notation l’assertion est un cas particulier de la

proposition 3.8.
(ii) : On peut vérifier la commutativité par évaluation sur les tenseurs élémentaires

(p⊗ n)⊗m, et pour ces derniers l’assertion est évidente. □

Exercice 3.19. Avec la notation de la proposition 3.18 ;, HomA(N
d
[f ],M) est un (A,B)-

bimodule (remarque 1.15(i)), et d’autre part P d[g]⊗BN
d
[f ] est un (C,A)-bimodule. Exhiber
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aussi un isomorphisme unique de (A,C)-bimodules :

HomB(P,HomA(N,M))
∼→ HomA(P ⊗B N,M) tel que ϕ 7→ (p⊗ n 7→ ϕ(p)(n))

pour les structures naturelles de (A,C)-bimodule fournies par la remarque 1.15(i).

Proposition 3.20. Soient f : A → B un homomorphisme d’anneaux, et M,N deux
A-modules. Il existe des isomorphismes uniques de B-modules :

B⊗A(M⊗AN)
∼→ (B⊗AM)⊗B (B⊗AN) tel que 1⊗(m⊗n) 7→ (1⊗m)⊗(1⊗n)

M ⊗A N
∼→ N ⊗AM tel que m⊗ n 7→ n⊗m.

Démonstration. La proposition 3.18(i) et l’exercice 3.6(ii) fournissent des isomorphismes
B-linéaires :

B ⊗A (M ⊗A N)
∼→ (B ⊗AM)⊗A N
∼→ ((B ⊗AM)⊗B B)⊗A N

∼→ (B ⊗AM)⊗B (B ⊗A N).

Par inspection directe, on voit que la composition est donnée par l’expression indiquée.
Le deuxième isomorphisme est un cas particulier de la remarque 3.4(iii). □

3.2.6. Produit tensoriel et changement de base. Considérons la catégorie

AlgMod

dont les objets sont les couples (A,M) où A est un anneau, et M est un A-module ;
les morphismes (f, g) : (A,M)→ (A′,M ′) sont les couples formés d’un homomorphisme
d’anneaux f : A → A′ et une application A-linéaire g : M → M ′[f ], avec la loi de
composition évidente : (f ′, g′) ◦ (f, g) := (f ′ ◦ f, g′ ◦ g), pour tous (f, g) et (f ′, g′) :
(A′,M ′) → (A′′,M ′′) comme ci-dessus. Avec cette notation, soient deux morphismes de
AlgMod

(f, g) : (A,M)→ (A′,M ′) (f, h) : (A,N)→ (A′, N ′).

L’application M×N → (M ′⊗A′N ′)[f ] : (x, y) 7→ g(x)⊗h(y) est évidemment A-bilinéaire,
donc se factorise à travers l’application A-bilinéaire universelle M × N → M ⊗A N et
une application A-linéaire unique

g ⊗f h :M ⊗A N → (M ′ ⊗A′ N ′)[f ] x⊗ y 7→ g(x)⊗ h(y).

Soient encore (f ′, g′) : (A′,M ′)→ (A′′,M ′′) et (f ′, h′) : (A′, N ′)→ (A′′, N ′′) deux autres
morphismes de AlgMod ; par inspection directe, on voit que :

(g′ ◦ g)⊗f ′◦f (h′ ◦ h) = (g′ ⊗f ′ h′) ◦ (g ⊗f h).

On a un foncteur évident π : AlgMod → Z − Alg tel que π(A,M) := A et π(f, g) := f
pour tout objet (A,M) et tout morphisme (f, g) de AlgMod, et rappelons que le produit
fibré de catégories AlgMod×Z−AlgAlgMod est la catégorie dont les objets sont les données
(A,M,N) formées d’un anneau A et deux A-modules M,N ; les morphismes (f, g, h) :
(A,M,N) → (A′,M ′, N ′) sont formés d’un homomorphisme d’anneaux f : A → A′ et
deux applications A-linéaires g : M → M ′[f ] et h : N → N ′[f ] (voir l’exemple 2.23(v)).
Avec cette notation, la discussion ci-dessus se résume en disant que l’on a un foncteur
bien défini

−⊗− : AlgMod×Z−Alg AlgMod→ AlgMod (A,M,N) 7→ (A,M ⊗A N)

qui associe à tout (f, g, h) comme ci-dessus le morphisme (f, g ⊗f h) de AlgMod.
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Remarque 3.21. Soient (f, g) : (A,M) → (A′,M ′), (f, h) : (A,N) → (A′, N ′), (f, k) :
(A,P ) → (A′, P ′) trois morphismes de AlgMod ; on vérifie aisément que les diagrammes
suivants commutent :

M ⊗A N
g⊗fh //

��

M ′ ⊗A′ N ′

��

(M ⊗A N)⊗AP
(g⊗fh)⊗fk//

��

(M ′ ⊗A′N ′)⊗A′P ′

��
N ⊗AM

h⊗fg // N ′ ⊗A′ M ′ M ⊗A (N ⊗AP )
g⊗f (h⊗fk)// M ′ ⊗A′ (N ′ ⊗A′P ′)

dont les flèches verticales sont les isomorphismes des propositions 3.18(i) et 3.20.

Exercice 3.22. Montrer que la catégorie AlgMod est complète et cocomplète.

Remarque 3.23. Dans la suite, on s’intéressera surtout aux colimites des systèmes fil-
trants (A•,M•) := ((Aλ,Mλ) |λ ∈ Λ) d’objets de AlgMod, pour lesquelles on dispose
d’une description explicite, généralisant l’exercice 2.31(iii,iv). En effet, pour tous λ, µ ∈ Λ
avec λ ≤ µ, soit (fλµ, gλµ) : (Aλ,Mλ) → (Aµ,Mµ) le morphisme de transition du sys-
tème (A•,M•) ; d’après l’exercice 2.31(iv), la colimite du système d’anneaux (A•, f••)
est représentée par l’anneau A des classes d’équivalence [a, λ] des couples (a, λ) avec
λ ∈ Λ et a ∈ Aλ, et le co-cône universel est donné par les homomorphismes d’anneaux
τλ : Aλ → A : a 7→ [a, λ], pour chaque λ ∈ Λ. De même, d’après l’exercice 2.31(iii), la
colimite du système filtrant (M•, g••) des groupes abéliens sous-jacents aux Aλ-modules
Mλ est représentée par le groupe abélien M des classes d’équivalence [x, µ] des couples
(x, µ) avec µ ∈ Λ et x ∈Mµ. Pour de tels (a, λ) et (x, µ), choisissons ν ∈ Λ avec ν ≥ λ, µ,
et posons

(a, λ) · (x, µ) := [fλν(a) · gµν(x), ν] ∈M.

Vérifions que cette définition ne dépend pas du choix de ν : en effet, si ν′ ≥ ν, en
rappelant que gνν′ est une application Aν-linéaire Mν → (Mν′)[fνν′ ], on trouve :

[fλν(a) · gµν(x), ν] = [gνν′(fλν(a) · gµν(x)), ν′] = [fνν′ ◦ fλν(a) · (gνν′ ◦ gµν(x)), ν′]
= [fλν′(a) · gµν′(x), ν′]

d’où l’assertion. De même, on voit aisément que la définition de (a, λ) · (x, µ) ne dépend
que des classes [a, λ] et [x, µ], et on a ainsi une opération bien définie :

A×M →M ([a, λ], [x, µ]) 7→ (a, λ) · (x, µ)
qui munit M d’une structure de A-module (compatible avec sa structure de groupe
abélien : les détails sont confiés aux soins du lecteur). Pour tout µ ∈ Λ on a de plus
un homomorphisme évident tµ : Mµ → M[τµ] de Aµ-modules tel que x 7→ [x, µ] pour
tout x ∈ Mµ. Le système ((τλ, tλ) : (Aλ,Mλ) → (A,M) |λ ∈ Λ) est alors un co-cône de
base (A•,M•) et de sommet (A,M). Pour voir qu’il s’agit d’un co-cône universel, soit
((τ ′λ, t

′
λ) : (Aλ,Mλ) → (B,N) |λ ∈ Λ) un autre co-cône de base (A•,M•) et de sommet

(B,N) ∈ Ob(AlgMod) ; il existe un unique homomorphisme d’anneaux f : A → B et
un unique homomorphisme de groupes abéliens g : M → N tels que f ◦ τλ = τ ′λ et
g ◦ tλ = t′λ pour tout λ ∈ Λ, et par inspection directe on vérifie aussitôt que g est un
homomorphisme de A-modules M → N[f ], d’où l’assertion.

3.2.7. Fibres d’un module. Soient A un anneau, p ⊂ A un idéal premier ; le corps résiduel
de p est par définition le corps des fractions de A/p, et sera noté dorénavant

k(p) := FracA/p.

Si (A,m) est un anneau local, on dira aussi que k(m) est le corps résiduel de A.
Si f : A′ → A est un homomorphisme d’anneaux, soit p′ := f−1(p) ; alors f induit

un homomorphisme injectif A′/p′ → A/p, qui admet un prolongement unique en une
extension de corps résiduels

f(p) : k(p
′)→ k(p).
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Le corps k(p) est muni d’une structure évidente de A-algèbre ; à tout A-module M on
peut donc associer le k(p)-espace vectoriel

M(p) := k(p)⊗AM

qu’on appellera la fibre de M au-dessus de p. Le rang de M est l’application :

rkM : SpecA→ N ∪ {∞} p 7→ dimk(p)M(p).

La famille M(•) := (M(p) | p ∈ SpecA) est un analogue algébrique des fibrés vectoriels
que l’on étudiera dans la section 4.5, à cela près, que le rang de M n’est pas forcément
localement constant sur SpecA (et même les corps résiduels de deux points distincts de
SpecA sont généralement non isomorphes) ; par exemple, on a :

Exemple 3.24. Soient A := C[X,Y ], et M := A2/N , où N ⊂ A2 est le A-sous-module
engendré par Xe1 + Y e2 (avec (e1, e2) la base canonique de A2). Pour (a, b) ∈ C2, soit
m ⊂ A l’idéal maximal engendré par (X − a, Y − b) ; on a

M(m) =
k(m)2

k(m) · (ae1 + be2)
=

C2

C · (a, b)
.

Donc, si (a, b) = (0, 0) ceci est un C-espace vectoriel de dimension 2, et si (a, b) ̸= 0, il
s’agit d’un C-espace vectoriel de dimension 1.

Tout m ∈ M détermine une “section” du “fibré vectoriel” associé à M : i.e. à chaque
p ∈ SpecA on associe le vecteur m(p) := 1⊗m ∈M(p). Donc, le A-module M tient lieu
d’ensemble des sections globales du “fibré vectoriel” M(•). De plus, tout homomorphisme
de A-modules f : M → N induit une application k(p)-linéaire f(p) := k(p) ⊗A f :
M(p) → N(p), pour tout p ∈ SpecA. Par ces constructions, l’étude des A-modules et
des applications A-linéaires peut se ramener -- dans une certaine mesure -- à celle des
espaces vectoriels sur un corps K et des K-homomorphismes, où l’on pourra dérouler les
méthodes de l’algèbre linéaire classique.

3.3. Localisation et lemme de Nakayama. D’après la remarque 1.45(i), toute partie
fermée Z du spectre premier d’un anneau A s’identifie au spectre d’une certaine A-
algèbre A′ (en l’occurrence, un quotient de A), et l’inclusion Z ⊂ SpecA s’identifie à
Specπ : SpecA′ → SpecA, où π : A → A′ est le morphisme structurel de la A-algèbre
A′. Par contre, les parties ouvertes de SpecA ne peuvent pas toujours être réalisées de
cette façon. Toutefois, cela reste vrai du moins pour les parties ouvertes de la formeD(f) :
on peut associer naturellement à toute partie de cette forme une A-algèbre A′, telle que
l’application correspondante SpecA′ → SpecA se factorise à travers un homéomorphisme
SpecA′

∼→ D(f). C’est l’objet de la présente section sur la technique de localisation des
anneaux.

Le prototype des localisations est la construction du corps des fractions d’un anneau
intègre A, qui “rend inversible” tout élément non nul de A dans une extension canonique
Frac(A) de A. En général, la localisation construit une solution universelle d’un cer-
tain problème d’extension d’anneaux et morphismes d’anneaux. La proposition suivante
formalise ce problème (et fournit sa solution) :

Proposition 3.25. Soient A un anneau, S ⊂ A une partie. Il existe une A-algèbre

(S−1A, j)

caracterisée à isomorphisme unique près par la propriété suivante :
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— Si f : A → B est un homomorphisme d’anneaux, alors f se factorise à travers j
si et seulement si f(S) ⊂ B× :

A
f //

j ��

B

S−1A
f

99

et cette factorisation est unique.
L’homomorphisme j : A→ S−1A est appelé application de localisation.

Démonstration. Unicité de (S−1A, j) à isomorphisme unique près : pour tout anneau B,
soit FB ⊂ Z− Alg(A,B) la partie des homomorphismes g : A→ B tels que g(S) ⊂ B×.
Evidemment, si g ∈ FB, on a h ◦ g ∈ FB′ pour tout anneau B′ et tout homomorphisme
d’anneaux h : B → B′ ; cela veut dire que

F : Z− Alg→ Ens

est un sous-foncteur de hA. On voit donc que l’existence de (S−1A, j) équivaut à la
représentabilité de F , et l’assertion est un cas particulier de l’exercice 2.7(i,ii).

Existence de (S−1A, j) : d’abord, soit S̃ ⊂ A la partie des produits s := s1 · · · sk
de longueur arbitraire k ∈ N, d’éléments de S (pour k = 0 on obtient s = 1) ; on voit
aisément que si f : A → B est un homomorphisme d’anneaux, on a f(S) ⊂ B× ⇔
f(S̃) ⊂ B×. Donc, le couple (S−1A, j) existe si et seulement si le couple correspondant
(S̃−1A, ȷ̃) existe, et par ce qui précède ils sont canoniquement isomorphes, car couples
universels pour le même sous-foncteur F de hA. En résumé, on peut remplacer S par S̃,
et supposer que S soit une partie multiplicative de A, i.e. une partie telle que :

— 1 ∈ S, et pour tous s, t ∈ S on a aussi st ∈ S.
On introduit sur l’ensemble S ×A la relation binaire ∼ définie par :

— (s, a) ∼ (t, b)⇔ ∃u ∈ S tel que usb = uta.
On vérifie que ∼ est une relation d’équivalence : si (s, a) ∼ (t, b) ∼ (v, c), il existe u, u′ ∈ S
tels que usb = uta et u′tc = u′vb, d’où uu′tsc = uu′vsb = uu′tva ; comme uu′t ∈ S, on
déduit (s, a) ∼ (v, c), d’où l’assertion. La classe d’équivalence de (s, a) sera notée par la
fraction :

a

s
et on pose S−1A := (S ×A)/∼. On définit une opération :

(S ×A)× (S ×A)→ S ×A (s, a) + (t, b) := (st, at+ bs)

et on vérifie que cette application induit une addition + : S−1A × S−1A → S−1A, i.e.
si (s, a) ∼ (s′, a′) et (t, b) ∼ (t′, b′), on a (s, a) + (t, b) ∼ (s′, a′) + (t′, b′). En effet : par
hypothèse il existe u, v ∈ S tel que usa′ = us′a et vtb′ = vt′b, donc

uvst(a′t′ + b′s′) = uvs′t′(at+ bs) et uv ∈ S.
De même, on définit une opération :

(S ×A)× (S ×A)→ S ×A (s, a) · (t, b) := (st, ab).

On vérifie aisément que cette application induit une multiplication sur S−1A, et que la
donnée (S−1A,+, ·) est un anneau (exercice !) En particulier, l’élément neutre de l’ad-
dition est 0/1, et celui de la multiplication est 1/1, donc toute fraction s/1 avec s ∈ S
admet l’inverse 1/s dans S−1A. L’homomorphisme j est défini par :

j : A→ S−1A a 7→ a

1
∀a ∈ A.

Si f : A→ B est un homomorphisme tel que f(s) ∈ B×, on définit

f : S−1A→ B
a

s
7→ f(s)−1 · f(a).
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On vérifie aisément que f est bien défini : supposons que a/s = b/t, de sorte que uat = ubs
pour quelque u ∈ S ; on déduit

f(a)

f(s)
=
f(a) · f(ut)
f(s) · f(ut)

=
f(aut)

f(ust)
=
f(ubs)

f(ust)
=
f(b) · f(us)
f(t) · f(us)

=
f(b)

f(t)
.

De plus, f est l’unique homomorphisme d’anneaux tel que f ◦ j = f (exercice !). De
l’autre côté, si f se factorise à travers j et un homomorphisme f : S−1A → B, on voit
que f(s) = f(s/1), donc f(s) admet l’inverse f(1/s) dans B. □

Exemple 3.26. Soit A un anneau.
(i) Si A est intègre et si S := A \ {0}, alors S−1A = Frac(A) (voir §1.1.2).

(ii) Si p ⊂ A est un idéal premier, noter que Sp := A \ p est une partie multiplicative
de A. Cette localisation S−1p A de A en l’idéal premier p sera désignée :

Ap.

(iii) Si f ∈ A est un élément arbitraire, posons Sf := {f} ; on notera :

Af := S−1f A.

(iv) Soient K un corps algébriquement clos, n ∈ N, A := K[X1, . . . , Xn], et Q ∈ A
un polynôme arbitraire. La localisation AQ définie comme dans (iii) est l’anneau des
fractions R := P/Qk avec P ∈ A et k ∈ N arbitraires. Toute telle fraction détermine une
application ensembliste :

DK(Q)→ K a := (a1, . . . , an) 7→ R(a) := P (a)/Q(a)k

(où DK(Q) ⊂ MaxA ≃ Kn est défini comme au §1.3.1).

Remarque 3.27. (i) Soient A un anneau, S ⊂ A une partie multiplicative, et a/s ∈ S−1A
un élément arbitraire ; la construction de S−1A montre que l’on a a/s = 0/1 dans S−1A
si et seulement s’il existe t ∈ S tel que ta = 0 dans A. En particulier, un élément a ∈ A
est dans le noyau de l’application de localisation j : A→ S−1A si et seulement s’il existe
t ∈ S tel que ta = 0. Par suite, j est injective ⇔ tout élément de S est régulier dans A.

(ii) D’autre part, j est rarement surjective, mais -- par l’exercice 2.7(i) -- elle est
toujours un épimorphisme de la catégorie des anneaux.

Exemple 3.28. Soient A,B deux anneaux, et C := A×B leur produit cartésien, muni de
l’addition et la multiplication usuelles : (a, b)+(a′, b′) := (a+a′, b+b′) et (a, b) ·(a′, b′) :=
(aa′, bb′) pour tous a, a′ ∈ A et b, b′ ∈ B. En particulier, l’unité de la multiplication
de C est le couple (1, 1). Posons s := (1, 0) ; on a sn = s pour tout n > 0, donc
S := {(1, 1), s} est une partie multiplicative de C, et d’après la remarque 3.27(i), le noyau
de la localisation j : C → S−1C est l’idéal {0} × B ⊂ C. Ainsi, j est la composition de
la projection π : C → A : (a, b) 7→ a avec un homomorphisme injectif d’anneaux

j′ : A→ S−1C a 7→ (a, 0)

(1, 1)
.

Mais j′ est aussi surjectif : en effet, tout élément de S−1C est soit une fraction de la forme
(a,b)
(1,1) , soit de la forme (a,b)

s , mais on a (a,b)
(1,1) = (a,0)

(1,1) = (a,b)
s car (a, b) · s = (a, 0) · s pour

tous a, b ∈ S. Donc, j′ est un isomorphisme, i.e. l’application de localisation coïncide, à
isomorphisme unique près, avec la projection sur le facteur A de C.

On peut arriver à la même conclusion à l’aide de la propriété universelle de S−1C. En
effet, soit f : C → R un homomorphisme d’anneaux tel que f(s) ∈ R×. On a s · (0, b) =
(0, 0) pour tout b ∈ B, d’où 0 = f(0, 0) = f(s) · f(0, b), et on conclut que f(0, b) = 0
pour tout b ∈ B, ce qui montre que f se factorise, de façon évidemment unique, à travers
la projection π. Réciproquement, s’il existe un homomorphisme d’anneaux f̄ : A → R
tel que f = f ◦ π, on a f(s) = f ◦ π(s) = f(1) = 1 ∈ R×. La C-algèbre (A, π) est alors
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solution universelle du même problème de factorisation qui caractérise (S−1C, j), et elle
est donc canoniquement isomorphe à cette dernière.

Exercice 3.29. Soient A un anneau, S, T ⊂ A deux parties, et jS : A → S−1A l’appli-
cation de localisation. On pose T := jS(T ) ; montrer qu’il existe un unique isomorphisme
(S ∪ T )−1A ∼→ T−1(S−1A) de A-algèbres.

3.3.1. Idéaux des anneaux localisés. Soient A un anneau, S ⊂ A une partie multiplicative,
I ⊂ A un idéal, j : A→ S−1A la localisation ; on voit aisément que la partie

S−1I := {a/s ∈ S−1A | a ∈ I, s ∈ S}

est un idéal de S−1A. Montrons que tout idéal de S−1A est de cette forme :

Lemme 3.30. (i) Pour tout idéal J ⊂ S−1A on a J = S−1(j−1J).
(ii) Si p ∈ SpecA et si S ∩ p = ∅, on a S−1p ∈ SpecS−1A, et p = j−1(S−1p).

Démonstration. (i) : Si a/s ∈ J , on a a/1 = (a/s) · (s/1) ∈ J , donc a ∈ j−1J , d’où
a/s ∈ S−1(j−1J). L’inclusion S−1(j−1J) ⊂ J est immédiate.

(ii) : Si (a/s) · (b/t) ∈ S−1p, il vient ab/(st) = c/u dans S−1A pour quelque c ∈ p,
u ∈ S ; d’où, abuv = cstv dans A, pour quelque v ∈ S, et donc abuv ∈ p. Mais uv ∈ S,
donc ab ∈ p, et par suite, soit a/s ∈ S−1p, soit b/t ∈ S−1p. Ensuite, évidemment
p ⊂ q := j−1(S−1p) ; d’autre part, si a ∈ q, on a a/1 = c/u pour quelque c ∈ p et u ∈ S,
d’où uva = cv dans A pour quelque v ∈ S, d’où a ∈ p, car uv ∈ S et par hypothèse
S ∩ p = ∅. Ainsi, q = p. □

Proposition 3.31. Dans la situation du §3.3.1, l’application

Spec j : SpecS−1A→ SpecA

est injective, et son image est la partie Σ := {p ∈ SpecA | p ∩ S = ∅}.

Démonstration. L’injectivité de Spec(j) découle directement du lemme 3.30(i).
Soient q ∈ SpecS−1A et p := j−1q ; si t ∈ S ∩ p, on obtient 1 = t/t ∈ S−1p = q,

contradiction. Donc, S ∩ p = ∅, et cela montre que l’image de Spec(j) est contenue dans
Σ ; l’inclusion opposée découle aussitôt du lemme 3.30(ii). □

Exemple 3.32. (i) Soient A un anneau, f ∈ A un élément, et S ⊂ A la partie multipli-
cative {fn |n ∈ N}. Donc, S−1A = Af (notation de l’exemple 3.26(iii)), et la proposition
3.31 nous dit que Spec j induit une identification naturelle :

SpecAf ≃ D(f).

Plus précisément, la topologie de SpecAf coïncide avec la topologie induite par SpecA
via l’application injective Spec j. La preuve de cette dernière assertion est analogue à
celle de la remarque 1.45(i) : il suffit de noter que pour tout a/fn ∈ Af on a D(a/fn) =
D(a/1) = (Spec j)−1D(a).

(ii) Plus généralement, pour toute partie S, le même argument montre que la topologie
de SpecS−1A est induite par celle de SpecA via l’application Spec j.

(iii) Soit p ⊂ A un idéal premier. La proposition 3.31 montre aussi que la localisation
A→ Ap de l’exemple 3.26(ii) induit une identification canonique

SpecAp ≃ {q ∈ SpecA | q ⊂ p}.

Ainsi, S−1p p est l’unique idéal maximal de Ap ; i.e. (Ap, S
−1
p p) est un anneau local.

Exercice 3.33. Soient A un anneau intègre, S⊂A un ensemble d’éléments premiers de
A, et a ∈ A avec S ∤ a, i.e. tel qu’aucun s ∈ S ne divise a. Montrer que :

(i) a est premier dans A ⇔ a/1 est premier dans S−1A.
(ii) a ∈ A× ⇔ a/1 ∈ (S−1A)×.
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Remarque 3.34. On peut aussi utiliser la proposition 3.31 afin de donner une caractéri-
sation purement topologique de l’application de localisation. Pour cela, soit U ⊂ SpecA
une partie arbitraire ; pour tout anneau B, notons par FUB ⊂ Z− Alg(A,B) l’ensemble
des homomorphismes f : A → B tels que l’image de Spec f : SpecB → SpecA soit
contenue dans U . Evidemment, si f ∈ FUB, on a g ◦ f ∈ FUB′ pour tout anneau B′ et
tout homomorphisme d’anneaux g : B → B′ ; on a donc un sous-foncteur du foncteur hA

FU : Z− Alg→ Ens.

On dira que U est représentable si FU est représentable. Si (AU , jU : A → AU ) est un
couple universel pour FU , on dira aussi que jU (ou AU ) représente U. Par l’exercice 2.7, jU
est alors un épimorphisme d’anneaux, et la A-algèbre AU est déterminée à isomorphisme
unique près. Avec cette terminologie, on a :

Exercice 3.35. Soit S ⊂ A une partie, et posons U := {p ∈ SpecA | p∩S = ∅}. Montrer
que la partie U de SpecA est représentable par la A-algèbre S−1A.

En général, la question de décider si une partie donnée de SpecA soit représentable est
assez subtile (et dépasse les moyens de ce cours). Nous nous contentons ici de proposer
le problème suivant (voir aussi le problème 11.75 pour une généralisation) :

Problème 3.36. Soit K un corps ; on pose A := K[X,Y ], et on dénote m ⊂ A l’idéal
maximal engendré par X et Y . Montrer que U := SpecA \ {m} n’est pas une partie
représentable (noter que siK est algébriquement clos, MaxA\{m} correspond au planK2

privé de son origine (0, 0), suivant la bijection canonique fournie par le Nullstellensatz).

Exercice 3.37. (i) Soient f : A → B un homomorphisme injectif d’anneaux, et ϕ :=
Spec f : SpecB → SpecA. Montrer que ϕ(SpecB) contient tout idéal premier minimal
de A (exercice 1.61(i)). En déduire que ϕ(SpecB) est dense dans SpecA.

(ii) Réciproquement, si A est réduit et si ϕ(SpecB) est dense dans SpecA, montrer
que f est injectif.

Exercice 3.38. Soient A un anneau, I, J ⊂ A des idéaux, S ⊂ A une partie. Montrer :

S−1(I + J) = S−1I + S−1J rad(S−1I) = S−1(rad(I))

S−1(I · J) = (S−1I) · (S−1J) N (S−1A) = S−1N (A)

S−1(I ∩ J) = (S−1I) ∩ (S−1J).

Exercice 3.39. Soient K un corps, n ∈ N un entier, et p1 ⊂ · · · ⊂ pk une suite finie
d’inclusions strictes d’idéaux premiers de K[T1, . . . , Tn]. Montrer que k ≤ 2n.

Exercice 3.40. Soient Γ un groupe abélien, A =
⊕

γ∈ΓAγ un anneau Γ-gradué (voir le
§1.1.6), et S ⊂ A une partie formée d’éléments homogènes de A. Montrer qu’il existe une
unique structure d’anneau Γ-gradué sur B := S−1A telle que la localisation j : A → B
soit un morphisme d’anneaux Γ-gradués.

Exercice 3.41. Soient A un anneau, S ⊂ A une partie ; notons par S l’ensemble des
parties finies S′ ⊂ S, partiellement ordonné par l’inclusion : S1 ≤ S2 si et seulement si
S1 ⊂ S2. La propriété universelle des localisations implique que pour tous S1, S2 ∈ S
avec S1 ≤ S2, il existe un unique morphisme de A-algèbres jS1S2

: S−11 A → S−12 A ; on
obtient donc un système direct de A-algèbres (S′−1A |S′ ∈ S ) indexé par (S ,≤), ainsi
qu’un co-cône (jS′ : S

′−1A → S−1A |S′ ∈ S ). Montrer que le co-cône j• est universel ;
en particulier, on a un isomorphisme canonique :

lim
−→
S′∈S

S′−1A
∼→ S−1A.
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3.3.2. Produits tensoriels et localisation des modules. Soient A un anneau, S ⊂ A une
partie multiplicative, M un A-module, et jA : A→ S−1A la localisation. L’extension des
scalaires de M suivant jA est munie d’une application A-linéaire canonique ιM : M →
(S−1A ⊗A M)[jA], et on a vu au §3.2.2 que (S−1A ⊗A M, ιM ) est un couple universel
pour le foncteur

HomA(M, (−)[jA]) : S
−1A−Mod→ Ens.

On peut exhiber un autre couple universel pour ce foncteur, par une construction de
module de fractions, qui généralise celle de S−1A ; je l’esquisse à grandes lignes, laissant
au lecteur le soin des détails. On définit une relation ∼ sur S ×M par :

(s,m) ∼ (s′,m′)⇔ ∃u ∈ S tel que usm′ = us′m.

On vérifie aisément que ∼ est une relation d’équivalence ; on pose

S−1M := (S ×M)/∼

et on dénote la classe d’un couple (s,m) par
m

s
∈ S−1M

(cf. la preuve de la proposition 3.25). On définit une opération d’addition

(S ×M)× (S ×M) 7→ S ×M ((s,m), (s′,m′)) 7→ (ss′, s′m+ sm′)

et on vérifie que cette opération induit une addition + : S−1M × S−1M → S−1M . On
définit aussi une opération

(S ×A)× (S ×M)→ S ×M ((s, a), (s′,m)) 7→ (ss′, am)

et on vérifie qu’elle induit une opération de multiplication scalaire S−1A × S−1M →
S−1M , munissant ainsi S−1M d’une structure naturelle de S−1A-module, et on a une
application A-linéaire jM :M → (S−1M)[jA] telle que jM (m) = m/1 pour tout m ∈M .
Finalement, si g :M → N[jA] est A-linéaire, on pose

g′ : S−1M → N
m

s
7→ 1

s
· g(m).

On voit aisément que g′ est bien définie, et elle est l’unique application S−1A-linéaire
avec g′[jA] ◦ jM = g. On déduit un isomorphisme canonique de S−1A-modules

(∗) S−1A⊗AM
∼→ S−1M

a

s
⊗m 7→ am

s
.

De plus, si ϕ :M → N est un homomorphisme de A-modules, l’application jN ◦ϕ :M →
S−1N[jA] se factorise à travers un unique homomorphisme de S−1A-modules

S−1ϕ : S−1M → S−1N
m

s
7→ f(m)

s

et évidemment on a un diagramme commutatif

S−1A⊗AM
S−1A⊗Aϕ //

��

S−1A⊗A N

��
S−1M

S−1ϕ // S−1N

dont les flèches verticales sont les isomorphismes canoniques ci-dessus. Autrement dit,
on a obtenu un foncteur

S−1(−) : A−Mod→ S−1A−Mod M 7→ S−1M

et le système d’isomorphismes (∗) est un isomorphisme de foncteurs

S−1A⊗A −
∼→ S−1(−).
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L’intérêt de cette description (à isomorphisme unique près) de S−1A⊗AM par localisation
de M , se trouve dans l’observation suivante :

Remarque 3.42. (i) Par inspection directe, on voit aussitôt qu’un élément m/s ∈ S−1M
est nul si et seulement s’il existe u ∈ S tel que um = 0 dans M .

(ii) Soit ϕ : M ′ → M une injection A-linéaire ; alors S−1ϕ : S−1M ′ → S−1M est
aussi injective. En effet, si m′/s ∈ KerS−1ϕ, on déduit de (i) qu’il existe u ∈ S tel que
u · ϕ(m′) = 0 dans M , et donc um′ = 0 dans M ′, par l’injectivité de ϕ, d’où m′/s = 0
dans S−1M ′.

Corollaire 3.43. Toute suite exacte courte 0 → M ′ → M → M ′′ → 0 de A-modules
induit une suite exacte :

0→ S−1M ′ → S−1M → S−1M ′′ → 0.

Démonstration. Par ce qui précède, on a un diagramme commutatif

S−1A⊗AM ′ //

��

S−1A⊗AM //

��

S−1A⊗AM ′′ //

��

0

S−1M ′ // S−1M // S−1M ′′ // 0

de S−1A-modules, dont les flèches verticales sont des isomorphismes, et dont la première
ligne horizontale est exacte, par la proposition 3.11. On déduit que la deuxième ligne
horizontale est aussi exacte. Mais la remarque 3.42(ii) montre que l’application S−1M ′ →
S−1M est injective, d’où le corollaire. □

Corollaire 3.44. Soient M,N deux A-modules, S ⊂ A une partie multiplicative. Il existe
un isomorphisme S−1A-linéaire unique

S−1(M ⊗A N)
∼→ S−1M ⊗S−1A S

−1N tel que
m⊗ n
s
7→ m

s
⊗ n

1
.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de la proposition 3.20 et de l’identifi-
cation entre S−1M et S−1A⊗AM donnée ci-dessus. □

Exemple 3.45. (i) Avec la notation de 3.3.2, soient M ′ un S−1A-module, et M :=
M ′[jA]. Alors le couple (M, IdM : M → M ′[jA]) est aussi universel pour le foncteur
HomA(M, (−)[jA]), et donc la localisation M → (S−1M)[jA] est un isomophisme dans
ce cas, et en fait elle est même un isomorphisme de S−1A-modules M ′ ∼→ S−1M . Pour la
preuve il suffit de remarquer que si N est un S−1A-module quelconque, toute application
A-linéaire f : M → N[jA] est déjà une application S−1A-linéaire M ′ → N ; en effet, on
a :

a

s
·f(x) = 1

s
·f(ax) = 1

s
·f
(
s · a
s
·x
)
=
s

s
·f
(a
s
·x
)
= f

(a
s
·x
)

∀a
s
∈ S−1A, ∀x ∈M.

(ii) Par exemple, soient q ⊂ p ⊂ A deux idéaux premiers, π : A→ κ(q) la projection,
V un κ(q)-espace vectoriel, et considérons le A-module N := V[π]. Noter que π(A \
p) ⊂ κ(q)×, donc π se factorise à travers la localisation j : A → Ap et un unique
homomorphisme d’anneaux π̄ : Ap → κ(q) avec Ker π̄ = qAp. En particulier, N =
N ′[j], avec N ′ := V[π̄]. Par (i), la localisation N → Np est alors un isomorphisme. Plus
généralement, avec le corollaire 3.44 on déduit pour tout A-module M un isomorphisme
de κ(q)-espaces vectoriels (notation du §3.2.7) :

M(q)
∼→M(q)p

∼→Mp(qAp).
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3.3.3. Le lemme de Nakayama. Soit ϕ : An → An un endomorphisme A-linéaire ; rappe-
lons que le polynôme caractéristique de ϕ est le polynôme

χϕ(T ) := det(T · IdAn − ϕ) ∈ A[T ].

Lemme 3.46. (Cayley-Hamilton) Avec les notations ci-dessus, on a

χϕ(ϕ) = 0.

Démonstration. Si A est un corps, c’est l’identité bien connue de Cayley-Hamilton. Si
A est un anneau intègre, il est un sous-anneau de son corps des fractions K, et ϕ est
la restriction d’une application K-linéaire ϕK : Kn → Kn (brièvement : si e1, . . . , en
est la base canonique de An, on représente ϕ par une matrice B := (bji | i, j = 1, . . . , n)
comme dans l’exemple 1.125, de sorte que χϕ(T ) est aussi le polynôme caractéristique
χB(T ) de B, et la même matrice définit l’application ϕK). On sait que χϕK (ϕK) = 0,
d’où χϕ(ϕ) = 0.

Si A est un anneau arbitraire, posons R := Z[Yij | i, j = 1, . . . , n] et soit e′1, . . . , e′n la
base canonique de Rn ; on définit un homomorphisme d’anneaux f : R→ A par :

f(Yij) := bij ∀i, j = 1, . . . , n.

et on considère l’endomorphisme ψ de Rn tel que ψ(e′i) :=
∑n
j=1 Yjie

′
j pour tout i =

1, . . . , n. On a donc un diagramme commutatif d’applications A-linéaires :

A⊗R Rn
∼ //

A⊗Rψ
��

An

ϕ
��

A⊗R Rn //∼ // An

dont les flèches horizontales sont les identifications canoniques de l’exercice 3.16(ii). Mais
comme R est intègre, on a χψ(ψ) = 0, d’où χϕ(ϕ) = A⊗R χψ(ψ) = 0. □

Proposition 3.47. Soient M un A-module de type fini, ϕ :M →M un endomorphisme,
I⊂A un idéal tel que ϕ(M)⊂IM. Il existe n∈N et a1, . . . , an∈A avec

ϕn + a1 · ϕn−1 + · · ·+ an · IdM = 0 et ak ∈ Ik ∀k = 1, . . . , n.

Démonstration. Soient x1, . . . , xn un système fini de générateurs de M , et e1, . . . , en
la base canonique de An. Par hypothèse, on a une matrice B := (bji | i, j = 1, . . . , n)
d’éléments de I avec ϕ(xi) =

∑n
j=1 bjixj pour i = 1, . . . , n. Soit π : An →M la surjection

A-linéaire telle que ei 7→ xi pour tout i = 1, . . . , n. La matrice B correspond à un
endomorphisme ψ de An faisant commuter le diagramme :

An
ψ //

π
��

An

π
��

M
ϕ // M.

Comme π est surjectif, il suffit de trouver une identité du type souhaité pour l’application
ψ, car si ψn+a1ψn−1+ · · ·+an ·IdAn = 0, on aura aussi ϕn+a1ϕn−1+ · · ·+an ·IdM = 0.
Donc, on peut supposer du départ que M soit libre de type fini, et en raisonnant comme
dans la preuve du lemme 3.46, on se ramène alors au cas où A = Z[Yij | i, j = 1, . . . , n], I =∑n
i,j=1AYij et B = (Yji | i, j = 1, . . . , n). Or, noter que P := det(B) ∈ A est un polynôme

homogène de degré total n ; d’autre part, χB(T ) ∈ A[T ] = Z[T, Yij | i, j = 1, . . . , n] est
l’image de P sous l’homomorphisme d’anneaux h : A → A[T ] tel que h(Yij) := −Yij
si i ̸= j, et h(Yii) := T − Yii pour i = 1, . . . , n. Il est clair que h transforme tout
polynôme homogène de A en un polynôme homogène de A[T ] de même degré (pour la
graduation telle que deg T = 1 = deg Yij pour tous i, j = 1, . . . , n), par suite χB(T ) =
Tn + a1T

n−1 + · · · + an avec a1, . . . , an ∈ A et deg(ai) = n − i pour tout i = 1, . . . , n,
d’où l’assertion, au vu du lemme 3.46. □
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Corollaire 3.48. Soient M un A-module de type fini, I ⊂ A un idéal tel que IM =M .
Alors il existe x ∈ A tel que

x ≡ 1 (mod I) et xM = 0.

Démonstration. On applique la proposition 3.47 à ϕ := IdM ; si ϕk + · · ·+ ak · IdM = 0,
on peut prendre x := 1 + a1 + · · ·+ ak. □

Corollaire 3.49. (Lemme de Nakayama) Soient M un A-module de type fini, J le
radical de Jacobson de A , et supposons que JM =M . Alors M = 0.

Démonstration. Par le corollaire 3.48, on sait qu’il existe a ∈J tel que (1+ a) ·M = 0.
De l’autre côté, on a 1 + a ∈ A×, par le théorème 1.50(i), d’où l’assertion. □

Corollaire 3.50. Soient M un A-module, N ⊂ M un sous-module, I ⊂ A un idéal tel
que M = IM +N . On a M = N si l’une des conditions suivantes est vérifiée :

(a) I ⊂J (A) et M est de type fini.
(b) I est nilpotent, i.e. il existe n ∈ N tel que In = 0.

Démonstration. On a I(M/N) = (IM+N)/N =M/N , donc M/N = 0 si (a) est vérifiée,
par le lemme de Nakayama. Sinon, remarquons que Ik(M/N) =M/N pour tout k ∈ N,
d’où encore M/N = 0, quand (b) est vérifiée. □

Le lemme de Nakayama et ses corollaires sont particulièrement efficaces quand A
est local, comme illustré par la proposition fort utile suivante. D’autre part, certaines
propriétés des A-modules et des homomorphismes des A-modules sont de nature locale,
i.e. peuvent se lire après changement de base suivant les localisations A→ Ap aux idéaux
premiers p de A : on verra au paragraphe suivant un petit échantillon de ces propriétés, et
un autre exemple est donné par la proposition 3.77. On peut ainsi entrevoir une stratégie
générale pour aborder l’étude de ces propriétés locales des modules sur des anneaux
quelconques : on localisera et on essaiera ensuite d’appliquer aux modules localisés les
résultats ci-dessus.

Proposition 3.51. Soient (A,m) un anneau local, M un A-module, x• := (xλ |λ ∈ Λ)
un système d’éléments de M dont les classes (xλ |λ ∈ Λ) sont une base du k(m)-espace
vectoriel M/mM . On suppose que M soit de type fini, ou que m soit un idéal nilpotent.
Alors x• est un système de générateurs du A-module M .

Démonstration. Soit N :=
∑
λ∈ΛAxλ ; on a M = N + mM . Or, J (A) = m, car A est

local, donc il suffit d’appliquer le corollaire 3.50. □

Remarque 3.52. On a déjà observé que le rang d’un A-module M de type fini n’est pas
forcément localement constant sur SpecA (voir l’exemple 3.24) ; toutefois, la proposition
3.51 implique que l’on a :

rkM (p) ≥ rkM (q) ∀p, q ∈ SpecA tels que q ⊂ p.

Car, si n := rkM (p) = rkMp
(pAp) (exemple 3.45(ii)), on a un système de générateurs

x1, . . . , xn du Ap-module Mp, et leurs images x̄1, . . . , x̄n dans le k(q)-espace vectoriel
M(q) =Mp(qAp) sont alors une famille génératrice, d’où l’assertion.

Problème 3.53. (i) Soient A ̸= 0 un anneau, n,m ∈ N, et f : An → Am une application
A-linéaire. Montrer les assertions suivantes :

(a) Si f est surjective (resp. bijective), alors n ≥ m (resp. n = m).
(b) Si f est injective, alors n ≤ m (difficile !).

(Signalons que ces énoncés ne sont plus vrais, si A est non-commutatif ! Voir [47, (1.4)].)
(ii) Soient M un A-module de type fini, et g : M → M une surjection A-linéaire.

Montrer que f est bijective.
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(iii) Soient (A,m) un anneau local, M un A-module, N un A-module de type fini, et
h : M → N une application A-linéaire telle que h(m) : M(m) → N(m) est surjective
(notation du §3.2.7). Montrer que h est surjective.

3.3.4. Propriétés locales des modules. Si M , N sont des A-modules, ϕ : M → N une
application A-linéaire et p ∈ SpecA, on pose comme d’habitude Sp := A \ p et

Mp := S−1p M
∼→ Ap ⊗AM

et on notera ϕp : Mp → Np l’application Ap-linéaire induite par ϕ. De même, pour tout
f ∈ A on notera Mf := Af ⊗AM et ϕf := Af ⊗A ϕ :Mf → Nf .

Proposition 3.54. Soit M un A-module. On a les équivalences :

(a)M = 0 ⇔ (b)Mp = 0 ∀p ∈ SpecA ⇔ (c)Mm = 0 ∀m ∈ MaxA.

Démonstration. Evidemment (a) ⇒ (b) ⇒ (c), donc on suppose (c) et on montre que
M = 0. On raisonne par l’absurde : si x ∈ M \ {0}, l’idéal annulateur de x ne contient
pas 1, donc il est contenu dans un idéal maximal m de A (corollaire 1.35). Par hypothèse,
Mm = 0, i.e. il existe a ∈ A \m tel que ax = 0, ce qui contredit le choix de m. □

Proposition 3.55. Soit ϕ : M → N un homomorphisme de A-modules. Les conditions
suivantes sont équivalentes :

(a) ϕ est injective (resp. surjective).
(b) ϕp :Mp → Np est injective (resp. surjective) pour tout p ∈ SpecA.
(c) ϕm :Mm → Nm est injective (resp. surjective) pour tout m ∈ MaxA.

Démonstration. Compte tenu des identifications canoniques

(Kerϕ)p
∼→ Ker(ϕp) (Cokerϕ)p

∼→ Coker(ϕp) ∀p ∈ SpecA

fournies par le corollaire 3.43, il suffit d’appliquer la proposition 3.54. □

Exercice 3.56. Soit M un A-module, et supposons que pour tout p ∈ SpecA il existe
f ∈ A\p tel que Mf soit un Af -module de type fini (resp. de présentation finie). Montrer
que M est de type fini (resp. de présentation finie).

Définition 3.57. Soit M un A-module. Le support de M est la partie

SuppAM := {p ∈ SpecA |Mp ̸= 0}.

Pour x ∈M , le support de x est la partie

SuppA(x) := SuppAAx.

Remarque 3.58. (i) Par la proposition 3.54, on a SuppAM = ∅⇔M = 0.
(ii) Si M est un A-module de type fini, la proposition 3.51 montre que

SuppAM = {p ∈ SpecA |M(p) ̸= 0} = rk−1M (N \ {0}).

Soit x1, . . . , xn un système de générateurs de M , et pour tout i = 1, . . . , n soit Ii :=
AnnA(xi), de sorte que AnnAM =

⋂n
i=1 Ii. On voit aisément que V (Ii) ⊂ SpecA est la

partie des idéaux premiers p tels que xi/1 ̸= 0 dans Mp, donc

SuppA(xi) = V (Ii) ∀i = 1, . . . n et SuppAM =
⋃n
i=1 SuppA(xi)=V (AnnAM).

En particulier, le support de M est une partie fermée de SpecA. De plus, pour toute
partie multiplicative S ⊂ A on a :

AnnS−1A(S
−1M) = S−1(AnnAM).

En effet, on a AnnS−1A(S
−1M) =

⋂n
i=1 AnnS−1A(S

−1A(xi/1)) ; au vu de l’exercice 3.38
on est alors ramené au cas où M est cyclique, i.e. M ≃ A/I pour un idéal I ⊂ A. Dans
ce cas, AnnA(M) = I et AnnS−1A(S

−1M) = S−1I, comme souhaité.
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(iii) Soient S ⊂ A une partie multiplicative, et p ∈ SpecA tel que p ∩ S = ∅, d’où
S−1p ∈ SpecS−1A, et (S−1A)S−1p = Ap ; on déduit une identification naturelle :

(S−1M)S−1p
∼→Mp.

En particulier, on obtient l’identité :

SuppS−1A S
−1M = SpecS−1A ∩ SuppAM.

Exemple 3.59. Soit A := C[X,Y ] ; on considère les vecteurs suivants de A2

v1 :=

(
X − 1
−Y

)
v2 :=

(
Y

X + 1

)
et on pose M := A2/(Av1 +Av2).

Soit aussi p ∈ SpecA ; évidemment, Mp = 0 si et seulement si {v1, v2} est une base de
A2

p, si et seulement si

det

(
X − 1 Y
−Y X + 1

)
= X2 + Y 2 − 1 /∈ p.

Autrement dit : SuppAM = V (X2 + Y 2 − 1), dont l’intersection avec MaxA = C2 est
une conique affine non dégénérée.

3.4. Produit tensoriel d’algèbres. Soient A un anneau commutatif, et

(B, f : A→ B) (C, g : A→ C)

deux A-algèbres associatives unitaires (i.e. f et g sont deux morphismes d’anneaux as-
sociatifs unitaires) ; rappelons que B est naturellement un (B,B)-bimodule, donc aussi
un (B,A)-bimodule, après restriction des scalaires à droite suivant f , et de même C est
naturellement un (A,C)-bimodule. Donc B⊗A C est un (B,C)-bimodule. Supposons en
outre, que les images de f et g soient contenues respectivement dans le centre Z(B) de B
et Z(C) de C (voir la remarque 1.14) ; dans ce cas, on va munir B ⊗A C d’une structure
de A-algèbre. Remarquons d’abord que sur B ⊗A C on a déjà une application B-linéaire
(resp. Cop-linéaire)

ιB : B → B ⊗A C b 7→ b⊗ 1 (resp. ιC : C → B ⊗A C c 7→ 1⊗ c).

Nos hypothèses sur les images de f et g entraînent aisément que l’application

β : B × C ×B × C → B ⊗A C (b, c, b′, c′) 7→ bb′ ⊗ cc′

est A-multilinéaire ; d’après la remarque 3.10, β se factorise alors par une unique appli-
cation A-linéaire

µ : B ⊗A C ⊗A B ⊗A C → B ⊗A C b⊗ c⊗ b′ ⊗ c′ 7→ bb′ ⊗ cc′.

Soit aussi ω : (B ⊗A C) × (B ⊗A C) → B ⊗A C ⊗A B ⊗A C l’application A-bilinéaire
universelle ; la loi de multiplication sur B ⊗A C sera la composition

µ ◦ ω : (B ⊗A C)× (B ⊗A C)→ B ⊗A C (b⊗ c, b′ ⊗ c′) 7→ bb′ ⊗ cc′.

Par construction, il s’agit d’une application A-bilinéaire, donc les axiomes usuels pour la
multiplication d’un anneau (associativité, distributivité par rapport à l’addition) peuvent
se vérifier sur les produits de tenseurs élémentaires, et pour ces derniers, ces propriétés
sont immédiates. De plus, on voit immédiatement que les applications ιB et ιC sont des
homomorphismes d’anneaux tels que

ιB ◦ f = ιC ◦ g.

En particulier, ιB◦f : A→ B⊗AC munit B⊗AC d’une structure de A-algèbre associative
unitaire, telle que ιB et ιC soient des homomorphismes de A-algèbres. On appelle B⊗AC
le produit tensoriel des A-algèbres B et C. Il est clair que si B et C sont commutatifs, il
en est de même pour B ⊗A C. Ce produit tensoriel est solution universelle du problème



§ 3.4: Produit tensoriel d’algèbres 185

de factorisation suivant. Soient D un anneau associatif unitaire, et B h−→ D
k←− C deux

homomorphismes d’anneaux tels que :

h ◦ f = k ◦ g et h(b) · k(c) = k(c) · h(b) ∀b ∈ B, ∀c ∈ C.

Alors il existe un unique homomorphisme j : B⊗AC → D d’anneaux associatifs unitaires
qui fait commuter le diagramme :

A
f //

g
��

B

ιB
�� h

��

C
ιC //

k 00

B ⊗A C
j

&&
D.

En fait, on a une application (B,A,C)-bilinéaire

B × C → D (b, c) 7→ h(b) · k(c)

d’où une application (B,A,C)-linéaire unique j : B⊗AC → D avec j(b⊗ c) = h(b) · k(c)
pour tous b ∈ B, c ∈ C. Il suffit alors de remarquer que j est un homomorphisme
d’anneaux, car pour tous b, b′ ∈ B et tous c, c′ ∈ C on a :

j((b⊗ c) · (b′ ⊗ c′)) = j(bb′ ⊗ cc′) = h(bb′) · k(cc′) = h(b) · h(b′) · k(c) · k(c′)
= h(b) · k(c) · h(b′) · k(c′) = j(b⊗ c) · j(b′ ⊗ c′).

En particulier, si B et C sont des A-algèbres commutatives, B⊗AC représente la somme
amalgamée de B et C le long de A dans la catégorie Z−Alg, ou de façon équivalente, le
coproduit de (B, f) et (C, g) dans la catégorie A− Alg des A-algèbres.

Remarque 3.60. (i) Evidemment, les mêmes considérations s’étendent aux familles finies
arbitraires B• := (B1, . . . , Bn) de A-algèbres commutatives : par récurrence sur n, le
produit tensoriel

⊗n
i=1Bi := B1 ⊗A · · · ⊗A Bn est muni d’une structure naturelle de

A-algèbre avec des homomorphismes (ιi : Bi →
⊗n

i=1Bi | i = 1, . . . , n) qui font de cette
A-algèbre le coproduit de la famille B• dans la catégorie A− Alg.

(ii) De même, pour tout i = 1, . . . , n soit Mi un Bi-module ; alors le A-module⊗n
i=1Mi :=M1 ⊗A · · · ⊗A Mn est muni d’une structure naturelle de

⊗n
i=1Bi-module

telle que pour tous b1 ⊗ · · · ⊗ bn ∈
⊗n

i=1Bi et m1 ⊗ · · · ⊗mn ∈
⊗n

i=1Mi on a

(b1 ⊗ · · · ⊗ bn) · (m1 ⊗ · · · ⊗mn) = b1m1 ⊗ · · · ⊗ bnmn.

La construction s’effectue aisément par récurrence sur n ; pour n = 2 on considère l’ap-
plication A-multilinéaire B1 ×B2 ×M1 ×M2 →M1 ⊗AM2 telle que (b1, b2,m1,m2) 7→
b1m1⊗b2m2, et on raisonne comme dans la construction de la A-algèbre B⊗AC ci-dessus :
les détails seront confiés au lecteur.

(iii) En outre, posons B :=
⊗n

i=1Bi ; il existe un unique isomorphisme B-linéaire

(B ⊗B1
M1)⊗B · · · ⊗B (B ⊗Bn Mn)

∼→
⊗n

i=1Mi

tel que (1⊗m1)⊗· · ·⊗ (1⊗mn) 7→ m1⊗· · ·⊗mn pour tous m1 ∈M1, . . . ,mn ∈Mn, où
B⊗BiMi dénote le B-module obtenu par extension de scalaires du Bi-module Mi suivant
l’homomorphisme ιi, pour tout i = 1, . . . , n. En effet, ces deux B-modules représentent
le même sous-foncteur F : B − Mod → Ens de LA(M1 × · · · ×Mn,−) (notation de la
définition 3.1) qui associe à chaque B-module N l’ensemble des applications A-linéaires
β : M1 × · · · ×Mn → N telles que β(b1m1, . . . , bnmn) = (b1 ⊗ · · · ⊗ bn) · β(m1, . . . ,mn)
pour tous m1 ∈ M1, . . . ,mn ∈ Mn et tous b1 ∈ B1, . . . , bn ∈ Bn ; l’existence et unicité
d’un tel isomorphisme découle alors comme d’habitude du lemme 2.4(i) : les détails sont
laissés aux soins du lecteur.
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(iv) Soient A et B deux anneaux associatifs unitaires, et M un (A,B)-bimodule. On
déduit une application Z-multilinéaire :

A×Bop ×M →M (a, bop,m) 7→ a ·m · b
d’où, comme d’habitude, une application Z-linéaire A⊗Z B

op⊗ZM →M , que l’on peut
composer avec l’application Z-bilinéaire universelle A ⊗Z B

op ×M → A ⊗Z B
op ⊗Z M

pour obtenir l’application Z-bilinéaire

µM : A⊗Z B
op ×M →M (a⊗ bop,m) 7→ a ·m · b.

On voit aisément que la donnée (M,µM ) est un A⊗ZB
op-module (à gauche) : les détails

sont laissés aux soins du lecteur. Réciproquement, à tout A ⊗Z B
op-module (N,µN ) on

associe le (A,B)-bimodule dont le groupe abélien sous-jacent est celui de N , et avec les
lois de multiplication scalaire telles que a · n · b := (a⊗ bop) · n pour tous n ∈ N , a ∈ A
et b ∈ B. Ainsi, la catégorie (A,B)−Mod des (A,B)-bimodules s’identifie naturellement
avec A ⊗Z B

op −Mod. En particulier, cela montre que (A,B) −Mod est une catégorie
abélienne complète et cocomplète.

Exercice 3.61. Soient A un anneau commutatif, et (Bi, fi : A → Bi) trois A-algèbres
associatives unitaires telles que fi(A) ⊂ Z(Bi) pour i = 1, 2, 3. Montrer que les isomor-
phismes canoniques fournis par les propositions 3.18 et 3.20 :

B1 ⊗A B2
∼→ B2 ⊗A B1 B1 ⊗A (B2 ⊗A B3)

∼→ (B1 ⊗A B2)⊗A B3

sont en fait des isomorphismes de A-algèbres associatives unitaires.

Par simplicité on revient maintenant à notre cadre standard, où tout anneau est taci-
tement supposé commutatif.

Exemple 3.62. Soient f : A → B un morphisme d’anneaux, I ⊂ A un idéal. On voit
aisément que l’argument utilisé dans la solution de l’exercice 3.13 se généralise, et fournit
un isomorphisme de A-modules

B ⊗A A/I
∼→ B/IB b⊗ ā 7→ ba ∀b ∈ B, ∀a ∈ A

qui est en fait même un isomorphisme de A-algèbres.

Exercice 3.63. (i) Soient A un anneau, et B,C,D trois A-algèbres. Montrer que l’iso-
morphisme canonique de la proposition 3.20 est un isomorphisme de B − Alg :

B ⊗A (C ⊗A D)
∼→ (B ⊗A C)⊗B (B ⊗A D).

(ii) Soient A un anneau, B,C deux A-algèbres, ϕ : C → D un homomorphisme
d’anneaux ; on munit B⊗AC de la structure de C-algèbre induite par l’homomorphisme
ιC : C → B ⊗A C tel que c 7→ 1⊗ c pour tout c ∈ C. On munit aussi (B ⊗A C)⊗C D et
B ⊗A D des structures de D-algèbres définies de manière analogue. Montrer qu’il existe
un unique isomorphisme de D-algèbres

(B ⊗A C)⊗C D
∼→ B ⊗A D tel que (b⊗ c)⊗ d 7→ b⊗ ϕ(c) · d.

(iii) Soient B une A-algèbre, Λ un ensemble, et notons A[Xλ |λ ∈ Λ] la A−algèbre de
polynômes sur un ensemble d’indéterminées Xλ indexées par λ ∈ Λ. Montrer qu’il existe
un isomorphisme unique de B-algèbres

B ⊗A A[Xλ |λ ∈ Λ]
∼→ B[Xλ |λ ∈ Λ] tel que 1⊗Xλ 7→ Xλ ∀λ ∈ Λ.

(iv) Soit f : A→ A′ un homomorphisme d’anneaux, et on considère le foncteur évident
de restriction des scalaires suivant f :

(−)[f ] : A′ − Alg→ A− Alg (B, g : A′ → B) 7→ (B, g ◦ f : A→ B).

Montrer que (−)[f ] admet l’adjoint à gauche :

A′ ⊗A − : A− Alg→ A′ − Alg (C, h : A→ C) 7→ (A′ ⊗A C, iA′ : A′ → A′ ⊗A C)
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qui associe à tout homomorphisme ϕ : C → D de A-algèbres l’homomorphisme A′⊗A ϕ :
A′ ⊗A C → A′ ⊗A D de A′-algèbres.

Exercice 3.64. (i) Soient A un anneau, B′, B′′ deux A-algèbres, M ′ un B′-module
de type fini, M ′′ un B′′-module de type fini. On pose B := B′ ⊗A B′′, et on munit
M :=M ′⊗AM ′′ de sa structure naturel de B-module (voir la remarque 3.60) ; soient en
outre ϕ′ : SpecB → SpecB′ et ϕ′′ : SpecB → SpecB′′ les applications induites par les
homomorphismes naturels d’anneaux B′ → B ← B′′. Montrer que :

SuppBM = ϕ′−1(SuppB′M
′) ∩ ϕ′′−1(SuppB′′M ′′).

(ii) En particulier, pour tout couple M,M ′ de A-modules de type fini, et tout homo-
morphisme d’anneaux f : A→ B on a :

(a) SuppA(M ⊗AM ′) = SuppA(M) ∩ SuppA(M
′).

(b) SuppB(B ⊗AM) = (Spec f)−1(SuppAM).

3.4.1. Produit tensoriel de corps. Si K est un corps non algébriquement clos, la descrip-
tion du produit tensoriel de deuxK-algèbres fait en général intervenir lesK-automorphismes
des extensions algébriques de K ; voici une illustration :

Exemple 3.65. Soient K un corps, E une extension galoisienne de K de degré d ∈ N,
et G le groupe de Galois de E sur K. En vertu de la discussion précédente, pour tout
σ ∈ G on déduit un diagramme commutatif de K-algèbres

K
j //

j
��

E

�� σ

��

E //

IdE
00

E ⊗K E
πσ

&&
E

où j est l’inclusion de K dans E. Explicitement, on a :

πσ(a⊗ b) = a · σ(b) ∀a, b ∈ E.

Or, soit e1, . . . , ed une base duK-espace vectoriel E ; on munit le produit tensoriel E⊗KE
de la structure “gauche” de E-espace vectoriel, i.e. la multiplication par un scalaire e ∈ E
est définie par

e · (a⊗ b) := ea⊗ b ∀a, b ∈ E.
Donc, 1 ⊗ e1, . . . , 1 ⊗ ed est une base de E ⊗K E pour cette structure. On munit aussi
E⊗K E de la structure de E-algèbre “gauche”, dont le morphisme structurel est E⊗K j :
E → E ⊗K E (telle que e 7→ e⊗ 1 pour tout e ∈ E). Notons

mσ := Kerπσ ∀σ ∈ G.

Soient σ, τ ∈ G ; montrons que mσ = mτ ⇔ σ = τ . En effet, d’un côté la propriété
universelle du produit tensoriel donne : πσ = πτ ⇔ σ = τ . De l’autre côté, on a

πσ(a⊗ 1) = a ∀a ∈ E, ∀σ ∈ G

d’où
x− πσ(x)⊗ 1 ∈ mσ ∀x ∈ E ⊗K E, ∀σ ∈ G.

Si maintenant mτ = mσ, on calcule

πτ (x) = πτ (πσ(x)⊗ 1) + πτ (x− πσ(x)⊗ 1) = πτ (πσ(x)⊗ 1) = πσ(x) ∀x ∈ E ⊗K E

i.e. πσ = πτ , comme souhaité. Par le lemme chinois (lemme 1.60), on en déduit un
homomorphisme surjectif de E-algèbres

ϕ : E ⊗K E →
∏
σ∈G(E ⊗K E)/mσ = E|G| a⊗ b 7→ (a · σ(b) |σ ∈ G).
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(le produit de d copies de E, indexées par les éléments de G). Mais ϕ est aussi une
application E-linéaire de E-espaces vectoriels, pour la structure de E-espace vectoriel
introduite ci-dessus ; comme ces deux E-espaces vectoriels ont la même dimension d,
l’homomorphisme ϕ doit être un isomorphisme de E-algèbres.

On voit en particulier que SpecE ⊗K E ⊃ {mσ |σ ∈ G}. Le prochain exercice montre
que cette inclusion est en fait une égalité ; donc on a une bijection canonique

Gal(E/K)
∼→ SpecE ⊗K E.

Exercice 3.66. (i) Soient A1 et A2 deux anneaux, A := A1×A2 et pour i = 1, 2 notons
πi : A→ Ai la projection. Si M est un A-module, montrer :

(a) Il existe un A1-module M ′, un A2-module M ′′ et un isomorphisme A-linéaire

M
∼→M ′[π1]

⊕M ′′[π2]
.

(b) Si N = N ′[π1]
⊕N ′′[π2]

est un deuxième A-module, toute application A-linéaire f :

M → N est la somme directe f = f ′[π1]
⊕ f ′′[π2]

d’une application A1-linéaire f :M ′ → N ′

et une application A2-linéaire f ′′ :M ′′ → N ′′.
(ii) Pour i = 1, 2, soit Ti la topologie de Zariski de SpecAi. Montrer que les injections

Spec(πi) : SpecAi → Spec (A1 ×A2) induisent un homéomorphisme

SpecA1 ⊔ SpecA2
∼→ Spec (A1 ×A2)

où la topologie T de la réunion disjointe SpecA1 ⊔ SpecA2 est l’unique telle que :
— SpecA1,SpecA2 ∈ T
— T induit sur SpecAi la topologie Ti, via l’inclusion Spec(πi), pour i = 1, 2.

(iii) Réciproquement, soit A un anneau tel que SpecA est la réunion disjointe U1 ⊔ U2

de deux parties ouvertes. Montrer qu’il existe des anneaux A1, A2 et un isomorphisme
d’anneaux ϕ : A

∼→ A1×A2 tel que Ui (pour i = 1, 2) coïncide avec l’image de l’application
SpecAi → SpecA induite par la projection

A
ϕ−→ A1 ×A2 → Ai.

Exercice 3.67. On peut généraliser l’exemple 3.65 de la façon suivante. Soient K un
corps, F une extension finie séparable de K de degré d ∈ N, et E la clôture galoisienne
de F (dans une clôture algébrique fixée F de F ). On pose G := Gal(E/K) et soit H ⊂ G
le sous-groupe des σ ∈ G tels que σ(x) = x pour tout x ∈ F . Montrer qu’il existe un
isomorphisme naturel de E-algèbres

E ⊗K F
∼→ E|G/H|

(E|G/H| dénote le produit de d copies de E, indexées par l’ensemble quotient G/H).

Par contre, les extensions inséparables “ne changent pas le spectre”, comme déjà ob-
servé dans l’exercice 1.46(iv) ; en fait, on a :

Exemple 3.68. Soit K := Fp[T ] et E := Fp[T 1/p] = K[X]/(Xp − T ). On voit que

E ⊗K E = E[X]/(Xp − T ).

Or, (T 1/p −X)p = T −Xp = 0, donc tout idéal premier de E ⊗K E contient T 1/p −X,
i.e. SpecE ⊗K E = SpecE[X]/(T 1/p −X) = SpecE.

Problème 3.69. Soient A0 un anneau, A• := (Aλ |λ ∈ Λ) un système filtrant de A0-
algèbres, A la colimite de A•, et (jAλ : Aλ → A |λ ∈ Λ) un co-cône universel.

(i) Soient aussi B une A-algèbre de présentation finie, et M un B-module de présenta-
tion finie. Montrer qu’il existe λ ∈ Λ, une Aλ-algèbre Bλ de présentation finie, et un Bλ-
module de présentation finie Mλ, avec des isomorphismes de A-algèbres : A⊗AλBλ

∼→ B,
et de B-modules : B ⊗Bλ Mλ

∼→M .
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(ii) Soient B0 une A0-algèbre, M0, N0 deux B0-modules, et supposons que M0 soit de
présentation finie. Posons B := A⊗A0

B0, et

Bλ := Aλ ⊗A0
B0 Mλ := Bλ ⊗B0

M0 Nλ := Bλ ⊗B0
N0 ∀λ ∈ Λ

et soit aussi u : B ⊗B0 M0 → B ⊗B0 N0 une application B-linéaire. Montrer qu’il existe
λ ∈ Λ et une application Bλ-linéaire uλ : Mλ → Nλ qui fait commuter le diagramme
suivant :

(∗)
B ⊗Bλ Mλ

B⊗Bλuλ //

ϕMλ
��

B ⊗Bλ Nλ
ϕNλ
��

B ⊗B0
M0

u // B ⊗B0
N0

où ϕMλ et ϕNλ sont les isomorphismes naturels de la remarque 3.15.
(iii) Soient B0 et C0 deux A0-algèbres, et supposons que B0 soit de présentation finie.

Posons B := A⊗A0
B0, C := A⊗A0

C0, et

Bλ := Aλ ⊗A0
B0 Cλ := Aλ ⊗A0

C0 ∀λ ∈ Λ.

Soit aussi f : B → C un homomorphisme de A-algèbres. Montrer qu’il existe λ ∈ Λ et un
homomorphisme de Aλ-algèbres fλ : Bλ → Cλ qui fait commuter le diagramme suivant :

(∗∗)
A⊗Aλ Bλ

A⊗Aλfλ //

ψBλ ��

A⊗Aλ Cλ
ψCλ��

B
f // C.

où ψBλ et ψCλ sont les isomorphismes naturels de l’exercice 3.63(ii).
(iv) Avec la notation de (ii) (resp. de (iii)), soit u′λ :Mλ → Nλ une deuxième application
Bλ-linéaire (resp. f ′λ : Bλ → Cλ un deuxième homomorphisme de Aλ-algèbres) telle que
(∗) (resp. (∗∗)) commute aussi avec B⊗Bλ uλ remplacé par B⊗Bλ u′λ (resp. avec A⊗Aλ fλ
remplacé par A⊗Aλ f ′λ). Montrer qu’il existe µ ∈ Λ avec µ ≥ λ, tel que

Bµ ⊗Bλ uλ = Bµ ⊗Bλ u′λ (resp. tel que Aµ ⊗Aλ fλ = Aµ ⊗Aλ f ′λ).
(v) Avec la notation de (ii) (resp. de (iii)), soient M0 et N0 des B0-modules de pré-

sentation finie (resp. soient B0 et C0 des A0-algèbres de présentation finie). Montrer que
les B-modules B ⊗B0 M et B ⊗B0 N sont isomorphes (resp. les A-algèbres B et C sont
isomorphes) ⇔ il existe λ ∈ Λ tel que les Bλ-modules Mλ et Nλ sont isomorphes (resp.
tel que les Aλ-algèbres Bλ et Cλ sont isomorphes).

3.4.2. Produits tensoriels et localisation d’algèbres. Soient f : A→ B un homomorphisme
d’anneaux, S ⊂ A une partie multiplicative, et jA : A → S−1A la localisation. On a vu
que, pour tout anneau D, la donnée d’un morphisme d’anneaux h : S−1A ⊗A B → D
équivaut à celle d’un couple de morphismes d’anneaux (ϕ : S−1A→ D,ψ : B → D) qui
font commuter le diagramme

A
f //

jA
��

B

�� ψ

��

S−1A //

ϕ 00

S−1A⊗A B
h

''
D.

Mais ϕ équivaut à la donnée d’un homomorphisme i : A→ D tel que i(S) ⊂ D× ; à savoir,
ϕ correspond à l’homomorphisme i := ϕ ◦ jA = ψ ◦ f . Donc, h équivaut à la donnée d’un
homomorphisme ψ : B → D avec ψ(f(S)) ⊂ D ; cette dernière, à son tour, équivaut
à celle d’un morphisme f(S)−1B → D. Ainsi, S−1A ⊗A B et f(S)−1B sont solutions
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universelles du même problème de factorisation, et par suite il existe un isomorphisme
de B-algèbres unique

S−1A⊗A B
∼→ f(S)−1B

a

s
⊗ b 7→ f(a) · b

f(s)
.

Dans la suite, on écrira souvent S−1B au lieu de f(S)−1B. En particulier, si p ∈ SpecA,
la partie Sp := A \ p est multiplicative, et on pose

Bp := S−1p B
∼→ Ap ⊗A B.

En prenant B := A/p, on obtient une identification naturelle

Ap ⊗A A/p
∼→ S−1p (A/p) = k(p).

Pour un homomorphisme f : A→ B quelconque et p ∈ SpecA, au vu de l’exercice 3.61,
de l’exemple 3.62, de la remarque 1.45(i) et de la proposition 3.31, il vient :

SpecB ⊗A k(p) = SpecBp ⊗A A/p = {q ∈ SpecBp | pBp ⊂ q}
= {q ∈ SpecB | p ⊂ f−1(q) et q ∩ f(Sp) = ∅}
= {q ∈ SpecB | p = f−1(q)}.

Autrement dit, on a une identification naturelle d’espaces topologiques :

(∗) SpecB ⊗A k(p)
∼→ (Spec f)−1(p) ∀p ∈ SpecA.

Exemple 3.70. Soient p ⊂ A un idéal premier, n ∈ N, et P1, . . . , Pk une suite de
polynômes de A[X1, . . . , Xn] ; posons B := A[X1, . . . , Xn]/(P1, . . . , Pk). Compte tenu de
l’exercice 3.63(iii), on déduit un isomorphisme naturel de k(p)-algèbres

B ⊗A k(p)
∼→ k(p)[X1, . . . , Xn]/(P 1, . . . , P k)

où P 1, . . . , P k ∈ k(p)[X1, . . . , Xn] sont les images de P1, . . . , Pk.

Remarque 3.71. (i) Dans la situation du §3.4.2, soit π(p) : B → B ⊗A k(p) l’homomor-
phisme tel que b 7→ b⊗ 1 ; l’application continue

Specπ(p) : SpecB ⊗A k(p)→ SpecB

est la composition de (∗) avec l’inclusion (Spec f)−1(p) → SpecB. En effet, π(p) est la
composition de la localisation B → Bp avec la projection Bp → Bp/pBp ≃ B ⊗A k(p),
donc l’assertion découle de la remarque 1.45(i) et de l’exemple 3.32(ii).

(ii) Considérons un diagramme commutatif d’anneaux, et le diagramme commutatif
induit d’espaces topologiques :

A
g //

f
��

A′

f ′

��

SpecB′
ϕ:=Spech //

Spec f ′

��

SpecB

Spec f
��

B
h // B′ SpecA′

Spec g // SpecA.

Soient aussi p′ ∈ SpecA′, p := g−1(p′), et g(p′) : k(p) → k(p′) l’extension de corps
résiduels induite par g. Evidemment ϕ se restreint en une application continue

ϕ(p′) : (Spec f
′)−1(p′)→ (Spec f)−1(p)

et les homomorphismes de A-algèbres k(p)
x 7→1⊗g(p′)(x)−−−−−−−−−−→ B′ ⊗A′ k(p′)

h(b)⊗1←pb←−−−−−−− B
induisent un homomorphisme de A-algèbres h(p′) : B ⊗A k(p) → B′ ⊗A′ k(p′) tel que
b⊗ x 7→ h(b)⊗ g(p′)(x), faisant commuter le diagramme d’anneaux :

B
h //

π(p)

��

B′

π(p′)
��

B ⊗A k(p)
h(p′) // B′ ⊗A′ k(p′).
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Au vu de (i), on déduit que l’homéomorphisme (∗) et l’homéomorphisme correspondant
SpecB′ ⊗A′ k(p′) ≃ (Spec f ′)−1(p′) identifient ϕ(p′) avec Spech(p′).

Exercice 3.72. Soient f : A → B et g : A → A′ deux homomorphismes d’anneaux et
B′ := A′ ⊗A B ; on dénote par T et T ′ les images des applications continues

Spec f : SpecB → SpecA et Spec (A′ ⊗A f) : SpecB′ → SpecA′.

Montrer que T ′ = (Spec g)−1(T ). En particulier, si Spec f est surjective, il en est de
même pour Spec (A′ ⊗A f). (Voir l’exercice 5.78 pour une généralisation.)

3.5. Modules plats et algèbres plates.

Définition 3.73. (i) Soit P un A-module. On dit que P est plat (resp. fidèlement plat)
si le foncteur P ⊗A − : A−Mod→ A−Mod est exact (resp. exact et fidèle).

(ii) Soit f : A → B un homomorphisme d’anneaux. On dit que f est plat (resp.
fidèlement plat) si B[f ] est un A-module plat (resp. fidèlement plat). Dans ce cas, on dit
aussi que B est une A-algèbre plate (resp. fidèlement plate).

Remarque 3.74. (i) Au vu de la proposition 2.102(ii), le corollaire 3.43 et la discussion
du §3.3.2, la A-algèbre S−1A est plate, pour toute partie S ⊂ A.

(ii) Les propositions 2.102(ii) et 3.11 impliquent aussi aisément qu’un A-module P est
plat si et seulement si le foncteur P ⊗A − transforme applications A-linéaires injectives
en applications A-linéaires injectives.

(iii) Si (Pλ |λ ∈ Λ) est une famille de A-modules, la somme directe P :=
⊕

λ∈Λ Pλ est
plate si et seulement si chaque Pλ est plat. En effet, si ϕ : N ′ → N est une application
A-linéaire injective, on a un diagramme commutatif

P ⊗A N ′
P⊗Aϕ //

��

P ⊗A N

��⊕
λ∈Λ(Pλ ⊗A N ′)

⊕
λ∈Λ(Pλ⊗Aϕ) //⊕

λ∈Λ(Pλ ⊗A N)

dont les flèches verticales sont les isomorphismes de l’exercice 3.6(iii). Evidemment les
applications Pλ ⊗A ϕ sont toutes injectives si et seulement s’il en est de même pour leur
somme directe, et cette dernière condition équivaut à l’injectivité de P ⊗A ϕ. L’assertion
découle alors de (ii).

(iv) En particulier, tout A-module libre est plat.
(v) Par exemple, pour tout ensemble Λ, la A-algèbre de polynômes A[Xλ |λ ∈ Λ] est

plate (voir l’exemple 2.6), car son A-module sous-jacent est libre.
(vi) L’associativité du produit tensoriel implique aussi immédiatement que si P et Q

sont deux A-modules plats, P ⊗A Q est plat. Plus généralement, si B est une A-algèbre,
Q un A-module plat, P un B-module plat, la proposition 3.18(i) implique que P ⊗AQ est
un B-module plat. En particulier, si f : A→ C est un homomorphisme plat d’anneaux,
l’homomorphisme induit B ⊗A f : B → B ⊗A C est plat pour toute A-algèbre B.

Exercice 3.75. Soient A un anneau, I ⊂ A un idéal de type fini, M un A-module,
f : A→ B une A-algèbre. Montrer les assertions suivantes :

(i) Si B est une A-algèbre plate, alors AnnB⊗AM (IB) = B ⊗A AnnM (I).
(ii) Si M est un A-module plat, alors AnnB⊗AM (IB) = AnnB(I)⊗AM .

(iii) Si M est plat et si a ∈ A est un élément régulier, alors a est M -régulier.
(iv) Si A est intègre et si B ̸= 0 est une A-algèbre plate, alors f est injectif.

Exercice 3.76. Soient f : A→ B et g : B → C deux homomorphismes d’anneaux.
(i) Soient M,P deux B-modules ; supposons que M[f ] soit un A-module plat, et que

P soit un B-module plat. Montrer que (P ⊗BM)[f ] est un A-module plat. En particulier,
si f est plat, et si P est un B-module plat, P[f ] est un A-module plat.

(ii) De même, si f et g sont plats, alors g ◦ f : A→ C est une A-algèbre plate.
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(iii) Généraliser la remarque 3.74(iii) de la façon suivante. Soit P• := (Pλ |λ ∈ Λ) un
système de A-modules plats, indexé par un ensemble partiellement ordonné filtrant Λ.
Montrer que la limite directe du système P• est un A-module plat.

Proposition 3.77. Soient A un anneau, f : A→ B une A-algèbre, et M un B-module.
Les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) M[f ] est un A-module plat.
(b) (Mp)[f ] est un A-module plat pour tout p ∈ SpecB.
(c) (Mm)[f ] est un A-module plat pour tout m ∈ MaxB.

Démonstration. Compte tenu de l’isomorphisme Bp-linéaire Mp
∼→ Bp ⊗B M , on voit

que (a) ⇒ (b) avec l’exercice 3.76(i), et (b) ⇒ (c) est trivial. Supposons que (c) soit
vérifiée, et soit ϕ : N → N ′ un homomorphisme injectif de A-modules ; on doit montrer
que l’application B-linéaire M ⊗A ϕ : M ⊗A N → M ⊗A N ′ est injective, et d’après la
proposition 3.55, il suffit de vérifier que (M ⊗A ϕ)m : (M ⊗A N)m → (M ⊗A N ′)m est
injective pour tout m ∈ MaxB. Mais la proposition 3.18(i) fournit des isomorphismes
Bm-linéaires naturels :

(M ⊗A N)m
∼→ Bm ⊗B (M ⊗A N)

∼→ (Bm ⊗AM)⊗A N
∼→Mm ⊗A N

et de même (M ⊗A N ′)m
∼→Mm ⊗A N ′. Ces isomorphismes identifient (M ⊗A ϕ)m avec

l’application Bm-linéaire Mm ⊗A ϕ, et cette dernière est injective pour tout m ∈ MaxB,
car par hypothèse Mm est un A-module plat. □

Proposition 3.78. Soit P un A-module. Alors P est plat si et seulement si pour tout
idéal I ⊂ A de type fini, l’inclusion I → A induit une injection A-linéaire

ϕI : P ⊗A I → P x⊗ a 7→ ax.

Démonstration. L’isomorphisme naturel P ∼→ P ⊗A A identifie ϕI avec P ⊗A i, où i :
I → A est l’inclusion, donc si P est plat l’application ϕI est injective. Réciproquement,
supposons que ϕI soit injective pour tout idéal I de A de type fini, et soit j : M ′ → M
l’inclusion d’un sous-module de M ; par la remarque 3.74(ii) il suffit de montrer que
P ⊗A j est injective.

Affirmation 3.79. Si ϕI est injective pour tout idéal I ⊂ A de type fini, alors ϕI est
injective pour tout idéal I de A.
Preuve : Soit I ⊂ A un idéal arbitraire, et x ∈ KerϕI ; écrivons x =

∑n
i=1 xi ⊗ ai pour

certains x1, . . . , xn ∈ P et a1, . . . , an ∈ I, et notons par J ⊂ I le sous-idéal engendré par
a1, . . . , an. Evidemment x est dans l’image de l’application A-linéaire ϕJ,I : P ⊗A J →
P ⊗A I induite par l’inclusion J → I ; on a ϕI ◦ϕJ,I = ϕJ , et comme ϕJ est injective par
hypothèse, on déduit que x = 0, d’où l’assertion. ♢

Affirmation 3.80. On peut supposer que M soit de type fini.
Preuve : Ecrivons M comme la colimite du système filtrant (Mλ |λ ∈ Λ) de ses sous-
modules de type fini, ordonnés par inclusion ; on pose M ′λ :=M ′ ∩Mλ, de sorte que M ′
est la colimite du système filtrant (M ′λ |λ ∈ Λ). Pour tout λ ∈ Λ soit jλ : M ′λ → Mλ

la restriction de j ; le complexe Σ• := (0 → M ′
j−→ M) est alors la colimite du système

filtrant de complexes
(Σλ• := (0→M ′λ

jλ−→Mλ) |λ ∈ Λ)

où les morphismes de transition Σµ• → Σλ• sont induits par les inclusions M ′µ → M ′λ
et Mµ → Mλ, pour tout µ ≤ λ de Λ. On sait que les colimites de C(A) se calculent
terme à terme (voir l’exercice 2.98(ii)) et d’autre part le foncteur P ⊗A − commute
avec les colimites (proposition 2.49(ii)), donc P ⊗A Σ• est la colimite du système filtrant
(P ⊗AΣλ• |λ ∈ Λ) ; de plus, les foncteurs Hi commutent avec les limites directes filtrantes
(voir l’exercice 2.100). On est donc ramené à montrer l’injectivité de P ⊗A jλ pour tout
λ ∈ Λ, d’où l’assertion. ♢
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Soit donc M de type fini, et supposons d’abord que M soit libre de rang r ∈ N ; on
raisonne par récurrence sur r : si r = 1, on a un isomorphisme de A-modules A ∼→M qui
identifie le sous-module M ′ de M à un idéal I ⊂ A, et alors l’affirmation 3.79 nous dit
que P ⊗A j est injective, comme souhaité. Ensuite, soit r > 1, et supposons que P ⊗A j′
soit injective, pour toute inclusion j′ : N ′ → N d’un A-module N ′ dans un A-module
libre de rang < r. Soit alors N ⊂ M un facteur direct, libre de rang r − 1, de sorte que
Q :=M/N est aussi libre de rang 1, et M est isomorphe à la somme directe N ⊕Q ; on
pose N ′ := M ′ ∩ N , et on dénote par π : M → Q la projection. Il vient un diagramme
commutatif à lignes horizontales exactes

D :

0 // N ′ //

j′

��

M ′ //

j
��

π(M ′) //

j′′

��

0

0 // N // M
π // Q // 0

où j, j′, j′′ sont les inclusions. Après tensorisation avec P , on déduit un diagramme com-
mutatif P ⊗A D ; le foncteur additif P ⊗A − commute avec les biproduits (problème
2.76(i)), donc la ligne horizontale en bas de P ⊗A D est toujours exacte, et celle du haut
est exacte à droite, car P ⊗A −est exact à droite (proposition 2.102(i)). Par hypothèse
de récurrence, P ⊗A j′ et P ⊗A j′′ de P ⊗A D sont injectives ; par le lemme du serpent,
il s’ensuit que P ⊗A j est injective, comme souhaité.

En dernier lieu, soit M un A-module de type fini arbitraire ; on peut trouver un
A-module libre L de rang fini avec une surjection A-linéaire f : L → M , et on pose
L′ := f−1(M ′) et K := Ker f . Il vient un diagramme commutatif à lignes exactes :

D ′ :

0 // K // L′ //

j′
��

M ′ //

j
��

0

0 // K // L
f // M // 0

où j′ est l’inclusion. Par le cas précédent, la ligne horizontale en bas de P ⊗A D ′ est
exacte, et celle du haut est exacte à droite ; de plus, KerP ⊗A j′ = 0, encore par le cas
précédent. Par le lemme du serpent, il s’ensuit que KerP ⊗A j = 0, et la preuve est
achevée. □

Exercice 3.81. (i) Soit P un A-module. Montrer que P est plat si et seulement s’il
satisfait la condition suivante. Pour tout n ∈ N et toute relation linéaire

a1x1 + · · ·+ anxn = 0 avec a1, . . . , an ∈ A et x1, . . . , xn ∈ P
il existe y1, . . . , ym ∈ P et des éléments (bij | i = 1, . . . , n; j = 1, . . . ,m) de A avec

(∗) bi1y1 + · · ·+ bimym = xi et b1ja1 + · · ·+ bnjan = 0 ∀i ≤ n, ∀j ≤ m.
(ii) Soient A un anneau intègre et principal, P un A-module. Montrer que P est plat si
et seulement s’il est sans torsion (voir §1.1.4).

Théorème 3.82. Soient (A,m) un anneau local, P un A-module plat. On suppose que
P soit de type fini, ou que m soit nilpotent. Alors P est un A-module libre.

Démonstration. Soient x1, . . . , xd ∈ P dont les images dans P/mP = k(m)⊗AP sont une
famille libre de ce dernier k(m)-espace vectoriel. On va d’abord montrer par récurrence
sur d, que x1, . . . , xd est une famille libre de P , i.e. pour toute relation A-linéaire :

(∗) a1x1 + · · ·+ adxd = 0 avec a1, . . . , ad ∈ A
on a a1 = · · · = ad = 0. Pour d = 1, soit donc ax1 = 0 pour quelque a ∈ A ; d’après
l’exercice 3.81(i), il existe y1, . . . , ym ∈ P (pour quelque m ∈ N) et b1, . . . , bm ∈ A tel que
x1 =

∑m
i=1 biyi et bja = 0 pour tout j = 1, . . . , d. Comme x1 /∈ mP , on doit avoir bi /∈ m

pour au moins un indice i ; par suite bi ∈ A×, d’où a = 0, comme souhaité. Ensuite,
soit d > 1, et supposons que l’assertion soit déjà connue pour toute famille x′1, . . . , x′d−1
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d’éléments de P dont l’image est libre dans P/mP . Etant donnée une relation (∗), d’après
l’exercice 3.81(i) on trouve y1, . . . , ym ∈ P et des éléments (bij | i = 1, . . . , d; j = 1, . . . ,m)

de A tels que xi =
∑m
h=1 bihyh et

∑d
k=1 bkjak = 0 pour tous i = 1, . . . , d et j = 1, . . . ,m.

A nouveau, comme xd /∈ mP , il existe h ≤ m tel que bdh ∈ A× ; il vient

ad = −b−1dh · (b1ha1 + · · ·+ bd−1had−1).

Posons ck := −bkh/bdh ∈ A pour k = 1, . . . , d− 1 ; on déduit la relation A-linéaire

a1(x1 + c1xd) + · · ·+ ad−1(xd−1 + cd−1xd) = 0 dans P.

Mais évidemment l’image dans P/mP de la suite x1 + c1xd, . . . , xd−1 + cd−1xd est une
famille libre ; par hypothèse de récurrence, on a donc a1 = · · · = ad−1 = 0, d’où adxd = 0,
et par le cas précédent on conclut que ad = 0, comme souhaité.

Choisissons maintenant un système x• := (xλ |λ ∈ Λ) d’éléments de P dont les images
dans P/mP sont une base de ce k(m)-espace vectoriel. Par la proposition 3.51 on sait
que x• est un système de générateurs de P ; de l’autre côté, par ce qui précède la famille
x• est libre dans P . Donc P ≃ A(Λ) et x• est une base de P . □

Problème 3.83. (i) Soient A un anneau, M un A-module, f : A → B une A-algèbre.
Avec la notation du §3.2.7, montrer les assertions suivantes :

(a) M est fidèlement plat ⇔ M est plat et M(m) ̸= 0 pour tout m ∈ MaxA.
(b) Si f est fidèlement plat, alors f ⊗AM :M → B ⊗AM est injectif.
(c) f est fidèlement plat ⇔ f est plat et Spec f est surjective ⇒ f est injectif.
(d) Si f est fidèlement plat, alors A× = f−1(B×).

(ii) Supposons que f soit fidèlement plat, et soit C une A-algèbre. Montrer que :

(a) L’homomorphisme C ⊗A f : C → C ⊗A B est fidèlement plat.

(b) M est plat (resp. de type fini, resp. de présentation finie) si et seulement si le
B-module B ⊗AM est plat (resp. de type fini, resp. de présentation finie).

(c) C est de type fini (resp. de présentation finie) si et seulement si la B-algèbre B⊗AC
est de type fini (resp. de présentation finie).

(d) Un homomorphisme ϕ : M → M ′ de A-modules est injectif (resp. surjectif, resp.
bijectif) si et seulement s’il en est de même pour B ⊗A ϕ.

(iii) Soient (A,mA) et (B,mB) deux anneaux locaux ; on dit que l’homomorphisme
f : A → B est local si f−1mB = mA. Montrer qu’un homomorphisme plat d’anneaux
locaux est fidèlement plat si et seulement s’il est local.

On peut maintenant démontrer une importante propriété topologique des homomor-
phismes plats, déjà annoncée dans l’introduction. Pour l’énoncer, faisons la définition
suivante. Soit f : A → B un homomorphisme d’anneaux ; on dit que Spec f est géné-
risante si pour tout q ∈ SpecB et tout p′ ∈ SpecA avec p′ ⊂ p := f−1(q) il existe
q′ ∈ SpecB tel que q′ ⊂ q et f−1(q′) = p′. (On étudiera cette notion dans le contexte
plus général des espaces spectraux : voir la définition 4.61(ii).)

Théorème 3.84. Soit f : A→ B un homomorphisme d’anneaux. On a :
(i) S’il existe un B-module M de type fini avec SuppBM = SpecB, et tel que M[f ]

soit un A-module plat, l’application continue Spec f : SpecB → SpecA est générisante.
(ii) En particulier, si f est plat, Spec f est générisante.

Démonstration. L’assertion (ii) suit de (i), car si f est plat, on peut prendre M := B.
Pour (i), soient q ∈ SpecB et p := f−1(q) ∈ SpecA ; notons jp : A→ Ap, jq : B → Bq les
localisations, et fq : Ap → Bq l’unique homomorphisme d’anneaux tel que fq◦jp = jq◦f ;
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on déduit un diagramme commutatif d’espaces topologiques :

SpecBq

Spec jq //

Spec fq
��

SpecB

Spec f
��

SpecAp

Spec jp // SpecA.

Rappelons que Spec jp identifie SpecAp avec {p′ ∈ SpecA | p′ ⊂ p}, et de même pour
Spec jq (exemple 3.32(iii)) ; de plus, Mq est un Bq-module de type fini dont le support est
SpecBq (remarque 3.58(iii)), et (Mp)[fp] est un Ap-module plat (remarque 3.74(vi)), donc
de même pour (Mq)[fq]

∼→ (Bq ⊗Bp
Mp)[fq], car Bq est un Bp-module plat (remarque

3.74(i) et exercice 3.76(i)). Quitte à remplacer A,B, f et M par Ap, Bq, fq et Mq, on
peut ainsi supposer que (A,mA) et (B,mB) soient des anneaux locaux et que f soit un
homomorphisme local, et on est ramené à vérifier que Spec f est surjective dans ce cas.

Or, d’après le lemme de Nakayama on a M/mBM ̸= 0, donc aussi M[f ](mA) =
(M/mAM)[f ] ̸= 0. D’après le problème 3.83(i.a), il s’ensuit que M[f ] est un A-module
fidèlement plat, et alors M[f ](p) = k(p) ⊗A M[f ] ̸= 0 pour tout p ∈ SpecA (voir
la solution du problème 3.83(i.a)) ; mais k(p) ⊗A M est un k(p) ⊗A B-module, donc
k(p)⊗A B ̸= 0 pour tout p ∈ SpecA. Par suite, Spec k(p)⊗A B ̸= ∅ (théorème 1.34), et
ainsi (Spec f)−1(p) ̸= ∅ pour tout p ∈ SpecA (voir §3.4.2). □

3.5.1. Le théorème de Govorov-Lazard. Le dernier résultat important de cette leçon est
un théorème dû indépendamment à V.E.Govorov [33] et D.Lazard [50] que l’on peut voir
comme une caractérisation purement catégorique des A-modules plats (car les modules
libres sont à leur tour caractérisés par des propriétés universelles : voir l’exemple 2.5). Je
suis la présentation de [50], agrémentée par quelques observations tirées de [21, Sec. 6.3].

Lemme 3.85. Soit P un A-module. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(a) P est un A-module plat.
(b) Pour tout A-module de présentation finie M et toute application A-linéaire f :

M → P il existe un A-module L libre de rang fini et des applications A-linéaires g :M →
L et h : L→ P telles que f = h ◦ g.

Démonstration. (a)⇒(b) : On peut supposer que M = L1/(Ax1 + · · · + Axs) pour un
A-module libre L1 de rang fini et une suite x1, . . . , xs d’éléments de L1 ; on dénote par
π : L1 →M la projection et on pose ϕ1 := f ◦π. Il suffit d’exhiber un A-module libre L de
rang fini et des applications A-linéaires g1 : L1 → L, h : L→ P avec x1, . . . , xs ∈ Ker g1
et telles que ϕ1 = h ◦ g1 ; en effet, dans ce cas g1 se factorise à travers une application
A-linéaire g : M → L et on aura f = h ◦ g. On raisonne par récurrence sur s. Si s = 0,
on a L =M et on prend g := IdL, h := f .

Ensuite, soit s > 0, et on suppose que pour tout A-module libre L2 de rang fini,
toute application A-linéaire ϕ2 : L2 → P et tout système x′1, . . . , x′s−1 d’éléments de
Kerϕ2, il existe des homomorphismes g2 : L2 → L et h : L → P de A-modules tels
que ϕ2 = h ◦ g2, avec L libre de rang fini et x′1, . . . , x′s−1 ∈ Ker g2. Or, soit e1, . . . , en
une base de L1, et disons que xs =

∑n
i=1 aiei pour certains a1, . . . , an ∈ A ; il vient∑n

i=1 ai · ϕ1(ei) = 0 dans P , et d’après l’exercice 3.81(i) on trouve alors y1, . . . , ym ∈ P
et des éléments (bij | i = 1, . . . , n; j = 1, . . . ,m) de A tels que ϕ1(ei) =

∑m
h=1 bihyh pour

tout i = 1, . . . , n et
∑n
k=1 bkjak = 0 pour tout j = 1, . . . ,m. On pose L2 := Am et on

dénote par e′1, . . . , e′m la base canonique de L2 ; on définit des applications ψ : L1 → L2

et ϕ2 : L2 → P par :

ψ(ei) := bi1e
′
1 + · · ·+ bime

′
m ∀i = 1, . . . , n ϕ2(e

′
j) := yj ∀j = 1, . . . ,m.

Une simple inspection montre que ϕ2 ◦ ψ = ϕ1, et donc ψ(x1), . . . , ψ(xs−1) ∈ Kerϕ2. De
plus, on voit aisément que ψ(xs) = 0. Par hypothèse de récurrence, ϕ2 est la composition
d’applications A-linéaires g2 : L2 → L et h : L → P avec L libre de rang fini et
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ψ(x1), . . . , ψ(xs−1) ∈ Ker g2. Si l’on pose g1 := g2 ◦ψ, on a finalement x1, . . . , xs ∈ Ker g1
et ϕ1 = h ◦ g1.

(b)⇒(a) : Soient x1, . . . , xn ∈ P et a1, . . . , an ∈ A deux suites finies avec
∑n
i=1 aixi = 0

dans P . Notons par e1, . . . , en la base canonique de An, et posons x :=
∑n
i=1 aiei ∈ An ;

on considère l’application A-linéaire ϕ : An → P telle que ϕ(ei) := xi pour tout i =
1, . . . , n. Evidemment ϕ(x) = 0, donc ϕ se factorise à travers la projection π : An →
M := An/Ax et une unique application A-linéaire f : M → P . Par hypothèse, il existe
un A-module libre L de rang m ∈ N tel que f soit la composition d’applications A-
linéaires g : M → L et h : L → P ; soit e′1, . . . , e′m une base de L. Pout tout i ≤ n on a
donc bi1, . . . , bim ∈ A tels que g ◦ π(ei) =

∑m
j=1 bije

′
j ; soit aussi yj := h(e′j) pour tout

j ≤ m. Il vient
∑m
h=1 bihyh = xi pout tout i ≤ n, et comme x ∈ Ker(π), on a d’autre

part
∑n
k=1 bkjak = 0 pour tout j ≤ m. Au vu de l’exercice 3.81(i), P alors est plat. □

Théorème 3.86. (Govorov-Lazard) Soit P un A-module. Alors P est plat si et seulement
s’il est la colimite d’un système filtrant de A-modules libres de rang fini.

Démonstration. La condition est suffisante, au vu de l’exercice 3.76(iii), car tout A-
module libre est plat (remarque 3.74(iv)). Pour la réciproque, considérons d’abord un
A-module M quelconque ; on pose E := M × N, on dénote par (em,n | (m,n) ∈ E)

la base canonique de A(E), et soit ϕ : A(E) → M l’application A-linéaire telle que
em,n 7→ m pour tout (m,n) ∈ E. On dénote par FM l’ensemble des couples (I, S)
constitués d’une partie finie I ⊂ E et d’un sous-module S ⊂ AI ∩ Kerϕ de type fini,
et on munit FM de l’ordre partiel tel que (I, S) ≥ (I ′, S′) si et seulement si I ′ ⊂ I
et S′ ⊂ S. Evidemment (FM ,≥) est filtrant, et on considère le système filtrant de A-
modules (AI/S | (I, S) ∈ FM ), dont les morphismes de transition AI

′
/S′ → AI/S sont

les applications A-linéaires induites par l’inclusion AI
′ ⊂ AI , pour (I ′, S′) ≤ (I, S). On a

de plus un co-cône ϕ• := (ϕ(I,S) : A
I/S →M | (I, S) ∈ FM ), où chaque ϕ(I,S) est induit

par la restriction AI →M de ϕ. Compte tenu de l’exercice 2.31(iii) on voit aisément que
le co-cône ϕ• est universel. Soit maintenant GM ⊂ FM la partie constituée des couples
(I, S) tels que AI/S est un A-module libre (donc, de rang fini) ; au vu de l’exercice 2.35,
on est ramené à montrer :

Affirmation 3.87. Si P est un A-module plat, GP est une partie cofinale de FP .

Preuve : Soit (I, S) ∈ FP et pour tout (m,n) ∈ I soit ēm,n ∈ AI/S l’image de l’élément
em,n de la base canonique de AI . D’après le lemme 3.85, il existe un A-module libre
L de rang r ∈ N et des applications A-linéaires ν : AI/S → L, ω : L → P telles
que ϕ(I,S) = ω ◦ ν. Choisissons une base B := {l1, . . . , lr} de L et une partie I ′ :=
{(m1, n1), . . . , (mr, nr)} ⊂ (P × N) \ I de cardinalité r telle que mi = ω(li) pour i =
1, . . . , r, et soit τ : I ′

∼→ B la bijection telle que τ(mi, ni) := li pour i = 1, . . . , r. On
pose J := I ∪ I ′ et on considère la surjection A-linéaire

ψ : AJ → L em,n 7→

{
ν(ēm,n) si (m,n) ∈ I
τ(m,n) si (m,n) ∈ I ′.

Posons aussi T := Kerψ ; par inspection directe, on voit que S ⊂ T , et T est un sous-
module de type fini de AJ , par l’exercice 2.110(iv). De plus, on a ω ◦ ψ = ϕ|AJ , donc
T ⊂ Kerϕ, i.e. (J, T ) ∈ GP et (J, T ) ≥ (I, S), d’où l’assertion. □

Remarque 3.88. Ce résultat est notamment utile dans la situation suivante. Soit F :
A−Mod→ B−Mod un foncteur qui commute avec les limites directes filtrantes ; si l’on
sait montrer que F transforme A-modules libres en B-modules plats, on déduira plus
généralement grâce au théorème 3.86 que F transforme A-modules plats en B-modules
plats. Voici quelques applications :
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Problème 3.89. (Algèbres symétriques et algèbres tensorielles) Soit A un anneau (com-
mutatif) ; considérons la catégorie

A− AlgAss

des A-algèbre associatives unitaires (B, f : A→ B) telles que f(A) soit contenu dans le
centre Z(B) de B (voir le §3.4 et la remarque 1.14(ii)) ; les morphismes de A-algèbres
associatives unitaires sont définis comme dans le cas des A-algèbres commutatives (voir
§1.1.1). On a deux foncteurs d’oubli évidents

F : A− Alg→ A−Mod G : A− AlgAss→ A−Mod

qui associent à toute A-algèbre commutative (resp. à toute A-algèbre associative unitaire)
son A-module sous-jacent.

(i) Montrer que F et G admettent des adjoints à gauche, que l’on notera

Sym•A : A−Mod→ A− Alg Tens•A : A−Mod→ A− AlgAss.

Pour tout A-module M , on appelle Sym•A(M) la A-algèbre symétrique et Tens•A(M) la
A-algèbre tensorielle associée à M .

(ii) Montrer que les foncteurs F et G commutent avec les colimites filtrantes.
(iii) Soit P un A-module plat ; montrer que Sym•A(P ) est une A-algèbre plate, et que

Tens•A(P ) est une A-algèbre associative plate.

Exemple 3.90. Soient A un anneau, M un A-module. Alors le A-module EndA(M)
est muni d’une structure naturelle de A-algèbre associative, dont la multiplication est
donnée par la composition d’endomorphismes de M , et avec l’addition usuelle d’endo-
morphismes : les détails sont laissés aux soins du lecteur. La coünité de l’adjonction
fournie par le problème 3.89(i), est alors un homomorphisme naturel de A-algèbres asso-
ciatives :

Tens•A(EndA(M))→ EndA(M).

Problème 3.91. (Algèbres alternées) Soit A un anneau ; on dit qu’une A-algèbre asso-
ciative B est alternée, si le A-module sous-jacent à B est une somme directe

B =
⊕

n∈NBn

de A-modules (Bn |n ∈ N) appelés les composantes homogènes de B, et on a :
— b · b′ ∈ Bn+n′ et b · b′ = (−1)nn′b′ · b pour tous n, n′ ∈ N, b ∈ Bn et b′ ∈ Bn′
— b2 = 0 pour tout n ∈ N et tout b ∈ B2n+1.

En particulier, 1 ∈ B0, l’image de l’homomorphisme structurel A→ B est contenue dans
B0, et B2n ⊂ Z(B) pour tout n ∈ N. Un morphisme f : B → B′ de A-algèbres alternées
est un morphisme de A-algèbres associatives tel que f(Bn) ⊂ B′n pour tout n ∈ N ; donc
f est la somme directe d’applications A-linéaires (fn : Bn → B′n |n ∈ N). Evidemment
les A-algèbres alternées forment une catégorie

A− AlgAlt.

De plus, pour tout n ∈ N on a un foncteur :

(−)n : A− AlgAlt→ A−Mod B 7→ Bn (f : B → B′) 7→ (fn : Bn → B′n).

(i) Montrer que le foncteur (−)1 admet un adjoint à gauche

Λ•A : A−Mod→ A− AlgAlt.

Pour tout A-module M on appelle Λ•A(M) la A-algèbre extérieure associée à M .
(ii) Pour tout A-module M , exhiber des isomorphismes A-linéaires naturels :

M
∼→ Tens1A(M)

∼→ Sym1
A(M)

∼→ Λ1
A(M).

(iii) Soient B et C deux A-algèbres alternées. Montrer qu’il existe sur le produit tensoriel
B ⊗A C une structure naturelle de A-algèbre alternée telle que

— (B ⊗A C)n =
⊕

i+j=nBi ⊗A Cj pour tout n ∈ N
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— les applications iB : B → B ⊗A C et iC : C → B ⊗A C telles que

iB(b) := b⊗ 1 iC(c) := 1⊗ c ∀b ∈ B, ∀c ∈ C

sont des morphismes d’algèbres alternées
— B⊗AC représente le coproduit de B et C dans la catégorie A−AlgAlt, et le couple

de morphismes (iB , iC) est un co-cône universel.
(iv) Soient M et N deux A-modules. Déduire de (iii) et du problème 3.89(i) des isomor-
phismes naturels de A-algèbres et respectivement de A-algèbres alternées :

Sym•A(M ⊕N)
∼→ Sym•A(M)⊗A Sym•A(N) Λ•A(M ⊕N)

∼→ Λ•A(M)⊗A Λ•A(N).

(v) Montrer que (−)n commute avec les colimites filtrantes, pour tout n ∈ N.
(vi) Soit P un A-module plat. Montrer que Λ•A(P ) est une A-algèbre alternée plate.

Remarque 3.92. (i) Soit f : A→ A′ un homomorphisme d’anneaux commutatifs. Comme
déjà pour les algèbres commutatives (voir l’exercice 3.63(iv)), on a un foncteur évident
de restriction des scalaires :

(−)[f ] : A′ − AlgAss→ A− AlgAss (B, g : A→ B) 7→ B[f ] := (B, g ◦ f)

dont on peut exhiber un adjoint à gauche explicite : si (B, g : A→ B) est une A-algèbre
associative avec g(A) ⊂ Z(B), on a d’après le §3.4, une structure naturelle de A-algèbre
associative sur A′ ⊗A B, avec deux morphismes canoniques

A′
ιA′−−→ A′ ⊗A B

ιB←− B

et par inspection directe on voit que l’image de ιA′ est contenue dans Z(A′ ⊗A B),
i.e. (A′ ⊗A B, ιA′) ∈ Ob(A′ − Ass). Or, soient (C, h : A′ → C) ∈ Ob(A′ − AlgAss) et
k : B → C[f ] un morphisme de A−AlgAss ; par hypothèse, h(a′) · k(b) = k(b) ·h(a′) pour
tout a′ ∈ A′ et tout b ∈ B, donc il existe un unique homomorphisme j : A′ ⊗A B → C
d’anneaux associatifs tel que j(a′⊗b) = h(a′)·k(b) pour tous tels a′ et b. On voit aisément
que j est l’unique morphisme (A′⊗AB, ιA′)→ (C, h) de A′−AlgAss tel que j[f ] ◦ ιB = k.
Ainsi, l’adjoint à gauche souhaité est le foncteur :

A′ ⊗A − : A− AlgAss→ A′ − AlgAss (B, g) 7→ (A′ ⊗A B, ιA′).

Si, de plus, B est une A-algèbre alternée, on voit aussitôt que A′⊗AB est une A′-algèbre
alternée, d’où par restriction, un adjoint à gauche

A′ ⊗A − : A− AlgAlt→ A′ − AlgAlt

pour le foncteur de restriction des scalaires correspondant.
(ii) D’après la solution du problème 3.89(iii), Sym•A(A) est isomorphe à A[X], et en

particulier Symi
A(A) est un A-module libre de rang 1 pour tout i ∈ N. La solution du

problème 3.91(vi) nous a montré, d’autre part, que ΛiA(A) = 0 pour i > 1 et ΛiA(A) = A
pour i = 0, 1. Au vu des isomorphismes du problème 3.91(iv), par une simple récurrence
sur k on déduit que pour tous i, k ∈ N les A-modules

Symi
A(A

k) et ΛiA(A
k)

sont libres de rang
(
k+i−1
i

)
et respectivement

(
k
i

)
(voir aussi l’exemple 11.17 ; ici on pose(

k
i

)
:= 0 pour i > k) : les vérifications détaillées sont confiées au lecteur.

(iii) Pour tout A-module M , les produits de deux éléments x, y dans Tens•A(M), dans
Sym•A(M), et dans Λ•A(M) sont traditionellement notés respectivement par

x⊗ y x · y x ∧ y

et les solutions des problèmes 3.89 et 3.91 montrent que ces A-algèbres graduées sont
engendrées par leurs composantes homogènes de degré un. Ainsi, pour tout entier k ≥ 1,
tout élément de ΛkA(M) est une somme de produits x1 ∧ · · · ∧ xk, avec de convenables
x1, . . . , xk ∈M = Λ1

A(M), et de même pour Tens•A(M) et Sym•A(M).
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Exercice 3.93. Soient M,N deux A-modules, et β : Mk = M × · · · ×M → N une
application A-multilinéaire du produit cartésien de k copies de M ; on dit que β est
alternée si β s’annule sur tout m• := (m1, . . . ,mk) ∈ Mk tel que {m1, . . . ,mk} est un
ensemble de cardinalité < k. Il s’ensuit aisément que β s’annule sur toute suite m• dont
l’un des termes mi est combinaison linéaire de m1, . . . ,mi−1,mi+1, . . . ,mk. Si N = A,
on dit aussi que β est une k-forme alternée. Soit

AltkA(M,N) ⊂ LA(M × · · · ×M,N)

l’ensemble des applications A-multilinéaires alternées Mk → N (notation de la définition
3.1) ; toute application A-linéaire ϕ : N → N ′ induit une application

AltkA(M,ϕ) : AltkA(M,N)→ AltkA(M,N ′) β 7→ ϕ ◦ β.
On a ainsi un foncteur AltkA(M,−) : A−Mod→ Ens bien défini. Montrer que le A-module
ΛkA(M) représente le foncteur AltkA(M,−), pour tout k ∈ N.

Voici une application de l’exercice 3.93 que j’ai apprise de J.-F.-Burnol :

Problème 3.94. (i) Soient k, n ∈ N et x• := (x1, . . . , xk) une suite d’éléments de An.
Montrer que x• est liée (i.e. il existe une relation a1x1+· · ·+akxk = 0 avec a1, . . . , ak ∈ A
non tous nuls) si et seulement s’il existe u ∈ A \ {0} tel que

u · f(x1, . . . , xk) = 0 ∀f ∈ AltkA(A
n, A).

(ii) Déduire de (i) une autre solution pour la dernière question du problème 3.53(i).

Exercice 3.95. Soient A→ A′ un homomorphisme d’anneaux,M un A-module. Exhiber
des isomorphismes naturels de A′-algèbres et de A′-algèbres alternées :

A′ ⊗A Sym•A(M)
∼→ Sym•A′(A

′ ⊗AM) A′ ⊗A Λ•A(M)
∼→ Λ•A′(A

′ ⊗AM).

3.6. Solutions aux exercices et problèmes.
Exercice 3.6, partie (i) : Ces applications sont (A,C)-linéaires, donc il suffit de voir

qu’elles coïncident sur les tenseurs élémentaires. Or, si m ∈M et n ∈ N , on a
(f ′ ◦ f)⊗B (g′ ◦ g)(m⊗ n) = (f ′ ◦ f)(m)⊗ (g′ ◦ g)(n)

= (f ′ ⊗B g′)(f(m)⊗ g(n))
= (f ′ ⊗B g′) ◦ (f ⊗B g)(m⊗ n).

Partie (ii) : Ici A (resp. B) est vu comme un (A,A)-bimodule (resp. un (B,B)-
bimodule), comme d’habitude. On considère l’application (A,A,B)-bilinéaire σ : A ×
M → M telle que σ(a,m) = a · m pour tous a ∈ A, m ∈ M . Si P est un (A,B)-
module et β : A ×M → P une application (A,A,B)-bilinéaire, on voit aisément qu’il
existe une application (A,B)-linéaire unique β1 :M → P telle que β = β1 ◦ σ : à savoir,
β1(m) := β(1,m) pour toutm ∈M . Donc, (M,σ) est un couple universel pour le foncteur
LA(A×M,−) ; par le lemme 2.4(i), il existe alors un isomorphisme (A,B)-linéaire unique
ϕ : A⊗AM

∼→M tel que ϕ◦ω = σ, où ω : A×M → A⊗AM est l’application A-bilinéaire
universelle. Evidemment, ϕ(a⊗m) = ϕ ◦ ω(a,m) = σ(a,m) = a ·m pour tous a ∈ A et
m ∈M . On raisonne de même pour exhiber l’isomorphisme M ⊗B B

∼→M .
Partie (iii) : Notons

M :=
⊕

λ∈ΛMλ M ′ :=
⊕

λ′∈Λ′M
′
λ′ M ′′ :=

⊕
(λ,λ′)∈Λ×Λ′(Mλ ⊗B M ′λ′)

et soit β :M ×M ′ →M ′′ l’application (A,B,C)-bilinéaire telle que

β(m•,m
′
•) = (mλ ⊗m′λ′ | (λ, λ′) ∈ Λ× Λ′) ∀m• ∈M,m′• ∈M ′.

Il existe une application (A,C)-linéaire unique β̄ :M ⊗B M ′ →M ′′ telle que β̄ ◦ ω = β,
où ω :M×M ′ →M⊗BM ′ est l’application (A,B,C)-bilinéaire universelle. Evidemment
β̄(m•⊗m′•) = (mλ⊗m′λ′ | (λ, λ′) ∈ Λ×Λ′) pour tous m•,m′• comme ci-dessus. De l’autre
côté, pour tout (λ, λ′) ∈ Λ×Λ′ les inclusions canoniques iλ :Mλ →M et i′λ′ :M

′
λ′ →M ′
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induisent des applications (A,C)-linéaires iλ⊗B i′λ′ :Mλ⊗BM ′λ′ →M ⊗BM ′, d’où une
application (A,C)-linéaire γ :M ′′ →M ⊗B M ′ telle que

γ(mλ ⊗m′λ′ | (λ, λ′) ∈ Λ× Λ′) =
∑

(λ,λ′)∈Λ×Λ′(iλ ⊗B i′λ′)(mλ ⊗m′λ′)

pour tout (mλ⊗m′λ′ | (λ, λ′) ∈ Λ×Λ′) ∈M ′′. On voit aisément que β̄ et γ sont l’inverse
l’une de l’autre, donc β̄ est un isomorphisme.

Exercice 3.12 : La condition est suffisante, car si les systèmes m′• et a•• vérifient ces
systèmes d’équations linéaires, on a :∑

i∈I mi ⊗ ni =
∑
i∈I
∑
k∈J aikm

′
k ⊗ ni =

∑
k∈J m

′
k ⊗

∑
i∈I aikni = 0.

Réciproquement, supposons que
∑
i∈I mi ⊗ ni = 0 dans M ⊗A N . Soit π : A(I) → N

la surjection A-linéaire telle que π(ei) := ni pour tout i ∈ I, où (ei | i ∈ I) dénote
la base canonique de A(I) ; soit aussi (xj | j ∈ J) un système de générateurs de Kerπ,
et ϕ : A(J) → A(I) l’application A-linéaire telle que ϕ(e′j) := xj pour tout j ∈ J , où
(e′j | j ∈ J) dénote la base canonique de A(J). Par la proposition 3.11 et la remarque
3.4(iii), on déduit une suite exacte :

M ⊗A A(J) M⊗Aϕ−−−−→M ⊗A A(I) M⊗Aπ−−−−→M ⊗A N → 0.

Par hypothèse, (M ⊗A π)(
∑
i∈I mi ⊗ ei) = 0, donc on a (m′j | j ∈ J) ∈M (J) tel que

(∗)
∑
i∈I mi ⊗ ei = (M ⊗A ϕ)

(∑
j∈J m

′
j ⊗ e′j

)
.

D’autre part, ϕ est déterminée par le système (aij | (i, j) ∈ I×J) d’éléments de A tels que
ϕ(e′j) :=

∑
i∈I aijei pour tout j ∈ J , et par construction on a 0 = π ◦ϕ(e′j) =

∑
i∈I aijni

pour tout j ∈ J . En dernier lieu, l’identité (∗) se traduit par le système d’équations :
mi =

∑
j∈J aijm

′
j pour tout i ∈ I, comme souhaité.

Exercice 3.13 : On a la suite exacte courte de A-modules

0→ I
j−→ A

π−→ A/I → 0

d’où, par la proposition 3.11, une suite exacte

I ⊗A A/J
j⊗AA/J−−−−−→ A⊗A A/J

π⊗AA/J−−−−−−→ A/I ⊗A A/J → 0.

Par l’exercice 3.6(ii), on sait que l’application ϕ : A⊗AA/J → A/J : a⊗ b̄ 7→ a · b̄ est un
isomorphisme de A-modules. D’autre part, on voit aisément que l’image de ϕ◦(j⊗AA/J)
est le A-sous-module (I + J)/J de A/J . On déduit que

(π ⊗A A/J) ◦ ϕ−1 : A/J → A/I ⊗A A/J

se factorise à travers un isomorphisme ω : A/(I + J)
∼→ A/I ⊗A A/J (cf. la remarque

2.99(i)) tel que ω(1̄) = 1̄⊗ 1̄ ; l’application réciproque est l’isomorphisme cherché.
On peut aussi utiliser l’application A-bilinéaire β : A/I × A/J → A/(I + J) telle

que β(ā, b̄) = π(ā) · π′(b̄), où π : A/I → A/(I + J) et π′ : A/J → A/(I + J) sont les
projections. On voit aisément que (A/(I+J), β) est un couple universel pour le foncteur
LA(A/I ×A/J,−), donc il existe un unique isomorphisme β̄ : A/I ⊗AA/J

∼→ A/(I +J)
tel que β̄(ā⊗ b̄) = π(ā) · π′(b̄) pour tous ā ∈ A/I et b̄ ∈ A/J .

Exercice 3.14 : Pour alléger la notation, notons L et L′ respectivement les limites
directes du système M• et du système M ′•. Evidemment, la famille d’applications

(uλ ⊗A u′λ′ :Mλ ⊗AM ′λ′ → L⊗A L′ | (λ, λ′) ∈ Λ× Λ′)
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définit un co-cône M•⊗AM ′• → L⊗AL′. Soit aussi (L′′, v•,•) la limite directe du système
M•⊗AM ′• ; on en déduit une application A-linéaire unique ϕ : L′′ → L⊗AL′ comme sou-
haité. Pour montrer que ϕ est un isomorphisme, on va exhiber une application réciproque.
Pour cela, notons

v̄λ,λ′ :M
′
λ′ → HomA(Mλ, L

′′)

l’application A-linéaire correspondante à vλ,λ′ : Mλ ⊗A M ′λ′ → L′′, suivant la bijection
canonique de la remarque 3.4(i). On voit aisément que

v̄λ,µ′ ◦ f ′λ′,µ′ = v̄λ,λ′ ∀λ ∈ Λ, ∀λ′, µ′ ∈ Λ′ tels que λ′ ≤ µ′.

Autrement dit, pour tout λ ∈ Λ, la famille v̄λ,• := (v̄λ,λ′ |λ′ ∈ Λ′) est un co-cône
M ′• → HomA(Mλ, L

′′), d’où une application A-linéaire unique

ϕ̄λ : L′ → HomA(Mλ, L
′′) telle que ϕ̄λ ◦ u′λ′ = v̄λ,λ′ ∀λ′ ∈ Λ′.

On remarque que la donnée de ϕ̄λ équivaut à celle d’une application A-linéaire ρ̄λ :
Mλ → HomA(L

′, L′′) (explicitement : on pose ρ̄λ(x)(y) := ϕ̄λ(y)(x) pour tous x ∈Mλ et
y ∈ L′), et on voit aisément que

ρ̄µ ◦ fλ,µ = ρ̄λ ∀λ, µ ∈ Λ tels que λ ≤ µ.

Il vient une application A-linéaire unique ψ̄ : L → HomA(L
′, L′′) telle que ψ̄ ◦ u• = ρ̄•

et on dénote ψ : L ⊗A L′ → L′′ l’application A-linéaire correspondante. Par inspection
directe, on voit que ψ(uλ(x)⊗ u′λ′(y)) = vλ,λ′(x⊗ y) pour tous (λ, λ′) ∈ Λ×Λ′, x ∈Mλ

et y ∈M ′λ′ , i.e. ψ est l’inverse cherchée de ϕ.

Remarque 3.96. On peut aussi déduire l’isomorphisme de l’exercice 3.14 des résultats
du §2.3.3, concernant la permutation des (co)limites. En effet, la remarque 2.58(iii) nous
fournit un isomorphisme canonique de A-modules :

L′′
∼→ lim

−→
λ′∈Λ′

(
lim
−→
λ∈Λ

Mλ ⊗AM ′λ′
)
.

D’autre part, chaque foncteur − ⊗A M ′λ′ admet un adjoint à droite (voir la remarque
3.7) et donc il commute avec toute colimite représentable (proposition 2.49(ii)), d’où un
isomorphisme canonique

lim
−→
λ′∈Λ′

(
lim
−→
λ∈Λ

Mλ ⊗AM ′λ′
) ∼→ lim

−→
λ′∈Λ′

L⊗AM ′λ′ .

Ensuite, la remarque 3.4(iii) nous dit que −⊗A L est isomorphe au foncteur L⊗A −, et
donc aussi ce dernier commute avec les colimites ; d’où un l’isomorphisme naturel

lim
−→
λ′∈Λ′

L⊗AM ′λ′
∼→ L⊗A L′.

Par inspection directe, on voit que la composition de ces trois isomorphismes coïncide
avec l’isomorphisme ϕ trouvé ci-dessus.

Exercice 3.16, partie (i) : Comme le A-module (M ⊗B N)[f ] est engendré par ses
tenseurs élémentaires (m⊗ n)[f ], il est clair que ϕ est surjective. Supposons maintenant
que f soit surjectif ; dans ce cas, montrons que l’application A-bilinéaire universelle ω′ :
M[f ] ×N[f ] →M[f ] ⊗A N[f ] est aussi une application B-bilinéaire M ×N →M ⊗A N[f ].
Cela revient à vérifier que

ω′((bm)[f ], n[f ]) = b · ω′(m[f ], n[f ]) = ω′(m[f ], (bn)[f ]) ∀b ∈ B,m ∈M,n ∈ N.

Mais on a ω′((bm)[f ], n[f ]) = (bm ⊗ n)[f ] = (b · (m ⊗ n))[f ], d’où la première identité.
Ensuite, choisissons a ∈ A tel que f(a) = b ; il vient :

ω′(m[f ], (bn)[f ]) = (m⊗ (bn))[f ] = (ma⊗ n)[f ] = (bm⊗ n)[f ]
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d’où la deuxième identité. Par suite ω′ se factorise de façon unique à travers une appli-
cation B-linéaire

M ⊗B N →M ⊗A N[f ] m⊗ n 7→ m⊗ n[f ].

Cette dernière, après restriction des scalaires suivant f , fournit un inverse de ϕ.
Partie (ii) : Soit eΛ : Λ → A(Λ) l’application ensembliste telle que λ 7→ eλ pour tout

λ ∈ Λ, et de même pour l’application ensembliste e′Λ : Λ → B(Λ) ; de plus, soit 1 ⊗ eΛ :

Λ→ B ⊗A A(Λ) l’application ensembliste telle que λ 7→ 1⊗ eλ pour tout λ ∈ Λ. On a vu
que le couple (B(Λ), e′Λ) est universel pour le foncteur (−)Λ : B −Mod → Ens (exemple
2.5) ; grâce au lemme 2.4(i) il suffit donc de montrer que le couple (B⊗AA(Λ), 1⊗eΛ) est
aussi universel pour ce même foncteur. Or, pour tout B-moduleN et toute application en-
sembliste ϕ : Λ→ N il existe une unique application A-linéaire gϕ : A(Λ) → N[f ] telle que
ϕ = gϕ◦eΛ, et d’autre part il existe une unique application B-linéaire h : B⊗AA(Λ) → N

telle que gϕ soit la composition de ιA(Λ) : A(Λ) → (B ⊗A A(Λ))[f ] et h[f ]. Evidemment
ιA(Λ) ◦ eΛ = 1⊗ eΛ, donc ϕ = h ◦ (1⊗A eΛ), d’où l’assertion.

Exercice 3.17, partie (i), (a)⇒(c) : soit (Nλ |λ ∈ Λ) un système filtrant de A-modules ;
notons par (uλ : Nλ → N |λ ∈ Λ) son co-cône universel construit comme dans l’exercice
2.31(iii), choisissons une surjection A-linéaire ϕ : L → M avec L libre de rang fini et
Kerϕ de type fini, et fixons une base e1, . . . , er de L. Il faut montrer que (HomA(M,uλ) :
HomA(M,Nλ) → HomA(M,N) |λ ∈ Λ) est un co-cône universel pour le système in-
duit HomA(M,N•) := (HomA(M,Nλ) |λ ∈ Λ). Or, soit f : M → N une applica-
tion A-linéaire ; pour tout i = 1, . . . , r on peut trouver λi ∈ Λ et ni ∈ Nλi tel que
f ◦ ϕ(ei) = [ni, λi], la classe du couple (ni, λi). Comme Λ est filtrant, on peut ensuite
choisir λ ≥ λ1, . . . , λr et remplacer chaque ni par son image dans Nλ ; avec cette notation,
évidemment f ◦ϕ = uλ ◦g, où g : L→ Nλ est l’application A-linéaire telle que g(ei) := ni
pour tout i = 1, . . . , r. Soit x1, . . . , xt un système fini de générateurs de Kerϕ ; comme
f ◦ ϕ(xj) = 0, il existe pour tout j = 1, . . . , t un élément µj ≥ λ de Λ tel que g(xj) soit
dans le noyau du morphisme de transition vλµj : Nλ → Nµj . On choisit µ ≥ µ1, . . . , µt,
de sorte que vλµ ◦ g(xj) = 0 pour tout j = 1, . . . , t. Donc, vλµ ◦ g se factorise à travers
une application A-linéaire bien définie fµ :M → Nµ, et par construction on a

uµ ◦ fµ ◦ ϕ = uµ ◦ vλµ ◦ g = uλ ◦ g = f ◦ ϕ

d’où uµ ◦ fµ = f . Cela montre que f est l’image dans HomA(M,N) de la classe [fµ, µ]
(cette dernière est un élément de la colimite du système HomA(M,N•), construite comme
à l’exercice 2.31(iii)). Il reste à montrer que deux classes [fµ, µ], [fµ′ , µ′] coïncident si et
seulement si elles ont la même image dans HomA(M,N), i.e. si et seulement si

(∗) uµ ◦ fµ = uµ′ ◦ fµ′ .

Mais on a [fµ, µ] = [fµ′ , µ
′] si et seulement s’il existe λ ≥ µ, µ′ dans Λ tel que vµλ ◦ fµ =

vµ′λ◦fµ′ . D’autre part, pour tout i = 1, . . . , r notons ni := fµ◦ϕ(ei) et n′i := fµ′◦ϕ(ei) ; la
condition (∗) veut dire que pour chaque i ≤ r on a λi ≥ µ, µ′ tel que vµλi(ni) = vµ′λi(n

′
i).

Il s’ensuit aussitôt que tout λ ≥ λ1, . . . , λr convient.
(c)⇒(a) : Soit (Mλ |λ ∈ Λ) le système filtrant des sous-modules de type fini de M . La

condition (c) entraîne que le co-cône

(HomA(M,Mλ)→ HomA(M,M) |λ ∈ Λ)

induit par les inclusions (Mλ →M |λ ∈ Λ) est universel, et avec la notation ci-dessus, il
s’ensuit en particulier que IdM est l’image dans HomA(M,M) d’une classe [f, λ], pour
certains λ ∈ Λ et f ∈ HomA(M,Mλ) ; mais évidemment cela revient à dire que Mλ =M ,
i.e. M est de type fini. Soit donc ϕ : L → M une surjection A-linéaire avec L libre
de rang fini, et notons par (Kλ |λ ∈ Λ) le système des sous-modules de type fini de
Kerϕ. On déduit un système filtrant de A-modules L/K• := (L/Kλ |λ ∈ Λ) dont les
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morphismes de transition sont les projections πλµ : L/Kλ → L/Kµ pour tout µ ≥ λ,
i.e. pour Kλ ⊂ Kµ. On voit aisément que le système (πλ : L/Kλ → M |λ ∈ Λ) des
projections naturelles forme un co-cône universel pour L/K• (détails laissés au lecteur),
d’où un co-cône universel

(HomA(M,πλ) : HomA(M,L/Kλ)→ HomA(M,M) |λ ∈ Λ).

En particulier, IdM est l’image dans HomA(M,M) d’une classe [g, λ], pour quelque
λ ∈ Λ et g ∈ HomA(M,L/Kλ). Cela veut dire que πλ ◦ g = IdM , donc g est injective,
et plus généralement πλµ ◦ g est injective pour tout µ ≥ λ. Il reste à montrer que
πλµ ◦g est surjective pour µ convenable. Pour cela, soit e1, . . . , er une base de L ; on pose
x̄i := g◦ϕ(ei) ∈ L/Kλ et on choisit un représentant arbitraire xi ∈ L de la classe x̄i, pour
tout i = 1, . . . , r. Il s’ensuit aisément que yi := ei − xi ∈ Kerϕ pour tout i = 1, . . . , r, et
on peut trouver µ ∈ Λ tel que µ ≥ λ et y1, . . . , yr ∈ Kµ ; mais l’image de πλµ ◦ g contient
πλµ(x̄i) et cette dernière coïncide avec la classe de ei dans L/Kµ, pour tout i ≤ r. Donc
πλµ ◦ g est bien surjective, comme souhaité.

(a)⇒(b) : Soit (Nλ |λ ∈ Λ) une petite famille de A-modules ; on doit montrer que
l’application naturelle(∏

λ∈ΛNλ
)
⊗AM →

∏
λ∈Λ(Nλ ⊗AM) (nλ |λ ∈ Λ)⊗m 7→ (nλ ⊗m |λ ∈ Λ)

est un isomorphisme. Cela se voit aisément si M est libre de rang fini (détails laissés au
lecteur) ; si M est de présentation finie, on trouve un complexe exact Am → An →M →
0, d’où un diagramme commutatif(∏

λ∈ΛNλ
)
⊗A Am //

��

(∏
λ∈ΛNλ

)
⊗A An //

��

(∏
λ∈ΛNλ

)
⊗AM //

��

0

∏
λ∈Λ(Nλ ⊗A Am) // ∏

λ∈Λ(Nλ ⊗A An) // ∏
λ∈Λ(Nλ ⊗AM) // 0

à lignes horizontales exactes (proposition 3.11) et dont les flèches verticales à gauche et
au milieu sont des isomorphismes ; il suffit alors d’invoquer l’exercice 2.104.

(b)⇒(a) : Soit x• := (xλ |λ ∈ Λ) ∈MΛ un système de générateurs de M ; la condition
(b) implique que l’application naturelle

ω : AΛ ⊗AM →MΛ (aλ |λ ∈ Λ)⊗m 7→ (aλm |λ ∈ Λ)

est un isomorphisme ; en particulier, il existe une partie finie Λ′ ⊂ Λ et un système
(aµ,• |µ ∈ Λ′) d’éléments de AΛ tel que ω(

∑
µ∈Λ′ aµ,• ⊗ xµ) = x•. Cela veut dire que

xλ =
∑
µ∈Λ′ aµλxµ pour tout λ ∈ Λ, ce qui montre déjà que M est de type fini. Soient

donc ϕ : L → M une surjection A-linéaire avec L libre de rang fini, et N := Kerϕ ; on
déduit, pour tout ensemble I, un diagramme commutatif

AI ⊗A N //

��

AI ⊗A L //

��

AI ⊗AM //

��

0

0 // N I // LI // M I // 0

dont les lignes horizontales sont exactes, et dont les flèches verticales à droite et au
milieu sont des isomorphismes. Par le lemme du serpent, il s’ensuit que la flèche verticale
à gauche est surjective ; mais comme on vient de voir, cela entraîne que N est de type
fini, i.e. M est de présentation finie.

Partie (ii) : On peut reprendre, mutatis mutandis, la preuve de (i) : supposons que B
soit de présentation finie, et choisissons un homomorphisme surjectif ϕ : A[X1, . . . , Xn]→
B de A-algèbres, tel que Kerϕ soit un idéal de type fini ; soit aussi C• := (Cλ |λ ∈ Λ)
un système filtrant de A-algèbres, (uλ : Cλ → C |λ ∈ Λ) le co-cône universel de base C•,
construit comme dans l’exercice 2.31(iv), et f : B → C un homomorphisme de A-algèbres.
On voit aisément qu’il existe λ ∈ Λ tel que f ◦ϕ : A[X1, . . . , Xn]→ C se factorise à travers
uλ et un homomorphisme de A-algèbres g : A[X1, . . . , Xn] → Cλ ; ensuite, si t1, . . . , tr
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est un système fini de générateurs de Kerϕ, on trouve µ ≥ λ tel que uλµ ◦ g(ti) = 0
pour tout i = 1, . . . , r, où uλµ : Cλ → Cµ désigne le morphisme de transition. Donc
uλµ ◦ g se factorise à travers un homomorphisme de A-algèbres fµ : B → Cµ, et f est
l’image dans A− Alg(B,C) de la classe de [fµ, µ]. En dernier lieu, en raisonnant comme
dans la preuve de (i) on voit aisément que deux classes [fµ, µ] et [fµ′ , µ′] coïncident si et
seulement si elles ont la même image dans A− Alg(B,C) ; cela achève de vérifier que le
foncteur A− Alg(B−) commute avec les limites directes filtrantes.

Réciproquement, si A− Alg(B,−) vérifie cette condition, écrivons B comme la limite
directe du système filtrant (Bλ |λ ∈ Λ) de ses A-sous-algèbres de type fini ; en raisonnant
comme dans la partie (i), on voit aisément que IdB se factorise à travers Bλ pour quelque
λ ∈ Λ, d’où B = Bλ, i.e. B est de type fini. Prenons ensuite un homomorphisme surjectif
ϕ : A[X1, . . . , Xn]→ B de A-algèbres, écrivons Kerϕ comme la limite directe du système
filtrant (Iλ |λ ∈ Λ) de ses sous-idéaux de type fini, et pour tout µ ≥ λ soit

πλµ : A[X1, . . . , Xn]/Iλ → A[X1, . . . , Xn]/Iµ

la projection naturelle. En raisonnant comme dans la preuve de (i) on trouve λ ∈ Λ
tel que IdB se factorise à travers un homomorphisme g : B → A[X1, . . . , Xn]/Iλ de
A-algèbres, et en particulier πλµ ◦ g : B → A[X1, . . . , Xn]/Iµ est injective pour tout
µ ≥ λ. Il ne reste qu’à exhiber µ ∈ Λ tel que πλµ ◦ g soit surjective ; pour cela, on pose
P i := g ◦ ϕ(Xi) et on choisit un représentant Pi ∈ A[X1, . . . , Xn] de la classe P i pour
i = 1, . . . , n. On a Xi−Pi ∈ Kerϕ pour i = 1, . . . , n, et il suffit de prendre µ ≥ λ tel que
Xi − Pi ∈ Iµ pour tout i ≤ n : les détails seront laissés au lecteur.

Partie (iii) : On est ramené aisément au cas où B = A[X1, . . . , Xn], pour lequel
l’assertion a déjà été démontrée dans la solution de (ii).

Partie (iv) : Puisque C est de type fini, on trouve n ∈ N et un homomorphisme
surjectif g : B[X1, . . . , Xn] → C de A-algèbres qui prolonge f ; d’après (iii), Ker(g) est
un idéal de type fini, d’où l’assertion.

Partie (v.a) : Evidemment, tout système fini de générateurs de M[f ] engendre aussi le
B-module M , d’où l’assertion.

Partie (v.b) : Si B[f ] et M sont de type fini, soit g : Bk →M une surjection B-linéaire ;
alors g[f ] : Bk[f ] → M[f ] est une surjection A-linéaire, et Bk[f ] est un A-module de type
fini, donc de même pour M[f ].

Ensuite, si B[f ] et M sont de présentation finie, choisissons g comme ci-dessus ; on
sait déjà que M[f ] est de type fini, et que Ker(g) est un B-module de type fini (exercice
2.110(iv)), donc Ker(g)[f ] est un A-module de type fini, par ce qui précède ; par suite,
M[f ] est de présentation finie (exercice 2.110(iii)).

Partie (v.c) : Soit (Nλ |λ ∈ Λ) un système filtrant de B-modules, et fixons un co-cône
universel (uλ : Nλ → N |λ ∈ Λ) ; au vu de (i), il suffit de vérifier que l’application induite
ϕ : colimλ∈Λ HomB(M,Nλ) → HomB(M,N) est bijective. Mais noter que HomB(M,−)
est un sous-foncteur du foncteur HomA(M[f ], (−)[f ]) ; par inspection de la construction
des colimites filtrantes, on déduit aussitôt que colimλ∈Λ HomB(M,Nλ) est une partie de
colimλ∈Λ HomA(M[f ], (Nλ)[f ]), et que le co-cône (u[f ] : (Nλ)[f ] → N[f ] |λ ∈ Λ) est encore
universel pour le système filtrant induit de A-modules ((Nλ)[f ] |λ ∈ Λ) ; ainsi, sous ces
identifications, ϕ est la restriction de l’application correspondante

ψ : colimλ∈Λ HomA(M[f ], (Nλ)[f ])→ HomA(M[f ], N[f ]).

Mais d’après (i), ψ est bijective, car par hypothèse M[f ] est un A-module de présen-
tation finie ; par suite, ϕ est injective. Afin de montrer la surjectivité de ϕ, soit h ∈
HomB(M,N) ; on sait déjà qu’il existe λ ∈ Λ et hλ ∈ HomA(M[f ], (Nλ)[f ]) tels que
(uλ)[f ] ◦ hλ = h[f ]. Pour tout µ ∈ Λ avec µ ≥ λ, notons par hµ ∈ HomA(M[f ], (Nµ)[f ])
la composition de hλ avec l’homomorphisme de transition Nλ → Nµ ; disons aussi que
B = A[b1, . . . , bk] et M[f ] = Ax1 + · · · + Axn pour des systèmes finis de générateurs
b1, . . . , bk ∈ B et x1, . . . , xn ∈ M . Puisque h(bixj) = bih(xj) pour tous i = 1, . . . , k
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et j = 1, . . . , n, il existe µ ≥ λ tel que hµ(bixj) = bihµ(xj) pour tous tels i et j (les
détails sont laissés aux soins du lecteur) ; par suite, hµ ∈ HomB(M,N), et évidemment
uµ ◦ hµ = h, CQFD.

Partie (v.d) : Soit (Cλ |λ ∈ Λ) un système filtrant de A-algèbres, et fixons un co-
cône universel (uλ : Cλ → C |λ ∈ Λ) ; au vu de (ii), on doit vérifier que l’applica-
tion induite ϕ : colimλ∈ΛA − Alg(B,Cλ) → A − Alg(B) est bijective. Pour cela, soit
F : A−Alg→ A−Mod le foncteur d’oubli ; noter que A−Alg(B,−) est un sous-foncteur
du foncteur HomA(B[f ], F (−)), et que (Fuλ : FCλ → FC |λ ∈ Λ) est encore un co-cône
universel pour le système filtrant induit de A-modules (FCλ |λ ∈ Λ). En raisonnant
comme dans la preuve de (v.c), on déduit que ϕ est injectif. Ensuite, soit h : B → C un
homomorphisme de A-algèbres ; puisque B[f ] est de présentation finie, il existe λ ∈ Λ et
une application A-linéaire hλ : B[f ] → Cλ telle que h[f ] = uλ ◦ hλ. Pour tout µ ∈ Λ avec
µ ≥ λ, notons par hµ : B[f ] → Cµ la composition de hλ avec l’homomorphisme de transi-
tion Cλ → Cµ ; disons aussi que B[f ] = Ab1+· · ·+Abk pour un système fini de générateurs
b1, . . . , bk ∈ B. Puisque h(bibj) = h(bi) · h(bj) pour tous i, j = 1, . . . , k, il existe µ ≥ λ
tel que hµ(bibj) = hµ(bi) · hµ(bj) pour tous tels i et j ; par suite hµ ∈ A−Alg(B,Cµ), et
évidemment h = uµ ◦ hµ, d’où la surjectivité de ϕ.

Exercice 3.19 : Soit ϕ : P[g◦f ] → HomA(N[f ],M) une application A-linéaire. On lui
associe l’application A-bilinéaire

βϕ : P[g◦f ] ×N[f ] →M (p, n) 7→ ϕ(p)(n)

d’où une unique application A-linéaire

ϕ′ : P[g◦f ] ⊗A N[f ] →M telle que ϕ′ ◦ ωP,N = βϕ

avec ωP,N : P[g◦f ]×N[f ] → P[g◦f ]⊗AN[f ] l’application A-bilinéaire universelle. On a une
application A-linéaire naturelle

P[g◦f ] ⊗A N[f ] → (P[g] ⊗B N)[f ]

qui est surjective, par l’exercice 3.16(i), et par inspection directe de la construction du
produit tensoriel, on voit que son noyau est engendré par les éléments

bp⊗ n− p⊗ bn ∀b ∈ B, ∀p ∈ P, ∀n ∈ N.

Par suite ϕ′ se factorise à travers (P[g]⊗BN)[f ] ⇔ ϕ′(bp⊗n) = ϕ′(p⊗ bn)⇔ βϕ(bp, n) =
βϕ(p, bn) ⇔ ϕ(bp)(n) = ϕ(p)(bn) pour tous b, p, n comme ci-dessus. Autrement dit, ϕ′
se factorise à travers (P[g] ⊗B N)[f ] si et seulement si ϕ est une application B-linéaire
P[g] → HomA(N,M). Cela montre que l’on a bien une bijection comme souhaité :

HomB(P,HomA(N,M))
∼→ HomA(P ⊗B N,M).

Par inspection directe on voit que cette application est même (A,C)-linéaire.

Exercice 3.22 : Considérons une petite catégorie I et un foncteur

F : I → AlgMod i 7→ (Ai,Mi) (i
ϕ−→ j) 7→ (Ai

fϕ−→ Aj ,Mi
gϕ−→ (Mj)[fϕ]).

Soit aussi π : AlgMod → Z − Alg comme dans §3.2.6. D’après l’exemple 2.44(ii), la
composition π ◦F : I → Z−Alg admet une colimite A, et on choisit un co-cône universel
(τi : Ai → A | i ∈ Ob(I)). Pour tout morphisme ϕ : i → j de I, l’adjonction du §3.2.2
associe à l’application Ai-linéaire gϕ : Mi → (Mj)[fϕ] l’application Aj-linéaire adjointe
g∗ϕ : Aj ⊗Ai Mi → Mj ; par extension des scalaires suivant l’homomorphisme d’anneaux
τj (et compte tenu de la remarque 3.15), on déduit ainsi un homomorphisme A-linéaire

hϕ : A⊗Ai Mi
∼→ A⊗Aj (Aj ⊗Ai Mi)

A⊗Aj g
∗
ϕ−−−−−→ A⊗Aj Mj a⊗ x 7→ a⊗ gϕ(x).
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Evidemment les associations : i 7→ A ⊗Ai Mi et ϕ 7→ hϕ pour tout i ∈ Ob(I) et tout
morphisme ϕ de I, définissent un foncteur G : I → A − Mod, dont la colimite est
représentable dans la catégorie A−Mod, d’après l’exemple 2.44(i), et fixons un co-cône
universel ν• := (νi : A⊗AiMi →M | i ∈ Ob(I)). Sous l’adjonction du §3.2.2, l’application
A-linéaire νi correspond à une application Ai-linéaire ν∗i : Mi → M[τi], pour tout i ∈
Ob(I), et on voit aussitôt que la donnée

(τ•, ν
∗
•) := ((τi, ν

∗
i ) : (Ai,Mi)→ (A,M) | i ∈ Ob(I))

est un co-cône de base F et sommet (A,M). Montrons que (τ•, ν
∗
•) est un co-cône univer-

sel. En effet, soit ((µi, ti) : (Ai,Mi)→ (B,N) | i ∈ Ob(I)) un co-cône de base F et sommet
(B,N) ∈ Ob(AlgMod) ; il existe un unique homomorphisme d’anneaux µ : A → B tel
que

µi = µ ◦ τi ∀i ∈ Ob(I)

et l’adjonction du §3.2.2 associe à ti : Mi → N[µi] = (N[µ])[τi] une application A-linéaire
t∗i : A⊗AiMi → N[µ] telle que t∗i (a⊗x) := µ(a) ·ti(x) pour tous a ∈ A et x ∈Mi. On voit
aussitôt que t∗i = t∗j ◦hϕ pour tout morphisme ϕ : i→ j de I, i.e. la donnée (t∗i | i ∈ Ob(I))
est un co-cône de base G et de sommet N[µ] ; d’où une unique application A-linéaire
t : M → N[µ] telle que t ◦ νi = t∗i pour tout i ∈ Ob(I). Il vient (µi, ti) = (µ, t) ◦ (τi, ν∗i )
pour tout i ∈ Ob(I), et l’universalité de ν• entraîne aisément que (µ, t) est l’unique
morphisme (A,M) → (B,N) de AlgMod vérifiant ces identités, d’où l’assertion. Cela
achève de montrer que la catégorie AlgMod est cocomplète.

Ensuite, soit A une limite du foncteur π ◦ F , et (τi : A → Ai | i ∈ Ob(I)) un cône
universel ; on déduit pour tout ϕ ∈ I(i, j) une application A-linéaire

(gϕ)[τi] : (Mi)[τi] → (Mj[fϕ])[τi] = (Mj)[τj ]

et évidemment les associations : i 7→ (Mi)[τi] et ϕ 7→ (gϕ)[τi] pour tout i ∈ Ob(I) et
tout tel ϕ, définissent un foncteur G : I → A − Mod, dont la limite est représentable
dans A − Mod, d’après l’exemple 2.44(i), et soit ν• := (νi : M → (Mi)[τi] | i ∈ Ob(I))
un cône universel. Evidemment la donnée ((τi, νi) : (A,M) → (Ai,Mi) | i ∈ Ob(I)) est
un cône de base F et de sommet (A,M), et il reste à vérifier qu’il s’agit d’un cône uni-
versel. Pour cela, soit ((µi, ti) : (B,N) → (Ai,Mi) | i ∈ Ob(I)) un autre cône de base
F et de sommet (B,N) ∈ Ob(AlgMod) ; il existe un unique homomorphisme d’anneaux
µ : B → A tel que τi ◦ µ = µi pour tout i ∈ Ob(I), et une unique application B-linéaire
t : N→M[µ] telle que (νi)[µ]◦t = ti : N → (Mi)[µi]=(Mi[τi])[µ] pour tout i∈Ob(I). Alors
(τi, νi)◦(µ, t)= (µi, ti) pour tout i∈Ob(I), et l’universalité de ν• entraîne que (µ, t) est
l’unique morphisme (B,N)→ (A,M) de AlgMod vérifiant ces identités, d’où l’assertion.

Exercice 3.29 : Soient jT : S−1A → T−1(S−1A) et jS∪T : A → (S ∪ T )−1A les
localisations ; tout anneau B induit des injections :

Z− Alg(T−1(S−1A), B)
ϕ−→ Z− Alg(S−1A,B)

ψ−→ Z− Alg(A,B)

telles que ϕ(f) := f ◦jT et ψ(g) := g◦jS pour tous f : T−1(S−1A)→ B et g : S−1A→ B.
L’image de ϕ (resp. ψ) est l’ensemble des homomorphismes d’anneaux g : S−1A → B
(resp. h : A → B) avec g(T ) ⊂ B× (resp. h(S) ⊂ B×). Donc ψ ◦ ϕ est injective, et
son image est l’ensemble des homomorphismes h : A → B avec h(S ∪ T ) ⊂ B× ; i.e.
les couples (T−1(S−1A), jT ◦ jS) et ((S ∪ T )−1A, jS∪T ) sont universels pour le même
foncteur, et il suffit alors d’invoquer le lemme 2.4(i).

Exercice 3.33, partie (i) : Soit S̃ ⊂ A la plus petite partie multiplicative contenant S.
Montrons que si a /∈ A×, alors S̃ ∩ Aa = ∅. D’abord, noter que tout élément de S̃ \ {1}
est un produit s1 · · · sk d’éléments s1, . . . , sk ∈ S, pour quelque k ∈ N\{0}, et noter aussi
que 1 /∈ Aa, car a /∈ A×. On raisonne alors par l’absurde : soit k ∈ N \ {0} le plus petit
entier tel qu’il existe une suite s1, . . . , sk de k éléments de S, et b ∈ A avec s1 · · · sk = ab ;
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puisque S ∤ a, il vient sk|b, i.e. b = skb
′ pour quelque b′ ∈ A, d’où s1 · · · sk−1 = b′a, et cela

contredit la minimalité de k. Par suite, si a est premier dans A, l’élément a/1 est premier
dans S−1A (lemme 3.30(ii)). Pour la réciproque, il suffit de vérifier que Aa = A∩S−1(Aa),
si a/1 est premier dans S−1A. Soit alors b ∈ A ∩ S−1(Aa) ; ainsi, b = ac/s pour certains
c ∈ A et s ∈ S̃. Montrons que l’on peut supposer que pgcd(c, s) = 1. Cela est trivial si
s = 1 ; sinon, s est un produit s1 · · · sk d’éléments de S, et comme chaque si est premier,
on voit aisément que tout diviseur de s est de la forme u ·

∏
j∈Λ sj pour une partie

Λ ⊂ {1, . . . , k} et avec u ∈ A×. En particulier, d := pgcd(c, s) est de cette forme, de sorte
que s/d = vs′ pour quelque s′ ∈ S̃ et v ∈ A×, et quitte à remplacer c et s par c/(dv) et
s′, on obtient pgcd(c, s) = 1. Comme tout élément de S est premier, on déduit que s|a,
et comme S ∤ a, il vient s = 1, d’où b ∈ Aa.

Partie (ii) : Si a/1 ∈ (S−1A)×, il existe b ∈ A et s ∈ S̃ avec ab = s ; mais si s = s1 · · · sk
avec k ∈ N \ {0} et s1, . . . , sk ∈ S, alors sk|b, car S ∤ a. Ainsi, avec b′ := b/sk ∈ A il vient
ab′ = s1 · · · sk−1. Par suite, ac = 1 avec c ∈ A, i.e. a ∈ A×.

Exercice 3.35 : Soit f : A → B un homomorphisme d’anneaux. D’abord, la proposi-
tion 3.31 montre que si f se factorise à travers jS : A → S−1A, alors l’image de Spec f
est contenue dans U . De plus, la proposition 3.25 nous dit que si une telle factorisation
existe, elle est unique. Il reste à montrer que, réciproquement, si l’image de Spec f est
contenue dans U , alors f se factorise à travers jS . Pour cela, grâce à la proposition 3.25,
il suffit de montrer que f(s) ∈ B× pour tout s ∈ S. On raisonne par l’absurde : si f(s)
n’est pas inversible dans B, il existe p ∈ SpecB tel que f(s) ∈ p (corollaire 1.35(ii)) ;
d’où, s ∈ f−1p = Spec f(p). Mais par hypothèse on a S ∩ q = ∅ pour tout q dans l’image
de Spec f , contradiction.

Problème 3.36 : On raisonne par l’absurde ; supposons donc que jU : A → AU re-
présente la partie U . En particulier, jU se factorise trivialement à travers AU , donc la
propriété universelle de jU nous dit que

(∗) j−1U (p) = (Spec jU )(p) ∈ U ∀p ∈ SpecAU .

En outre, comme l’image U ′ de SpecA[X−1] dans SpecA ne contient pas m, la localisation
jU ′ : A → A[X−1] se factorise à travers jU ; comme jU ′ est injective, il en est de même
pour jU , et on peut donc voir A comme un sous-anneau de AU .

Lemme 3.97. Soit a ∈ AU et supposons qu’il existe n,m ∈ N tels que Xna = Y ma = 0.
Alors a est un élément nilpotent de AU .

Démonstration. En vertu du théorème 1.50(ii), il suffit de montrer que a est contenu
dans tout idéal premier de AU . On raisonne par l’absurde : si p ∈ SpecAU et si a /∈ p, il
vient X,Y ∈ p. Par suite X,Y ∈ j−1U (p), donc j−1U (p) = m, et cela contredit (∗). □

Ensuite, notons jU ′|U : AU → AU [X
−1] la localisation ; on remarque :

Lemme 3.98. Si AU existe, il existe aussi un unique isomorphisme de A-algèbres

ωX : A[X−1]
∼→ AU [X

−1] tel que ωX ◦ jU ′ = jU ′|U ◦ jU .

Démonstration. Il suffit de montrer que la composition jU ′|U ◦ jU : A→ AU [X
−1] repré-

sente la partie U ′, car on sait déjà que jU ′ représente U ′ (exercice 3.35), et car cette pro-
priété détermine A[X−1] à isomorphisme unique de A-algèbres près. Or, soit f : A→ B
un homomorphisme d’anneaux qui admet une factorisation f = f ◦ jU ′|U ◦ jU ; il faut
montrer que cette factorisation est unique et que l’image de Spec f est contenue dans U ′.
Pour cela, notons g := f ◦jU ′|U ; comme f = g◦jU , la propriété universelle de jU nous dit
que g est l’unique homomorphisme AU → B qui factorise f . Ensuite, l’exercice 3.35 nous
dit que f est l’unique homomorphisme AU [X−1]→ B qui factorise g, et l’image de Spec g
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est contenue dans {p ∈ SpecAU |X /∈ p}. Cela montre déjà l’unicité de f , et on voit aussi
que pour tout p ∈ SpecB on a f−1(p) = j−1U (g−1p) et comme X /∈ g−1(p), on déduit
que X /∈ f−1(p). En conclusion, l’image de Spec f est dans {p ∈ SpecA |X /∈ p} = U ′,
comme souhaité.

Réciproquement, si f : A → B est un homomorphisme tel que l’image de Spec f soit
contenue dans U ′, alors en particulier cette image est contenue dans U , et donc f se
factorise à travers jU et un homomorphisme g : AU → B ; de l’autre côté, f se factorise
à travers A[X−1] (encore grâce à l’exercice 3.35), et donc f(X) ∈ B×, d’où g(X) ∈ B×,
et finalement g se factorise à travers AU [X−1]. □

De la même façon on obtient aussi un unique isomorphisme de A-algèbres

ωY : A[Y −1]
∼→ AU [Y

−1].

Or, soit b ∈ AU ; par ce qui précède, on peut trouver a, a′ ∈ A et m,n ∈ N tels que

b

1
=

a′

Xn
dans AU [X−1] et

b

1
=

a′′

Y m
dans AU [Y −1].

Donc, il existe p, q ∈ N tels que

Xn+pb = Xpa′ et Y m+qb = Y qa′′ dans AU .

D’où : Y m+qXpa′ = Xn+pY qa′′ dans AU . Mais on a déjà remarqué que jU est injective,
donc cette identité est déjà vérifiée dans le sous-anneau A de AU , et il s’ensuit qu’il existe
c ∈ A tel que a′ = Xnc et a′′ = Y mc. On conclut que :

b− c
1

= 0 dans AU [X−1] et
b− c
1

= 0 dans AU [Y −1].

Cela veut dire qu’il existe r, s ∈ N tels que Xr · (b− c) = Y s · (b− c) = 0 dans AU . Par
le lemme 3.97, on déduit finalement que b− c est nilpotent dans AU .

Or, soit N le radical nilpotent de AU ; évidemment j−1U N = 0, car A ne contient
aucun élément nilpotent. Donc, la composition ϕ : A → AU/N de jU avec la projec-
tion AU → AU/N est toujours injective ; d’autre part, on vient de voir que tout b ∈ A
s’écrit sous la forme c + x avec x ∈ N et c ∈ A. On conclut que ϕ est aussi surjective,
et elle est donc un isomorphisme ; en particulier, Specϕ : SpecAU/N → SpecA doit
être bijective. Mais évidemment Specϕ se factorise à travers Spec jU , donc son image est
contenue dans celle de cette dernière ; cela contredit (∗) et achève la solution du problème.

Exercice 3.37, partie (i) : Soit p ∈ SpecA un idéal premier minimal, et posons S :=
A\p, T := f(S) ; alors S et T sont des parties multiplicatives de A et respectivement B, et
d’après la proposition 3.25 la composition de f avec la localisation j′ : B → Bp := T−1B
se factorise à travers la localisation j : A→ Ap et un unique homomorphisme d’anneaux
fp : Ap → Bp. On déduit un diagramme commutatif :

SpecBp
Spec j′ //

Spec fp
��

SpecB

ϕ
��

SpecAp
Spec j // SpecA.

De plus, Spec j identifie SpecAp avec la partie {p} ⊂ SpecA (exemple 3.32(iii)). Donc,
afin de montrer que p ∈ ϕ(SpecB), il suffit de vérifier que SpecBp ̸= ∅, i.e. que Bp ̸= 0
(théorème 1.34), et comme Ap ̸= 0, on est ramené à prouver que fp est injectif. Ainsi,
soit a/s ∈ Ker fp ; d’après la remarque 3.27(i), il existe s′ ∈ S tel que f(s′) · f(a) = 0
dans B ; comme f est injectif, il vient s′a = 0 dans A, d’où a/s = 0 dans Ap, toujours
par la remarque 3.27(i), et l’assertion en découle aussitôt.
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Ensuite, d’après l’exercice 1.61(ii), tout idéal premier de A contient un idéal premier
minimal ; par suite, la partie des idéaux premiers minimaux de A est dense dans SpecA,
et a fortiori il en est de même pour la partie ϕ(SpecB).

Partie (ii) : Soit I := Ker f ; puisque f se factorise par la projection A → A/I, l’ap-
plication ϕ se factorise à travers l’inclusion V (I) → SpecA (remarque 1.45(i)). Comme
ϕ(SpecB) est dense dans SpecA, il vient V (I) = SpecA, donc I ⊂ N (A) (corollaire
1.51(i)). Par hypothèse N (A) = 0, d’où I = 0, i.e. f est injectif.

Exercice 3.38 : On peut supposer que S soit une partie multiplicative. Evidemment
S−1(I+J) ⊂ S−1I+S−1J ; réciproquement, si x ∈ S−1I+S−1J , il existe a ∈ I, b ∈ J et
s, t ∈ S tels que x = (a/s)+ (b/t) = (at+ bs)/st et at+ bs ∈ I+J , d’où l’inclusion oppo-
sée. L’identité S−1(IJ) = S−1I ·S−1J suit aussitôt des définitions. Ensuite, évidemment
S−1(I ∩ J) ⊂ (S−1I) ∩ (S−1J). Pour voir l’inclusion opposée, supposons que a/s = b/t
pour quelque a ∈ I, b ∈ J et s, t ∈ S ; par suite atu = bsu pour quelque u ∈ S, et donc
atu ∈ I ∩ J , d’où a/s = (atu)/(stu) ∈ S−1(I ∩ J). En dernier lieu, on voit aisément que
S−1(rad(I)) ⊂ rad(S−1I) ; d’autre part, si (a/s)n ∈ S−1I pour quelque a ∈ A, quelque
s ∈ S et n ∈ N, il existe b ∈ I et s ∈ S avec an/sn = b/t, d’où antu = bsnu pour
quelque u ∈ S, donc (atu)n ∈ I, et finalement a/s = (atu)/(stu) ∈ S−1(rad(I)). On
a N (A) = rad(0) (théorème 1.50(i)), et de même pour N (S−1A), donc la cinquième
identité découle de la précédente.

Exercice 3.39 : On raisonne par récurrence sur n. Si n = 0, l’assertion est triviale, et
si n = 1, l’assertion découle de l’exercice 1.46(ii). Donc, soit n ≥ 2, et notons j : K[Tn]→
K[T1, . . . , Tn] l’inclusion. On va étudier les fibres de l’application

ϕ := Spec j : SpecK[T1, . . . , Tn]→ SpecK[Tn].

D’abord, si m ⊂ K[Tn] est un idéal maximal, soit P ∈ K[Tn] l’unique polynôme irréduc-
tible unitaire qui engendre m ; donc E := K[Tn]/(P ) est une extension algébrique finie de
K (de degré égal au degré de P ). Or, soit p ⊂ K[T1, . . . , Tn] un idéal premier tel que m ⊂
p ; comme m est maximal, on déduit que m = p ∩K[Tn] = ϕ(p). Autrement dit, ϕ−1(m)
est l’ensemble des idéaux premiers de K[T1, . . . , Tn] qui contiennent m. Par la bijection du
lemme 1.7, ce dernier est identifié naturellement avec SpecK[T1, . . . , Tn]/mK[T1, . . . , Tn] =
SpecE[T1, . . . , Tn−1]. Par l’hypothèse de récurrence, on voit que toute chaîne strictement
croissante d’idéaux premiers de ϕ−1(p) est de longueur ≤ 2n−1.

Ensuite, soit q := {0}, le point générique de SpecK[Tn]. La fibre ϕ−1(q) est l’ensemble
des idéaux premiers p de K[T1, . . . , Tn] tels que p ∩ K[Tn] = {0} ; si l’on pose S :=
K[Tn] \ {0}, on a S−1K[Tn] = K(Tn) := FracK[Tn], et on peut aussi dire que

ϕ−1(q) = {p ∈ SpecK[T1, . . . , Tn] | p ∩ S = ∅}.
Par la proposition 3.31, ce dernier est identifié naturellement avec

SpecS−1K[T1, . . . , Tn] = SpecK(Tn)[T1, . . . , Tn−1].

Par l’hypothèse de récurrence, on déduit que, aussi dans ce cas, toute chaîne strictement
croissante dans ϕ−1(q) est de longueur bornée par 2n−1.

Soit maintenant p1 ⊂ · · · ⊂ pk une suite strictement croissante d’idéaux premiers de
K[T1, . . . , Tn] ; on déduit une suite ϕ(p1) ⊂ · · · ⊂ ϕ(pk) d’idéaux premiers de K[Tn]. Si
cette dernière suite est constante, on voit que la suite des pi est contenue dans ϕ−1(ϕ(p1)),
d’où k ≤ 2n−1. On peut donc supposer que ϕ(p1) = {0} et m := ϕ(pk) est un idéal
maximal. Dans ce cas, la suite des pi est contenue dans ϕ−1({0}) ∪ ϕ−1(m), et donc sa
longueur est ≤ 2n−1 + 2n−1 = 2n.

Remarque 3.99. L’estimation fournie par l’exercice 3.39 est loin d’être optimale : en fait,
on montrera que dimK[T1, . . . , Tn] = n : voir le problème 6.82. On étudiera ces questions
plus systématiquement dans la section 11.2.
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Exercice 3.40 : Soit S̃ ⊂ A la plus petite partie multiplicative contenant S ; évidem-
ment tout élément de S̃ est homogène. Pour tout γ ∈ Γ, soit Bγ ⊂ B la partie des
fractions a/s telles que a ∈ Aδ, s ∈ S̃ ∩ Aλ, pour δ, λ ∈ Γ avec γ = δ − λ. Noter que si
a/s, a′/s′ ∈ Bγ avec a ∈ Aδ, a′ ∈ Aδ′ , s ∈ S̃ ∩ Aλ, s′ ∈ S̃ ∩ Aλ′ , et δ − λ = δ′ − λ′ = γ,
alors δ′′ := δ + λ′ = δ′ + λ, donc a/s+ a′/s′ = (as′ + a′s)/(ss′) avec as′ + a′s ∈ Aδ′′ et
ss′ ∈ S̃∩Aλ′′ avec λ′′ := λ+λ′, et on a δ′′−λ′′ = γ, par suite a/s+a′/s′ ∈ Bγ . Cela montre
que chaque Bγ est un sous-groupe additif de B ; en outre, évidemment B =

∑
γ∈ΓBγ ,

et Bγ · Bγ′ ⊂ Bγ+γ′ pour tous γ, γ′ ∈ Γ. Soient ensuite γ1, . . . , γk ∈ Γ deux à deux
distincts, et bi ∈ Bγi pour i = 1, . . . , k, tels que b1+ · · ·+bk = 0. Ecrivons bi = ai/si avec
ai ∈ Aδi , si ∈ S̃ ∩ Aλi et γi = δi − λi pour i = 1, . . . , k, et soit s := s1 · · · sk ∈ S̃ ∩ Aλ,
avec λ := λ1 + · · · + λk. Ainsi, bi = a′i/s avec a′i := ais/si ∈ Aδi+λ−λi , et noter que
(δi + λ − λi) − λ = γi, pour tout i = 1, . . . , k. Ainsi, quitte à remplacer ai et si par a′i
et s, on peut supposer que λ1 = · · · = λk et s1 = · · · = sk ; il existe alors t ∈ S̃ tel que
t(a1+· · ·+ak) = 0 dans A (remarque 3.27(i)), et comme t est homogène et δ1, . . . , δk sont
deux à deux distincts, il vient alors ta1 = · · · = tak = 0 dans A, d’où b1 = · · · = bk = 0.
Cela montre que B =

⊕
γ∈ΓBγ , et on voit aussitôt que la Γ-graduation sur B ainsi

obtenue est l’unique telle que j soit un morphisme d’anneaux Γ-gradués.

Exercice 3.41 : Soient (B, f : A → B) une A-algèbre, (fS′ : S′−1A → B |S′ ∈ S ) un
co-cône de sommet B ; pour tout S′ ∈ S , l’existence de l’homomorphisme de A-algèbres
fS′ équivaut à la condition : f(S′) ⊂ B×. Par suite f(S) ⊂ B×, d’où un unique ho-
momorphisme fS : S−1A → B de A-algèbres ; en particulier, fS′ = fS ◦ jS′ pour tout
S′ ∈ S , d’où l’assertion.

Problème 3.53, partie (i) : Si f est surjective, soit p ∈ SpecA un idéal premier arbi-
traire ; l’application k(p)⊗A f : k(p)n → k(p)m est encore surjective (par la proposition
3.11). Mais cette dernière est une application k(p)-linéaire d’un k(p)-espace vectoriel de
dimension n dans un autre de dimension m, donc n ≥ m.

Si f est bijective, k(p)⊗A f est encore bijective (car si g est l’inverse de f , k(p)⊗A g
est l’inverse de k(p)⊗A f), donc on doit avoir n = m.

Soit maintenant f injective, et on souhaite montrer que n ≤ m. On raisonne par
l’absurde : si n > m, on pourrait composer f avec l’inclusion

j : Am → An (a1, . . . , am) 7→ (a1, . . . , am, 0, . . . , 0)

pour obtenir g := j ◦ f : An → An toujours injective, et dont l’image est contenue dans
le noyau de la projection πn : An → A sur la dernière coordonnée. Par Cayley-Hamilton,
g est racine d’un polynôme unitaire P (T ) ∈ A[T ]. On peut supposer que P soit de degré
minimal k, et dans ce cas on remarque que a := P (0) ̸= 0 : en effet, on peut écrire
P (T ) = T ·Q(T ) + a pour un polynôme Q unitaire de degré k − 1 ; si a = 0, cela donne
g ◦ Q(g) = 0, mais comme g est injectif, on aurait déjà Q(g) = 0, contradiction. Soit
maintenant e1, . . . , en la base canonique de An ; on calcule :

0 = P (g)(en) = g ◦Q(g)(en) + a · en.

Mais cela est absurde, car g ◦Q(g)(en) ∈ Kerπn, alors que πn(a · en) = a ̸= 0.
Partie (ii) : On munit M d’une structure de A[T ]-module telle que

(anT
n + · · ·+ a0) ·m := an · gn(m) + · · ·+ a0m

pour tout anTn + · · · + a0 ∈ A[T ] et tout m ∈ M (ici, gk := g ◦ · · · ◦ g, la composition
de k copies de g, pour tout k ∈ N). Comme g est surjective, on a TM = M , donc le
corollaire 3.48 nous dit qu’il existe x ∈ A[T ] tel que x − 1 ∈ TA[T ] et xM = 0. Disons
x = 1 + T · P (T ) ; or, si g(m) = 0, on obtient

0 = x ·m = (1 + T · P (T ))(m) = m+ P (g) ◦ g(m) = m.
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Cette preuve est reprise de l’article [70] de W.Vasconcelos.
Partie (iii) : Par hypothèse, il existe x1, . . . , xn ∈ h(M) ⊂ N dont les classes x1, . . . , xn

sont une base du k(m)-espace vectoriel N/mN ; par la proposition 3.51, il s’ensuit que x•
est un système de générateurs de N , d’où l’assertion.

Exercice 3.56 : En vertu des hypothèses et de la compacité de SpecA, on peut trouver
f1, . . . , fn ∈ A tels que Mfi soit de type fini pour i = 1, . . . , n et SpecA =

⋃n
i=1 SpecAfi .

Pour chaque i = 1, . . . , n choisissons un système fini (xij/f
dj
i | j = 1, . . . , ki) de généra-

teurs de Mfi , et soit Σ := {xij | i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , ki}. On dénote par (ex |x ∈ Σ) la
base canonique de A(Σ) et on considère l’application A-linéaire ϕ : A(Σ) → M telle que
ϕ(ex) := x pour tout x ∈ Σ. Il s’ensuit aisément que ϕp : A

(Σ)
p →Mp est surjective pour

tout p ∈ SpecA, donc ϕ est surjective, par la proposition 3.55 ; cela montre que M est
de type fini. Si de plus chaque Mfi est un Afi-module de présentation finie, (Kerϕ)fi est
un Afi -module de type fini pour i = 1, . . . , n, par l’exercice 2.110(iv), donc Kerϕ est un
A-module de type fini, par ce qui précède, et finalement, M est de présentation finie.

Exercice 3.61 : La loi de multiplication de la A-algèbre (B1⊗AB2)⊗AB3 est l’unique
application A-bilinéaire telle que

((b1 ⊗ b2)⊗ b3) · ((b′1 ⊗ b′2)⊗ b′3) = (b1b
′
1 ⊗ b2b′2)⊗ b3b′3 ∀bi, b′i ∈ Bi (i = 1, 2, 3).

La loi de multiplication de B1 ⊗A (B2 ⊗A B3) est définie de même (quitte à changer la
position des parenthèses). L’assertion concernant le deuxième isomorphisme suit aussi-
tôt ; on raisonne de même pour l’autre isomorphisme.

Exercice 3.63, partie (i) : On raisonne comme pour la solution de l’exercice 3.61 : les
détails sont laissés aux soins du lecteur.

Partie (ii) : L’unicité est claire. Pour montrer l’existence, remarquons que la proposi-
tion 3.18(i) et l’exercice 3.6(ii) fournissent des isomorphismes de D-modules

(B⊗A C)⊗C D
∼→ B⊗A (C ⊗C D)

∼→ B⊗AD (b⊗ c)⊗ d 7→ b⊗ (c⊗ d) 7→ b⊗ϕ(c) · d

et on voit aisément que la composition est un homomorphisme de D-algèbres.
Partie (iii) : Considérons les applications ensemblistes

χΛ : Λ→ A[X•] := A[Xλ |λ ∈ Λ] et χ′Λ : Λ→ B[X•] := B[Xλ |λ ∈ Λ]

telles que λ 7→ Xλ pour tout λ ∈ Λ, et soit aussi 1⊗ χΛ : Λ→ B ⊗A A[X•] l’application
ensembliste telle que λ 7→ 1 ⊗ Xλ pour tout λ ∈ Λ. Rappelons d’abord que le couple
(χΛ, B[X•]) est universel pour le foncteur [−]Λ : B − Alg → Ens (voir l’exemple 2.6) ;
compte tenu du lemme 2.4(i), il suffit donc de montrer que le couple (1⊗χΛ, B⊗AA[X•])
est aussi universel pour ce même foncteur. Or, soient ιA : A → A[X•] et f : A → B les
morphismes structurels des A-algèbres A[X•], respectivement B, et ιB : B → B⊗AA[X•]
le morphisme structurel de la B-algèbre B ⊗A A[X•] ; pour toute B-algèbre (C, g : B →
C), les homomorphismes de B-algèbres h : B⊗AA[X•]→ C sont les homomorphismes de
A-algèbres tels que h ◦ ιB = g. D’autre part, la donnée d’un tel homomorphisme h de A-
algèbres équivaut à celle d’un couple (h1 : A[X•] → C, h2 : B → C) d’homomorphismes
de A-algèbres : plus précisément, si ιA[X•] : A[X•] → B ⊗A A[X•] est le morphisme
structurel de la A[X•]-algèbre B⊗AA[X•], on a h1 = h◦ιA[X•] et h2 = h◦ιB . On conclut
que la donnée d’un homomorphisme de B-algèbres h : B⊗AA[X•]→ C équivaut à celle de
l’homomorphisme de A-algèbres h◦ιA[X•] : A[X•]→ C. Evidemment ιA[X•]◦χΛ = 1⊗χΛ,
d’où l’assertion.

Partie (iv) : Pour toute A′-algèbre (B, g : A′ → B) et toute A-algèbre (C, h : A→ C)
on doit exhiber une bijection naturelle :

A− Alg(C,B[f ])
∼→ A′ − Alg(A′ ⊗A C,B).
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Or, par définition, un homomorphisme ϕ : C → B[f ] de A-algèbres est la donnée d’un
diagramme commutatif d’anneaux :

A
f //

h ��

A′

g
��

C
ϕ // B

et il existe alors un unique homomorphisme d’anneaux ϕ′ : A′⊗AC → B tel que ϕ′◦iC = ϕ

et ϕ′ ◦ iA′ = g (avec C iC−−→ A′ ⊗A C
iA′←−− A′ les homomorphismes canoniques) ; cette

dernière identité signifie que ϕ′ est un homomorphisme de A′-algèbres. La naturalité de
l’association ϕ 7→ ϕ′ est vérifiée par inspection directe.

Exercice 3.64, partie (ii.a) : L’isomorphisme (M⊗AM ′)p
∼→Mp⊗Ap

M ′p du corollaire
3.44 pour tout p ∈ SpecA, montre que SuppA (M ⊗A M ′) ⊂ (SuppAM) ∩ (SuppAM

′)
pour toute paire de A-modules M,M ′. Si M et M ′ sont de type fini, on a l’inclusion
opposée grâce à la remarque 3.58(ii) et aux isomorphismes de k(p)-espaces vectoriels
(M ⊗AM ′)(p)

∼→M(p)⊗k(p) M ′(p) (proposition 3.20).
Partie (ii.b) : Soient q ⊂ B un idéal premier, et p := f−1(q) ; la proposition 3.18(i) et

l’exercice 3.6(ii) fournissent des isomorphismes k(q)-linéaires :

(B ⊗AM)(q) = k(q)⊗B (B ⊗AM)
∼→ (k(q)⊗B B)⊗AM

∼→ k(q)⊗AM
et l’extension de corps résiduels k(p)→ k(q) induit une injection M(p) = k(p)⊗AM →
k(q)⊗AM , car k(q) est trivialement un k(p)-module libre ; en outre, il est clair que l’image
de M(p) engendre le k(q)-espace vectoriel k(q)⊗AM . Ainsi, M(p) = 0⇔ (B⊗AM)(q) =
0, et on conclut encore avec la remarque 3.58(ii).

Partie (i) : Cela découle de (ii), et de l’isomorphisme B-linéaire

(B ⊗B′ M ′)⊗B (B ⊗B′ M ′′)
∼→M

fourni par la remarque 3.60(iii).

Exercice 3.66, partie (i) : On définit les éléments e1 := (1, 0), e2 := (0, 1) de A, et on
remarque que

e1 + e2 = 1 e1 · e2 = 0.

Par suite e1M + e2M = M et e1M ∩ e2M = 0, car si e1m = e2m
′, on a e1m = e21m =

e1e2m
′ = 0. Donc

M = e1M ⊕ e2M.

De plus, on définit des structures de Ai-module sur eiM pour i = 1, 2, par :

a1 · e1m := (a1, 0) ·m et a2 · e2 ·m := (0, a2) ·m ∀a1 ∈ A1,∀a2 ∈ A2

et on voit aisément que la structure de A-module sur eiM est déduite de cette structure
de Ai-module, après restriction des scalaires suivant la projection πi : A → Ai. Cela
montre que tout A-module est (naturellement isomorphe au) produit direct d’un A1-
module et un A2-module. De plus, toute application A-linéaire f : M → N se restreint
en des applications eiM → eiN qui sont évidemment Ai-linéaires.

Partie (ii) : La partie (i) montre, en particulier, que tout idéal de A est le produit
I1 × I2 d’un idéal de A1 et un idéal de A2. Un idéal de telle forme est premier si et
seulement si A1/I1×A2/I2 est un anneau intègre. Evidemment, cette dernière condition
est satisfaite précisément dans les deux cas suivants : soit I1 ∈ SpecA1 et I2 = A2,
soit I1 = A1 et I2 ∈ SpecA2 ; dans le premier cas, on a I1 × I2 = π−11 I1, et dans le
deuxième cas on a I1 × I2 = π−12 I2. Cela achève de montrer que SpecA est la réunion
disjointe SpecA1 ⊔ SpecA2. De plus, on voit que chaque partie SpecAi est ouverte et
fermée dans SpecA, et comme la projection πi est surjective, on sait que la topologie
de Zariski de SpecAi coïncide avec la topologie induite par celle de SpecA via Specπi
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(remarque 1.45(i)). On conclut que la topologie de SpecA est bien la réunion disjointe
des topologies de SpecA1 et SpecA2.

Partie (iii) : Par hypothèse U1 et U2 sont ouverts et fermés à la fois, donc il existe des
idéaux I1, I2 ⊂ A tels que Ui = V (Ii) pour i = 1, 2. La condition U1 ∩ U2 = ∅ implique
que I1 + I2 = A, donc par le lemme chinois, l’homomorphisme naturel

A→ A/I1 ×A/I2

est surjectif. Son noyau est I1 ∩ I2, et on sait que V (I1 ∩ I2) = U1 ∪ U2 = SpecA, donc
I1 ∩ I2 ⊂ N (A), et tout élément de I1 ∩ I2 est nilpotent, par le théorème 1.50(ii). On
arrive donc à la question générale suivante. Soit A un anneau, I ⊂ N (A) un idéal de A
tel que A/I se décompose sous la forme Ā1 × Ā2, le produit de deux anneaux ; montrer
que l’on peut relever cette décomposition en une décomposition A = A1 × A2, de sorte
que I = I1×I2 pour des idéaux Ii ⊂ Ai, et Āi = Ai/Ii, avec i = 1, 2. Or, la preuve de (i) a
montré que la donnée d’une telle décomposition équivaut à celle d’un élément idempotent
e1 ∈ A (et de son complémentaire e2 := 1 − e1) : à savoir, la décomposition fournit
les idempotents (1, 0) et (0, 1), et réciproquement, un idempotent e1 fournit les idéaux
Ai := eiA pour i = 1, 2, et ces derniers sont en effet des anneaux quotients de A, avec
ei pour unité, la projection A→ Ai étant donnée par : a 7→ eia pour tout a ∈ A. Donc,
notre question devient la suivante : avec les hypothèses ci-dessus sur I, soit ē1 ∈ A/I un
élément idempotent ; montrer qu’il existe un idempotent e1 ∈ A dont l’image dans A/I
coïncide avec ē1. Voici une vieille astuce pour construire un tel relèvement : on choisit
d’abord un représentant x ∈ A pour la classe de ē1 ; par construction, a := x2 − x ∈ I,
donc an = 0 pour un entier n ≥ 1. On pose y := 1− x, d’où xnyn = 0. On écrit

1 = (x+ y)2n−1 = e+ e′

avec
e :=

∑n−1
i=0

(
2n−1
i

)
x2n−1−iyi e′ :=

∑n−1
i=0

(
2n−1
i

)
xiy2n−i−1.

Le produit e · e′ est une combinaison Z-linéaire des termes x2n−1−i+jy2n−1−j+i avec
0 ≤ i, j ≤ n− 1. Mais tous ces termes son nuls, donc e · e′ = 0, et on déduit

e = e · (e+ e′) = e2

i.e. e est idempotent. La classe de e dans A/I est
∑n−1
i=0

(
2n−1
i

)
ē2n−1−i ·(1−ē)i = ē2n−1 =

ē, donc e est le relèvement cherché.

Remarque 3.100. Soient A,B deux anneaux (unitaires), et f : A→ B un homomorphisme
non unitaire d’anneaux, i.e. e := f(1) n’est pas forcément l’unité de B. On a

e2 = f(1) · f(1) = f(1 · 1) = f(1) = e

donc e est un idempotent de B, et la discussion ci-dessus montre que B se décompose sous
la forme B = B1×B2, de sorte que e correspond à l’élément (1, 0) sous cette identification.
Par suite f correspond à la donnée d’un homomorphisme unitaire d’anneaux f1 : A→ B1

et de l’homomorphisme non unitaire f2 : A→ B2 tel que f2(a) = 0 pour tout a ∈ A. On
voit donc que l’omission de la condition f(1) = 1 pour les homomorphismes d’anneaux
(unitaires) ne conduit pas à un élargissement intéressant de l’algèbre commutative.

Exercice 3.67 : On reprend les notations de l’exemple 3.65. Soient σ, τ ∈ G, tels que
τ−1 ◦ σ ∈ H, et x :=

∑n
i=1 ai ⊗ bi ∈ E ⊗K F un élément ; on remarque :

x ∈ mσ ⇔
∑n
i=1 ai · σ(bi) = 0 ⇔

∑n
i=1 ai · τ(bi) = 0 ⇔ x ∈ mτ .

Remarquons aussi que mσ ∩ E ⊗K F est le noyau de la restriction π′σ : E ⊗K F → E de
πσ, et π′σ est évidemment surjective, pour tout σ ∈ G. Donc mσ ∩ E ⊗K F est un idéal
maximal de E⊗K F qui ne dépend que de la classe σ̄ de σ dans G/H, et que l’on notera
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nσ̄. On a déja vu que
⋂
σ∈Gmσ = 0, donc on peut trouver une partie minimale S ⊂ G/H

telle que
⋂
σ̄∈S nσ̄ = 0. Par le lemme chinois, on déduit un isomorphisme de E-algèbres

E ⊗K F
∼→ E|S|.

Il reste donc à montrer que S = G/H. Mais on a d = dimE E ⊗K F = dimE E
|S| (voir

l’exercice 3.16(ii)), et G/H a cardinalité d, d’où l’assertion.

Problème 3.69, partie (i) : Par hypothèse, il existe n ∈ N et une suite finie P1, . . . , Pr ∈
A[X1, . . . , Xn] telle que B ≃ A[X1, . . . , Xn]/(P1, . . . , Pr). De même, on a k ∈ N et un
isomorphisme B-linéaire Bk/N ∼→ M , pour un sous-module N ⊂ Bk engendré par un
système fini x1, . . . , xt ; pour tout i = 1, . . . , t on a alors des polynômes Qi1, . . . , Qik ∈
A[X1, . . . , Xn] tels que xi = (Qi1, . . . , Qik) (où l’on désigne par Qij ∈ B la classe de
Qij , pour tout j = 1, . . . , k). Pour tout λ ∈ Λ, soit jλ,n := jAλ ⊗A0

A0[X1, . . . , Xn] :
Aλ[X1, . . . , Xn]→ A[X1, . . . , Xn] ; il existe alors λ ∈ Λ et une suite de polynômes

Pλ,1, . . . , Pλ,r, Qλ,1,1, . . . , Qλ,tk ∈ Aλ[X1, . . . , Xn]

tels que Pi = jλ,n(Pλ,i) pour i = 1, . . . , r et Qil = jλ,n(Qλ,il) pour i = 1, . . . , t et
l = 1, . . . , k. Posons

Bλ := Aλ[X1, . . . , Xn]/(Pλ,1, . . . , Pλ,r).

On a l’isomorphisme de A-algèbres : A ⊗Aλ Bλ
∼→ B de l’exemple 3.62 ; de plus, pour

tous i ≤ t et j ≤ k, soit Qλ,ij ∈ Bλ la classe de Qλ,ij , et posons

xλi := (Qλ,i1, . . . , Qλ,ik) ∈ Bkλ.

Soient Nλ ⊂ Bkλ le Bλ-sous-module engendré par xλ1, . . . , xλt, et Mλ := Bkλ/Nλ. On
déduit un isomorphisme B-linéaire évident B ⊗Bλ Mλ

∼→M .
Partie (ii) : Noter que B représente la limite directe du système filtrant de A0-algèbres

(Bλ |λ ∈ Λ), et (jBλ := jAλ ⊗A0
B0 : Bλ → B |λ ∈ Λ) est un co-cône universel (exercice

3.63(iv) et proposition 2.49(ii)) ; par suite, le B0-module N := B ⊗B0
N0 représente

la colimite du système de B0-modules N• := (Nλ |λ ∈ Λ), avec le co-cône universel
(jNλ := jBλ ⊗B0 N0 : Nλ → N |λ ∈ Λ) (exercice 3.14). D’après l’exercice 3.17(i), on a alors
une bijection naturelle

(†) lim
−→
λ∈Λ

HomB0(M0, Nλ)
∼→ HomB0(M0, N).

Soit jM0 : M0 → M := B ⊗B0
M0 l’application B0-linéaire avec jM0 (x) := 1 ⊗ x pour

tout x ∈ M0 ; par suite, il existe λ ∈ Λ et une application B0-linéaire v : M0 → Nλ tels
que jNλ ◦ v = u ◦ jM0 . Sous l’adjonction du 3.2.2, v correspond à l’application Bλ-linéaire
uλ : Mλ → Nλ telle que uλ(1 ⊗ x) = v(x) pour tout x ∈ M0. Une inspection directe
montre que uλ convient : les détails sont laissés au lecteur.

Partie (iii) : On raisonne comme pour (ii) : d’abord, on a le co-cône universel de
A0-algèbres (jCλ := jAλ ⊗A0

C0 : Cλ → C |λ ∈ Λ), d’où une bijection naturelle

(††) lim
−→
λ∈Λ

A0 − Alg(B0, Cλ)
∼→ A0 − Alg(B0, C)

(exercice 3.17(ii)). Soit jB0 : B0 → B l’homomorphisme de A0-algèbres tel que jB0 (b) :=
1 ⊗ b pour tout b ∈ B0 ; il existe alors λ ∈ Λ et un homomorphisme de A0-algèbres
g : B0 → Cλ tel que jCλ ◦ g = f ◦ jB0 . Par l’adjonction de l’exercice 3.63(iv), on déduit un
homomorphisme de Aλ-algèbres fλ : Bλ → Cλ qui convient.

Partie (iv) : Soient v, v′ : M0 → Nλ les applications B0-linéaires telles que v(x) :=
uλ(1⊗ x) et v′(x) := u′λ(1⊗ x) pour tout x ∈ M0 ; pour tout µ ∈ Λ avec µ ≥ λ, notons
aussi par jNλµ : Nλ → Nµ l’homomorphisme de transition du système N•. Par hypothèse,
jNλ ◦ v = jNλ ◦ v′ ; la bijection (†) entraîne alors qu’il existe µ ∈ Λ avec µ ≥ λ, tel que
jNλµ ◦ v = jNλµ ◦ v′ ; cela équivaut à l’identité Bµ ⊗Bλ uλ = Bµ ⊗Bλ u′λ. De même, à l’aide
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de la bijection (††) on vérifie l’assertion concernant fλ et f ′λ : les détails sont laissés aux
soins du lecteur.

Partie (v) : Evidemment, si uλ : Mλ
∼→ Nλ est un isomorphisme Bλ-linéaire pour

quelque λ ∈ Λ, alors B ⊗Bλ uλ : M
∼→ N est un isomorphisme B-linéaire. Réciproque-

ment, soit u : M
∼→ N un isomorphisme B-linéaire ; d’après (ii) il existe λ ∈ Λ et des

applications Bλ-linéaires uλ : Mλ → Nλ, vλ : Nλ → Mλ telles que B ⊗Bλ uλ = u et
B ⊗B0

vλ = u−1. Il vient B ⊗Bλ (vλ ◦ uλ) = B ⊗Bλ IdMλ
; d’après (iv) il existe alors

µ ≥ λ dans Λ tel que Bµ ⊗Bλ (vλ ◦ uλ) = IdMµ , et de même on peut supposer que
Bµ ⊗Bλ (uλ ◦ vλ) = IdNµ . Cela montre que Bµ ⊗Bλ uλ :Mµ → Nµ est un isomorphisme
dont l’inverse est Bµ⊗Bλ vλ. Le même raisonnement s’applique, mutatis mutandis, pour
l’assertion concernant B0 et C0.

Exercice 3.72 : Evidemment T ′ ⊂ (Spec g)−1(T ). Réciproquement, soit t′ ∈ SpecA′ tel
que t := (Spec g)(t′) ∈ T ; on doit montrer que (SpecA′ ⊗A f)−1(t′) ̸= ∅, et cela revient
à dire que k(t′)⊗A′ B′ ̸= 0 (théorème 1.34). Mais par hypothèse on a k(t)⊗A B ̸= 0, et
d’autre part on a des isomorphismes naturels d’anneaux :

k(t′)⊗A′ B′ ≃ k(t)⊗A′ (A′ ⊗A B) ≃ k(t′)⊗A B ≃ k(t′)⊗k(t) (k(t)⊗A B).

En particulier dimk(t′) k(t
′)⊗A′ B′ = dimk(t) k(t)⊗A B, d’où l’assertion.

Exercice 3.75, partie (i) : Soit a1, . . . , an ∈ A un système fini de générateurs de I,
et ϕ : M → Mn l’application A-linéaire telle que x 7→ (a1x, . . . , anx) pour tout x∈M ;
évidemment Kerϕ = AnnM (I). Si B est une A-algèbre plate, il vient AnnB⊗AM (IB)=
Ker (B ⊗A ϕ)=B ⊗A Kerϕ (proposition 2.102(iii)), d’où l’assertion.

Partie (ii) : De même, soit ψ : B → Bn l’application A-linéaire telle que ψ(b) :=
(f(a1)b, . . . , f(an)b) pour tout b ∈ B ; alors Kerψ = AnnB(I) et si M est un A-module
plat, Ker(ψ)⊗AM = Ker(ψ ⊗AM) = AnnB⊗AM (IB), d’où l’assertion.

Partie (iii) : C’est le cas particulier de (ii) avec I = Aa et B = A.
Partie (iv) : Si A est intègre, on a AnnA(a) = 0 pour tout a ∈ A \ {0}, par suite

AnnB(f(a)) = 0 pour tout a ∈ A \ {0}, d’après (i), d’où l’assertion.

Exercice 3.76, partie (i) : Soit ϕ : N → N ′ un homomorphisme injectif de A-modules.
On obtient un diagramme commutatif de A-modules :

(P ⊗B M)⊗A N
∼ //

(P⊗BM)⊗Aϕ
��

P ⊗B (M ⊗A N)

P⊗B(M⊗Aϕ)
��

(P ⊗B M)⊗A N ′
∼ // P ⊗B (M ⊗A N ′)

dont les flèches horizontales sont les isomorphismes de la proposition 3.18(i) (appliquée
avec C = B et g = IdB). Comme M[f ] est un A-module plat, M ⊗A ϕ est une injection
B-linéaire ; comme P est un B-module plat, P⊗B (M⊗Aϕ) est à son tour injective. Ainsi,
(P ⊗B M) ⊗A ϕ est injective, d’où la première assertion, grâce à la remarque 3.74(ii).
La deuxième assertion de (i) suit aussitôt, en faisant M := B, avec les isomorphismes
naturels P⊗BB

∼→M de l’exercice 3.6(ii). La partie (ii) de l’exercice est une conséquence
immédiate de (i).

Partie (iii) : Soit Σ := (0 → M1 → M2 → M3 → 0) une suite exacte courte de A-
modules ; pour tout λ ∈ Λ on obtient une suite Pλ⊗AΣ := (0→ Pλ⊗AM1 → Pλ⊗AM2 →
Pλ⊗AM3 → 0), ainsi qu’une suite L⊗AΣ, après tensorisation de Σ avec la colimite L du
système filtrant P•. De plus, si u• := (uλ : Pλ → L |λ ∈ Λ) est un co-cône universel, on
déduit un co-cône u• ⊗A Σ := (uλ ⊗A Σ |λ ∈ Λ) dans la catégorie C(A). Compte tenu de
la proposition 2.102(ii), il suffit de montrer que Hj(L⊗A Σ) = 0 pour tout j ∈ Z. Or, on
a déjà vu que les colimites de C(A) se calculent terme à terme (voir l’exercice 2.98(ii)),
et pour i = 1, 2, 3 le foncteur −⊗AMi commute avec les colimites (proposition 2.49(ii)),
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donc u•⊗AΣ est un co-cône universel. De plus, le foncteur Hi commute avec les colimites
filtrantes (exercice 2.100), donc on est ramené à vérifier que Hj(Pλ ⊗A Σ) = 0 pour tout
λ ∈ Λ et tout j ∈ Z. Mais cela découle de la proposition 2.102(iii), car chaque Pλ est plat.

Exercice 3.81, partie (i) : Montrons d’abord que la condition implique la platitude
de P . Pour cela, soit I ⊂ A un idéal de type fini quelconque, et x un élément du noyau
de l’application ϕI : P ⊗A I → P induite par l’inclusion I → A ; compte tenu de la
proposition 3.78, il suffit de montrer que x = 0. Ecrivons x =

∑n
i=1 xi ⊗ ai pour certains

x1, . . . , xn ∈ P et a1, . . . , an ∈ I, et soit aussi J ⊂ I le sous-idéal engendré par la suite a• ;
évidemment x est dans l’image de l’application P ⊗A J → P ⊗A I induite par l’inclusion
J → I, et il suffira donc de vérifier que x s’annule déjà dans P⊗AJ , i.e. on peut supposer
que a• engendre I. Par hypothèse,

∑n
i=1 aixi = 0, et on trouve alors des suites d’éléments

y• de P et b•• de A vérifiant (∗) ; on peut maintenant conclure avec l’exercice 3.12.
Réciproquement, si P est plat et si

∑n
i=1 aixi = 0, l’élément x :=

∑n
i=1 xi ⊗ ai

appartient au noyau de ϕI , où I ⊂ A est l’idéal engendré par a1, . . . , an ; donc x = 0, et
pour conclure il suffit d’invoquer à nouveau l’exercice 3.12.

Partie (ii) : Soient I ⊂ A un idéal non nul, a ∈ A un générateur de I ; l’appli-
cation A → I : b 7→ ab est un isomorphisme de A-modules, et l’isomorphisme induit
ψa : P

∼→ P ⊗A A
∼→ P ⊗A I est l’application telle que ψa(x) = x⊗ a pour tout x ∈ P .

La composition ϕI ◦ ψa : P → P est donc la multiplication scalaire par a ; cette dernière
est injective pour tout a ∈ A \ {0} si et seulement si P est sans torsion. Pour conclure,
il suffit maintenant d’invoquer la proposition 3.78.

Problème 3.83, partie (i.a) : Supposons que le foncteur M ⊗A − soit fidèle, et soit
p ∈ SpecA un idéal premier ; il s’ensuit en particulier que M⊗AIdκ(p) ̸= 0, i.e.M(p) ̸= 0.
Réciproquement, supposons que M soit un A-module plat, et M(m) ̸= 0 pour tout
m ∈ MaxA ; on va montrer d’abord que M ⊗A N ̸= 0 pour tout A-module N ̸= 0.
Pour cela, soit x ∈ N \ {0} ; par hypothèse, l’inclusion Ax → N induit une injection
M ⊗A Ax→M ⊗A N , donc il suffit de montrer que M ⊗A Ax ̸= 0. On est alors ramené
au cas où N = A/I pour un idéal I ̸= A ; mais il existe m ∈ MaxA tel que I ⊂ m
(corollaire 1.35(i)), et comme M(m) ̸= 0, il vient M/IM ̸= 0, d’où l’assertion. Or, soit
h : N → N ′ une application A-linéaire telle que M ⊗A h = 0 ; pour conclure, il suffit
de montrer que h = 0. Pour cela, soit K := Kerh ; la platitude de M implique que
M ⊗A K = Ker (M ⊗A h) =M ⊗A N , d’où M ⊗A (N/K) = 0, et par ce qui précède on
déduit que N = K, d’où l’assertion.

Partie (i.b) : Soit x ∈ Ker(f ⊗AM), et posons N := Ax ; l’inclusion N → M induit
une injection B ⊗A N → B ⊗AM , car f est plat, donc 1⊗ x = 0 dans B ⊗A N . Mais le
B-module B⊗AN est engendré par 1⊗ x, donc B⊗AN = 0, et comme f est fidèlement
plat, la preuve de (i.a) montre que N = 0, d’où l’assertion.

Partie (i.c) : Si f est fidèlement plat, on a vu que B(p) ̸= 0 pour tout p ∈ SpecA ;
mais SpecB(p) s’identifie naturellement avec (Spec f)−1(p) (voir §3.4.2), donc ce dernier
est ̸= ∅, et ainsi Spec f est surjective. La réciproque suit aussitôt de (i.a), et la dernière
implication est un cas particulier de (i.b).

Partie (i.d) : Evidemment A× ⊂ f−1f(A×) ⊂ f−1(B×) ; pour la réciproque, noter
que a ∈ A× ⇔ Ker(aIdA) = Coker(aIdA) = 0, et de même on caractérise les éléments de
B×. Donc, soit a ∈ A tel que b := f(a) ∈ B× ; il vient 0 = Ker(bIdB) = B⊗AKer(aIdA),
d’où Ker(aIdA) = 0, d’après (i.b), et de même on montre que Coker(aIdA) = 0. Par
suite a ∈ A×, d’où l’assertion.

Partie (ii.a) : En effet, C⊗A f est plat par la remarque 3.74(vi), et Spec (C⊗A f) est
surjectif par l’exercice 3.72.

Partie (ii.b) : Supposons que B ⊗AM soit un B-module plat ; soit aussi ϕ : N ′ → N
un homomorphisme injectif de A-modules. Comme B est une A-algèbre plate, B⊗Aϕ est
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encore injectif, et de même pour (B⊗AM)⊗B (B⊗Aϕ), par la platitude de B⊗AM . Mais
les isomorphismes naturels de la proposition 3.20 identifient ce dernier homomorphisme
de B-modules avec B⊗A (M⊗Aϕ) ; la preuve de (i.a) montre alors que Ker (M⊗Aϕ) = 0.
Cela achève de vérifier queM est plat. L’assertion réciproque suit de la remarque 3.74(vi).

Ensuite, si M est de type fini, évidemment B⊗AM est de type fini. Réciproquement,
si B⊗AM est de type fini, on peut trouver un système fini x1, . . . , xn d’éléments de M tel
que 1⊗ x1, . . . , 1⊗ xn engendre le B-module B ⊗AM . Soit e1, . . . , en la base canonique
de An, et ϕ : An → M l’application telle que ei 7→ xi pour tout i = 1, . . . , n ; on a
B ⊗A Cokerϕ

∼→ Coker (B ⊗A ϕ) = 0. La preuve de (i.a) montre alors que Cokerϕ = 0,
et donc M est de type fini.

Soit M de présentation finie ; donc M est isomorphe au conoyau d’un homomorphisme
ϕ : An → Am de A-modules libres de rang fini. Alors B⊗AM est isomorphe au conoyau de
B⊗Aϕ, et il est ainsi de présentation finie. Réciproquement, si B⊗AM est de présentation
finie, on sait par ce qui précède que M est de type fini ; soit donc ϕ : An → M une
surjection A-linéaire. L’exercice 2.110(iv) nous dit que Ker (B ⊗A ϕ) = B ⊗A Kerϕ est
un B-module de type fini, donc Kerϕ est un A-module de type fini, par le cas précédent ;
par suite, M est de présentation finie.

Partie (ii.c) : Supposons que B ⊗A C soit de type fini ; on a alors x1, . . . , xn ∈ C
tels que le système 1 ⊗ x1, . . . , 1 ⊗ xn engendre la B-algèbre B ⊗A C. On considère
l’homomorphisme de A-algèbres ϕ : A[T1, . . . , Tn]→ C tel que Ti 7→ xi pour i = 1, . . . , n ;
par construction B ⊗A ϕ est surjectif, et en raisonnant comme dans (ii.b) on déduit que
ϕ est surjectif, i.e. B est de type fini.

En dernier lieu, si B ⊗A C est de présentation finie, on sait déjà que B est de type
fini, donc soit ϕ : A′ := A[T1, . . . , Tn] → C un homomorphisme surjectif de A-algèbres,
et I := Kerϕ ; au vu de l’exercice 3.17(iii), il s’ensuit que B ⊗A I = Ker (B ⊗A ϕ) est un
idéal de type fini de B′ := B ⊗A A′. Mais d’un côté on a un isomorphisme naturel de
B′-modules B′ ⊗A′ I ≃ B ⊗A I, et de l’autre côté l’homomorphisme f ⊗A A′ : A′ → B′

est fidèlement plat, d’après (ii.a) ; au vu de (ii.b) il s’ensuit que I est un idéal de type
fini, donc C est de présentation finie.

Partie (ii.d) : D’après la proposition 2.102(i), B ⊗A Ker(ϕ) (resp. B ⊗A Coker(ϕ))
représente le noyau (resp. le conoyau) de B ⊗A ϕ ; d’autre part, (i.b) montre que B ⊗A
Ker(ϕ) = 0⇔ Ker(ϕ) = 0, et de même pour B ⊗A Coker(ϕ), d’où l’assertion.

Partie (iii) : D’après (i.a), la A-algèbre plate B est fidèlement plate si et seulement si
B[f ](mA) ̸= 0, i.e. si et seulement si mAB ̸= B, d’où l’assertion.

Problème 3.89, partie (i) : Soit M un A-module ; on pose

Tens0A(M) := A et Tensn+1
A (M) := TensnA(M)⊗AM ∀n ∈ N.

On va définir une loi de multiplication A-bilinéaire et associative sur le A-module

Tens•A(M) :=
⊕

n∈N TensnA(M).

Soient donc m,n ∈ N ; on a un isomorphisme canonique d’associativité

γm,nM : TensmA (M)⊗A TensnA(M)
∼→ Tensm+n

A (M)

(voir la remarque 3.9) dont l’action consiste à changer la position des parenthèses né-
cessaires pour expliciter un produit tensoriel de deux tenseurs élémentaires donnés ; par
exemple, un tenseur élémentaire de Tens2A(M) s’écrit sous la forme (a⊗m1)⊗m2 avec
a ∈ A et m1,m2 ∈M , donc γ2,2M est l’application :

((a⊗m1)⊗m2)⊗ ((a′ ⊗m′1)⊗m′2) 7→ (((aa′ ⊗m1)⊗m2)⊗m′1)⊗m′2.

L’application A-linéaire γm,nM correspond donc à une application A-bilinéaire

γ̄m,nM : TensmA (M)× TensnA(M)→ Tensm+n
A (M)
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et la loi de multiplication souhaitée pour Tens•A(M) sera la somme directe de toutes ces
applications. L’associativité de cette loi peut être vérifiée sur les produits de tenseurs
élémentaires, où elle est évidente, et on a donc une A-algèbre associative Tens•A(M) bien
définie (dont l’unité est 1 ∈ Tens0A(M)) et munie d’une application A-linéaire naturelle

iM :M
∼→ Tens1A(M)→ Tens•A(M).

Il reste à montrer que le couple (Tens•A(M), iM ) est universel pour le foncteur

A− AlgAss→ Ens B 7→ HomA(M,GB).

Soient donc (B, f : A→ B) une A-algèbre associative avec f(A) ⊂ Z(B), et ϕ :M → B
une application A-linéaire ; on dénote par µB : B⊗AB → B l’application A-linéaire telle
que b⊗ b′ 7→ bb′ pour tous b, b′ ∈ B, et on pose

ϕ0 := f : Tens0A(M)→ B ϕn+1 := µB ◦ (ϕn ⊗A ϕ) : Tensn+1
A (M)→ B ∀n ∈ N.

Donc, ϕn(a⊗m1 ⊗ · · · ⊗mn) = f(a) · ϕ(m1) · · ·ϕ(mn) pour tout n ∈ N et tout tenseur
élémentaire a⊗m1⊗· · ·⊗mn de TensnA(M). Il s’ensuit aussitôt que la somme directe ϕ :
Tens•A(M)→ B des applications ϕn pour tout n ∈ N nous donne un homomorphisme de
A-algèbres associatives tel que ϕ◦ iM = ϕ ; comme la A-algèbre associative Tens•A(M) est
engendrée par son facteur direct Tens1A(M), on voit que cette dernière identité détermine
ϕ, d’où l’assertion. Explicitons l’homomorphisme de A-algèbres associatives

Tens•A(h) : Tens
•
A(M)→ Tens•A(N)

associé à une application A-linéaire donnée h :M → N de A-modules : l’adjonction entre
G et Tens•A est le système des bijections ϑM,B qui associent à tout homomorphisme de
A-algèbres associatives ψ : Tens•A(M) → B l’application A-linéaire ψ ◦ iM : M → GB,
et la naturalité de ϑ•• se traduit par le diagramme commutatif

A− AlgAss(Tens•A(N), B)
ϑN,B //

A−AlgAss(Tens•A(h),B)
��

HomA(N,GB)

HomA(h,GB)
��

A− AlgAss(Tens•A(M), B)
ϑM,B // HomA(M,GB)

où la flèche verticale à gauche est l’application telle que ϕ 7→ ϕ ◦Tens•A(h) pour tout ho-
momorphisme de A-algèbres associatives ϕ : Tens•A(N)→ B. Si l’on fait B := Tens•A(N)
et ϕ := 1B , on obtient :

Tens•A(h) ◦ iM = iN ◦ h
i.e. Tens•A(h) se restreint en une application A-linéaire M ∼→ Tens1A(M)→ Tens1A(N)

∼→
N qui coïncide avec h ; donc finalement

Tens•A(a⊗m1 ⊗ · · · ⊗mn) = a⊗ h(m1)⊗ · · · ⊗ h(mn)

pour tout n ∈ N et tout tenseur élémentaire a ⊗ m1 ⊗ · · · ⊗ mn de TensnA(M). En
particulier, Tens•A(h) est la somme directe de ses composantes

TensnA(h) : Tens
n
A(M)→ TensnA(N).

Ensuite, soit I ⊂ Tens•A(M) l’idéal bilatère engendré par le système

Σ := {1⊗m⊗ n− 1⊗ n⊗m |m,n ∈M} ⊂ Tens2A(M).

Donc, les éléments de I sont toutes les sommes de produits x · y · z avec x, z ∈ Tens•A(M)
arbitraires et y ∈ Σ. On pose

Sym•A(M) := Tens•A(M)/I.

Noter que la multiplication de Tens•A(M) induit une loi de multiplication sur Sym•A(M),
qui fait de ce quotient une A-algèbre associative, et la projection π : Tens•A(M) →
Sym•A(M) est un homomorphisme de A-algèbres associatives. Noter aussi que I est
la somme directe de ses A-sous-modules In := I ∩ TensnA(M) pour tout n ∈ N, donc
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Sym•A(M) est à son tour la somme directe des images Symn
A(M) := π(TensnA(M)) =

TensnA(M)/In (les détails sont confiés au lecteur). Aussi, I0 = I1 = 0, d’où

Sym0
A(M) = A et Sym1

A(M)
∼→M

et on pose jM := π ◦ iM : M → Sym•A(M). De plus, pour tout m ∈ M notons
m := π(1 ⊗ m) ∈ Sym1

A(M) ; évidemment m · n = n · m pour tous m,n ∈ M , et
comme le système (m |m ∈ M) engendre la A-algèbre Sym•A(M), on conclut que cette
dernière est associative et commutative. En dernier lieu, soit B une A-algèbre (commu-
tative) ; évidemment tout homomorphisme Tens•A(M)→ B de A-algèbres associatives se
factorise à travers Sym•A(M) de façon unique. Compte tenu de la propriété universelle de
Tens•A(M), il s’ensuit aussitôt que le couple (Sym•A(M), jM ) est universel pour le foncteur

A− Alg→ Ens B 7→ HomA(M,FB).

On obtient ainsi le foncteur Sym•A souhaité, adjoint à gauche de F . A toute application
A-linéaire h : M → N , ce foncteur associe un homomorphisme de A-algèbres Sym•A(h) :
Sym•A(M)→ Sym•A(N) déterminé comme ci-dessus par l’identité :

Sym•A(h) ◦ jM = jN ◦ h
qui permet de l’expliciter par une formule analogue à celle pour Tens•A(h) : les détails
seront laissés encore au lecteur.

Partie (ii) : L’assertion pour F découle de l’exercice 2.31(iii,iv). Ensuite, soient

(Bλ, gλµ |λ, µ ∈ Λ, µ ≥ λ)
un système filtrant de A-algèbres associatives, et S la réunion disjointe

⊔
λ∈ΛBλ ; d’après

l’exercice 2.31(iii), la colimite du système des A-modules sous-jacents aux Bλ est repré-
sentée par le A-module B := S/ ∼ des classes d’équivalence [x, λ] des éléments de S,
pour la relation d’équivalence ∼ détaillée par l’exercice 2.31(i). En raisonnant comme
dans la solution de l’exercice 2.31(iv), on munit B d’une structure naturelle de A-algèbre
associative, et on vérifie aisément que B représente la colimite du système de A-algèbres
associatives (B•, g••) : les détails sont confiés aux soins du lecteur. Cette construction
explicite montre bien que G commute avec les colimites filtrantes.

Partie (iii) : Tens•A et Sym•A commutent avec toute colimite, car ils admettent des
adjoints à droite (proposition 2.49(ii)) ; avec (ii) et la remarque 3.88, on est alors ramené
à montrer que Tens•A(L) et Sym•A(L) sont des A-modules plats, pour tout A-module libre
L de rang r ∈ N. Pour Tens•A(L), on remarque que TensnA(L) est libre de rang rn pour
tout n ∈ N, et on conclut grâce à la remarque 3.74(iv).

Ensuite, pour toute A-algèbre B, remarquons les bijections naturelles :

A− Alg(Sym•A(A
(Λ)), B)

∼→ HomA(A
(Λ), FB)

∼→ (FB)Λ ∀Λ ∈ Ob(Ens)

où la première flèche est l’adjonction pour le couple de foncteurs (Sym•A, F ) et la deuxième
est l’adjonction pour le couple de foncteurs (A(−), F ′), avec F ′ : A − Mod → Ens le
foncteur d’oubli (voir le problème 2.10(ii)). Donc le foncteur

Sym•A(A
(−)) : Ens→ A− Alg Λ 7→ Sym•A(A

(Λ))

composition de A(−) et Sym•A, est adjoint à gauche de F ′ ◦ F : A − Alg → Ens. Or, la
composition F ′ ◦ F est bien entendu le foncteur d’oubli évident. Mais on a déjà exhibé
un autre adjoint à gauche pour ce même foncteur : à savoir, le foncteur qui associe à tout
ensemble Λ l’algèbre de polynômes A[Xλ |λ ∈ Λ] (voir le problème 2.10(iii)) ; ce dernier
est donc isomorphe au foncteur Sym•A(A

(−)) (voir l’exercice 2.14(i)). Plus précisément,
le lemme 2.4(i) fournit pour tout ensemble Λ un isomorphisme naturel de A-algèbres

Sym•A(A
(Λ))

∼→ A[Xλ |λ ∈ Λ] eλ 7→ Xλ ∀λ ∈ Λ

où (eλ |λ ∈ Λ) dénote la base canonique de A(Λ) = Sym1
A(A

(Λ)). Mais on voit aisément
que A[Xλ |λ ∈ Λ] est un A-module libre, avec pour base l’ensemble de ses monômes
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unitaires, CQFD.

Problème 3.91, partie (i) : Pour tout A-module M , soit J ⊂ Tens•A(M) l’idéal bilatère
engendré par le système

{1⊗m⊗m |m ∈M} ⊂ Tens2A(M).

Donc, les éléments de J sont toutes les sommes de produits x · (1 ⊗m)2 · y avec x, y ∈
Tens•A(M) et 1⊗m ∈ Tens1A(M). On pose :

Λ•A(M) := Tens•A(M)/J.

Comme déjà pour la construction de l’algèbre symétrique, on remarque que la loi de
multiplication de l’algèbre tensorielle induit une loi de multiplication associative et A-
bilinéaire sur Λ•A(M), et que J est la somme directe de ses sous-modules Jn := J ∩
TensnA(M) pour tout n ∈ N, donc Λ•A(M) est la somme directe des A-modules ΛnA(M) :=
TensnA(M)/Jn. On a de plus

Λ0
A(M) = A et Λ1

A(M)
∼→M.

Par construction, on a aussi m2 = 0 dans Λ•A(M) pour tout m ∈ Λ1
A(M) ; il vient :

0 = (m+ n)2 = m2 + n2 +m · n+ n ·m = m · n+ n ·m ∀m,n ∈ Λ1
A(M).

Soient m1, . . . ,mk ∈ Λ1
A(M), et rappelons que le groupe symétrique Sk est engendré par

le système de cycles {(i, i+ 1) | i = 1, . . . , k − 1} ; on déduit que :

(∗) mσ(1) ·mσ(2) · · ·mσ(k) = ε(σ) ·m1m2 · · ·mk ∀σ ∈ Sk
où ε(σ) dénote la signature de σ : les détails sont laissés aux soins du lecteur. En particu-
lier, si k ∈ N est impair, et x, y ∈ ΛkA(M) sont des tenseurs élémentaires, i.e. de la forme
x = x1 · · ·xk, y = y1 · · · yk pour certains x1, . . . , xk, y1, . . . , yk ∈ Λ1

A(M), il vient x · y =
−y ·x. On déduit que t2 = 0 pour tout t ∈ ΛkA(M) : en effet, on peut écrire t = t1+· · ·+tn
pour quelque n ∈ N et une suite t1, . . . , tn de tenseurs élémentaires de ΛkA(M) ; on pro-
cède alors par récurrence sur n. Si n = 1, l’assertion découle aussitôt de (∗) (et même
pour tout k ∈ N\{0}), car x1 · · ·xk ·x1 · · ·xk = (−1)k−1 ·x21 ·x2 · · ·xk ·x2 · · ·xk = 0 pour
tous x1, . . . , xk ∈ Λ1

A(M). Supposons donc que n > 1 et que l’assertion soit déjà connue
pour les sommes d’au plus n− 1 tenseurs élémentaires ; on calcule :

t2 = (t1 + · · ·+ tn−1)
2 + t2n + (t1 + · · ·+ tn−1) · tn + tn · (t1 + · · ·+ tn−1) = 0

car par hypothèse de récurrence (t1 + · · ·+ tn−1)
2 = t2n = 0, et ti · tn + tn · ti = 0 car k

est impair. Ensuite, remarquons que b · b′ = (−1)nn′b′ · b pour tous n, n′ ∈ N, b ∈ ΛnA(M)

et b′ ∈ Λn
′

A (M). En effet, si b et b′ sont des tenseurs élémentaires, cette identité suit
aussitôt de (∗) ; le cas général découle par la bilinéarité de la multiplication. Cela achève
de montrer que Λ•A(M) est une A-algèbre alternée.

En dernier lieu, soient B =
⊕

n∈NBn une A-algèbre alternée, et ϕ : M → B1 une
application A-linéaire ; évidemment ϕ se prolonge en un morphisme unique de A-algèbres
associatives ϕ• : Tens•A(M) → B tel que ϕ•(Tens

n
A(M)) ⊂ Bn pour tout n ∈ N, et

ϕ• se factorise à travers un unique morphisme Λ•A(M) → B de A-algèbres alternées.
Autrement dit, si jM : M → Λ•A(M) est l’identification naturelle de M avec Λ1

A(M), le
couple (Λ•A(M), jM ) est universel pour le foncteur

A− AlgAlt→ Ens B 7→ HomA(M,B1).

On obtient ainsi le foncteur Λ•A souhaité, adjoint à gauche de (−)1. A toute application
A-linéaire h :M → N , ce foncteur associe un morphisme de A-algèbres alternées Λ•A(h) :
Λ•A(M)→ Λ•A(N) déterminé par la condition :

Λ1
A(h) = h.
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Partie (ii) : Les isomorphismes souhaités ont déjà été remarqués lors de la construction
des foncteurs Tens•A, Sym•A et Λ•A.

Partie (iii) : On considère l’unique application A-bilinéaire

(∗∗) (B ⊗A C)× (B ⊗A C)→ B ⊗A C (x, y) 7→ x · y
dont la restriction (Bi ⊗A Cj)× (Bi′ ⊗A Cj′)→ Bi+i′ ⊗A Cj+j′ est donnée par :

(b⊗ c) · (b′ ⊗ c′) := (−1)i
′j · (bb′ ⊗ cc′) ∀b ∈ Bi, b′ ∈ Bi′ , c ∈ Cj , c′ ∈ Cj′ .

L’existence et unicité d’une telle application bilinéaire se montrent comme dans la section
3.4, pour la loi de multiplication du produit tensoriel de deux A-algèbres associative :
les détails sont laissés au lecteur. L’associativité de cette loi de multiplication peut être
vérifiée sur des produits de tenseurs élémentaires, où elle découle d’un calcul direct, qu’on
laissera également au lecteur. Vérifions l’antisymétrie de la multiplication : soient donc
b⊗ c et b′ ⊗ c′ comme ci-dessus ; on a

(b′ ⊗ c′) · (b⊗ c) = (−1)ij
′
· (b′b⊗ c′c)

= (−1)ij
′
· (−1)ii

′
· (−1)jj

′
· (bb′ ⊗ cc′)

= (−1)i(i
′+j′) · (−1)j(i

′+j′) · (−1)i
′j · (bb′ ⊗ cc′)

= (−1)(i+j)(i
′+j′) · (b⊗ c) · (b′ ⊗ c′)

comme souhaité. Ensuite, si i+j est impair, soit i est impair, soit j l’est ; il vient aussitôt
que (b ⊗ c)2 = (−1)ij · b2 ⊗ c2 = 0 pour tous b ∈ Bi et c ∈ Cj avec i + j impair. On
déduit alors comme dans (i) que t2 = 0 pour tout k impair et tout t ∈ (B ⊗A C)k : on
écrit t = t1 + · · · + tn pour une suite t1, . . . , tn de tenseurs élémentaires, et on raisonne
par récurrence sur n. Cela achève de montrer que B ⊗A C est une A-algèbre alternée
avec la loi de multiplication (∗∗), et il est aussi évident que iB et iC sont des morphismes
de A-algèbres alternées. En dernier lieu, soient D une autre A-algèbre alternée et h :
B → D, k : C → D deux morphismes de A-algèbres alternées ; l’application A-bilinéaire
B × C → D telle que (b, c) 7→ h(b) · k(c) se factorise à travers une application A-linéaire
unique f : B⊗A C → D telle que b⊗ c 7→ h(b) · k(c), et un calcul direct montre aisément
que f est un morphisme de A-algèbres alternées, et par construction on a f ◦ iB = h et
f ◦ iC = k, et comme les images de iB et iC engendrent la A-algèbre alternée B ⊗A C, il
s’ensuit que f est l’unique tel morphisme vérifiant ces identités. Donc B⊗AC représente
le coproduit de B et C, et (iB , iC) est un co-cône universel.

Partie (iv) : Notons par M iM−−→ M ⊕ N
iN←−− N les injections canoniques, et par

Sym•A(M)
jM−−→ Sym•A(M) ⊗A Sym•A(N)

jN←−− Sym•A(N) les morphismes de A-algèbres
tels que jM (m) := m ⊗ 1 et jN (n) := 1 ⊗ n pour tous m ∈ M et n ∈ N . D’un côté, le
foncteur Sym•A commute avec les coproduits, car il admet un adjoint à droite (proposition
2.49(ii)) ; de l’autre côté, on a vu dans la section 3.4 que les produits tensoriels de A-
algèbres représentent les coproduits de A − Alg, et (jM , jN ) est un co-cône universel.
Donc il existe un unique isomorphisme de A-algèbres

ω : Sym•A(M ⊕N)
∼→ Sym•A(M)⊗A Sym•A(N)

tel que Sym•A(iM ) ◦ ω = jM et Sym•A(iN ) ◦ ω = jN . De même, soient les morphismes

canoniques de A-algèbres alternées Λ•A(M)
j′M−−→ Λ•A(M)⊗AΛ•A(N)

j′N←−− Λ•A(N) ; compte
tenu de (iii) on déduit un isomorphisme unique de A-algèbres alternées

ω′ : Λ•A(M ⊕N)
∼→ Λ•A(M)⊗A Λ•A(N)

tel que Λ•A(iM ) ◦ ω′ = j′M et Λ•A(iN ) ◦ ω′ = j′N .
Partie (v) : Soit (Bλ, gλµ |λ, µ ∈ Λ, µ ≥ λ) un système filtrant de A-algèbres alternées.

La solution du problème 3.89(ii) exhibe un représentant explicite B pour la colimite du
système filtrant sous-jacent de A-algèbres associatives : on a B := S/∼, où ∼ est une
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relation d’équivalence sur la réunion disjointe S :=
⊔
λ∈ΛBλ, détaillée par l’exercice

2.31(i). Or, soient (b, λ), (b′, λ′) ∈ S avec (b, λ) ∼ (b′, λ′), et écrivons

b =
∑
j∈T bj b′ =

∑
j∈T b

′
j

pour une partie finie T ⊂ N, et bj ∈ Bλ,j , b′j ∈ Bλ′,j pour tout j ∈ T ; par inspection
directe, on voit que (bj , λ) ∼ (b′j , λ

′) pour tout j ∈ T , et il s’ensuit aisément que B est
une somme directe ⊕n∈NBn de A-modules, avec Bn := Sn/∼, où Sn :=

⊔
λ∈ΛBλ,n pour

tout n ∈ N. Ensuite, toujours par inspection directe de la solution de l’exercice 2.31(iv),
on vérifie aussitôt que B est une A-algèbre alternée, et que B représente la colimite
du système (B•, g••) : les détails sont laissés aux soins du lecteur. Au vu de l’exercice
2.31(iii), cette construction montre que chaque foncteur (−)n commute avec les colimites
filtrantes.

Partie (vi) : Il suffit de montrer que ΛnA(P ) = (−)n ◦ Λ•A(P ) est un A-module plat
pour tout n ∈ N. Or, Λ•A commute avec toute colimite (proposition 2.49(ii)) ; avec (v),
il s’ensuit que (−)n ◦Λ•A commute avec toute colimite filtrante. Par suite, en raisonnant
comme pour la solution du problème 3.89(iii), on se ramène au cas où P est un A-module
libre de rang fini. Puis, au vu de (iv), on peut même supposer que P = A. Mais une ins-
pection directe de la construction montre que ΛiA(A) = 0 pour tout i ≥ 2, et comme on
sait aussi que Λ0

A(A) = Λ1
A(A) = A, l’assertion s’ensuit.

Exercice 3.93 : Avec la notation de la solution du problème 3.91(i), on a ΛkA(M) =

TenskA(M)/Jn, avec Jn = J ∩ TenskA(M) ; par inspection directe des définitions, on voit
que Jn est l’ensemble des sommes finies de tenseurs élémentaires de la forme :

x1 ⊗ · · · ⊗ xi−1 ⊗m⊗m⊗ xi+2 ⊗ · · · ⊗ xk

pour tout i = 1, . . . , k et tout x1, . . . , xi−1,m, xi+2, . . . , xk ∈ M . Or, soit β : M × · · · ×
M → N une application A-multilinéaire du produit cartésien Mk =M × · · · ×M , à va-
leurs dans un A-module N quelconque ; d’après la remarque 3.10, β se factorise à travers
une unique application A-linéaire b : TenskA(M) → N , et il est clair que si β est alter-
née, on a Jn ⊂ Ker(b), donc b se factorise à son tour à travers une unique application
A-linéaire b : ΛkA(M) → N . De l’aute côté, la solution du problème 3.91(i) montre que
m1 ∧ · · · ∧mk = 0 dans ΛkA(M), pour tous m1, . . . ,mk ∈ M tels que la cardinalité de
l’ensemble {m1, . . . ,mk} soit < k ; par suite, toute application A-multilinéaire Mk → N
qui se factorise à travers ΛkA(M), doit être alternée, d’où l’assertion.

Problème 3.94, partie (i) : On raisonne par récurrence sur k. Si k = 1 et si x1 est lié,
il existe u ∈ A \ {0} avec u · x1 = 0 et donc u · f(x1) = 0 pour tout f ∈ HomA(A

n, A).
Réciproquement si u · f(x1) = 0 pour toute forme A-linéaire f , alors l’image de u ·x1 par
l’isomorphisme de bidualité An ∼→ (An)∨∨ est nulle, donc u · x1 = 0 et x1 est lié.

Soit maintenant k > 1, et on suppose que l’assertion soit déjà connue pour tout
système de k − 1 vecteurs. Si u1 · x1 + · · · + uk · xk = 0 est une combinaison A-linéaire
avec par exemple u1 non nul, on a pour toute k-forme linéaire alternée f sur An :

u1 · f(x1, . . . , xk) = f(u1 · x1, x2, . . . , xk) = 0.

Supposons réciproquement que u · f(x1, . . . , xk) = 0 pour tout f ∈ AltkA(A
n, A) ; soient

g ∈ Altk−1A (An, A) et L ∈ HomA(A
n, A), et pour tous y1, . . . , yk ∈ An posons

f(y1, . . . , yk) :=
∑k
i=1(−1)i+1 · L(yi) · g(y1, . . . , yi−1, yi+1, . . . , yk).

On voit aisément que f est une k-forme linéaire alternée sur An. Il existe donc par
l’hypothèse u ∈ A non nul tel que pour toute g et L comme ci-dessus on a

0 = u ·
∑k
i=1(−1)i+1 · L(xi) · g(x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xk).
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Comme l’application de bidualité An → (An)∨∨ est injective, et que l’énoncé est vrai
pour tous les L, on obtient l’identité dans An :

0 =
∑k
i=1(−1)i+1u · g(x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xk) · xi.

Si maintenant on suppose que x1, x2, . . . , xk sont libres, on en déduit en particulier

u · g(x2, . . . , xk) = 0 ∀g ∈ Altk−1A (An, A).

Par hypothèse de récurrence, x2, . . . , xk sont alors liés, contradiction.
Partie (ii) : Or, si f : An+1 → An était injective, le A-module An contiendrait le sys-

tème libre de n+1 vecteurs f(e1), . . . , f(en+1) (où e1, . . . , en+1 est la base canonique de
An+1) ; d’autre part, toute (n+ 1)-forme A-linéaire alternée sur An est nulle (remarque
3.92(ii) et exercice 3.93), donc on obtient une contradiction avec (i).

Exercice 3.95 : On a un diagramme commutatif de foncteurs :

A′ − Alg
(−)[f] //

��

A− Alg

��
A′ −Mod

(−)[f] // A−Mod

dont les flèches verticales sont les foncteurs d’oubli ; soit F : A′ − Alg → A − Mod la
composition commune des deux couples des flèches du diagramme. Pour chacun de ces
quatre foncteurs on a déjà exhibé des adjoints à gauche ; compte tenu de l’exercice 2.17(i),
on a alors deux façons différentes de former un adjoint à gauche de F : la première donne le
foncteur :M 7→ A′⊗ASym•A(M) et la deuxième donne le foncteur :M 7→ Sym•A(A

′⊗AM).
Au vu de l’exercice 2.14(i), ces deux foncteurs sont isomorphes ; plus précisément, il existe
un unique isomorphisme naturel

A′ ⊗A Sym•A(M)
∼→ Sym•A′(A

′ ⊗AM)

dont la restriction A′ ⊗A M = A′ ⊗A Sym1
A(M)

∼→ Sym1
A′(A

′ ⊗A M) = A′ ⊗A M coïn-
cide avec IdA′⊗AM . Mutatis mutandis, le même argument donne l’isomorphisme naturel
souhaité d’algèbres extérieures.



4. Cancer ã

DANS cette leçon on continue à bâtir l’infrastructure de notre édifice algébrique. On
n’est pas pressé : en effet, des premières cinq sections, seulement une peut s’inscrire

à plein titre dans l’algèbre commutative, à savoir la quatrième, dédiée aux modules pro-
jectifs et aux groupes de Picard. Plus généralement, la classe des objets projectifs d’une
catégorie abélienne arbitraire est introduite au début de la première section, en termes
d’une certaine propriété de relèvement de morphismes, et son étude dans ce contexte
abstrait est parfaitement équivalente à celle des objets injectifs, définis par une propriété
duale de prolongement de morphismes. Mais pour tout anneau A, les objets projectifs de
la catégorie A−Mod sont aussi caractérisés tout simplement comme les facteurs directs
des modules libres ; par contre, les modules injectifs n’admettent aucune caractérisation
simple alternative, et sont en général assez difficiles à saisir, surtout car le plus souvent
ils ne sont pas de type fini. Dès lors, il est un peu surprenant que l’introduction des mo-
dules injectifs remonte aux travaux de Baer autour de 1940, et donc précède de loin celle
des modules projectifs, qui n’ont été baptisés qu’en 1956, dans le livre [12] de Cartan et
Eilenberg. Quoi qu’il en soit, dans les engrenages de l’algèbre homologique moderne, les
objets projectifs et les objets injectifs accomplissent des fonctions symétriques et égale-
ment éminentes : ils fournissent les résolutions projectives et respectivement injectives
dont on s’occupera en détail à la section 5.1, et qui nous serviront dans la section 7.5
pour construire les foncteurs dérivés des foncteurs additifs.

D’un point de vue plus géométrique, les modules projectifs sont distingués surtout par
la liaison étroite qu’ils entretiennent avec la notion topologique de fibré vectoriel : d’un
côté, d’après le théorème 4.103, un module de type fini sur un anneau quelconque A est
projectif si et seulement s’il est localement libre pour la topologie de Zariski de SpecA ; de
l’autre côté, par le théorème de Swan 4.128, la catégorie des fibrés vectoriels sur un espace
topologique compact et séparé T est équivalente à celle des C (T )-modules projectifs de
type fini. Ce thème topologique -- la continuation naturelle d’une étude amorcée dès la
première leçon -- sera développé avec soin à la section 4.5 ; notamment, on présente une
variante de la preuve du théorème de Swan évitant le recours aux métriques sur les fibrés,
en s’appuyant plutôt sur le lemme de Stone.

A tout anneau A on peut associer son groupe de Picard PicA, formé des classes
d’isomorphisme des A-modules projectifs inversibles, i.e. de rang constant égal à 1 ;
comme on sait que deux modules inversibles sont toujours localement isomorphes, la
structure de PicA sera plutôt à mettre en relation avec les propriétés algébriques et
géométriques de nature globale de A ou de son spectre premier : cette interaction est
l’objet du §4.4.2, dont le clou est le théorème 4.120, affirmant que le groupe de Picard
de tout anneau factoriel est trivial. Des résultats plus précis pour le cas des anneaux
intègres noethériens seront établis dans les leçons suivantes.

La deuxième section est une longue digression topologique portant sur les parties
constructibles des spectres premiers, et les topologies qui s’en déduisent.

224
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La section 4.3 est une exposition des aspects élémentaires de la théorie des faisceaux.
Ce formalisme, à la confluence de la topologie générale et de la théorie des catégories,
trouve ses racines dans des travaux d’analyse fonctionelle de Leray, concernant la mono-
dromie locale des solutions de certaines équations différentielles non linéaires ; depuis --
surtout sous l’impulsion de Cartan, Grothendieck et Serre -- il a grandement élargi son
domaine d’application et il est aujourd’hui une sorte de lingua franca, d’aide inestimable
dans toute question où il s’agit de l’interaction entre structure locale et propriétés globales
d’objets géométriques. Bien qu’extrêmement important, il est pour nous un sujet plutôt
périphérique : on y reviendra à la section 5.2, lors de notre discussion des schémas.

4.1. Les théorèmes de Gabriel-Popescu et de Freyd-Mitchell. Le but de cette
section est de démontrer un remarquable théorème dû à Freyd et Mitchell, qui représente
toute petite catégorie abélienne comme une sous-catégorie pleine et exacte d’une caté-
gorie de modules sur un anneau convenable (en général non commutatif) ; cela permet
notamment de ramener, dans une certaine mesure, l’étude de l’algèbre homologique des
catégories abéliennes au cas plus accessible des catégories de modules. Chemin faisant on
établira aussi un théorème voisin de Gabriel et Popescu (théorème 4.29), et des autres
résultats importants, tels que l’existence des enveloppes injectives dans les catégories de
Grothendieck (théorème 4.31). J’ai suivi d’assez près la présentation de [26], et j’ai aussi
emprunté plusieurs observations utile du traité [44], qui propose un point de vue plus
moderne sur ces questions et ses développements plus récents.

4.1.1. Objets injectifs, projectifs, et générateurs. A toute petite catégorie abélienne A ,
le lemme 2.82(ii,iii) associe la catégorie abélienne complète et cocomplète

A † := Add(A op,Z−Mod)

des foncteurs additifs à valeurs dans les groupes abéliens ; d’après le lemme de Yoneda
additif (lemme 2.82(iv)), on a un foncteur de Yoneda additif plein et fidèle

h† : A → A † X 7→ (h†X : A op → Z−Mod)

où h†X(Y ) := A (Y,X) pour tout Y ∈ Ob(A ). Avec les propositions 2.102(i) et 2.103(ii),
on voit aisément que h† est exact à gauche.

Définition 4.1. Soient A une catégorie abélienne, et X ∈ Ob(A ).
(i) On dit que X est injectif si le foncteur h†X est exact.

(ii) On dit que X est un cogénérateur de A si h†X est fidèle.
(iii) On dit que X est projectif (resp. un générateur de A ) si Xop est projectif dans

A op (resp. si Xop est un cogénérateur de A op).
(iv) On dit qu’une sous-catégorie abélienne B de A est exacte, si le foncteur d’inclusion

B → A est exact.

Remarque 4.2. (i) D’après la remarque 2.83, le foncteur h†X est exact à gauche pour
tout X ∈ Ob(A ). Au vu de la proposition 2.102(ii), il s’ensuit que X est injectif si et
seulement si tout monomorphisme f :Y →Y ′ de A induit une surjection :

A (Y ′, X)→ A (Y,X) (g : Y ′ → X) 7→ (g ◦ f : Y → X).

(ii) Dualement, X est projectif ⇔ tout épimorphisme f : Y → Y ′ de A induit une
surjection A (X,Y )→ A (X,Y ′) : (g : X → Y ) 7→ (f ◦ g : X → Y ′).

(iii) La condition de (i) (resp. de (ii)) caractérise les objets injectifs I (les objets
projectifs P ) par la propriété de prolongement (resp. de relèvement) suivante. Pour tout
monomorphisme i : Y → Y ′ (resp. tout épimorphisme p : Z → Z ′), tout morphisme
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f : Y → I (resp. g : P → Z ′) se factorise à travers i (resp. à travers p) :

Y
f //

i
��

I Z
p
��

Y ′

<<

P
g //

;;

Z ′.

(iv) Soit (Iλ |λ ∈ Λ) une petite famille d’objets de A , et supposons que le produit
I :=

∏
λ∈Λ Iλ soit représentable dans A . Alors I est injectif ⇔ chaque Iλ est injectif.

En effet, soit i : Y → Y ′ un monomorphisme de A ; on a un diagramme commutatif de
groupes abéliens dont les flèches verticales sont des isomorphismes :

A (Y ′, I)
h†I(i) //

��

A (Y, I)

��∏
λ∈Λ A (Y ′, Iλ)

∏
λ∈Λ h†Iλ

(i)
// ∏

λ∈Λ A (Y, Iλ).

Donc h†I(i) est surjective ⇔ chaque h†Iλ(i) est surjective, d’où l’assertion.
(v) Dualement, si (Pλ |λ ∈ Λ) est une petite famille d’objets de A tel que la somme

directe P :=
⊕

λ∈Λ Pλ soit représentable dans A , alors P est projectif ⇔ chaque Pλ est
projectif.

(vi) En vertu de l’exercice 2.101(ii) et de la proposition 2.102(ii), une sous-catégorie
B de A est exacte ⇔ Bop est une sous-catégorie exacte de A op.

Exercice 4.3. (i) Montrer qu’un objet X de A est un générateur ⇔ pour tout Y ∈
Ob(A ) et tout sous-objet propre Y ′ ⊊ Y il existe f ∈ A (X,Y ) avec Im(f) ̸⊂ Y ′.

(ii) Soit X un objet projectif de A . Montrer que X est un générateur ⇔ A (X,Y ) ̸=
{0XY } pour tout Y ∈ Ob(A ) qui n’est pas un objet zéro de A .

(iii) Montrer que si X → X ′ est un monomorphisme, et si X est un cogénérateur de
A , alors il en est de même pour X ′. Dualement, si p : X ′ → X est un épimorphisme, et
si X est un générateur de A , alors il en est de même pour X ′.

(iv) Soient P un générateur projectif de A , et Σ := (0 → X ′ → X → X → 0)
une suite de morphismes de A . Montrer que Σ est une suite exacte courte de A si et
seulement si A (P,Σ) := (0 → A (P,X ′) → A (P,X) → A (P,X ′′) → 0) est une suite
exacte courte de Z−Mod.

Exemple 4.4. (i) Soient A un anneau associatif unitaire, et S un ensemble ; alors le
A-module libre A(S) est projectif dans A−Mod, car on a les bijections naturelles :

HomA(A
(S),M)

∼→MS (A(S) ψ−→M) 7→ (ψ(es) | s ∈ S) ∀M ∈ Ob(A−Mod)

où l’on a noté (es | s ∈ S) la base canonique de A(S). Si ϕ : M → N est une applica-
tion A-linéaire, ces bijections identifient ϕ∗ : HomA(A

(S),M) → HomA(A
(S), N) avec

l’application A-linéaire

ϕS :MS → NS (ms | s ∈ S) 7→ (ϕ(ms) | s ∈ S).

Or, si ϕ est surjective, il en est de même pour ϕS , d’où l’assertion (remarque 4.2(ii)).
(ii) En outre, A(S) est un générateur de A−Mod si S ̸= ∅ : car dans ce cas MS ̸= 0

pour tout A-module M ̸= 0, d’où l’assertion, d’après (i) et l’exercice 4.3(ii).

Lemme 4.5. Un objet I ∈ Ob(A ) est injectif si et seulement si toute suite exacte courte
0→ I

i−→ X
p−→ Y → 0 de A est scindée (voir la remarque 2.99(iii)).

Démonstration. Si I est injectif, pour toute telle suite il existe un morphisme s : X → I
avec s ◦ i = 1I (remarque 4.2(iii)) ; on considère alors le diagramme commutatif à lignes
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horizontales exactes :

0 // 0 //

��

Ker(s)

j
��

Ker(s) //

q
��

0

0 // I
i // X

p // Y // 0

où j dénote le monomorphisme universel, et avec q := p◦ j. D’après la proposition 2.106,
il vient une suite exacte :

0→ 0→ Ker(q)
∂−→ I

α−→ Coker(j)
β−→ Coker(q)→ 0.

Mais s est un épimorphisme, car il est scindé à droite (exercice 1.119(i)), donc il est la
composition d’un isomorphisme γ : Coker(j)

∼→ I avec l’épimorphisme universel π : X →
Coker(j) (remarque 2.93(ii)) ; par construction, on a α = π ◦ i, de sorte que γ ◦ α = 1I ,
donc α est un isomorphisme, d’où Ker(q) = Coker(q) = 0A , i.e. q est un isomorphisme
(lemme 2.75(iv.c)), et le scindage cherché est j ◦ q−1 : Y → X.

Réciproquement, si la condition du lemme est vérifiée, soient f : A → B un mono-
morphisme de A , et g : A → I un morphisme quelconque ; considérons le diagramme
cocartésien :

A
f //

g
��

B

g′

��
I

f ′ // C.

D’après l’exercice 2.95(i), f ′ est un monomorphisme, donc par hypothèse il existe h ∈
A (C, I) tel que h◦f ′ = 1I ; avec k := h◦g′ : B → I, il vient k◦f = h◦g′◦f = h◦f ′◦g = g,
et cela achève de vérifier que I est injectif. □

Exercice 4.6. (i) Soient A et B deux catégories abéliennes, F : A → B un foncteur
exact qui admet un adjoint à droite G : B → A , et I un objet injectif de B. Montrer
que GI est un objet injectif de A .

(ii) Dualement, si le foncteur exact F : A → B admet l’adjoint à gauche H : B → A ,
et si P est un objet projectif de B, alors HP est projectif dans A .

Exemple 4.7. Soient f : A→ B un homomorphisme d’anneaux associatifs unitaires, et
E un A-module injectif ; alors la coextension de scalaires E[f ] est un B-module injectif
(voir le §3.2.1). En effet, le foncteur (−)[f ] de restriction de scalaires est évidemment
exact, donc l’assertion découle de l’exercice 4.6(i).

4.1.2. Foncteurs de représentation linéaire. Soient A une catégorie abélienne, et X un
objet de A . Noter que RX := A (X,X) est un anneau associatif unitaire, avec loi de
multiplication donnée par la composition d’endomorphismes :

f · g := f ◦ g ∀f, g : X → X

(et loi d’addition donnée par la structure de groupe abélien sur A (X,X)). En outre,
pour tout A ∈ Ob(A ) le groupe abélien A (X,A) est un RX -module à droite, avec
multiplication scalaire µA : A (X,A)×RX → A (X,A) telle que :

x · f := x ◦ f ∀x : X → A,∀f : X → X

et pour tout morphisme ϕ : A→ B de A , l’application induite

A (X,A)→ A (X,B) x 7→ ϕ ◦ x

est évidemment RX -linéaire. On obtient ainsi un foncteur additif

ΦX : A → Rop
X −Mod A 7→ ΦX(A) := (A (X,A), µA).

Lemme 4.8. Si A est cocomplète, le foncteur ΦX admet un adjoint à gauche.
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Démonstration. Pour tout ensemble S, et tout s ∈ S, soient RX,s := RX et Xs := X ;
posons R(S)

X :=
⊕

s∈S RX,s et X(S) :=
⊕

s∈S Xs, les sommes directes dans A et dans
Rop
X − Mod des petites familles (RX,s | s ∈ S) et respectivement (Xs | s ∈ S). Soient

(eSs | s ∈ S) la base canonique de R(S)
X , et (εSs : Xs → X(S) | s ∈ S) un co-cône universel ; à

tout couple d’ensembles S, T , et toute application Rop
X -linéaire f : R

(S)
X → R

(T )
X on associe

un morphisme f∗ : X(S) → X(T ) comme suit. Pour tout s ∈ S il existe une partie finie
∆(s) ⊂ T et une suite (ast | t ∈ ∆(s)) d’éléments de Rop

X tels que f(eSs ) =
∑
t∈∆(s) e

T
s ·ast ;

soit alors f∗ : X(S) → X(T ) l’unique morphisme avec

f∗ ◦ εSs =
∑
t∈∆(S) ε

T
t · ast ∀s ∈ S.

Pour tout A ∈ Ob(A ) et tout ensemble S on a ainsi des bijections :

ωS,A : HomRop
X
(R

(S)
X ,ΦX(A))

∼→ ΦX(A)S
∼→ A (X(S), A)

naturelles par rapport aux morphismes h : A → A′ de A , et aux applications Rop
X -

linéaires f : R
(S)
X → R

(T )
X , de sorte que :

ωS,A(ΦX(h) ◦ g ◦ f) = h ◦ ωT,A′(g) ◦ f∗ ∀g : R
(S)
X → ΦX(A).

Or, soit M un Rop
X -module, et choisissons une présentation de M par des Rop

X -modules

libres, i.e. des ensembles S et T , et une suite exacte R(S)
X

f−→ R
(T )
X → M → 0 de Rop

X -
modules ; on déduit une suite exacte de groupes abéliens :

0→ HomRop
M
(M,ΦX(A))→ HomRop

X
(R

(T )
X ,ΦX(A))

f∗−−→ HomRop
X
(R

(S)
X ,ΦX(A))

où f∗ dénote l’application induite par f (proposition 2.103(i)). Cette suite est naturelle-
ment identifiée avec la suite exacte :

0→ HomRop
M
(M,ΦX(A))→ A (X(T ), A)

h†A(f∗)−−−−−→ A (X(S), A).

Posons ΨX(M) := Coker(f∗) ; le noyau de h†A(f∗) est à son tour naturellement identifié
avec A (ΨX(M), A). En résumé, on a obtenu un système de bijections :

HomRop
M
(M,ΦX(A))

∼→ A (ΨX(M), A) ∀A ∈ Ob(A )

naturelles par rapport aux morphismes A → A′ de A . L’association : M 7→ ΨX(M) se
prolonge alors en un foncteur ΨX : Rop

X −Mod→ A adjoint à gauche de ΦX (problème
2.10(i)). □

Plus tard on étudiera les objets projectifs des catégories de modules d’un point de vue
algébro-géométrique ; dans cette section, toutefois, notre intérêt est plutôt motivé par le
résultat remarquable suivant :

Théorème 4.9. Soient A une catégorie abélienne cocomplète, munie d’un générateur
projectif, B ⊂ A une sous-catégorie abélienne pleine petite exacte. Il existe Q ∈ Ob(A )
tel que la restriction à B de ΦQ soit un foncteur exact, plein et fidèle

F : B → Rop
Q −Mod.

Démonstration. Soit P un générateur projectif de A ; pour tout A ∈ Ob(A ) on pose
QA :=

⊕
f∈A (P,A) Pf , avec Pf := P pour tout f ∈ A (P,A) (rappelons que A (P,A) est

un ensemble pour tout A ∈ Ob(A ), donc cette somme directe est représentable dans A ),
et soit (if : Pf → QA | f ∈ A (P,A)) le co-cône universel. On dénote par ψA : QA → A
l’unique morphisme de A tel que ψA ◦ if = f pour tout f ∈ A (P,A). Remarquons :

Affirmation 4.10. ψA est un épimorphisme, pour tout A ∈ Ob(A ).
Preuve : Il suffit de montrer que Coker(ψA) = 0A (lemme 2.75(ii)) ; soit alors h : A→ X
un morphisme tel que h ◦ ψA soit le morphisme nul. Il vient Im(ψA) ⊂ Ker(h), d’où
Im(f) = Im(ψA ◦ if ) ⊂ Im(ψA) ⊂ Ker(h) pour tout f ∈ A (P,A). D’après l’exercice
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4.3(i), il s’ensuit que Ker(h) n’est pas un sous-objet propre de A, i.e. Ker(h) = A, et
donc h = 0AX , d’où l’assertion. ♢

Soit Q :=
⊕

B∈Ob(B)QB (comme par hypothèse Ob(B) est un ensemble, cette somme
directe est bien représentable dans A ). Vérifions d’abord que le foncteur correspondant
ΦQ : A → Rop

Q −Mod ainsi obtenu est exact et fidèle (notation du §4.1.2). Pour cela,
soit ϕ : A → B un morphisme de A , et supposons que ΦQ(ϕ) : ΦQ(A) → ΦQ(B)
soit l’homomorphisme nul ; cela revient à dire que ϕ ◦ f = 0QB pour tout morphisme
f : Q → A, i.e. Im(f) ⊂ Ker(ϕ) pour tout tel f . Mais puisque P est un générateur de
A , il en est de même pour Q, donc Ker(ϕ) n’est pas un sous-objet propre de A (exercice
4.3(i,iii)), i.e. Ker(ϕ) = A, et finalement ϕ = 0AB . Cela achève de vérifier que ΦQ est
fidèle.

Ensuite, noter que Q est un objet projectif de A (remarque 4.2(v)), i.e. le foncteur
h†Qop : A → Z − Mod est exact ; en outre, ce foncteur est la composition de ΦQ avec
le foncteur d’oubli T : Rop

Q − Mod → Z − Mod. D’autre part, il est clair qu’une suite
Σ := (0 → M ′ → M → M ′′ → 0) de Rop

Q -modules est exacte si et seulement la suite
T (Σ) des groupes abéliens sous-jacents est exacte ; au vu de la proposition 2.102(ii), on
conclut que ΦQ est exact.

En dernier lieu, soient A,B ∈ Ob(B), et g : ΦQ(A) → ΦQ(B) une application RQ-
linéaire. Notons par πA : Q → QA la projection naturelle ; par l’observation 4.10, α :=
ψA ◦ πA : Q → A est un épimorphisme. Posons K := Ker(α), et soit γ : K → Q le
monomorphisme universel. Noter que ΦQ(Q) = RQ ; par suite, g ◦ΦQ(α) : RQ → ΦQ(B)
correspond à un élément x ∈ ΦQ(B), i.e. un morphisme x : Q → B, et noter que
ΦQ(x◦γ) = g◦ΦQ(α)◦ΦQ(γ) = g◦ΦQ(α◦γ) = 0, d’où x◦γ = 0KB , car ΦQ est fidèle. Ainsi,
il existe un morphisme f : A → B avec f ◦ α = x. Il vient ΦQ(f) ◦ ΦQ(α) = g ◦ ΦQ(α),
et ΦQ(α) est un épimorphisme, car α est un épimorphisme et ΦQ est exact (exercice
2.66(iv)) ; donc ΦQ(f) = g, et cela achève de montrer que la restriction F : B → R−Mod
de ΦQ est un foncteur plein. Puisque ΦQ est fidèle, il en est de même pour F , et puisqu’à
la fois ΦQ et le foncteur d’inclusion B → A sont exacts, il en est de même pour F . □

Remarque 4.11. Signalons qu’il n’y a aucun espoir de pouvoir simplifier l’énoncé du
théorème 4.9, par exemple en ajoutant la condition que A soit elle-même une petite
catégorie, car on voit aisément qu’aucune catégorie abélienne non triviale ne peut être à
la fois cocomplète et petite. D’autre part, on a le résultat suivant :

Lemme 4.12. Soient A une catégorie abélienne, et Σ ⊂ Ob(A ) une petite partie. Il
existe une sous-catégorie abélienne pleine petite exacte B⊂A avec Σ⊂Ob(B).

Démonstration. Soient 0A un objet zéro de A , et B0 ⊂ A la sous-catégorie pleine avec
Ob(B0) := Σ ∪ {0A } ; évidemment B0 est petite. Ensuite, pour toute sous-catégorie
C ⊂ A , notons par C ′ ⊂ A une sous-catégorie définie comme suit. Pour tout morphisme
ϕ de C on choisit deux objets de A représentant respectivement le noyau et le conoyau
de ϕ, et pour tous A,A′ ∈ Ob(C ) on choisit un objet de A représentant A⊕ A′ ; soient
Σ′ ⊂ Ob(A ) la partie ainsi obtenue, et C ′ la sous-catégorie pleine de A avec Ob(C ′) :=
Σ′∪Ob(C ). On vérifie aisément que si C est petite, il en est de même pour C ′. On définit
par récurrence Bn+1 := B′n pour tout n ∈ N ; compte tenu de la proposition 2.102(ii),
B :=

⋃
n∈N Bn convient. □

Le but de cette section est de généraliser le théorème 4.9 à toute catégorie abélienne.
Pour cela, la première étape est l’observation suivante :

Proposition 4.13. Si A est une petite catégorie abélienne, la catégorie abélienne A †

admet un générateur projectif.

Démonstration. Posons P :=
⊕

A∈Ob(A ) h
†
A (notation de la définition 4.1 ; noter que

cette somme directe est représentable dans A †, car Ob(A ) est un ensemble et car A †
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est cocomplète). Il vient un isomorphisme naturel de groupes abéliens :

Nat(P, F )
∼→

∏
A∈Ob(A )

Nat(h†A, F )
∼→

∏
A∈Ob(A )

FA ∀F ∈ Ob(A †)

par le lemme 2.82(iv) et par la propriété universelle de la somme directe. Autrement
dit, P représente le foncteur Φ : A † → Z − Mod tel que : F 7→

∏
A∈Ob(A ) FA et

η 7→
∏
A∈Ob(A ) ηA pour tout foncteur additif F : A op → Z−Mod et toute transformation

naturelle η : F → G. Or, rappelons que les noyaux et les conoyaux dans A † se calculent
terme à terme (voir la preuve du lemme 2.82(ii)) ; donc une suite Σ := (0→ F ′ → F →
F ′′ → 0) de foncteurs additifs A op → Z−Mod est exacte si et seulement si la suite induite
ΣA := (0→ F ′A→ FA→ F ′′A→ 0) est exacte pour tout A ∈ Ob(A ), et cela revient à
dire que le produit terme à terme

∏
A∈Ob(A ) ΣA := (0→ Φ(F ′)→ Φ(F )→ Φ(F ′′)→ 0)

est une suite exacte de groupes abéliens. Avec la proposition 2.102(ii), cela montre que
Φ est exact, i.e. P est un objet projectif de A † ; en outre, Φ est évidemment fidèle, d’où
l’assertion. □

4.1.3. Enveloppes injectives. Si A est une petite catégorie abélienne, le lemme de Yoneda
additif nous fournit un foncteur plein et fidèle h† : A → A † ; avec la proposition 4.13, A
s’identifie alors avec une sous-catégorie pleine d’une catégorie abélienne cocomplète ayant
un générateur projectif. Malheureusement, le foncteur h† n’est pas exact en général, donc
on ne peut pas utiliser directement cette construction pour généraliser le théorème 4.9 à
la catégorie A . L’idée clef pour la preuve du théorème de Freyd-Mitchell est d’extraire
de A † une sous-catégorie pleine cocomplète A ‡ contenant l’image du foncteur h†, et
telle que h† identifie A avec une sous-catégorie exacte de A ‡. Pour mener à bout cette
stratégie, il nous faudra dégager quelques propriétés spéciales de la catégorie A †.

Définition 4.14. Soit A une catégorie abélienne avec objet zéro 0A .
(i) On dit qu’un monomorphisme f : A → B de A est une extension essentielle de

A, si A ∩B′ ̸≃ 0A pour tout sous-objet B′ ̸≃ 0A de B.
(ii) On dit qu’un morphisme f : A → B de A est une enveloppe injective de A, si f

est une extension essentielle et si B est un objet injectif de A .
(iii) On dit que A est une catégorie de Grothendieck, si A est cocomplète, et si la

condition suivante est vérifiée pour tout A ∈ Ob(A ). La classe Sub(A) est un ensemble,
et pour toute famille filtrante (Bλ |λ ∈ Λ) de sous-objets de A on a :

(∗) A′ ∩
(⋃

λ∈ΛBλ
)
=
⋃
λ∈Λ(A

′ ∩Bλ) ∀A′ ∈ Sub(A).

Remarque 4.15. (i) Certaines références exigent aussi que toute catégorie de Grothen-
dieck soit munie d’un générateur. Noter d’ailleurs que si une catégorie abélienne A est
munie d’un générateur X, alors Sub(A) est un ensemble pour tout A ∈ Ob(A ), car dans
ce cas, compte tenu de l’exercice 4.3(i), on a une application injective associant à tout
sous-foncteur représentable F ⊂ hAop la partie FX ⊂ A (X,A) ; les détails sont laissés
aux soins du lecteur.

(ii) On pourrait postuler seulement que la condition (∗) de la définition 4.14(iii) soit
vérifiée pour toute famille totalement ordonnée (Bλ |λ ∈ Λ) de sous-objets de A, voire
même pour toute famille totalement bien ordonnée de sous-objets. En raisonnant comme
pour la solution du problème 2.45, on voit que ces conditions apparemment plus faibles,
sont toutefois équivalentes à celle de la définition 4.14(iii).

Exemple 4.16. Si A = A−Mod pour un anneau associatif unitaire A, et siM ∈ Ob(A ),
évidemment les sous-objets de M sont les sous-modules, et l’intersection et la réunion
catégorique d’une famille filtrante de sous-modules sont respectivement l’intersection et
la réunion ensembliste, donc la condition (∗) de la définition 4.14(iii) est trivialement
vérifiée pour tout objet de A −Mod. Compte tenu de l’exemple 2.44(i), on conclut que
A−Mod est une catégorie de Grothendieck.
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Exercice 4.17. Montrer que si A est une petite catégorie, et si B est une catégorie de
Grothendieck, alors la catégorie Fun(A ,B) est de Grothendieck, et si A est en outre
pré-additive, alors Add(A ,B) est de Grothendieck. En particulier, A † est une catégorie
de Grothendieck, pour toute petite catégorie abélienne A .

Proposition 4.18. Soient A une catégorie de Grothendieck, et E ∈ Ob(A ). Les condi-
tions suivantes sont équivalentes :

(a) E est un objet injectif de A .
(b) Toute extension essentielle E → X est un isomorphisme.

Démonstration. (a)⇒(b) : La suite exacte courte 0 → E → X → X/E → 0 est scindée,
d’après le lemme 4.5, d’où un isomorphisme E ⊕ (X/E)

∼→ X (remarque 2.99(iii)), et
puisque l’extension E → X est essentielle, il vient X/E = 0A , d’où (b).

(b)⇒(a) : Soit Σ := (0→ E
i−→ A→ B → 0) une suite exacte courte de A , et posons

F := {S ∈ Sub(A) |S ∩ E = 0A } ; observons :

Affirmation 4.19. Pour toute chaîne totalement ordonnée S• := (Sλ |λ ∈ Λ) d’éléments
de F on a

⋃
λ∈Λ Sλ ∈ F .

Preuve : L’existence de la réunion S de S• est assurée par la proposition 2.94, et on a
E ∩ S =

⋃
λ∈Λ(E ∩ Sλ) = 0A , car A est de Grothendieck, d’où S ∈ F . ♢

Avec l’observation 4.19 et le lemme de Zorn, on déduit que F admet un élément
maximal S, correspondant à un monomorphisme t : Y → A ; on pose Z := A/Y et on
dénote par p : A → Z la projection canonique. Montrons que j := p ◦ i : E → Z est un
monomorphisme. En effet, soit f : C → E un morphisme de A avec j ◦ f = 0CZ ; alors
i◦f = t◦g pour un morphisme g : C → Y (remarque 2.93(ii)), d’où Im(f) ⊂ E∩S = 0A ,
i.e. f est le morphisme nul. Cela montre que Ker(j) = 0A , et on conclut avec le lemme
2.75(i). Montrons ensuite que l’extension j : E → Z est essentielle. En effet, soit u : Z ′ →
Z un monomorphisme tel que E ∩ Z ′ = 0A , et considérons le diagramme commutatif :

0 // Y
t′ // A′

p′ //

v
��

Z ′

u
��

// 0

0 // Y
t // A

p // Z // 0

dont le carré de droite est cartésien, et où t′ est l’unique morphisme tel que p′ ◦ t′ = 0Y Z′

et v◦t′ = t. On a une identification naturelle : E×(i,v)A
′ ∼→ E×(j,u)Z

′ (remarque 2.24(i)),
et par hypothèse E ×Z Z ′ = 0A (lemme 2.47(ii)) ; en outre, v est un monomorphisme
(exemple 2.23(iii)), donc la classe de v : A′ → A est dans F . Par maximalité de S,
il s’ensuit que t′ est un isomorphisme ; mais noter que la ligne horizontale en haut est
exacte courte (exercice 2.105(i)), donc Z ′ = 0A , d’où l’assertion. D’après (b), j est alors

un isomorphisme, donc la suite exacte courte 0→ Y
t−→ A

j−1◦p−−−−→ E → 0 est scindée, i.e.
les morphismes i et t induisent un isomorphisme E⊕Y ∼→ A, et on conclut aisément que
Σ est scindée, d’où l’assertion, compte tenu du lemme 4.5. □

Problème 4.20. (Critère de Baer) Soient A une catégorie de Grothendieck munie d’un
générateur G, et E ∈ Ob(A ). Montrer que E est injectif ⇔ pour tout sous-objet I ⊂ G,
tout morphisme I → E est la restriction d’un morphisme G→ E.

Exemple 4.21. Soient A un anneau associatif unitaire, et E un A-module.
(i) Avec les exemples 4.4(ii) et 4.16, et le problème 4.20, on voit que E est injectif si

et seulement si pour tout idéal à gauche I ⊂ A, toute application A-linéaire I → A est
la restriction d’une application A-linéaire A→ E.

(ii) Si A est commutatif, intègre et principal, le critère de Baer nous dit que E est
injectif si et seulement s’il est divisible, i.e. si pour tout x ∈ E et tout a ∈ A\{0} il existe
y ∈ E tel que x = ay. En effet, l’idéal Aa est un A-module libre de rang un, car A est
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intègre, et donc il existe une unique application A-linéaire ϕ : Aa→ E avec ϕ(a) = x ; or,
l’existence d’un prolongement A→ E de ϕ équivaut à la condition énoncée pour x. Par
exemple, le corps des fractions K de A est un A-module injectif, et de même pour son
quotient K/A. Si l’on fait A = Z, on trouve que les Z-modules Q et Q/Z sont injectifs.

4.1.4. Dualité de Pontryagin. Soit A un anneau associatif unitaire ; tout A-module P
admet une structure unique de (A,Z)-bimodule, et de même tout Z-module admet une
structure unique de (Z,Z)-bimodule (voir le §3.2.1) ; ainsi

P ∗ := HomZ(P,Q/Z)

est naturellement un (Z, A)-bimodule, i.e. un Aop-module, selon la remarque 1.15(i). On
appelle P ∗ le dual de Pontryagin de P . Toute application A-linéaire ϕ : P → Q induit
une application Aop-linéaire duale

ϕ∗ : Q∗ → P ∗ f 7→ f ◦ ϕ.
On obtient ainsi un foncteur additif contravariant

(−)∗ : (A−Mod)op → Aop −Mod P 7→ P ∗.

Exercice 4.22. Soient A un anneau associatif unitaire, et M un A-module.
(i) Montrer que M = 0⇔M∗ = 0. Déduire que le foncteur (−)∗ est exact et fidèle.
(ii) Montrer que si M est un A-module libre, M∗ est un Aop-module injectif.

• On peut utiliser le dual de Pontryagin afin d’exhiber pour tout A-module M un
A-module injectif E avec une injection A-linéaire M → E. Pour cela, notons d’abord que
l’on a une injection A-linéaire naturelle

ωM :M →M∗∗ x 7→ ((f :M → Q/Z) 7→ f(x)).

En effet, pour tout x ∈ M , soit Zx ⊂ M le Z-sous-module engendré par x ; si x ̸= 0
il existe une application Z-linéaire non nulle g : Zx → Q/Z, et comme Q/Z est un
Z-module injectif, on peut prolonger g en une application Z-linéaire f : M → Q/Z.
Par construction f(x) ̸= 0, donc x /∈ KerωM . Or, soit L un Aop-module libre avec une
surjection Aop-linéaire h : L→M∗ ; d’après l’exercice 4.22, la composition

ε :M
ωM−−→M∗∗

h∗−→ E := L∗

est injective, et E est un A-module injectif.
• Généralisant la définition 3.73, on dira qu’un A-module P est plat si le foncteur

−⊗A P : Aop −Mod→ Z−Mod M 7→M ⊗A P
est exact (ici on regarde M comme un (Z, A)-bimodule et P comme un (A,Z)-bimodule).
A certains égards, les modules injectifs sont plutôt à considérer comme les duaux des
A-modules plats ; un premier indice est le critère de Baer de l’exemple 4.21(i), qui est
analogue à la proposition 3.78 ; le problème 4.23(i) ci-dessous est une autre manifestation
de cette dualité.

Problème 4.23. Soient A un anneau associatif unitaire, M et P deux A-modules.
(i) Montrer que P ∗ est un Aop-module injectif ⇔ P est un A-module plat.

(ii) Montrer qu’il existe une application Z-linéaire unique

σP,M : P ∗ ⊗AM → HomA(M,P )∗ telle que f ⊗m 7→ (h 7→ f ◦ h(m)).

Montrer aussi que l’association M 7→ σP,M définit une transformation naturelle

σP : P ∗ ⊗A − → HomA(−, P )∗.
(iii) Montrer que σP,M est un isomorphisme si M est de présentation finie.

L’application suivante de la dualité de Pontryagin est empruntée à l’article [35] de
L.Gruson et M.Raynaud.
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Problème 4.24. (i) Soit Σ := (0→M1
ϕ−→M2

ψ−→M3 → 0) un complexe de A-modules.
On dit que Σ est une suite universellement exacte si le complexe N ⊗A Σ est exact pour
tout Aop-module N . Montrer l’équivalence des conditions suivantes :

(a) Σ est une suite universellemente exacte.
(b) M∗1 ⊗A ϕ est une application injective (notation de §4.1.4).

(c) La suite Σ∗ := (0→M∗3
ψ∗−−→M∗2

ϕ∗−→M∗1 → 0) est scindée.
(d) La suite Σ∗ est universellement exacte.
(e) Tout A-module de présentation finie N induit une surjection

HomA(N,ψ) : HomA(N,M2)→ HomA(N,M3).

(f) Σ est la colimite d’un système filtrant de suites exactes courtes scindées de
A-modules.

(ii) Soit Σ comme dans (i). Montrer les assertions suivantes :
(a) Si M3 est un A-module plat, Σ est une suite universellement exacte.
(b) Si M2 est un A-module plat et si Σ est universellement exacte, M1 et M3

sont des A-modules plats.

Exercice 4.25. (i) Soient A une catégorie abélienne, et X i−→ Y
j−→ Z deux extensions

essentielles de A . Montrer que j ◦ i : X → Z est une extension essentielle.
(ii) Dans la catégorie abélienne A , considérons un diagramme cartésien :

(∗)
X ′

g //

i′
��

X

i
��

Y ′
f // Y.

Montrer que si i est une extension essentielle, alors g = 0X′X , ⇔ f = 0Y ′Y .
(iii) Soient A une catégorie abélienne, et (fi : Xi → Yi | i = 1, . . . , n) une famille finie

de morphismes de C . Montrer que f :=
⊕n

i=1 fi :
⊕n

i=1Xi →
⊕n

i=1 Yi est une extension
essentielle si et seulement s’il en est de même pour chaque fi.

(iv) Soient A une catégorie de Grothendieck, i : X → Y un monomorphisme, (Zλ |λ ∈
Λ) une famille filtrante de sous-objets de Y , tels que X ⊂ Zλ pour tout λ ∈ Λ, et
supposons que chaque Zλ soit une extension essentielle de X. Montrer qu’alors Z :=⋃
λ∈Λ Zλ est une extension essentielle de X.
(v) Soient A une catégorie abélienne, A ∈ Ob(A ) ; considérons une enveloppe injec-

tive i : A→ E, et un monomorphisme j : A→ J avec J injectif. Montrer que :
(a) Il existe un monomorphisme f : E → J avec j = f ◦ i.
(b) Si j est aussi une enveloppe injective, alors f est un isomorphisme.

Proposition 4.26. Soient A une catégorie de Grothendieck, X• := (Xi | i ∈ I) une
petite famille filtrante d’objets de A , telle que pour tous i, j ∈ I avec i ≤ j le morphisme
de transition fij : Xi → Xj soit un monomorphisme. Soient en outre X la colimite de X•,
et (gi : Xi → X | i ∈ I) un co-cône universel. Alors chaque gi est un monomorphisme.

Démonstration. Soit J l’ensemble des couples (i, j) ∈ I × I avec i ≤ j ; on pose YI :=⊕
i∈I Xi, Xij := Xi pour tout (i, j) ∈ J , et YJ :=

⊕
(i,j)∈J Xij . Notons aussi par

(ei : Xi → YI | i ∈ I) et (e(i,j) : Xi → YJ | (i, j) ∈ J)
les co-cônes universels respectifs. On a deux morphismes uniques α, β : YJ → YI tels
que :

α ◦ e(i,j) = ei β ◦ e(i,j) = ej ◦ fij ∀(i, j) ∈ J
et la preuve de la proposition 2.40 montre que la colimite de X• est représentée par le
coégaliseur de α et β, i.e. par Coker(γ), avec γ := α − β, et sous cette identification,
gi correspond à la composition de ei avec l’épimorphisme universel π : YI → Coker(γ).
Soit J(k) := {(i, j) ∈ J | j ≤ k} pour tout k ∈ I, et posons YJ,k :=

⊕
(i,j)∈J(k)Xij et



234 ã Cancer

YI,k :=
⊕

i≤kXi, de sorte que l’on a un diagramme commutatif dont les flèches verticales
sont les monomorphismes naturels :

YJ,k
γk //

��

YI,k

��
YJ

γ // YI

et γk = αk − βk pour αk, βk : YJ,k → YI,k.

On voit aisément que YJ =
⋃
k∈I YJ,k, et alors Ker(π) =

⋃
k∈I Im(γk). On doit vérifier

que Ker(π ◦ ei) = 0A pour tout i ∈ I, et puisque ei est un monomorphisme, cela revient
à montrer que Ker(π) ∩ Im(ei) = 0A pour tout tel i. Comme A est une catégorie de
Grothendieck, on est alors ramené à vérifier que Im(γk)∩ Im(ei) = 0A pour tous i, k ∈ I.
Si k < i, l’assertion est évidente ; soit donc k ≥ i, et considérons l’unique morphisme
ϕk : YI,k → Xk tel que ϕk ◦ el = flk pour tout l ≤ k (par abus de notation, on dénote
aussi par (el : Xl → YI,k | l ≤ k) le co-cône universel). Il vient : ϕk◦αk◦e(j,l) = ϕk◦ej = fjk
et ϕk ◦ βk ◦ e(j,l) = ϕk ◦ el ◦ fjl = flk ◦ fjl = fjk, donc ϕk ◦ γk est le morphisme nul.
D’autre part, ϕk ◦ ei = fik est un monomorphisme, d’où l’assertion. □

Corollaire 4.27. Soient A une catégorie de Grothendieck, et (I,≤) un ensemble filtrant.
Alors le foncteur ColimI : Fun(I,A )→ A est exact.

Démonstration. On sait déjà que ColimI est exact à droite (proposition 2.49(ii)) et que
Fun(I,A ) est une catégorie de Grothendieck (exercice 4.17) ; la proposition 2.102(i,ii),
nous ramène alors à vérifier que ColimI(λ) : ColimI Z• → ColimI X• est un mono-
morphisme, pour tout monomorphisme λ : Z• → X• de Fun(I,A ). Posons K :=
Ker(ColimI λ), et choisissons des co-cônes universels

(εZi : Zi → Z := Colim
I

Z• | i ∈ I) (εXi : Xi → X := Colim
I

X• | i ∈ I).

La preuve de la proposition 2.94 montre que Z =
⋃
i∈I Im(εZi ) ; puisque A est une

catégorie de Grothendieck, il suffit alors de vérifier que K ∩ Im(εZi ) = 0A pour tout
i ∈ I. Posons Ki := K ×Z Zi, notons par K pi←− Ki

qi−→ Zi les projections canoniques, et
définissons J , γ : YI → YJ , (γk : YJ,k → YI,k | k ∈ I), (ϕk : YI,k → Xk | k ∈ I) et π : YI →
X comme dans la preuve de la proposition 4.26, de sorte que Ker(π) =

⋃
k∈I Im(γk) ; soit

aussi (ei : Xi → YI | i ∈ I) le co-cône universel. D’après l’exercice 2.95(i), l’image de la
projection pi : Ki → K est K ∩ Im(εZi ), donc il suffit de montrer que pi est le morphisme
nul. Par construction, Im(λi ◦ qi) ⊂ Ker(εXi ), donc Ki := Im(ei ◦ λi ◦ qi) ⊂ Xi ∩Ker(π).
Posons Kik := Ki ∩ Im(γk) et Kik := Ki ×Ki

Kik pour tout k ≥ i ; puisque A est une
catégorie de Grothendieck, on a Ki =

⋃
k≥iKik, et Ki =

⋃
k≥iKik. Or, par construction

la composition Xi
ei−→ YI,k

ϕk−→ Xk est le morphisme de transition fik du système filtrant
X•, et d’autre part la la preuve de la proposition 4.26 montre que la composition YJ,k

γk−→
YI,k

ϕk−→ Xk est le morphisme nul. En résumé, on a un diagramme commutatif :

Kik
//

��

Ki
qi //

��

Zi
gik //

λi
��

Zk

λk
��

Kik
// Ki

// Xi
fik //

ei
��

Xk

Kik
// YJ,k

γk // YI,k
ϕk // Xk

où gik est le morphisme de transition du système filtrant Z•. Par hypothèse, λk est un
monomorphisme, donc l’image de Kik est 0A dans Zk, donc aussi dans K. Mais l’image
de pi est la réunion des images des Kik, d’où finalement pi = 0KiK . □
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Problème 4.28. (i) Soient A une catégorie de Grothendieck munie d’un générateur,
et F : A op → Ens un foncteur. Montrer que F est représentable si et seulement s’il
commute avec les petites limites de A op (voir la définition 2.38(vi)).

(ii) Déduire de (i) que A est complète.

Théorème 4.29. (Gabriel-Popescu) Soit A une catégorie de Grothendieck munie d’un
générateur G. Alors on a :

(i) Le foncteur ΦG : A → Rop
G −Mod est plein et fidèle.

(ii) L’adjoint à gauche ΨG : Rop
G −Mod→ A de ΦG est exact.

Démonstration. (i) : Par le lemme 4.8, ΦG admet un adjoint à gauche ΨG ; pour vérifier
que ΦG est plein et fidèle, il suffit alors de montrer que la coünité ε : ΨG ◦ ΦG → 1A de
l’adjonction pour (ΨG,ΦG) est un isomorphisme ; en outre, comme G est un générateur,
le foncteur h†Gop : A → Z −Mod est fidèle, donc de même pour ΦG, et alors εA est un
épimorphisme pour tout A ∈ Ob(A ) (proposition 2.16(i)). Soient A ∈ Ob(A ), et F
l’ensemble filtrant des Rop

G -sous-modules de type fini de M := ΦGA, et pour tout N ∈ F
soit iN : N →M l’inclusion ; on est ramené à vérifier que εA est un monomorphisme, et
noter que εA est la colimite du système de morphismes (εA ◦ΨG(iN ) : ΨGN → A |N ∈
F ), car ΨG commute avec toute colimite (proposition 2.49(ii)). D’après le corollaire 4.27,
il suffit alors de vérifier :

Affirmation 4.30. fN := εA ◦ΨG(iN ) est un monomorphisme pour tout N ∈ F .
Preuve : Soient π : RnG → N une surjection Rop

G -linéaire, et (bi | i = 1, . . . , n) la base
canonique de RnG ; posons K := Ker(π), et soient (ei : G → Gn | i = 1, . . . , n) et (eKy :

G → G(K) | y ∈ K) les co-cônes universels. La preuve du lemme 4.8 fournit une suite
exacte de A :

G(K) j−→ Gn
p−→ ΨGN → 0 avec fN ◦ p ◦ ei = π(bi) ∀i = 1, . . . , n.

En outre, j est l’unique morphisme de A tel que j ◦ eKy = y pour tout y ∈ K, où l’on
identifie ΦG(G

n) avec le Rop
G -module RnG, via l’isomorphisme

RnG
∼→ ΦG(G

n) bi 7→ ei ∀i = 1, . . . , n.

Il suffit donc de montrer que Ker(fN ◦ pε) ⊂ Im(j). Soit alors x : G→ Gn un morphisme
de A tel que fN ◦ p ◦ x = 0GA ; on a x =

∑n
i=1 eiai pour certains a1, . . . , an ∈ RG, et

il vient y :=
∑n
i=1 biai ∈ K, d’où x = j ◦ eKy . Puisque G est un générateur de A , on

conclut avec l’exercice 4.3(i). ♢

(ii) : On sait déjà que ΨG est exact à droite et additif (proposition 2.49(ii) et problème
2.76(ii)) ; compte tenu de la proposition 2.102(iii), il suffit de vérifier que pour tout
homomorphisme injectif f : N → M de Rop

G -modules, ΨG(f) est un monomorphisme.
Soit (Nλ |λ ∈ Λ) la famille filtrante des Rop

G -sous-modules de type fini de N , et pour tout
λ ∈ Λ soit fλ : Nλ → M la restriction de f ; puisque ΨG commute avec toute colimite,
ΨG(f) s’identifie avec la colimite du système (ΨG(fλ) |λ ∈ Λ). Si chaque ΨG(fλ) est un
monomorphisme, il en est alors de même pour ΨG(f) (corollaire 4.27) ; ainsi, on peut
supposer que N soit un Rop

G -module de type fini. De même, soit (Mλ′ |λ′ ∈ Λ′) la famille
filtrante des Rop

G -sous-modules de type fini de M contenant l’image de f , et pour tout
λ′ ∈ Λ′ soit gλ′ : N → Mλ′ l’unique application Rop

G -linéaire dont la composition avec
l’inclusion Mλ′ →M est f ; par le même raisonnement, on est ramené aussitôt à vérifier
que chaque ΨG(gλ′) est un monomorphisme, donc on peut supposer que M et N soient de
type fini. Soient alors p : RnG → M une surjection Rop

G -linéaire, et K := Ker(p) ; d’après
l’exercice 2.105(i) on a un diagramme commutatif à lignes horizontales exactes :

0 // K // Q //

f ′

��

N //

f
��

0

0 // K // RnG
p // M // 0
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et dont le carré à droite est cartésien. Soit X (resp. Y ) l’image de ΨG(K) dans ΨG(Q)
(resp. dans ΨG(R

n
G) = Gn) ; puisque ΨG est exact à droite, on déduit un diagramme

commutatif de A à lignes horizontales exactes :

0 // X //

ϕ
��

ΨG(Q) //

ΨG(f ′)
��

ΨG(N) //

ΨG(f)
��

0

0 // Y // Gn
ΨG(p) // ΨG(M) // 0

où ϕ est un épimorphisme, et noter que f ′ est un monomorphisme (exemple 2.23(iii)). Par
le lemme du serpent (proposition 2.106), on déduit que si ΨG(f ′) est un monomorphisme,
il en est de même pour ΨG(f). On est ainsi ramené au cas où M = RnG pour quelque
n ∈ N. Noter que Q n’est pas forcément de type fini, mais en raisonnant comme ci-
dessus, on se ramène à nouveau au cas d’une injection Rop

G -linéaire f : N → RnG avec
N de type fini. Mais d’après la preuve de (i) on sait aussi que la coünité ε est un
isomorphisme ; l’assertion est alors un cas particulier de l’observation 4.30, avec A := Gn,
car ΦG(A) = RnG. □

Théorème 4.31. (Grothendieck) Soit A une catégorie de Grothendieck munie d’un
générateur. Alors tout objet de A admet une enveloppe injective.

Démonstration. Soient G un générateur de A , et RG := A (G,G) ; d’après le théorème
4.29, le foncteur ΦG : A → Rop

G −Mod est plein et fidèle.

Affirmation 4.32. Si i : A→ B est une extension essentielle de A , alors ΦG(i) : ΦGA→
ΦGB est une extension essentielle de Rop

G -modules.
Preuve : Soit x ∈ ΦG(B) \ {0} ; on doit vérifier que xRG ∩ Im(ΦGi) ̸= 0. Or, x : G→ B
est un morphisme de A ; considérons le produit fibré C := A×(i,x)G, avec ses projections

canoniques A x′←− C
i′−→ G. D’après l’exercice 4.25(ii) on a x′ ̸= 0CA, d’où i ◦ x′ ̸= 0CB ,

car i est un monomorphisme ; puisque G est un générateur de A , il existe un morphisme
y : G → C de A tel que z := i ◦ x′ ◦ y ̸= 0GB . Alors z ∈ Im(ΦGi), et d’autre part
z ∈ xRG, car z = x ◦ i′ ◦ y. ♢

D’après le §4.1.4, il existe un Rop
G -module injectif avec un homomorphisme injectif

ω : ΦGA → E de Rop
G -modules ; pour toute extension essentielle i : A → B il existe une

application Rop
G -linéaire f : ΦGB → E avec ω = f ◦ΦG(i), et noter que f est injective, car

ΦG(i) est une extension essentielle, d’après l’observation 4.32. Soit alors F l’ensemble
de tous les sous-modules M ⊂ E de la forme M = f(ΦGB) pour une telle extension
essentielle B et une telle application Rop

G -linéaire f . Pour tout M ∈ F choisissons une
extension essentielle iM : A→ BM et un diagramme commutatif de Rop

G -modules :

ΦGA
ΦG(iM ) //

ω
��

ΦG(BM )

ωM
��

E M
lMoo

dont lM est l’inclusion, et ωM est un isomorphisme. Munissons F de l’ordre partiel
donné par l’inclusion de sous-modules ; noter que si M,N ∈ F et si M ⊂ N , puisque
ΦG est plein et fidèle, il existe un unique morphisme iMN : BM → BN tel que ωN ◦
ΦG(iMN ) ◦ ω−1M : M → N soit l’inclusion, et on voit aussitôt que iMN ◦ iM = iN . En
outre, puisque BM est une extension essentielle de A, on vérifie aisément que iMN est un
monomorphisme pour tous tels M et N .

Soit ensuite (Mλ |λ ∈ Λ) une partie non vide totalement ordonnée de F ; posons

Bλ := BMλ
iλ := iMλ

fλ := lMλ
◦ ωMλ

∀λ ∈ Λ

de sorte que l’on obtient un système (iλ : A→ Bλ |λ ∈ Λ) de morphismes de A , indexé
par l’ensemble totalement ordonné (Λ,≤), avec les morphismes de transition iλµ :=
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iMλMµ
: Bλ → Bµ pour tous λ, µ ∈ Λ avec λ ≤ µ. Soient L la colimite dans A de

la famille (Bλ |λ ∈ Λ), et (jλ : Bλ → L |λ ∈ Λ) un co-cône universel ; évidemment
i := jλ ◦ iλ : A → L est indépendant de λ, et d’après la proposition 4.26, chaque jλ est
un monomorphisme, donc de même pour i. On voit aussi aisément que L est la réunion
de la famille de ses sous-objets (Bλ |λ ∈ Λ) ; avec l’exercice 4.25(iv), il s’ensuit alors
que L est une extension essentielle de A. Posons H :=

⋃
λ∈Λ Im(ΦG(jλ)) ⊂ ΦGL ; noter

que fµ ◦ ΦG(iλµ) = fλ pour tous λ, µ ∈ Λ avec λ ≤ µ, de sorte qu’il existe une unique
application Rop

G -linéaire h : H → E telle que h(ΦG(jλ)(x)) = fλ(x) pour tout λ ∈ Λ et
tout x ∈ ΦGBλ. Puisque chaque fλ est injective, il en est de même pour h, et puisque E
est un Rop

G -module injectif, on trouve ensuite une application Rop
G -linéaire f : ΦGL→ E

qui prolonge h ; en particulier il vient ω = f ◦ ΦG(i), de sorte que N := f(ΦGL) ∈ F .
Par construction, on a Mλ ⊂ N pour tout λ ∈ Λ ; le lemme de Zorn nous dit alors que
F admet un élément maximal M0, et posons i0 := iM0 : A→ B0.

Affirmation 4.33. B0 n’admet aucune extension essentielle non triviale.
Preuve : Soit v : B0 → C une extension essentielle ; puisque E est un Rop

G -module
injectif, l’injection Rop

G -linéaire lM0
◦ ωM0

: ΦGB0 → E se factorise à travers ΦG(v) et
une application Rop

G -linéaire fC : ΦGC → E, de sorte que fC ◦ ΦG(v ◦ i0) = ω, et noter
que v ◦ i0 : A → C est une extension essentielle, d’après l’exercice 4.25(i). Mais par
construction M0 ⊂ Q := fC(ΦGC), donc M0 = Q, par maximalité de M0. Cela revient
à dire que ΦG(v) est un isomorphisme, donc de même pour v, car ΦG est plein et fidèle
(exercice 1.124(i.a)), d’où l’assertion. ♢

Par la proposition 4.18 et l’observation 4.33, B0 est injectif, et la preuve est achevée.
□

Soit A une petite catégorie abélienne ; d’après le théorème 4.31, la proposition 4.13
et l’exercice 4.17, tout objet de A † a une enveloppe injective. D’autre part :

Lemme 4.34. Soient A une petite catégorie abélienne, et E : A op → Z − Mod un
foncteur addititif. Si E est un objet injectif de A †, alors il est exact à droite.

Démonstration. Soit A′op → Aop → A′′op → 0 une suite exacte à droite de A op ;
d’après le §4.1.1, la suite induite 0 → h†A′′ → h†A → h†A′ est exacte à gauche dans A †.
Puisque E est injectif dans A †, on déduit une suite exacte à droite de groupes abéliens
Nat(h†A′ , E)→ Nat(h†A, E)→ Nat(h†A′′ , E)→ 0. D’après le lemme 2.82(iv), cette dernière
s’identifie naturellement avec la suite EA′ → EA→ EA′′ → 0 ; on conclut alors avec la
proposition 2.102(i). □

D’après le lemme 4.34, un objet injectif E de A † est un foncteur exact si et seulement
s’il transforme les épimorphismes de A en monomorphismes de groupes abéliens. Cette
condition s’avère cruciale pour notre discussion ; faisons alors la :

Définition 4.35. Soient A une petite catégorie abélienne, et F ∈ Ob(A †).
(i) On dit que F est épique s’il transforme tout épimorphisme A→ A′ de A en une

injection FA′ → FA de groupes abéliens.
(ii) On dénote par E(A ) la sous-catégorie pleine de A † dont les objets sont les foncteurs

épiques.

Proposition 4.36. Soient A une petite catégorie abélienne, et F → E une extension
essentielle dans A †. Si F est épique, il en est de même pour E.

Démonstration. Si par l’absurde, E n’est pas épique, alors il existe un épimorphisme
f : A→ A′ de A et x ∈ Ker(Ef) \ {0}. On voit aisément que l’association :

B 7→ GB := {Eg(x) | g ∈ A (B,A′)} ∀B ∈ Ob(A )

définit un sous-foncteur de E. Montrons que GB est un sous-groupe de EB, pour tout
B ∈ Ob(A ) : en effet, évidemment 0 ∈ GB, et si y, z ∈ GB, on a y = g(x), z =
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h(x) pour certains morphismes g, h : B → A′ de A , et puisque E est additif, il vient
E(g − h)(x) = (Eg − Eh)(x) = y − z, d’où l’assertion. Puisque x ∈ GA′, on a G ̸= 0, et
comme l’extension F → E est essentielle, on a donc F ∩G ̸= 0. Soient alors B ∈ Ob(A )
et y ∈ (FB ∩ GB) \ {0}. Ainsi, on a y = Eg(x) pour quelque g ∈ A (B,A′), et on
considère le diagramme cartésien de A :

C
f ′ //

g′
��

B

g
��

A
f // A′.

D’après l’exercice 2.95(i), f ′ est un épimorphisme, donc Ff ′ est injectif, car F est épique ;
par suite, z := Ff ′(y) ̸= 0. Mais z = E(f ◦ g′)(x) = E(g′) ◦ E(f)(x) = 0, contradiction.

□

Corollaire 4.37. (i) Soient A une petite catégorie abélienne, et F → G un monomor-
phisme de A †. Si G est un foncteur exact, alors F est épique.

(ii) Si F est un objet épique de A †, il existe un foncteur exact G : A op → Z−Mod
avec un monomorphisme F → G de A †.

Démonstration. (i) : Si G est exact, alors G est épique, donc de même pour F .
(ii) : On a déjà remarqué que F admet une enveloppe injective F → G, et G est

épique, par la proposition 4.36, donc G est exact. □

Avec les résultats ci-dessus, on peut déjà démontrer un premier théorème de représen-
tation : toute petite catégorie abélienne A est équivalente à une sous-catégorie exacte de
Z−Mod. On considère la somme directe suivante dans (A op)† :

F :=
⊕

A∈Ob(A )

h†Aop .

Tout monomorphisme X ′ → X de A induit une injection A (A,X ′) → A (A,X), pour
chaque A ∈ Ob(A ), donc F est épique. D’après le corollaire 4.37, il existe alors un
monomorphisme F → G avec un foncteur exact G : A → Z − Mod, et puisque F est
évidemment fidèle, il en est de même pour G, d’où l’assertion.

Plusieurs étapes ultérieures nous conduiront à un foncteur A → R−Mod exact, plein
et fidèle, pour un anneau associatif unitaire R convenable. D’abord, noter que le produit
(dans A †) de toute petite famille de foncteurs épiques est épique, et de même pour
tout sous-objet de tout foncteur épique. En grand partie, l’étude de E(A ) ne s’appuye
que sur ces propriétés élémentaires ; pour poursuivre notre discussion, il est ainsi utile
d’introduire le cadre abstrait plus général suivant :

Définition 4.38. (i) Soient B une catégorie de Grothendieck complète, telle que tout
objet de B admet une enveloppe injective dans B, et E une sous-catégorie pleine de B.
On dit que E est épique, si elle vérifie les conditions suivantes :

(a) le produit (dans B) de toute petite famille d’objets de E est dans E
(b) tout sous-objet, et toute extension essentielle d’un objet de E est dans E .

(ii) On dit que B ∈ Ob(B) est de E -torsion si B(B,E) = 0 pour tout E ∈ Ob(E ).
(iii) Soit E ∈ Ob(E ) ; on dit qu’un sous-objet E′ ⊂ E est pur si E/E′ ∈ Ob(E ).
(iv) On dit qu’un objet E ∈ Ob(E ) est absolument pur si pour tout monomorphisme
E → F de B avec F ∈ Ob(E ), on a F/E ∈ Ob(E ).

Exemple 4.39. (i) Soient R un anneau intègre, et E la sous-catégorie pleine de R−Mod
dont les objets sont les R-modules sans torsion (voir le §1.1.4). Evidemment tout produit
de R-modules sans torsion est sans torsion, et de même pour tout sous-module d’un
R-module sans torsion. Si M → N est une extension essentielle de R-modules, avec M
sans torsion, et si x ∈ N \ {0}, on a Ax∩M ̸= 0, donc il existe a ∈ A avec ax ∈M \ {0},
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d’où AnnA(x) ⊂ AnnA(ax) = 0, de sorte que N est sans torsion. Ainsi, E est une
sous-catégorie épique de R−Mod. En outre, on voit aussitôt qu’un R-module M est de
E -torsion ⇔ M = Mtor := {x ∈ M |AnnA(x) ̸= 0} ; cette observation est à l’origine de
la définition 4.38(ii).

(ii) Dans la situation de la définition 4.38(i), soient E une sous-catégorie épique de
B, et E ∈ Ob(E ) qui est injectif dans B ; alors E est absolument pur. Car, si E → F est
un monomorphisme de B avec F ∈ Ob(E ), alors E/F est un sous-objet de F (lemme
4.5 et remarque 2.99(iii)), donc E/F ∈ Ob(E ), d’où l’assertion.

Exercice 4.40. Soient B comme dans la définition 4.38, et E ⊂B une sous-catégorie
épique. Montrer que le foncteur d’inclusion E → B admet un adjoint à gauche.

Revenons à la situation de l’exemple 4.39, et soit M un R-module ; on voit aisément
que Mtor est un sous-module de M , que E(M) :=M/Mtor est sans torsion, et que pour
tout quotient sans torsion M ′ de M , le noyau de la projection M → M ′ contient Mtor.
Par inspection de la solution de l’exercice 4.40, on déduit que l’association M 7→ E(M)
définit l’adjoint à gauche de l’inclusion E → R−Mod.

Lemme 4.41. (i) Soient B comme dans la définition 4.38, et E une sous-catégorie
épique de B ; soient aussi B ∈ Ob(B), et E : B → E l’adjoint à gauche de l’inclusion
E → B, fourni par l’exercice 4.40. Alors le noyau de l’unité d’adjonction ηB : B → E(B)
est le plus grand sous-objet de E -torsion de B.

(ii) Si en outre, Σ := (0 → E1 → B → E2 → 0) est une suite exacte courte de B
avec E1, E2 ∈ Ob(E ), alors B ∈ Ob(E ).

(iii) Tout sous-objet pur d’un objet absolument pur de E est absolument pur.

Démonstration. (i) : Si T ∈ Ob(B) est un objet de E -torsion, on a ηB ◦ f = 0 pour tout
morphisme f : T → B de B, donc f se factorise à travers Ker ηB . Pour conclure, il suffit
alors de vérifier que Ker ηB est de E -torsion. Soient donc F ∈ Ob(E ), et g : Ker ηB → F
un morphisme de B ; par hypothèse, F admet une enveloppe injective h : F → J , et
J ∈ Ob(E ). La composition h ◦ g : Ker ηB → J se prolonge en un morphisme k : B → J
(remarque 4.2(i)), et par adjonction, ce dernier se factorise à travers l’unité ηB et un
unique morphisme k : E(B)→ J ; mais alors Ker ηB ⊂ Ker k, donc g = 0, d’où l’assertion.

(ii) : Soit i : E1 → J une enveloppe injective ; d’après l’exercice 2.105(i) on a un
diagramme commutatif de B dont les lignes horizontales sont exactes courtes :

Σ

��

0 // E1
//

i
��

B //

f
��

E2
// 0

i∗Σ 0 // J // X // E2
// 0.

Par le lemme du serpent (proposition 2.106), Ker f = 0B, i.e. f est un monomorphisme
(lemme 2.75(i)) ; mais J ∈ Ob(E ) car E1 ∈ Ob(E ), et on a un isomorphisme X ∼→ J⊕E2

(lemme 4.5 et remarque 2.99(iii)), donc X ∈ Ob(E ), d’où l’assertion.
(iii) : On considère à nouveau la suite exacte courte Σ de (ii), et le morphisme de com-

plexes Σ→ i∗Σ ci-dessus, où maintenant i : E1 → J est un monomorphisme quelconque
de B avec J ∈ Ob(E ) ; on suppose que B soit absolument pur, et afin de vérifier qu’il en
est de même pour E1, il suffit de montrer que J/E1 ∈ Ob(E ). Mais le lemme du serpent
nous donne un isomorphisme J/E1

∼→ X/B, et d’autre part X ∈ Ob(E ) d’après (ii) ; par
suite X/B ∈ Ob(E ), d’où l’assertion. □

Proposition 4.42. Soient B comme dans la définition 4.38, et E ⊂ B une sous-
catégorie épique ; notons par P ⊂ E la sous-catégorie pleine dont les objets sont les
objets absolument purs de E . Alors le foncteur d’inclusion i : P → E admet un adjoint
à gauche fidèle E →P.

Démonstration. Remarquons d’abord :



240 ã Cancer

Affirmation 4.43. Soit 0 → E
f−→ P

p−→ T → 0 une suite exacte courte de B, avec
E ∈ Ob(E ), P ∈ Ob(P), et T de E -torsion. Alors, pour tout morphisme g : E → Q de
B avec Q ∈ Ob(P) il existe un unique morphisme h : P → Q tel que g = h ◦ f .
Preuve : Soit j : Q → J une enveloppe injective dans B ; il existe alors un morphisme
k : P → J avec k ◦ f = j ◦ g, et on obtient un diagramme commutatif :

0 // E
f //

g
��

P
p //

k
��

T //

t
��

0

0 // Q
j // J // Coker(j) // 0.

On a J ∈ Ob(E ), car Q ∈ Ob(E ) ; par suite, Coker(j) ∈ Ob(E ), car Q est absolument
pur, et donc t est le morphisme nul, car T est de torsion. Ainsi, k est la composition
de j et d’un unique morphisme h : P → Q, et puisque j est un monomorphisme, on a
bien g = h ◦ f . Vérifions l’unicité d’un morphisme h vérifiant cette dernière identité :
en effet, si l’on a aussi g = h′ ◦ f pour un deuxième morphisme h′ : P → Q, il vient
(h−h′)◦f = 0EQ, donc il existe un unique morphisme u : T → Q avec u◦p = h−h′ ; mais
comme T est de E -torsion, et que Q ∈ Ob(E ), on a u = 0TQ, d’où finalement h = h′. ♢

Or, soit E ∈ Ob(E ), choisissons une enveloppe injective E → J , et posons F := J/E,
de sorte que l’on a une suite exacte Σ := (0→ E → J

p−→ F → 0) de B ; d’après le lemme
4.41(i), F admet un sous-objet de E -torsion maximal j : T → F avec F/T ∈ Ob(E ), et
l’exercice 2.105(i) nous donne un diagramme commutatif :

j∗Σ

��

0 // E // P //

j′

��

T

j
��

// 0

Σ 0 // E // J
p // F // 0

à lignes horizontales exactes courtes. D’après le lemme du serpent (proposition 2.106),
on a Ker(j′) = 0B, et p induit un isomorphisme Coker(j′)

∼→ Coker(j) ; en particulier,
Coker(j′) ∈ Ob(E ), i.e. P est un sous-objet pur de J . Mais J est absolument pur (exemple
4.39(ii)), donc de même pour P (lemme 4.41(iii)) ; ainsi, la ligne j∗Σ du diagramme
satisfait les hypothèses de l’observation 4.43. En résumant, pour tout E ∈ Ob(E ) on
trouve P (E) ∈ Ob(P) et un morphisme ηE : E → P (E) tel que tout morphisme
E → Q de E avec Q ∈ Ob(P) est la composition de ηE et d’un unique morphisme
P (E) → Q ; cela revient à dire que P (E) représente le foncteur hE ◦ i : P → Ens.
D’après le problème 2.10(i), l’association E 7→ P (E) se prolonge alors en un foncteur
P : E → P adjoint à gauche de i, et l’association E 7→ ηE définit l’unité d’une telle
adjonction. Mais par construction, ηE est un monomorphisme pour tout E ∈ Ob(E ),
donc P est fidèle (proposition 2.16(ii)). □

Théorème 4.44. Avec la notation de la proposition 4.42, la catégorie P est abélienne,
et tout objet de P admet une enveloppe injective dans P.

Démonstration. Soit P : E → P l’adjoint à gauche de l’inclusion i : P → E , et notons
par η (resp ε) l’unité (resp. la coünité) de l’adjonction pour le couple (P, i).

Affirmation 4.45. Ob(P) = {X ∈ Ob(E ) | ηX : X → iPX est un isomorphisme}.
Preuve : Comme i est plein et fidèle, εQ : PiQ→ Q est un isomorphisme pour tout Q ∈
Ob(P) (proposition 2.16(iii)), donc de même pour ηiQ : iQ→ iP iQ, au vu des identités
triangulaires du problème 2.13(ii) ; d’autre part, si X ∈ Ob(E ) \ Ob(P), évidemment
ηX : X → iPX n’est pas un isomorphisme. ♢

• Les catégories E et P sont évidemment pré-additives, avec la loi d’addition des
morphismes héritée de la catégorie abélienne B ; en outre, par hypothèse E contient le
produit de toute petite famille d’objets de E , donc E contient l’objet zéro 0B de B
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(remarque 2.27(ii)) et le biproduit E1 ⊕ E2, pour tous E1, E2 ∈ Ob(E ). Ainsi, E est
additive, et évidemment 0B est absolument pur, donc aussi P a un objet zéro. De plus,
le foncteur P est exact à droite, car il est un adjoint à gauche (proposition 2.49(ii)), donc
il est additif (problème 2.76(ii)), et par suite le biproduit Q1⊕Q2 est représentable dans
P, pour tous Q1, Q2 ∈ Ob(P) ; ainsi, P est additive.
• Ensuite, soit f : Q1 → Q2 un morphisme de P, et Im(f) (resp. Ker(f)) l’image

(resp. le noyau) de f dans B ; puisque Q1, Q2 ∈ Ob(E ), on a Im(f),Ker(f) ∈ Ob(E ), et
la suite exacte courte 0 → Ker(f) → Q1 → Im(f) → 0 de B montre que Ker(f) est un
sous-objet pur de Q1, de sorte que Ker(f) ∈ Ob(P) (lemme 4.41(iii)). Par suite, Ker(f)
représente aussi le noyau de f dans P, et compte tenu du lemme 2.75(i) on voit en outre
que f est un monomorphisme dans P si et seulement s’il est un monomorphisme dans
B.
• Soit f : Q1 → Q2 un monomorphisme de P, et C le conoyau de f dans B ; alors

C ∈ Ob(E ), car Q1 est absolument pur. Notons par g : Q2 → PC la composition de la
projection p : Q2 → C avec ηC : C → PC ; puisque P est fidèle (proposition 4.42), ηC
est un monomorphisme (proposition 2.16(ii)), et alors Ker(g) = Ker(p) = Q1 dans B et
aussi dans P, par ce qui précède. Donc, tout monomorphisme de P est le noyau d’un
morphisme de P.
• Soit f : Q1 → Q2 un morphisme de P ; le conoyau C de f dans B n’est pas

forcément dans E , mais rappelons que l’inclusion j : E → B elle aussi admet un adjoint
à gauche E : B → E (exercice 4.40), et soit (η′B : B → PEB |B ∈ Ob(B)) l’unité
de l’adjonction pour le couple de foncteurs adjoints (j ◦ i, PE) (exercice 2.17(i)). Or,
soit X ∈ Ob(P), et g : Q2 → X un morphisme de P avec g ◦ f = 0Q1X ; alors g est
la composition de la projection p : Q2 → C avec un unique morphisme h : C → X
de B, et par adjonction, h est la composition de η′C : C → PEC avec un unique
morphisme PEC → X de P. Cela montre que PEC représente le conoyau de f dans
P, et η′C ◦ p : Q2 → PEC est la projection canonique correspondante.
• La discussion ci-dessus montre en particulier que f est un épimorphisme de P

si et seulement si PEC = 0B, et comme P est fidèle, cela se vérifie si et seulement si
EC = 0B ; à son tour, cette dernière condition revient à dire que C est un objet de
E -torsion (lemme 4.41(i)). Dans ce cas, notons par Q0 (resp. E2) le noyau (resp. l’image)
de f dans B, de sorte que l’on a des suites exactes de B

Σ := (Q0
g−→ Q1 → E2 → 0) et Σ′ := (0→ E2

u−→ Q2 → C → 0)

et on a déjà vu que Q0 représente aussi le noyau de f dans P. Puisque Q2 ∈ Ob(E ), il
vient E2 ∈ Ob(E ), et d’après l’observation 4.43, on a alors un isomorphisme Q2

∼→ PE2

de P qui identifie u avec l’unité d’adjonction ηE2 : E2 → PE2 ; d’autre part, comme
P est exact à droite, la suite P (Σ) est exacte dans P, et compte tenu de l’observation
4.45, elle s’identifie avec la suite Q0

g−→ Q1
f−→ Q2 → 0. Cela achève de montrer que tout

épimorphisme de P est le conoyau d’un morphisme de P ; avec le théorème 2.89, on
conclut finalement que P est une catégorie abélienne.
• Ensuite, soient f : Q1 → Q2 un monomorphisme de P, et J un objet de P qui est

injectif dans B ; puisque f est aussi un monomorphisme dans B, tout morphisme Q1 → J
se factorise à travers f , i.e. J est aussi injectif dans P. En outre, si f est une extension
essentielle dans B, et siQ0 ⊂ Q2 est un sous-objet non nul (avecQ0 ∈ Ob(P)), rappelons
que l’intersection Q0∩Q1 (dans P) est représentée par le produit fibré Q0×Q2

Q1 de P ;
mais puisque le foncteur d’inclusion j ◦ i : P → B est un adjoint à droite, il est exact à
gauche, donc j ◦ i(Q0×Q2 Q1) représente le produit fibré Q0×Q2 Q1 dans B. Ce dernier
est non nul, car f est essentiel dans B, et donc Q0 ∩ Q1 ̸= 0P dans P ; cela montre
que f est aussi une extension essentielle dans P. Or, soient Q ∈ Ob(P), et h : Q → J
une enveloppe injective dans B, de sorte que J ∈ Ob(E ), et donc J ∈ Ob(P), d’après
l’exemple 4.39(ii) ; par ce qui précède, h est une enveloppe injective de Q. □
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On est maintenant prêt pour revenir à la catégorie abélienne A † :

Proposition 4.46. Soient A une petite catégorie abélienne, E(A ) la sous-catégorie
épique de A † de la définition 4.35(ii), et E ∈ Ob(E(A )). Alors E est absolument pur si
et seulement s’il est un foncteur exact à gauche.

Démonstration. Soient A′ f−→ A
g−→ A′′ → 0 une suite exacte à droite de A , et i : E → F

une enveloppe injective dans A † ; avec Q := F/E, on obtient un diagramme commutatif
de groupes abéliens, à lignes horizontales exactes :

0 // EA′′
iA′′ //

Eg
��

FA′′ //

Fg
��

QA′′ //

Qg
��

0

0 // EA
iA //

Ef
��

FA //

Ff
��

QA // 0

0 // EA′
iA′ // FA′.

D’après la proposition 4.36, on a F ∈ Ob(E(A )), donc F est absolument pur (exemple
4.39(ii)), et il est un foncteur exact (lemme 4.34). Or, si E est exact à gauche, Ef se
factorise à travers un monomorphisme Coker(Eg)→ EA′ ; puisque iA′ est un monomor-
phisme, il en est de même alors pour sa restriction Coker(Eg) → Coker(Fg). En outre,
Ker(Fg) = 0 ; par le lemme du serpent (proposition 2.106), il vient Ker(Qg) = 0, donc
Q ∈ Ob(E(A )), i.e. E est un sous-objet pur de F , par suite E est absolument pur (lemme
4.41(iii)).

Réciproquement, si E est absolument pur, alors Q ∈ Ob(E(A )), donc Ker(Qg) = 0, et
on a déjà observé que Ker(Fg) = 0 ; par le lemme du serpent, il vient Ker(Eg) = 0, et iA
induit un monomorphisme Coker(Eg)→ Coker(Fg). En outre, Ff se factorise à travers
un monomorphisme Coker(Fg) → FA′, car F est exact ; par suite, Ef se factorise à
travers un monomorphisme Coker(Eg)→ EA′, et cela achève de vérifier que E est exact
à gauche. □

4.1.5. Pour toute petite catégorie abélienne A , notons alors par :

A ‡

la sous-catégorie pleine de A † dont les objets sont les foncteurs A op → Z−Mod exacts à
gauche ; d’après la proposition 4.46 et le théorème 4.44, la catégorie A ‡ est abélienne, et
tout objet de A ‡ admet une enveloppe injective dans A ‡. En outre, d’après la remarque
4.2(i), le foncteur h† du §4.1.1 se factorise à travers l’inclusion A ‡ → A † et un unique
foncteur plein et fidèle

h‡ : A → A ‡ A 7→ h†A.

Théorème 4.47. (i) Pour toute petite catégorie abélienne A , la catégorie A ‡ est com-
plète, cocomplète, munie d’un générateur et d’un cogénérateur injectif.

(ii) En outre, le foncteur h‡ est exact, plein et fidèle.

Démonstration. (i) : On voit aisément que le produit et la somme directe d’une famille de
foncteurs exacts à gauche A op → Z−Mod sont encore exacts à gauche ; en outre, A ‡ est
finiment complète et finiment cocomplète (théorème 2.89(ii)), donc elle est complète et
cocomplète (proposition 2.40). En outre, on vérifie comme dans la preuve de la proposition
4.13 que G :=

⊕
A∈Ob(A ) h

†
A est un générateur de A ‡ (mais il n’est pas forcément

projectif dans A ‡). Compte tenu des remarques 4.15(i) et 2.93(ii), Quot(G) est alors un
ensemble ; on pose P :=

∏
Q∈Quot(G)Q, et on choisit une enveloppe injective P → E.

Montrons que E est un cogénérateur injectif de A ‡ : en effet, soit f : A → B un
morphisme non nul de A ‡, de sorte qu’il existe un morphisme g : G→ A avec f ◦g ̸= 0GB
(exercice 4.3(i)), donc Q := Im(f ◦ g) ⊂ B est un quotient non nul de G ; il vient alors
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un monomorphisme j : Q→ P → E, qui se factorise à travers un morphisme h : B → E,
car E est injectif. On a h◦f ̸= 0, car h◦f ◦g est la composition de j avec l’épimorphisme
canonique G→ Q ; l’assertion découle alors du dual de l’exercice 4.3(i).

(ii) : On sait déjà que h‡ est plein et fidèle. Soit 0→ A′ → A→ A′′ → 0 une suite exacte
courte de A ; il reste à vérifier que la suite induite 0→ h†A → h†A′ → h†A′′ → 0 est exacte
dans A ‡, et d’après le (dual de) l’exercice 4.3(iv), il suffit de montrer qu’il en est de même
pour la suite de groupes abéliens 0 → Nat(h†A′′ , E) → Nat(h†A, E) → Nat(h†A′ , E) → 0,
et cette dernière est identifiée avec la suite 0 → EA′′ → EA → EA′ → 0, d’après le
lemme 2.82(iv). Or, la preuve du théorème 4.44 montre que le cogénérateur injectif E de
A ‡ est aussi un objet injectif de A †, et il est alors un foncteur exact (lemme 4.34), d’où
l’assertion. □

Corollaire 4.48. (Théorème de Freyd-Mitchell) Pour toute petite catégorie abélienne
A il existe un anneau associatif unitaire R avec un foncteur exact, plein et fidèle

A → R−Mod.

Démonstration. Posons B := (A op)‡, et F := (h‡)op : A = (A op)op → Bop ; d’après
le théorème 4.47 et la remarque 2.81(ii), Bop est une catégorie abélienne complète et
cocomplète, avec un générateur projectif, et F est un foncteur exact plein et fidèle,
identifiant A avec une sous-catégorie pleine, petite et exacte de Bop. L’assertion découle
alors du théorème 4.9. □

4.2. Espaces spectraux. Soit A un anneau ; l’exemple 3.32(i) entraîne que D(f) est
une partie compacte de SpecA, pour tout f ∈ A. Noter aussi que

(∗) D(f) ∩D(g) = D(fg) ∀f, g ∈ A.

Dans sa thèse doctorale (voir [38]), l’algébriste M.Hochster s’est servi de ces propriétés
afin de caractériser en termes purement topologiques les spectres premiers des anneaux ;
pour cela il a introduit la définition suivante.

Définition 4.49. (i) On dit qu’un espace topologique T est spectral, si :
— T est compact
— T admet une base d’ouverts compacts, stable par intersections finies
— toute partie fermée irréductible Z de T est l’adhérence d’un point unique z ∈ Z,

qu’on appelle le point générique de Z.
(ii) On dit que T est localement spectral, si tout t ∈ T admet un voisinage ouvert dans
T qui est un espace spectral, pour la topologie induite par l’inclusion dans T .

Or, (∗) montre que la base (D(f) | f ∈ A) de SpecA est stable par intersections finies ;
de plus, si Z = V (p) pour un idéal premier p, le point générique unique de Z est p, donc
SpecA est un espace topologique spectral. Réciproquement, Hochster a démontré que
tout espace spectral est homéomorphe au spectre d’un anneau. Nous n’utiliserons pas ce
résultat, qui serait probablement relégué aujourd’hui au rang d’une curiosité mathéma-
tique : avec le recul, on peut dire que la vraie contribution de [38] a été de mettre en
évidence une classe d’espaces topologiques, qui ont fait depuis leur apparition dans plu-
sieurs questions différentes, assez éloignées de celle qui leur a donné naissance. L’ubiquité
et vitalité des espaces spectraux est imputable en bonne mesure aux agréables propriétés
de leurs parties constructibles : surtout, les parties constructibles d’un espace spectral
engendrent une topologie compacte et séparée. Dans cette section on expliquera ce théo-
rème dû à Hochster, ainsi que quelques-uns de ses nombreux corollaires, et quelques
applications. On verra plus tard que les spectres premiers ne sont pas la seule source
d’espaces spectraux : notamment, les spectres valuatifs et les spectres réels des anneaux
nous fourniront des exemples remarquables.



244 ã Cancer

Définition 4.50. Soit T := (T,TT ) un espace spectral.
(i) On dit qu’une partie X ⊂ T est constructible, si elle s’écrit comme réunion finie

de parties de la forme U \ V , avec U et V ouverts et compacts dans T (en particulier, X
est compact pour la topologie induite par l’inclusion dans T ).

(ii) La topologie constructible de T est la topologie T c
T engendrée par la famille des

parties constructibles de T . On notera T c l’ensemble T muni de la topologie T c
T . Noter que

T c
T est plus fine que la topologie TT . Une partie X ⊂ T est dite pro-constructible (resp.

ind-constructible) si elle est fermée (resp. ouverte) dans T c ; i.e. X est une intersection
(resp. une réunion) de parties constructibles de T .
Remarque 4.51. Soient T un espace spectral, et B une base d’ouverts compacts de T ,
stable par intersections finies.

(i) Si U,U ′ ⊂ T sont deux parties ouvertes compactes, il en est de même pour U ∩U ′
et U ∪ U ′. En effet, cela est clair pour U ∪ U ′ (et même pour tout espace topologique
T ) ; pour voir que U ∩ U ′ est compact, on remarque que -- de leur compacité -- U et U ′
s’écrivent comme réunions finies d’éléments de B ; on est donc ramené au cas U,U ′ ∈ B,
où l’assertion est vérifiée par hypothèse.

(ii) Evidemment, toute réunion finie de parties constructibles est constructible. De
même pour les intersections finies : car si X =

⋃n
i=1 Ui \ Vi et X ′ =

⋃m
j=1 U

′
j \ V ′j , on a

X ∩X ′ =
⋃n
i=1

⋃m
j=1(Ui \Vi)∩ (U ′j \V ′j ) =

⋃n
i=1

⋃m
j=1(Ui ∩U ′j) \ (Vi ∪V ′j ), et d’après (i),

chaque partie Ui ∩U ′j et Vi ∪V ′j est ouverte et compacte, d’où l’assertion. En particulier,
les parties constructibles de T forment une base de T c

T .
(iii) Le complémentaire T \X d’une partie constructible X est constructible. Car, si

X =
⋃n
i=1 Ui \ Vi, on a T \X =

⋂n
i=1(T \ (Ui \ Vi)), et (ii) nous ramène à montrer que

si U, V sont des parties ouvertes et compactes de T , alors T \ (U \ V ) est constructible ;
mais T \ (U \ V ) = (T \ U) ∪ V , d’où l’assertion.

(iv) Remarquons aussi que T est de type T0 (définition 1.25(i)). En effet, soient
x, y ∈ T distincts, et notons par Zy l’adhérence de {y} dans T ; comme y est l’unique
point générique de Zy, quitte à échanger les rôles de x et y on peut supposer que x /∈ Zy,
et alors T \ Zy est une partie ouverte contenant x et ne contenant pas y.
Exercice 4.52. Soient T un espace topologique, {U1, . . . , Un} un recouvrement fini de
T , et munissons chaque Ui de la topologie induite par T . On suppose que :

(a) Ui est un espace spectral pour tout i = 1, . . . , n.
(b) Uij := Ui ∩ Uj est une partie compacte de T , pour tous i, j = 1, . . . , n.

Montrer que T est un espace spectral.
4.2.1. Fonctions continues à valeurs discrètes. Soit F2 le corps à deux éléments, que l’on
munit de sa topologie discrète, et pour tout espace topologique T notons

C (T,F2)
l’anneau des fonctions continues à valeurs dans F2. Tout comme dans la section 1.2, on
a une application canonique

ϕT : T → MaxC (T,F2)
qui associe à tout t ∈ T l’idéal maximal mt := {f ∈ C (T,F2) | f(t) = 0}, et on voit
aisément que ϕT est continue pour la topologie de Zariski de MaxC (T,F2).
Remarque 4.53. (i) Noter que si f : T → F2 est continue, la partie V (f) := f−1(0) est
ouverte et fermée dans T , car {0} est une partie ouverte et fermée de F2. Réciproquement,
si Z ⊂ T est une partie ouverte et fermée, l’unique application gZ : T → F2 avec
g−1Z (0) = Z est continue. Donc, la donnée d’un élément de C (T,F2) équivaut à celle
d’une partie ouverte et fermée de T .
(ii) Soit m ∈ MaxC (T,F2) ; on peut s’inspirer de la solution du problème 1.44 pour

définir l’ensemble
Z (m) := {V (f) | f ∈ m}
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qui est un ultrafiltre de parties ouvertes et fermées de T ; en effet :
(a) ∅ /∈ Z (m), car g∅ = 1
(b) si Z∈Z (m) et si Z ′ est une partie ouverte et fermée de T avec Z⊂Z ′, alors

Z ′ ∈ Z (m), car gZ′ = gZ′ · gZ ∈ m

(c) si Z,Z ′ ∈ Z (m), alors Z ∩ Z ′ ∈ Z (m), car Z ∩ Z ′ = V (gZ + gZ′ + gZ · gZ′)
(d) Z (m) est maximal avec ces propriétés (a)--(c), car si Z ′ est une famille de

parties ouvertes et fermées de T contenant strictement Z (m) et vérifiant (b)
et (c), soit Z ∈ Z ′ \Z (m) ; on a gZ /∈ m, et comme m est maximal, on peut
trouver f ∈C (T,F2) et h ∈ m tels que f ·gZ+h = 1, d’où ∅ = Z∩V (h)∈Z ′.

(iii) Noter aussi que pour tout espace topologique T on a :

MaxC (T,F2) = SpecC (T,F2).

En particulier, MaxC (T,F2) est un espace spectral. En effet, soit p ⊂ C (T,F2) un idéal
premier ; pour tout h ∈ C (T,F2) on a h2 − h = 0, donc la classe h de h dans C (T,F2)/p
doit être soit 0, soit 1. Autrement dit, C (T,F2)/p = F2 pour tout p ∈ SpecC (T,F2),
d’où l’assertion, grâce à la proposition 1.5.

Le résultat suivant -- un analogue combinatoire du lemme de Stone -- est la clef de la
théorie des espaces spectraux :

Théorème 4.54. Soit (T,TT ) un espace spectral. Alors :
(i) L’application ϕT c : T

c → MaxC (T c,F2) est un homéomorphisme.
(ii) (Hochster) En particulier, T c est un espace topologique compact et séparé.

Démonstration. On dira qu’une fonction f : T → F2 est constructible si f−1(0) est une
partie constructible de T ; compte tenu de la remarque 4.51(ii,iii), on voit aisément que
l’ensemble des fonctions constructibles

Cons(T,F2)

est un sous-anneau de C (T c,F2), et le raisonnement de la remarque 4.53(iii) montre
de même que SpecCons(T,F2) = MaxCons(T,F2) ; si i : Cons(T,F2) → C (T c,F2) est
l’inclusion, on a donc l’application continue

ϕ′T := Max(i) ◦ ϕT : T c → MaxCons(T,F2)

et on montrera d’abord que ϕ′T est un homéomorphisme. Pour l’injectivité de ϕ′T , soient
x, y ∈ T deux points distincts ; il suffit de trouver f : T → F2 constructible avec f(x) = 1
et f(y) = 0. Cela revient à exhiber une partie constructible X de T telle que x ∈ X et
y /∈ X, car on pourra alors prendre l’unique l’application fX : T c → F2 avec f−1X (1) = X.
Cela montrera en même temps que T c est séparé.

Or, par la remarque 4.51(iv), on peut trouver soit une partie ouverte U avec x ∈ U et
y /∈ U , soit une partie ouverte U ′ telle que y ∈ U ′ et x /∈ U ′ ; évidemment, dans le premier
cas on peut aussi supposer que U soit compacte, et on prendra alors X := U . Dans le
deuxième cas, on peut de même supposer U ′ compacte, et on prendra alors X := T \U ′.

Ensuite, on remarque que la topologie de T c est induite via l’application ϕ′T par la
topologie de MaxCons(T,F2) : en effet, pour toute partie constructible X de T , soit
fX : T c → F2 la fonction continue définie comme ci-dessus ; évidemment ϕ′−1T (D(fX)) =
X, d’où l’assertion. Pour conclure, il ne reste qu’à montrer la surjectivité de ϕ′T . Soit
donc m ∈ MaxCons(T,F2) ; en raisonnant comme dans la remarque 4.53(ii), on voit que
Z (m) := {V (f) | f ∈ m} est un ultrafiltre de parties constructibles de T . Pour tout f ∈ m,
on munit V (f) de la topologie induite par T ; on rappelle que V (f) est compact pour
cette topologie, et on considère la famille F des systèmes Z• := (Zf | f ∈ m) de parties
de T , soumises aux conditions suivantes :

— Zf est une partie fermée non vide de V (f) pour tout f ∈ m
— Zg ⊂ Zf pour tous f, g ∈ m tels que V (g) ⊂ V (f).
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On munit F de l’ordre partiel tel que Z• ≤ Z ′• si et seulement si Zf ⊂ Z ′f pour tout
f ∈ m. Evidemment l’ultrafiltre Z (m) est un élément de F , donc F ̸= ∅. De plus, si
(Zλ• |λ ∈ Λ) est une partie totalement ordonnée de F avec Λ ̸= ∅, posons

Cf :=
⋂
λ∈Λ Z

λ
f ∀f ∈ m.

Affirmation 4.55. (Cf | f ∈ m) ∈ F .
Preuve : Il est clair que Cg ⊂ Cf si V (g) ⊂ V (f). Il reste à montrer que Cf ̸= ∅ pour
tout f ∈ m. Mais observons que toute partie finie non vide Λ′ ⊂ Λ admet un élément
minimal λ0, et on a

⋂
λ∈Λ′ Z

λ
f = Zλ0

f ̸= ∅ ; l’assertion vient alors de la compacité de
V (f) et de la propriété de l’intersection finie (exercice 1.26(i)). ♢

Compte tenu de l’observation 4.55, le lemme de Zorn nous dit que F admet un élément
minimal M• ; pour tout f ∈ m soit Mf l’adhérence de Mf dans T .

Affirmation 4.56. (a) Mf est irréductible pour tout f ∈ m.
(b) Mg =Mf pour tous f, g ∈ m.
(c) Soit t le point générique commun des Mf . On a t ∈ V (f) pour tout f ∈ m.

Preuve. (a) : Soient, par l’absurde, f ∈ m et Z1, Z2 ̸= ∅ deux parties fermées strictement
contenues dans Mf , telles que Mf = Z1 ∪ Z2. On définit des systèmes M1

• et M2
• par :

M i
g :=

{
Zi ∩Mg si V (g) ⊂ V (f)

Mg sinon.
(i = 1, 2).

La minimalité de M• implique que M1
• ,M

2
• /∈ F , donc il existe g, g′ ∈ m tels que

M1
g = M2

g′ = ∅. Posons h := g + g′ + g · g′, de sorte que V (h) = V (g) ∩ V (g′) ; il vient
Mh =M1

h ∪M2
h ⊂M1

g ∪M2
g′ = ∅, contradiction.

(b) : Supposons, par l’absurde, qu’il existe f, g ∈ m tels que Mg ̸=Mf ; quitte à échanger
éventuellement les rôles de f et g, et remplacer g par g+ f + g · f , on peut supposer que
V (g) ⊂ V (f), et donc Mg ⊂Mf . On définit un système M ′• par :

M ′h :=

{
Mg ∩Mh si V (h) ⊂ V (f)

Mh sinon.

Noter que Mh+g+h·g ⊂ M ′h pour tout h ∈ m ; par suite M ′• ∈ F , ce qui contredit la
minimalité de M•.
(c) : Supposons, par l’absurde, que t /∈ V (f) pour quelque f ∈ m. On écrit V (f) =⋃n
i=1(Ui \ U ′i) pour certaines parties ouvertes U1, U

′
1, . . . , Un, U

′
n de T , et disons que t ∈

U1∩· · ·∩Uk et t /∈ Uk+1∪· · ·∪Un. Dans ce cas, on aMf =Mf∩V (f) =Mf∩
⋃k
i=1(Ui\U ′i),

et t ∈ U ′ := U ′1 ∩ · · · ∩ U ′k. Posons N := Mf \ U ′ ; il vient Mf ⊂ N ⊂ Mf . Mais N est
une partie fermée de Mf qui ne contient pas t, contradiction. ♢

L’observation 4.56(c) implique que Z (m) est contenu dans le filtre Z (ϕ′T (t)) des
parties constructibles de T contenant t ; mais on a observé que Z (m) est maximal, donc
Z (m) = Z (ϕ′T (t)), et finalement m = ϕ′T (t).

(ii) : On a déjà observé que T c est séparé, et comme on vient de montrer que ϕ′T est
un homéomorphisme, la compacité vient de la proposition 1.42.

(i) : Il ne reste qu’à montrer que Cons(T,F2) = C (T c,F2) ; cela revient à dire que pour
tout f ∈ C (T c,F2) la partie Z := f−1(0) est constructible ; mais Z est ouverte et fermée
dans l’espace compact T c, i.e. Z est une partie ouverte compacte de T c, donc réunion
finie de parties constructibles de T , d’où l’assertion. □

Voici un critère simple qui est parfois utile pour construire des espaces spectraux :

Proposition 4.57. Soient (T,T ) un espace topologique compact et séparé, U une fa-
mille de parties ouvertes et fermées de T , et notons par TU la topologie sur T engendrée
par U . Alors, les conditions suivantes sont équivalentes :
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(a) (T,TU ) est de type T0.
(b) (T,TU ) est spectral.

En outre, si ces conditions sont vérifiées, on a (T,TU )c = (T,T ).

Démonstration. On sait déjà que (b)⇒ (a), en vertu de la remarque 4.51(iv).
Supposons donc que (T,TU ) soit de type T0, et notons par U ′ l’ensemble des in-

tersections finies arbitraires d’éléments de U . Evidemment tout U ∈ U ′ est une partie
ouverte et fermée de (T,T ), donc U est une partie compacte de (T,T ), et a fortiori, U
est compact par rapport à la topologie TU (qui est moins fine que T ). Donc, U ′ est une
base de TU qui est stable par intersections finies et dont les éléments sont des parties
compactes. Pour montrer que (T,TU ) est spectral, il ne reste ainsi qu’à vérifier que toute
partie fermée irréductible Z de (T,TU ) a un unique point générique. Pour cela, on pose

UZ := {U ∈ U |U ∩ Z ̸= ∅} Z ′ := Z ∩
⋂
U∈UZ

U.

La propriété T0 de (T,TU ) implique aisément que Z ′ contient au plus un point, et il
suffit de montrer que Z ′ ̸= ∅. Or, notons que Z est aussi fermée dans la topologie T ,
donc de même pour toute intersection finie Z ∩U1 ∩ · · · ∩Uk avec U1, . . . , Uk ∈ UZ (pour
tout entier k ∈ N) ; par la propriété de l’intersection finie (exercice 1.26(i)), on est donc
ramené à montrer que chaque intersection finie de ce type est non vide. On raisonne
par l’absurde : si U1, . . . , Uk ∈ UZ et Z ∩ U1 ∩ · · · ∩ Uk = ∅, posons Vi := Z \ Ui pour
i = 1, . . . , k ; il vient Z = V1 ∪ · · · ∪Vk, et comme Z est irréductible, on doit avoir Z = Vi
pour quelque i ≤ k, i.e. Z ∩ Ui = ∅, contradiction.

En dernier lieu, montrons que si (T,TU ) est spectral, (T,T ) est la topologie construc-
tible de (T,TU ) ; pour cela, remarquons d’abord que l’application identique (T,T ) →
(T,TU )c est continue. L’assertion revient à dire que toute partie constructible X de
(T,TU ) est ouverte dans la topologie T , et on est ramené aisément au cas où X est
de la forme U \ V , pour U, V deux ouverts compacts de TU . Mais alors U et V sont
réunions finies d’éléments de U ′, en particulier U et V sont des parties ouvertes et fer-
mées de (T,T ), et finalement U \V est de même ouverte (et fermée) dans (T,T ), comme
souhaité. L’assertion suit maintenant du théorème 4.54(ii) et de l’exercice 1.26(iii). □

Exemple 4.58. Soient T un espace spectral, Z ⊂ T une partie pro-constructible, munie
de la topologie TZ induite par l’inclusion dans T . Alors Z est un espace spectral. En
effet, soit T ′Z la topologie induite sur Z par la topologie de T c ; or, T c est compact et
séparé, et Z est une partie fermée de T c, donc T ′Z est compacte et séparée. De plus, TZ

est de type T0 (car T est de type T0) et engendrée par une famille de parties ouvertes et
fermées de T c. L’assertion découle donc aussitôt de la proposition 4.57, qui montre aussi
que T ′Z est la topologie constructible de Z.

Remarque 4.59. (i) Une application continue f : T → S entre deux espaces spectraux
n’est pas forcément continue pour les topologies constructibles de T et S.

(ii) Toutefois, si f est compacte (voir la définition 1.25(v)), alors f est aussi une
application continue compacte f c : T c → Sc : en effet, les parties ouvertes et compactes
de Sc sont les parties constructibles de S, donc l’assertion revient à dire que si Z ⊂ S est
une partie constructible, alors f−1Z est constructible dans T . Pour cela, on se ramène
aisément au cas où Z = U \U ′ avec U,U ′ des parties ouvertes compactes de S ; mais dans
ce cas f−1Z = (f−1U) \ (f−1U ′) est la différence de deux parties ouvertes compactes,
donc constructible.

(iii) Par exemple, pour tout homomorphisme d’anneaux g : A → B, l’application
continue Spec g : SpecB → SpecA est compacte, car on a (Spec g)−1D(a) = D(g(a))
pour tout a ∈ A.

(iv) Soit (Tλ, fλµ |λ, µ ∈ Λ, λ ≤ µ) un système d’espaces spectraux Tλ et d’applications
continues et compactes fλµ : Tλ → Tµ, indexé par un ensemble cofiltrant (Λ,≤), et soit T
la limite de (T•, f••) dans la catégorie Top. D’après (ii) et le théorème 4.54(ii), on obtient
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un système (T cλ, f
c
λµ |λ, µ ∈ Λ, λ ≤ µ) d’espaces topologiques compacts et séparés ; soit L

la limite de ce système. Comme les ensembles sous-jacents à Tλ et T cλ sont égaux pour
tout λ ∈ Λ, la construction des limites de Top montre que les ensembles sous-jacents à T
et L sont aussi égaux (voir la solution du problème 2.25(iii.a)) ; avec le problème 2.32(i)
on déduit aussitôt que T ̸= ∅ ⇔ Tλ ̸= ∅ pour tout λ ∈ Λ.

Parfois on peut détecter la compacité d’une application continue T → S localement
sur T ou sur S :

Lemme 4.60. Soient T, S des espaces topologiques, f : T → S une application continue,
et {Sλ |λ ∈ Λ} (resp. {Tλ |λ ∈ Λ}) un recouvrement de S (resp. de T ) avec fTλ ⊂ Sλ
pour tout λ ∈ Λ. Munissons chaque Sλ et Tλ des topologies induites par les inclusions
iλ : Sλ → S et jλ : Tλ → T , et supposons que chaque restriction fλ : Tλ → Sλ de f soit
compacte, et que l’une des conditions suivantes soit vérifiée :

(a) Sλ est localement spectral et Tλ = f−1Sλ, pour tout λ ∈ Λ.
(b) Λ est un ensemble fini, et iλ est une application compacte, pour tout λ ∈ Λ.

Alors f est une application compacte.

Démonstration. Soit U ⊂ S une partie ouverte compacte ; si (a) est vérifiée, on peut
trouver pour tout x ∈ U un indice λ(x) ∈ Λ tel que x ∈ Sλ(x), et un voisinage ouvert
compact Ux ⊂ U ∩ Sλ(x) de x dans Sλ(x) ; par suite Wx := f−1λ(x)(Ux) est une partie
ouverte compacte de Tλ(x). Puisque U est compact, il existe une partie finie Σ ⊂ U telle
que U =

⋃
x∈Σ Ux, donc f−1U =

⋃
x∈ΣWx est une partie ouverte compacte de T , d’où

l’assertion dans ce cas. Si (b) est vérifiée, Uλ := U ∩ Sλ est une partie ouverte compacte
de Sλ, pour tout λ ∈ Λ, donc à nouveau f−1U =

⋃
λ∈Λ f

−1
λ Uλ est une partie ouverte

compacte de T . □

Définition 4.61. (i) Soient T un espace topologique, x, y ∈ T deux points. On dit que x
est une spécialisation de y, si x appartient à l’adhérence de {y} dans T . Dans ce cas, on
dit aussi que y est une générisation de x. La spécialisation x de y est stricte, si x ̸= y ;
dans ce cas, on dira aussi que y est une générisation stricte de x. On dit que x est une
spécialisation immédiate de y (ou que y est une générisation immédiate de x) si x est
une spécialisation stricte de y et si aucun point de T n’est à la fois une spécialisation
stricte de y et une générisation stricte de x.

(ii) Soient T, S deux espaces topologiques et f : T → S une application continue. On
dit que f est générisante (resp. spécialisante) si pour tout t ∈ T et toute générisation
(resp. toute spécialisation) s de f(t) il existe une générisation (resp. une spécialisation)
t′ ∈ T de t telle que f(t′) = s.

Remarque 4.62. (i) Pour tout espace topologique T on obtient une relation ≤ réflexive
et transitive sur T par :

x ≤ y ⇔ x est une spécialisation de y.

Si T est spectral, cette relation est aussi antisymétrique, car si x ≤ y et y ≤ x, les
adhérences de {x} et {y} coïncident, d’où x = y. Donc, à tout T spectral on associe ainsi
un ensemble partiellement ordonné (T,≤). On notera

MaxT et MinT

les ensembles des points maximaux et respectivement minimaux de (T,≤).
(ii) Noter aussi que toute application continue f : T → S entre espaces spectraux est

aussi un morphisme d’ensembles partiellement ordonnés

f : (T,≤)→ (S,≤).

En effet, si x ≤ y dans T , notons Z l’adhérence de {f(y)} dans S ; la partie f−1Z est
fermée dans T et contient y, donc x ∈ f−1Z, d’où f(x) ≤ f(y).
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(iii) Toute application continue fermée f : T → S d’espaces topologiques est spéciali-
sante : car si x ∈ T et si z est une spécialisation de y := f(x) dans S, alors z est dans
l’adhérence {y} de {y} dans S, mais puisque f est fermée, {y} est l’image f({x}) de
l’adhérence {x} de {x} dans T (exercice 1.21(iv)), d’où l’assertion.

Exercice 4.63. Soient f : X → Y et g : Y → Z deux applications continues entre
espaces topologiques, avec f surjective et g ◦ f générisante (resp. spécialisante). Montrer
que g est générisante (resp. spécialisante).

Définition 4.64. (i) La dimension (de Krull) d’un espace spectral T , notée :

dimT ∈ N ∪ {±∞}

est le supremum des longueurs k des chaines de spécialisations strictes de points de T :

x0 < x1 < · · · < xk.

On pose dim∅ := −∞.
(ii) Plus généralement, soient T un espace localement spectral, et U l’ensemble des

parties ouvertes U ⊂ T qui sont spectrales, pour la topologie induite par l’inclusion
U → T . La dimension de T est dimT := sup(dim U |U ∈ U ).

Exemple 4.65. (i) Soient T un espace spectral, et t ∈ T . La partie

T (t) := {t′ ∈ T | t′ ≥ t}

est pro-constructible, car elle est l’intersection de tous les voisinages ouverts compacts de
t dans T . En particulier, T (t) est spectral, pour la topologie induite par l’inclusion dans
T (voir l’exemple 4.58), et on définit la hauteur de t

ht (t) := dim T (t)

i.e. ht (t) est le supremum des longueurs des chaînes de générisations strictes de t.
(ii) Soient f : T → S une application continue entre espaces spectraux, et t ∈ T .

D’après la remarque 4.62(ii), f induit par restriction une application continue :

ft : T (t)→ S(s) avec s := f(t).

(iii) Soit A un anneau, et prenons T := SpecA ; on voit que pour p, q ∈ T on a p ≤ q si
et seulement si V (p) ⊂ V (q), si et seulement si q ⊂ p. Donc l’ordre de (T,≤) est l’opposé
de l’ordre défini par l’inclusion d’idéaux premiers, et on a :

Max(SpecA) = MinA Min(SpecA) = MaxA.

La dimension de SpecA est aussi appelée la dimension de A, et notée

dimA.

Il s’agit donc du supremum des longueurs k des chaînes strictement croissantes p0 ⊊ p1 ⊊
· · · ⊊ pk d’idéaux premiers de A. Pour tout p ∈ T on a T (p) = SpecAp (voir l’exemple
3.32(iii)). En particulier, SpecAp est une partie pro-constructible de SpecA. Noter aussi
que l’on a dimA = −∞ ⇔ A = {0}. Plus généralement, soit M un A-module ; noter que
le support de M contient toutes les spécialisations de ses points, car si p ⊂ q sont deux
idéaux premiers de A, on a (Mq)p = Mp, donc Mp ̸= 0 ⇒ Mq ̸= 0. Si en outre M est
de type fini, alors SuppAM est une partie fermée de SpecA (remarque 3.58(ii)), et on
définit la dimension de M par

dimM := dim(SuppAM).

Avec la remarque 3.58(i), il vient : dimM = −∞⇔M = 0.
(iv) Evidemment dimZ = 1, et dimZ/nZ = 0 pour tout entier n > 1.
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Exercice 4.66. Soit A un anneau de dimension dimA finie. Montrer que

1 + dimA ≤ dimA[T ] ≤ 1 + 2 · dimA.

(Pour le cas où A = K est un corps, cette estimation est moins bonne que celle de
l’exercice 3.39 ; mais en fait on verra dans la suite que dimK[T1, . . . , Tk] = k.)

Corollaire 4.67. Soient T un espace spectral, X ⊂ T une partie pro-constructible,
Y ⊂ T une partie ind-constructible, et notons X l’adhérence de X dans T . On a :

(i) X est l’ensemble de toutes les spécialisations des points de X.
(ii) Y est ouverte dans T ⇔ Y contient toutes les générisations de ses points.

Démonstration. (i) : Evidemment, X contient l’ensemble Xs des spécialisations des
points de X. D’autre part, soit x ∈ T \ Xs, et notons par F la famille des parties
ouvertes compactes de T contenant x. Comme x /∈ Xs, on a⋂

W∈F (W ∩X) = ∅.

Or, tout élément de F , ainsi que X, est fermé dans T c ; par le théorème 4.54(ii) et
l’exercice 1.26(i), il s’ensuit qu’il existe W1, . . . ,Wk ∈ F tels que W1∩· · ·∩Wk ∩X = ∅.
Mais W1 ∩ · · · ∩Wk est une partie ouverte de T contenant x, d’où x /∈ X.

(ii) découle aisément de (i). □

Corollaire 4.68. Soient f : T → S une application continue entre deux espaces spec-
traux, X ⊂ T et Y ⊂ S deux parties pro-constructibles. On a :

(i) Si f est compacte, f(X) est pro-constructible dans S.
(ii) Si f est générisante, l’adhérence de f−1Y dans T est l’image réciproque de l’adhé-

rence de Y dans S.

Démonstration. (i) :X est une partie fermée de T c, doncX est compacte, par le théorème
4.54(ii) ; compte tenu la remarque 4.59(ii) et de l’exercice 1.26(ii.c), il s’ensuit que f(X)
est une partie compacte de Sc, et donc f(X) est fermée dans Sc, encore en vertu du
théorème 4.54(ii) et l’exercice 1.26(ii.a).

(ii) : Soit Y l’adhérence de Y dans S ; évidemment l’adhérence de f−1Y est contenue
dans f−1Y , donc il suffit de montrer l’inclusion opposée. Soit ainsi x ∈ f−1Y ; par le
corollaire 4.67(i), le point f(x) admet une générisation y ∈ Y , et comme f est générisante,
on trouve une générisation t ∈ T de x telle que f(t) = y, i.e. x est une spécialisation
d’un point de f−1Y , d’où l’assertion. □

Proposition 4.69. Soient T, S deux espaces spectraux, f : T → S une application
continue et compacte. On a :

(i) f est spécialisante ⇔ f est fermée (voir la définition 1.19(vi)).
(ii) Si f est surjective et spécialisante (resp. générisante), alors la topologie de S

coïncide avec la topologie induite par T via f .
(iii) Si f est ouverte, alors f est générisante.

Démonstration. (i) : On sait déjà que si f est fermée, elle est spécialisante (remarque
4.62(iii)). Pour la réciproque, soit X ⊂ T une partie fermée ; en particulier, X est pro-
constructible dans T , donc f(X) est pro-constructible dans S (corollaire 4.68(i)), et
grâce au corollaire 4.67(i) on est ramené à vérifier que pour tout s ∈ f(X) et toute
spécialisation s′ de s dans S, on a s′ ∈ f(X). Or, soit x ∈ X tel que s = f(x) ; comme f
est spécialisante, il existe une spécialisation x′ de x avec f(x′) = s′, et x′ ∈ X, car X est
fermée, d’où l’assertion.

(ii) : Soit X ⊂ S une partie telle que f−1X est fermée dans T ; on doit vérifier que
X est fermée dans S. Or, f(f−1X) = X car f est surjective ; si f est spécialisante
l’assertion découle alors de (i). Si f est générisante, notons par X l’adhérence de X dans
S. Remarquons que X = f(f−1X) est une partie pro-constructible de S, par le corollaire
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4.68(i) ; compte tenu du corollaire 4.68(ii) on déduit que f−1X = f−1X, et comme f est
surjective, il vient X = X, d’où, à nouveau, l’assertion.

(iii) : Soient x ∈ T et y ≥ f(x) dans S ; pour tout voisinage U de x dans T , la partie
f(U) est un voisinage de f(x) dans S, car f est ouverte, donc y ∈ f(U). Par suite x est
dans l’adhérence f−1(y) de f−1(y) dans T , car sinon U := T \ f−1(y) serait un voisinage
de x avec y /∈ f(U). Mais {y} est une partie pro-constructible de S (car Sc est séparé,
par le théorème 4.54(ii)), donc de même pour f−1(y) (remarque 4.59(ii)), et alors x est
une spécialisation d’un point de f−1(y) (corollaire 4.67(i)) ; cela achève de montrer que
f est générisante. □

Exercice 4.70. Soient f : X → Y une application continue d’espaces spectraux, x ∈ X,
et y := f(x). Montrer les assertions suivantes :

(i) Si f est générisante, munissons f−1x (y) de la topologie induite par l’inclusion dans
X (notation de l’exemple 4.65(ii)) ; alors ht(x) ≥ ht(y) + dim f−1x (y).

(ii) Si f est spécialisante munissons l’adhérence {x} de {x} dans X, et f−1(y) ∩ {x}
des topologies induites par X, et l’adhérence {y} de {y} dans Y de la topologie induite
par Y ; alors dim {x} ≥ dim {y}+ dim(f−1(y) ∩ {x}).

Exercice 4.71. (Involution de Hochster) Soit (T,T ) un espace spectral, et notons par
(T,≤) l’ensemble T partiellement ordonné par spécialisation (remarque 4.62(i)).

(i) Montrer qu’il existe une topologie T ∗ sur T telle que

T ∗ := (T,T ∗)

soit un espace spectral avec (T ∗,≤) = (T,≤)op et (T ∗)c = T c.
(ii) Montrer que ((T,T )∗)∗ = (T,T ).

(iii) Soit f : T → S une application continue et compacte d’espaces spectraux.
(a) Montrer que f : T ∗ → S∗ est aussi continue et compacte.
(b) Montrer que f est spécialisante ⇔ f∗ est générisante.

L’exercice 4.71 admet le corollaire suivant, qui redémontre à la fois la proposition 1.42
et l’exercice 1.61 par une voie purement topologique :

Corollaire 4.72. Soit T un espace spectral. On a :
(i) Tout t ∈ T a une spécialisation t′ ∈ MinT et une générisation t′′ ∈ MaxT .
(ii) La topologie de T induit une topologie compacte sur la partie MinT .
(iii) La topologie de T induit une topologie séparée sur MaxT .

Démonstration. (i) : Vérifions d’abord l’existence de t′ ; pour cela, grâce à l’exemple 4.58
on peut remplacer T par l’adhérence de {t}, et on est ramené à montrer que MinT ̸= ∅ si
T ̸= ∅. Soit F la famille des parties fermées non vides de T , partiellement ordonnée par
inclusion ; si G ⊂ F est une partie totalement ordonnée non vide, on a

⋂
X∈G X ∈ F , par

la propriété de l’intersection finie (exercice 1.26(i)). Par le lemme de Zorn, F admet alors
un élément minimal Z, et il suffit de montrer que Z contient un seul point. Pour cela,
soient t′, t′′ ∈ Z, et notons Z ′ et Z ′′ les adhérences de {t′} et {t′′} dans T ; évidemment
Z ′, Z ′′ ⊂ Z, donc Z ′ = Z = Z ′′, par minimalité de Z, d’où finalement t′ = t′′ est l’unique
point générique de Z.

Ensuite, pour voir que t admet une générisation maximale t′′, on peut remplacer T
par l’espace spectral T ∗ de l’exercice 4.71, et t′′ devient alors une spécialisation minimale
de t, dont l’existence est connue par ce qui précède.

(ii) : Soit (Ui | i ∈ I) une famille de parties ouvertes de T telle que MinT ⊂
⋃
i∈I Ui ;

compte tenu de (i), on voit aisément que
⋃
i∈I Ui = T , et comme T est compact, il existe

une partie finie J ⊂ I avec
⋃
i∈J Ui = T , d’où l’assertion.

(iii) : Soient x, y ∈ MaxT deux points distincts ; on a T (x) = {x} et T (y) = {y}, et
rappelons que T (x) (resp. T (y)) est l’intersection de tous les voisinages ouverts compacts
de x (resp. de y) dans T (voir l’exemple 4.65(i)). Chaque tel voisinage est une partie
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fermée de T c ; au vu du théorème 4.54(ii) et de l’exercice 1.26(i) il existe alors des parties
ouvertes compactes U, V ⊂ T avec x ∈ U, y ∈ V et U ∩ V = ∅. □

Le corollaire suivant est une contrepartie topologique de l’exercice 3.37(i) :

Corollaire 4.73. Soit f : T → S une application continue et compacte d’espaces spec-
traux, telle que f(T ) soit une partie dense de S. Alors MaxS ⊂ f(MaxT ).

Démonstration. Pour tout s ∈ S, soit U (s) l’ensemble des voisinages ouverts compacts
de s dans S ; puisque f(T ) est une partie dense de S, on a f−1U ̸= ∅ pour tout tel s
et tout U ∈ U (s) ; en outre f−1U est une partie fermée de T c, car f est compacte, et⋂
U∈F f−1U = f−1(

⋂
U∈F U) ̸= ∅ pour toute partie finie F ⊂ U (s). D’après le théo-

rème 4.54(ii) et l’exercice 1.26(i), on a alors Z(s) := f−1(
⋂
U∈U (s) U) =

⋂
U∈U (s) f

−1U ̸=
∅ pour tout s ∈ S. Mais noter que si s ∈ MaxS, alors

⋂
U∈U (s) U = {s}, d’où

Z(s) = f−1(s) ; de l’autre côté, noter que Z(s) contient toutes les générisations de ses
points, et donc Z(s) ∩MaxT ̸= ∅, d’après le corollaire 4.72(i), d’où l’assertion. □

Exercice 4.74. (i) Soient T un espace spectral, S ⊂ T une partie, et supposons que S
soit filtrante, pour l’ordre induit par (T,≤). Montrer que la partie

⋂
s∈S{t ∈ T | t ≥ s}

admet un unique élément minimal t0.
(ii) Dualement, si S ⊂ T est une partie cofiltrante pour l’ordre induit par (T,≤),

alors la partie
⋂
s∈S{t ∈ T | t ≤ s} admet un unique élément maximal t1.

On dit que t0 (resp. t1) est le supremum (resp. l’infimum) de S dans T .

Remarque 4.75. (i) Soit T un espace spectral, et pour toute partie Z ⊂ T , munissons
l’adhérence Z de Z dans T de la topologie induite par l’inclusion dans T ; compte tenu
du corollaire 4.72(i), on voit aisément que :

dimT = sup(ht(t) | t ∈ MinT ) = sup(dim {t} | t ∈ MaxT ).

(ii) En outre, soit t ∈ T ; si t0 < t1 < · · · < tk := t est une chaîne de longueur k de
spécialisations strictes de t, et si tk := t < tk+1 < · · · < tk+h est une chaîne de longueur
h de générisations strictes de t, alors t0 < · · · < tk+h est une chaîne de spécialisations
strictes dans T de longueur k + h, d’où :

dimT ≥ ht(t) + dim {t} ∀t ∈ T.

(iii) On dit qu’une chaîne t0 < t1 < · · · < tk de générisations de points de T est
saturée, si ti+1 est une générisation immédiate de ti, pour tout i = 0, . . . , k − 1 (voir la
définition 4.61(i)). On dit que T est caténaire, s’il vérifie les conditions suivantes :

(a) dimZ(z) < +∞ pour toute partie fermée irréductible Z ⊂ T et tout z ∈ Z.
(b) Deux chaînes saturées de T ayant mêmes extremités ont la même longueur.

De même, un anneau A est caténaire, si SpecA est un espace spectral caténaire ; ces défi-
nitions jouent un rôle important dans l’étude fine des anneaux noethériens : notamment,
on verra que les anneaux de Cohen-Macaulay sont caténaires.

Exercice 4.76. (i) Soit T un espace spectral tel que dimZ(z) < +∞ pour toute partie
fermée irréductible Z de T et tout z ∈ Z ; montrer que T est caténaire si et seulement
s’il vérifie la condition suivante. Si X,Y, Z sont trois parties fermées irréductibles de T
quelconques telles que X ⊂ Y ⊂ Z, et si x et y sont les points génériques de X et
respectivement Y , alors dimZ(x) = dimZ(y) + dimY (x).

(ii) Soit T un espace spectral tel que (a) : ht(t) < +∞ pour tout t ∈ T , et (b) :
pour toute partie fermée irréductible Z ⊂ T de point générique z, et tout t ∈ Z, on a
ht(t) = ht(z) + dimZ(t). Montrer que T est caténaire.

Problème 4.77. (Compactifications canoniques) On dit qu’un espace topologique (T,T )
est totalement disconnexe, s’il est séparé et si la famille des parties ouvertes et fermées
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de T est une base de T . Notons

TDisc et cTDisc

les sous-catégories pleines de Top dont les objets sont respectivement les espaces totale-
ment disconnexes et les espaces totalement disconnexes et compacts ; on a un foncteur
d’inclusion naturel i : cTDisc→ TDisc. On dénote

ϕT : T → α(T ) := MaxC (T,F2)

l’application continue naturelle (voir §4.2.1).
(i) Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) T est un espace topologique compact et totalement disconnexe
(b) T est un espace spectral séparé
(c) T est un espace spectral avec dimT ∈ {0,−∞}

et si ces conditions sont remplies, alors T = T c. En déduire que α(X) est totalement
disconnexe et compact, pour tout espace topologique X.
(ii) Soit T un espace totalement disconnexe. Montrer que :

(a) l’image de ϕT est dense dans α(T )
(b) la topologie de T coïncide avec celle induite par α(T ) via ϕT
(c) toute application continue f : T → S avec S totalement disconnexe, induit une

application continue α(f) : α(T ) → α(S), de sorte que les associations T 7→ α(T ) et
f 7→ α(f) définissent un foncteur α : TDisc → cTDisc, et les associations T 7→ ϕT
définissent une transformation naturelle ϕ : 1TDisc → i ◦ α.

(d) Conclure que α est adjoint à gauche de i.
(iii) Soit TopSp la sous-catégorie de Top dont les objets sont les espaces spectraux, et
dont les morphismes sont les applications continues et compactes. Montrer que :

(a) cTDisc est une sous-catégorie pleine de TopSp.
(b) Le foncteur (−)c : TopSp → cTDisc : T 7→ T c qui associe à toute application

continue et compacte f : T → S d’espaces spectraux, l’application f c := f : T c → Sc

(voir la remarque 4.59(ii)), est adjoint à droite de l’inclusion i′ : cTDisc→ TopSp.

Problème 4.78. (i) Soient I une catégorie, T• : I → TopSp : i 7→ Ti un foncteur, et
j : TopSp→ Top le foncteur d’inclusion (notation du problème 4.77(ii)). Montrer que la
limite L de j ◦ T• est un espace spectral, et que le cône universel v• := (vi : L→ Ti | i ∈
Ob(I)) est formé d’applications vi compactes.

(ii) Dans la situation de (i), montrer que le cône v• est aussi universel dans la catégorie
TopSp, et le cône induit vc• := (vci : Lc → T ci | i ∈ Ob(I)) est universel à la fois dans la
catégorie Top et la catégorie cTDisc.

On a vu (exemple 4.58) que toute partie pro-constructible d’un espace spectral T est
aussi spectrale, pour la topologie induite par l’inclusion dans T . Toutefois, dans certaines
applications on trouve des parties d’un espace spectral qui ne sont pas forcément pro-
constructibles. Pour ces cas, le critère suivant est parfois utile :

Problème 4.79. Soient T un espace spectral, S ⊂T×T un ensemble de spécialisations
de T , i.e. pour tout (x, y) ∈ S on a x ≤ y. On dira que x est une spécialisation S -
admissible de y si (x, y) ∈ S . On dira aussi qu’une partie X ⊂ T est S -fermée, si X
contient toutes les spécialisations S -admissibles de tous ses points. On pose

S := {t ∈ T | t n’admet aucune spécialisation S -admissible stricte}
que l’on munit de la topologie induite par l’inclusion dans T . On suppose que :

(S1) pour tout s∈S et tout voisinage U de s dans T il existe une partie U ′⊂U
ouverte, constructible et S -fermée contenant s

(S2) tout t ∈ T admet une spécialisation S -admissible s ∈ S.

(i) Montrer que tout t ∈ T a une unique spécialisation S -admissible r(t) ∈ S.
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(ii) Montrer que S est un espace spectral, et la rétraction r : T → S est une application
continue et compacte.
(iii) Plus précisément, montrer qu’une partie Z ⊂ S est constructible dans S si et

seulement si r−1Z est constructible dans T .

Dans le même esprit, signalons le résultat suivant :

Corollaire 4.80. Soit T un espace spectral, et munissons MinT de la topologie induite
par T . Les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) Tout point de T admet une spécialisation unique dans MinT .
(b) Il existe une rétraction continue r : T → MinT .

En outre, si ces conditions sont vérifiées, MinT est séparé.

Démonstration. (b)⇒(a) : Soit t ∈ T , et u ∈ MinT une spécialisation de t ; il vient
u = r(u) ≤ r(t) (voir la remarque 4.62(ii)), d’où u = r(t).

(a)⇒(b) : Evidemment, pour tout t ∈ T , l’image r(t) doit être l’unique spécialisation
minimale de t, et il reste à vérifier que l’application ainsi définie est continue. Pour cela,
soit U une partie ouverte de T ; on pose Z := (MinT ) \ U , et notons aussi par Z ′
l’ensemble de toutes les générisations des points de Z ; on remarque :

Affirmation 4.81. Z ′ est une partie fermée de T .
Preuve : Notons d’abord que Z ′ contient toutes les spécialisations de tous ses points ; en
effet, si t ∈ Z ′ et t′ ≤ t, par construction il existe s ∈ Z tel que s ≤ t ; soit maintenant
s′ ∈ MinT l’unique spécialisation minimale de t′ ; donc s′ ≤ t, d’où s = s′, et finalement
t′ ∈ Z ′. Compte tenu du corollaire 4.67(i), on est alors ramené à montrer que Z ′ est pro-
constructible. Pour cela, on montre plus précisément que Z ′ est l’intersection de toutes
les parties ouvertes compactes de T contenant Z. En effet, évidemment Z ′ est contenu
dans cette intersection. D’un autre côté, si t ∈ T \Z ′, soit W l’adhérence de {t} dans T ;
on voit aisément que W ∩Z = ∅. Donc, tout z ∈ Z admet un voisinage ouvert et compact
Uz avec Uz∩W = ∅ ; comme MinT est compact (corollaire 4.72(ii)), Z l’est aussi, donc il
existe une partie finie X ⊂ Z telle que Z ⊂ U :=

⋃
z∈X Uz. Par construction, W ∩U = ∅,

en particulier t /∈ U , d’où l’assertion. ♢

En vertu de l’observation 4.81, U ′ := U \ Z ′ est une partie ouverte de T , et par
construction on a U ′ = r−1(U ∩MinT ), d’où l’assertion.

En dernier lieu, montrons que MinT est séparé si (b) est vérifiée. Pour tout t ∈ MinT
on dénote Ut la famille des voisinages ouverts compacts de t dans T ; par l’exemple
4.65(i), on a r−1(t) =

⋂
U∈Ut

U . Soient t, t′ ∈ MinT deux points distincts ; il vient⋂
U∈Ut∪Ut′

U = r−1(t) ∩ r−1(t′) = ∅. De l’autre côté, les éléments de Ut ∪Ut′ sont des
parties fermées de l’espace compact T c ; par l’exercice 1.26(i), il existe donc U ∈ Ut et
U ′ ∈ Ut′ avec U ∩ U ′ = ∅, d’où l’assertion. □

Remarque 4.82. La situation contemplée dans le corollaire 4.80 apparaît notablement
dans la théorie des anneaux w-locaux, développée dans l’article récent [5] de B.Bhatt et
P.Scholze. Voir le problème 8.45 pour une application de ce corollaire.

4.3. Préfaisceaux et faisceaux. Soit (T,T ) un espace topologique ; à toute partie
ouverte U ⊂ T on a associé l’anneau C (U) des fonctions à valeurs réelles sur U (voir
la section 1.2), et toute inclusion U ′ ⊂ U de parties ouvertes induit une application de
restriction

ρUU ′ : C (U)→ C (U ′) s 7→ sU ′ .

Evidemment on a ρUU ′′ = ρU ′U ′′ ◦ ρUU ′ si U ′′ ⊂ U ′ est une troisième partie ouverte, et
ρUU = IdC (U) pour toute partie ouverte U . On reconnaît ici les identités définissant un
foncteur sur une catégorie naturellement associée à l’espace T : en effet, munissons la
topologie T de l’ordre partiel défini par l’inclusion, i.e. tel que U ′ ≤ U si et seulement si
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U ′ ⊂ U ; à cet ensemble partiellement ordonné (T ,≤) on associe comme dans l’exemple
1.114(vii) une catégorie que l’on notera :

Ouv(T ).

Donc, Ob(Ouv(T )) = T , et pour U,U ′ ∈ T , l’ensemble Ouv(T )(U ′, U) est vide si U ′ ̸̸̸̸⊂ U ,
alors que si U ′ ⊂ U , l’inclusion U ′ → U est l’unique morphisme de U ′ vers U dans la
catégorie Ouv(T ). Avec cette notation, les associations : U 7→ C (U) pour tout U ∈ T , et
(U,U ′) 7→ ρUU ′ pour U ′ ⊂ U fournissent un foncteur de Ouv(T )op vers la catégorie des
R-algèbres.

Considérons ensuite une famille arbitraire U ⊂ T de parties ouvertes de T , et soit
U :=

⋃
V ∈U V ; soit aussi s• := (sV |V ∈ U ) une famille avec sV ∈ C (V ) pour tout

V ∈ U , et vérifiant la condition de recollement :

(∗) (sV )V ∩V ′ = (sV
′
)V ∩V ′ ∀V, V ′ ∈ U .

On peut associer à s• une suite cohérente au sens de l’exemple 2.22(i) : pour cela, mu-
nissons l’ensemble

U ∧U := {V ∩ V ′ |V, V ′ ∈ U }
de l’ordre partiel défini par l’inclusion, de sorte que (U ∧ U ,≤) est un sous-ensemble
partiellement ordonné de (T ,≤) ; noter que U ⊂ U ∧U . Pour tous V, V ′ ∈ U posons
sV ∩V

′
:= (sV )V ∩V ′ . Remarquons que cette définition ne dépend que de la famille s• et

de l’intersection Q := V ∩ V ′ : en effet, si Q = W ∩W ′ pour un autre couple W,W ′
d’éléments de U , on a Q ⊂ V ∩W , et avec (∗) on déduit :

(sV )Q = ((sV )V ∩W )Q = ((sW )V ∩W )Q = (sW )Q.

De même, si Q,Q′ ∈ U ∧ U et si Q′ ⊂ Q, on vérifie aisément que (sQ)Q′ = sQ
′
. Ainsi

la famille C (U ∧ U ) := (C (Q) |Q ∈ U ∧ U ) est un système de R-algèbres indexé par
(U ∧U ,≤)op, dont les morphismes de transition sont les applications de restriction ρQQ′
pour tout Q′ ⊂ Q, et la famille de sections s• induit une suite cohérente (sQ |Q ∈ U ∧U )
d’éléments du système C (U ∧U ). De l’autre côté, d’après l’exercice 1.21(ii) il existe une
unique fonction continue s : U → R dont la restriction coïncide avec sQ pour tout
Q ∈ U ∧ U ; on dit que s est obtenue par recollement de la famille s•. En résumé :
toute suite cohérente d’éléments du système C (U ∧U ) se recolle en une unique fonction
continue sur U ; cela revient à dire que les restrictions ρU,Q induisent un isomorphisme :

C (U)
∼→ lim

Q∈(U ∧U )op
C (Q) s 7→ (sQ |Q ∈ U ∧U )

de R-algèbres. Autrement dit : le cône (ρU,Q : C (U)→ C (Q) |Q ∈ U ∧U ) est universel.

Définition 4.83. Soient (T,T ) un espace topologique, et A une catégorie.
(i) Un préfaisceau sur T à valeurs dans A (ou brièvement : un A -préfaisceau sur T )

est un foncteur :
Ouv(T )op → A .

Un préfaisceau à valeurs dans la catégorie Ens des ensembles est appelé simplement un
préfaisceau sur T . De même, un préfaisceau d’anneaux (resp. de groupes, resp. de A-
modules, pour un anneau A associatif unitaire arbitraire) est un préfaisceau à valeurs
dans Z− Alg (resp. dans la catégorie Grp des groupes, resp. dans A−Mod).

(ii) Pour tout préfaisceau F sur T , et tout U ∈ T , les éléments de F (U) sont
appelés les sections de F au-dessus de U , ou brièvement les U -sections de F . Pour
toute inclusion i : U ′ → U de parties ouvertes de T , l’application F (i) : F (U)→ F (U ′)
est aussi appelée la restriction à U ′ des U -sections de F , et on utilise aussi la notation
s 7→ sU ′ pour l’action de cette application sur les sections s ∈ F (U). On appelle F (T )
l’ensemble des sections globales de F . Cette terminologie s’applique aussi évidemment
aux préfaisceaux d’anneaux, de groupes, ou de A-modules.
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(iii) On dit que le A -préfaisceau F est séparé si pour tout U ∈ T et tout recouvre-
ment U de U , et tout X ∈ Ob(A ), les restrictions induisent une injection :

A (X,F (U))→
∏
V ∈U A (X,F (V )) (X

f−→ F (U)) 7→ (X
ρUV ◦f−−−−→ F (V ) |V ∈ U ).

Si le produit
∏
V ∈U F (V ) est représentable dans A , cette condition revient à dire que

les restrictions induisent un monomorphisme :

εU : F (U)→
∏
V ∈U F (V ).

Si A = Ens,Z− Alg,Grp ou A−Mod, l’application εU associe à tout s ∈ F (U) la suite
(sV |V ∈ U ), et la condition revient à dire que cela est une injection.

(iv) Un faisceau sur T à valeurs dans A (ou brièvement : un A -faisceau sur T ) est un
A -préfaisceau F sur T tel que pour tout U ∈ T et tout recouvrement U de U , le cône
des restrictions (F (U) → F (Q) |Q ∈ U ∧ U ) est universel. Un Ens-faisceau sur T est
appelé simplement un faisceau sur T . De même, un faisceau d’anneaux (resp. de groupes,
resp. de A-modules) sur T est un faisceau à valeurs dans la catégorie des anneaux (resp.
des groupes, resp. des A-modules).

(v) Soient F et G deux A -préfaisceaux sur T ; un morphisme de A -préfaisceaux
α : F → G est une transformation naturelle de foncteurs, i.e. la donnée, pour toute
partie ouverte U ⊂ T d’un morphisme

αU : F (U)→ G (U) tel que G (i) ◦ αU = αU ′ ◦F (i)

pour toute inclusion i : U ′ → U de parties ouvertes ; pour des préfaisceaux d’ensembles,
cela s’écrit aussi : (αU (s))U ′ = αU ′(sU ′) pour tout s ∈ F (U). Si A = Ens,Z−Alg,Grp ou
A−Mod, on dira que α est un morphisme de préfaisceaux d’anneaux (resp. de groupes,
resp. de A-modules). Les préfaisceaux d’ensembles (resp. d’anneaux, resp. de A-modules)
sur T avec leur morphismes forment évidemment une catégorie que l’on notera :

T̂ := Fun(Ouv(T )op,Ens) (resp. ZT̂ − Alg resp. AT̂ −Mod).

La sous-catégorie pleine de T̂ (resp. de ZT̂ −Alg, resp. de AT̂ −Mod) dont les objets sont
les faisceaux d’ensembles (resp. d’anneaux, resp. de A-modules) sur T sera notée :

T̃ (resp. ZT̃ − Alg resp. AT̃ −Mod).

(vi) On a un foncteur des sections globales :

Γ : T̂ → Ens F 7→ F (T ) (F
ϕ−→ F ′) 7→ (F (T )

ϕT−−→ F ′(T )).

De même, on a de manière analogue des foncteurs des sections globales ZT̂−Alg→ Z−Alg
et AT̂ −Mod → A −Mod, ainsi que leurs restrictions aux sous-catégories de faisceaux
respectives, que l’on notera tous indifféremment par Γ.

Exemple 4.84. Sur tout espace topologique (T,T ) on a donc un faisceau de R-algèbres

CT : Ouv(T )op → R− Alg U 7→ C (U)

appelé le faisceau des fonctions continues à valeurs réelles sur T .

Remarque 4.85. (i) Soient (T,T ) un espace topologique, A une catégorie, U un re-
couvrement d’une partie ouverte U de T , et X ∈ Ob(A ). Supposons que le cône des
restrictions ρU• := (ρUQ : F (U) → F (Q) |Q ∈ U ∧ U ) soit universel, et soient
f, g ∈ A (X,F (U)) tels que ρUV ◦ f = ρUV ◦ g pour tout V ∈ U . Alors, pour tous
V, V ′ ∈ U on a :

ρU,V ∩V ′ ◦ f = ρV,V ∩V ′ ◦ ρUV ◦ f = ρV,V ∩V ′ ◦ ρUV ◦ g = ρU,V ∩V ′ ◦ g
d’où f = g, par l’universalité de ρU•. Cela montre que tout A -faisceau est un A -
préfaisceau séparé.

(ii) Remarquons en outre que U représente dans la catégorie Ouv(T ) la limite directe
du système partiellement ordonné (U ∧U ,≤) : en effet, pour tout partie ouverte V de



§ 4.3: Préfaisceaux et faisceaux 257

T , l’existence (et unicité) d’un co-cône (Q→ V |Q ∈ U ∧U ) équivaut à dire que Q ⊂ V
pour tout Q ∈ U ∧ U , i.e. que U ⊂ V , et à son tour cela équivaut à l’existence (et
unicité) d’un morphisme U → V de Ouv(T ). Dans la catégorie opposée, on obtient alors
un cône universel (Uop → Qop |Q ∈ U ∧ U ) représentant la limite inverse du foncteur
d’inclusion

iopU : (U ∧U )op → Ouv(T )op.

On conclut que les A -faisceaux sur T sont précisément les A -préfaisceaux qui commutent
avec la limite du foncteur d’inclusion iopU , pour toute famille U ⊂ T .

(iii) La partie vide ∅ de T est ouverte, et admet le recouvrement vide U∅ := ∅. Si F
est un préfaisceau sur T avec F (∅) = ∅, on doit avoir F (U) = ∅ pour tout U ∈ T , car
sinon on n’aurait aucune restriction F (U)→ F (∅). Noter que X :=

∏
V ∈U∅

F (V ) est
un objet final de Ens, i.e. un ensemble avec un seul élément (remarque 2.27(ii,iv)) ; si F
est séparé, les restrictions induisent une injection F (∅)→ X, donc F (∅) a au plus un
élément. Si F est un faisceau, cette même injection doit être une bijection, donc F (∅)
est un ensemble de cardinalité un.

(iv) Soit T = {t} un espace topologique avec un seul élément, de sorte que T =
{∅, T}. Compte tenu de (iii), on voit aisément que tout faisceau F sur {t} est déterminé
à isomorphisme unique près par la donnée de F ({t}), et réciproquement, pour tout
ensemble E il existe un faisceau FE avec FE({t}) = E. Plus précisément, le foncteur
des sections globales est une équivalence de catégories :

{̃t} ∼→ Ens.

Exercice 4.86. Soient T un espace topologique, et A une catégorie complète. Montrer
que la catégorie AT̃ des faisceaux sur T est complète et que l’inclusion i : AT̃ → AT̂ :=
Fun(Ouv(T )op,A ) commute avec toutes les petites limites.

4.3.1. Cribles. Soient (T,T ) un espace topologique et U ∈ T . On dit qu’une partie
U ⊂ T est un crible de T couvrant U , si U est un recouvrement de U et si la condition
suivante est vérifiée. Pour tout V ∈ U et toute partie ouverte V ′ ⊂ V , on a V ′ ∈ U .
Noter que U ∧U = U pour tout crible U de T . On dénote :

CribT et Crib(U)

respectivement l’ensemble de tous les cribles de T , et l’ensemble des cribles de T couvrant
U , partiellement ordonnés par l’inclusion de cribles ; noter que (CribT ,≤) et (Crib(U),≤)
sont des ensembles cofiltrants, car l’intersection de toute famille de cribles est évidemment
un crible, et l’intersection de toute famille finie de cribles couvrant U couvre encore U .
Dans la suite on identifiera aussi CribT et Crib(U) avec les catégories associées à (CribT ,≤)
et (Crib(U),≤), suivant l’exemple 1.114(vii). On a deux foncteurs évidents :

Ouv(T )
λT−−→ CribT

µT−−→ Ouv(T ).

A savoir, λT (U) := {V ∈ T |V ⊂ U} pour tout U ∈ T , et µT (U ) :=
⋃
V ∈U V pour

tout crible U de T . Evidemment U ⊂ λT (U) ⇔ µT (U ) ⊂ U ; cela revient à dire que
(µT , λT ) est un couple de foncteurs adjoints. Rappelons que, d’après le théorème 2.62,
le foncteur Fun(λopT ,Ens) admet un adjoint à droite, et Fun(µop

T ,Ens) admet un adjoint à
gauche, notés respectivement :

T̂

∫
λ
op
T−−−−→ Fun(CribopT ,Ens)

∫ µop
T

−−−−→ T̂ .

On a aussi un adjoint à gauche
∫ λop

T pour Fun(λopT ,Ens) et un adjoint à droite
∫
µop
T

pour Fun(µop
T ,Ens), mais puisque (λopT , µ

op
T ) est un couple de foncteurs adjoints,

∫ λop
T

(resp.
∫
µop
T

) s’identifie naturellement avec Fun(µop
T ,Ens) (resp. avec Fun(λopT ,Ens)), par la
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remarque 2.15(i,ii) et l’exercice 2.14(iii). Avec cette notation, on pose :

(−)+ :=
∫ µop

T ◦
∫
λop
T

: T̂ → T̂ F 7→ F+

et de même ϕ 7→ ϕ+ :=
∫ µop

T
∫
λop
T
ϕ pour tout morphisme ϕ de préfaisceaux sur T .

La preuve du théorème 2.62 exhibe des adjonctions canoniques pour les couples

(Fun(λopT ,Ens),
∫
λop
T
) et (

∫ µop
T ,Fun(µop

T ,Ens)).

Soient alors (ηλT , ελT ) et (ηµT , εµT ) les unités et coünités respectives. Noter que λT est
plein et fidèle, donc de même pour λopT , et par suite ελT : Fun(λopT ,Ens) ◦

∫
λop
T
→ 1T̂ est

un isomorphisme (exercice 2.64 et proposition 2.16(iii)) ; en outre, µT ◦ λT = 1Ouv(T ),
d’où :

Fun(λopT ,Ens) ◦ Fun(µ
op
T ,Ens) = 1T̂

(remarque 1.130(ii)). On déduit une transformation naturelle

jT := (Fun(λopT ,Ens) ∗ ηµT ∗
∫
λop
T
) ◦ ελT −1 : 1T̂ → (−)+.

Remarque 4.87. (i) Soit U un crible de T ; noter que la tranche U /λopT (Ouv(T )op) de
λopT au-dessous de U est la catégorie des couples (V, λT (V ) → U ) formés d’une partie
ouverte V de T et un morphisme λT (V )→ U de CribT (voir la remarque 2.12(iii)). Cela
revient à dire que V ∈ U pour tout tel couple, et la tranche au-dessous de U s’identifie
alors naturellement avec la sous-catégorie pleine U op de Ouv(T )op. Par inspection de la
preuve du théorème 2.62, on voit par suite que∫

λop
T

F (U ) = lim
V ∈U op

F (V ) ∀F ∈ Ob(T̂ ).

On choisira pour cette limite son représentant canonique explicité par l’exemple 2.22(i) :
i.e. l’ensemble des suites cohérentes (sV |V ∈ U ) avec sV ∈ F (V ) pour tout V ∈ U , et
(sV )V ′ = sV

′
pour tous V, V ′ ∈ U avec V ′ ⊂ V . Toute inclusion U ′ ⊂ U de cribles de

T induit l’application∫
λop
T

F (U )→
∫
λop
T

F (U ′) s• := (sQ |Q ∈ U ) 7→ s•U ′ := (sQ |Q ∈ U ′).

(ii) Pour U :=λT (U), une simple inspection montre que ελTU :
∫
λop
T

F (U )
∼→F (U) est

la projection (sV |V ⊂ U) 7→ sU . Son inverse est alors la bijection

ελT −1U : F (U)
∼→
∫
λop
T

F (U ) s 7→ (sV |V ⊂ U) ∀s ∈ F (U).

(iii) Pour tout U ∈ T , la tranche µop
T (CribopT )/U au-dessus de U est la catégorie des

couples (U , U → µT (U )) formés d’un crible U de T et d’un morphisme U → µT (U )
de Ouv(T ), i.e. U ⊂

⋃
V ∈U V pour tout tel couple. La tranche au-dessus de U s’identifie

alors avec le sous-ensemble partiellement ordonné de (CribT ,≤)op formé des cribles U
couvrant les parties ouvertes de T contenant U ; mais noter que pour tout tel U , la partie

U /U := {V ∈ U |V ⊂ U}
est évidemment un crible couvrant U . Donc Crib(U)op est cofinale dans l’ensemble filtrant
µop
T (CribopT )/U , et au vu de l’exercice 2.53(iv), on conclut que∫ µop

T G(U) = colim
U ∈Crib(U)op

G(U ) ∀G : CribopT → Ens.

On choisira pour cette colimite son représentant canonique fourni par l’exercice 2.31 :
i.e. l’ensemble des classes d’équivalence [s,U ] des couples (s,U ) avec U ∈ Crib(U) et
s ∈ G(U ). Comme dans (ii), on voit que ηµTU : G(U ) →

∫ µop
T G(U) est l’application

s 7→ [s,U ], pour tout U ∈ Crib(U)op et tout s ∈ G(U ).
(iv) Ainsi, pour tout U ∈ T , l’ensemble F+(U) est formé des classes d’équivalence

[s•,U ] des couples (s•,U ) avec U ∈ Crib(U) et s• ∈
∫
λop
T

F (U ). Toute inclusion U ′ ⊂
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U de parties ouvertes de T induit un morphisme d’ensembles partiellement ordonnés
Crib(U) → Crib(U ′) : U 7→ U /U ′, et une inspection directe montre que la restriction
correspondante des U -sections de F+ est l’application :

F+(U)→ F+(U ′) [s•,U ] 7→ [s•U /U ′ ,U /U ′].

Pour tout morphisme ϕ : F → G de préfaisceaux, tout crible U de T , et tout U ∈ T ,
on voit en outre que (

∫
λop
T
ϕ)U et ϕ+U sont respectivement les applications :∫

λop
T

F (U )→
∫
λop
T

G (U ) s• 7→ ϕU (s•) := (ϕQ(s
Q) |Q ∈ U )

F+(U)→ G +(U) [s•,U ] 7→ [(ϕU (s•),U ].

(v) En dernier lieu, la transformation naturelle jTF : F → F+ est donnée par :

jTF ,U : F (U)→ F+(U) s 7→ [(sV |V ⊂ U), λT (U)] ∀U ∈ T

pour tout préfaisceau F sur T . Cela posé, on a :

Problème 4.88. Soit T un espace topologique. Montrer les assertions suivantes :
(i) Pour tout préfaisceau F sur T , le préfaisceau F+ est séparé.

(ii) Si F est un préfaisceau séparé, F+ est un faisceau.
(iii) Les associations :

F 7→ F a := (F+)+ (ϕ : F → G ) 7→ ϕa := (ϕ+)+ : F a → G a

définissent un foncteur (−)a : T̂ → T̃ adjoint à gauche de l’inclusion de catégories iT :

T̃ → T̂ . Pour tout préfaisceau F on appelle F a le faisceau associé à F .
(iv) L’association : F 7→ uTF := jTF+ ◦ jTF pour tout F ∈ Ob(T̂ ) est l’unité d’une

adjonction pour le couple de foncteurs ((−)a, iT ), et le foncteur (−)a est exact.
(v) Les catégories T̂ et T̃ sont complètes et cocomplètes.

Remarque 4.89. (i) Soient (T,T ) un espace topologique, et F un préfaisceau sur T . Par
inspection des constructions du §4.3.1, on peut extraire la description suivante du faisceau
associé F a. Pour toute partie ouverte U ⊂ T , toute section de F a(U) est représentée par
une F -donnée localement recollée (s•,U ) sur U , formée d’un crible U de T couvrant
U , et d’un système s• := (sV |V ∈ U ) avec sV ∈ F (V ) pour tout V ∈ U , vérifiant la
condition de recollement local :

pour tout V, V ′ ∈ U il existe UV,V ′ ∈ Crib(V ∩ V ′) tel que
(sV )W = (sV

′
)W ∀W ∈ UV,V ′ .

En effet, à toute telle donnée (s•,U ) on associe la section [ŝ•,U ] ∈ F a(U), où ŝV ∈
F+(V ) est la classe de la suite cohérente ((sV )W |W ∈ U /V ), pour tout V ∈ U . On
dira que deux F -données (s•,U ) et (s′•,U ′) sont équivalentes si [ŝ•,U ] = [ŝ′•,U ′] ;
cela revient à dire qu’il existe un crible U ′′ ⊂ U ∩U ′ couvrant U , et pour tout W ∈ U ′′

un crible U ′′W couvrant W , avec (sV )W = (s′V )W pour tout W ∈ U ′′W . Notons aussi par
⟨s•,U ⟩ la classe d’équivalence de (s•,U ).

Réciproquement, à tout [t•,U ] ∈ F a(U) on associe une F -donnée localement recollée
(t̃•,U ′), comme suit. Par définition, tV ∈ F+(V ) pour tout V ∈ U , i.e. tV est la classe
d’une suite cohérente (tV,W |W ∈ UV ), pour un certain crible UV couvrant V ; alors
U ′ :=

⋃
V ∈U UV est encore un crible couvrant U , et pour tout W ∈ U ′ on choisit V ∈ U

avec W ∈ UV et on pose t̃W := tV,W . On vérifie aisément que la classe ⟨t̃•,U ′⟩ dépend
seulement de [t•,U ] (et elle est indépendante des choix effectués) ; en outre, l’association
[t•,U ] 7→ ⟨t̃•,U ′⟩ établit une bijection entre F a(U) et l’ensemble des classes de F -
données localement recollés sur U , dont l’inverse est l’association ⟨s•,U ⟩ 7→ [ŝ•,U ] : les
détails sont confiés au lecteur.

(ii) Si ϕ : F → G est un morphisme de T̂ , alors pour tout U ∈ T , l’application
ϕaU : F a(U)→ G a(U) correspond, sous les identifications de (i), à l’application qui envoie
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chaque F -donnée localement recollée ⟨s•,U ⟩ sur U , vers la G -donnée localement recollée
⟨ϕ(s)•,U ⟩, avec ϕ(s)V := ϕV (s

V ) pour tout V ∈ U . De même, l’unité uF : F → F a

de l’adjonction fournie par le problème 4.88(iv) associe à tout U ∈ T l’application
F (U)→ F a(U) telle que a 7→ ⟨a•, λT (U)⟩, avec a• := (aV |V ⊂ U) pour tout a ∈ F (U).

(iii) Soit F un préfaisceau d’anneaux sur T , et notons par F0 le préfaisceau d’en-
sembles obtenu en oubliant la loi d’anneau sur les sections de F . On voit aisément que le
préfaisceau F+

0 hérite de F une structure naturelle de préfaisceau d’anneaux ; il en est
alors de même pour F a

0 , et ce dernier est ainsi un faisceau d’anneaux que l’on notera F a.
En termes des identifications de (i) : si ⟨a•,U ⟩ et ⟨b•,U ′⟩ sont des F -données localement
recollées sur U ∈ T , alors ⟨a•,U ⟩+ ⟨b•,U ′⟩ := ⟨(a+ b)•,U ′′⟩, avec (a+ b)V := aV + bV

pour tout V ∈ U ′′ := U ∩U ′, et de même pour la loi de multiplication sur F a(U). En
outre, si ϕ : F → G est un morphisme de préfaisceaux d’anneaux, ϕa : F a → G a est un
morphisme de faisceaux d’anneaux, que l’on peut expliciter comme dans (ii).

(iv) L’unité d’adjonction uF : F → F a du problème 4.88(iv) est un morphisme de
ZT̂ −Alg, et noter que la coünité correspondante est u−1G : G a → G pour tout faisceau G ;
donc aussi u−1G est un morphisme de faisceaux d’anneaux, si G ∈ Ob(ZT̃ −Alg). Au vu du
problème 2.13(iii), on déduit que l’association F 7→ F a définit un adjoint à gauche de
l’inclusion ZT̃ −Alg→ ZT̂ −Alg, et l’unité et la coünité pour cette adjonction sont encore
u• et u−1• . De même on obtient un adjoint à gauche de l’inclusion AT̃ −Mod→ AT̂ −Mod,
pour tout anneau associatif unitaire A : les détails seront confiés aux soins du lecteur.

Exercice 4.90. (i) Pour tout espace topologique T et tout anneau associatif unitaire
A, montrer que les catégories ZT̂ −Alg, ZT̃ −Alg, AT̂ −Mod et AT̃ −Mod sont complètes
et cocomplètes.

(ii) Montrer en outre que AT̂−Mod (resp. AT̃−Mod) est une catégorie de Grothendieck
munie d’un générateur projectif (resp. d’un générateur).

4.3.2. Images directes et inverses de préfaisceaux. Toute application continue f : T → S
d’espaces topologiques induit un foncteur évident :

Ouv(f) : Ouv(S)→ Ouv(T ) U 7→ f−1U.

Soit A une catégorie. Pour tout A -préfaisceau F sur T , on notera :

f∗F := F ◦ Ouv(f)op.
Il s’agit donc du A -préfaisceau sur S tel que (f∗F )(U) := F (f−1U) pour toute partie
ouverte U ⊂ S ; si U ′ ⊂ U est une autre partie ouverte, la restriction des (f−1U)-sections
F (f−1U) → F (f−1U ′) définit évidemment la restriction à U ′ des U -sections de f∗F .
On appelle f∗F l’image directe de F suivant l’application f . On voit aussitôt que si F
est un A -faisceau sur T , alors f∗F est un A -faisceau sur S : la vérification détaillée sera
laissée aux soins du lecteur. De plus, tout morphisme de A -préfaisceaux ϕ : F → F ′

induit un morphisme f∗ϕ : f∗F → f∗F ′ ; à savoir, on pose

(f∗ϕ)U := ϕf−1U : (f∗F )(U)→ (f∗F
′)(U) ∀U ∈ Ob(Ouv(S)).

Evidemment, les foncteurs ainsi obtenus ne sont rien d’autre que

Fun(Ouv(f)op,A ) : Fun(Ouv(T )op,A )→ Fun(Ouv(S)op,A )

et sa restriction aux A -faisceaux. Pour A = Ens, on les notera respectivement

f̂∗ : T̂ → Ŝ et f̃∗ : T̃ → S̃.

• Si A est cocomplète, Fun(Ouv(f)op,A ) admet un adjoint à gauche :

Fun(Ouv(S)op,A )→ Fun(Ouv(T )op,A ) G 7→ f−1G

en vertu du théorème 2.62(ii). On appelle f−1G l’image inverse de G suivant f , et pour
tout morphisme ϕ : G → G ′ on notera aussi par f−1ϕ : f−1G → f−1G ′ le morphisme
induit. Explicitons cette construction : pour toute partie ouverte V ⊂ T soit U(f, V )
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l’ensemble des parties ouvertes U ⊂ S avec fV ⊂ U ; il est cofiltrant pour l’ordre partiel
défini par l’inclusion de parties ouvertes, et on a

(f−1G )(V ) := colim
U∈U(f,V )op

G (U) ∀G : Ouv(S)op → A .

Si A = Ens (resp. si A = Z− Alg ou A = A−Mod, pour un anneau associatif unitaire
A), on choisira pour cette colimite le représentant canonique de l’exercice 2.31(ii) (resp.
de l’exercice 2.31(iii,iv)) : i.e. f−1G (V ) sera formé des classes d’équivalence [s, U ]V des
couples (s, U) avec U ∈ U(f, V ) et s ∈ G (U), pour la plus petite relation d’équivalence
∼ telle que

(s, U) ∼ (sU ′ , U
′) ∀U,U ′ ∈ U(f, V ) avec U ′ ⊂ U.

Avec cette notation, pour toute inclusion V ′ ⊂ V de parties ouvertes de S, la restriction
à V ′ des V -sections de f−1G est l’application

f−1G (V )→ f−1G (V ′) [s, U ]V 7→ [s, U ]V ′ .

Et pour tout ϕ ∈ Ŝ(G ,G ′), le morphisme f−1ϕ est donné par les applications

(f−1ϕ)V : (f−1G )(V )→ (f−1G ′)(V ) [s, U ]V 7→ [ϕU (s), U ]V ∀V ⊂ T.

• Pour A = Ens, on a ainsi un adjoint à gauche de f̂∗, qui sera désigné par

f̂−1 : Ŝ → T̂ .

En outre, la preuve du théorème 2.62 exhibe une adjonction canonique pour le couple
(f̂−1, f̂∗), dont l’unité ηfG : G → f∗f

−1G et la coünité εfF : f−1f∗F → F sont respecti-
vement les applications :

ηfG : G (U)→ f∗f
−1G (U) s 7→ [s, U ]f−1U ∀U ⊂ S

εfF ,V : f−1f∗F (V )→ F (V ) [s, U ]V 7→ sV ∀V ⊂ T.

• On déduit aisément que le foncteur

f̃−1 : S̃ → T̃ G 7→ (f−1G )a

(i.e. la composition de l’inclusion iS : S̃ → Ŝ avec f̂ : Ŝ → T̂ et (−)a : T̂ → T̃ ) est adjoint
à gauche de f̃∗ : T̃ → S̃ : plus précisément, le couple (f̃−1, f̃∗) admet une adjonction
canonique, dont l’unité et la coünité sont les compositions

G
ηfG−−→ f∗f

−1G
f∗(u

T
f−1G

)

−−−−−−−→ f∗f̃
−1G ∀G ∈ Ob(S̃)

f̃−1f∗F
(εfF )a

−−−−→ (iTF )a
uT −1

F−−−−→ F ∀F ∈ Ob(T̃ )

où uTf−1G : f−1G → iT (f
−1G )a est l’unité de l’adjonction pour le couple ((−)a, iT )

fournie par le problème 4.88(iv), et de même pour uTF : F
∼→ (iTF )a.

• Pour A = Z− Alg, on notera également par

f̂−1 : ZŜ − Alg→ ZT̂ − Alg et f̃−1 : ZS̃ − Alg→ ZT̃ − Alg

les adjoints à gauche du foncteur d’image directe f̂∗ : ZT̂ − Alg → ZŜ − Alg, et respec-
tivement de sa restriction f̃∗ : ZT̃ − Alg → ZS̃ − Alg aux faisceaux d’anneaux. Comme
pour les faisceaux d’ensembles, ce dernier est donné par l’association : F 7→ (f−1F )a

pour tout F ∈ Ob(ZS̃ − Alg), où (−)a désigne le foncteur de la remarque 4.89(iv). En
particulier, noter les diagrammes commutatifs de catégories :

ZŜ − Alg
f̂−1

//

��

ZT̂ − Alg

��

ZS̃ − Alg
f̃−1

//

��

ZT̃ − Alg

��
Ŝ

f̂−1

// T̂ S̃
f̃−1

// T̃
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dont les flèches verticales sont les foncteurs d’oubli évidents. On a de même des adjonc-
tions et des diagrammes commutatifs analogues pour les préfaisceaux et les faisceaux de
A-modules, que le lecteur industrieux n’omettra pas d’expliciter.

Remarque 4.91. Le théorème 2.62(i) fournit aussi des adjoints à droite des foncteurs f̂∗
d’image directe pour préfaisceaux d’ensembles, d’anneaux et de A-modules. Toutefois,
ces foncteurs ne sont pas utiles pour notre discussion, car ils ne conduisent pas à des
adjoints à droite pour les sous-catégories de faisceaux respectives.

Exemple 4.92. (i) Soient T un espace topologique, A une catégorie arbitraire, et
j : U → T l’inclusion d’une partie ouverte de T ; notons par AT̂ (resp. AÛ ) la catégorie
des A -préfaisceaux sur T (resp. sur U). D’après le §4.3.2, j induit un foncteur Ouv(j) :
Ouv(T )→ Ouv(U) : V 7→ U∩V ; d’autre part, soit i : Ouv(U)→ Ouv(T ) l’inclusion. Noter
que pour tout V ∈ Ob(Ouv(T )) et tout W ∈ Ob(Ouv(U)), la donnée d’un morphisme
iW → V de Ouv(T ) revient à l’inclusion W ⊂ V , i.e. W ⊂ U ∩ V , et cela équivaut
à son tour à la donnée d’un morphisme W → Ouv(j)(V ) de Ouv(U) ; autrement dit
(i,Ouv(j)) est un couple de foncteurs adjoints, muni d’une adjonction canonique. D’après
la remarque 2.15(i,ii), il s’ensuit que j∗ = Fun(Ouv(j)op,A ) : AÛ → AT̂ est adjoint à
droite de Fun(iop,A ) : AT̂ → AÛ , et on a une adjonction canonique pour ce couple de
foncteurs. Explicitement, Fun(iop,A ) associe à tout G ∈ Ob(AT̂ ) sa restriction G|U à
U , i.e. la restriction du foncteur G à la sous-catégorie Ouv(U)op, et à tout morphisme
ϕ : G → G ′ de AT̂ sa restriction ϕ|U : G|U → G ′|U ; en outre, l’unité de l’adjonction
associe à tout tel G le morphisme de A -préfaisceaux ηG : G → j∗(G|U ) tel que ηG ,V :
G (V )→ j∗(G|U ) = G (U ∩ V ) soit la restriction à U ∩ V des V -sections de G , pour toute
partie ouverte V ⊂ T . En dernier lieu, noter que (j∗F )|U = F pour tout F ∈ Ob(AÛ ) ;
la coünité canonique εF : (j∗F )|U → F n’est alors rien d’autre que l’identité de F .
D’après l’exercice 2.14(i), si A est cocomplète, cet adjoint à gauche (−)|U de j∗ doit
coïncider à isomorphisme près avec l’image inverse suivant j considérée au §4.3.2.

(ii) Notons aussi par AT̃ (resp. AŨ ) la catégorie des A -faisceaux sur T (resp. sur U) ;
on a déjà remarqué que j∗ se restreint en un foncteur AŨ → AT̃ , et il est clair que (−)|U
se restreint en un foncteur AT̃ → AŨ ; ces restrictions sont donc encore un couple de
foncteurs adjoints, généralisant ainsi, dans cette situation, la construction des foncteurs
ȷ̃−1 vus ci-dessus pour les cas où A = Ens,Z− Alg, A−Mod.

(iii) En outre, si A = Ens,Z− Alg, A−Mod, on voit aussitôt que :

(G a)|U = (G|U )
a ∀G ∈ Ob(AT̂ ).

Exercice 4.93. (i) Soient T, S des espaces topologiques, f : T → S une application
continue. Montrer que les foncteurs f̂−1 : Ŝ → T̂ et f̃−1 : S̃ → T̃ sont exacts.

(ii) Si en outre la topologie de T est induite par celle de S via f , montrer que les
foncteurs f̂∗ : T̂ → Ŝ et f̃∗ : T̃ → S̃ sont pleins et fidèles.

Remarque 4.94. Soient T f−→ T ′
g−→ T ′′ deux applications continues entre trois espaces

topologiques. Par inspection directe des définitions on voit que

(̂g ◦ f)∗ = ĝ∗ ◦ f̂∗ et (̃g ◦ f)∗ = g̃∗ ◦ f̃∗.
Au vu des exercices 2.14(i) et 2.17(i), on déduit des isomorphismes de foncteurs :

γ̂f,g : f̂−1 ◦ ĝ−1 ∼→ (̂g ◦ f)−1 et γ̃f,g : f̃−1 ◦ g̃−1 ∼→ (̃g ◦ f)−1.
On obtient plus explicitement de tels isomorphismes comme suit. Soit F un préfaisceau
sur T ′′, et U ⊂ T une partie ouverte ; rappelons que (g ◦ f)−1F (U) est l’ensemble
des classes d’équivalence -- qu’on notera ici [s,W ]g◦f -- des couples (s,W ) avec W ∈
U(g ◦ f, U) et s ∈ F (W ). De même, f−1g−1F (U) consiste en les classes d’équivalence
[σ, V ]f des couples (σ, V ) avec V ∈ U(f, U) et σ ∈ g−1F (V ) ; la section σ est à son tour la
classe d’équivalence σ = [t,W ]g d’un couple (t,W ) avec W ∈ U(g, V ) et t ∈ F (W ). Pour
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V ∈ U(f, U) fixé, l’inclusion d’ensembles partiellement ordonnés U(g, V ) ⊂ U(g ◦ f, U)
induit, d’après la remarque 2.29(i), une application

γVF : g−1F (V )→ (g ◦ f)−1F (U) [t,W ]g 7→ [t,W ]g◦f .

Evidemment, pour toute inclusion V ′ ⊂ V de parties V, V ′ ∈ U(f, U) on a :

γVF (σ) = γV
′

F (σV ′) ∀σ ∈ g−1F (V ).

Autrement dit, le système d’applications (γVF |V ∈ U(f, U)) est un co-cône de sommet
(g ◦ f)−1F (U), induisant une application bien définie

γF ,U : f−1g−1F (U)→ (g ◦ f)−1F (U) [[t,W ]g, V ]f 7→ [t,W ]g◦f .

On voit aussitôt que l’association : U 7→ γF ,U pour toute partie ouverte U ⊂ T , définit un
morphisme de préfaisceaux γF : f−1g−1F → (g◦f)−1F , et l’association : F 7→ γF pour
tout F ∈ Ob(T̂ ′′), définit une transformation naturelle γ̂f,g : f̂−1 ◦ ĝ−1 → (̂g ◦ f)−1. Il
est aussi clair que γF ,U est une application surjective, pour toute telle U ; pour conclure,
il ne reste qu’à vérifier l’injectivité de γF ,U . Soient ainsi [σ, V ]f , [σ

′, V ′]f ∈ f−1g−1F (U)
tels que γF ,U ([σ, V ]f ) = γF ,U ([σ

′, V ′]f ) ; on a [σ, V ]f = [σV ∩V ′ , V ∩ V ′]f et de même
pour [σ′, V ′], donc quitte à remplacer V et V ′ par V ∩ V ′ on peut supposer que V = V ′.
Disons que σ = [t,W ]g et σ′ = [t′,W ′]g ; par hypothèse il vient [t,W ]g◦f = [t′,W ′]g◦f , et
cela veut dire qu’il existe W ′′ ∈ U(g ◦ f, U) avec W ′′ ⊂ W ∩W ′ et tel que tW ′′ = t′W ′′ ;
on déduit :

[σ, V ]f = [[tW ′′ ,W
′′]g, V ∩ g−1W ′′]f = [[t′W ′′ ,W

′′]g, V ∩ g−1W ′′]f = [σ′, V ]f

d’où l’assertion. Avec γ̂f,g on peut ensuite construire γ̃f,g : voir l’exercice 4.98(ii).

4.3.3. Fibres d’un préfaisceau. Soit (T,T ) un espace topologique et t ∈ T ; munissons
l’ensemble {∅} de son unique topologie T∅ := {∅, {∅}}, et soit jt : {∅} → T telle que
jt(∅) := t ; puisque jt est continue pour les topologies T∅ et T , on peut poser

Ft := Γ(j−1t F ) ∀F ∈ Ob(T̂ )

où Γ : {̂∅} → Ens est le foncteur des sections globales. On appelle Ft la fibre de F au
point t. De même, à tout morphisme de préfaisceaux ϕ : F → F ′ on associe l’application
ϕt := Γ(j−1t ϕ) : Ft → F ′t . Explicitement, ce foncteur fibre

(−)t := Γ ◦ ȷ̂t−1 : T̂ → Ens

peut se décrire comme suit. Notons par Ut l’ensemble des voisinages ouverts de t dans
T , muni de l’ordre partiel défini par l’inclusion de voisinages ; on déduit un système
d’ensembles (F (U) |U ∈ U op

t ) indexé par l’ensemble filtrant U op
t , dont les morphismes

de transition F (U) → F (U ′) sont les restrictions, pour toute inclusion U ′ ⊂ U de
voisinages de t ; par inspection directe des définitions il vient :

Ft = colim
U∈U op

t

F (U)

et la colimite est représentée par l’ensemble des classes d’équivalence [s, U ]t des (s, U)
avec U ∈ Ut et s ∈ F (U), pour la relation d’équivalence telle que (U, f) ∼ (U ′, f ′)⇔ les
restrictions de f et f ′ coïncident sur un voisinage de t contenu dans U∩U ′ : voir l’exercice
2.31(ii) ; on dit que [s, U ] est le germe de s au point t. De même, ϕt est l’application :

colim
U∈U op

t

ϕU : Ft → F ′t [s, U ]t 7→ [ϕU (s), U ]t.

Il est aussi clair que si F est un préfaisceau d’anneaux (resp. de A-modules, pour un
anneau associatif unitaire A), alors Ft hérite de F une structure naturelle d’anneau
(resp. de A-module) ; on a ainsi un foncteur fibre (−)t : ZT̂ −Alg→ Z−Alg, et de même
pour les préfaisceaux de A-modules.
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Exercice 4.95. Soient T un espace topologique, t ∈ T un point, et CT le faisceau des
fonctions continues à valeurs réelles sur T (voir l’exemple 4.84). La fibre CT,t de CT au
point t est appelée l’anneau des germes des fonctions continues autour de t. On a un
homomorphisme naturel d’anneaux :

(∗) C (T )→ CT,t f 7→ [f, T ]t

qui associe à toute fonction continue f : T → R son germe au point t. Or, soit T
complètement régulier (voir l’exercice 1.119(v)), et soit m ⊂ C (T ) l’idéal maximal des
fonctions qui s’annulent en t. Montrer que (∗) se factorise à travers la localisation C (T )→
C (T )m et un unique isomorphisme unique d’anneaux : C (T )m

∼→ CT,t.

Exercice 4.96. Soit T un espace topologique ; montrer les assertions suivantes :
(i) Soient F ,G deux préfaisceaux séparés sur T , et ϕ, ψ : F → G deux morphismes

de préfaisceaux tels que ϕt = ψt pour tout t ∈ T . Alors ϕ = ψ.
(ii) L’unité d’adjonction uTF : F → F a du problème 4.88(iv) induit une bijection

(uTF )t : Ft
∼→ F a

t ∀F ∈ Ob(T̂ ),∀t ∈ T.

Avec la remarque 4.89(iii,iv), on déduit que si F est un préfaisceau d’anneaux (resp. de
A-modules, pour un anneau A), alors (uTF )t est même un isomorphisme d’anneaux (resp.
de A-modules).

Théorème 4.97. Soit (T,T ) un espace topologique. On a :
(i) Un morphisme de T̂ (resp. de T̃ ) est un isomorphisme si et seulement s’il est à

la fois un monomorphisme et un épimorphisme.
(ii) Un morphisme ϕ de T̃ est un monomorphisme (resp. un épimorphisme, resp. un

isomorphisme) si et seulement si sa fibre ϕt est une injection (resp. une surjection, resp.
une bijection) pour tout t ∈ T .

Démonstration. On considère d’abord un monomorphisme (resp. épimorphisme) ϕ :
F → F ′ de préfaisceaux. L’exercice 2.66(v), nous dit que ϕU : F (U) → F ′(U) est
un monomorphisme (resp. épimorphisme) d’ensembles pour tout U ∈ T , i.e. il est une
injection (resp. surjection) (exercice 1.119(iii,iv)). Si ϕ est à la fois un monomorphisme
et un épimorphisme, ϕU est alors bijectif pour tout U , donc ϕ est un isomorphisme.

(ii) : Soient iT : T̃ → T̂ l’inclusion de catégories, t ∈ T et jt : {t} → T l’inclusion.
D’après l’exercice 4.96(ii), on a une bijection naturelle Γ(ȷ̂t

−1F )
∼→ Γ(ȷ̃t

−1F ) pour tout
faisceau F de T . On déduit un isomorphisme de foncteurs :

(−)t ◦ iT = Γ ◦ ȷ̂t−1 ◦ iT
∼→ Γ ◦ ȷ̃t−1 : T̃ → Ens.

Or, Γ : {̃t} → Ens est une équivalence (remarque 4.85(iv)), et ȷ̃t−1 : T̃ → {̃t} est exact
(exercice 4.93(i)) ; on conclut que tout foncteur fibre (−)t ◦ iT : T̃ → Ens est exact. En
particulier, si ϕ est un monomorphisme (resp. un épimorphisme, resp. un isomorphisme),
il en est de même pour chaque ϕt, en vertu de l’exercice 2.66(ii,iv). Réciproquement, soit
ϕ : F → G un morphisme de T̃ tel que ϕt est un monomorphisme pour tout t ∈ T , et
soient ψ,ψ′ : F ′ → F deux morphismes de faisceaux sur T tels que ϕ◦ψ = ϕ◦ψ′ ; il vient
ϕt◦ψt = ϕt◦ψ′t, d’où ψt = ψ′t pour tout t ∈ T , donc ψ = ψ′ (exercice 4.96(i)) ; cela montre
que ϕ est un monomorphisme. De même on montre que si chaque ϕt est un épimorphisme,
il en est de même pour ϕ. En dernier lieu, si chaque ϕt est un isomorphisme, on sait déjà
que ϕ est un monomorphisme par ce qui précède. Rappelons que l’inclusion de catégories
iT : T̃ → T̂ est exacte à gauche, car elle admet un adjoint à gauche (proposition 2.49(i)) ;
donc iT (ϕ) : iT (F )→ iT (F ′) est un monomorphisme de préfaisceaux (exercice 2.66(ii)),
i.e. ϕU : F (U) → F ′(U) est une injection pour tout U ∈ T . Pour un tel U , soit
σ ∈ F ′(U) ; par hypothèse, pour tout t ∈ U le germe en t de la section σ est dans
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ϕt(F t). Cela veut dire qu’il existe un voisinage ouvert Ut de t dans U et τ (t) ∈ F (Ut)
tel que ϕUt(τ (t)) = σUt . Pour tous t, t′ ∈ U , posons Ut,t′ := Ut ∩ Ut′ ; on a ainsi

ϕUt,t′ (τ
(t)
Ut,t′

) = (ϕUt(τ
(t)))Ut,t′ = σUt,t′ = (ϕUt′ (τ

(t′)))Ut,t′ = ϕUt,t′ (τ
(t′)
Ut,t′

)

d’où τ (t)Ut,t′ = τ
(t′)
Ut,t′

, par l’injectivité de ϕUt,t′ . Comme F est un faisceau, il existe alors une
unique section τ ∈ F (U) avec τUt = τ (t) pour tout t ∈ U ; il vient ϕ(τ)Ut = ϕUt(τUt) =
σUt pour tout t ∈ U , d’où ϕ(τ) = σ, car F ′ est un faisceau. Cela achève de montrer
que ϕU est bijectif pour tout U ∈ T , i.e. ϕ est un isomorphisme. On peut maintenant
compléter la preuve de (i) : en effet, si ϕ est un morphisme de faisceaux qui est à la fois
un monomorphisme et un épimorphisme, on vient de voir que ϕt est à la fois injectif et
surjectif, i.e. bijectif pour tout t ∈ T , donc ϕ est un isomorphisme, par ce qui précède. □

Exercice 4.98. (i) Soient S, T deux espaces topologiques, f : T → S une application
continue, et t ∈ T ; exhiber pour tout G ∈ Ob(Ŝ) une bijection naturelle :

ωtf,G : (f−1G )t
∼→ Gf(t)

i.e. un isomorphisme de foncteurs ω̂tf : (−)t ◦ f̂−1
∼→ (−)f(t).

(ii) Notons encore par (−)t : T̃ → Ens et (−)f(t) : S̃ → Ens les restrictions des
foncteurs fibre. Avec (i) et l’exercice 4.96(ii), il vient un isomorphisme de foncteurs

ω̃tf : (−)t ◦ f̃−1
∼→ (−)f(t).

Soient ensuite W un troisième espace topologique et g : S →W une deuxième application
continue ; montrer qu’il existe un isomorphisme unique de foncteurs

γ̃f,g : f̃−1 ◦ g̃−1 ∼→ (̃g ◦ f)−1

qui fait commuter le diagramme suivant pour tout t ∈ T et tout H ∈ Ob(W̃ ) :

(†)
(f̃−1 ◦ g̃−1H )t

(γ̃f,gH )t //

ω̃t
f,g̃−1H ��

((̃g ◦ f)−1H )t

ω̃tg◦f,H
��

(g̃−1H )f(t)
ω̃
f(t)
g,H // Hg◦f(t).

4.4. Modules projectifs et groupes de Picard. Dans cette section on va s’intéresser
de plus près aux modules projectifs sur un anneau A donné, i.e. aux objets projectifs de
la catégorie abélienne A−Mod.

Lemme 4.99. Soit P un A-module. On a :
(i) P est projectif si et seulement s’il est un facteur direct d’un A-module libre.
(ii) Si P est projectif et de type fini, il est un facteur direct d’un A-module libre de

rang fini. En particulier, P est de présentation finie.

Démonstration. Soient Q un A-module tel que P ⊕ Q est libre, π : P ⊕ Q → P la
projection, et i : P → P ⊕ Q l’inclusion canonique. Soient aussi ϕ : M → N une
surjection A-linéaire, ψ ∈ HomA(P,N), et posons ψ′ := ψ ◦ π ; d’après l’exemple 4.4(i),
ψ′ admet un relèvement ψ′′ : P⊕Q→M , de sorte que ϕ◦ψ′′ = ψ′, et alors ψ′′◦i : P →M
relève ψ.

De l’autre côté, si P est projectif, choisissons un ensemble S avec une surjection A-
linéaire ϕ : A(S) → P ; si P est de type fini, on prendra pour un S un ensemble fini. Par
hypothèse, IdP : P → P se relève en une application A-linéaire ϕ′ : P → A(S), et il vient
A(S) = Im (ϕ′) ⊕ Ker (ϕ). Si S est fini, la surjection induite A(S) → Kerϕ montre que
Kerϕ est de type fini, d’où la dernière assertion de (ii). □

Corollaire 4.100. (i) Tout A-module projectif est plat.
(ii) Un A-module de présentation finie est plat si et seulement s’il est projectif.
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Démonstration. (i) : Soit P un module projectif ; par le lemme 4.99(i) on peut trouver
un A-module Q tel que P ⊕Q soit un A-module libre. La remarque 3.74(iv) nous dit que
P ⊕Q est plat, et alors P est plat, d’après la remarque 3.74(iii).

(ii) : Par (i), on peut supposer que P soit plat et de présentation finie ; par le lemme
3.85, l’identité IdP : P → P est la composition d’applications A-linéaires ϕ : P → L et
ψ : L → P avec L libre de rang fini ; il s’ensuit aisément que L = Im(ϕ) ⊕ Ker(ψ), et
compte tenu du lemme 4.99(i), on conclut que P est projectif. □

Remarque 4.101. On peut aussi démontrer le corollaire 4.100(ii) avec la dualité de Pon-
tryagin du §4.1.4. En effet, soit p : N1 → N2 un homomorphisme surjectif de A-modules.
On déduit aisément un diagramme commutatif

N∗2 ⊗AM
σN2,M //

p∗⊗AM
��

HomA(M,N2)
∗

(p∗)
∗

��
N∗1 ⊗AM

σN1,M // HomA(M,N1)
∗

où σN1,M et σN2,M sont comme dans le problème 4.23(ii), et (p∗)
∗ est le dual de Pon-

tryagin de l’application

p∗ : HomA(M,N1)→ HomA(M,N2) f 7→ p ◦ f.
Or, si M est de présentation finie, σN2,M et σN1,M sont des isomorphismes, par le pro-
blème 4.23(iii). De plus, par l’exercice 4.22(i) on sait que p∗ est injectif, car p est surjectif,
et si M est plat, il s’ensuit que p∗ ⊗AM est injectif, donc de même pour (p∗)

∗. Alors p∗
est surjectif (en vertu de l’exercice 4.22(i)), donc M est projectif.

Exercice 4.102. Soient S ⊂ A une partie multiplicative, P un A-module projectif.
(i) Montrer que S−1P est un S−1A-module projectif.

(ii) Pour toute A-algèbre B, montrer que B ⊗A P est un B-module projectif.
(iii) Soient f : A→ B un homomorphisme d’anneaux fidèlement plat (voir la définition

3.73(ii)), et M un A-module. Montrer que B ⊗A M est un B-module projectif de type
fini ⇔ M est un A-module projectif de type fini.

On a déjà remarqué que tout A-module M détermine une sorte de “fibré vectoriel”
sur SpecA, dont la fibre en chaque point p est le k(p)-espace vectoriel M(p). Si M est
de type fini, le rang rkM de M (voir le §3.2.7) est une application à valeurs entières qui
n’est pas forcément localement constante. Si maintenant P est un A-module projectif de
type fini, le résultat suivant nous dit que le rang rkP est bien localement constant sur
SpecA, car dans ce cas P est “localement libre sur la topologie de Zariski de SpecA”.
Les modules projectifs de type fini sont donc la vraie incarnation algébrique des fibrés
vectoriels de la géométrie différentielle.

Théorème 4.103. Soit P un A-module. Alors P est projectif de type fini si et seulement
si pour tout p ∈ SpecA il existe f ∈ A \ p tel que Pf := Af ⊗A P soit un Af -module libre
de rang fini.

Démonstration. Si P est projectif de type fini, alors Pp est un Ap-module libre (théorème
3.82 et corollaire 4.100(i)) ; choisissons donc une base x1/s1, . . . , xd/sd de Pp. On voit
aisément que x1/1, . . . , xd/1 est aussi une base de Pp, et on considère l’application A-
linéaire π : Ad → P telle que π(ei) := xi pour i = 1, . . . d (où e1, . . . , ed est la base
canonique de Ad). Par construction, la localisation πp : Adp → Pp est un isomorphisme,
donc 0 = Cokerπp = (Cokerπ)p, i.e. p /∈ SuppA(Cokerπ). Mais le support de Cokerπ est
une partie fermée de SpecA (voir la remarque 3.58(ii)), donc il existe un voisinage ouvert
SpecAs ⊂ SpecA de p tel que SpecAs ∩ SuppA(Cokerπ) = ∅. Au vu de la remarque
3.58(i,iii), il vient As⊗ACokerπ = Coker (As⊗Aπ) = 0, i.e. πs := As⊗Aπ : Ads → Ps est
surjectif. Posons Q := Kerπs ; d’après l’exercice 4.102(i), Ps est un As-module projectif,
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donc de présentation finie (lemme 4.99(ii)), et alors Q est un As-module de type fini
(exercice 2.110(iv)). Puisque (πs)p = πp est un isomorphisme, on a Qp = 0, donc p /∈
SuppAsQ, et à nouveau on trouve un voisinage ouvert SpecAss′ ⊂ SpecA de p tel que
SpecAss′ ∩ SuppAsQ = 0. Si l’on pose f := ss′, on voit que SuppAf (Af ⊗As Q) = ∅,
donc Af ⊗As Q = 0, et πf := Af ⊗A π : Adf → Pf est un isomorphisme.

Réciproquement, si l’hypothèse est vérifiée, Pp est un Ap-module libre pour tout p ∈
SpecA, donc P est plat (proposition 3.77). En outre, P est de présentation finie, par
l’exercice 3.56, donc l’assertion découle du corollaire 4.100(ii). □

Remarque 4.104. Soit A un anneau local. D’après le théorème 4.103, tout A-module
projectif de type fini est libre. Mais plus généralement, d’après un théorème de Kaplansky,
si A est local, tout A-module projectif est libre : voir [55, Th.2.5]. On n’utilisera pas ce
résultat.

Exemple 4.105. (Le ruban de Möbius) Soit A l’anneau des fonctions R→ R continues
et périodiques de période 2π (c’est l’anneau des fonctions continues sur le cercle S1). Soit
P le groupe additif des fonctions continues R→ R telles que

f(x+ 2π) = −f(x) ∀x ∈ R.

Evidemment, si f ∈ P et g ∈ A, on a g · f ∈ P , donc P est un A-module.
(i) On va exhiber un isomorphisme A-linéaire A2 ∼→ P ⊕ P afin de vérifier que P est

projectif de type fini. Pour cela, on considère les fonctions

v1(x) := sin(x/2) v2(x) := cos(x/2).

Evidemment, v1, v2 ∈ P , donc ϕ := (v1, v2) et ψ := (−v2, v1) sont des éléments de P ⊕P .
On remarque que, pour tout t ∈ R le couple (ϕ(t), ψ(t)) est une base orthonormale de
R2 (par rapport au produit scalaire standard ⟨·, ·⟩ de R2). Donc, pour toute fonction
f : R→ R2 on a

(∗) f(t) = ⟨f(t), ϕ(t)⟩ · ϕ(t) + ⟨f(t), ψ(t)⟩ · ψ(t) ∀t ∈ R.

Si maintenant f ∈ P ⊕ P , les fonctions t 7→ ⟨f(t), ϕ(t)⟩ et t 7→ ⟨f(t), ψ(t)⟩ sont des
éléments de A, car ⟨f(t + 2π), ϕ(t + 2π)⟩ = ⟨−f(t),−ϕ(t)⟩ = ⟨f(t), ϕ(t)⟩ (et de même
pour l’autre fonction). De plus, (∗) est l’unique écriture de f comme combinaison linéaire
de ϕ et ψ à coefficients dans A, i.e. on obtient l’isomorphisme cherché en posant e1 7→ ϕ
et e2 7→ ψ (où (e1, e2) est la base canonique de A2).

(ii) La discussion de (i) implique aisément que (v1, v2) est un système de générateurs
de P . Pour conclure, on va montrer que P n’est pas un A-module libre. Or, si P était
libre, il serait de rang 1, car on vient de voir que P ⊕ P est libre de rang 2. Donc,
supposons par l’absurde que P soit engendré par quelque f ∈ P . Puisque f ̸= 0, il existe
x ∈ R tel que f(x) ̸= 0 ; comme f(x + 2π) = −f(x), il s’ensuit que f s’annule en un
point y ∈]x, x+ 2π[ ; donc, tout multiple g · f de f (avec g ∈ A) s’annule aussi au point
y. D’autre part, évidemment P contient des fonctions qui ne s’annulent pas au point y
(une telle fonction est h(t) := f(t− y + x)), CQFD.

Remarque 4.106. (i) L’exemple précédent nous montre qu’un A-module projectif de type
fini sur un anneau non local n’est pas forcément libre. On a des exemples semblables
dans la théorie des nombres et la géométrie algébrique : par exemple, si K est un corps
de nombres, et si OK est son anneau des entiers, alors les conditions suivantes sont
équivalentes : (a) tout OK-module projectif de type fini est libre, et (b) le nombre de
classes hK de K est égal à 1 (voir le problème 7.48(iv)).

(ii) Soit K un corps arbitraire. Un théorème standard assez élémentaire montre que
tout K[X]-module de type fini est somme directe d’un K[X]-module libre et un K[X]-
module de torsion. D’autre part, un K[X]-module de torsion ne peut pas être facteur
direct d’un K[X]-module libre. Donc, tout K[X]-module projectif de type fini est libre.
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(iii) Autour 1955, Serre a conjecturé que le même résultat s’étend aux K-algèbres
de polynômes K[X•] := K[X1, . . . , Xn] à un nombre (fini) arbitraire d’indéterminées :
tout K[X•]-module projectif de type fini est libre. Cette conjecture a été démontrée
indépendamment par Quillen et par Suslin en 1976 : voir [48].

(iv) On a déjà vu que si P est projectif de type fini, le rang de P est localement
constant sur SpecA. En particulier, si SpecA est connexe (e.g. si A est intègre : voir
l’exercice 3.66(iii)), rkP est constant sur SpecA. La sous-catégorie pleine de A − Mod
dont les objets sont les A-modules projectifs de type fini sera notée :

A−Modptf.

Exercice 4.107. Soit A := C ([0, 1]) l’anneau des fonctions continues à valeurs réelles
sur l’intervalle [0, 1]. Soit I ⊂ A l’idéal des fonctions telles que f−1(0) soit un voisinage
de 0 dans [0, 1] (il s’agit de l’idéal noté I0 dans l’exemple 1.54).

(i) Exhiber un système dénombrable de générateurs de l’idéal I, et en déduire une
surjection A-linéaire ϕ : A(N) → I.

(ii) Montrer que ϕ admet un inverse à droite I → A(N) et déduire que I est un
A-module projectif.
(iii) Montrer que I n’est pas un A-module libre.

Exercice 4.108. Soient A un anneau, P un A-module projectif de type fini, r ∈ N.
(i) Montrer que Symr

AP et ΛrAP sont des A-modules projectifs de type fini.
(ii) On suppose que rkP (p) ≤ r pour tout p ∈ SpecA. Montrer que Λr+1

A P = 0.

Problème 4.109. Soient A un anneau, et P un A-module.
(i) Si P est projectif et si P = J (A) ·P , montrer que P = 0 (voir la définition 1.48(i)).
(ii) On considère les conditions suivantes :

(a) P est projectif de type fini.
(b) P est projectif, et rkP est localement constante, à valeurs dans N.
(c) P est de type fini, et la fonction rkP : SpecA→ N est localement constante.

Montrer que (a)⇔(b), et si A est réduit (voir la définition 1.48(ii)), alors (a)⇔(c).

4.4.1. SoientA un anneau, etM,N,P troisA-modules. On a une applicationA-bilinéaire
N ×HomA(P,M)→ HomA(P,N ⊗AM) qui associe à chaque (n, ϕ) ∈ N ×HomA(P,M)
l’homomorphisme f(n,ϕ) : P → N ⊗AM tel que x 7→ n ⊗ ϕ(x) pour tout x ∈ P . On en
déduit une application A-linéaire

ρM,N,P : N ⊗A HomA(P,M)→ HomA(P,N ⊗AM) n⊗ x 7→ f(n,ϕ).

Evidemment toute donnée d’applications A-linéaires

f : P2 → P1 g : N1 → N2 h :M1 →M2

induit un diagramme commutatif :

N1 ⊗A HomA(P1,M1)
ρM1,N1,P1 //

g⊗AHomA(f,h)
��

HomA(P1, N1 ⊗AM1)

HomA(f,g⊗Ah)
��

N2 ⊗A HomA(P2,M2)
ρM2,N2,P2 // HomA(P2, N2 ⊗AM2)

où HomA(f, h) est l’application telle que : (k : P1 → M1) 7→ h ◦ k ◦ f , et de même pour
HomA(f, g ⊗A h). Autrement dit, l’association (M,N,P ) 7→ ρM,N,P est une transforma-
tion naturelle :

(A−Mod)× (A−Mod)× (A−Mod)op

−⊗AHomA(−,−)

++

HomA(−,−⊗A−)

33�� ρ A−Mod.
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Exercice 4.110. (i) Avec la notation du §4.4.1, montrer que ρM,N,P est un isomorphisme
dans les cas suivants :

(a)N,P Si P est projectif de type fini
(b)N,P Si N est projectif de type fini
(c)N,P Si P est de présentation finie et si N est plat
(d)N,P Si N est de présentation finie et si P est projectif
(e)N,P Si P est de type fini et si N est projectif.

(ii) Soit B une A-algèbre telle que l’une des conditions (a)B,P − (e)B,P soit vérifiée ;
déduire de (i) que pour tout A-module M l’application B-linéaire naturelle

B ⊗A HomA(P,M)→ HomB(B ⊗A P,B ⊗AM) b⊗ ϕ 7→ b · (B ⊗A ϕ)

est un isomorphisme.
(iii) Soit P un A-module projectif de type fini. Montrer que l’application de bidualité

βP : P → P∨∨ est un isomorphisme A-linéaire (voir l’exemple 1.132).

Problème 4.111. (Trace d’un module projectif) Soient P un A-module projectif de
type fini, et P∨ := HomA(P,A). L’exercice 4.110(i) fournit un isomorphisme

ωP/A := ρ−1A,P,P : EndA(P )
∼→ P ⊗A P∨

(notation de la remarque 1.14(ii)). Soit aussi evP/A : P ⊗A P∨ → A l’application d’éva-
luation telle que x ⊗ β 7→ β(x) pour tous x ∈ P et β ∈ P∨. La trace du A-module
projectif P est la composition

trP/A := evP/A ◦ ωP/A : EndA(P )→ A.

(i) Soient P,Q deux A-modules projectifs de type fini. Montrer que :
(a) trQ/A(ϕ ◦ ψ) = trP/A(ψ ◦ ϕ) ∀ϕ ∈ HomA(P,Q), ∀ψ ∈ HomA(Q,P ).
(b) trP⊗AQ/A(ϕ⊗A ψ) = trP/A(ϕ) · trQ/A(ψ) ∀ϕ ∈ EndA(P ), ∀ψ ∈ EndA(Q).

(ii) Soit B une A-algèbre. Montrer que l’on a un diagramme commutatif :

B ⊗A EndA(P )
∼ //

B⊗AtrP/A ((

EndB(B ⊗A P )

trB⊗AP/Bvv
B

dont la flèche horizontale en haut est l’isomorphisme de l’exercice 4.110(ii).
(iii) Soient (P•, d•) := (0 → Pn → Pn−1 → · · · → P1 → 0) un complexe exact

de longueur finie n, formé de A-modules projectifs de type fini, et f• : P• → P• un
endomorphisme de P•. Montrer que :∑n

i=1(−1)i · trPi/A(fi) = 0.

Pour une application, voir le problème 11.92.

4.4.2. Groupes de Picard. Soient A un anneau, et P , Q deux A-modules projectifs ;
compte tenu du lemme 4.99(i), on voit aisément que le A-module P ⊗AQ est projectif. Si
de plus P et Q sont de type fini, évidemment leur produit tensoriel l’est aussi, et grâce
à l’exercice 3.6(iii) on a la relation :

rkP⊗AQ(p) = rkP (p) · rkQ(p) ∀p ∈ SpecA.

Définition 4.112. Soit P un A-module. On dit que P est inversible s’il est projectif de
type fini, et si son rang est la fonction constante sur SpecA de valeur 1 ; par suite, le
produit tensoriel de deux A-modules inversibles est inversible. On écrit [P ] pour la classe
d’isomorphisme d’un A-module inversible P , et on dénote aussi par

PicA
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l’ensemble des classes d’isomorphisme des A-modules inversibles. Le produit tensoriel
munit PicA d’une loi d’addition bien définie :

[P ] + [Q] := [P ⊗A Q] ∀[P ], [Q] ∈ PicA

et compte tenu de l’exercice 3.6(ii) et des propositions 3.18(i) et 3.20 on voit aussitôt que
cette loi est commutative et associative, et admet l’élément neutre [A].

Remarque 4.113. (i) A vrai dire, la définition 4.112 présente les mêmes difficultés de
nature logique qui ont été signalées lors de l’introduction des classes Sub(X) et Quot(X)
(voir la définition 2.8(ii) et la remarque 2.9(ii)) : à savoir, la classe des modules inver-
sibles n’est pas un ensemble, et de même pour chaque classe d’isomorphisme de modules
inversibles. Toutefois, noter que tout A-module inversible engendré par n éléments est
isomorphe à un quotient de An, et les quotients inversibles de An forment évidemment un
ensemble Qn, donc Q :=

⋃
n∈N Qn est de même un ensemble, et on peut ainsi (re-)définir

plus précisément PicA comme l’ensemble des classes d’isomorphismes des éléments de
Q ; tout A-module inversible P admet alors une classe bien définie [P ] dans ce quotient
de Q.

(ii) On peut montrer qu’un A-module M est inversible si et seulement s’il existe un
A-module N avec un isomorphisme M ⊗A N

∼→ A : voir [30, Lemma 4.1.5].

Lemme 4.114. Avec la notation de la définition 4.112, la donnée (PicA,+, [A]) est un
groupe abélien, qu’on appelle le groupe de Picard de A.

Démonstration. Soit P un A-module inversible ; il suffit de montrer que [P ]+[P∨] = [A],
avec P∨ := HomA(P,A). Mais l’exercice 4.110(i.a) nous donne un isomorphisme naturel
P ⊗A P∨

∼→ HomA(P, P ), et d’autre part on a l’application A-linéaire

ιP : A→ HomA(P, P ) a 7→ a · IdP .

On est alors ramené à montrer que ιP est un isomorphisme, et au vu de la proposition
3.55, il suffit de vérifier que (ιP )p : Ap → HomA(P, P )p est un isomorphisme pour tout
p ∈ SpecA. Mais comme P est de présentation finie (par le lemme 4.99(ii)) l’exercice
4.110(ii) nous donne aussi un isomorphisme naturel

ρP,p : HomA(P, P )p
∼→ HomAp

(Pp, Pp)

et on voit aisément que ρP,p◦(ιP )p = ιPp
: Ap → HomAp

(Pp, Pp). On peut donc supposer
que A soit un anneau local et P libre de rang un (théorème 3.82), et dans ce cas l’assertion
est évidente. □

Exemple 4.115. (i) Pour tout anneau local A, on a PicA = 0 (théorème 3.82).
(ii) Pour A et P comme dans l’exemple 4.105, noter que Λ2

AP = 0 (voir l’exercice
4.108(ii)) ; au vu du problème 3.91(iv), on déduit un isomorphisme de A-modules :

A
∼→ Λ2

A(A
2)
∼→ Λ2

A(P ⊕ P )
∼→ P ⊗A P

qui nous donne un élément non trivial [P ] ∈ PicA avec 2 · [P ] = 0.

Soit f : A → B un homomorphisme d’anneaux ; on a vu que si P est un A-module
projectif, B ⊗A P est un B-module projectif (exercice 4.102(ii)). De plus, pour tout
p ∈ SpecB il existe un unique homomorphisme d’anneaux locaux fp : Aq → Bp, avec
q := (Spec f)(p) = f−1p, qui fait commuter le diagramme :

A
f //

��

B

��
Aq

fp // Bp
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dont les flèches verticales sont les localisations. Compte tenu de la proposition 3.18(i), il
vient une identification naturelle de Bp-modules :

(B ⊗A P )p
∼→ Bp ⊗A P

∼→ Bp ⊗Aq
Pq.

En particulier, si P est de type fini, on a :

rkB⊗AP = rkP ◦ (Spec f).

Si P est un A-module inversible, B ⊗A P est alors un B-module inversible, et au vu de
la proposition 3.20, on obtient ainsi un homomorphisme de groupes abéliens

Pic(f) : PicA→ PicB [P ] 7→ [B ⊗A P ].

En dernier lieu, si g : B → C est un deuxième homomorphisme d’anneaux, on voit
aisément que Pic(g ◦ f) = Pic(g) ◦ Pic(f), i.e. le groupe de Picard est un foncteur

Pic : Z− Alg→ Z−Mod

de la catégorie des anneaux dans la catégorie des groupes abéliens.

4.4.3. Idéaux fractionnaires. Si A est un anneau intègre, on peut donner une description
alternative du groupe de Picard de A en termes de certains sous-modules du corps des
fractions K de A. A savoir, on dira qu’un A-sous-module I ⊂ K est un idéal fractionnaire
de A si I ̸= 0 et s’il existe a ∈ A \ {0} tel que aI ⊂ A. Si I et J sont deux idéaux
fractionnaires de A, on dénote par IJ ⊂ K le A-sous-module engendré par {xy |x ∈
I, y ∈ J} ; noter que si aI, bJ ⊂ A, on a abIJ ⊂ A, donc IJ est un idéal fractionnaire.
Pour un A-sous-module I ⊂ K on pose I−1 := {x ∈ K |xI ⊂ A} ; noter que si I est un
idéal fractionnaire on a I−1 ̸= 0, et xI−1 ⊂ A pour tout x ∈ I, et comme I ∩ A ̸= 0,
il s’ensuit que I−1 est de même un idéal fractionnaire. On dira que I est inversible si
I−1I = A.

Lemme 4.116. (i) Soit 0 ̸= I ⊂ K un A-sous-module. L’application

I−1 → HomA(I, A) x 7→ (a 7→ ax)

est un isomorphisme de A-modules.
(ii) Si de plus I est de type fini, alors I est un idéal fractionnaire de A, et on a

(Ip)
−1 := {x ∈ K |xIp ⊂ Ap} = (I−1)p ∀p ∈ SpecA.

(iii) Si I est un A-module cyclique, I est un idéal fractionnaire inversible.

Démonstration. (i) : Soit ϕ : I → A une application A-linéaire ; on doit exhiber x ∈ I−1
tel que ϕ(a) = ax pour tout a ∈ I. Or, pour tout a ∈ I \{0} posons xa := ϕ(a) ·a−1 ∈ K ;
noter que xab = xa pour tout b ∈ A\{0}. Soient a1, a2 ∈ I\{0}, et pour i = 1, 2 choisissons
bi, ci ∈ A \ {0} tels que ai = cib

−1
i ; il vient xa1 = xc1 = xc1c2 = xc2 = xa2 , i.e. xa est

indépendent de a, d’où l’assertion.
(ii) : L’inclusion (I−1)p ⊂ (Ip)

−1 est immédiate, et elle est vérifiée pour tout A-sous-
module I de K. Pour l’inclusion réciproque, disons que I = Aa1 + · · · + Aan pour un
système fini a1, . . . , an d’éléments de K, et soit x ∈ K tel que aix ∈ Ap pour i = 1, . . . , n ;
donc il existe bi ∈ A, ci ∈ A \ p avec aix = c−1i bi, et si l’on pose c := c1 · · · cn il vient
xc ∈ I−1, d’où x ∈ (I−1)p, comme souhaité.

(iii) : Evidemment, si I = Aa, on a I−1 = Aa−1, d’où l’assertion. □

Proposition 4.117. Soient A un anneau intègre et I un idéal fractionnaire de A. Les
conditions suivantes sont équivalentes :

(a) I est un idéal fractionnaire inversible.
(b) I est un A-module projectif.
(c) I est un A-module de type fini, et pour tout idéal premier p de A l’idéal

fractionnaire Ip = IAp de Ap est un Ap-module libre de rang 1.
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Démonstration. (a)⇒(b) : Si I est inversible, il existe a1, . . . , an ∈ I et b1, . . . , bn ∈ I−1
tels que

∑n
i=1 aibi = 1. Par suite, a• engendre le A-module I, car pour tout x ∈ I on a

bix ∈ A pour i = 1, . . . , n et x =
∑n
i=1 ai · (bix). On considère les applications A-linéaires

ϕ : An → I et ψ : I → An telles que

ϕ(y1, . . . , yn) :=
∑n
i=1 aiyi ψ(x) := (b1x, . . . , bnx) ∀(y1, . . . , yn)∈An,∀x∈I.

Evidemment ϕ ◦ ψ = IdI , donc I est un facteur direct de An, d’où (b).
(b)⇒(a) : Si I est un A-module projectif, il existe un A-module libre L et des applica-

tions A-linéaires ϕ : L→ I, ψ : I → L telles que ϕ◦ψ = IdI . Soit (eλ |λ ∈ Λ) une base de
L ; par le lemme 4.116(i), pour chaque λ ∈ Λ on a xλ ∈ I−1 tel que ψ(a) =

∑
λ∈Λ axλeλ

pour tout a ∈ I. Donc il existe une partie finie Λ′ ⊂ Λ telle que xλ = 0 pour tout
λ ∈ Λ \Λ′, et on pose bλ := ϕ(eλ) pour tout λ ∈ Λ′ ; il vient a =

∑
λ∈Λ′ axλbλ pour tout

a ∈ I, d’où 1 =
∑
λ∈Λ′ xλbλ, i.e. I−1I = A.

(a)⇒(c) : On vient de voir que I est projectif de type fini si (a) est vérifiée, donc Ip
est un Ap-module libre de rang fini (exercice 4.102(i) et théorème 3.82). Supposons par
l’absurde que rkAp

Ip > 1, et soient e1, e2 deux éléments distincts d’une base de Ip ; pour
i = 1, 2 on a ai, bi ∈ A \ {0} tels que ei = aib

−1
i , d’où (b1a2) · e1 = (b2a1) · e2. Une telle

relation linéaire entre éléments d’une base implique que b1a2 = b2a1 = 0 ; mais A est
intègre, contradiction.

(c)⇒(a) : D’après le lemme 4.116(ii,iii) on a (I−1I)p = (I−1)pIp = (Ip)
−1Ip = Ap

pour tout p ∈ SpecA. Par la proposition 3.55, l’inclusion I−1I → A est alors surjective,
d’où (a). □

Pour tout anneau intègre A, on notera F (A) l’ensemble des idéaux fractionnaires
inversibles de A ; évidemment la multiplication d’idéaux fractionnaires est commutative
et associative, et admet l’élément neutre A. Ainsi, (F (A), · , A) est un groupe abélien ;
de plus, par le lemme 4.116(iii), l’application

(∗) K× → F (A) x 7→ Ax

est un homomorphisme de groupes, dont le noyau est le sous-groupe A×. D’autre part,
en vertu de la proposition 4.117 on a aussi une application [−] : F (A) → PicA bien
définie qui associe à tout idéal fractionnaire inversible I la classe [I]. Noter que la loi
de multiplication de K induit une surjection A-linéaire µ : I ⊗A J → IJ , pour tous
I, J ∈ F (A) ; il s’ensuit aisément que Kerµ est un A-module projectif de rang constant
0, i.e. Kerµ = 0 et µ est un isomorphisme, donc [−] est un homomorphisme de groupes,
et évidemment son noyau est l’image de l’homomorphisme (∗). Pour voir que [−] est
surjectif, soit P un A-module inversible ; alors PK := K ⊗A P est un K-espace vectoriel
de dimension un, et le choix d’un élément non nul t ∈ PK induit un isomorphisme
ωt : K

∼→ PK : x 7→ xt deK-espaces vectoriels. Comme P est plat, la localisation P → PK
est injective, et ω−1t (P ) ⊂ K est un idéal fractionnaire inversible avec [ω−1t (P )] = [P ],
par la proposition 4.117. On a ainsi obtenu une suite exacte de groupes abéliens :

0→ A× → K× → F (A)→ PicA→ 0.

4.4.4. Groupe de Picard d’un anneau factoriel. On a déjà remarqué que le groupe de
Picard d’un anneau local est trivial ; on peut maintenant ajouter que le groupe de Picard
d’un anneau intègre A est trivial ⇔ tout idéal inversible de A est cyclique. Dans ce
paragraphe on établira cette condition pour l’importante classe des anneaux factoriels
(définition 1.9(iii)) ; réciproquement, on verra plus tard que parfois l’annulation du groupe
de Picard entraîne la factorialité de A (proposition 11.112).

Lemme 4.118. Soient A un anneau factoriel, p ̸= 0 un idéal premier de A. On a :
(i) p est de hauteur 1 si et seulement s’il est un idéal principal.
(ii) Pour toute partie S ⊂ A \ {0}, la localisation S−1A est un anneau factoriel.
(iii) Si A est local et si dim A = 1, tout idéal I ̸= 0 de A est une puissance de p.
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Démonstration. (i) : Soit q ⊂ p un autre idéal premier non nul, a ∈ q un élément non nul,
et a = p1 · · · pt une factorisation de a comme produit d’éléments premiers. On a pi ∈ q
pour quelque i ≤ t, d’où 0 ̸= Api ⊂ q, et si p est de hauteur 1, il vient p = q = Api. De
l’autre côté, si p = qA, la remarque 1.10(ii) implique aisément que q−1pi ∈ A×, d’où à
nouveau p = q = Api, donc p est de hauteur 1.

(ii) : Soit x ∈ S−1A \ {0}, et écrivons x = s−1a avec s ∈ S et a ∈ A \ {0} ; si
a ∈ A×, alors x ∈ (S−1A)×. Si a /∈ A×, soit a = p1 · · · pt une factorisation comme
produit d’éléments premiers. Pour tout i = 1, . . . , t, si l’élément pi n’est pas inversible
dans S−1A, il engendre l’idéal premier S−1(piA) de S−1A, et alors il est un élément
premier de S−1A. L’assertion s’ensuit aussitôt.

(iii) : Par (i), on a p = pA pour un élément premier p de A, et comme p est l’unique
idéal premier non nul de A, tout a ∈ A \ {0} s’écrit sous la forme a = pnu avec n ∈ N et
u ∈ A×. Soit k := min(n ∈ N | pn ∈ I) ; il vient aussitôt I = pk. □

Remarque 4.119. On verra plus tard qu’un anneau vérifie les conditions du lemme
4.118(iii) si et seulement s’il est de valuation discrète : voir la définition 7.38.

Théorème 4.120. Si A est un anneau factoriel, on a PicA = 0.

Démonstration. Soit I ⊂ K un idéal inversible de A, et x ∈ I−1 un élément non nul ; il
suffit de montrer que I est un A-module cyclique, et quitte à remplacer I par xI, on peut
supposer que I ⊂ A. Pour tout idéal premier p ⊂ A de hauteur 1, il existe νp ∈ N tel que
Ip = pνpAp (lemme 4.118(ii,iii)), et noter que la partie F ⊂ SpecA des idéaux premiers
de hauteur 1 tels que νp > 0 est finie : en effet, si a ∈ I \ {0} admet la factorisation
a = p1 · · · pt comme produit d’éléments premiers, on a F ⊂ {p1A, . . . , ptA}. Au vu du
lemme 4.118(i), on est ramené à montrer :

Affirmation 4.121. I = J :=
∏

p∈F pνp .

Preuve : On doit vérifier que les inclusions I → I + J ← J sont surjectives, et par la
proposition 3.55, il suffit de montrer que les idéaux Im et Jm de Am coïncident pour
tout m ∈ MaxA. Mais évidemment Jm =

∏
p∈F∩SpecAm

pνpAm ; compte tenu du lemme
4.118(ii), on peut alors supposer du début que A soit local, quitte à remplacer A par
Am. Dans ce cas, I est principal (proposition 4.117), et il admet alors une factorisation
I =

∏
p∈F pµp pour un système d’entiers (µp | p ∈ F ). On est alors ramené à vérifier que

µp = νp pour tout p ∈ F . Mais si p, q ∈ F sont distincts, on a q ⊈ p car ces idéaux
premiers ont la même hauteur ; d’où qµqAp = Ap, et finalement Ip = pµpAp pour tout
p ∈ F , d’où l’assertion. □

Exercice 4.122. Soit A un anneau intègre. Montrer que A est factoriel si et seulement
s’il vérifie les deux conditions suivantes :

(a) Toute chaîne I0 ⊂ I1 ⊂ I2 ⊂ · · · d’idéaux principaux de A est stationnaire.
(b) Tout couple d’éléments de A \ {0} admet un ppcm (voir la remarque 1.10(iii)).

Exercice 4.123. Soit f : A → B un homomorphisme plat et local d’anneaux locaux.
Montrer que si B est factoriel, il en est de même pour A.

4.5. Fibrés vectoriels et théorème de Swan. On veut maintenant reprendre un
sujet déjà évoqué dans nos discussions des fibres des modules et surtout des propriétés
des modules projectifs ; il rejoint en même temps le thème des fonctions continues sur
les espaces topologiques, qui était le point de départ de notre cours. On va en effet
s’intéresser à la classe d’espaces introduits par la définition suivante :

Définition 4.124. (i) Soit T un espace topologique. Un fibré vectoriel (à fibres réelles)
sur T est la donnée de :

— un espace topologique E et une application continue f : E → T
— pour tout t ∈ T , une structure de R-espace vectoriel sur la fibre Et := f−1(t)
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vérifiant la condition suivante. Pour tout t ∈ T il existe un entier r ∈ N, un voisinage
ouvert U de t dans T et une trivialisation locale, i.e. un homéomorphisme ϕU : f−1U

∼→
Rr × U qui fait commuter le diagramme

f−1U
ϕU //

f ##

Rr × U

pzz
U

où p est la projection, et Rr × U est muni de la topologie du produit (voir l’exemple
2.20(iii)), et la restriction Eu

∼→ p−1(u) = Rr ×{u} ∼→ Rr de ϕU est un isomorphisme de
R-espaces vectoriels pour tout u ∈ U .

(ii) Soient (E, f) et (E′, f ′) deux fibrés vectoriels sur T . Un morphisme de fibrés
vectoriels g : (E, f)→ (E′, f ′) est une application continue g : E → E′ telle que f ′◦g = f
et dont la restriction gt : Et → E′t est une application R-linéaire pour tout t ∈ T . En
particulier, un sous-fibré vectoriel de (E, f) est un sous-espace F ⊂ E tel que la restriction
(F, f|F : F → T ) est un fibré vectoriel (pour la topologie de F induite par E) et l’inclusion
F → E est un morphisme de fibrés vectoriels.

Remarque 4.125. (i) Pour tout fibré vectoriel E sur T , le rang de E est l’application

rkE : T → N t 7→ dimREt.

Il est clair que rkE est localement constant ; donc il sera même constant, si T est connexe.
Aussi, pour tout morphisme g : E → E′ de fibrés vectoriels sur T , le rang de g est
l’application :

rkg : T → N t 7→ dimR g(Et).

Le rang de g n’est pas forcément localement constant : par exemple, prenons T := R et
soit g : R × T → R × T le morphisme de fibrés vectoriels tel que g(x, t) := (tx, t) pour
tout (x, t) ∈ R× T ; on a rkg(0) = 0 et rkg(t) = 1 pour tout t ̸= 0.

(ii) Evidemment une composition de morphismes de fibrés vectoriels est encore un
morphisme de fibrés vectoriels. Pour tout espace topologique T , les fibrés vectoriels sur
T et leurs morphismes forment ainsi une catégorie

T − FibVec.

Pour toute partie ouverte U ⊂ T et tout fibré vectoriel (E, f), la partie ouverte EU :=
f−1U avec la restriction fU := f|EU : EU → U de f est évidemment un fibré vectoriel sur
U , et tout morphisme g : E → E′ de fibrés vectoriels induit par restriction un morphisme
gU : EU → E′U de fibrés vectoriels sur U , i.e. l’opération de restriction définit un foncteur

T − FibVec→ U − FibVec (E, f) 7→ (EU , fU ).

(iii) Pour tout r ∈ N le produit d’espaces topologiques Rr × T avec sa projection
p : Rr ×T → T est un fibré vectoriel sur T , qu’on appelle le fibré vectoriel trivial de rang
r. Noter que la donnée d’un morphisme g : Rr×T → Rs×T de fibrés vectoriels triviaux
équivaut à celle d’une application continue g : Rr ×T → Rs induisant par restriction des
applications R-linéaires

g(−, t) : Rr → Rs v 7→ ḡ(v, t) ∀t ∈ T.
Donc, g(−, t) est donnée par une matrice de taille s× r

At := (aij(t) | 1 ≤ i ≤ s, 1 ≤ j ≤ r)
et on voit aisément que la continuité de g équivaut à la continuité de chaque fonction
aij : T → R. Autrement dit, si l’on munit HomR(Rr,Rs) de la topologie induite par Rrs

via l’identification naturelle HomR(Rr,Rs)
∼→ Rrs, alors g correspond aussi à la donnée

d’une application continue

g̃ : T → HomR(Rr,Rs) t 7→ At.
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Si h : T × Rs → T × Ru est un autre morphisme de fibrés triviaux, et h̃ : T →
HomR(Rs,Ru) l’application continue correspondante, évidemment la composition k :=

h ◦ g : T × Rr → T × Ru correspond à l’application k̃ : T → HomR(Rr,Ru) telle que
k̃(t) = h̃(t) ◦ h̃(t) pour tout t ∈ T .

(iv) Noter aussi que pour tout couple de morphismes g, h : E → E′ de fibrés vectoriels
et tous λ, µ ∈ C (T ), la combinaison linéaire λg + µh : E → E′ est un morphisme de
fibrés vectoriels bien défini : il s’agit de l’application dont la restriction Et → E′t est
λ(t) · gt+µ(t) · ht pour tout t ∈ T . Pour vérifier la continuité de λg+µh, fixons t ∈ T et
un voisinage U de t dans T tel que E et E′ admettent des trivialisations ϕ : EU

∼→ Rr×U
et ϕ′ : E′U

∼→ Rs × U ; on a

ϕ′ ◦ (λg + µh)U ◦ ϕ−1 = λ(ϕ′ ◦ gU ◦ ϕ−1) + µ(ϕ′ ◦ hU ◦ ϕ−1) : Rr × U → Rs × U

et il suffit de montrer que la restriction (λg + µh)U est continue (exercice 1.21(ii)). On
est donc ramené au cas où E et E′ sont des fibrés triviaux ; g et h correspondent alors,
suivant (iii), à des applications continues g̃, h̃ : T → HomR(Rr,Rs) et λg+µh correspond
à l’application continue telle que t 7→ λ(t) · g̃(t) + µ(t) · h̃(t).

(v) Supposons que g : E → E′ comme dans (iv) soit aussi une application bijective ;
en particulier gt : Et

∼→ E′t est un isomorphisme de R-espaces vectoriels pour tout t ∈ T .
Fixons t ∈ T , et soit U un voisinage ouvert de t dans T avec des trivialisations ϕ et
ϕ′ pour EU et E′U comme dans (iv). Donc EU et E′U ont le même rang constant r et
γ := ϕ′◦gU ◦ϕ−1 : Rr×U → Rr×U est un morphisme de fibrés triviaux tel que l’image de
l’application correspondante γ̃ : U → HomR(Rr,Rr) est contenue dans la partie ouverte
GLr(R) des automorphismes R-linéaires de Rr. Noter que l’application

τ : GLr(R)→ GLr(R) A 7→ A−1

est continue pour la topologie de GLr(R) induite par l’inclusion dans HomR(Rr,Rr), donc
τ ◦ γ̃ : U → GLr(R) est encore une application continue, correspondante à un morphisme
γ′ : Rr ×U → Rr ×U de fibrés vectoriels triviaux. Evidemment γ ◦ γ′ = γ′ ◦ γ = 1Rr×U ,
i.e. γ est un isomorphisme et γ′ est son inverse. Par l’exercice 1.21(ii) il s’ensuit aisément
que g−1 : E′ → E est continue, donc g est un isomorphisme : les détails sont laissés aux
soins du lecteur.

4.5.1. Sections et germes de sections d’un fibré. Soit maintenant (E, f) un fibré vectoriel
sur l’espace topologique T ; une section de E est un morphisme s : R× T → E de fibrés
vectoriels. Evidemment s est déterminée par sa restriction à {1} × T , et donc la donnée
d’une section équivaut à celle d’une application continue σ : T → E telle que f ◦σ = 1T .
La remarque 4.125(iv) munit l’ensemble Γ(E) des sections de E d’une structure naturelle
de C (T )-module ; de plus, si g : E → E′ est un morphisme de fibrés vectoriels sur T , on
déduit une application

Γ(g) : Γ(E)→ Γ(E′) s 7→ g ◦ s

qui est évidemment C (T )-linéaire. On obtient ainsi un foncteur bien défini :

Γ : T − FibVec→ C (T )−Mod.

Pour toute inclusion U ′ ⊂ U de parties ouvertes de T , la restriction des sections induit
un homomorphisme de C (U)-modules

(∗) Γ(EU )→ Γ(EU ′) s 7→ sU ′

pour la structure de C (U)-module sur Γ(EU ′) obtenue par restriction des scalaires suivant
l’homomorphisme de restriction ρUU ′ : C (U)→ C (U ′). Il est clair que l’association : U 7→
Γ(EU ) définit ainsi un faisceau Γ(E•) de R-espaces vectoriels sur T , dont les restrictions
sont données par les applications (∗). Pour tout t ∈ T , soit Ut l’ensemble des voisinages
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ouverts de t dans T , filtrant pour l’ordre partiel renversant l’inclusion ; la fibre en t du
faisceau Γ(E•) est alors le R-espace vectoriel

Γ(t, E) := colim
U∈Ut

Γ(EU ).

Suivant §4.3.3, cette colimite est représentée par l’ensemble des germes de sections, i.e.
les classes d’équivalence [U, s] des couples (U, s) avec U ∈ Ut et s ∈ Γ(EU ), et Γ(t, E) a
une structure naturelle de CT,t-module : si [U, f ] est un germe de fonction continue sur
T et si [U, s] ∈ Γ(t, E), on pose [U, f ] · [U, s] := [U, f · s] et on voit aisément que l’on
obtient ainsi une multiplication scalaire bien définie CT,t×Γ(t, E)→ Γ(t, E). On a aussi
une application C (T )-linéaire naturelle

ωE,t : Γ(E)→ Γ(t, E) s 7→ [T, s]

pour la structure de C (T )-module sur Γ(t, E) obtenue par restriction des scalaires suivant
l’homomorphisme d’anneaux analogue C (T )→ CT,t de l’exercice 4.95.

Exercice 4.126. (i) Avec la notation ci-dessus, supposons de plus que T soit complè-
tement régulier, et soit m ⊂ C (T ) l’idéal maximal des fonctions continues f : T → R
avec f(t) = 0. Par l’exercice 4.95, on a un isomorphisme unique C (T )m

∼→ CT,t de
C (T )-algèbres, d’où une structure naturelle de CT,t-module sur la localisation Γ(E)m.
Montrer que ωE,t se prolonge en un isomorphisme unique ω̃E,t : Γ(E)m

∼→ Γ(t, E) de
CT,t-modules.

(ii) Déduire de (i) que Γ(E)m est un C (T )m-module libre de rang rkE(t).
(iii) Dans la situation de (i), on définit comme suit les foncteurs

(−)t,Γ/mΓ : T − FibVec→ R−Mod.

Le foncteur (−)t (resp. Γ/mΓ) associe à tout fibré vectoriel E sa fibre Et (resp. le R-
espace vectoriel Γ(E)/mΓ(E)) et à tout morphisme g : E → E′ l’application gt : Et → E′t
(resp. k(m)⊗C (T ) Γ(g)). Montrer que ces deux foncteurs sont isomorphes.

Lemme 4.127. Soient T un espace topologique, t ∈ T un point, et α : E → E′ un
morphisme de fibrés vectoriels sur T . Alors :

(i) Si αt : Et → E′t est une bijection, il existe un voisinage ouvert U de t dans T tel
que αU : EU → E′U est un isomorphisme de fibrés vectoriels sur U .

(ii) Si rkα : T → N est localement constant, Ker(α) :=
⋃
u∈T Ker(αu) est un sous-fibré

vectoriel de E.

Démonstration. (i) : Quitte à remplacer T par un voisinage de t, on peut supposer que
E et E′ soient des fibrés triviaux, forcément du même rang r. Dans ce cas, α équivaut
à la donnée d’une application continue α̃ : T → HomR(Rr,Rr), et par hypothèse α̃(t)
appartient à la partie ouverte GLr(R). Donc, U := α̃−1GLr(R) est un voisinage ouvert
de t dans T tel que αu : Eu → E′u est un isomorphisme pour tout u ∈ U . L’assertion suit
maintenant de la remarque 4.125(v).

(ii) : On se ramène aisément au cas où E = Rr × T et E′ = Rr′ × T sont des fibrés
triviaux et le rang de α est constant, i.e. αu : Rr → Rr′ est une application R-linéaire de
rang s ≤ min(r, r′) pour tout u ∈ T . Soient t ∈ T et e1, . . . , er une base de Rr telle que
αt(e1), . . . , αt(es) est une base de Im(αt), notons par F ⊂ Rr le R-sous-espace vectoriel
de dimension s engendré par e1, . . . , es, et choisissons un supplémentaire F ′ ⊂ Rr′ de
Im(αt) ; on considère le morphisme de fibrés vectoriels

γ : (F ⊕ F ′)× T → Rr
′
× T (v, v′, u) 7→ (αu(v) + v′, u).

Par construction, γt : F ⊕ F ′ → Rr′ est un isomorphisme ; par (i), il existe alors un
voisinage U de t dans T tel que la restriction (F ⊕ F ′) × U → Rr′ × U de γ soit un
isomorphisme de fibrés vectoriels sur U . Quitte à remplacer T par U , on peut donc
supposer que γ est un isomorphisme ; soit aussi π : (F ⊕ F ′)× T → F × T la projection
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telle que (v, v′, u) 7→ (v, u), et on pose α′ := π ◦ γ−1 ◦ α : Rr × T → F × T . Noter que
Ker(αu) ⊂ Ker(α′u) pour tout u ∈ T , et d’autre part α′u(ei) = ei pour i = 1, . . . , s,
donc αu et α′u ont le même rang, et ainsi Ker(αu) = Ker(α′u) pour tout u ∈ T . Quitte à
remplacer α par α′, et r′ par s, on peut donc supposer que αu soit une surjection pour tout
u ∈ T et α se restreint en un isomorphisme de fibrés vectoriels F×T ∼→ Rr′×T . Pour tout
i = r′+1, . . . , r on trouve alors ai1, . . . , air′ ∈ C (T ) tels que αu(ei) =

∑r′

j=1 aij(u)·αu(ej)
pour tout u ∈ T . Posons fi(u) := ei+r′ −

∑r′

j=1 aij(u) · ej pour tout u ∈ T et tout
i = 1, . . . , r − r′. Il vient fi(u) ∈ Ker(αu) et évidemment f•(u) := (f1(u), . . . , fr−r′(u))
est une famille libre de vecteurs du R-espace vectoriel Rr pour tout u ∈ T ; donc f•(u)
est une base de Ker(αu) pour tout u ∈ T . Soit β : Rr−r′ × T → Rr × T l’application
continue telle que β(b1, . . . , br−r′ , u) := (

∑r−r′
j=1 bj · fj(u), u) pour tout u ∈ T et tout

(b1, . . . , br−r′) ∈ Rr−r
′
; évidemment β est un morphisme de fibrés vectoriels dont l’image

est Ker(α). Pour conclure, il ne reste qu’à vérifier que la topologie de Ker(α) induite par
l’inclusion dans Rr × T coïncide avec celle induite par Rr−r′ × T via β. Pour cela, soit
ι : Rr−r′ × T → Rr × T le morphisme de fibrés vectoriels tel que (b1, . . . , br−r′ , u) 7→
(b1, . . . , br−r′ , 0, . . . , 0, u), et β′ : Rr × T → Rr × T le morphisme de fibrés vectoriels tel
que (c1, . . . , cr, u) 7→ (

∑r−r′
j=1 cj · fj(u) +

∑r′

j=1 cj+r′ej , u) ; évidemment β = β′ ◦ ι et β′

est une application bijective, donc un isomorphisme (remarque 4.125(v)). D’autre part,
on voit aussitôt que la topologie de Rr−r′ × T (produit des topologies de Rr−r′ et T )
coïncide avec celle induite par Rr × T via l’inclusion ι, d’où l’assertion. □

Le théorème suivant est le résultat principal de [67].

Théorème 4.128. (Swan) Soit T un espace topologique. Alors :
(i) Si T est complètement régulier, le foncteur Γ est plein et fidèle.
(ii) Si T est compact et séparé, Γ induit une équivalence de catégories :

T − FibVec
∼→ C (T )−Modptf E 7→ Γ(E).

Démonstration. (i) : La fidélité de Γ suit aussitôt de l’exercice 4.126(iii). Ensuite, soient
(E, f : E → T ), (E′, f ′ : E′ → T ) deux fibrés vectoriels et g : Γ(E) → Γ(E′) une
application C (T )-linéaire ; pour tout t ∈ T soit mt ⊂ C (T ) l’idéal maximal des fonctions
s’annulant en t ; encore en vertu de l’exercice 4.126(iii) on déduit une application R-
linéaire gt := k(mt) ⊗C (T ) g : Et → E′t, d’où une application g• : E → E′ telle que
f ′ ◦ g• = f , et on doit vérifier que g• est continue. Pour cela fixons t ∈ T , posons
m := mt, et soit aussi gm := C (T )m ⊗C (T ) g : Γ(E)m → Γ(E′)m la localisation de
g ; noter que Γ(E)m et Γ(E′)m sont des C (T )m-modules libres de rang r := rkE(t) et
respectivement r′ := rkE′(t), par l’exercice 4.126(ii). On peut alors trouver des sections
σ1, . . . , σr de E (resp. τ1, . . . , τr′ de E′) dont les images σ1, . . . , σr dans Γ(E)m (resp.
τ1, . . . , τ r′ dans Γ(E′)m) sont des bases, et une matrice (s−1aij | i = 1, . . . , r, j = 1, . . . , r′)
avec s ∈ C (T ) \m et aij ∈ C (T ) pour chaque i et j, telle que

g(t)(σi) =
∑r′

j=1

aij
s
· τ j ∀i = 1, . . . , r.

Quitte à remplacer σ1, . . . , σr par s · σ1, . . . , s · σr, on peut même supposer que s = 1, et
on peut ensuite trouver s′ ∈ C (T ) \m tel que

s′ · g(σi) = s′ · (ai1τ1 + · · ·+ air′τr′) ∀i = 1, . . . , r

d’où gu(σi(u)) = g(σi)(u) =
∑r′

j=1 aij(u) · τj(u) pour tout u ∈ U := s′−1(R \ {0}) (rap-
pelons que l’identification Γ(E)/muΓ(E)

∼→ Eu est induite par l’application d’évaluation
εE,u : voir la solution de l’exercice 4.126(iii)). On définit des morphismes de fibrés vec-
toriels ϕ : Rr × T → E et ϕ′ : Rr′ × T → E′ par :

(∗) ϕ(b•, u) :=
∑r
i=1bi · σi(u) ϕ′(c•, u) :=

∑r′

j=1cj · τj(u)
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pour tout (b•, u) ∈ Rr × T et tout (c•, u) ∈ Rr
′ × T . Par construction, ϕt et ϕ′t sont des

isomorphismes de R-espaces vectoriels, donc on peut trouver un voisinage ouvert V ⊂ U
de t dans T tel que les restrictions ϕV : Rr × V → EV et ϕ′V : Rr′ × V → E′V de ϕ
et ϕ′ soient des isomorphismes de fibrés vectoriels (lemme 4.127(i)), et on obtient un
diagramme commutatif

Rr × V
ψ //

ϕV
��

Rr′ × V
ϕ′V��

EV
g•,V // E′V

où g•,V est la restriction de g• et ψ(b•, v) := (
∑r
i=1 bi ·ai1(v), . . . ,

∑r
i=1 bi ·air′(v), v) pour

tout (b•, v) ∈ Rr×V . Evidemment ψ est continue, et comme t est arbitraire, cela achève
de montrer que g• est continue (exercice 1.21(ii)). Par construction on a Γ(g•)t = gt pour
tout t ∈ T ; il s’ensuit aussitôt que Γ(g•) = g, et cela à son tour entraîne que Γ est un
foncteur plein, comme souhaité.

(ii) : Soit E un fibré vectoriel sur T compact et séparé ; montrons d’abord :

Affirmation 4.129. Le C (T )-module Γ(E) est projectif de type fini.
Preuve : La localisation Γ(E)mt est plate pour tout t ∈ T (exercice 4.126(ii)) ; au vu
du lemme de Stone (théorème 1.28) et de la proposition 3.77, il s’ensuit que Γ(E) est
un C (T )-module plat, et par le corollaire 4.100 il suffit de montrer que Γ(E) est de
présentation finie. Or, comme tout espace compact et séparé est complètement régulier,
on vient de voir que pour tout t ∈ T il existe un morphisme de fibrés vectoriels ϕ(t) :
Rr(t) × T → E avec r(t) := rkE(t), et un voisinage ouvert Ut de t tel que la restriction
ϕ
(t)
Ut

: Rr(t) × Ut → EUt est un isomorphisme. Par compacité de T , on trouve alors une
partie finie S := {t1, . . . , tn} ⊂ T avec T =

⋃
t∈S Ut ; on pose r :=

∑
t∈S r(t) et on

considère le morphisme de fibrés vectoriels

ϕ : Rr × T = Rr(t1) × · · · × Rr(tn) × T → E (v1, . . . , vn, u) 7→
∑n
i=1 ϕ

(ti)(vi, u).

Evidemment ϕ est une application surjective, donc F := Kerϕ est un sous-fibré vec-
toriel (lemme 4.127(ii)). Soit g := Γ(ϕ) : C (T )r

∼→ Γ(Rr × T ) → Γ(E) ; par l’exercice
4.126(ii,iii), la localisation g(t) := C (T )mt⊗C (T )g : C (T )rmt → Γ(E)mt est une application
C (T )mt-linéaire de C (T )mt-modules libres de rang fini, pour tout t ∈ T , et l’application
induite k(mt)⊗C (T ) g(t) : k(mt)

r → Γ(E)mt/mtΓ(E)mt s’identifie naturellement à la res-
triction ϕt : Rr → Et. Comme ϕt est surjective, g(t) est surjective pour tout t ∈ T
(problème 3.53(iii)), et compte tenu du lemme de Stone et de la proposition 3.55, on
conclut que g est surjective. Cela montre que Γ(E) est un C (T )-module de type fini.
En particulier, Γ(F ) = Ker(g) est un C (T )-sous-module de type fini de C (T )r, d’où
l’assertion. ♢

En dernier lieu, soit P un C (T )-module projectif de type fini ; au vu de (i) et de
l’observation 4.129, il suffit d’exhiber un fibré vectoriel E avec un isomorphisme Γ(E)

∼→
P de C (T )-modules. Or, par le lemme 4.99(ii) il existe un C (T )-module projectif de
type fini Q tel que L := P ⊕ Q est un C (T )-module libre de rang r ∈ N ; soit g :
L → L la composition de la projection L → Q et de l’inclusion Q → L, et choisissons
un isomorphisme ω : Γ(Rr × T )

∼→ L de C (T )-modules. Par (i), il existe un unique
endomorphisme ϕ : Rr × T → Rr × T tel que ω ◦ Γ(ϕ) ◦ ω−1 = g, et par l’exercice
4.126(iii) l’application R-linéaire k(mt)⊗C (T ) Γ(ϕ) s’identifie naturellement à ϕt : Rr →
Rr pour tout t ∈ T . D’un côté, le rang de l’application k(mt)⊗C (T ) g est égal à rkQ(mt),
et l’application rkQ est localement constante sur SpecC (T ) (remarque 4.106(iv)) ; de
l’autre côté, rappelons que l’identification T ∼→ MaxC (T ) est un homéomorphisme. Par
suite rkϕ : T → N est une application localement constante, et donc E := Kerϕ est
un sous-fibré vectoriel de Rr × T (lemme 4.127(ii)). Il est clair que Γ(E) = Ker Γ(ϕ) ;
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mais l’isomorphisme ω identifie P = Ker(g) avec KerΓ(ϕ), et cela achève la preuve du
théorème. □

L’article [67] propose plusieurs applications algébriques remarquables du théorème
4.128 (voir aussi [68], où le même thème est développé davantage, par des méthodes plus
sophistiquées). La stratégie générale est assez simple : on choisit un espace topologique T
compact et séparé tel que C (T ) contient des sous-anneaux intéressants ; puis, si A ⊂ C (T )
est un tel sous-anneau, tout A-module projectif de type fini P induit un C (T )-module
projectif de type fini C (T )⊗A P , correspondant -- via le théorème de Swan -- à un fibré
vectoriel E sur T qui peut être étudié par les méthodes de la topologie différentielle ou
algébrique. Les renseignements ainsi obtenus se traduisent ensuite par des propriétés du
A-module P . Voici un exemple :

Exercice 4.130. Pour tout n ∈ N soit Sn := {v ∈ Rn+1 | ||v|| = 1}, la sphère de rayon
1 de l’espace vectoriel Rn+1 muni de sa norme euclidienne standard :

||(x1, . . . , xn+1)|| := (x21 + · · ·+ x2n+1)
1/2.

Les projections π1, . . . , πn+1 : Rn+1 → R sur les axes de coordonnées sont autant de
fonctions continues, dont les restrictions à Sn vérifient la relation π2

1 + · · · + π2
n+1 = 1 ;

donc, pour tout sous-anneau R ⊂ R on a un homomorphisme de R-algèbres

An := R[X1, . . . , Xn+1]/(X
2
1 + · · ·+X2

n+1 − 1)→ C (Sn) Xi 7→ πi ∀i ≤ n+ 1.

Evidemment Sn est compact et séparé pour la topologie induite par l’inclusion dans
Rn+1. Soit maintenant e1, . . . , en+1 la base canonique du An-module libre A n+1

n , et
Qn ⊂ A n+1

n le An-sous-module engendré par X1e1 + · · ·+Xn+1en+1 ; on pose :

Pn := A n+1
n /Qn.

Montrer que Pn est un An-module projectif de rang constant n.

On montre dans [67, §4] que le fibré vectoriel associé au C (Sn)-module projectif
C (Sn)⊗An

Pn est isomorphe au fibré tangent T (Sn) de Sn. On voit aisément que T (Sn)
est facteur direct d’un fibré vectoriel trivial de rang n + 1 ; d’autre part, par un résul-
tat profond de topologie différentielle, on sait que T (Sn) est un fibré vectoriel trivial
si et seulement si n ∈ {1, 3, 7}, et T (Sn) est même indécomposable (dans la catégorie
Sn − FibVec) si n est pair. Il s’ensuit aussitôt que Pn n’est pas un An-module libre si
n /∈ {1, 3, 7}, et il est même indécomposable si n est pair. Par une vérification directe
élémentaire, on montre aussi que Pn est libre pour n ∈ {1, 3, 7}, et Pn⊕An est libre pour
tout n ∈ N : voir [67] pour plus de détails. Les exceptions ont une explication de nature
algébrique : en effet, la sphère S1 (resp. S3, resp. S7) est difféomorphe à la variété des
nombres complexes (resp. des quaternions de Hamilton, resp. des octonions de Cayley)
de norme 1, et ces structures additionnelles sont responsables de la trivialité du fibré
tangent dans chacun de ces cas. Voici une autre application dans le même esprit :

Exercice 4.131. (i) Montrer que l’anneau An de l’exercice 4.130 est intègre pour tout
n ∈ N \ {0} (pour n’importe quel choix du sous-anneau R).

(ii) Utiliser l’exemple 4.105 pour montrer que A1 n’est pas factoriel (pour aucun choix
du sous-anneau R).

Remarque 4.132. Par contre, on montrera plus tard que si A0 est factoriel, l’anneau An

est factoriel pour tout n ≥ 2 : voir l’exemple 11.114(i).

4.5.2. Un lemme de Stone pour les fibrés. Soient T un espace topologique compact et
séparé, et (E, f : E → T ) un fibré vectoriel sur T . Le lemme de Stone nous permet
de reconstruire T à partir de l’anneau C (T ) ; au vu du théorème de Swan, on peut
s’attendre à ce qu’il existe un procédé analogue pour reconstruire E, avec sa topologie et
l’application continue f associée, à partir du C (T )-module Γ(E). Pour cela, on pourrait
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essayer d’associer d’abord à Γ(E) une C (T )-algèbre AE dont le spectre maximal devrait
être homéomorphe à E, et f correspondrait alors à l’application MaxAE → MaxC (T )
induite par l’homomorphisme structurel C (T ) → AE . De l’autre côté, les sections de
E devraient correspondre aux homomorphismes de C (T )-algèbres AE → C (T ). Cette
dernière condition suggère un candidat naturel pour AE : en effet, soit Γ(E)∨ le C (T )-
module dual de Γ(E), et prenons

AE := Sym•C (T )Γ(E)∨.

Le problème 3.89(i) et l’exercice 4.110(iii) fournissent des identifications naturelles :

C (T )− Alg(AE ,C (T ))
∼→ HomC (T )(Γ(E)∨,C (T )) = Γ(E)∨∨

∼→ Γ(E).

Toutefois, de simples exemples montrent que le spectre maximal de AE n’est presque
jamais homéomorphe à E : prenons e.g. le cas où T ne contient qu’un seul point ; dans ce
cas, un fibré vectoriel sur T est la donnée d’un R-espace vectoriel de dimension finie, et la
R-algèbre AE est alors isomorphe à une algèbre de polynômes R[X1, . . . , Xd]. Pour d = 1,
on a déjà vu que MaxR[X] s’identifie naturellement au demi-plan supérieur complexe
(exercice 1.46(iii)), et pour d arbitraire on obtient une description analogue grâce au
Nullstellensatz. En effet, l’espace vectoriel E s’identifie à une partie du spectre maximal
de AE , que l’on peut extraire aisément : plus généralement, si A est une R-algèbre et
m ∈ MaxA, le corps quotient k(m) hérite de A une structure naturelle de R-algèbre, et
on notera

R.MaxA

l’ensemble des m ∈ MaxA tels que l’homomorphisme structurel R → k(m) est un iso-
morphisme. Avec cette notation, on a une identification naturelle :

(∗) R.MaxR[X1, . . . , Xd]
∼→ Rd.

A savoir, si m est un idéal maximal et si k(m) = R, les classes de X1, . . . , Xd dans
k(m) sont des nombres réels a1, . . . , ad, et évidemment X1 − a1, . . . , Xd − ad ∈ m ; mais
alors m est précisément l’idéal engendré par X1 − a1, . . . , Xd − ad, et la bijection (∗)
associe à m la suite (a1, . . . , ad) ∈ Rd. Il reste à comparer la topologie de Rd avec celle de
R.MaxR[X1, . . . , Xd] : on peut munir ce dernier de la topologie induite par la topologie
de Zariski de MaxR[X1, . . . , Xd], mais on voit aisément que pour d > 0 cette topologie
est strictement moins fine que celle induite par la topologie usuelle de Rd via la bijection
(∗). Heureusement, pour toute R-algèbre A, on peut aussi munir R.MaxA naturellement
d’une autre topologie : à savoir, pour tout f ∈ A et tout m ∈ R.MaxA notons par
f(m) ∈ k(m) = R la classe de f ; on pose

D+(f) := {m ∈ R.MaxA | f(m) > 0}

et la topologie réelle de R.MaxA sera celle engendrée par (D+(f) | f ∈ R). Noter que
D(f) ∩ R.MaxA = D+(f) ∪D+(−f) pour tout f ∈ A, donc la topologie réelle est plus
fine que la topologie de Zariski. De plus, tout homomorphisme de R-algèbres ϕ : A→ B
induit une application continue

R.Maxϕ : R.MaxB → R.MaxA m 7→ ϕ−1m

(les détails sont laissés aux soins du lecteur). On a alors :

Problème 4.133. Soient T un espace topologique compact et séparé, et (E, f : E → T )
un fibré vectoriel sur T . Noter que R.MaxC (T ) = MaxC (T ) par le lemme de Stone ;
on définit la C (T )-algèbre AE comme ci-dessus, et on munit R.MaxAE de sa topologie
réelle. Montrer que :

(i) La topologie de Zariski de MaxC (T ) coïncide avec la topologie réelle.
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(ii) Il existe un homéomorphisme naturel ϕE : E
∼→ R.MaxAE qui fait commuter le

diagramme d’applications continues :

E
ϕE //

f
��

R.MaxAE

R.Maxh
��

T
ϕT // MaxC (T )

où ϕT est l’homéomorphisme fourni par le lemme de Stone et h : C (T ) → AE est
l’homomorphisme structurel de AE .

Exercice 4.134. Soient T ′ f−→ T une application continue d’espaces topologiques, et
E

p−→ T un fibré vectoriel. L’image inverse de E suivant f est le produit fibré

f∗E := E ×T T ′ = {(e, t′) ∈ E × T ′ | p(e) = f(t′)}
dans la catégorie des espaces topologiques : i.e. muni de la topologie induite par l’inclusion
dans E × T ′ (ce dernier étant muni de la topologie du produit : voir l’exemple 2.23(ii)
et le problème 2.25(iii.a)). Les projections p′ : f∗E → T ′ et g : f∗E → E sont alors des
applications continues.

(i) Montrer que (f∗E, p′) est un fibré vectoriel sur T ′.
(ii) Soient de plus T et T ′ compacts et séparés, et notons

C (f) : C (T )→ C (T ′)

l’homomorphisme de R-algèbres induit par f (cf. l’exercice 1.29). Par restriction des
scalaires suivant C (f), le C (T ′)-module Γ(f∗E) est naturellement un C (T )-module. Pour
toute section s : T → E du fibré E, le couple d’applications continues (s ◦ f, IdT ′)
correspond -- par la propriété universelle du produit fibré -- à une section unique s′ :
T ′ → f∗E du fibré f∗E, telle que g ◦ s′ = s ◦ f . On voit aisément que l’application
Γ(E)→ Γ(f∗E) ainsi obtenue est C (T )-linéaire ; montrer que l’application C (T ′)-linéaire
induite est un isomorphisme :

ω : C (T ′)⊗C (T ) Γ(E)
∼→ Γ(f∗E).

Problème 4.135. Un espace topologique T est contractile, s’il existe t0 ∈ T et une
application continue h : T × [0, 1] → T telle que h(t, 0) = t et h(t, 1) = t0 pour tout
t ∈ T . Montrer que si T est contractile, compact et séparé, tout C (T )-module projectif
de type fini est libre.

4.6. Solutions aux exercices et problèmes.
Exercice 4.3, partie (i) : Par définition, X est générateur ⇔ tout Z,Z ′ ∈ Ob(A )

induit une injection :

A (Z,Z ′)→ HomZ(A (X,Z),A (X,Z ′)) f 7→ ((X
g−→ Z) 7→ (X

f◦g−−→ Z ′)).

Noter que cette application est un homomorphisme de groupes, donc elle est injective si
et seulement si son noyau est {0ZZ′}. Donc, X est générateur ⇔ pour tout morphisme
non nul f : Z → Z ′ de A il existe un morphisme g : X → Z tel que f ◦ g ̸= 0XZ′ .
En particulier, soient Y ∈ Ob(A ) et Y ′ ⊊ Y un sous-objet propre ; alors l’épimorphisme
universel π : Y → Y/Y ′ est non nul (lemme 2.75(ii)), donc si X est un générateur de A il
existe g ∈ A (X,Y ) avec π ◦ g ̸= 0X,Y/Y ′ , et cela revient à dire que Im(g) ̸⊂ Ker(π) = Y ′

(remarque 2.93(ii)). Réciproquement, soit f : Z → Z ′ un morphisme non nul de A , de
sorte que Ker(f) est un sous-objet propre de Z (lemme 2.75(iii)), et supposons qu’il existe
un morphisme g : X → Z avec Im(g) ̸⊂ Ker(g) ; cela revient à dire que f ◦ g ̸= 0XZ′ , et
la preuve est achevée.

Partie (ii) : Si X est un générateur de A , soit Y ∈ Ob(A ) un objet non zéro ; alors
1Y ̸= 0Y Y , donc d’après (i) il existe f : X → Y avec f = f◦1Y Y ̸= 0XY . Réciproquement,
soit X un objet projectif de A tel que A (X,Y ) ̸= {0XY } pour tout objet non-zéro Y
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de A ; soient en outre Y ′ ⊊ Y un sous-objet propre, et π : Y → Y/Y ′ l’épimorphisme
universel. Alors Y/Y ′ n’est pas un objet zéro, donc par hypothèse il existe un morphisme
non nul f : X → Y/Y ′, et d’après la remarque 4.2(ii) il existe un morphisme g : X → Y
de A avec π ◦ g = f , d’où Im(g) ̸⊂ Ker(π) = Y ′, et par suite X est un générateur de A ,
d’après (i).

Partie (iii) : pour tous Z,Z ′ ∈ Ob(A ) on a un diagramme commutatif :

A (Z,Z ′)
α //

β
��

HomZ(A (X,Z),A (X,Z ′))

γ
��

HomZ(A (X ′, Z),A (X ′, Z ′))
δ // HomZ(A (X ′, Z),A (X,Z ′))

avec α et β comme dans la preuve de (i), et γ(ϕ) := ϕ ◦ h†Z(p) pour tout homomor-
phisme de groupes ϕ : A (X,Z) → A (X,Z ′) ; de même, δ(ψ) := h†Z′(p) ◦ ψ pour tout
homomorphisme de groupes ψ : A (X ′, Z) → A (X ′, Z ′). Or, puisque p : X ′ → X est
un épimorphisme, h†Z(p) : A (X,Z) → A (X ′, Z) est injective, donc de même pour γ ;
d’autre part, si X est un générateur de A , alors α est injective, donc de même pour γ ◦α.
Ainsi, β est injective pour tous tels Z et Z ′, d’où l’assertion.

(iv) Si Σ est une suite exacte courte, il en est de même pour A (P,Σ), car P est
projectif. Réciproquement, considérons plus généralement une suite

X• := (· · · di+1−−−→ Xi
di−→ Xi−1

di−1−−−→ · · · )
de morphismes de A , et supposons que l’homomorphisme de groupe induit

(di ◦ di+1)∗ : A (P,Xi+1)→ A (P,Xi−1) f 7→ di ◦ di+1 ◦ f
soit nul, pour tout i ∈ Z ; montrons qu’alors di ◦ di+1 est le morphisme nul, pour tout
tel i. Car sinon, d’après (ii) il existe un morphisme f : P → Y := Im(di ◦ di+1) non
nul, et puisque P est projectif, f est la composition d’un morphisme g : P → Xi+1 avec
la projection Xi+1 → Y ; ainsi di ◦ di+1 ◦ g est la composition de f avec le monomor-
phisme naturel Y → Xi−1, et en particulier il est non nul, contradiction. Cela montre
que si A (P,X•) est un complexe, il est en de même pour X•. Soit alors X• comme
ci-dessus un complexe de A , et supposons que Hi(X•) ̸= 0 pour quelque i ∈ Z ; posons
Zi := Ker(di) et Bi := Im(di+1), et notons par ji : Zi → Xi le monomorphisme natu-
rel. D’après (i), il existe alors un morphisme h : P → Zi tel que Im(h) ̸⊂ Bi ; par suite,
ji◦h ∈ Ker(di∗ : A (P,Xi)→ A (P,Xi−1)), et ji◦h /∈ Im(di+1∗), d’où Hi(A (P,X•)) ̸= 0.
En résumant, si A (P,X•) est un complexe acyclique, il en est de même pour X•, comme
souhaité.

Exercice 4.6, partie (i) : Soit f : A → A′ un monomorphisme de A ; on considère le
diagramme commutatif :

B(FA′, I)
h†I(Ff) //

��

B(FA, I)

��
A (A′, GI)

h†GI(f) // A (A,GI)

dont les flèches verticales sont les bijections naturelles d’une adjonction pour le couple
(F,G). D’après l’exercice 2.66(ii), Ff est un monomorphisme, donc h†I(Ff) est une sur-
jection (remarque 4.2(i)), donc de même pour h†GI(f), d’où l’assertion, encore par la
remarque 4.2(i). Comme d’habitude, l’assertion duale (ii) suit aussitôt.

Exercice 4.17 : On sait déjà que Fun(A ,B) est abélienne et cocomplète (remarques
2.58(ii) et 2.81(iii)) ; en outre, un morphisme f : G → F de Fun(A ,B) est un mono-
morphisme ⇔ fA : GA → FA est un monomorphisme pour tout A ∈ Ob(A ) (exercice
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2.66(v)). Puisque Ob(A ) est un ensemble, la classe Sub(F ) s’identifie alors naturellement
avec une partie de l’ensemble

∏
A∈Ob(A ) Sub(FA), et pour tout A ∈ Ob(A ) on obtient

une application
Sub(F )→ Sub(FA) S 7→ SA

associant à la classe de tout monomorphisme G→ F le sous-objet de FA représenté par
GA. Ensuite, soit (Sλ |λ ∈ Λ) une famille filtrante de sous-objets de F , et T ⊂ F un
autre sous-objet ; donc, chaque Sλ est la classe d’un monomorphisme fλ : Gλ → F , et
pour tout µ ≥ λ il existe un unique morphisme fλµ : Gλ → Gµ tel que fλ = fµ ◦ fλµ.
La preuve de la proposition 2.94 montre que S :=

⋃
λ Sλ est la classe de l’image du

morphisme naturel
∐
λ∈ΛGλ → F ; comme les coproduits et les images sont formées

terme à terme, il s’ensuit qu’il en est de même pour les réunions de sous-objets dans
Fun(A ,B). De même, d’après le lemme 2.47(ii), l’intersection S ∩ T est la classe du
produit fibré G×F H, où G→ F (resp. H → F ) est un monomorphisme représentant S
(resp. T ) ; puisque les produits fibrés de Fun(A ,B) se calculent terme à terme, il en est
de même alors pour les intersections de sous-objets. Par suite, pour tout A ∈ Ob(A ) il
vient :

(S ∩ T )A = SA ∩ TA = (
⋃
λ∈Λ SλA) ∩ TA =

⋃
λ∈Λ(SλA ∩ TA) =

⋃
λ∈Λ(Sλ ∩ T )A.

Cela achève de vérifier que Fun(A ,B) est une catégorie de Grothendieck.
De même, Add(A ,B) est abélienne et cocomplète (lemme 2.82(ii,iii)), et ses images,

coproduits et produits fibrés se calculent terme à terme (voir la preuve du lemme 2.82(ii)),
donc le même raisonnement s’applique à Add(A ,B). Compte tenu de l’exemple 4.16 et
de la remarque 2.81(ii), on déduit que A † est une catégorie de Grothendieck, pour toute
catégorie abélienne A .

Problème 4.20 : La condition est évidemment nécessaire. Réciproquement, supposons
que la condition soit vérifiée pour tout sous-objet de G, et soit i : E → M un mono-
morphisme de A ; si i n’est pas un isomorphisme, il existe un morphisme f : G → M

avec Im(f) ̸⊂ Im(i). Posons I := G ×(f,i) E, et soient G i′←− I
f ′−→ E les projections

canoniques ; puisque i′ est un monomorphisme, f ′ admet alors par hypothèse un prolon-
gement h : G → E ; soit N := Im(f − i ◦ h) ⊂ M . Montrons que N ∩ Im(i) = 0A . Pour
cela considérons le diagramme commutatif

J := G×(f−i◦h,i) E
q //

p
��

E ∩N
j //

��

E

i
��

G // N // M

dont les deux carrés sont cartésiens, et dont la ligne horizontale en bas est la factorisation
épi-mono de f − i ◦ h. D’après l’exercice 2.95(i) et l’exemple 2.23(iii), q est alors un
épimorphisme, et j est un monomorphisme ; donc, si E ∩N ̸= 0A il existe un morphisme
b : G→ J avec Im(b) ̸⊂ Ker(q) (exercice 4.3(i)), de sorte que z := j ◦ q ◦ b ̸= 0GE . Posons
a := p ◦ b : G→ G ; il vient (f − i ◦ h) ◦ a = i ◦ z, d’où f ◦ a = i ◦ (h ◦ a+ z), et alors il
existe un unique morphisme c : G→ I avec i′ ◦ c = a et f ′ ◦ c = (h ◦ a+ z). Il vient

f ◦ a = i ◦ f ′ ◦ c = i ◦ h ◦ i′ ◦ c = i ◦ h ◦ a
d’où i ◦ z = 0GM , et alors z = 0GE , contradiction. D’autre part, f − i ◦ h ̸= 0GM , car
Im(f) ̸⊂ Im(i), donc N ̸= 0A . Cela montre que i n’est pas une extension essentielle, et
on conclut avec la proposition 4.18.

Exercice 4.22, partie (i) : Soit M ′ ⊂ M un Z-sous-module cyclique non nul ; on
trouve aisément une application Z-linéaire non nulle M ′ → Q/Z, qui se prolonge en une
application Z-linéaire M → Q/Z, car Q/Z est injectif. Cela montre que si M ̸= 0 on a
M∗ ̸= 0, et l’assertion réciproque est triviale. Or, comme Q/Z est un Z-module injectif, le
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foncteur (−)∗ transforme suites exactes courtes de A-modules en suites exactes courtes,
donc il est exact, par la proposition 2.102(ii). Pour montrer qu’il est fidèle, considérons
ϕ ∈ HomA(M,M ′) telle que ϕ∗ = 0 ; il suffit de montrer que ϕ = 0. Pour cela, on factorise
ϕ comme la composition d’un épimorphisme π : M → ϕ(M) et d’un monomorphisme
j : ϕ(M) → M ′ ; il vient ϕ∗ = π∗ ◦ j∗ et par ce qui précède π∗ est injective et j∗ est
surjective. Donc j∗ = 0, et cela montre que ϕ(M)∗ = 0, d’où ϕ(M) = 0, CQFD.

Partie (ii) : Soit i : Z → Aop l’unique homomorphisme d’anneaux. Avec la notation
du §3.2.2, noter que A∗ = HomZ((A

op)g[i],Q/Z) n’est que la coextension, suivant i, du Z-
module injectif Q/Z ; donc A∗ est un Aop-module injectif (exemple 4.7). Or, si M = A(Λ)

pour un ensemble Λ, on a M∗ = (A∗)Λ, et l’assertion découle de la remarque 4.2(iv).

Problème 4.23, partie (i) : Le foncteur − ⊗A P est exact à droite, car il admet un
adjoint à droite (proposition 2.49(ii) et remarque 3.7) ; compte tenu de la proposition
2.102(ii), il s’ensuit que ce foncteur est exact si et seulement s’il transforme injections
Aop-linéaire ϕ :M → N en injections Z-linéaires ϕ⊗AP . Or, pour tout telle ϕ, on obtient
un diagramme commutatif

(∗)
HomAop(N,P ∗)

HomAop (ϕ,P∗) //

��

HomAop(M,P ∗)

��
(N ⊗A P )∗

(ϕ⊗AP )∗ // (M ⊗A P )∗

dont les flèches verticales sont les bijections de la remarque 3.4(i), et (N ⊗A P )∗ désigne
le dual de Pontryagin du Z-module N ⊗A P (et de même pour le Z-module (M ⊗A P )∗).
Or, ϕ⊗A P est injective ⇔ (ϕ⊗A P )∗ est surjective (exercice 4.22(i)). La commutativité
de (∗) nous dit que cette dernière condition est à son tour vérifiée si et seulement si
HomAop(ϕ, P ∗) est surjective. Finalement, cela équivaut à dire que P ∗ est un Aop-module
injectif.

Partie (ii) : On voit aisément que l’application

P ∗ ×M → HomA(M,P )∗ (f,m) 7→ (h 7→ f ◦ h(m))

est (Z, A,Z)-bilinéaire, donc se factorise comme d’habitude à travers une unique ap-
plication Z-linéaire σP,M comme souhaitée. Soit ϕ : M → M ′ un homomorphisme de
A-modules ; la naturalité de σP revient à la commutativité du diagramme :

P ∗ ⊗AM
σP,M //

P∗⊗Aϕ
��

HomA(M,P )∗

HomA(ϕ,P )∗

��
P ∗ ⊗AM ′

σP,M′ // HomA(M
′, P )∗

où HomA(ϕ, P )
∗ associe à toute application Z-linéaire h : HomA(M,P ) → Q/Z l’appli-

cation h′ : HomA(M
′, P )→ Q/Z telle que h′(f) := h(f ◦ ϕ) pour tout f :M ′ → P . Cela

suit aussitôt d’une inspection directe.
Partie (iii) : Soient M de présentation finie et L′ → L → M → 0 une suite exacte

avec L′ et L libres de rang fini ; on obtient un diagramme commutatif

P ∗ ⊗A L′ //

σP,L′
��

P ∗ ⊗A L //

σP,L
��

P ∗ ⊗AM //

σP,M
��

0

HomA(L
′, P )∗ // HomA(L,P )

∗ // HomA(M,P )∗ // 0

dont la ligne horizontale en haut est exacte, d’après la proposition 3.11 et la remarque
3.4(iii), et de même pour celle en bas, par la proposition 2.103 et l’injectivité du Z-module
Q/Z (exemple 4.21(ii)). Par le lemme des cinq (exercice 2.104), il suffit donc de montrer
que σP,L et σP,L′ sont des isomorphismes, i.e. on peut supposer que M soit libre de rang
fini. De plus, les foncteurs P ∗ ⊗A − et HomA(−, P )∗ sont additifs, donc ils commutent
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avec les sommes directes finies (problème 2.76(i)), et d’autre part on vient de voir que σP
est une transformation naturelle ; on est alors ramené aisément au cas où M est libre de
rang un, i.e. on doit vérifier que σP,A est un isomorphisme. Pour cela il suffit d’observer
que l’on a un diagramme commutatif

P ∗ ⊗A A
σP,A //

ω′ ##

HomA(A,P )
∗

µ∗yy
P ∗

où ω′ est l’isomorphisme canonique de l’exercice 3.6(ii) et µ∗ est le dual de Pontryagin
de l’isomorphisme naturel µ : P

∼→ HomA(A,P ) = P [IdA] (voir le §3.2.1).

Problème 4.24, partie (i) : Evidemment (a)⇒ (b). Pour vérifier que (b)⇒ (c), noter
que la remarque 3.4(i) fournit un isomorphisme de Z-modules

ωM,N : (M∗ ⊗A N)∗
∼→ HomAop(M∗, N∗) ∀M,N ∈ Ob(A−Mod)

et on voit aisément que l’association (M,N) 7→ ωM,N définit une transformation naturelle
de foncteurs (A −Mod) × (A −Mod)op → Z −Mod (les détails sont laissés au lecteur).
On déduit un diagramme commutatif

(M∗1 ⊗AM2)
∗ (M∗1⊗Aϕ)

∗
//

ωM1,M2
��

(M∗1 ⊗AM1)
∗

ωM1,M1
��

HomAop(M∗1 ,M
∗
2 )

HomAop (M∗1 ,ϕ
∗) // HomAop(M∗1 ,M

∗
1 ).

Or, si M∗1 ⊗Aϕ est injectif, son dual (M∗1 ⊗Aϕ)∗ est surjectif, d’après le problème 4.23(i),
donc de même pour HomA(M

∗
1 , ϕ

∗) ; en particulier il existe une application A-linéaire
τ :M∗1 →M∗2 telle que ϕ∗ ◦ τ = IdM∗1 , d’où l’assertion.

Ensuite, la donnée d’un inverse à droite pour ϕ∗ induit un isomorphisme M∗2
∼→

M∗3 ⊕M∗1 qui identifie ψ∗ et ϕ∗ respectivement avec l’inclusion et la projection naturelles ;
d’autre part, pour tout A-module N , le foncteur N ⊗Aop − commute avec les biproduits,
d’où (c)⇒ (d).

(d)⇒(e) : SoitN unA-module de présentation finie ; l’application ψ∗⊗AN est injective,
par (d). D’autre part, pour tout A-module P soit σP,N l’isomorphisme du problème
4.23(ii,iii) ; on vérifie aisément que l’association P 7→ σP,N définit un isomorphisme de
foncteurs (−)∗⊗AN → HomA(N,−)∗. Par suite l’application HomA(N,ψ)

∗ est injective,
donc HomA(N,ψ) est surjective, par le problème 4.23(i).

(e)⇒ (f) : Suivant la preuve du théorème 3.86, on trouve un co-cône universel de A-
modules (jλ : Nλ → M3 |λ ∈ Λ), indexé par un ensemble partiellement ordonné filtrant
Λ, tel que Nλ soit de présentation finie pour tout λ ∈ Λ. Soit Σλ := j∗λΣ = (0→ M1 →
M2,λ → Nλ → 0) pour tout λ ∈ Λ (voir l’exercice 2.105). La condition (e) implique
qu’il existe une application A-linéaire sλ : Nλ → M2 telle que ψ ◦ sλ = jλ ; on en
déduit une application A-linéaire tλ : Nλ → M2,λ ⊂ M2 ⊕ Nλ telle que x 7→ (sλ(x), x)
pour tout x ∈ Nλ. Cela montre que Σλ est scindée pour tout λ ∈ Λ ; évidemment, on
obtient ainsi un système direct filtrant (Σλ |λ ∈ Λ) de suites exactes courtes, et soit
Σ′ := (0 → M ′1 → M ′2 → M ′3 → 0) sa limite directe dans la catégorie C(A −Mod). Le
système de morphismes naturels (Σλ → Σ |λ ∈ Λ) est un co-cône dans C(A − Mod),
induisant un morphisme de complexes β• : Σ′ → Σ, et il reste à vérifier que β• est un
isomorphisme. Rappelons que les colimites dans la catégorie C(A − Mod) se calculent
terme à terme (exercice 2.98(ii)) ; par suite β1 : M ′1 → M1 et β3 : M ′3 → M3 sont des
isomorphismes. Compte tenu de l’exercice 2.104, on est alors ramené à montrer que Σ′

est une suite exacte. Mais chaque Σλ est exacte par construction, et on sait que pour tout
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i ∈ Z le foncteur d’homologie Hi commute avec les colimites filtrantes (exercice 2.100),
d’où l’assertion.

(f)⇒ (a) : SoitN un Aop-module, et supposons que Σ soit isomorphe à la limite directe
du système filtrant (Σλ |λ ∈ Λ) de suites exactes courtes scindées. Comme les colimites de
C(A−Mod) se calculent terme à terme, et comme le foncteurN⊗A− : A−Mod→ Z−Mod
commute aux colimites, il s’ensuit queN⊗AΣ est isomorphe à la limite directe du système
induit de complexes (N⊗AΣλ |λ ∈ Λ). Comme le foncteur d’homologie Hi commute avec
les colimites filtrantes en tout degré i ∈ Z, on est alors ramené à vérifier que N ⊗A Σλ
est une suite exacte pour tout λ ∈ Λ ; mais évidemment cette dernière est même scindée,
d’où l’assertion.

Partie (ii.a) : Si M3 est plat, M∗3 est injectif (problème 4.23(i)), donc Σ∗ est scindée
(lemme 4.5) ; il suffit alors d’appliquer l’implication (c)⇒ (a) de (i).

Partie (ii.b) : Si M2 est plat, M∗2 est injectif (problème 4.23(i)), et si en outre Σ est
universellement exacte, Σ∗ est scindée, d’après (i), de sorte que M∗2 = M∗1 ⊕M∗3 . Mais
alors M∗1 et M∗3 sont injectifs (remarque 4.2(iv)), donc M1 et M3 sont plats, toujours par
le problème 4.23(i).

Exercice 4.25, partie (i) : D’abord, j ◦ i est un monomorphisme, car il en est de
même pour i et j. Soit ensuite S un sous-objet non-zéro de Z, disons représenté par un
monomorphisme A→ Z ; l’application naturelle Sub(j) : Sub(Z)→ Sub(Y ) envoie S sur
la classe S∩Y ∈ Sub(Y ) de B := A×Z Y (voir la remarque 2.48(iii)), et par hypothèse B
n’est pas l’objet zéro de A . De même, l’application naturelle Sub(i) : Sub(Y )→ Sub(X)
envoie S ∩ Y sur la classe (S ∩ Y )∩X de B×Y X, et B×Y X est encore non-zéro ; mais
l’identification naturelle B ×Y X

∼→ A×Z X (remarque 2.24(i)) montre que Sub(j ◦ i) =
Sub(j) ◦ Sub(i), d’où l’assertion.

Partie (ii) : Si f = 0Y ′Y , on a g = 0X′X , car i est un monomorphisme. Soit alors
f ̸= 0Y ′Y ; on peut décomposer le diagramme cartésien (∗) en un diagramme :

X ′
g′ //

i′
��

X ′′
g′′ //

i′′
��

X

i
��

Y ′
f ′ // Y ′′

f ′′ // Y

dont la ligne horizontale en bas est la factorisation épi-mono de f , et tel que le carré de
droite soit cartésien. Alors g′ est l’unique morphisme tel que g′′ ◦g′ = g et i′′ ◦g′ = f ′ ◦ i′,
et le carré de gauche est aussi cartésien (remarque 2.24(i)). Comme f ̸= 0Y ′Y , il vient
f ′′ ̸= 0Y ′′Y , et puisque f ′′ est un monomorphisme, on a g′′ ̸= 0X′′X , car i est une
extension essentielle (lemme 2.47(ii)). D’autre part, g′ est un épimorphisme, car il en est
de même pour f ′ (exercice 2.95(i)), donc g ̸= 0X′X .

Partie (iii) : Par une simple récurrence sur n, on se ramène aisément au cas où
n = 2. Soient alors (Xi

eX,i−−−→ X1 ⊕X2
pX,j−−−→ Xj | i, j = 1, 2) les injections et projections

canoniques, et de même pour (Yi
eY,i−−→ Y1 ⊕ Y2

pY,j−−→ Yj | i, j = 1, 2). Noter d’abord que
le noyau de f : X1 ⊕X2 → Y1 ⊕ Y2 s’identifie naturellement avec Ker(f1)⊕Ker(f2) (les
détails sont laissés aux soins du lecteur), donc f est un monomorphisme si et seulement s’il
en est de même pour chaque fi. Ensuite, si f est une extension essentielle, soit j : Z → Y1
un monomorphisme non nul, et noter que l’on a un diagramme cartésien :

(∗∗)
X1 ×Y1

Z
q //

eX,1◦(X1×Y1 j) ��

Z

eY,1◦j
��

X1 ⊕X2
f // Y1 ⊕ Y2

où q dénote la projection canonique : les détails sont laissés aux soins du lecteur. D’après le
lemme 2.47(ii), cela revient à dire que l’image du sous-objet Z∩X1 de Y1 dans Sub(Y1⊕Y2)
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s’identifie avec (X1 ⊕ X2) ∩ (Z ⊕ 0A ), et il est donc non-zéro, par hypothèse. Cela
montre que f1 est une extension essentielle, et de même on vérifie l’assertion pour f2.
Réciproquement, si f1 et f2 sont des extensions essentielles, soit k : Z → Y1 ⊕ Y2 un
monomorphisme, et montrons que Z ∩ (X1⊕X2) ̸= 0A ; pour cela, posons k2 := pY,2 ◦k :
Z → Y2. Si k2 = 0ZY2 , on a Im(k) ⊂ Ker(pY,2), et rappelons que le noyau de pY,2
s’identifie naturellement avec Y1, et sous cette identification, le monomorphisme naturel
Ker(pY,2) → Y1 ⊕ Y2 correspond à eY,1. Ainsi, dans ce cas k est la composition de eY,1
avec un monomorphisme j : Z → Y1 ; par suite, avec le diagramme (∗∗) on identifie
Z ∩ (X1 ⊕ X2) avec l’image de Z ∩ X1, où l’on regarde Z comme un sous-objet de Y1,
via le monomorphisme j. Par hypothèse, Z ∩ X1 ̸= 0A , d’où l’assertion dans ce cas.
On peut donc supposer que k2 ̸= 0ZY2 ; posons alors Z2 := Z ×(k2,f2) X2, et soient

Z
f ′2←− Z2

k′2−→ X2 les projections canoniques. D’après (ii), on a Z2 ̸= 0A ; en outre, f ′2 est
un monomorphisme, car il en est de même pour f2 (exemple 2.23(iii)). Posons ensuite
k1 := pY,1 ◦ k ◦ f ′2 : Z2 → Y1 ; si k1 = 0Z2Y1

, en raisonnant comme ci-dessus, on voit que
k ◦f ′2 = eY,2 ◦ j′ pour un monomorphisme j′ : Z2 → Y2, et alors Z2∩ (X1⊕X2) s’identifie
avec l’image de Z2 ∩ X2. Or, Z2 ∩ X2 ̸= 0A , car f2 est une extension essentielle, et
évidemment Z2∩ (X1⊕X2) ⊂ Z ∩ (X1⊕X2), d’où l’assertion, dans ce cas. On peut ainsi

supposer que k1 ̸= 0Z2Y1
; posons alors Z1 := Z2 ×(k1,f1) X1, et soient Z2

f ′1←− Z1
k′1−→ X1

les projections canoniques. Par (ii) on a Z1 ̸= 0A , et f ′1 est un monomorphisme. En
dernier lieu, notons par l : Z1 → X1 ⊕ X2 l’unique morphisme tel que pX,1 ◦ l = k′1 et
pX,2 ◦ l = k′2 ◦ f ′1. Pour conclure, il suffit de vérifier que :

k ◦ f ′2 ◦ f ′1 = f ◦ l

car alors on aura Z1 ⊂ Z ∩ (X1 ⊕X2) dans Sub(Y1 ⊕ Y2). On calcule :

pY,1 ◦ k ◦ f ′2 ◦ f ′1 = k1 ◦ f ′1 = f1 ◦ k′1 = f1 ◦ pX,1 ◦ l = pY,1 ◦ f ◦ l
pY,2 ◦ k ◦ f ′2 ◦ f ′1 = k2 ◦ f ′2 ◦ f ′1 = f2 ◦ k′2 ◦ f ′1 = f2 ◦ pX,2 ◦ l = pY,2◦f ◦l

d’où l’assertion.
Partie (iv) : Chaque Zλ est la classe d’un monomorphisme jλ : Aλ → Y , et les

hypothèses reviennent à dire que i est la composition de jλ et d’un unique monomor-
phisme kλ : X → Aλ, et que l’image de tout sous-objet non-zéro par l’application induite
Sub(kλ) : Sub(Aλ) → Sub(X) est un sous-objet non-zéro. Or, soit B ⊂ Z un sous-objet
non-zéro ; évidemment B = B ∩ Z =

⋃
λ∈Λ(B ∩ Zλ), par suite il existe λ ∈ Λ tel que

B ∩ Zλ soit non-zéro, donc de même pour le sous-objet (B ∩ Zλ) ∩ X = B ∩ X de X,
d’où l’assertion.

(v.a) : Par l’injectivité de J , il existe un morphisme f : E → J tel que f ◦ i = j. On a
Ker(f) ∩A = 0A , d’où Ker f = 0A , car i est essentielle.

(v.b) : Par l’injectivité de E, il existe un morphisme g : J → E avec g ◦ f = 1E . On
a g ◦ j = g ◦ f ◦ i = i, d’où Ker(g) ∩A = 0A , et donc Ker(g) = 0A , car j est essentielle.
Cela montre que g est un isomorphisme, donc de même pour f .

Problème 4.28, partie (i) : Si F est représentable, il commute avec les petites limites,
d’après l’exemple 2.39(ii). Réciproquement, supposons que F commute avec les petites
limites, et soit G un générateur de A ; d’après l’exercice 2.84, F est alors la composition
d’un unique foncteur additif F † : A op → Z −Mod avec le foncteur d’oubli Z −Mod →
Ens, et en outre F † commute avec les petites limites, d’après l’exemple 2.22(iv). Posons
Xs := G pour tout s ∈ FG, et soit A :=

⊕
s∈FGXs ; évidemment A représente le produit

de la famille (Xs | s ∈ FG) dans A op, donc F †A représente
∏
s∈FG F

†Xs. Fixons alors
un co-cône universel (iAs : G → A | s ∈ FG), soit σ ∈ F †A l’unique élément tel que
F †(iAs )(σ) = s pour tout s ∈ FG, et notons par F la famille des sous-objets i : X → A
de A tels que F †(i)(σ) = 0X (l’élément neutre du groupe abélien F †X). Rappelons
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que F est un ensemble, car A est une catégorie de Grothendieck ; vérifions que F est
un ensemble filtrant, pour l’ordre donné par inclusion de sous-objets (voir la remarque
2.9(i)) : en effet, soient (ij : Xj → A | j = 1, 2) deux éléments de F , et i : X1 ∪X2 → A
la réunion de X1 et X2 ; considérons les diagrammes induits de A et de Z−Mod :

X1 ∩X2
//

��

X1

��

F †(X1 ∪X2) //

��

F †X1

��
X2

// X1 ∪X2 F †X2
// F †(X1 ∩X2).

D’après l’exercice 2.95(ii), le carré de gauche est cocartésien dans A , donc celui de droite
est cartésien dans Z−Mod, car F † est exact à gauche. Par hypothèse, on a F †(ij)(σ) =
0Xj pour j = 1, 2 ; il vient aussitôt F †(i)(σ) = 0X1∪X2

, d’où l’assertion. D’après le
corollaire 4.27, la colimite de F est alors un sous-objet iL : L→ A de A. Montrons que
L ∈ F : en effet, puisque F † commute avec les petites limites, F †L représente la limite
de la famille cofiltrante {F †X |X ∈ F} de groupes abéliens ; par hypothèse, l’image de σ
dans F †X est l’élément neutre, pour tout X ∈ F , donc F †(iL)(σ) = 0L, d’où l’assertion.
Soit pA : A→ A/L la projection ; la suite induite

0→ F †(A/L)
F †(pA)−−−−−→ F †A

F †(iL)−−−−→ F †L

est exacte dans Z−Mod (proposition 2.102(i)), donc σ est l’image d’un unique élément
σ ∈ F †(A/L), et il existe une unique transformation naturelle

ω : h†A/L → F † telle que ωA/L(1A/L) = σ

(lemme 2.82(iv)). On montrera plus précisément que ω est un isomorphisme de foncteurs ;
cela revient à vérifier que pour tout M ∈ Ob(A ) et tout t ∈ F †M , il existe un unique
morphisme f : M → A/L de A tel que F †(f)(σ) = t. Or, posons Yu := G pour tout
u ∈ A (G,M), et AM :=

⊕
u∈A (G,M) Yu ; soient aussi (iMu : G → AM |u ∈ A (G,M))

un co-cône universel, et eM : AM → M l’unique morphisme de A tel que eM ◦ iMu = u
pour tout u ∈ A (G,M). D’après l’observation 4.10, eM est un épimorphisme de A .
Soient b : AM → A l’unique morphisme de A tel que b ◦ iMu = iAF (u)(t) pour tout u ∈
A (G,M), et τ := F †(b)(σ) ; comme F †AM représente

∏
u∈A (G,M) F

†Yu, il s’ensuit que
τ est l’unique élément de F †AM tel que F †(iMu )(τ) = F (u)(t) pour tout u ∈ A (G,M),
i.e. τ = F †(eM )(t). Soient K := Ker(eM ), et j : K → AM le monomorphisme universel ;
il vient

F †(b ◦ j)(σ) = F †(j)(τ) = F †(eM ◦ j)(t) = 0K

car eM ◦j est le morphisme nul. D’autre part, b◦j est la composition du monomorphisme
iK : Im(b◦j)→ A avec la projection pK : K → Im(b◦j), et pK induit un monomorphisme
F †(pK) : F †Im(b ◦ j) → F †K, car F † est exact à gauche ; par suite F †(iK)(σ) = 0,
i.e. Im(b ◦ j) est un élément de F , donc iK se factorise à travers iL et un morphisme
iK/L : Im(b◦j)→ L. Il existe alors un unique morphisme f :M → A/L faisant commuter
le diagramme de A :

0 // K
j //

iK/L◦pK
��

AM
eM //

b
��

M //

f
��

0

0 // L
iL // A

pA // A/L // 0.

Par suite, F †(eM ) ◦F †(f)(σ) = F †(b)(σ) = F †(eM )(t), d’où F †(f)(σ) = t, car eM est un
épimorphisme de A et F † est exact à gauche. Il reste à vérifier que si g :M → A/L est
un morphisme de A avec F †(g)(σ) = t, alors f = g ; pour cela, quitte à remplacer f par
f − g, on peut supposer que F †(f)(σ) = 0M , et il faut montrer que f est le morphisme
nul dans ce cas. Or, soit f : Im(f)→ A/L l’unique morphisme dont la composition avec
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la projection pM :M → Im(f) coïncide avec f ; puisque F †(pM ) est un monomorphisme,
on peut remplacer f par f , et supposer que f soit un monomorphisme. Considérons le
diagramme cartésien :

H
q //

f ′

��

M

f
��

A
pA // A/L.

Le morphisme f ′ est un monomorphisme (exemple 2.23(iii)), et on a :

F †(f ′)(σ) = F †(pA ◦ f ′)(σ) = F †(q) ◦ F †(f)(σ) = 0M

d’où H ∈ F , donc f ′ se factorise à travers iL : L→ A, i.e. pA ◦ f ′ est le morphisme nul ;
mais q est un épimorphisme (exercice 2.95(i)), d’où l’assertion.

Partie (ii) : A est finiment complète, d’après le théorème 2.89(ii), donc il suffit de
montrer que le produit de toute petite famille A• := (Ai | i ∈ I) d’objets de A est repré-
sentable dans A (proposition 2.40). Mais chaque foncteur hAop

i
: A op → Ens commute

avec les petites limites, par (i), donc de même pour F :=
∏
i∈I hAop

i
(exercice 2.61), et

alors F est représentable, toujours d’après (i) ; mais on voit aussitôt que représenter F
équivaut à représenter dans A le produit de la famille A•.

Exercice 4.40 : Pour tout B ∈ Ob(B), soit FB := Quot(B) ∩ Ob(E ), et pour tout
Q ∈ FB , soit pQ : B → Q la projection ; noter que Quot(B) est un ensemble, car par
hypothèse il en est de même pour Sub(B) (remarque 2.93(ii)). Par suite, FB est un
ensemble, pour tout B ∈ Ob(B), et le produit

P (B) :=
∏
Q∈FB

Q

est alors répresentable dans B par un objet de E . En outre le cône (pQ |Q ∈ FB)
détermine un unique morphisme qB : B → P (B) de B dont la composition avec la
projection πQ : P (B)→ Q coïncide avec pQ, pour tout Q ∈ FB . Posons E(B) := Im(qB),
et soient qB : B → E(B) le morphisme induit par qB , et πQ : E(B)→ Q la restriction de
πQ, pour tout Q ∈ FB ; puisque E(B) est un sous-objet de P (B), on a E(B) ∈ Ob(E ).
Soit ensuite f : B → C un morphisme de B ; si S ⊂ C est un sous-objet tel que
Q := C/S ∈ FC , noter que f induit un monomorphisme fQ : B/f−1S → Q (avec
f−1S := S ×C B ⊂ B), et par suite B/f−1S ∈ FB . Ainsi, f induit une application
f∗ : FC → FB : C/S 7→ B/f−1S ; soit alors P (f) : P (B) → P (C) l’unique morphisme
de B tel que πQ ◦ P (f) = fQ ◦ πf∗Q pour tout Q ∈ FC . On déduit un diagramme
commutatif :

B
f //

qB
��

C

qC
��

P (B)
P (f) // P (C)

et donc P (f) induit par restriction un morphisme E(f) : E(B) → E(C) ; pour un
deuxième morphisme g : C → D, on a (g ◦ f)∗ = f∗ ◦ g∗ : FD → FB , d’où P (g ◦ f) =
P (g) ◦ P (f), et finalement E(g ◦ f) = E(g) ◦ E(f). On a donc un foncteur bien défini
E : B → E , et une transformation naturelle q• : 1B → E. En dernier lieu, soit h : B → F
un morphisme de B avec F ∈ Ob(E ) ; alors S := Im(h) est un sous-objet de F , donc
S ∈ FB , et h est la composition de pS avec un unique morphisme h : S → F . Puisque
qB est un épimorphisme, il s’ensuit que ϑB,F (h) := h ◦ πS est l’unique morphisme de E
dont la composition avec qB coïncide avec h ; évidemment

ϑB′,F ′(k ◦ h ◦ l) = k ◦ ϑB,F (h) ◦ k ◦ E(l)

pour tout morphisme l : B′ → B de B et tout morphisme k : F → F ′ de E . Soit
i : E → B l’inclusion ; cela achève de vérifier que ϑ•• est une adjonction pour le couple
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de foncteurs (i, E), et q• est l’unité de cette adjonction.

Exercice 4.52 : D’après la remarque 4.51(iv), la condition (a) entraîne que chaque
Ui soit de type T0 ; il s’ensuit aisément qu’il en est de même pour T . Ensuite, pour
tout i = 1, . . . , n soit Ui l’ensemble des parties ouvertes compactes de Ui ; pour tout
i, j = 1, . . . , n et tout V ∈ Ui, V

′ ∈ Uj la partie V ∩Uij est compacte dans Ui (remarque
4.51(i)), donc aussi dans Uj , et V ∩ V ′ = (V ∩Uij)∩ V ′ est alors compacte dans T . Cela
montre que U :=

⋃n
i=1 Ui est une base de T stable par intersections finies, et formée de

parties ouvertes compactes. En dernier lieu, soit Z ⊂ T une partie fermée irréductible,
et i ∈ {1, . . . , n} tel que Zi := Z ∩ Ui ̸= ∅ ; si Zi dénote l’adhérence de Zi dans T ,
on a Z = Zi ∪ (Z \ Ui), donc Z = Zi, car Z est irréductible. D’autre part, Zi est une
partie fermée irréductible de Ui : en effet, si Zi = Z ′ ∪ Z ′′ pour deux parties fermées
Z ′, Z ′′ ⊂ Ui, par ce qui précède Z est la réunion des adhérences Z ′ et Z ′′ de Z ′ et Z ′′
dans T ; mais alors, quitte à échanger Z ′ et Z ′′ on peut supposer que Z ′ ⊂ Z ′′, ainsi
Z ′ = Z ′ ∩Ui ⊂ Z ′′ = Z ′′ ∩Ui, d’où l’assertion. Soit z le point générique de Zi ; par suite
Z est l’adhérence {z} dans T de {z} ; l’unicité d’un point z ∈ T tel que {z} = Z vient
de la propriété T0 : les détails sont laissés aux soins du lecteur.

Exercice 4.63 : Si g ◦ f est généralisante, soient z, z′ ∈ Z tels que z′ ≥ z, et y ∈ g−1(z) ;
par hypothèse il existe x, x′ ∈ X tels que f(x) = y, x′ ≥ x dans X, et g ◦ f(x′) = z′. Par
suite y′ := f(x′) ≥ y et g(y′) = z′, d’où l’assertion. Le même raisonnement montre que
si g ◦ f est spécialisante, il en est de même pour g.

Exercice 4.66 : Si p ⊂ A est un idéal premier, l’idéal pA[T ] est le noyau de la projection
A[T ] → k(p)[T ], et il est donc premier. Si maintenant p0 ⊂ · · · ⊂ pd est une chaîne
d’idéaux premiers de A, on déduit la chaîne

p0A[T ] ⊂ · · · ⊂ pdA[T ] ⊂ pdA[T ] + TA[T ]

qui montre l’inégalité 1 + dimA ≤ dimA[T ]. De l’autre côté, soit q0 ⊂ · · · ⊂ qd une
chaîne d’idéaux premiers de A[T ], et notons ϕ : SpecA[T ]→ SpecA l’application conti-
nue induite par l’inclusion naturelle A→ A[T ]. On pose Σ := {q0, . . . , qd} et Σ′ := ϕ(Σ).
L’ensemble Σ′ est une partie totalement ordonnée de l’ensemble SpecA, ce dernier étant
partiellement ordonné par spécialisation ; par suite la cardinalité de Σ′ est ≤ 1 + dim A.
D’autre part, la preimage dans Σ de tout p ∈ Σ′ est une partie totalement ordonnée
de Spec k(p)[T ] (voir le §3.4.2), et on sait que dim k(p)[T ] = 1 ; cela veut dire que
Σ ∩ ϕ−1(p) contient au plus deux éléments, pour tout p ∈ Σ′, donc la cardinalité de
Σ est ≤ 2 · (1 + dimA), d’où dim A[T ] ≤ 1 + 2 · dimA.

Exercice 4.70, partie (i) : Pour tout k ≤ dim f−1x (y) et tout d ≤ ht(y) soient

xk > xk−1 > · · · > x0 := x

une chaîne de spécialisations de points de f−1x (y), et

yd > yd−1 > · · · > y0 := y

une chaîne de spécialisations de points de Y . Puisque f est générisante, il existe une
chaîne xk+d > xk+d−1 > · · · > xk de spécialisations dans X, avec f(xk+i) = yi pour
i = 0, . . . , d, d’où ht(x) ≥ k + d. L’assertion en découle aussitôt. La partie (ii) est ana-
logue, et sera laissée aux soins du lecteur.

Exercice 4.71, partie (i) : Soit F l’ensemble des parties fermées constructibles de T ,
et T ∗ la topologie sur T engendrée par F . Evidemment F est un ensemble de parties
ouvertes et fermées de T c ; noter aussi que la topologie T est engendrée par la famille
{T \ X |X ∈ F}, et comme T est un espace de type T0 , il s’ensuit aisément que
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T ∗ := (T,T ∗) est aussi de type T0 : détails laissés aux soins du lecteur. Grâce à la
proposition 4.57 et au théorème 4.54(ii), on conclut que T ∗ est un espace spectral et
(T ∗)c = T c. Ensuite, soient x, y ∈ T ; évidemment, x est une spécialisation de y (par
rapport à la topologie T ) si et seulement si tout voisinage ouvert compact de x contient
y. Cela revient à dire que si X ∈ F et y ∈ X, alors x ∈ X, i.e. y est une spécialisation
de x par rapport à la topologie T ∗. La partie (ii) de l’exercice est maintenant claire, par
inspection de la construction de T ∗.

Partie (iii.a) : Soit X ⊂ S une partie constructible fermée ; on voit aisément que f−1S
est constructible et fermée dans T , d’où l’assertion.

Partie (iii.b) : Avec (iii.a), on voit que f∗ : (T ∗,≤) → (S∗,≤) est un morphisme
d’ensembles partiellement ordonnées (T,≤)op → (S,≤)op, et ce morphisme coïncide évi-
demment avec fop (notation de la remarque 1.31(ii)) ; l’assertion découle alors d’une
simple inspection des définitions.

Exercice 4.74, partie (i) : Cela revient à dire que l’adhérence S de S dans T est
irréductible, car alors le point générique de S sera le supremum de S. Or, soient Z,Z ′ ⊂ T
deux parties fermées avec S ⊂ Z ∪Z ′ et S ⊈ Z ′, et soient z ∈ (Z ∩ S) \Z ′ et s ∈ S ; par
hypothèse, on a x ∈ S avec x ≥ z, s, i.e. l’adhérence {x} de {x} dans T contient z et
s. Mais alors x /∈ Z ′, car sinon on aurait {x} ⊂ Z ′ ; par suite, x ∈ Z, et alors {x} ⊂ Z,
donc s ∈ Z. Ainsi S ⊂ Z, donc aussi S ⊂ Z, d’où l’assertion.

Partie (ii) : Il suffit d’appliquer (i) à la partie S de l’espace spectral T ∗ associé à T
comme dans l’exercice 4.71(i).

Exercice 4.76, partie (i) : Si T est caténaire, posons n := dimY (x) et m := dimZ(y),
et soient t0 < · · · < tn et tn < · · · < tn+m deux chaînes saturées de générisations de
points de T avec t0 := x, tn := y et où z := tn+m est le point générique de Z ; alors
t0 < · · · < tn+m est une chaîne saturée de générisations de x dans Z, et par hypothèse,
toute chaîne saturée d’extremité x et z a alors longueur n +m, i.e. dimZ(x) = n +m.
Réciproquement, soit la condition de l’exercice vérifiée pour toute chaîne X ⊂ Y ⊂ Z de
partie irréductibles de T , et considérons deux chaînes saturées de générisations dans T :

t0 < · · · < tr et t′0 < · · · < t′s avec t0 = t′0 et tr = t′s.

On peut supposer que s ≥ r, et on va montrer, par récurrence sur r, que r = s. Si
r = 0, l’assertion est triviale ; pour r = 1, le point t1 est une générisation immédiate
de t0, et l’assertion est encore évidente. Si r > 1, soient X,Y et Z les adhérences dans
T de {t0}, {t1} et {tr} ; il vient dimY (t0) = 1, et par hypothèse de récurrence, toute
chaîne saturée d’extremité t1 et tr a longueur r − 1, donc dimZ(t1) = r − 1, ainsi
r = dimZ(t1) + dimY (t0) = dimZ(t0) ≥ s, d’où l’assertion.

Partie (ii) : Evidemment, (a) entraîne que dimZ(z) < +∞ pour toute partie irréduc-
tible Z ⊂ X, et tout z ∈ Z. On peut alors appliquer le critère de (i) : soient X,Y, Z ⊂ T
trois parties irréductibles avec X ⊂ Y ⊂ Z, et x (resp. y, resp. z) le point générique de
X (resp. de Y , resp. de Z) ; par hypothèse, on a :

dimZ(x) = ht(x)− ht(z) dimZ(y) = ht(y)− ht(z) dimY (x) = ht(x)− ht(y)

d’où dimZ(x) = dimZ(y) + dimY (x), comme souhaité.

Problème 4.77, Partie (i) : Si (T,T ) est compact et totalement disconnexe, l’ensemble
des parties ouvertes et fermées de T forme une base de T stable par intersections finies ;
de plus, si T est séparé, les seules parties fermées irréductibles de T sont de la forme
{t}, pour t ∈ T arbitraire, donc (a)⇒ (b)⇒ (c). Réciproquement, si T ̸= ∅ est spectral
de dimension 0, soit t ∈ T , et U un voisinage ouvert et compact de t dans T ; par le
corollaire 4.67(i), l’adhérence U de U dans T est alors l’ensemble des spécialisations des
points de T . Mais comme dimT = 0, cela revient à dire que U = U , donc T est totalement
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disconnexe, et on déduit aussitôt que toute partie constructible de T est ouverte, d’où
T = T c. Ensuite, la remarque 4.53(iii) nous dit que α(X) est spectral pour tout espace
topologique X, et évidemment dimα(X) ∈ {0,−∞}, donc la deuxième assertion découle
de la première.

Partie (ii.a) : Soient Z l’image de ϕT , et f : T → F2 une fonction continue telle que
Z ⊂ V (f) = {m ∈ α(T ) | f ∈ m}. Cela veut dire que f(t) = 0 pour tout t ∈ T , donc
f = 0 et V (f) = α(T ), d’où l’assertion.

Partie (ii.b) : Soient t ∈ T , et U ⊂ T un voisinage ouvert et fermé de t dans T ; l’unique
application f : T → F2 avec f−1(1) = U est continue, et évidemment ϕ−1T (D(f)) = U .
Mais par hypothèse, tout voisinage ouvert de t dant T contient un voisinage ouvert et
fermé de t, d’où l’assertion.

Partie (ii.c) : En effet, à toute application continue f : T → S on peut associer
d’abord un homomorphisme de F2-algèbres

f∗ : C (S,F2)→ C (T,F2) g 7→ g ◦ f

et ensuite, au vu de la remarque 4.53(iii), une application continue

α(f) := Max f∗ = Spec f∗ : α(T )→ α(S) m 7→ (f∗)−1(m).

Compte tenu de (i) on conclut que les associations T 7→ α(T ) et f 7→ α(f) définissent un
foncteur α : TDisc → cTDisc, et on vérifie comme dans la solution de l’exercice 1.29(ii)
que le diagramme suivant commute :

T
ϕT //

f
��

α(T )

α(f)
��

S
ϕS // α(S)

i.e. l’association T 7→ ϕT est une transformation naturelle.
Partie (ii.d) : On va montrer plus précisément que ϕT est l’unité d’une adjonction pour

le couple de foncteurs (α, i). Grâce à (i) et au théorème 4.54(i), on sait que l’application
ϕT : T → α(T ) est un homéomorphisme pour tout T compact et totalement disconnexe ;
posons ψT := ϕ−1T . Compte tenu de (ii.c), l’association T 7→ ψT est alors un isomorphisme
de foncteurs ψ : α ◦ i ∼→ 1cTDisc. On est donc ramené à vérifier que le couple de transfor-
mations naturelles (ϕ, ψ) satisfait les identités triangulaires du problème 2.13(iii) ; or, la
commutativité de

i
ϕ∗i //

1i %%

i ◦ α ◦ i
i∗ψ
��
i

vient directement des constructions. Pour la deuxième identité triangulaire on adopte
une méthode indirecte, qui nous évitera des calculs un peu laborieux : pour tout t ∈ T
la partie {t} est trivialement un espace totalement disconnexe et compact, et on a le
diagramme commutatif

α({t})
α(ϕ{t}) //

α(j)
��

α ◦ i ◦ α({t})
ψα({t}) //

α◦i◦α(j)
��

α({t})
α(j)
��

α(T )
α(ϕT ) // α ◦ i ◦ α(T )

ψα(T ) // α(T )

où j : {t} → T est l’inclusion. On remarque que α({t}) contient un seul point, donc
la composition des deux flèches horizontales en haut est trivialement l’identité ; de plus,
l’image de α(j) est évidemment le point ϕT (t) de α(T ). On conclut que ψα(T ) ◦ α(ϕT )
se restreint à l’identité sur le sous-espace ϕT (T ) ⊂ α(T ). Compte tenu de (i) et (ii.a), il
suffit alors d’invoquer l’exercice 1.26(iv).
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Partie (iii.a) : D’après (i), on a Ob(cTDisc) ⊂ Ob(TopSp), et d’après l’exercice
1.26(iii), toute application continue entre espaces spectraux séparés est compacte, d’où
l’assertion.

Partie (iii.b) : Soient T un espace spectral séparé, S un espace spectral, f : T → S une
application continue et compacte. D’après la remarque 4.59(ii), l’application f c : T c → Sc

est continue, et T c = T par (i). Réciproquement, si g : T → Sc est une application
continue, noter que l’application IdS : Sc → S est continue et compacte, et de même
pour g, d’après (iii.a) ; donc IdS ◦ g : T → S est aussi continue et compacte. On obtient
ainsi une bijection naturelle :

TopSp(i′T, S)
∼→ cTDisc(T, Sc) (g : i′T → S) 7→ (gc : T → Sc)

et on voit aussitôt que cette bijection est naturelle pour morphismes T ′ → T de TopSp
et S → S′ de cTDisc, i.e. elle fournit une adjonction pour le couple (i′, (−)c).

Problème 4.78, partie (i) : Avec la notation du problème 4.77(iii), chaque espace T ci
est compact et séparé, par suite la limite L′ du foncteur T c• : I → Top : i 7→ T ci est
compacte et séparée (problème 2.25(iii.b)) ; de plus l’ensemble sous-jacent à L′ coïncide
avec l’ensemble sous-jacent à L, et v• est aussi un cône universel pour L′. Une inspection
directe montre que la topologie de L est engendrée par la prébase B formée des parties
v−1i (U), pour tout i ∈ Ob(I), et toute partie ouverte compacte U ⊂ Ti ; noter que tout
élément de B est une partie ouverte et fermée de L′ ; en outre, L est un espace de type
T0 (problème 2.25(iii.b) et remarque 4.51(iv)). D’après la proposition 4.57, il s’ensuit que
L est un espace spectral, et L′ = Lc. En dernier lieu, chaque vi : L′ → T ci est compacte,
d’après l’exercice 1.26(iii) ; comme la topologie de L′ est plus fine que celle de L, et que Ti
et T ci ont les mêmes parties ouvertes compactes, il s’ensuit que vi : L→ Ti est compacte
pour tout λ ∈ Λ.

Partie (ii) : La preuve de (i) montre que v• est un cône dans la catégorie TopSp. Or,
soit (gi : Z → Ti | i ∈ Ob(I)) un autre cône dans TopSp de base T• ; alors il existe une
unique application continue g : Z → L telle que vi ◦ g = gipour tout i ∈ Ob(I), et afin de
montrer l’universalité de v• dans la catégorie TopSp, on doit vérifier que g est compacte.
Mais on vient de voir que tout élément de la prébase B de L est une partie ouverte com-
pacte de L, donc il suffit de vérifier que si (Vj := v−1ij (Uj) | j = 1, . . . , n) est une famille
finie d’éléments de B, alors g−1(V1∩· · ·∩Vn) est une partie compacte de Z. Pour cela, la
remarque 4.51(i) nous ramène à montrer que la partie g−1(Vj) = g−1ij (Uj) est compacte
pour tout j = 1, . . . , n, ce qui est clair, car gij est compacte. Ensuite, l’universalité de
vc• dans la catégorie Top a déjà été remarquée lors de la preuve de (i) ; l’universalité de
vc• dans cTDisc est alors une conséquence immédiate, mais elle se déduit aussi par voie
catégorique, avec la proposition 2.49(i) et le problème 4.77(iii.b).

Problème 4.79, partie (i) : Soit t ∈ T , et soient par l’absurde s, s′ ∈ S deux spécia-
lisations S -admissibles distinctes de t. Quitte à échanger les rôles de s et s′, on peut
supposer qu’il existe un voisinage U de s dans T avec s′ /∈ U . D’après (S1), on trouve
alors une partie U ′ ⊂ U ouverte dans T et S -fermée avec s ∈ U ′ ; évidemment t ∈ U ′,
mais comme U ′ est S -fermée, il vient s′ ∈ U ′, contradiction.

Partie (ii) : Notons par C (resp. par U ) l’ensemble des parties U ⊂ S telles que r−1U
soit constructible (resp. constructible et ouverte) dans T . On remarque d’abord que U
est une base de la topologie de S : en effet, pour toute partie U de S on a U = S ∩ r−1U
(détails laissés aux soins du lecteur), en particulier tout U ∈ U est une partie ouverte
de S ; et d’autre part, (S1) implique que pour tout s ∈ S et tout voisinage V ⊂ S de
s il existe U ∈ U avec s ∈ U et U ⊂ V , d’où l’assertion. Ensuite, soit TC la topologie
sur S engendrée par C : on voit aisément que TC est séparée, et tout élément de U
est une partie ouverte et fermée dans la topologie TC . De plus, TC est compacte : en
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effet, si S =
⋃
i∈I Ui pour une famille (Ui | i ∈ I) de parties ouvertes pour la topologie

TC , on a T =
⋃
i∈I r

−1Ui, et par construction, chaque partie r−1Ui est ind-constructible
dans T ; par le théorème 4.54(ii), il s’ensuit qu’il existe une partie finie J ⊂ I telle
que T =

⋃
i∈J r

−1Ui, donc S =
⋃
i∈J Ui, d’où l’assertion. On voit ainsi que toutes les

conditions sont remplies pour pouvoir appliquer la proposition 4.57, et on obtient que S
est spectral et TC est sa topologie constructible.

En dernier lieu, par ce qui précède il est clair que r est continue. De plus, tout U ∈ U
est fermé pour la topologie compacte TC , en particulier U est compact dans TC , et a
fortiori, aussi dans la topologie de S ; de l’autre côté, r−1U est compact dans T . Cela
montre que r est une application compacte.

Partie (iii) : Avec (ii) et la remarque 4.59(ii) on sait que si Z est constructible dans
S, alors r−1Z est constructible dans T . Réciproquement, soit r−1Z constructible dans
T ; alors il en est de même pour r−1(S \ Z), donc Z, S \ Z ∈ C , et par (ii) il s’ensuit
que Z et S \ Z sont des parties ouvertes de Sc ; i.e. Z est ouvert et fermé dans l’espace
compact Sc, et on déduit aisément que Z est constructible dans S.

Exercice 4.86 : Soient Λ une petite catégorie, U ⊂ T une partie ouverte, U un recou-
vrement de U , et considérons un foncteur

F• : Λ→ AT̃ λ 7→ Fλ (f : λ→ µ) 7→ (Ff : Fλ → Fµ).

Notons par L la limite du foncteur i◦F• : Λ→ AT̂ . Par hypothèse, pour tout λ ∈ Ob(Λ)
le cône (ρλ,U,V : Fλ(U)→ Fλ(V ) |V ∈ U ∧U ) induit par les restrictions est universel,
et compte tenu du lemme 2.52(i), on doit vérifer qu’il en est de même pour le cône
correspondant (ρV : L (U)→ L (V ) |V ∈ U ∧U ). Pour cela, considérons les foncteurs

F, cF : (U ∧U )op × Λ→ A

définis par : cF (V, λ) := Fλ(U) et F (V, λ) := Fλ(V ) pour tout V ∈ U ∧ U et tout
λ ∈ ΛOb(Λ), et tels que pour tout morphisme f : λ → µ de Λ et toute inclusion
j : V ′ → V d’éléments de U ∧U , on a cF (j, f) := Ff (U) : Fλ(U)→ Fµ(U) et F (j, λ) :=
Fµ(V

′) ◦ ρλ,V,V ′ : Fλ(V ) → Fλ(V
′) → Fµ(V

′) (où ρλ,V,V ′ désigne la restriction à V ′
des V -sections de Fλ). On a en outre une transformation naturelle

ρ•,• : cF → F (V, λ) 7→ ρλ,U,V .

Avec la notation du lemme 2.55(ii), noter que Lim′′Λ F : (U ∧ U )op → A coïncide avec
la restriction de L : Ouv(T )op → A à la sous-catégorie pleine (U ∧U )op ; d’autre part,
Lim′′Λ cF est le foncteur constant cL (U) : (U ∧U )op → A , et Lim′′Λ ρ•,• n’est rien d’autre
que le cône (ρV |V ∈ U ∧U ). On est ainsi ramené à vérifier que Lim(U ∧U )op Lim

′′
Λ ρ•,• est

un isomorphisme de A . Mais l’universalité de chaque cône (ρλ,U,V |V ∈ U ∧U ) revient à
dire que Lim′(U ∧U )op ρ•,• est un isomorphisme de Fun(Λ,A ), donc LimΛ Lim′(U ∧U )op ρ•,•
est un isomorphisme de A , et l’assertion découle de la proposition 2.57(i).

Problème 4.88, partie (i) : Soient U ∈ T et [s•,U ], [t•,U ′] ∈ F+(U) ; noter que
[s•,U ] = [s•U ∩U ′ ,U ∩U ′] et de même pour [t•,U ′], donc on peut supposer que U = U ′.
Soit V un recouvrement de U tel que [s•U /V ,U /V ] = [t•U /V ,U /V ] pour tout V ∈ V ; il
faut montrer que [s•,U ] = [t•,U ]. L’hypothèse veut dire qu’il existe pour tout V ∈ V
un crible UV ⊂ U /V couvrant V et tel que s•UV

= t•UV
. Ainsi, V ′ :=

⋃
V ∈V UV est un

crible couvrant U avec s•V ′ = t•V ′ , d’où l’assertion.
Partie (ii) : Soient U un recouvrement d’une partie ouverte U ⊂ T , et

([sQ,•,UQ] |Q ∈ U ∧U )

une suite cohérente de sections de F+ ; donc [sQ,•,UQ] ∈ F+(Q) pour tout Q ∈ U ∧U
et si Q′ ⊂ Q sont deux éléments de U ∧U , la restriction de [sQ,•,UQ] à Q′ coïncide avec
[sQ

′,•,UQ′ ]. Cela veut dire que UQ est un crible couvrant Q pour tout Q ∈ U ∧ U , et
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sQ,• est à son tour un élément de
∫
λop
T

F (UQ), i.e. une suite cohérente (sQ,V |V ∈ UQ)

de sections de F . Par hypothèse, pour Q′ ⊂ Q comme ci-dessus il existe alors un crible
V ⊂ UQ ∩UQ′ couvrant Q′ tel que

(∗) sQ,•V = sQ
′,•

V .

Comme F est séparé par hypothèse, les restrictions induisent une injection

F (V )→
∏
W∈V /V F (W ) ∀V ∈ UQ ∩UQ′ .

D’autre part, d’après (∗) on a sQ,W = sQ
′,W pour toutW ∈ V /V ; par suite sQ,V = sQ

′,V

pour tout V ∈ UQ∩UQ′ , et cela pour tout coupleQ′ ⊂ Q d’éléments de U ∧U . Rappelons
que U ⊂ U ∧ U , et posons U ′ :=

⋃
Q∈U UQ ; évidemment U ′ est un crible couvrant

U . Pour tout V ∈ U ′ choisissons Q ∈ U tel que V ∈ UQ, et posons tV := sQ,V ; par
ce qui précède, la définition de tV ne dépend pas du choix de Q, et il est clair que le
système (tV |V ∈ U ′) est une suite cohérente, i.e. un élément t• ∈

∫
λop
T

F (U ′), d’où la
section [t•,U ′] de F+(U). Evidemment la restriction de [t•,U ′] à chaque partie ouverte
Q ∈ U ∧U coïncide avec [sQ,•,UQ], et comme on sait déjà d’après (i) que F+ est séparé,
il existe au plus une section de F+(U) avec cette propriété. Cela achève de montrer que
F+ est un faisceau.

Partie (iii) : Soient F un faisceau et G un préfaisceau sur T ; montrons d’abord que
tout morphisme de préfaisceaux ϕ : G → F est la composition de jTG : G → G + et d’un
unique morphisme de préfaisceaux ϕ∗ : G + → F . Pour vérifier l’unicité de ϕ∗, soient
U ∈ T et [s•,U ] ∈ G +(U) ; il vient ϕ∗U ([s

•,U ])Q = ϕ∗Q(j
T
G ,Q(s

Q)) = ϕQ(s
Q) pour tout

Q ∈ U , et comme F est séparé, ces conditions déterminent ϕ∗U ([s
•,U ]), d’où l’assertion.

Pour l’existence de ϕ∗, on est ramené à vérifier que jTF est un isomorphisme, car avec le
diagramme commutatif de préfaisceaux :

G
ϕ //

jTG ��

F

jTF��
G + ϕ+

// F+

on aura alors ϕ∗ = jT−1F ◦ϕ+. Or, puisque F est un faisceau, toute partie ouverte U ⊂ T
et tout crible U couvrant U induisent une bijection :

F (U)→
∫
λop
T

F (U ) s 7→ (sV |V ∈ U ).

Il s’ensuit aisément que toutes les applications de transition du système filtrant

(
∫
λop
T

F (U ) |U ∈ Crib(U)op)

sont bijectives, donc de même pour jTF ,U : F (U) → F+(U), comme souhaité. Ensuite,
(i) et (ii) impliquent que G a est un faisceau, pour tout préfaisceau G ; par suite ϕ est aussi
la composition de uG : G → G a et d’un unique morphisme de faisceaux ϕ∗∗ : G a → F .
Ainsi, on obtient une bijection :

(∗∗) T̂ (G , iT (F ))
∼→ T̃ (G a,F ) ϕ 7→ ϕ∗∗

dont l’application réciproque est donnée par l’association ψ 7→ ψ ◦ uG . Il reste à vérifier
que (∗∗) est naturelle par rapport aux morphismes de préfaisceaux α : G ′ → G et
aux morphismes de faisceaux β : F → F ′ ; mais pour ϕ comme ci-dessus, l’unicité de
(ϕ ◦α)∗∗ entraîne aussitôt que (ϕ ◦α)∗∗ = ϕ∗∗ ◦αa (les détails sont confiés au lecteur), et
de même on voit aisément que (β◦ϕ)∗∗ = β◦ϕ∗∗, d’où l’assertion. Cela achève de montrer
que le système de bijections (∗∗) est une adjonction pour le couple ((−)a, iT ), et pour
tout faisceau F la bijection réciproque associe à 1F le morphisme uTF , i.e. l’association
F 7→ uTF est bien l’unité de cette adjonction.
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Partie (iv) : Par ce qui précède, il reste à montrer que le foncteur (−)a est exact,
et on sait déjà qu’il est exact à droite, car il admet un adjoint à droite (proposition
2.49(ii)). Or, comme la catégorie Ens est complète et cocomplète, il en est de même pour
la catégorie T̂ (lemme 2.55(ii) et remarque 2.58(ii)) ; avec le lemme 2.52(ii,iii) on déduit
que la catégorie T̃ est complète, et que le foncteur d’inclusion iT̂ : T̃ → T̂ commute avec
toute limite de T̃ . Comme les limites se calculent terme à terme dans T̂ (voir la remarque
2.56), il en est ainsi de même pour les limites de T̃ . On est alors ramené à vérifier que
le foncteur (−)+ : T̂ → T̂ est exact à gauche. Mais

∫
λop
T

est exact à gauche, car il est un
adjoint à droite (proposition 2.49(i)), donc on n’a qu’à montrer l’exactitude à gauche de∫ µop

T . Pour cela, d’après le problème 2.65(ii), il suffit de vérifier que CribopT est finiment
cocomplète, et que µop

T est exact à droite, i.e. que CribT est finiment complète et que µT
est exact à gauche. Or, comme CribT (U ,U ′) contient au plus un morphisme, pour tous
U ,U ′, les égaliseurs de CribT sont trivialement représentables, et si U ,U ′ sont deux
cribles de T , on voit aisément que U ∩U ′ représente le produit de U et U ′ dans CribT ;
d’après la proposition 2.40, cela achève de montrer que CribT est finiment complète. De
même, le égaliseurs de Ouv(T ) sont trivialement représentables, et U ∩ U ′ représente le
produit de U et U ′ dans Ouv(T ), pour tout couple de parties ouverte U,U ′ ⊂ T ; il est
alors clair que µT commute avec tout égaliseur et tout produit fini, donc il est bien exact
à gauche, par l’exercice 2.42.

Partie (v) : On a déjà remarqué que T̂ et T̃ sont complètes, et T̂ est cocomplète. En der-
nier lieu, soit F• : I → T̃ un foncteur ; on voit aisément que le faisceau (colimI iT (F•))a

représente la colimite de F•, et en particulier T̃ est cocomplète.

Exercice 4.90, partie (i) : On raisonne comme pour le problème 4.88(v). Tout d’abord,
on a ZT̂ − Alg = Fun(Ouv(T )op,Z − Alg), et comme la catégorie Z − Alg est complète
et cocomplète (exemple 2.44(ii)), il en est de même pour ZT̂ − Alg (lemme 2.55(ii) et
remarque 2.58(ii)) ; ensuite, comme l’inclusion iT : ZT̃ − Alg → ZT̂ − Alg est un adjoint
à droite (remarque 4.89(iv)), on déduit grâce au lemme 2.52(ii,iii) que ZT̃ − Alg est
complète, et que ses limites se calculent terme à terme. En dernier lieu, la colimite de
tout foncteur F• : I → ZT̃ − Alg est représentée par (colimI iT (F•))a. On raisonne de
même pour AT̂ −Mod et AT̃ −Mod.

Partie (ii) : Avec l’exemple 4.16 et l’exercice 4.17 on sait déjà que AT̂ − Mod est
une catégorie de Grothendieck. Par suite, AT̃ −Mod est évidemment pré-additive, donc
aussi additive, au vu de (i). Soit f : F → G un morphisme de AT̃ − Mod ; puisque
l’adjoint à gauche (−)a de l’inclusion iT : AT̃ −Mod → AT̂ −Mod est exact (problème
4.88(iv)), on voit aisément que le morphisme induit βf : Coim f → Im f coïncide avec
(βiT (f))

a, sous les identifications naturelles (iTF )a
∼→ F et (iTG )a

∼→ G . Mais βiT (f) est
un isomorphisme, donc de même pour βf , et cela montre que AT̃ −Mod est une catégorie
abélienne. Ensuite, soit (Fi | i ∈ I) une famille de sous-objets d’un préfaisceau F de
A-modules ; rappelons que le sous-objet

⋃
i∈I F est représenté l’image du morphisme

induit
∐
i∈I Fi → F (proposition 2.94), et de même pour la réunion d’une famille

G• := (Gλ |λ ∈ Λ) de sous-objets d’un faisceau G de A-modules. Mais le foncteur (−)a
est exact et commute avec toute colimite, car il est un adjoint à gauche (proposition
2.49(ii)), et (iT (Gλ) |λ ∈ Λ) est une famille de sous-objets de iT (G ) (exercice 2.66(ii)),
donc

⋃
λ∈Λ Gλ = (

⋃
λ∈Λ iT (Gλ))

a. Or, si G• est une famille filtrante de sous-objets de G ,
il s’ensuit également que

H ∩ (
⋃
λ∈Λ Gλ) = H ∩ (

⋃
λ∈Λ iT (Gλ))

a = (iT (H ) ∩ (
⋃
λ∈Λ iT (Gλ)))

a

=
⋃
λ∈Λ(iT (H ∩ Gλ))a=

⋃
λ∈Λ(H ∩ Gλ)

pour tout sous-objet H de G . Cela achève de vérifier que AT̃ −Mod est une catégorie
de Grothendieck. Afin d’exhiber un générateur projectif pour AT̂ − Mod, on raisonne
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comme dans la preuve de la proposition 4.13 : pour toute partie ouverte U ⊂ T , soit AU :
Ouv(T )op → A −Mod la composition du foncteur représentable hUop : Ouv(T )op → Ens
avec le foncteur A(−) : Ens → A −Mod, adjoint à gauche du foncteur d’oubli F : A −
Mod→ Ens (voir le problème 2.10(ii)) ; noter que FT := Fun(Ouv(T )op, F ) : AT̂ −Mod→
T̂ est le functeur d’oubli évident, et A(−)

T := Fun(Ouv(T )op, A(−)) : T̂ → AT̂ −Mod est
son adjoint à gauche (remarque 2.15(ii)). Comme AU = A

(−)
T (hUop), le lemme de Yoneda

fournit des bijections naturelles :

Nat(AU ,F )
∼→ Nat(hUop , FT (F ))

∼→ F (U) ∀F ∈ Ob(AT̂ −Mod).

Posons P :=
⊕

U⊂T AU ; on déduit une bijection naturelle :

Nat(P,F )
∼→
∏
U⊂T F (U) ∀F ∈ Ob(AT̂ −Mod)

et on voit aisément qu’il s’agit d’un isomorphisme de groupes abéliens, pour la loi d’addi-
tion du A-module

∏
U⊂T F (U) : les détails sont laissés aux soins du lecteur. Autrement

dit, P représente le foncteur Φ : AT̂ − Mod → Z − Mod tel que F 7→
∏
U⊂T F (U)

pour tout préfaisceau de A-modules F sur T , et f 7→
∏
U⊂T fU pour tout morphisme

f : F → G de AT̂ −Mod. On peut alors reprendre la preuve de la proposition 4.13, pour
conclure que P est le générateur projectif souhaité.

En dernier lieu, il s’ensuit aisément que le faisceau associé de A-modules Pa est un
générateur de AT̃ −Mod, et cela conclut la preuve.

Exercice 4.93, partie (i) : Compte tenu du problème 4.88(iv), il suffit de montrer que
f̂−1 est exact, et on sait déjà qu’il est exact à droite, car il admet un adjoint à droite
(proposition 2.49(ii)). Pour cela, d’après le problème 2.65(ii), il suffit de vérifier que
Ouv(S) est finiment complète et que Ouv(f) est exact à gauche. On raisonne comme dans
la solution du problème 4.88(iv) : les égaliseurs de Ouv(S) sont trivialement représentables
car entre deux objets U,U ′ de Ouv(S) il y a au plus un morphisme, et U∩U ′ représente le
produit de tout tel couple d’objets ; donc Ouv(S) est finiment complète (proposition 2.40).
De même, Ouv(f) commute trivialement avec les égaliseurs, et aussi avec les produit de
U et U ′, car f−1(U ∩ U ′) = f−1U ∩ f−1U ′, donc Ouv(f) est exact à gauche (exercice
2.42).

Partie (ii) : Evidemment il suffit de montrer l’assertion pour f̂∗. Par inspection directe
des définitions, on constate que f̂∗ est fidèle. Soient ensuite F ,G deux préfaisceaux sur
T , et ϕ : f∗F → f∗G un morphisme de préfaisceaux sur S, i.e. la donnée pour toute
partie ouverte U ⊂ S, d’une application ϕU : F (f−1U) → G (f−1U), compatible avec
inclusions U ′ ⊂ U de parties ouvertes ; si f−1U = f−1U ′, on a alors ϕU = ϕU ′ , et d’autre
part, par hypothèse toute partie ouverte de T est de la forme V = f−1U , pour une partie
ouverte U ⊂ S. Posons alors ϕ∗V := ϕU : F (V ) → G (V ), pour toute telle V ; on voit
aussitôt que le système (ϕ∗V |V ⊂ T ) est un morphisme ϕ∗ : F → G avec f∗(ϕ∗) = ϕ, et
cela achève de vérifier que f̂∗ est un foncteur plein.

Exercice 4.95 : Si f ∈ C (T ) \ m, la partie Uf := f−1(R \ {0}) est un voisinage
ouvert de t dans T , et 1/f ∈ CT (Uf ). Par suite, [f, T ]t · [1/f, Uf ]t = [1, T ]t dans CT,t.
L’existence et unicité d’un homomorphisme d’anneaux ω : C (T )m → CT,t prolongeant
l’homomorphisme (∗) est alors une conséquence immédiate de la propriété universelle
des localisations (proposition 3.25). Pour montrer que ω est injective, soient f/g, f ′/g′ ∈
C (T )m tels que ω(f/g) = ω(f ′/g′) ; cela revient à dire qu’il existe un voisinage ouvert
U ⊂ Ug ∩ Ug′ de t, tel que

f(x) · g′(x) = f ′(x) · g(x) ∀x ∈ U.

Comme T est complètement régulier, on peut trouver une fonction continue h : T → [0, 1]
telle que h(t) = 1 et h(T \U) = 0 ; on voit aisément que h ∈ C (T )\m et hg′f = hgf ′ dans
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C (T ), d’où l’assertion. Pour la surjectivité, soit [ϕ,U ]t un germe de fonction continue
autour de t ; on fabrique une fonction continue h : T → [0, 1] comme ci-dessus, avec
h(t) = 1 et h(T \ U) = 0, et on pose

h′(x) := min(1,max(0, 3h(x)− 1)) ∀x ∈ T.
Evidemment h′ est une fonction continue telle que h′−1(1) est un voisinage de t et il
existe une partie ouverte U ′ de T avec T \ U ⊂ U ′ ⊂ h′−1(0). Ensuite on pose

ϕ′(x) :=

{
h′(x) · ϕ(x) si x ∈ U
0 si x ∈ T \ U.

On voit aisément que ϕ′ est continue sur T , et [ϕ′, T ]t = [ϕ,U ]t, d’où l’assertion.

Exercice 4.96, partie (i) : Soient U ⊂ T une partie ouverte et s ∈ F (U). Par hypothèse
on a ϕt([s, U ]t) = ψt([s, U ]t) pour tout t ∈ U , où l’on dénote par [s, U ]t la classe de s
dans Ft. D’après l’exercice 2.31(i), cela veut dire que tout t ∈ U admet un voisinage
ouvert Ut ⊂ U tel que ϕUt(sUt) = ψUt(sUt), i.e. (ϕU (s))Ut = (ψU (s))Ut . Comme F et G
sont séparés, il vient ϕU (s) = ψU (s), d’où l’assertion.

Partie (ii) : On est ramené aussitôt à montrer que la transformation naturelle jTF :

F → F+ (notation du §4.3.1) induit une bijection jTF ,t : Ft
∼→ F+

t . Or, tout élément s+t
de F+

t est la classe d’équivalence d’un couple ([s•,U ], U) avec U un voisinage ouvert de
t dans T et [s•,U ] ∈ F+(U) étant à son tour la classe d’équivalence du couple composé
d’un crible U couvrant U et d’une suite cohérente s• := (sV |V ∈ U ) de sections de F .
Choisissons V ∈ U avec t ∈ V , et soit st := [sV , V ] ∈ Ft ; il vient jTF ,t(st) = s+t , d’où
la surjectivité de jTF ,t. Ensuite, soient st, s′t ∈ Ft tels que jTF ,t(st) = jTF ,t(s

′
t) ; on trouve

un voisinage ouvert U de t dans T et s, s′ ∈ F (U) avec st = [s, U ] et s′t = [s′, U ]. Ainsi,
jTF ,t(st) est la classe du couple ([s∗•, λT (U)], U), avec s∗• := (sV |V ⊂ U), et de même
pour jTF ,t(s

′
t). L’hypothèse revient à dire qu’il existe un voisinage U ′ ⊂ U de t tel que les

classes [s∗•, λT (U)] et [s′∗• , λT (U)] ont la même image dans F+(U ′). Cela veut dire qu’il
existe un crible U de T couvrant U ′ tel que sV = s′V pour tout V ∈ U , d’où finalement
st = s′t et cela achève de montrer l’injectivité de jTF ,t.

Exercice 4.98, partie (i) : Evidemment f ◦ jt = jf(t), avec la notation de §4.3.3 ; au
vu de la remarque 4.94, on déduit un isomorphisme canonique de foncteurs ȷ̂t−1 ◦ f̂−1

∼→
ȷ̂f(t)

−1, d’où l’isomorphisme souhaité :

(∗) (−)t ◦ f̂−1 = Γ ◦ ȷ̂t−1 ◦ f̂−1
∼→ Γ ◦ ȷ̂ −1f(t) = (−)f(t).

La construction explicite de la remarque 4.94 fournit la description suivante de (∗).
Rappelons que tout élément de (f−1G )t est la classe d’équivalence -- qu’on notera ici par
[σ, U ]t -- d’un couple (σ, U) tel que U ⊂ T est un voisinage ouvert de t, et σ ∈ f−1G (U) ;
à son tour, σ = [s, V ]U est la classe d’équivalence d’un couple (s, V ) tel que V ∈ U(f, U)
et s ∈ G (V ). L’isomorphisme (∗) est alors l’application :

[[s, V ]U , U ]t 7→ [s, V ]f(t)

où [s, V ]f(t) dénote de manière analogue la classe dans Gf(t) du couple (s, V ).
Partie (ii) : D’après la remarque 4.94, on a un isomorphisme naturel de préfaisceaux

γ̂f,gH : f̂−1 ◦ ĝ−1H ∼→ (̂g ◦ f)−1H , d’où un isomorphisme de faisceaux

(γ̂f,gH )a : (f̂−1 ◦ ĝ−1H )a
∼→ (̃g ◦ f)−1H .

De l’autre côté, l’unité d’adjonction uSĝ−1H : ĝ−1H → g̃−1H du problème 4.88(iv)
induit un morphisme naturel de faisceaux

τH : (f̂−1 ◦ uSĝ−1H )a : (f̂−1 ◦ ĝ−1H )a → f̃−1 ◦ g̃−1H .
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Vérifions que τH est un isomorphisme ; on considère le diagramme commutatif

D :

f̂−1 ◦ ĝ−1H
f̂−1(uS

ĝ−1H
)

//

uT
f̂−1◦ĝ−1H ��

f̂−1 ◦ g̃−1H

uT
f̂−1◦g̃−1H��

(f̂−1 ◦ ĝ−1H )a
τH // f̃−1 ◦ g̃−1H .

Pour tout t ∈ T , en prenant terme à terme la fibre au point t dans le diagramme D ,
on obtient un diagramme commutatif d’ensembles Dt dont les flèches verticales sont des
bijections (exercice 4.96(ii)) ; au vu du théorème 4.97(ii) on est alors ramené à montrer
que (f̂−1 ◦uSĝ−1H )t : (f̂

−1 ◦ ĝ−1H )t → (f̂−1 ◦ g̃−1H )t est une bijection. Mais (i) identifie
cette application avec (uSĝ−1H )f(t) : (ĝ−1H )f(t) → (g̃−1H )f(t), d’où l’assertion, par
l’exercice 4.96(ii). On posera alors

γ̃f,gH := (γ̂f,gH )a ◦ τ−1H : f̃−1 ◦ g̃−1H ∼→ (̃g ◦ f)−1H .

Il reste à vérifier la commutativité du diagramme (†). Pour cela, on considère le dia-
gramme suivant, où l’on a dénoté indifférement par u tous les morphismes fournis par
l’unité d’adjonction du problème 4.88(iv) :

(f̃−1g̃−1H )t

u−1
t ��

(τH )−1
t // (f̂−1ĝ−1H )at

u−1
t ��

(γ̂f,gH )at // ((̃g ◦ f)−1H )t

u−1
t��

(f̂−1g̃−1H )t
(f̂−1u)−1

t //

ω̂t
f,g̃−1H

��

(f̂−1ĝ−1H )t

ω̂t
f,ĝ−1H

��

(γ̂f,gH )t // ((̂g ◦ f)−1H )t

ω̂tg◦f,H
��

(g̃−1H )f(t)
u−1
f(t) // (ĝ−1H )f(t)

ω̂
f(t)
g,H // Hgf(t).

Par construction, la composition des deux flèches horizontales en haut donne (γ̃f,gH )t, et
celle des deux flèches verticales à droite donne ω̃tg◦f,H . De même, la composition des
deux flèches verticales à gauche donne ω̃tf,g̃−1H , et celle des deux flèches horizontales

en bas donne ω̃f(t)g,H . De plus, les deux sous-diagrammes carrés en haut commutent par
construction, et de même pour le carré en bas à gauche. Il suffit donc de montrer la
commutativité du sous-diagramme carré en bas à droite ; mais cela résulte aussitôt des
descriptions explicites des bijections ω̂••,• et γ̂f,gH fournies par (i) et par la remarque 4.94 :
les détails seront confiés aux soins du lecteur. En dernier lieu, compte tenu de l’exercice
4.96(i), il est clair que la commutativité de (†) pour tout t ∈ T détermine l’isomorphisme
γ̃f,gH .

Exercice 4.102, partie (ii) : Par le lemme 4.99(i), il existe un A-module Q tel que
P ⊕ Q est un A-module libre ; par suite (B ⊗A P ) ⊕ (B ⊗A Q) = B ⊗A (P ⊕ Q) est un
B-module libre, d’où l’assertion, encore par le lemme 4.99(i).

Au vu de l’isomorphisme naturel S−1A ⊗A P
∼→ S−1P de S−1A-modules, (i) suit

aussitôt de (ii) ; puis (iii) découle du corollaire 4.100 et du problème 3.83(ii.b).

Exercice 4.107, partie (i) : On fixe une suite de nombres réels (tn |n ∈ N) strictement
décroissante qui tend vers 0, et avec t0 < 1. Pour tout n ∈ N soit fn : [0, 1] → R la
fonction continue telle que

fn(x) = min
(
1,max

(
0,
x− tn+1

tn − tn+1

))
.

Or, si g ∈ I, il existe n ∈ N tel que [0, tn] ⊂ f−1(0), et on voit aisément que g · fk = g
pour tout k ≥ n, donc la famille (fn+1 |n ∈ N) est un système de générateurs de I.
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Evidemment, on obtient une surjection A-linéaire ϕ : A(N) → I avec ϕ(en) := fn+1 pour
tout n ∈ N (où (en |n ∈ N) est la base canonique).

Partie (ii) : Soit aussi f−1 : [0, 1]→ R la fonction identiquement nulle. Il vient

(∗) fn+k · fn = fn pour tout k ≥ 1 et tout n ≥ −1.

On considère l’application A-linéaire

ψ : A→ AN : g 7→ (gn := g · (fn − fn−1) |n ∈ N).

On pose t−1 := 2 ; noter que pour tout n ∈ N on a

(fn − fn−1)(x) ̸= 0 ⇔ tn+1 < x < tn−1.

Or, si g ∈ I, on déduit qu’il existe ng ∈ N tel que gi = 0 pour tout i > ng. Donc, ψ se
restreint en une application ψ′ : I → A(N). De plus, au vu de (∗) on calcule :

ϕ ◦ ψ′(g) =
∑ng
i=0 gifi+1 =

∑ng
i=0 g · (fi − fi−1) · fi+1 =

∑ng
i=0 gi = g · fng =g

donc ψ′ est l’inverse à droite souhaitée. Evidemment ψ′ est injective et A(N) = Im(ψ′)⊕
Ker(ϕ), donc I est bien projectif, par le lemme 4.99(i).

Partie (iii) : Plus généralement, un idéal J d’un anneau R est un R-module libre⇔ J
est principal et engendré par un élément régulier. En effet, la condition est évidemment
suffisante. D’autre part, soit ω : A(Λ) → J un isomorphisme de A-modules ; si J n’est
pas principal, Λ contient deux éléments distincts λ, λ′, mais si (eλ |λ ∈ Λ) dénote la base
canonique de A(Λ), on a ω(eλ′) · eλ − ω(eλ) · eλ′ ∈ Kerh, contradiction. Donc ω est un
isomorphisme A ∼→ J , et ω(1) doit être régulier.

Il reste donc juste à montrer que I n’est pas principal. Mais si g ∈ I, il existe t ∈ (0, 1]
tel que [0, t] ⊂ g−1(0), et la même condition est vérifiée pour tout multiple de g ; d’autre
part, évidemment il existe h ∈ I tel que h(t) ̸= 0, d’où l’assertion.

Remarque 4.136. J’ai trouvé l’exercice précédent dans les notes d’un cours de Pete Clark
(de la University of Georgia : voir http://www.math.uga.edu/∼pete/MATH8020.html),
où il est attribué à Kaplansky. Son intérêt, entre autres, est de montrer qu’un module
projectif n’est pas forcément somme directe de modules projectifs de type fini : en effet,
on montrera avec le théorème de Swan 4.128 que tout module projectif de type fini sur
l’anneau C ([0, 1]) est libre : voir le problème 4.135 pour un énoncé plus général.

Exercice 4.108, partie (i) : Soit Q un A-module de type fini tel que L := P⊕Q est libre
de rang fini (lemme 4.99(ii)). On a déjà vu que Symr

AL est libre de rang fini (remarque
3.92(ii)) isomorphe à

⊕
i+j=r Sym

i
AP⊗ASym

j
AQ (problème 3.91(iv)) ; ce dernier contient

le facteur direct Symr
AP ⊗A Sym0

AQ ≃ Symr
AP , d’où l’assertion, par le lemme 4.99(ii).

Le même argument s’applique à ΛrAP .
Partie (ii) : Il suffit de montrer que (Λr+1

A P )p = 0 pour tout p ∈ SpecA (proposition
3.54). Mais par l’exercice 3.95 on a un isomorphisme naturel (Λr+1

A P )p
∼→ Λr+1

Ap
(Pp), donc

on est ramené au cas où A est un anneau local et P est un A-module libre de rang ≤ r.
Il suffit alors d’invoquer la remarque 3.92(ii).

Problème 4.109, partie (i) : D’après le lemme 4.99(i), P est facteur direct d’un A-
module libre L ; soient e• := (eλ |λ ∈ Λ) une base pour L, et ϕ : L → L la composition
de la projection L→ P avec l’inclusion P → L. Soit M := (aλµ |λ, µ ∈ Λ) la matrice de
p par rapport à la base e• ; ainsi, chaque colonne a•µ de M est un élément de A(Λ), et
puisque ϕ2 = ϕ, on a :

(∗) M2 = M

(noter que pour tous λ, µ ∈ Λ, l’expression
∑
ν∈Λ aλνaνµ est une somme finie, donc M2

est bien défini). Supposons maintenant que P = J (A) · P ; on voit aisément que cela
équivaut à P ⊂J (A) ·L, et par suite aλµ ∈J (A) pour tous λ, µ ∈ Λ. Pour tout tel µ,
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soit Iµ ⊂ A l’idéal de type fini engendré par (aλµ |λ ∈ Λ) ; avec (∗) il vient Iµ = J (A)·Iµ,
d’où Iµ = 0, en vertu du corollaire 3.49, et ainsi P = 0.

Partie (ii) : On a (a)⇒(b),(c) d’après le théorème 4.103.
(b)⇒(a) : Soit p ∈ SpecA ; il suffit d’exhiber f ∈ A \ p tel que Pf soit un Af -module

libre de rang r := rkP (p) (théorème 4.103). D’après le lemme 4.99(i), P est facteur
direct d’un A-module libre A(S), donc P (p) := k(p) ⊗A P est facteur direct du k(p)-
espace vectoriel k(p)(S) ; par suite, il existe une partie T ⊂ S de cardinalité r telle que
la composition ψ : P → A(T ) de l’inclusion P → A(S) avec la projection A(S) → A(T )

induise un isomorphisme de k(p)-espaces vectoriels P (p) ∼→ k(p)(T ). Soit aussi ϕ : Ar → P

une application A-linéaire induisant un isomorphisme k(p) ⊗A ϕ : k(p)r
∼→ P (p). Ainsi,

k(p)⊗A(ψ◦ϕ) est un isomorphisme, d’où p /∈ SuppA(Coker(ψ◦ϕ)), donc il existe g ∈ A\p
tel que (ψ ◦ ϕ)g : Arg → A

(T )
g soit surjective (remarque 3.58(ii)). Puisque Arg et A(T )

g sont
libres du même rang r, le problème 3.53(ii) montre alors que (ψ◦ϕ)g est un isomorphisme ;
avec Q := Ker(ψg) il vient un isomorphisme Ag-linéaire Pg

∼→ Arg ⊕Q, et en particulier
rkP (q) = r + rkQ(q) pour tout q ∈ D(g). D’autre part, par hypothèse il existe h ∈ A \ p
tel que rkP (q) = r pour tout q ∈ D(h) ; avec f := gh, il vient alors rkQ(q) = 0 pour
tout q ∈ D(f). Noter que Qf est un facteur direct du Af -module projectif Pf (exercice
4.102(i)), donc est un Af -module projectif (lemme 4.99(i)) ; quitte à remplacer A et P
par Af et Qf , on est alors ramené à vérifier que si rkP (q) = 0 pour tout p ∈ SpecA,
alors P = 0. Mais l’hypothèse entraîne que Pp = pPp pour tout p ∈ SpecA, d’où Pp = 0,
par (i), et finalement P = 0, avec la proposition 3.54.

Ensuite, montrons que (c)⇒(a) si A est réduit ; pour cela, soient p, r et ϕ comme ci-
dessus ; on va encore exhiber f ∈ A \ p tel que Pf soit un Af -module libre de rang r. Or,
comme p /∈ SuppA(Cokerϕ), il existe t ∈ A \ p tel que At ⊗A Cokerϕ = 0. D’autre part,
par hypothèse il existe t′ ∈ A \ p tel que rkP (q) = r pour tout q ∈ D(t) ; posons f := tt′.
Avec Q := Kerϕ on a, pour tout q ∈ SpecAf une suite exacte de k(q)-espaces vectoriels

Q(q)
jq−→ k(q)r → P (q)→ 0.

Mais dimk(q) P (q) = r, donc jq = 0 pour tout tel q ; cela revient à dire que Qq ⊂ qArq,
i.e. Qf ⊂ Arf ∩ qArq = qArf pour tout q ∈ SpecAf (lemme 3.30(ii)). Par suite, Qf ⊂
N (Af ) ·Arf ; mais Af est réduit (exercice 3.38), et alors Qf = 0 d’où l’assertion.

Exercice 4.110, partie (i), (a) : Si L est libre de rang fini, e1, . . . , er une base de L, et
e∗1, . . . , e

∗
r la base duale de L∨ (voir l’exemple 1.125), ρA,N,L est l’application

N ⊗A L∨ → HomA(L,N) n⊗ ϕ 7→ (l 7→ n · ϕ(l)).
On vérifie aisément que ρA,N,L est bijective, et son inverse est l’application

HomA(L,N)→ N ⊗A L∨ f 7→ f(e1)⊗ e∗1 + · · ·+ f(er)⊗ e∗r .
Ensuite, pour tout couple de A-modules P1, P2 et pour j = 1, 2 notons par ij : Pj →
P1 ⊕ P2 l’inclusion ; on a un isomorphisme naturel de A-modules

HomA(P1 ⊕ P2, N)
∼→ HomA(P1, N)⊕HomA(P2, N) f 7→ (f ◦ i1, f ◦ i2)

dont un cas particulier est l’isomorphisme (P1 ⊕ P2)
∨ ∼→ P∨1 ⊕ P∨2 de modules duaux.

Par naturalité de ρ, il en découle un diagramme commutatif

N ⊗A (P1 ⊕ P2)
∨ ρA,N,P1⊕P2 //

��

HomA(P1 ⊕ P2, N)

��
(N ⊗A P∨1 )⊕ (N ⊗A P∨2 )

ρA,N,P1
⊕ρA,N,P2 // HomA(P1, N)⊕HomA(P2, N)

dont les flèches verticales sont des isomorphismes. Or, si P est projectif de type fini, il
existe un A-module Q tel que L := P ⊕Q soit libre de rang fini (lemme 4.99(ii)), et on
vient de voir que ρA,N,L est bijective ; donc de même pour ρA,N,P et ρA,N,Q. En dernier
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lieu, pour M et N arbitraires et P toujours projectif de type fini, on voit aisément que
le diagramme suivant est commutatif :

N ⊗AM ⊗A P∨
N⊗AρA,M,P

uu

ρA,N⊗AM,P

))
N ⊗A HomA(P,M)

ρM,N,P // HomA(P,N ⊗AM)

Mais ρA,M,P et ρA,N⊗AM,P sont des isomorphismes, donc de même pour ρM,N,P .
(b) : Soient N1, N2,M des A-modules ; pour j = 1, 2 notons pj : N1 ⊕ N2 → Nj la

projection et πj := pj ⊗AM ; par naturalité de ρ, on déduit un diagramme commutatif :

(N1 ⊕N2)⊗A HomA(P,M)
∼ //

ρM,N1⊕N2,P

��

(N1 ⊗A HomA(P,M))⊕ (N2 ⊗A HomA(P,M))

ρM,N1,P
⊕ρM,N2,P��

HomA(P, (N1 ⊕N2)⊗AM)
∼ // HomA(P,N1 ⊗AM)⊕HomA(P,N2 ⊗AM)

dont la flèche horizontale en haut est l’isomorphisme canonique de l’exercice 3.6(iii), et
celle en bas est l’isomorphisme qui associe à tout homomorphisme f : P → (N1⊕N2)⊗A
M le couple (π1 ◦ f, π2 ◦ f). D’autre part, une inspection directe montre que ρM,A,P est
un isomorphisme pour tous A-module M et P ; en raisonnant par récurrence sur le rang,
il s’ensuit que ρM,L,P est un isomorphisme pour tout M , tout P et tout A-module L
libre de rang fini. Puis, si N est projectif de type fini, on chosit un A-module Q tel que
N ⊕Q soit libre, donc ρM,N⊕Q,P est un isomorphisme, et grâce au diagramme ci-dessus
on conclut de même pour ρM,N,P et ρM,Q,P .

(c) : Par le théorème 3.86, N est la colimite d’un système filtrant (Nλ |λ ∈ Λ) de
A-modules libres de rang fini ; soit ρ′M,N,P la colimite du système induit de morphismes
(ρM,Nλ,P |λ ∈ Λ). Par naturalité de ρ, on a un diagramme commutatif

colim
λ∈Λ

Nλ ⊗A HomA(P,M)
ρ′M,N,P //

��

colim
λ∈Λ

HomA(P,Nλ ⊗AM)

��
N ⊗A HomA(P,M)

ρM,N,P // HomA(P,N ⊗AM)

dont la flèche verticale à gauche est un isomorphisme de A-modules, car le foncteur
−⊗A HomA(P,M) admet un adjoint a droite (proposition 2.49(ii)) ; si de plus P est de
présentation finie, aussi la flèche verticale à droite est un isomorphisme (exercice 3.17(i)).
On est donc ramené à montrer que ρM,Nλ,P est un isomorphisme pour tout λ ∈ Λ, ce qui
est un cas particulier de (b).

(d) : Par hypothèse on peut trouver n,m ∈ N et un complexe exact Am → An →
N → 0 ; on déduit un diagramme commutatif

Am ⊗A HomA(P,M) //

ρM,Am,P
��

An ⊗A HomA(P,M) //

ρM,An,P
��

N ⊗A HomA(P,M) //

ρM,N,P
��

0

HomA(P,A
m ⊗AM) // HomA(P,A

n ⊗AM) // HomA(P,N ⊗AM) // 0

dont la ligne horizontale en bas est exacte, car P est projectif et le foncteur − ⊗A M
est exact à droite, et de même pour celle en haut, car le foncteur −⊗A HomA(P,M) est
exact à droite. En vertu de l’exercice 2.104, on est donc ramené à montrer que ρM,Am,P

et ρM,An,P sont des isomorphismes, ce qui est un cas particulier de (b).
(e) : Pour tout ensemble S, soit F (S) l’ensemble des parties finies de S, partiellement

ordonné par inclusion ; évidemment F (S) est filtrant et on voit aisément que A(S) est
la limite directe du système filtrant (A(S′) |S′ ∈ F (S)). De plus, on a des identifications
naturelles A(T )⊗AM

∼→M (T ) pour toute partie T ⊂ S, et si P est un A-module de type
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fini, le co-cône induit

(HomA(P,M
(S′))→ HomA(P,M

(S)) |S′ ∈ F (S))

est universel. En effet, si x1, . . . , xn est un système fini de générateurs de P , pour toute ap-
plication A-linéaire f : P →M (S) on peut trouver S′ ∈ F (S) tel que f(x1), . . . , f(xn) ∈
A(S′) ⊗A M , et alors f est l’image dans HomA(P,M

(S)) d’une classe [f ′, S′], pour un
unique homomorphisme f ′ : P → M (S′) (avec la notation de l’exercice 2.31) ; d’autre
part, deux classes [f ′, S′] et [f ′′, S′′] ont la même image dans HomA(P,M

(S)) si et seule-
ment s’ils sont égales : détails laissés aux soins du lecteur. On obtient donc un diagramme
commutatif

colim
S′∈F(S)

A(S′) ⊗A HomA(P,M)
ρ′ //

��

colim
S′∈F(S)

HomA(P,M
(S′))

��
A(S) ⊗A HomA(P,M)

ρ
M,A(S),P // HomA(P,M

(S))

dont les flèches verticales sont des isomorphismes, et où ρ′ est la limite directe du système
(ρM,A(S′),P |S′ ∈ F (S)). D’après (b) on sait que ρM,A(S′),P est un isomorphisme pour
tout S′ ∈ F (S) ; par suite ρM,A(S),P est un isomorphisme, pour tout ensemble S et tout
P de type fini. Puis, en raisonnant comme dans (b), on déduit que ρM,N,P est encore un
isomorphisme pour N projectif et P de type fini.

Partie (ii) : L’application en question est la composition de ρM,B,P et de l’isomor-
phisme canonique HomA(P,B ⊗AM)

∼→ HomB(B ⊗A P,B ⊗AM) du §3.2.2 ; l’assertion
suit donc aussitôt de (i).

Partie (iii) : Pour tout couple de A-modules M,N on a une identification naturelle
ωM,N : (M ⊕ N)∨∨

∼→ M∨∨ ⊕ N∨∨, car le foncteur (−)∨∨ : A −Mod → A −Mod est
évidemment additif (voir le problème 2.76(i)), et la naturalité de l’application de bidualité
β : 1A−Mod → (−)∨∨ implique aisément que

(∗) ωM,N ◦ βM⊕N = βM ⊕ βN :M ⊕N →M∨∨ ⊕N∨∨.

Or, si P est projectif de type fini, il existe un A-module Q, aussi projectif de type fini,
tel que P ⊕Q soit libre de rang fini (lemme 4.99(ii)) ; par l’exemple 1.132 il s’ensuit que
βP⊕Q est un isomorphisme, donc de même pour βP et βQ, grâce à (∗).

Problème 4.111, partie (i.a) : L’exercice 4.110(i) fournit aussi les isomorphismes

ρA,Q,P : Q⊗A P∨
∼→ HomA(P,Q) ρA,P,Q : P ⊗A Q∨

∼→ HomA(Q,P ).

Par linéarité de l’application trP/A, on peut alors supposer que ϕ = ρA,Q,P (x ⊗ α) et
ψ = ρA,P,Q(y ⊗ β) pour certains x ∈ Q, y ∈ P et α ∈ P∨, β ∈ Q∨ ; ainsi, ϕ(t) = α(t) · x
et ψ(s) = β(s) · y pour tous t ∈ P, s ∈ Q, et on voit aisément que :

ϕ ◦ ψ = ρA,Q,Q(α(y)x⊗ β) ψ ◦ ϕ = ρA,P,P (β(x) · y ⊗ α).

Par suite, trP/A(ϕ ◦ ψ) = α(y) · β(x) = trP/A(ψ ◦ ϕ).
Partie (i.b) : La composition de l’isomorphisme ρA,P∨,Q de l’exercice 4.110(i) avec

l’isomorphisme λP,Q,A de la remarque 3.4(i), est une identification naturelle

τP,Q : P∨ ⊗A Q∨
∼→ HomA(Q,P

∨)
∼→ (P ⊗A Q)∨

avec τP,Q(α ⊗ β)(x ⊗ y) = α(x) · β(y) pour tous x ∈ P, y ∈ Q,α ∈ P∨ et β ∈ Q∨. Or,
afin de montrer l’identité souhaitée, on peut encore supposer que ϕ = ρA,P,P (x ⊗ α) et
ψ = ρA,Q,Q(y ⊗ β) ; il vient aisément : trP/A(ϕ) = α(x), trQ/A(ψ) = β(y), et

ϕ⊗ ψ = ρA,P⊗AQ,P⊗AQ((x⊗ y)⊗ τP,Q(α⊗ β))

d’où trP⊗AQ(ϕ⊗ ψ) = α(x) · β(y), comme souhaité.
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Partie (ii) : Posons PB := B⊗A P ; l’exercice 4.110(ii) fournit aussi un isomorphisme
B-linéaire

τB,P : B ⊗A P∨
∼→ (PB)

∨

tel que τB,P (b ⊗ β)(1 ⊗ x) = β(x) · b pour tous b ∈ B, β ∈ P∨ et x ∈ P . Avec cette
notation, la flèche horizontal du diagramme de (ii) est l’application telle que :

1⊗ ρA,P,P (x⊗ α) 7→ ρB,PB ,PB ((1⊗ x)⊗ τB,P (1⊗ α)) ∀x ∈ P,∀α ∈ P∨.

L’assertion découle alors d’un calcul direct que l’on laissera aux soins du lecteur.
Partie (iii) : On raisonne par récurrence sur la longueur n du complexe P•. Si n ≤ 1, il

n’y a rien à montrer. Si n = 2, on a P• = (0→ P2
d2−→ P1 → 0) et d2 est un isomorphisme ;

dans ce cas, on doit vérifier que trP1/A(f1) = trP2/A(f2). Mais f2 = d−12 ◦ f1 ◦ d2, donc il
suffit d’invoquer (i.a) avec P := P2, Q := P1, ϕ := f1 ◦ d2 et ψ := d−12 . Si n = 3, on a une
suite exacte courte 0→ P3

d3−→ P2
d2−→ P1 → 0, et d2 admet un inverse à gauche P1 → P2,

car P1 est projectif ; il vient un isomorphisme A-linéaire P2
∼→ P3 ⊕ P1 identifiant d2 et

d3 respectivement avec la projection et l’injection canonique P3
e3−→ P3 ⊕ P1

π1−→ P1, et
f2 est une matrice en blocs :(

f3 g
0 f1

)
i.e. f3 = π3 ◦ f2 ◦ e3 f1 = π1 ◦ f2 ◦ e1 g = π3 ◦ f2 ◦ e1

où P1
e1−→ P3 ⊕ P1

π3−→ P3 sont les autres injections et projections naturelles. Ainsi,
f2 = e3 ◦ f3 ◦ π3 + e1 ◦ f1 ◦ π1 + e3 ◦ g ◦ π1, et il suffit de remarquer, avec (i.a), que :

trP2/A(ei ◦ fi ◦ πi) = trPi/A(fi ◦ πi ◦ ei) = trPi/A(fi) (i = 1, 3)

trP2/A(e3 ◦ g ◦ π1) = trP3/A(g ◦ π1 ◦ e3) = 0 (car π1 ◦ e3 = 0).

Soit alors n ≥ 4, et supposons que l’assertion soit déjà connue pour tout complexe de
longueur < n. La surjection A-linéaire d2 : P2 → P1 admet un inverse à droite P1 → P2,
car P1 est projectif. Posons Q := Im(d3) = Ker(d2) ; on déduit un isomorphisme A-
linéaire P2

∼→ Q⊕ P1 identifiant d2 avec la projection naturelle Q⊕ P1 → P1. Par suite,
Q est un A-module projectif de type fini (lemme 4.99(i)) et on voit aussitôt que f2 se
restreint en une application g : Q → Q ; on obtient alors deux complexes P ′•, P ′′• de
A-modules de type fini :

P ′• := (0→ Pn → · · · → P3 → Q→ 0) P ′′• := (0→ Q→ P2 → P1 → 0)

de longueurs n − 1 et respectivement 3. Les différentielles de P ′• et P ′′• sont induits par
ceux de P•, de la façon évidente ; en outre, f• induit des endomorphismes f ′• et f ′′• de P ′•
et respectivement P ′′• : à savoir, f ′1 = f ′′3 : Q→ Q est la restriction de f2 ; puis, f ′i := fi+1

pour tout i ∈ Z \ {0, 1}, et f ′′i = fi pour i = 1, 2. Par hypothèse, l’identité souhaitée est
déjà connue pour les endomorphismes f ′• et f ′′• ; ainsi :∑n

i=3(−1)
i+1 · trPi/A(fi) = trQ/A(f

′
1) = trQ/A(f

′′
3 ) = trP2/A(f2)− trP1/A(f1)

et l’identité pour l’endomorphisme f• de P• s’ensuit aussitôt.

Exercice 4.122 : La condition (b) est nécessaire, d’après la remarque 1.10(v). Ensuite,
si 0 ̸= I0 ⊂ I1 ⊂ · · · est une chaîne croissante d’idéaux principaux de l’anneau factoriel
A, et si I0 = Aa avec a ∈ A non inversible, écrivons a = p1 · · · pk pour des éléments
premiers p1, . . . , pk de A ; on voit aisément que pour tout n ∈ N il existe une partie
Σn ⊂ {1, . . . , k} telle que In soit engendré par

∏
i∈Σn pi, et Σn+1 ⊂ Σn pour tout n ∈ N,

d’où la condition (a). Pour la réciproque, on remarque :

Lemme 4.137. Si A vérifie la condition (a) de l’exercice 4.122, tout élément non in-
versible et non nul de A est un produit d’éléments irréductibles de A.
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Démonstration. Soit S ⊂ A l’ensemble des éléments non inversibles qui ne sont pas
produits d’éléments irréductibles, et supposons par l’absurde que S ̸= ∅ ; en vertu de la
condition (a), on trouve alors x ∈ S tel que Ax soit maximal dans la famille {Ay | y ∈ S}.
Evidemment x n’est pas irréductible, donc il existe y, z ∈ A \ A× avec x = yz ; il vient
Ax ⊊ Ay,Az, d’où y, z /∈ S, par maximalité de Ax. Donc y et z sont des produits
d’éléments irréductibles, et de même pour x, contradiction. □

Il reste à vérifier que tout élément irréductible a ∈ A est premier. Soit alors xy ∈ Aa
avec x, y ∈ A et x /∈ Aa ; ainsi, pgcd(a, x) = 1, et d’après (b), le ppcm de a et x est un
élément z ∈ A, de sorte que xy ∈ Az = Aax (remarque 1.10(iv)), d’où y ∈ Aa, car A est
intègre, et la preuve est achevée.

Exercice 4.123 : D’abord, A est intègre, car f est injectif et B est intègre (problème
3.83(i.c)) ; soit I0 ⊂ I1 ⊂ I2 ⊂ · · · une chaîne croissante d’idéaux principaux de A ;
alors B ⊗A I0 ⊂ B ⊗A I1 ⊂ · · · est une chaîne croissante d’idéaux principaux de B,
et elle est donc stationnaire, car B est factoriel (exercice 4.122). Soit alors k ∈ N avec
B ⊗A Ik = B ⊗A In pour tout n ≥ k ; il vient B ⊗A (In/Ik) = 0, d’où In/Ik = 0
pour tout n ≥ k (problème 3.83(i.b)), i.e. la chaîne I• est stationnaire. Ensuite, soient
x, y ∈ A, posons I := Ax ∩ Ay, x′ := f(x), y′ := f(y), et soit z′ ∈ B un ppcm de x′ et
y′ ; cela revient à dire que Bz′ = Bx′ ∩ By′. Noter que I est le noyau de l’application
A-linéaire s : Ax⊕Ay → A : (a, a′) 7→ a−a′ ; compte tenu des identifications naturelles :
B⊗AAx

∼→ Bx′, B⊗AAy
∼→ By′, le noyau B⊗AI de B⊗As : (B⊗AAx)⊕(B⊗AAy)→ B

s’identifie alors avec celui de l’application Bx′⊕By′ → B : (b, b′) 7→ b− b′, i.e. avec Bz′.
D’après l’exercice 4.102(iii), I est alors un A-module projectif de type fini, donc il est libre
(remarque 4.104), et par suite il est évidemment de rang un ; i.e. I = Az pour un élé-
ment z ∈ A qui est évidemment un ppcm de x et y ; on conclut alors avec l’exercice 4.122.

Exercice 4.126, partie (i) : On peut adapter sans peine la solution de l’exercice 4.95 ;
les détails seront laissés aux soins du lecteur.

Partie (ii) : Au vu de (i) et de l’exercice 4.95, il suffit montrer que Γ(t, E) est un
OT,t-module de rang r := rkE(t). Pour cela, choisissons un voisinage ouvert U de t dans
T avec une trivialisation ϕ : Rr ×U ∼→ EU ; on déduit un isomorphisme de OT,t-modules
Γ(t, ϕ) : Γ(t,Rr × U)

∼→ Γ(t, EU ) = Γ(t, E), donc on peut supposer que E soit trivial de
rang r, et dans ce cas l’assertion est évidente.

Partie (iii) : L’application C (T )/m⊗C (T ) ω̃E,t induit un isomorphisme :

ωE,t : Γ(E)/mΓ(E)
∼→ Γ(E)m/mΓ(E)m

∼→ Γ(t, E)/mΓ(t, E)

pour tout fibré vectoriel E (voir l’exemple 3.45(ii)), et au vu de (ii), on déduit que
dimR Γ(E)/mΓ(E) = rkE(t). L’application d’évaluation en t :

εE,t : Γ(E)→ Et s 7→ s(t)

est évidemment R-linéaire, et son noyau contient mΓ(E) ; donc εE,t induit une appli-
cation R-linéaire εE,t : Γ(E)/mΓ(E) → Et qui définit une transformation naturelle de
foncteurs Γ/mΓ → (−)t, et il suffit de montrer que εE,t est surjective pour tout fibré
vectoriel E. Mais la composition εE,t ◦ ω−1E,t : Γ(t, E)/mΓ(t, E) → Et est l’application
d’évaluation [U, s] 7→ s(t) ; or, si E admet une trivialisation locale sur un voisinage U
de t, il est évident que l’analogue application Γ(EU ) → EU,t = Et d’évaluation en t est
surjective, donc de même pour εE,t ◦ ω−1E,t, d’où l’assertion.

Exercice 4.130 : Le An-module Pn est de présentation finie, donc il suffit de mon-
trer que la localisation Pn,p est un An,p-module libre de rang n pour tout p ∈ SpecAn

(corollaire 4.100(ii)). Or, on voit aisément qu’il existe i ≤ n + 1 tel que Xi /∈ p, et
donc Qn,p est le An,p-module engendré par e′i := ei + X−1i ·

∑
j ̸=iXjej . Evidemment
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le système e1, . . . , ei−1, e
′
i, ei+1, . . . , e

′
n+1 est une base du An,p-module libre A n+1

n,p , et
Pn,p = An,p/An,pe

′
i, d’où l’assertion.

Exercice 4.131, partie (i) : Prenons d’abord R := Z ; comme l’anneau

An := Z[X1, . . . , Xn+1]

est factoriel (voir le problème 1.39(iii)), il suffit dans ce cas de montrer que le polynôme
P := X2

1 + · · ·+X2
n+1 − 1 est irréductible dans An. Supposons par l’absurde qu’il existe

des polynômes Q1, Q2 ∈ An de degré 1 avec P = Q1Q2, et disons Q1 = a+
∑n+1
i=1 biXi,

Q2 = a′ +
∑n+1
i=1 b

′
iXi ; il vient

bib
′
i = 1 ∀i = 1, . . . , n+ 1 et bib

′
j + b′ibj = 0 ∀i ̸= j

d’où 0 = bibj · (bib′j+ b′ibj) = b2i + b
2
j i.e. bi = bj = 0 pour tout i ̸= j, contradiction. Noter

que le même raisonnement s’applique au cas où R = R. Noter aussi que l’homomorphisme
Z → An/(P ) est injectif ; comme An/(P ) est intègre, il s’ensuit que An/(P ) est un Z-
module sans torsion, donc aussi un Z-module plat (exercice 3.81(ii)). Soit maintenant
R ⊂ R un sous-anneau général ; par ce qui précède l’homomorphisme induit An =
R⊗ZAn/(P )→ R⊗ZAn/(P ) est injectif. Mais on vient de remarquer que R⊗ZAn/(P )
est intègre, donc An est intègre.

Partie (ii) : En vertu du lemme 4.118(ii) on peut supposer que 2 ∈ R×. On considère
l’homomorphisme de R-algèbres

f : A1 → A := C (S1) X1 7→ cos x X2 7→ sin x

(on identifie A avec l’anneau des fonctions R→ R continues et périodiques de période 2π,
comme dans l’exemple 4.105). L’exemple 4.105 nous a montré que le A-sous-module P
de C (R) engendré par v1 := cos(x/2) et v2 := sin(x/2) est inversible, et plus précisément
on a un isomorphisme ω : A2 ∼→ P ⊕ P de A-modules tel que (1, 0) 7→ ϕ := (v1, v2)
et (0, 1) 7→ ψ := (−v2, v1) et ω−1 est l’application ρ := (ρ1, ρ2) 7→ (⟨ρ, ϕ⟩, ⟨ρ, ψ⟩), où
⟨·, ·⟩ : (P ⊕ P )× (P ⊕ P )→ A est induit par le produit scalaire standard de R2. Soit π :
P ⊕P → P la projection sur le premier facteur. La composition p := ω−1π ◦ω : A2 → A2

est un projecteur (i.e. p ◦ p = p) dont le noyau est isomorphe à P . Explicitement, on a

p(1, 0) = (⟨(v1, 0), ϕ⟩, ⟨(v1, 0), ψ⟩) = (cos2(x/2),− cos(x/2) · sin(x/2))
p(0, 1) = (⟨(−v2, 0), ϕ⟩, ⟨(−v2, 0), ψ⟩) = (− sin(x/2) · cos(x/2), sin2(x/2)).

Compte tenu des identités trigonometriques élémentaires :

cos x = 1− 2 sin2(x/2) = 2 cos2(x/2)− 1 sin x = 2 sin(x/2) · cos(x/2)

on peut écrire aussi : p(1, 0) =
(
f(( 1+X1

2 ), f(−X2

2 )
)

et p(0, 1) =
(
f(−X2

2 ), f( 1−X1

2 )
)
.

Considérons alors l’application A1-linéaire A 2
1 → A 2

1 donnée par la matrice :

M :=

(
(1 +X1)/2 −X2/2
−X2/2 (1−X1)/2

)
.

(On utilise ici l’hypothèse 2 ∈ R×). On voit aisément que M2 = M , donc A 2
1 =

Ker(Id2−M)⊕Ker(M), où Id2 est la matrice identique de taille 2×2. Soit Q := KerM ;
donc Q est un A1-module projectif, et son rang est une constante r ≤ 2, car A1 est in-
tègre par (i). Par construction, le A-module A⊗A1

Q est isomorphe à P . Comme P est
inversible et non libre, il s’ensuit que Q ne peut pas être libre non plus, et r = 1 ; en
particulier, PicA1 ̸= 0, et pour conclure, il suffit d’invoquer le théorème 4.120.

Problème 4.133, partie (i) : On a déjà vu que la topologie réelle de MaxC (T ) est plus
fine que la topologie de Zariski ; d’autre part, l’homéomorphisme T ∼→ MaxC (T ) montre
que la topologie de Zariski est plus fine que la topologie réelle, d’où l’assertion.
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Partie (ii) : Remarquons d’abord que l’on a une bijection :

R− Alg(AE ,R)
∼→ R.MaxAE (g : AE → R) 7→ Ker g.

En effet, pour tout homomorphisme de R-algèbres g : AE → R, soit g : AE/Ker g
∼→ R

l’isomorphisme induit par g ; l’homomorphisme structurel R → AE induit un isomor-
phisme R ∼→ AE/Ker g dont la composition avec g est IdR, d’où l’assertion. De plus, soit
h : C (T )→ AE l’homomorphisme structurel ; par le lemme de Stone, il existe un unique
t ∈ T tel que h−1(Ker g) = Ker g ◦ h soit l’idéal maximal mt des fonctions continues à
valeurs réelles s’annulant en t. Alors g : AE → k(mt) = R est un homomorphisme de
C (T )-algèbres, et l’adjonction

C (T )− Alg(AE , k(mt))
∼→ HomC (T )(Γ(E)∨, k(mt))

associé à g sa restriction Γ(E)∨ = Sym1
C (T )Γ(E)∨ → k(mt), qui correspond à son tour

à la forme R-linéaire k(mt) ⊗C (T ) Γ(E)∨ → R telle que : r ⊗ λ 7→ r · g(λ). D’autre
part, puisque Γ(E) est un C (T )-module projectif de type fini (théorème 4.128(ii)), les
exercices 4.110(ii) et 4.126(iii) nous fournissent des isomorphismes naturels de R-espaces
vectoriels :

k(mt)⊗C (T ) Γ(E)∨
∼→ (κ(mt)⊗C (T ) Γ(E))∨

∼→ E∨t .

Par bidualité, les formes R-linéaires E∨t → R sont naturellement identifiées aux éléments
de Et ; on obtient ainsi une identification canonique :

ϕt : Et
∼→ {m ∈ R.MaxAE |h−1(m) = mt} ∀t ∈ T.

La bijection ϕ : E
∼→ R.MaxAE souhaitée sera l’unique application dont la restriction à

Et coïncide avec ϕt pour tout t ∈ T . Par construction, la commutativité du diagramme
de (ii) est évidente. Afin de vérifier la continuité de ϕ, on doit montrer que ϕ−1(D+(β))
est une partie ouverte de E, pour tout β ∈ AE . Pour cela, soit λ1, . . . , λn un système
fini de générateurs du C (T )-module Γ(E)∨, de sorte que β = P (λ1, . . . , λn) pour un
polynôme P ∈ C (T )[X1, . . . , Xn] ; disons que P =

∑
ν∈S aνX

ν
• pour une partie finie

S ⊂ Nn, avec aν ∈ C (T ) et Xν
• := Xν1

1 · · ·Xνn
n pour tout ν := (ν1, . . . , νn) ∈ S. Posons

aussi λ(s) := (λ1(s), . . . , λn(s)) pour tout s ∈ Γ(E) ; d’après le théorème 4.128(ii), il
existe un unique morphisme de fibrés vectoriels λ̃ : E → Rn × T tel que Γ(λ̃) = λ. En
outre, l’application

β̃ : Rn × T → R (x•, t) 7→
∑
ν∈S aν(t) · xν•

est évidemment continue ; il suffit maintenant de remarquer que :

ϕ−1(D+(β)) = (β̃ ◦ λ̃)−1(]0,+∞[).

En dernier lieu, vérifions la continuité de ϕ−1. Pour cela, soient e ∈ E, et U ⊂ E un
voisinage de e ; posons t := f(e) et m := mt. On doit exhiber β ∈ AE tel que ϕ(e) ∈
D+(β) et D+(β) ⊂ ϕ(U). D’après l’exercice 4.126(iii), on a une identification naturelle
Γ(E)/mΓ(E)

∼→ Et ; prenons alors σ1, . . . , σr ∈ Γ(E) dont les images σ1,t, . . . , σr,t dans
le R-espace vectoriel Et forment une base, et soit σ∗1,t, . . . , σ∗r,t la base duale de E∨t .
Par l’exercice 4.110(ii), ce dernier R-espace vectoriel est naturellement identifié avec
Γ(E)∨/mΓ(E)∨ ; pour tout i = 1, . . . , r, soit alors σ∗i ∈ Γ(E)∨ un représentant de la
classe de σ∗i,t. D’après le théorème 4.128(ii), pour chaque i = 1, . . . , r il existe un unique
morphisme τi : E → R× T de fibrés vectoriels sur T , tel que Γ(τi) = σ∗i , et il vient

(∗) τi,t(σj,t) =

{
1 si i = j

0 sinon
∀i, j = 1, . . . , r.

Pour tout i = 1, . . . , r soit aussi πi : Rr × T → R× T la projection telle que

πi(x1, . . . , xr, u) := (xi, u) ∀(x1, . . . , xr, u) ∈ Rr × T.
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Notons par τ : E → Rr × T l’unique morphisme de fibrés vectoriels sur T tel que
πi◦τ = τi pour tout i = 1, . . . , r. Au vu de (∗), l’application R-linéaire τt : Et → Rr est un
isomorphisme, donc il existe un voisinage ouvert V de t dans T tel que la restriction τV :
EV → Rr × V soit un isomorphisme de fibrés vectoriels sur V (lemme 4.127(i)). Disons
que τ(e) = (e1, . . . , er, t) ; on peut alors supposer que τ(U) =

∏r
i=1]ei − ε, ei + ε[×V ′

pour un réel ε > 0 et un voisinage ouvert V ′ ⊂ V de t. Choisissons α ∈ C (T ) tel que
t ∈ α−1(R \ {0}) ⊂ V ′, et soit

β := α2 · (1− ε−2 ·
∑r
i=1(σ

∗
i − ei)2) ∈ AE .

Evidemment ϕ(e) ∈ D+(β), et on voit aisément que D+(β) ⊂ ϕ(U) : les détails sont
laissés au lecteur. Cela achève de vérifier la continuité de ϕ−1, comme souhaité.

Exercice 4.134, partie (i) : Evidemment, g se restreint en une bijection gt′ : p′−1(t′)
∼→

Ef(t′) pour tout t′ ∈ T ′, donc p′−1(t′) hérite de Ef(t′) une structure naturelle de R-espace
vectoriel. Soit U ⊂ T une partie ouverte, U ′ := f−1U , et fU : U ′ → U la restriction de
f . Cela posé, on voit aisément que

f∗U (EU ) = (f∗E)U ′ .

On est alors ramené au cas où E est trivial. Mais si E = Rn × T , on a f∗E ⊂ Rn ×
T × T ′, et on voit aisément que la projection Rn × T × T ′ → Rn × T ′ se restreint en
un homéomorphisme h : f∗E

∼→ Rn × T ′ ; de plus, pour tout t′ ∈ T ′ la restriction
ht′ : p

′−1(t′)
∼→ Rn × {t′} ∼→ Rn coïncide avec gt′ : p′−1(t′)

∼→ Rn × {f(t′)} ∼→ Rn, et elle
est donc un isomorphisme de R-espaces vectoriels, d’où l’assertion.

Partie (ii) : D’après (i) et le théorème de Swan (et par l’exercice 4.102(ii)), le C (T ′)-
module C (T ′) ⊗C (T ) Γ(E) est projectif de type fini, donc il existe un fibré vectoriel F
sur T ′ avec un isomorphisme de C (T ′)-modules τ : Γ(F )

∼→ C (T ′)C (T )Γ(E) ; de plus, la
composition ω ◦ τ : Γ(F )→ Γ(f∗E) provient d’un unique morphisme de fibrés vectoriels
ϕ : F → f∗E. Il suffit alors de montrer que ϕt′ : Ft′ → (f∗E)t′ est un isomorphisme pour
tout t′ ∈ T ′. Soit mt′ ⊂ C (T ′) l’idéal maximal des fonctions s’annulant en t′, et mt :=
C (f)−1(mt′), l’idéal maximal de C (T ) des fonctions s’annulant en t := f(t′) ; compte
tenu de l’exercice 4.126(iii), on est ramené à montrer que ω induit un isomorphisme
ωt′ : k(mt′)⊗C (T )Γ(E)

∼→ Γ(f∗E)/mt′Γ(f
∗E). Mais une inspection directe des définitions

donne le diagramme commutatif

Γ(f∗E)/mt′Γ(f
∗E)

��

k(mt′)⊗C (T ) Γ(E)
ωt′oo ∼ // Γ(E)/mtΓ(E)

��
(f∗E)t′

gt′ // Et

dont les flèches verticales sont les identifications canoniques fournies par l’exercice 4.126(iii).
Or, gt′ est un isomorphisme, d’où l’assertion.

Problème 4.135 : Soient plus généralement T un espace compact et séparé, et E un
fibré vectoriel sur T × [0, 1] (muni de la topologie du produit) ; pour tout a ∈ [0, 1] soit
aussi ja : T → T × [0, 1] l’application continue avec t 7→ (t, a) pour tout t ∈ T . On va
montrer d’abord que j∗aE ≃ j∗bE pour tous a, b ∈ [0, 1] (notation de l’exercice 4.134). Pour
cela, notons par p : T × [0, 1] → T la projection canonique, fixons a ∈ [0, 1], et posons
F := (ja ◦ p)∗E ; on a une identification naturelle j∗aE

∼→ j∗aF , d’où -- par l’exercice
4.134(ii) -- un isomorphisme de C (T )-modules

ω : C (T )⊗C (T×[0,1]) Γ(E)
∼→ C (T )⊗C (T×[0,1]) Γ(F )

pour la structure de C (T × [0, 1])-algèbre sur C (T ) induite par l’homomorphisme de
R-algèbres C (ja) : C (T × [0, 1]) → C (T ). Noter que C (ja) est surjectif, et Γ(E) est un
C (T × [0, 1])-module projectif, par le théorème de Swan ; par suite ω se relève en une
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application C (T × [0, 1])-linéaire Γ(E)→ Γ(F ). Cette dernière correspond, toujours par
le théorème de Swan, à un morphisme ϕ : E → F de fibrés vectoriels, et par construction
la restriction ϕ(t,a) : E(t,a) → F(t,a) de ϕ est un isomorphisme de R-espaces vectoriels
pour tout t ∈ T . Par le lemme 4.127(i), pour tout t ∈ T on trouve alors un voisinage Ut
de t dans T et un voisinage Vt de a dans [0, 1] tel que ϕ se restreint en un isomorphisme
EUt×Vt

∼→ FUt×Vt . Par compacité de T , on trouve ensuite une partie finie S ⊂ T telle
que

⋃
t∈S Ut = T , et on pose V :=

⋂
t∈S Vt ; la restriction ET×V → FT×V est ainsi

un isomorphisme, et donc j∗bE ≃ j∗bF ≃ j∗aE pour tout b ∈ V . Or, soit W := {a ∈
[0, 1] | j∗aE ≃ j∗0E} et W ′ := {a ∈ [0, 1] | j∗aE ̸≃ j∗0E}. Par ce qui précède, W et W ′ sont
deux parties ouvertes de [0, 1] ; mais évidemment W ∪W ′ = [0, 1] et W ∩W ′ = ∅. Comme
[0, 1] est connexe, il vient W = [0, 1], d’où l’assertion.

Soit maintenant T aussi contractile, et choisissons t0 ∈ T et h : T × [0, 1] → T
une application continue avec h(t, 0) = t et h(t, 1) = t0 pour tout t ∈ T . Soit E un fibré
vectoriel sur T ; par ce qui précède on a j∗0 (h∗E) ≃ j∗1 (h∗E). Mais j∗0 (h∗E) ≃ (h◦j0)∗E ≃
E, alors que j∗1 (h∗E) ≃ (h◦j1)∗E est un fibré vectoriel trivial. Cela montre que tout fibré
vectoriel sur T est trivial ; pour conclure, il suffit maintenant d’invoquer le théorème de
Swan une dernière fois.
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EN ouverture de cette leçon, on retrouve le thème homologique initié par la section
2.5, que l’on enrichit maintenant avec deux nouveaux outils, les résolutions des ob-

jets d’une catégorie abélienne, et les homotopies entre complexes, d’importance primaire
pour la construction des foncteurs dérivés que l’on verra plus tard, mais intervenant aussi
dans la discussion d’autres questions : par exemple, pour l’étude du complexe d’Amitsur
(problème 5.12), qui à son tour est à la base de la puissante technique de descente fi-
dèlement plate, auquelle on consacre un long paragraphe (§5.1.3). Une autre application
importante est la construction du complexe de Čech d’un recouvrement, détaillée à partir
du §5.1.8, et qui nous servira notamment pour énoncer et démontrer notre version du
théorème d’acyclicité de Tate, dans la dernière leçon de ce cours.

Au bout de la section 5.1, notre discussion atteint un tournant, où tous les ingrédients
sont désormais réunis pour pouvoir introduire les premiers éléments de la théorie des
schémas : c’est le sujet de la deuxième jusqu’à la cinquième section, qui malgré leur
extension ne proposent qu’un aperçu rapide de ce vaste territoire des mathématiques
que nous ont légué les travaux fondateurs titanesques de Grothendieck aux années 60.
Il n’est pas question ici d’aborder l’étude systématique de la géométrie algébrique, pour
laquelle on renvoie plutôt aux ouvrages spécialisés (la source primaire étant le traité
[16], mais voir aussi [36] et [51]) ; toutefois, on retiendra la construction de l’éclatement
d’un idéal quasi-cohérent du faisceau structural d’un schéma arbitraire, avec sa propriété
universelle, que l’on retrouvera et appliquera efficacement plus tard en relation avec les
spectres valuatifs des anneaux.

5.1. Homotopies et résolutions. Pour motiver les définitions et constructions de cette
section, on va les présenter d’abord dans une situation simplifiée.

5.1.1. On fixe un corpsK, et on considère un complexe (M•, d•) deK-espaces vectoriels.
Comme d’habitude, Zn et Bn sont respectivement les cycles et les bords de M• en chaque
degré n ∈ Z, et on pose Hn := Zn/Bn (voir §2.5.2). Soit H ′n un supplémentaire pour Bn
dans le K-espace vectoriel Zn ; évidemment la projection Zn → Hn se restreint en un
isomorphisme H ′n

∼→ Hn. Toute section K-linéaire σn : Bn−1 → Mn pour la surjection
dn :Mn → Bn−1 induit une identification Bn−1

∼→ Im(σn) et il vient Mn = Zn⊕ Im(σn).
On a ainsi des décompositions :

(∗) Hn ⊕Bn
∼→ Zn Zn ⊕Bn−1

∼→Mn

et la différentielle dn :Mn →Mn−1 devient l’application K-linéaire

Hn ⊕Bn ⊕Bn−1 → Hn−1 ⊕Bn−1 ⊕Bn−2
310



§ 5.1: Homotopies et résolutions 311

donnée par la matrice en blocs :  0 0 0
0 0 IdBn−1

0 0 0

 .

On considère maintenant, pour tout n ∈ Z, l’application K-linéaire

sn :Mn = Hn ⊕Bn ⊕Bn−1 →Mn+1 = Hn+1 ⊕Bn+1 ⊕Bn
dont la matrice en blocs est comme ci-dessus : 0 0 0

0 0 0
0 IdBn 0

 .

Evidemment :

(∗∗) dn ◦ sn−1 ◦ dn = dn ∀n ∈ Z
et dn+1 ◦ sn + sn−1 ◦ dn :Mn →Mn est donnée par la matrice en blocs : 0 0 0

0 IdBn 0
0 0 IdBn−1

 .

En particulier, pour tout n ∈ Z on a :

M• est exact en degré n ⇔ dn+1 ◦ sn + sn−1 ◦ dn = IdMn
.

Réciproquement, toute donnée (sn : Mn → Mn+1 |n ∈ N) d’applications K-linéaires
satisfaisant les identités (∗∗) détermine des décompositions (∗) en tout degré n ∈ Z. En
effet, à partir de (∗∗) on voit aisément que sn−1 se restreint en une injection Bn−1 →Mn,
et dn se restreint en un isomorphisme sn−1(Bn−1)

∼→ Bn−1, d’où une décomposition
Mn = Zn⊕sn−1(Bn−1), car tout x ∈Mn s’écrit sous la forme : x = sn−1(b)+(x−sn−1(b)),
avec b := dn(x) et x − sn−1(b) ∈ Zn ; en outre, si l’on pose tn := dn+1 ◦ sn : Mn → Mn

et H ′n := Zn ∩Ker tn, on a

Im(tn) = Bn et tn = tn ◦ tn
d’où Zn = H ′n ⊕Bn, car pour tout z ∈ Zn on a z − tn(z) ∈ H ′n.

5.1.2. Soit maintenant A une catégorie abélienne arbitraire ; un complexe de A n’admet
pas toujours un système de morphismes (sn |n ∈ Z) satisfaisant les identités (∗∗). On est
donc amené à la définition suivante :

Définition 5.1. Soient A une catégorie abélienne, et (M•, d•) ∈ Ob(C(A )).
(i) On dit que M• est scindé, s’il existe un système (sn : Mn → Mn+1 |n ∈ Z) de

morphismes de A satisfaisant les identités (∗∗) du §5.1.1.
(ii) Dans ce cas, on dit aussi que le système (sn |n ∈ Z) est un scindage de M•.

Remarque 5.2. La donnée d’un scindage pour un complexe M• de A détermine des
décompositions (∗) dans la catégorie A , comme dans la situation du §5.1.1. Afin d’exhiber
ces décompositions, on peut raisonner comme suit. Avec le lemme 4.12, on trouve une
sous-catégorie abélienne pleine petite exacte B ⊂ A telle que M• ∈ Ob(C(B)) ; il suffit
évidemment d’exhiber les décompositions (∗) dans B, donc on peut supposer que A soit
petite, et d’après le théorème de Freyd-Mitchell (corollaire 4.48), on peut alors même
supposer que A soit une sous-catégorie pleine et exacte de R − Mod, pour un anneau
associatif unitaire R convenable. On obtient sans peine des décompositions (∗) dans la
catégorie R−Mod, par des calculs directs avec les éléments des R-modules Mn, comme
déjà esquissé au §5.1.1 ; mais dans cette situation, le foncteur d’inclusion A → R−Mod
commute avec noyaux, conoyaux, et images, donc ces décompositions sont déjà disponibles
dans A , comme souhaité.
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Ce raisonnement fournit une méthode – que l’on appliquera souvent dans la suite de
notre discussion – permettant de ramener l’étude de l’algèbre homologique des catégories
abéliennes, au cas des catégories de R-modules.

Exercice 5.3. (i) Soit A un anneau. Montrer que si L• ∈ Ob(C(A −Mod)) est exact,
borné inférieurement, et consiste en des A-modules libres, alors il est scindé.

(ii) Par contre, si L• n’est pas borné inférieurement, il n’est pas forcément scindé,
même s’il est exact et consiste en des A-modules libres. E.g., montrer qu’un contre-
exemple est fourni par le complexe exact de Z/4Z-modules libres :

· · · 2−→ Z/4Z 2−→ Z/4Z 2−→ · · ·
(iii) D’autre part, montrer que pour A = Z, tout complexe exact de Z-modules libres

de rang fini est scindé (même s’il n’est pas borné inférieurement).

Soient ensuite (M•, d•), (M ′•, d′•) deux complexes de A , et (sn :Mn →M ′n+1 |n ∈ Z)
un système arbitraire de morphismes de A . On pose

fn := d′n+1 ◦ sn + sn−1 ◦ dn :Mn →M ′n ∀n ∈ Z
et on remarque que :

d′n ◦ fn = d′n ◦ (d′n+1sn + sn−1dn) = d′nsn−1dn = (d′nsn−1 + sn−2dn−1) ◦ dn = fn−1 ◦ dn
i.e. le système (fn |n ∈ Z) est un morphisme de complexes M• →M ′•.

Définition 5.4. (i) On dit que deux morphismes de complexes de A

f•, g• : (M•, d•)→ (M ′•, d
′
•)

sont homotopiquement équivalents, s’il existe un système de morphismes de A

(sn :Mn →M ′n+1 |n ∈ Z) tel que fn − gn = d′n+1 ◦ sn + sn−1 ◦ dn ∀n ∈ Z.
Dans ce cas, on dit que le système (sn |n ∈ Z) est une homotopie de f• vers g•.

(ii) Un morphisme f• : (M•, d•)→ (M ′•, d
′
•) de C(A ) est homotopiquement trivial s’il

est homotopiquement équivalent au morphisme nul 0• : (M•, d•)→ (M ′, d′•).

Remarque 5.5. (i) Un complexe M• est exact et scindé ⇔ IdM• est homotopiquement
trivial : en effet, si M• est scindé et exact, on a déjà vu que IdM• est homotopiquement
trivial. Réciproquement, si IdM•est homotopiquement trivial, il existe un système (sn :
Mn → Mn+1 |n ∈ Z) de morphismes de A tel que IdMn

= dn+1 ◦ sn + sn−1 ◦ dn pour
tout n ∈ Z, d’où dn = dn ◦ sn−1 ◦ dn, donc M• est scindé ; l’exactitude de M• découle de
l’observation plus générale suivante :

(ii) Si le morphisme de complexes f• : M• → M ′• est homotopiquement trivial, alors
Hn(f•) : Hn(M•)→ Hn(M

′
•) est le morphisme nul, car la restriction de fn au sous-objet

Zn(M•) coïncide avec la restriction de d′n+1 ◦sn, dont l’image est contenue dans Bn(M ′•).
(iii) Donc, si les morphismes de complexes f•, g• : M• → M ′• sont homotopiquement

équivalents, on a Hn(f•) = Hn(g•) pour tout n ∈ Z.
(iv) On a une relation d’équivalence ∼ sur les morphismes M• →M ′•, avec :

f• ∼ g• ⇔ f• est homotopiquement équivalent à g•.

En effet, évidemment f• ∼ f• pour tout tel morphisme f• ; ensuite, si f• ∼ g•, il existe
une homotopie s• de f• vers g•, et on voit que le système (−sn |n ∈ Z) est une homotopie
de g• vers f•. En dernier lieu, si f• ∼ g• et g• ∼ h•, soient s• une homotopie de f• vers
g•, et t• une homotopie de g• vers h• ; alors le système (sn+tn |n ∈ Z) est une homotopie
de f• vers h•.

(v) Soient B une deuxième catégorie abélienne, et F : A → B un foncteur additif.
Si s• est une homotopie du morphisme f• vers le morphisme g•, le système F (s•) :=
(F (si) | i ∈ Z) est une homotopie de F (f•) vers F (g•). En particulier, si f• et g• sont
homotopiquement équivalents, il en est de même pour F (f•) et F (g•).
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Définition 5.6. (i) Soit M ∈ Ob(A ). Une résolution à gauche (P•, ε) de M est la
donnée d’un complexe (P•, d•) de A avec Pi = 0 pour tout i < 0, et d’un morphisme
d’augmentation ε : P0 →M de A , tels que la suite :

· · · → P2 → P1 → P0
ε−→M → 0

soit un complexe exact, appelé le complexe augmenté de (P•, ε).
(ii) On dit que (P•, ε) est une résolution projective si Pi est un objet projectif de A

pour tout i ≥ 0. Si A = A−Mod pour un anneau A, on dit que (P•, ε) est une résolution
libre (resp. plate) si chaque Pi est un A-module libre (resp. plat).

Remarque 5.7. On écrira parfois
(P•, d•)

ε−→M

pour désigner un complexe P• concentré aux degrés ≥ 0, prolongé en degré −1 via l’aug-
mentation ε : P0 → M . Evidemment, une telle donnée est le complexe augmenté d’une
résolution à gauche de M ⇔ P• est exact aux degrés > 0 et ε induit un isomorphisme
Coker d1

∼→M .

Exercice 5.8. (i) Montrer que tout A-module a une résolution libre à gauche.
(ii) Soit K un corps ; pour n = 1, 2, 3 on pose An := K[Xi | 1 ≤ i ≤ n] et mn :=∑n
i=1XiAn, l’idéal maximal de An qui correspond à l’origine de l’espace affine AnK .

Montrer que le corps résiduel k(mn) admet une résolution libre à gauche de longueur n
(i.e. une résolution qui est nulle sauf en degrés 0, . . . , n).

Théorème 5.9. Soient A une catégorie abélienne, et
— f :M →M ′ un morphisme de A
— (P•, d•)

ε−→M un complexe de A avec Pi projectif pour tout i ∈ N.

— (Q•, d
′
•)

ε′−→M ′ une résolution à gauche de M ′.
Alors il existe un morphisme de complexes f• : P• → Q• :

· · · // P2
d2 //

f2
��

P1
d1 //

f1
��

P0
ε //

f0
��

P−1 :=M

f−1
��

// 0

· · · // Q2

d′2 // Q1

d′1 // Q0
ε′ // Q−1 :=M ′ // 0

avec f−1 = f . En outre, f• est unique à équivalence homotopique près.

Démonstration. On construit les fi inductivement, de la façon suivante. On pose fi := 0
pour tout i < −1, et f−1 := f . Ensuite, soit i ≥ 0, et supposons que les fj : Pj → Qj ont
déjà été exhibés pour tout j < i, de telle façon que fj−1 ◦ dj = d′j ◦ fj pour tout j < i.
On pose gi := fi−1 ◦ di : Pi → Qi−1, et on remarque que

d′i−1 ◦ gi = d′i−1 ◦ fi−1 ◦ di = fi−2 ◦ di−1 ◦ di = 0

donc Im gi ⊂ Zi−1(Q•) = B′i−1 := Bi−1(Q•), car Q• → M ′ est exact. Par suite gi se
relève en un morphisme fi : Pi → Qi, car Pi est projectif et car d′i se factorise à travers
un épimorphisme δ′i : Qi → B′i−1 :

Pi
di //

fi
��

gi

$$

Pi−1

fi−1

��
Qi

δ′i // B′i−1
� � // Qi−1.

Il reste à montrer l’unicité de f• à équivalence homotopique près. Donc, soit g• un autre
morphisme de complexes, tel que g−1 = f , et posons h• := f• − g• ; on a h−1 = 0, et
on est ramené à montrer que h• est homotopiquement trivial. Pour cela, on construit de
proche en proche une homotopie s• de h• vers le morphisme zéro. On pose si = 0 pour
tout i ≤ −1. La condition hi = 0 pour i ≤ −1 entraîne déjà que hi = d′i+1 ◦ si+ si−1 ◦ di
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pour i ≤ −1. Or, soit i ≥ 0, et on suppose que les morphismes sj : Pj → Qj+1 ont déjà
été exhibés pour tout j < i, de sorte que

hj = d′j+1 ◦ sj + sj−1 ◦ dj ∀j < i.

On pose ui := hi − si−1 ◦ di : Pi → Qi, et on remarque que

d′i ◦ ui = d′i ◦ (hi − si−1 ◦ di) =hi−1 ◦ di − d′i ◦ si−1 ◦ di
=hi−1 ◦ di − (hi−1 − si−2 ◦ di−1) ◦ di
=hi−1 ◦ di − hi−1 ◦ di = 0.

Par suite Imui ⊂ Zi(Q•) = B′i := Bi(Q•) et donc ui se relève en un homomorphisme
si : Pi → Qi+1, car Pi est projectif et d′i+1 : Qi+1 → B′i est surjectif. D’où, d′i+1 ◦ si =
ui = hi − si−1 ◦ di, comme souhaité. □

Remarque 5.10. (i) Les résolutions à droite (I•, ε) d’un objetM de A interviennent aussi
naturellement dans des nombreuses questions d’algèbre homologique et commutative : il
s’agit des complexes (I•, d•) nuls en degré > 0, munis d’un morphisme ε :M → I0 de A
avec d0 ◦ ε = 0, et tel que le complexe augmenté

0→M = I1
ε−→ I0

d0−→ I−1
d−1−−→ I−2 → · · ·

soit exact en tout degré.
(ii) Les résolutions à droite (I•, ε) sont concentrées aux degrés négatifs. Quand on a

à faire avec des résolutions à droite, il est donc souvent préférable d’utiliser l’indexation
cohomologique, i.e. la convention qui consiste à placer le degré en exposant plutôt que
en indice, et à lui changer le signe :

Ii := I−i di := d−i : I
i → Ii+1 ∀i ∈ Z.

Cette convention se prolonge aux morphismes de complexes, aux homotopies, aux cycles
et bords, de la façon évidente. Par exemple, si M ∈ Ob(A ) et si j ∈ Z, avec la notation
de la remarque 2.97(ii) on obtient

M [j]• :=M [−j]•
qui est donc l’unique complexe tel que M [j]i = 0 pour i ̸= −j et M [j]−j =M . De même,
le j-décalage cohomologique d’un complexe (M•, d•) est le complexe

M•[j] avec Mk[j] :=Mk+j ∀k ∈ Z
dont la différentielle en degré k est dk+j :Mk+j →Mk+j+1 en tout degré k ∈ Z.

(iii) Au vu de l’exercice 2.101(ii), la donnée d’une résolution à droite de M revient à
celle d’une résolution à gauche de Mop dans la catégorie opposée A op ; par dualité, on
a ainsi l’enoncé “à droite” correspondant au théorème 5.9 : pour cela, rappelons que les
objets projectifs de A op sont les objets injectifs de A . Soient alors M ε−→ (J•, d•) une
résolution à droite, f :M →M ′ un morphisme de A , et

M ′
ε′−→ (I•, d′•)

un complexe (i.e. M ′ est placé en degré −1 et avec différentielle d′−1 = ε′ : M ′ → I0)
avec Ij injectif pour tout j ∈ N ; on déduit un morphisme de complexes f• : J• → I•

unique à équivalence homotopique près, tel que f−1 = f , i.e. f0 ◦ ε = ε′ ◦ f .

Problème 5.11. Soient A un anneau, et M un A-module.
(i) Montrer que M admet une résolution injective à droite M → (I•, d•) (i.e. telle

que In soit un A-module injectif pour tout n ∈ N).
(ii) Montrer plus précisément qu’il existe une résolution M

ε−→ (J•, d•) injective
à droite minimale, i.e. vérifiant la condition suivante. Pour tout n ∈ N, l’homomor-
phisme Coker dn−2 → Jn induit par la différentielle dn−1 est une enveloppe injective de
Coker dn−2 (voir la définition 4.14(ii)).
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(iii) Montrer que la résolution minimale M
ε−→ (J•, d•) est unique à isomorphisme

près, i.e. si M ε′−→ (J ′•, d′•) est une autre résolution injective à droite minimale, tout
morphisme de complexes f• : J• → J ′• avec f0 ◦ ε = ε′ est un isomorphisme.
(iv) Montrer que pour toute résolution injective à droite M ε′−→ (I•, d•) il existe une

résolution injective à droite minimale M ε−→ (J•, d•) et un complexe exact (I ′•, d′•) de
A-modules injectifs avec I ′n = 0 pour tout degré n < 0, tels que

I• = J• ⊕ I ′• et ε′(x) = (ε(x), 0) ∀x ∈M.

Problème 5.12. (Complexes d’Amitsur) Soit f : A → B un homomorphisme d’an-
neaux ; on définit par récurrence B⊗1 := B, et B⊗r+1 := B⊗r ⊗A B, pour tout entier
r ≥ 1. On associe à f la suite d’applications A-linéaires

Am(f)• : 0→ A
f−→ B

d0−→ B⊗2
d1−→ B⊗3

d2−→ · · ·

telle que dr :=
∑r+1
i=0 (−1)i · ∂ri pour tout r ∈ N, avec :

∂ri (b0 ⊗ · · · ⊗ br) := b0 ⊗ · · · ⊗ bi−1 ⊗ 1⊗ bi ⊗ · · · ⊗ br ∀i = 0, . . . , r + 1.

(i) Montrer que Am(f)• est un complexe de A-modules, qu’on appelle le complexe
d’Amitsur associé à f .

(ii) Montrer que Am(f)• est homotopiquement trivial si f admet une section, i.e. un
homomorphisme d’anneaux g : B → A tel que g ◦ f = IdA.
(iii) Soit f fidèlement plat (voir la définition 3.73(ii)) ; déduire de (ii) que pour tout
A-module M le complexe Am(f)• ⊗AM est une résolution à droite de M .

Remarque 5.13. Gardons la notation du problème 5.12, et soit g : B → B′ un deuxième
homomorphisme d’anneaux ; posons aussi f ′ := g ◦ f : A→ B′. On a ainsi les complexes
(Am(f)•, d•) et (Am(f ′)•, d′•), avec d′r :=

∑r+1
i=0 (−1)i · ∂′ri pour tout r ∈ N, où les

applications ∂′ri sont définies comme les ∂ri ci-dessus. Pour tout r ∈ N, soit aussi g⊗r+1 :
B⊗r+1 → B′⊗r+1 l’homomorphisme tel que g⊗r+1(b0 ⊗ · · · ⊗ br) := g(b0) ⊗ · · · ⊗ g(br)
pour tous b0, . . . , br ∈ B. Evidemment

∂′ri ◦ g⊗r+1 = g⊗r+2 ◦ ∂ri ∀r ∈ N, ∀i = 0, . . . , r + 1.

Ainsi le système (g⊗r+1 | r ∈ N) définit un morphisme de complexes de A-modules

Am(g)• : Am(f)• → Am(f ′)•

qui, en degré 0 est donné par l’application Am(g)0 := IdA.

5.1.3. Descente fidèlement plate. Les propriétés du complexe d’Amitsur mises en évi-
dence par le problème 5.12 sont des manifestations de certains aspects d’une théorie de la
descente plus générale, un outil important pour maintes questions algébro-géométriques.
Ce paragraphe et les deux suivants proposent une revue des premiers éléments de cette
théorie. Soit d’abord A un anneau quelconque, et notons par A − AlgMod la catégorie
des couples (B,M), où B est une A-algèbre et M est un B-module ; les morphismes
(B,M) → (C,N) de A − AlgMod sont les couples (g, h) formés d’un homomorphisme
g : B → C de A-algèbres, et d’une application B-linéaire h : M → N[g], avec la loi de
composition évidente : cf. §3.2.6. On dénote par π : A − AlgMod → A − Alg le foncteur
tel que (B,M) 7→ B et (g, h) 7→ g, pour tout objet (B,M) et tout morphisme (g, h) de
A−AlgMod. En outre, à tout morphisme g : B → C de A-algèbres on associe le foncteur

g∗ : B −Mod→ C −Mod M 7→ C[g] ⊗B M.

Or, soit S une catégorie ; considérons un diagramme commutatif de foncteurs :

A− AlgMod

π
��

S
ϕ //

F 66

A− Alg.
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Pour tout X ∈ Ob(S ), on a ainsi F (X) = (ϕX,FX) avec FX ∈ Ob(ϕX − Mod), et
pour tout u ∈ S (X,Y ) on a F (u) = (ϕ(u), Fu), où Fu : FX → FY[ϕ(u)] est ϕX-linéaire.
Pour tout tel u, posons en outre

u∗ := ϕ(u)∗ : ϕX −Mod→ ϕY −Mod

et soit F ∗u : u∗(FX)→ FY l’application ϕY -linéaire adjointe de Fu (voir §3.2.2).

Définition 5.14. (i) Avec la notation ci-dessus, on dit que F est une section cartésienne
de π sur ϕ si F ∗u est un isomorphisme, pour tout morphisme u de S .

(ii) On dénote par Cart(ϕ) la sous-catégorie de Fun(S , A − AlgMod) dont les objets
sont les sections cartésiennes de π sur ϕ, et dont les morphismes sont les transformations
naturelles τ : F → F ′ avec π ∗ F = 1ϕ (voir l’exercice 1.129).

Exemple 5.15. (i) Tout A-module M induit une section cartésienne de π sur ϕ

TM : S → A− AlgMod X 7→ (ϕX, ϕX ⊗AM) ∀X ∈ Ob(S ).

Evidemment TM (u) := (ϕ(u), ϕ(u)⊗AM) pour tout u ∈ S (X,Y ), et noter que l’adjointe
de l’application ϕX-linéaire ϕ(u)⊗AM : ϕX⊗AM → (ϕY ⊗AM)[ϕ(u)] est l’isomorphisme
T ∗M (u) : ϕY ⊗ϕX (ϕX ⊗AM)

∼→ ϕY ⊗AM de la remarque 3.15.
(ii) Toute application A-linéaire f : M → M ′ induit un morphisme T f : TM → TM ′

de Cart(ϕ) associant à tout X ∈ Ob(S ) le morphisme (1ϕX , ϕX ⊗A f) : TMX → TM ′X
de A− AlgMod. On a ainsi un foncteur bien défini :

T : A−Mod→ Cart(ϕ) M 7→ TM .

5.1.4. Soit X ∈ Ob(S ), et posons B := ϕX ; supposons que les coproduits

X ′ := X ⊔X et X ′′ := X ⊔X ⊔X
soient représentables dans S , et fixons un co-cône universel (e0i : X → X ′ | i = 0, 1).
Supposons en outre que ϕ commute avec ces coproduits, et soit F : S → A − AlgMod
une section cartésienne de π sur ϕ. On déduit un isomorphisme ϕX ′-linéaire

γF := (F ∗e01)
−1 ◦ F ∗e00 : e0∗0 (FX)

∼→ e0∗1 (FX).

Remarque 5.16. (i) Noter que les applications ∂ri : B⊗r → B⊗r+1 -- dont la somme alter-
née définit la différentielle dr du complexe Am(f)• -- sont en fait des homomorphismes
de A-algèbres ; en outre, B⊗r représente le coproduit de r copies de B dans A − Alg,
pour tout r ≥ 1, et (∂0i : B → B⊗2 | i = 0, 1) est un co-cône universel. Il existe ainsi un
isomorphisme unique de A-algèbres

ω : ϕX ′
∼→ B⊗2 tel que ω ◦ ϕ(e0i ) = ∂0i (i = 0, 1).

Par suite, il existe aussi un isomorphisme B⊗2-linéaire βF : ∂0∗0 (FX)
∼→ ∂0∗1 (FX) unique,

faisant commuter le diagramme :

ω∗e0∗0 (FX)
ω∗γF //

��

ω∗e0∗1 (FX)

��
∂0∗0 (FX)

βF // ∂0∗1 (FX)

dont les flèches verticales sont les identifications canoniques de la remarque 3.15.
(ii) Si N est un B-module arbitraire, les A-modules sous-jacents à ∂0∗0 (N) et ∂0∗1 (N)

sont isomorphes à B[f ] ⊗A N[f ], mais leurs structures de B⊗2-module sont en général
distinctes. Pour éclaircir cette différence, rappelons que, d’après la remarque 3.60(ii),
les produits tensoriels B ⊗A N et N ⊗A B sont munis de structures naturelles de B⊗2-
modules ; on a alors des isomorphismes B⊗2-linéaires :

∂0∗0 N
∼→ B ⊗A N (1⊗ 1)[∂0

0 ]
⊗ n 7→ 1[f ] ⊗ n

∂0∗1 N
∼→ N ⊗A B (1⊗ 1)[∂0

1 ]
⊗ n 7→ n⊗ 1[f ].
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En effet, soit M un B⊗2-module ; à tout f ∈ HomB(N,M[∂0
0 ]
) on associe l’application A-

bilinéaire B×N →M telle que (b, n) 7→ (b⊗ 1) · f(n), qui à son tour induit l’application
A-linéaire f̂ : B ⊗A N → M avec b ⊗ n 7→ (b ⊗ 1) · f(n). On voit aussitôt que f̂

est B⊗2-linéaire. Réciproquement, à partir de f̂ on retrouve f , après composition avec
l’application η : N → B ⊗A N : n 7→ 1[f ] ⊗ n. L’association f 7→ f̂ est évidemment
naturelle par rapport aux application B⊗2-linéaires M → M ′, i.e. B ⊗A N représente
le foncteur B⊗2 − Mod → Ens : M 7→ HomB(N,M[∂0

0 ]
), et (B ⊗A N, η) est un couple

universel pour ce foncteur. D’après le lemme 2.4(i), il existe alors un unique isomorphisme
B⊗2-linéaire ∂0∗0 N

∼→ B ⊗A N tel que (1 ⊗ 1)[∂0
0 ]
⊗ n 7→ 1[f ] ⊗ n. On raisonne de même

pour exhiber le deuxième isomorphisme.

Exemple 5.17. Prenons B := A[X], avec sa structure naturelle de A-algèbre ; soit aussi
p(X) ∈ A[X] et on considère le A[X]-module N := A[X]/(p(X)). On a l’isomorphisme
A[X]⊗A A[X]

∼→ A[X,Y ] tel que X ⊗ 1 7→ X et 1⊗X 7→ Y , d’où :

∂0∗0 (N)
∼→ A[X,Y ]/(p(Y )) ∂0∗1 (N)

∼→ A[X,Y ]/(p(X))

et on voit aisément que ces A[X,Y ]-modules ne sont isomorphes que si p ∈ A.

5.1.5. Considérons ensuite le co-cône universel (δi : B → B⊗3 | i = 0, 1, 2) avec

δ0(b) = b⊗ 1⊗ 1 δ1(b) = 1⊗ b⊗ 1 δ2(b) := 1⊗ 1⊗ b ∀b ∈ B.
En vertu de l’universalité du co-cône (∂0i : B → B⊗2 | i = 0, 1), les homomorphismes
(∂1i : B⊗2 → B⊗3 | i = 0, 1, 2) sont caractérisés par les identités simpliciales :

∂11 ◦ ∂01 = δ0 = ∂12 ◦ ∂01 ∂10 ◦ ∂01 = δ1 = ∂12 ◦ ∂00 ∂10 ◦ ∂00 = δ2 = ∂11 ◦ ∂00 .
Pour N := FX, toute application B⊗2-linéaire β : ∂0∗0 N → ∂0∗1 N , et tout i = 0, 1, 2, on
a ainsi une application B⊗3-linéaire unique ∂1†i (β) : (∂1i ◦ ∂00)∗N → (∂1i ◦ ∂01)∗N qui fait
commuter le diagramme :

(∂1i ◦ ∂00)∗N
∂1†
i (β) //

��

(∂1i ◦ ∂01)∗N

��
∂1∗i (∂0∗0 N)

∂1∗
i (β) // ∂1∗i (∂0∗1 N)

dont les flèches verticales sont les isomorphismes naturels de la remarque 3.15. Avec les
identités simpliciales, on déduit un diagramme d’applications B⊗3-linéaires :

(†)

(∂11 ◦ ∂01)∗N (∂12 ◦ ∂01)∗N

(∂11 ◦ ∂00)∗N

∂1†
1 (β) 66

(∂12 ◦ ∂00)∗N

∂1†
2 (β)hh

(∂10 ◦ ∂00)∗N
∂1†
0 (β) // (∂10 ◦ ∂01)∗N.

Exercice 5.18. Montrer que (†) est un diagramme commutatif, pour β = βF .

L’exercice 5.18 motive la définition suivante :

Définition 5.19. Soient A un anneau, et f : A→ B une A-algèbre.
(i) Une donnée de descente pour B-modules (resp. pour B-algèbres) est un couple

(N, β) formé d’un B-module (resp. une B-algèbre) N et d’un isomorphisme β : ∂0∗0 N
∼→

∂0∗1 N de B⊗2-modules (resp. de B⊗2-algèbres) tel que (†) commute.
(ii) Soient (N, β) et (N ′, β′) deux données de descente comme dans (i). Un morphisme

de données de descente ν : (N, β)→ (N ′, β′) est un homomorphisme de B-modules (resp.
de B-algèbres) ν : N → N ′ tel que

β′ ◦ ∂0∗0 (ν) = ∂0∗1 (ν) ◦ β.



318 ä Lion

Les données de descente pour B-modules et B-algèbres forment des catégories :

Desc(B,Mod) Desc(B,Alg)

avec les lois de composition évidentes pour les morphismes. De plus, la discussion ci-
dessus montre que, dans la situation du §5.1.4, on a un foncteur naturel :

DX : Cart(ϕ)→ Desc(ϕX,Mod) F 7→ (FX, βF )

associant à tout morphisme τ : F → G de Cart(ϕ) le morphisme τX : (FX, βF ) →
(GX, βG) de Desc(ϕX,Mod).

Remarque 5.20. (i) Soient f : A → B et (N, β) comme dans la définition 5.19(i).
Sous les identifications naturelles de la remarque 5.16, l’application β correspond à un
isomorphisme B⊗2-linéaire

β′ : B ⊗A N
∼→ N ⊗A B.

(ii) De plus, en raisonnant comme dans la remarque 5.16, on trouve aisément des
isomorphismes B⊗3-linéaires naturels :

δ∗2N
∼→ B ⊗A B ⊗A N (1⊗ 1⊗ 1)[δ2] ⊗ n 7→ 1[f ] ⊗ 1[f ] ⊗ n

δ∗1N
∼→ B ⊗A N ⊗A B (1⊗ 1⊗ 1)[δ1] ⊗ n 7→ 1[f ] ⊗ n⊗ 1[f ]

δ∗0N
∼→ N ⊗A B ⊗A B (1⊗ 1⊗ 1)[δ0] ⊗ n 7→ n⊗ 1[f ] ⊗ 1[f ]

qui identifient ∂1†0 (β), ∂1†1 (β) et ∂1†2 (β) respectivement aux isomorphismes :

β′′0 : B ⊗A B ⊗A N
∼→ B ⊗A N ⊗A B 1[f ] ⊗ b[f ] ⊗ n 7→ ∂10 ◦ β′(b[f ] ⊗ n)

β′′1 : B ⊗A B ⊗A N
∼→ N ⊗A B ⊗A B b[f ] ⊗ 1[f ] ⊗ n 7→ ∂11 ◦ β′(b[f ] ⊗ n)

β′′2 : B ⊗A N ⊗A B
∼→ N ⊗A B ⊗A B b[f ] ⊗ n⊗ 1[f ] 7→ ∂12 ◦ β′(b[f ] ⊗ n).

Par suite, (†) s’identifie au diagramme :

(††)
B ⊗A B ⊗A N

β′′0 //

β′′1 ((

B ⊗A N ⊗A B

β′′2vv
N ⊗A B ⊗A B.

(iii) Donc, Desc(B,Mod) est équivalente à la catégorie des couples (N, β′) constitués
d’un B-module N et un isomorphisme B⊗2-linéaire β′ comme en (i), tel que le diagramme
(††) commute (et de même pour Desc(B,Alg)).

(iv) Soient A′ une A-algèbre arbitraire, (N, β′) une donnée de descente comme dans
(iii), et B′ := A′ ⊗A B. Il existe un unique isomorphisme B′⊗2-linéaire β′A′ faisant com-
muter le diagramme :

A′ ⊗A (B ⊗A N)
A′⊗Aβ′ //

��

A′ ⊗A (N ⊗A B)

��
B′ ⊗A′ (A′ ⊗A N)

β′
A′ // (A′ ⊗A N)⊗A′ B′

dont les flèches verticales sont les isomorphismes naturels de la proposition 3.20, et on
voit aisément que le couple A′ ⊗A (N, β′) := (A′ ⊗A N, β′A′) est une donnée de descente
pour B′-modules. On obtient ainsi un foncteur bien défini :

Desc(B,Mod)→ Desc(B′,Mod) (N, β′) 7→ A′ ⊗A (N, β′).

Exercice 5.21. Soient (N, β′) comme dans la remarque 5.20(iii), et x ∈ N ; disons que
β′(1 ⊗ x) =

∑n
i=1 xi ⊗ bi pour certains x1, . . . , xn ∈ N et b1, . . . , bn ∈ B. Montrer que∑n

i=1 bixi = x dans N .

Proposition 5.22. Dans la situation du §5.1.4, supposons en outre que S (X,Y ) ̸= ∅
pour tout Y ∈ Ob(S ). Alors DX est une équivalence de catégories.
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Démonstration. On va exhiber un quasi-inverse pour DX . Soit donc (N, β) une donnée
de descente pour B-modules ; notons par γ : e0∗0 N

∼→ e0∗1 N l’unique isomorphisme ϕX ′-
linéaire qui fait commuter le diagramme :

ω∗e0∗0 N

ω∗γ
��

∼ // ∂0∗0 N

β
��

∼ // B ⊗A N
β′

��
ω∗e0∗1 N

∼ // ∂0∗1 N
∼ // N ⊗A B

dont les flèches horizontales sont les identifications canoniques des remarques 3.15 et
5.16(ii). Explicitement, soit x ∈ N , et disons que

β′(1⊗ x) =
∑n
i=1 xi ⊗ bi et β′(1⊗ xi) =

∑mi
j=1 xij ⊗ bij ∀i = 1, . . . , n.

Alors la composition de β′ avec les flèches horizontales en haut est donnée par :

1[ω] ⊗ 1[e00] ⊗ x 7→ 1[∂0
0 ]
⊗ x 7→ 1⊗ x 7→

∑n
i=1 xi ⊗ bi.

Mais cette somme est l’image de
∑n
i=1(1⊗bi)[ω]⊗1[e01]⊗xi = 1[ω]⊗

∑n
i=1 ω

−1(1⊗bi)⊗xi ∈
ω∗e0∗1 N , sous la composition des flèches horizontales en bas ; ainsi :

γ(1[e00] ⊗ x) =
∑n
i=1 ϕ(e

0
0)(bi)⊗ xi

car ω−1 ◦ ∂00 = ϕ(e00). Ensuite, par hypothèse, pour tout Y ∈ Ob(S ) on trouve tY ∈
S (X,Y ), et on pose FY := t∗YN . En particulier, on prendra tX := 1X et tX′ := e01.
Pour tout u ∈ S (Y,Z) soit û : X ′ → Z le morphisme de S avec

û ◦ e00 = u ◦ tY et û ◦ e01 = tZ .

Il existe une unique application ϕZ-linéaire F ∗u : u∗FY → FZ faisant commuter :

u∗FY
∼ //

F∗u
��

(u ◦ tY )∗N
∼ // û∗e0∗0 N

û∗γ
��

FZ
∼ // û∗e0∗1 N

où les flèches horizontales sont encore les isomorphismes de la remarque 3.15. Notons
par Fu : FY → (FZ)[ϕ(u)] l’application ϕY -linéaire adjointe de F ∗u. Explicitement, la
composition de û∗γ avec les flèches horizontales en haut est donnée par :

1[u] ⊗ 1[tY ] ⊗ x 7→ 1[u◦tY ] ⊗ x 7→ 1[û] ⊗ 1[e00] ⊗ x 7→ 1[û] ⊗ γ(1[e00] ⊗ x)

et d’autre part 1[û] ⊗ γ(1[e00] ⊗ x) =
∑n
i=1 ϕ(û) ◦ ϕ(e00)(bi)⊗ 1[e01] ⊗ xi ; il vient alors :

Fu(1⊗ x) =
∑n
i=1 ϕ(u ◦ tY )(bi)⊗ xi.

Notons aussi par µ : FX = B ⊗B N
∼→ N l’isomorphisme B-linéaire de l’exercice 3.6(ii).

Or, soit v : Z →W un deuxième morphisme de S ; on doit vérifier que F (v◦u) = Fv◦Fu.
Or, par ce qui précède, il vient :

F (v ◦ u)(1⊗ x) =
∑n
i=1 ϕ(v ◦ u ◦ tY )(bi)⊗ xi

Fv ◦ Fu(1⊗ x) =
∑n
i=1

∑mi
j=1 ϕ(v ◦ u ◦ tY (bi)) · ϕ(v ◦ tZ)(bij)⊗ xij .

Mais le diagramme commutatif (††) de la remarque 5.20(ii) revient à l’identité :∑n
i=1 xi ⊗ 1⊗ bi =

∑n
i=1

∑mi
j=1 xij ⊗ bij ⊗ bi dans N ⊗A B⊗2.

Dans ϕW[ϕ(v◦û)◦ω−1] ⊗B⊗2 (N ⊗A B⊗2)[∂1
0 ]
= ϕW ⊗A N , cela donne la relation :∑n

i=1 ϕ(v ◦ u ◦ tY )(bi)⊗ xi =
∑n
i=1

∑mi
j=1 ϕ(v ◦ tZ)(bij) · ϕ(v ◦ u ◦ tY (bi))⊗ xij

d’où finalement Fv◦Fu(1⊗x) = F (v◦u)(1⊗x) dans FW . Il reste à vérifier que F (1Y ) =
1FY pour tout Y ∈ Ob(S ) ; mais on vient de voir que F1Y (1⊗x) =

∑n
i=1 ϕ(tY )(bi)⊗xi =∑n

i=1 1⊗ bixi = 1⊗ x (exercice 5.21), d’où l’assertion. Cela achève la construction de la
section cartésienne F de π ; montrons ensuite que µ est un isomorphisme DX(F )

∼→ (N, β)
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de données de descente, i.e. que β ◦ ∂0∗0 (µ) = ∂0∗1 (µ) ◦ βF . Pour cela, compte tenu des
diagrammes commutatifs :

ω∗e0∗i FX
ω∗e0∗i (µ) //

��

ω∗e0∗i N

��
∂0∗i FX

∂0∗
i (µ) // ∂0∗i N

(i = 0, 1)

(dont les flèches verticales sont les identifications canoniques de la remarque 3.15) on est
aisément ramené à vérifier la commutativité du diagramme :

e0∗0 FX
F∗e00 //

e0∗0 (µ)
��

FX ′
(F∗e01)

−1

// e0∗1 FX

e0∗1 (µ)
��

e0∗0 N
γ // e0∗1 N.

Mais noter que FX ′ = e0∗1 N et F ∗(e00) ◦ (e0∗0 µ)−1 = γ ; on est ainsi ramené à montrer
que e0∗1 (µ) = F ∗e01. Soit η : FX → e0∗1 FX l’application ϕX-linéaire telle que 1 ⊗ x 7→
1[e01]⊗1⊗x ; il suffit de vérifier que e0∗1 (µ)◦η = F ∗(e01)◦η, et noter que F ∗(e01)◦η = Fe01.
On a e0∗1 (µ) ◦ η(1⊗ x) = 1[e01] ⊗ x, et d’autre part

F (e01)(1⊗ x) =
∑n
i=1 ϕ(e

0
1)(bi)⊗ xi = 1[e01] ⊗

∑n
i=1 bixi = 1[e01] ⊗ x

par l’exercice 5.21, d’où l’identité souhaitée.
Soient ensuite λ : (N1, β1)→ (N2, β2) un morphisme de données de descente, et F 1, F 2

les sections cartésiennes de π associées comme ci-dessus à (N1, β1) et (N2, β2) ; pour tout
Y ∈ Ob(S ) on pose τY := t∗Y (λ) : F1Y → F2Y . Pour i = 1, 2, soit γi : e0∗0 Ni

∼→ e0∗1 Ni
l’isomorphisme ϕX ′-linéaire associé à βi comme ci-dessus ; l’identité ∂0∗1 (λ) ◦ β1 = β2 ◦
∂0∗0 (λ) entraîne aussitôt l’identité correspondante :

e0∗1 (λ) ◦ γ1 = γ2 ◦ e0∗0 (λ)

(les détails sont confiés aux soins du lecteur). Pour tout morphisme u : Y → Z de S , il
vient alors un diagramme commutatif :

F1Y
η1 //

τY

��

u∗t∗YN1

F∗1 u //

u∗t∗Y (λ)

��

''

F1Z

τZ

��

xx
û∗e0∗0 N1

û∗γ1 //

û∗e0∗0 (λ)
��

û∗e0∗1 N1

û∗e0∗1 (λ)
��

û∗e0∗0 N2
û∗γ2 // û∗e0∗1 N2

F2Y
η2 // u∗t∗YN2

F∗2 u //

77

F2Z

ff

dont les flèches diagonales sont les isomorphismes canoniques, et ηi : FiY → u∗FY est
l’application ϕY -linéaire naturelle, de sorte que F ∗i (u) ◦ ηi = Fiu pour i = 1, 2. Cela
montre que l’association Y 7→ τY est un morphisme F 1 → F 2 de sections cartésiennes.
En résumant, on voit aussitôt que les associations (N, β) 7→ F et λ 7→ τ• définissent un
foncteur E : Desc(B,Mod)→ Cart(ϕ) avec un isomorphisme de foncteurs

DX ◦ E
∼→ 1Desc(B,Mod).

Pour conclure, il suffit d’exhiber aussi un isomorphisme E ◦ DX
∼→ 1Cart(ϕ). Soit alors

G : S → A−AlgMod une section cartésienne de π sur ϕ ; posons βG := (G∂01)
−1 ◦G∂00 :
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∂0∗0 GX
∼→ ∂0∗1 GX, et soit F := E(GX,βG) : S → A − AlgMod, la section cartésienne

associée comme ci-dessus à DX(G) = (GX,βG). On va montrer que l’association :

Y 7→ (G∗tY : FY
∼→ GY ) ∀Y ∈ Ob(S )

est un isomorphisme de foncteurs ψG : F
∼→ G. Pour cela, soit u : Y → Z un morphisme

de S , et notons par η : GX → FY = t∗YGX l’application ϕX-linéaire naturelle usuelle ;
on doit montrer que Gu ◦ G∗(tY ) = G∗(tZ) ◦ Fu et il suffit de montrer que ces deux
applications coïncident après composition avec η. Pour cela, considérons le diagramme
de ϕX-modules :

GX
η′ //

η
��

û∗e0∗0 GX

��

û∗(γG) // û∗e0∗1 GX

��

û∗(G∗e01) // û∗GX ′

G∗û
��

FY
η′′ // u∗FY

F∗u // FZ
G∗tZ // GZ

où η′ (resp. η′′) est l’application analogue ϕX-linéaire (resp. ϕY -linéaire) naturelle, et
dont les deux flèches verticales centrales sont les identifications canoniques de la remarque
3.15, de sorte que le carré central commute par construction ; de même, on vérifie aussitôt
la commutativité des deux autres carrés. Mais noter que F ∗(u)◦η′′ = Fu, et G∗(e01)◦γG =
G∗(e00) ; en outre, G∗(û) ◦ û∗(G∗e00) ◦ η′ = G(û ◦ e00) = G(u ◦ tY ) = Gu ◦G∗(tY ) ◦ η, d’où
l’identité souhaitée. On voit aisément que l’association G 7→ ψG fournit l’isomorphisme
souhaité E ◦ DX

∼→ 1Cart(ϕ), et cela achève la preuve. □

5.1.6. Dans la situation du §5.1.4, soit maintenant

∆B := DX ◦ T : A−Mod→ Desc(B,Mod)

où T est le foncteur de l’exemple 5.15(ii). Explicitement, pour tout A-module M on a
∆B(M) := (B ⊗AM,β′M ), où β′M dénote l’isomorphisme B⊗2-linéaire :

B ⊗A B ⊗AM
∼→ B ⊗AM ⊗A B b⊗ b′ ⊗ x 7→ b⊗ x⊗ b′.

Noter que ∆B est indépendant du choix auxiliaire de S . En outre, si C ∈ Ob(A− Alg),
alors β′C est un isomorphisme de B⊗2-algèbres ; ainsi, on a aussi un foncteur

∆′B : A− Alg→ Desc(B,Alg) C 7→ ∆B(C).

Avec ces notations, on est prêt pour énoncer le problème suivant, qui contient le résultat
fondamental de la théorie de la descente fidèlement plate :

Problème 5.23. Soit f : A→ B un homomorphisme d’anneaux.
(i) Montrer que le foncteurs ∆B et ∆′B admettent des adjoints à droite.

(ii) Supposons en outre que f vérifie l’une des deux conditions suivantes :
(a) il existe un homomorphisme d’anneaux g : B → A avec g ◦ f = IdA
(b) f est fidèlement plat.

Montrer qu’alors les foncteurs ∆B et ∆′B sont des équivalences.

Remarque 5.24. Le foncteur ∆B ne sera pas, bien entendu, une équivalence pour un
homomorphisme f : A→ B arbitraire (et de même pour ∆′B) : e.g., pour que ∆B et ∆′B
soient fidèles, il faut que Spec f soit surjective : voir la solution du problème 3.83(i.c).

5.1.7. Descente galoisienne. Soient K un corps, j : K → E une extension galoisienne
finie, et G := Gal(E/K). Les objets de Desc(E,Mod) sont les couples (V, β) formés d’un
E-espace vectoriel V et d’un isomorphisme E ⊗K E-linéaire

β : ∂0∗0 V
∼→ ∂0∗1 V.

Pour tout σ ∈ G soit πσ : E ⊗K E → E définie comme dans l’exemple 3.65 ; on a vu que
l’application E ⊗K E

∼→ E|G| : x 7→ (πσ(x) |σ ∈ G) est un isomorphisme de E-algèbres,
et par simple inspection on trouve :

πσ ◦ ∂00 = σ πσ ◦ ∂01 = IdE ∀σ ∈ G.
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Par suite les isomorphismes canoniques π∗σ ◦ ∂0∗i (V )
∼→ (πσ ◦ ∂0i )∗(V ) (i = 0, 1) induisent

des décompositions :

∂0∗0 (V )
∼→
⊕

σ∈G σ
∗V[πσ ] ∂0∗1 (V )

∼→
⊕

σ∈G V[πσ]

qui identifient naturellement π∗σ(β) avec un isomorphisme E-linéaire βσ : σ∗V
∼→ V pour

tout σ ∈ G, et la donnée de β équivaut à celle du système (βσ |σ ∈ G). Noter que
l’application V → σ∗V : v 7→ 1[σ] ⊗ v est un isomorphisme E-linéaire

(∗) V[σ−1]
∼→ σ∗V ∀σ ∈ G

car on a a · (1[σ] ⊗ v) = a[σ] ⊗ v = 1[σ] ⊗ σ−1(a) · v pour tout a ∈ E et tout v ∈ V . Soit
aussi πσ,τ := πτ ◦ (E ⊗K πσ) : E ⊗K E ⊗K E → E pour tous σ, τ ∈ G ; on déduit un
isomorphisme de E-algèbres E ⊗K E ⊗K E

∼→ E|G×G| : x 7→ (πσ,τ (x) |σ, τ ∈ G), et par
inspection directe on obtient :

πσ,τ ◦ ∂10 = τ ◦ πσ πσ,τ ◦ ∂11 = πτ◦σ πσ,τ ◦ ∂12 = πτ ∀σ, τ ∈ G

d’où des identification naturelles :

π∗σ,τ ◦ ∂1∗0 (β) = τ∗βσ : (τ ◦ σ)∗V ∼→ τ∗V

π∗σ,τ ◦ ∂1∗1 (β) = βτ◦σ : (τ ◦ σ)∗V ∼→ V

π∗σ,τ ◦ ∂1∗2 (β) = βτ : τ∗V
∼→ V

et la commutativité du diagramme (†) ci-dessus revient au système d’identités :

βτ ◦ τ∗(βσ) = βτ◦σ ∀σ, τ ∈ G

qu’on appelle la condition de cocycle pour β. En somme, une donnée de descente pour
E-espaces vectoriels équivaut à la donnée d’un E-espace vectoriel V et d’un système
d’isomorphismes de E-espaces vectoriels (βσ : σ∗V

∼→ V |σ ∈ G) vérifiant la condition
du cocycle. Compte tenu de (∗), un tel système est à son tour équivalent à la donnée
d’une G-action à gauche sur V , compatible avec l’action à gauche de G sur E : i.e., pour
tous v ∈ V et σ ∈ G on définit σ(v) := βσ(1[σ] ⊗ v) ; la compatibilité avec la G-action
sur E revient à l’identité :

σ(a · v) = σ(a) · σ(v) ∀a ∈ E, ∀v ∈ V, ∀σ ∈ G.

Voici une description alternative de Desc(E,Mod). On notera par E[G] la E-algèbre
associative dont les éléments sont les sommes formelles

∑
σ∈G aσ · σ, avec aσ ∈ E pour

tout σ ∈ G, avec l’addition terme à terme évidente (de sorte que le E-espace vectoriel
sous-jacent est E|G|) ; la loi de multiplication est donnée par :

(∗∗) (a · σ) · (b · τ) := aσ(b) · (σ ◦ τ) ∀a, b ∈ E, ∀σ, τ ∈ G.

L’associativité de cette loi se vérifie aisément, et l’unité de E[G] est évidemment 1 · 1G,
où 1G ∈ G dénote l’élément neutre. L’homomorphisme structurel de cette E-algèbre
associative est donc l’application i : E → E[G] telle que a 7→ a · 1G. Ainsi, tout E[G]-
module à gauche V est muni, par restriction des scalaires suivant i, d’une structure
naturelle de E-espace vectoriel. Pour tout σ ∈ G, on voit aussitôt de (∗∗) que l’application
βσ : V[σ−1]

∼→ V : v 7→ (1 · σ) · v est E-linéaire, et la condition d’associativité

(1 · τ ◦ σ) · v = (1 · τ) · ((1 · σ) · v) ∀v ∈ V, ∀σ, τ ∈ G

traduit la condition de cocycle pour le système (βσ |σ ∈ G). Réciproquement, toute
donnée de descente (V, (βσ |σ ∈ G)) comme dans (i) détermine un E[G]-module à gauche
unique dont la multiplication par chaque scalaire 1 ·σ est donnée par βσ. On obtient ainsi
une équivalence de catégories :

E[G]−Mod
∼→ Desc(E,Mod).
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Compte tenu du problème 5.23(ii), le foncteur ∆E peut alors s’interpréter comme une
équivalence de catégories

(∗ ∗ ∗) K −Mod
∼→ E[G]−Mod.

Pour expliciter ce foncteur, noter que E est naturellement un E[G]-module : la multi-
plication par 1 · σ étant évidemment donnée par l’action de σ sur E, pour tout σ ∈ G.
Si W est un K-espace vectoriel arbitraire, E ⊗K W est par suite un E[G]-module, et on
voit aisément que (∗ ∗ ∗) n’est rien d’autre que l’association W 7→ E ⊗K W . En outre,
l’adjoint à droite ΓE de ∆E exhibé dans la solution du problème 5.23(i) associe à tout
E[G]-module V le K-espace vectoriel des v ∈ V tels que (1 · σ) · v = v pour tout σ ∈ G,
i.e. la partie V G des invariants pour l’action (K-linéaire) de G sur V . En conclusion, on
a ainsi obtenu un isomorphisme naturel de E[G]-modules à gauche

E ⊗K V G
∼→ V

pour tout E[G]-module V . Il s’agit d’un avatar du célèbre Théorème 90 de Hilbert.

Exemple 5.25. (Résolution simpliciale) Voici une application du complexe d’Amitsur
qui trouvera application au paragraphe suivant. Soit Λ un ensemble, et notons par P
l’ensemble des parties finies de Λ, partiellement ordonné par l’inclusion de parties. Pour
tout S ∈P, soit Am(ZS)• le complexe d’Amitsur de la Z-algèbre fidèlement plate ZS .
D’après le problème 5.12(iii), Am(ZS)• est une résolution à droite de Z. Explicitement,
soit (es | s ∈ S) la base canonique du Z-module libre ZS ; pour tout entier r > 0, on a
une identification naturelle :

Am(ZS)r := ZS ⊗Z · · · ⊗Z ZS
∼→ ZS

r+1

es0 ⊗ · · · ⊗ esr 7→ e(s0,...,sr).

De plus, pour tout S′ ⊂ S, la projection évidente πSS′ : ZS → ZS′ est un homomorphisme
de Z-algèbres, induisant, d’après la remarque 5.13, un morphisme de complexes de Z-
modules Am(πSS′)

• : Am(ZS)• → Am(ZS′)•. D’après l’exercice 5.3(iii), le complexe
Am(ZS)• est scindé, donc de même pour le complexe dual

R(S)• := HomZ(Am(ZS)•,Z) : · · · → ZS
2

→ ZS → Z

dont les différentielles sont les transposées des différentielles de Am(ZS)•. On obtient
ainsi un système filtrant R(−)• := (R(S)• |S ∈ P) de résolutions libres du Z-module
Z, dont les morphismes de transition HomZ(Am(πSS′)•,Z) : R(S′)• → R(S)• sont les
transposés des morphismes Am(πSS′)

•. Noter que 1 =
∑
s∈S es dans l’anneau ZS ; par

suite, avec la notation du problème 5.12, pour tout r ∈ N et tout i = 0, . . . , r + 1, la
transposée de l’application ∂ri : ZSr+1 → ZSr+2

est

∂r∨i : (ZS
r+2

)∨ → (ZS
r+1

)∨ e∗s 7→ e∗(s0,...,si−1,si+1,...sr+1)

pour tout s := (s0, . . . , sr+1) ∈ Sr+2 (ici (e∗s | s ∈ Sr+2) dénote la base duale de la base
canonique (es | s ∈ Sr+2) de ZSr+2

: voir l’exemple 1.125). La différentielle en degré r de
R(S)• est alors

∑r+1
i=0 ∂

r∨
i , pour tout r ∈ N. D’après l’exercice 2.100, la limite directe de

R(−)• est encore une résolution libre

R(Λ)• : · · · → Z(Λ2) d0−→ Z(Λ) ε−→ Z

que l’on appellera la résolution simpliciale associée à Λ. Soit (eλ |λ ∈ Λr+1) la base
canonique du Z-module libre Z(Λr+1) ; pour tout r ∈ N, il vient

ε(eλ) := 1 ∀λ ∈ Λ et dr(eλ) :=
∑r+1
i=0 (−1)

ie(λ0,...,λi−1,λi+1,...,λr+1) ∀λ ∈ Λr+2.
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5.1.8. Complexe de Čech d’un recouvrement. Soient T un espace topologique, U ⊂ T une
partie ouverte, U := (Uλ |λ ∈ Λ) un recouvrement de U , et F un préfaisceau de groupes
abéliens sur T . Pour tout q ∈ N et tout λ := (λ0, . . . , λq) ∈ Λq+1, soit Uλ := Uλ0

∩· · ·∩Uλq
et posons

Čq(U ,F ) :=
∏
λ∈Λq+1 F (Uλ).

Posons en outre τj(λ) := (λ0, . . . , λj−1, λj+1, . . . , λq) pour tout λ ∈ Λq+1 et tout j =

0, . . . , q. Le complexe de Čech de F relatif au recouvrement U est le complexe

(Č•(U ,F ), d•)

dont la différentielle dq : Čq(U ,F )→ Čq+1(U ,F ) est donnée par :

f• := (fλ |λ ∈ Λq+1) 7→
(∑q+1

j=0(−1)
j · (fτj(µ))Uµ |µ ∈ Λq+2

)
∀q ∈ N.

Pour vérifier que dq+1 ◦ dq = 0, noter que pour tout q ≥ 1 et tout λ ∈ Λq+1 on a :

τj ◦ τi(λ) = τi ◦ τj+1(λ) ∀i, j ∈ N tels que 0 ≤ i ≤ j ≤ q.
Or, pour tout f• ∈ Čq(U ,F ), on a dq+1 ◦ dq(f•) = (gν | ν ∈ Λq+3), avec :

gν :=
∑q+2
k=0

∑q+1
j=0(−1)

j+k · (fτj◦τk(ν))Uν ∀ν ∈ Λq+3.

L’assertion découle alors d’un calcul direct, comme dans la solution du problème 5.12(i) :
les détails sont laissés aux soins du lecteur. Pour tout q ∈ N, le groupe

Ȟq(U ,F ) := Hq(Č•(U ,F ))

est appelé la cohomologie de Čech de F en degré q, relative au recouvrement U .

Remarque 5.26. (i) Le complexe de Čech admet une augmentation naturelle :

εU ,F : F (U)→ Č0(U ,F ) f 7→ (fUλ |λ ∈ Λ)

et par inspection directe des définitions, on voit que F est un faisceau sur T ⇔ εU ,F

induit un isomorphisme F (U)
∼→ Ȟ0(U ,F ) pour toute partie ouverte U de T et tout

recouvrement U de U ⇔ le complexe augmenté Č•aug(U ,F ) de (Č•(U ,F ), εU ,F ) est
exact en degré 0 pour tous tels U et U . Si Č•aug(U ,F ) est exact en tout degré, on dira
que le recouvrement U est F -acyclique.

(ii) Il est utile de considérer aussi le sous-complexe de Č•(U ,F ) suivant. Pour tout
q ∈ N, soit Sq+1 le groupe des permutations de {0, . . . , q} ; pour tous σ ∈ Sq+1 et
λ := (λ0, . . . , λq) ∈ Λq+1, notons par sgn(σ) ∈ {±1} la signature de σ, et posons σ(λ) :=
(λσ(0), . . . , λσ(q)). De plus, pour tout f ∈ F (Uλ), soit fσ := sgn(σ) · f , si λi ̸= λj pour
tous 0 ≤ i < j ≤ q, et fσ := 0 sinon. Avec cette notation, soit

Čqalt(U ,F ) := {f• ∈ Čq(U ,F ) | fσ(λ) = fσλ ∀σ ∈ Sq+1,∀λ ∈ Λq+1}.

Evidemment Čqalt(U ,F ) est un sous-groupe de Čq(U ,F ), appelé le sous-groupe des
cochaînes alternées de degré q. On remarque :

Lemme 5.27. Pour tout q ∈ N on a : dq(Čqalt(U ,F )) ⊂ Čq+1
alt (U ,F ).

Démonstration. Soit Σ := {a0, . . . aq} un ensemble de q + 1 entiers distincts, avec a0 <
· · · < aq ; évidemment la donnée d’une permutation ω de Σ équivaut à celle de la suite
(ω(a0), . . . , ω(aq)) ∈ Zq+1. Réciproquement, pour toute suite x := (x0, . . . , xq) ∈ Zq+1

avec xi ̸= xj pour tous 0 ≤ i < j ≤ q, il existe une unique permutation ωx de {x0, . . . , xq}
avec ω−1x (x0) < · · ·< ω−1x (xq). Rappelons aussi que

sgn(ω) =
∏

0≤i<j≤q

(aω(i) − aω(j)) ·
∏

0≤i<j≤q

(ai − aj)−1.

Or, pour tout σ ∈ Sq+1 et tout i ∈ {0, . . . , q}, posons

a(i) := (σ(0), . . . , σ(σ−1(i)− 1), σ(σ−1(i) + 1), . . . , σ(q)) ∈ Zq.
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Affirmation 5.28. (−1)i · sgn(ωa(i)) = (−1)σ−1(i) · sgn(σ).
Preuve : On calcule :

sgn(ωa(i)) =
∏

0≤x<y≤q
x,y ̸=σ−1(i)

(σ(x)− σ(y)) ·
∏

0≤x<y≤q
x,y ̸=i

(x− y)−1.

sgn(σ) =
∏

0≤x<y≤q

(σ(x)− σ(y)) ·
∏

0≤x<y≤q

(x− y)−1.

Donc :

sgn(σ) · sgn(ωa(i))−1 =
∏

σ−1(i)<y

(i− σ(y)) ·
∏
i<y

(i− y)−1 ·
∏

x<σ−1(i)

(σ(x)− i) ·
∏
x<i

(x− i)−1

= (−1)σ
−1(i) · (−1)i ·

∏
y ̸=σ−1(i)

(i− σ(y)) ·
∏
y ̸=i

(i− y)−1

= (−1)σ
−1(i) · (−1)i

d’où l’assertion. ♢

Soient f• ∈ Čqalt(U ,F ) et µ ∈ Λq+2 avec µi ̸= µj pour tous i ̸= j ; on calcule :

(dqf•)σ(µ) =
∑q+1
j=0(−1)j · (fτj(σ(µ)))Uµ

=
∑q+1
j=0(−1)j · (fσ(τσ−1(j)(µ))

)Uµ

=
∑q+1
j=0(−1)j · sgn(ωa(j)) · (fτj(µ))Uµ

= sgn(σ) ·
∑q+1
j=0(−1)σ

−1(j) · (fτj(µ))Uµ
= sgn(σ) · (dqf•)µ.

Si µi = µj avec i < j, on a (dqf•)µ = (−1)i · (fτi(µ))Uµ + (−1)j · (fτj(µ))Uµ = 0, car
fτj(µ) = (−1)i−j+1 · fτi(µ) : les détails sont laissés aux soins du lecteur. □

5.1.9. D’après le lemme 5.27, on a un sous-complexe bien défini

(Č•alt(U ,F ), d•alt)

du complexe de Čech de F , que l’on appelle le complexe de Čech alterné de F relatif au
recouvrement U . Soit i• : Č•alt(U ,F ) → Č•(U ,F ) l’inclusion naturelle. L’application
εU ,F de la remarque 5.26(i) fournit aussi une augmentation naturelle pour le complexe
de Čech alterné, et on notera parfois par (Č•au.alt(U ,F ), d•au.alt) le complexe de Čech
augmenté alterné ainsi obtenu.

Théorème 5.29. (i) Il existe un morphisme p• : Č•(U ,F )→ Č•alt(U ,F ) de complexes
de groupes abéliens, tel que p• ◦ i• soit l’identité de Č•alt(U ,F ), et tel que i• ◦ p• soit
homotopiquement équivalent à l’identité de Č•(U ,F ).

(ii) En particulier, i• induit un isomorphisme de groupes abéliens

Hq(Č•alt(U ,F ))
∼→ Ȟq(U ,F ) ∀q ∈ N.

(iii) Si la cardinalité c de U est finie, on a Ȟq(U ,F ) = 0 pour tout q ≥ c.

Démonstration. (i) : Fixons un ordre total ≤ sur l’ensemble Λ ; pour tout q ∈ N,
soit Σq+1 := {λ ∈ Λq+1 |λi ̸= λj pour tout 0 ≤ i ̸= j ≤ q}. Evidemment, pour
tout λ ∈ Σq+1 il existe un unique ωλ ∈ Sq+1 avec λωλ(0) < · · · < λωλ(q) ; posons
λ∗ := (λωλ(0), . . . , λωλ(q)) = ωλ(λ) pour tout tel λ (notation de la remarque 5.26(ii)).
Par inspection directe des définitions, on déduit de l’observation 5.28 l’identité

(∗) (−1)i · sgn(ωτi(λ)) = (−1)ω
−1
λ (i) · sgn(ωλ) ∀λ ∈ Λq+1, ∀i = 0, . . . , q.
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Or, soit pq : Čq(U ,F )→ Čqalt(U ,F ) l’homomorphisme de groupes tel que

pq(f•)λ :=

{
sgn(ωλ) · fλ∗ si λ ∈ Σq+1

0 sinon.
∀f• ∈ Čq(U ,F ), ∀λ ∈ Λq+1.

A l’aide de (∗), on vérifie aisément que le système (pq | q ∈ N) définit un morphisme de
complexes p• : Č•(U ,F ) → Č•alt(U ,F ) : les détails sont confiés aux soins du lecteur.
De même, on voit aussitôt que p• ◦ i• est l’identité de Č•alt(U ,F ).

Il reste à exhiber une homotopie de p• ◦ i• vers l’identité de Č•(U ,F ). Pour cela,
considérons la résolution simpliciale (R(Λ)•, d•) de Z fournie par l’exemple 5.25. Ainsi,
R(Λ)−1 = Z et R(Λ)q = Z(Λq+1) pour tout q ∈ N, et on dénote par (eλ |λ ∈ Λq+1) la base
canonique de Z(Λq+1) ; de plus, posons |λ| := {λ0, . . . , λq} pour tout λ := (λ0, . . . , λq) ∈
Λq+1. Soient r, s ∈ N et h : Z(Λr+1) → Z(Λs+1) une application Z-linéaire ; on dira que
h est simpliciale si h(eλ) ∈ Z|λ|

s+1

pour tout λ ∈ Λr+1, i.e. h(eλ) =
∑
µ∈|λ|s+1 aµeµ

pour un système d’entiers (aµ |µ ∈ |λ|s+1). Noter que toute telle application simpliciale
h induit une application Z-linéaire

h∗ : Čs(U ,F )→ Čr(U ,F ) avec h∗(f•)λ :=
∑

µ∈|λ|s+1

aµ · (fµ)Uλ ∀λ ∈ Λr+1.

Evidemment, si h1, h2 : Z(Λr+1) → Z(Λs+1) sont deux applications simpliciales, il en est
de même pour ah1 + bh2 et on a (ah1 + bh2)

∗ = ah∗1 + bh∗2, pour tous a, b ∈ Z. De même,
si k : Z(Λs+1) → Z(Λu+1) est une troisième application simpliciale, la composition k ◦ h
est simpliciale, et (k ◦h)∗ = h∗ ◦k∗. On définit maintenant un endomorphisme Z-linéaire
ϑq de R(Λ)q par :

ϑq(eλ) :=

{
sgn(ωλ) · eλ∗ si λ ∈ Σq+1

0 sinon
∀λ ∈ Λq+1.

En raisonnant comme ci-dessus, on voit aussitôt que le système (ϑq | q ∈ N) définit un
endomorphisme ϑ• du complexe R(Λ)•, qui est complété en degré −1 par ϑ−1 := IdZ.
Noter que ϑq est simpliciale pour tout q ∈ N. D’après le théorème 5.9, il existe alors une
homotopie s• de ϑ• vers l’identité de R(Λ)•, mais on souhaite exhiber plus précisément
une homotopie s• telle que sq soit simpliciale en tout degré q ∈ N. On raisonne par
récurrence sur q. Evidemment s−1 : 0 → Z est l’application nulle, et on prend de même
pour s0 l’application nulle Z→ Z(Λ). On a ainsi pour i = 0 :

(∗) ϑi − IdR(Λ)i = si−1 ◦ di + di+1 ◦ si.
Soit maintenant q ≥ 0, et supposons que l’on ait déjà exhibé si vérifiant (∗) pour tout
i ≤ q. Posons ωq+1 := ϑq+1 − IdR(Λ)q+1

− sq ◦ dq+1 ; en calculant comme dans la preuve
du théorème 5.9, on trouve que dq+1 ◦ ωq+1 = 0. Noter que dq+1 est simpliciale, donc de
même pour ωq+1 ; ainsi, ωq+1(eλ) ∈ Z(|λ|q+2) = R(|λ|)q+1 pour tout λ ∈ Λq+2. Rappelons
que R(|λ|)• est une résolution de Z, et évidemment il est un sous-complexe de R(Λ)• ;
par suite, il existe sλ ∈ R(|λ|)q+2 avec dq+2(sλ) = ωq+1(eλ), et on pose sq+1(eλ) := sλ

pour tout λ ∈ Λq+2. Par construction, l’application Z-linéaire sq+1 : Z(Λq+2) → Z(Λq+3)

ainsi définie est simpliciale, et vérifie (∗) avec i = q + 1. Cela achève la construction de
l’homotopie simpliciale s•. En dernier lieu, noter que d∗q est la différentielle en degré q de
Č•(U ,F ), pour tout q ∈ N ; aussi, ϑ∗q = iq ◦ pq, par inspection directe des définitions ;
par suite le système (s∗q | q ∈ N) est l’homotopie souhaitée de i• ◦ p• vers IdČ•(U ,F).

(ii) : Cela suit aussitôt de (i) et de la remarque 5.5(iii).
(iii) suit aussitôt de (ii), car dans ce cas Čqalt(U ,F ) = 0 pour tout q ≥ c. □

Soient maintenant U := (Uλ |λ ∈ Λ) et U ′ := (Vλ′ |λ′ ∈ Λ′) deux recouvrements de
la partie ouverte U ⊂ T , et supposons que U soit un raffinement de U ′, i.e. il existe
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une application t : Λ → Λ′ telle que Uλ ⊂ Vt(λ) pour tout λ ∈ Λ. Dans ce cas, on
dit aussi que U raffine U ′. Pour tout q ∈ N et tout λ := (λ0, . . . , λq) ∈ Λq+1 posons
t(λ) := (t(λ0), . . . , t(λq)) ; on déduit un homomorphisme de groupes

tq : Čq(U ′,F )→ Čq(U ,F ) tq(f•)λ := (ft(λ))Uλ ∀λ ∈ Λq+1

et on voit aussitôt que le système (tq | q ∈ N) définit des morphismes de complexes

t• : Č•(U ′,F )→ Č•(U ,F ) t•alt : Č
•
alt(U

′,F )→ Č•alt(U ,F ).

Lemme 5.30. (i) Avec la notation ci-dessus, soit t′ : Λ → Λ′ une autre application
avec Uλ ⊂ Ut′(λ) pour tout λ ∈ Λ. Alors il existe une homotopie de t• vers t′•.

(ii) En particulier, pour tout q ∈ N, l’application induite

ρq(U ′,U ) := Hq(t•) : Ȟq(U ′,F )→ Ȟq(U ,F )

est indépendante du choix de t.
(iii) Si U ′′ := (Wλ′′ |λ′′ ∈ Λ′′) est un troisième recouvrement de U , et U ′ est un

raffinement de U ′′, on a ρq(U ′,U ) ◦ ρq(U ′′,U ′) = ρq(U ′′,U ) pour tout q ∈ N.
(iv) U est F -acyclique ⇔ ρq({U},U ) est un isomorphisme pour tout q ∈ N.

Démonstration. Pour tout q ∈ N, tout i ∈ {0, . . . , q} et tout λ := (λ0, . . . , λq) ∈ Λq+1

posons ui(λ) := (t(λ0), . . . , t(λi), t
′(λi), . . . , t

′(λq)) ∈ Λ′q+2. Noter que Uλ ⊂ Vui(λ) pour
tout tel λ et tout tel i. Soit s0 : Č0(U ′,F ) → Č−1(U ,F ) = 0 l’application nulle, et
pour tout q > 0 définissons

sq : Čq(U ′,F )→ Čq−1(U ,F ) sq(f•)λ :=
∑q−1
i=0 (−1)

i · (fui(λ))Uλ ∀λ ∈ Λq.

Avec la notation du §5.1.8, on calcule :

(dq−1 ◦ sq(f•))µ =
∑q
r=0

∑q−1
i=0 (−1)

r+i · (fui◦τr(µ))Uµ
(sq+1 ◦ dq(f•))µ =

∑q
i=0

∑q+1
r=0(−1)

i+r · (fτr◦ui(µ))Uµ
∀µ ∈ Λq+1

et noter que

ui ◦ τr =

{
τr+1 ◦ ui si i < r

τr ◦ ui+1 si i ≥ r.
et τj ◦ uj−1 = τj ◦ uj ∀j = 1, . . . , q

d’où dq−1 ◦ sq + sq+1 ◦ dq = t′q − tq pour tout q ∈ N ; i.e. (sq | q ∈ N) est une homotopie
de t′• vers t•, et cela achève la preuve de (i). L’assertion (ii) suit aussitôt de (i) et de la
remarque 5.5(iii). L’assertion (iii) est claire, car si v : Λ′ → Λ′′ est une application avec
Vλ′ ⊂ Wv(λ′) pour tout λ′ ∈ Λ′, alors Uλ ⊂ Wv◦t(λ) pour tout λ ∈ Λ, et évidemment
(v ◦ t)q = tq ◦ vq pour tout q ∈ N.

(iv) : Le morphisme t• relatif aux recouvrements {U} et U se prolonge de façon
évidente en un morphisme t•aug : Č•aug({U},F ) → Č•aug(U ,F ) ; d’autre part, avec le
théorème 5.29(iii) on vérifie aisément que le recouvrement {U} est F -acyclique. Il suffit
alors de vérifier que Hq(t•) est bijectif ⇔ Hq(t•aug) est bijectif, pour chaque q ∈ Z. Mais
on a un diagramme commutatif de complexes

0 // Č•({U},F ) //

t•

��

Č•aug({U},F ) //

t•aug��

F (U)[−1] // 0

0 // Č•(U ,F ) // Č•aug(U ,F ) // F (U)[−1] // 0

dont les lignes horizontales sont des suites exactes courtes. L’assertion suit alors de la
remarque 2.111, de l’exercice 2.104, et d’une simple récurrence sur q ∈ N : les détails sont
laissés aux soins du lecteur. □
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5.2. Schémas. Le langage des faisceaux de la section 4.3 nous aidera non seulement pour
formaliser l’opération de recollement de sections, mais même afin de recoller des espaces
topologiques (en l’occurrence, des spectres premiers d’anneaux) et ainsi construire des
variétés algébro-géométriques tout à fait générales. La première étape consiste à munir
l’espace X := SpecA associé à un anneau arbitraire A, d’un faisceau OX de fonctions
algébriques, analogue au faisceau des fonctions continues à valeurs réelles de l’exemple
4.84. Or, l’anneau OX(X) des sections globales de OX devrait être A ; mais quel est
l’anneau des fonctions algébriques sur une partie ouverte U de X ? Si U est une partie
ouverte représentable au sens de la remarque 3.34, il est naturel de supposer que OX(U)
devrait être une A-algèbre représentant U . Par exemple, on devrait avoir OX(D(f)) ≃ Af
pour tout f ∈ A, au vu de l’exercice 3.35 ; en tout cas, la restriction à D(f) ≃ SpecAf du
faisceau OX devrait coïncider, à isomorphisme près, avec le faisceau structural OSpecAf ,
dont les sections globales devraient nous redonner en effet l’anneau Af .

5.2.1. Le faisceau structural d’un spectre premier. On arrive ainsi à la question suivante :
existe-t-il un faisceau d’anneaux OX surX tel que OX(U) soit une A-algèbre représentant
U , pour toute partie ouverte représentable U deX ? Noter que si un tel faisceau OX existe,
cette condition le détermine à isomorphisme unique près, car toute partie ouverte de X
admet un recouvrement composé de parties ouvertes représentables. Afin de répondre
à notre question, on va d’abord rassembler quelques observations préliminaires sur les
parties ouvertes représentables :

Lemme 5.31. Soient A un anneau, U,U ′⊂SpecA des parties ouvertes représentées par
les A-algèbres AU , respectivement AU ′ , et f ∈ A tel que D(f) ⊂ U . On a :

(i) La A-algèbre AU ⊗A AU ′ représente U ∩ U ′.
(ii) Il existe un unique isomorphisme Af

∼→ (AU )f de A-algèbres.
(iii) AU est une A-algèbre plate et l’homomorphisme structurel jU : A→ AU induit un
homéomorphisme Spec jU : SpecAU

∼→ U .
(iv) Soit V ⊂ U une partie ouverte. Alors :

(a) V est une partie représentable de SpecA si et seulement si (Spec jU )−1(V ) est une
partie représentable de SpecAU .

(b) Si (Spec jU )
−1(V ) est représentée par la AU -algèbre (AV , i : AU → AV ), la A-

algèbre (AV , i ◦ jU : A→ AV ) représente V .

Démonstration. (i) : Rappelons que AU représente le sous-foncteur FU ⊂ hA tel que
FU (B) := {f : A → B | Im(Spec f) ⊂ U} pour tout anneau B ; or, d’un côté on a
FU ∩FU ′ = FU∩U ′ , et de l’autre côté, AU ⊗AAU ′ représente la somme amalgamée de AU
et AU ′ le long de A ; l’assertion découle alors du lemme 2.47(iii).

(ii) : D’après l’exercice 3.35, la localisation Af représente la partie D(f) ; d’après (i),
il s’ensuit que D(f) = U ∩D(f) est aussi représentée par AU ⊗A Af

∼→ (AU )f (voir le
§3.4.2) ; comme Af et AU ⊗AAf représentent le même sous-foncteur de hA, l’application
canonique Af → AU ⊗AAf : x 7→ 1⊗x est alors l’unique homomorphisme de A-algèbres
de Af vers AU ⊗A Af , et elle est de plus un isomorphisme (voir l’exercice 2.7), d’où
l’assertion.

(iii) : Soit p ∈ U , choisissons a ∈ A tel que p ∈ D(a) ⊂ U , posons b := jU (a), et
soient i : A → Aa et iU : AU → (AU )b les localisations. D’après (ii), la composition
iU ◦ jU : A→ (AU )b se factorise à travers un isomorphisme de A-algèbres :

(∗) Aa
∼→ (AU )b.
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On a ainsi un diagramme commutatif d’espaces topologiques :

Spec(AU )b
Spec(iU ) //

��

SpecAU

Spec(jU )
��

SpecAa
Spec(i) // SpecA

dont la flèche verticale à gauche est l’homéomorphisme induit par (∗). Or, d’un côté,
par l’exemple 3.32(i), Spec(i) (resp. Spec(iU )) identifie SpecAa (resp. Spec(AU )b) avec
la partie ouverte D(a) ⊂ SpecA (resp. avec D(b) ⊂ SpecAU ), et de l’autre côté on
a D(b) = (Spec jU )

−1(D(a)). Par suite, Spec(jU ) se restreint en un homéomorphisme
(Spec jU )

−1(D(a))
∼→ D(a) ; mais il est aussi clair que l’image de Spec(jU ) est contenue

dans U , par la propriété universelle de AU . Comme p est arbitraire, il s’ensuit que l’image
de Spec(jU ) est précisément U , et Spec(jU ) induit un homéomorphisme SpecAU

∼→ U . En
dernier lieu, (∗) induit un isomorphisme d’anneaux : Ap

∼→ (Aa)p
∼→ ((AU )b)q

∼→ (AU )q,
avec q := (Spec jU )

−1(p) ; comme Ap est une A-algèbre plate, il en est alors de même
pour (AU )q, pour tout q ∈ SpecAU , et finalement AU est une A-algèbre plate, d’après
la proposition 3.77.

(iv) : Soient (Spec jU )−1(V ) représentable, et (B,ϕ : A→ B) une A-algèbre ; si l’image
de Specϕ est dans V , a fortiori elle est dans U , d’où ϕ = ϕ′◦jU pour un homomorphisme
unique ϕ′ : AU → B de A-algèbres, et il vient : Im(Specϕ′) ⊂ (Spec jU )

−1(V ), ce qui à son
tour entraîne l’existence et unicité d’un homomorphisme de AU -algèbres ϕ′′ : AV → B
avec ϕ′′ ◦ i = ϕ′. On conclut que ϕ′′ est l’unique homomorphisme (AV , i ◦ jU ) → (B,ϕ)
de A-algèbres, donc (AV , i ◦ jU ) représente V . De même on voit réciproquement que
si (AV , i ◦ jU ) représente V , alors (AV , i) représente (Spec jU )

−1(V ) : les détails seront
confiés au lecteur. □

Exercice 5.32. (i) Soient A un anneau, U ⊂ SpecA une partie ouverte représentée par
la A-algèbre AU , et I ⊂ A un idéal. Montrer que rad(IAU ) = rad(I) ·AU .

(ii) En particulier, on a N (AU ) = N (A) ·AU .
(iii) En outre, pAU est un idéal premier de AU , pour tout p ∈ U .

Considérons maintenant la sous-catégorie pleine de Ouv(SpecA) notée :

Rep(A)

dont les objets sont les parties ouvertes représentables de SpecA. D’après le lemme
5.31(i), l’ensemble Ob(Rep(A)) est stable par intersections finies, et il est une base de
SpecA, car il contient les parties D(f), pour tout f ∈ A. Pour toute partie ouverte
représentable U ⊂ SpecA choisissons une A-algèbre AU représentant U ; si U ′ ⊂ U est
une inclusion de parties ouvertes représentables, les propriétés universelles de AU et AU ′
entraînent l’existence d’un unique homomorphisme AUU ′ : AU → AU ′ de A-algèbres. En
particulier, si U ′′ ⊂ U ′ est une troisième partie ouverte représentable, on a nécessairement
AUU ′′ = AU ′U ′′ ◦AUU ′ , donc on a un foncteur bien défini :

A• : Rep(A)
op → A− Alg U 7→ AU (U ′ ⊂ U) 7→ AUU ′ .

Remarque 5.33. (i) Le foncteur A• dépend des choix des A-algèbres représentantes, mais
on voit aisément que deux systèmes de choix différents conduisent à deux foncteurs
isomorphes, et en fait il existe un unique isomorphisme entre les foncteurs ainsi obtenus :
les détails sont laissés aux soins du lecteur.

(ii) Soient U ⊂ SpecA une partie ouverte représentable, et jU : A→ AU l’homomor-
phisme structurel de l’algèbre représentante correspondante ; au vu du lemme 5.31(iv),
l’application continue Spec jU : SpecAU → SpecA induit un foncteur

ωU : Rep(AU )→ Rep(A) W 7→ (Spec jU )(W )
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qui identifie Rep(AU ) avec la sous-catégorie pleine de Rep(A) dont les objets sont les
parties ouvertes représentables de SpecA contenues dans U . De plus, la composition
A• ◦ ωop

U est aussi naturellement identifiée au foncteur (AU )• : i.e. la restriction de A• à
Rep(AU ) coïncide avec (AU )•, à isomorphisme unique près.

Définition 5.34. Soient (T,T ) un espace topologique, et A une catégorie.
(i) Un site de T est une sous-catégorie pleine S de Ouv(T ) telle que Ob(S ) est une

base de T stable par intersections finies : U,U ′ ∈ Ob(S )⇒ U ∩ U ′ ∈ Ob(S ).
(ii) Soit S un site de T . Un préfaisceau sur S à valeurs dans A (ou, brièvement : un

A -préfaisceau sur S ) est un foncteur F : S op → A . Les Ens-préfaisceaux sont appelés
simplement préfaisceaux sur S . De même, si A = Z − Alg,Grp ou A − Mod pour un
anneau A, on parle de préfaisceaux d’anneaux (resp. de groupes, resp. de A-modules) sur
S : cf. la définition 4.83(i). Pour un tel F on utilisera la même terminologie introduite
pour le cas particulier des préfaisceaux sur T : donc on parlera e.g. des U -sections de F ,
pour tout U ∈ Ob(S ), et de restrictions à U ′ des U -sections de F , pour toute inclusion
U ′ ⊂ U d’objets de S .
(iii) Soit F un A -préfaisceau sur le site S de T . On dit que F est un faisceau à valeurs

dans A sur S (ou, brièvement, un A -faisceau sur S ) si pour tout U ∈ Ob(S ) et tout
recouvrement U ⊂ Ob(S ) de U , le cône (F (U) → F (Q) |Q ∈ U ∧ U ) induit par les
restrictions est universel. Comme ci-dessus, les Ens-faisceaux seront appelés simplement
faisceaux sur S . De même on définit les faisceaux d’anneaux (resp. de groupes, resp. de
A-modules) sur S .
(iv) Soient F et G deux A -préfaisceaux (resp. deux A -faisceaux) sur S ; les mor-

phismes F → G de A -préfaisceaux (resp. de A -faisceaux ) sur S sont les transfor-
mations naturelles, comme pour le cas particulier des A -préfaisceaux sur T . Ainsi la
catégorie des préfaisceaux sur S est

Ŝ := Fun(S op,Ens)

et S̃ sera la sous-catégorie pleine de Ŝ dont les objets sont les faisceaux sur S .

Exercice 5.35. (i) Soient S un site d’un espace topologique (T,T ), et A une catégorie
complète. L’inclusion de catégories jS : S → Ouv(T ) induit un foncteur

jS ∗ := Fun(jopS ,A ) : Fun(Ouv(T )op,A )→ Fun(S op,A ) F 7→ F ◦ jopS

de la catégorie des A -préfaisceaux sur T dans celle des A -préfaisceaux sur S (voir
l’exercice 1.129(iii)). Montrer que jS ∗ admet un adjoint à droite plein et fidèle :

j∗S : Fun(S op,A )→ Fun(Ouv(T )op,A ).

Pour tout F ∈Ob(Fun(S op,A )) on appelle j∗SF le prolongement canonique de F .
(ii) Montrer que jS ∗ et j∗S induisent par restriction des équivalences entre la catégorie

des A -faisceaux sur T et celle des A -faisceaux sur S .
(iii) Supposons que tout U ∈ Ob(S ) soit une partie compacte de T , et soit F un

A -préfaisceau sur S . Montrer que F est un A -faisceau sur S ⇔ pour tout U ∈ Ob(S )
et tout recouvrement fini U ⊂ Ob(S ) de U , le cône (F (U) → F (Q) |Q ∈ U ∧ U )
induit par les restrictions est universel.

Voici une première application de l’exercice 5.35 :

Lemme 5.36. (i) Soient (T,T ) un espace topologique, A une catégorie complète, U
un recouvrement de T , et considérons deux A -faisceaux Fet G sur T . Soit en outre
(ϕ(U) : F|U → G|U |U ∈ U ) un système de morphismes de A -faisceaux tel que :

ϕ
(U)
|U∩U ′ = ϕ

(U ′)
|U∩U ′ ∀U,U ′ ∈ U .

Alors il existe un unique morphisme de A -faisceaux

ϕ : F → G tel que ϕ|U = ϕ(U) ∀U ∈ U .
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(ii) ϕ est un isomorphisme (resp. un monomorphisme, resp. un épimorphisme) de
A -faisceaux si et seulement s’il en est de même pour chaque ϕ(U).

Démonstration. (i) : Soit S le site de T avec Ob(S ) =
⋃
U∈U {V ∈ T |V ⊂ U}. Pour

tout V ∈ Ob(S ), choisissons UV ∈ U avec V ⊂ UV , et posons ψV := ϕ
(UV )
V : F (V ) →

G (V ) ; d’après nos hypothèses, ψV ne dépend pas du choix de UV , et on voit aussitôt
que l’association V 7→ ψV définit un morphisme ψ : F|S → G|S (avec F|S et G|S les
restrictions de F et G au site S ). Par l’exercice 5.35(ii), ψ se prolonge en un unique
morphisme ϕ : F → G de A -faisceaux sur T , d’où (i).

(ii) : Si chaque ϕ(U) est un isomorphisme, évidemment il en est de même pour ψ, et donc
aussi pour ϕ ; réciproquement, si ϕ est un isomorphisme, évidemment il en est de même
pour chaque ϕ(U). Ensuite, soient H un troisième A -faisceau sur T , et β1, β2 : H → F
deux morphismes de A -faisceaux avec ϕ◦β1 = ϕ◦β2 ; il vient ϕ(U)◦β1|U = ϕ(U)◦β2|U pour
tout U ∈ U , donc β1|U = β2|U pour tout tel U , si chaque ϕ(U) est un monomorphisme.
Avec (i), on conclut que dans ce cas β1 = β2, et cela montre que ϕ est un monomorphisme.
On raisonne de même pour vérifier que si chaque ϕ(U) est un épimorphisme, il en est
de même pour ϕ. Réciproquement, soient ϕ un épimorphisme, K un A -faisceau sur
U , et γ1, γ2 : G|U → K deux morphismes de A -faisceaux avec γ1 ◦ ϕ|U = γ2 ◦ ϕ|U ;
notons aussi par jU : U → T l’inclusion. Alors, l’adjonction de l’exemple 4.92(ii) pour le
couple ((−)|U , jU∗) associe à γi ◦ ϕ|U le morphisme jU∗(γi) ◦ ϕ pour i = 1, 2 ; par suite
jU∗(γ1) ◦ ϕ = jU∗(γ2) ◦ ϕ, d’où jU∗(γ1) = jU∗(γ2), et finalement γ1 = γ ; cela achève de
vérifier que ϕ(U) est un épimorphisme. En dernier lieu, soit ϕ un monomorphisme ; notons
par AT̂ (resp. AT̃ ) la catégorie des A -préfaisceaux (resp. de A -faisceaux) sur T , et par
i : AT̃ → AT̂ l’inclusion. D’après l’exercice 2.66, la diagonale ∆F/G : F → F ×G F de ϕ
est un isomorphisme, et d’autre part i(∆F/G ) : i(F )→ i(F )×i(G ) i(F ) est la diagonale
∆i(F)/i(G ) de i(ϕ), d’après l’exercice 4.86. Comme les limites de AT̂ se calculent terme
à terme (remarque 2.56), on voit en outre que

(∆i(F)/i(G ))|U : i(F )|U → i(F )|U ×i(G )|U i(F )|U

est la diagonale de i(ϕ)|U , pour tout U ∈ U . Toujours avec l’exercice 2.66, on conclut
que i(ϕ)|U est un monomorphisme, et donc de même pour ϕ|U , pour tout U ∈ U . □

Avec la terminologie de la définition 5.34, le foncteur A• est donc un préfaisceau
d’anneaux sur le site Rep(A) de SpecA ; mais en fait on a :

Proposition 5.37. Le foncteur A• est un faisceau d’anneaux sur le site Rep(A).

Démonstration. Noter que toute partie représentable U de T := SpecA est compacte
(lemme 5.31(iii)) ; d’après l’exercice 5.35(iii), il suffit alors de montrer que pour tout
recouvrement fini U ⊂ Ob(Rep(A)) d’une telle U , le cône induit par les restrictions
(AU → AQ |Q ∈ U ∧ U ) est universel. Compte tenu de la remarque 5.33(ii), on peut
remplacer A par AU et U par le recouvrement correspondant de SpecAU , et se ramener
ainsi au cas où U = T . Disons que U = {U1, . . . , Un}, et posons B := AU1 × · · · × AUn .
Noter que SpecB s’identifie naturellement à la réunion disjointe U1 ⊔ · · · ⊔ Un (voir
l’exercice 3.66(ii)), donc l’application continue induite SpecB → T est surjective ; au vu
du lemme 5.31(iii) et du problème 3.83(i.c), la A-algèbre B est alors fidèlement plate. De
plus, d’après le lemme 5.31(i) on a un isomorphisme naturel de A-algèbres :

ω : B ⊗A B
∼→
∏

1≤i,j≤nAUi ⊗A AUj
∼→
∏

1≤i,j≤nAUi∩Uj .

Rappelons que pour toute inclusion V ′ ⊂ V de parties ouvertes représentables, l’unique
homomorphisme de A-algèbres AV → AV ′ définit la restriction a 7→ aV ′ des V -sections
du préfaisceau A•, et soit ε : A→ B l’homomorphisme tel que : a 7→ (aU1

, . . . , aUn) pour
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tout a ∈ A. On obtient un diagramme de A-algèbres :

A
ε // B

∂0
0 //
∂0
1

// B ⊗A B

où ∂00 et ∂01 sont les homomorphismes de A-algèbres tels que :

ω ◦ ∂00(a1, . . . , an) = ((aj)Ui∩Uj | 1 ≤ i, j ≤ n)
ω ◦ ∂01(a1, . . . , an) = ((ai)Ui∩Uj | 1 ≤ i, j ≤ n)

∀(a1, . . . , an) ∈ B

et on est ramené à vérifier que ε identifie A avec l’égaliseur de ∂00 et ∂01 (comparer avec
la preuve de la proposition 2.40). Mais par ce qui précède, les restrictions

AUi → AUi∩Uj ← AUj

s’identifient aux deux uniques homomorphismes de A-algèbres AUi → AUi⊗AAUj ← AUj ,
i.e. aux applications : a 7→ a⊗ 1 et a′ 7→ 1⊗ a′ pour tous a ∈ AUi et a′ ∈ AUj ; par suite

∂00(b) = 1⊗ b et ∂01(b) = b⊗ 1 ∀b ∈ B.
Finalement, on conclut que ∂00 −∂01 n’est rien d’autre que la différentielle d0 du complexe
d’Amitsur associé à ε, donc l’assertion suit du problème 5.12(iii). □

En joignant la proposition 5.37 et l’exercice 5.35(ii) on complète finalement la construc-
tion du faisceau des fonctions algébriques, que l’on notera :

OSpec(A).

Il est caractérisé à isomorphisme unique près, comme le faisceau d’anneaux sur SpecA
qui prolonge le faisceau A• sur le site Rep(A).

5.2.2. Schémas. On souhaite maintenant expliquer comment recoller des spectres pre-
miers afin de construire des variétés plus générales ; pour cela, on va d’abord introduire
la catégorie qui accueillera les objets géométriques que l’on envisage :

Définition 5.38.(i) Un espace annelé est la donnée T :=(T,OT ) d’un espace topologique
T et d’un faisceau d’anneaux OT sur T , dit faisceau structural de T .

(ii) Soient (T,OT ) et (S,OS) deux espaces annelés. Un morphisme d’espaces annelés
f := (f, f ♭) : (T,OT ) → (S,OS) est la donnée d’une application continue f : T → S et
d’un morphisme de faisceaux d’anneaux f ♭ : OS → f∗OT .

Remarque 5.39. (i) Soit f : (T,OT ) → (S,OS) un morphisme d’espaces annelés. L’ad-
jonction canonique du §4.3.2 associe à f ♭ : OS → f∗OT un morphisme de faisceaux
d’anneaux

f ♯ : f̃−1OS → OT
et réciproquement, la donnée de f ♯ détermine f ♭, donc on peut définir aussi un morphisme
d’espaces annelés par un tel couple (f, f ♯).

(ii) Soit g := (g, g♭) : (S,OS)→ (W,OW ) un deuxième morphisme d’espaces annelés.
La composition g ◦ f est le morphisme d’espaces annelés

(h, h♭) : (T,OT )→ (W,OW ) avec h := g ◦ f et h♭ := g∗(f
♭) ◦ g♭.

On voit aussitôt que cette loi de composition est associative, donc les espaces annelés et
les morphismes d’espaces annelés forment une catégorie :

EspAnn.

(iii) Dans la situation de (i), soit t ∈ T ; par inspection directe, on vérifie aisément que la
bijection naturelle ω̃tf,OS : (f̃−1OS)t

∼→ OS,f(t) de l’exercice 4.98(ii) est un isomorphisme
d’anneaux qui identifie (f ♯)t avec l’homomorphisme d’anneaux :

f ♯t : OS,f(t) → OT,t [s, U ] 7→ [f ♭U (s), f
−1U ].
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(iv) Dans la situation de (ii), le diagramme suivant commute :

D :

f̃−1 ◦ g̃−1OW
γ̃f,gOW //

f̃−1(g♯) ��

(̃g ◦ f)−1OW
(g◦f)♯
��

f̃−1OS
f♯ // OT

où γ̃f,gOW
est l’isomorphisme naturel de l’exercice 4.98(ii). Pour la preuve, il suffit de

montrer la commutativité du diagramme Dt obtenu en prenant terme à terme les fibres
des faisceaux et morphismes de D , en tout point t ∈ T . Mais au vu de la caractérisation
de (γ̃f,gOW

)t en termes du diagramme commutatif (†) de l’exercice 4.98(ii), une chasse au
diagramme que l’on laissera au lecteur ramène à son tour aisément la commutativité de
Dt à celle du diagramme :

OW,g◦f(t)
g♯
f(t)

xx

(g◦f)♯t

%%
OS,f(t)

f♯t // OT,t

et cela découle de la description explicite de ces applications fournie par (iii).

Exercice 5.40. (i) Soient T := (T,OT ) un espace annelé, et Z ⊂ T une partie ; comme
dans l’exercice 2.7(iv), on peut considérer le foncteur

hT op : EspAnnop → Ens X 7→ EspAnn(X,T )

et le sous-foncteur FZ ⊂ hT op avec FZ(X) := {(g, g♭) ∈ EspAnn(X,T ) | Im(g) ⊂ Z}.
Montrer que FZ est représentable par un espace annelé que l’on notera Z ×T T .

(ii) Soit j : U → T l’inclusion d’une partie ouverte. Montrer que FU est représenté par
le sous-espace annelé ouvert (U,OU ) de T , où U est muni de la topologie induite par T ,
et avec OU := (OT )|U , la restriction de OT à la sous-catégorie Ouv(U)op ⊂ Ouv(T )op. Le
morphisme universel (U,OU )→ T est le couple (j, j♭) avec j♭ : OT → j∗OU le morphisme
de faisceaux tel que j♭V : OT (V )→ OT (V ∩U) est l’application de restriction, pour toute
partie ouverte V ⊂ T .

Remarque 5.41. (i) Soit ϕ : T → T ′ un morphisme d’espaces annelés, j : Z → T et
j′ : Z ′ → T ′ les inclusions de deux parties telles que ϕ(Z) ⊂ Z ′ ; d’après l’exercice 5.40(i)
on déduit des morphismes canoniques j := (j, j♭) : Z ×T T → T et j′ := (j′, j′♭) :

Z ′ ×T ′ T ′ → T ′ d’espaces annelés, et ϕ se restreint en un morphisme d’espaces annelés
unique (ϕ)|Z : Z ×T T → Z ′ ×T ′ T ′ tel que j′ ◦ (ϕ)|Z = ϕ ◦ j.

(ii) Soit ((Tλ,OTλ) |λ ∈ Λ) une petite famille d’espaces annelés ; rappelons que le
coproduit des espaces topologiques sous-jacents ((Tλ,Tλ) |λ ∈ Λ) est représenté par la
réunion disjointe T :=

⊔
λ∈Λ Tλ des ensembles (Tλ |λ ∈ Λ), munie de la topologie T telle

que U := (U × {λ} |λ ∈ Λ, U ∈ Tλ) soit une base de T (voir la solution du problème
2.51(i)). Le co-cône universel (jλ : Tλ → T |λ ∈ Λ) consiste en des applications continues,
injectives et ouvertes telles que jλ(x) := (x, λ) pour tout λ ∈ Λ et tout x ∈ Tλ. Soit alors
S le site de T avec Ob(S ) = U ; évidemment on obtient un faisceau d’anneaux A sur
S avec

A (U × {λ}) := OTλ(U) ∀λ ∈ Λ,∀U ∈ Tλ

(avec les restrictions A (U × {λ})→ A (V × {λ}) du faisceau OTλ , pour toute inclusion
V ⊂ U de parties ouvertes de Tλ). D’après l’exercice 5.35(ii) il existe alors un faisceau
d’anneaux OT sur T , unique à isomorphisme unique près, qui prolonge A , de sorte que
l’on a une identification naturelle j♯λ : ȷ̃−1λ OT

∼→ OTλ pour tout λ ∈ Λ (exemple 4.92(i)).
Avec le lemme 5.36(i), on voit en outre que la donnée d’un morphisme F → OX de
faisceaux d’anneaux équivaut à celle d’une famille (ȷ̃−1λ F → OTλ |λ ∈ Λ) de morphismes
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de faisceaux d’anneaux. En particulier, la donnée d’un morphisme d’espaces annelés
(f, f ♯) : (T,OT ) → (X,OX) revient à celle d’une application continue f : T → X et
d’une famille de morphismes de faisceaux d’anneaux (ȷ̃−1λ f̃−1OX → OTλ |λ ∈ Λ). A son
tour, f équivaut à la donnée de la famille (fλ := f ◦ jλ : Tλ → X |λ ∈ Λ), et rappelons
l’isomorphisme naturel de foncteurs f̃−1λ

∼→ ȷ̃−1λ ◦ f̃−1, pour tout λ ∈ Λ (remarque 4.94).
Ainsi, (f, f ♯) équivaut à la donnée d’une famille ((fλ, f

♯
λ) : (Tλ,OTλ)→ (X,OX) |λ ∈ Λ)

de morphismes d’espaces annelés ; cela revient à dire que (T,OT ) représente le coproduit⊔
λ∈Λ(Tλ,OTλ) dans la catégorie EspAnn, avec co-cône universel ((jλ, j

♯
λ) |λ ∈ Λ).

Définition 5.42. Soit T := (T,OT ) un espace annelé.
(i) On dit que T est un schéma affine, s’il existe un anneau A avec un isomorphisme

d’espaces annelés T ∼→ (SpecA,OSpecA).
(ii) On dit que T est un schéma, si tout t ∈ T admet un voisinage ouvert U ⊂ T tel

que le sous-espace annelé ouvert (U, (OT )|U ) est un schéma affine.

Remarque 5.43. Soient A un anneau, U ∈ Rep(A), et T := (SpecA,OSpecA).
(i) Il suit aussitôt de la remarque 5.33(ii) que U ×SpecA T est un schéma affine.

(ii) Un sous-schéma ouvert d’un schéma X est un sous-espace annelé ouvert U :=
(U,OU ) de X (voir l’exercice 5.40(ii)). Comme les ouverts représentables forment une
base de SpecA, on déduit de (i) que U est un schéma. Si U est un sous-schéma ouvert
affine, on dira aussi que U est une partie ouverte affine de X.
(iii) Soit f : A→ B un homomorphisme d’anneaux, et ϕ := Spec f : SpecB → SpecA.

Alors ϕ−1U ∈ Rep(B). En effet, pour tout homomorphisme d’anneaux g : B → B′ on a :
Im(Spec g) ⊂ ϕ−1U ⇔ Im(Spec(g ◦ f)) ⊂ U , i.e. g ∈ hϕ−1U (B

′) ⇔ g ◦ f ∈ hU (B
′). Avec

la notation de la remarque 2.48(ii), cela revient à dire que

hϕ−1
U

= h−1f (hU ).

Mais la somme amalgamée B ⊔A AU est représentée par B ⊗A AU (voir la section
3.4), donc, la B-algèbre B ⊗A AU représente ϕ−1U ⊂ SpecB, et le foncteur Ouv(ϕ) :
Ouv(SpecB)→ Ouv(SpecA) du §4.3.2 induit par restriction un foncteur

Rep(f) : Rep(A)→ Rep(B) U 7→ ϕ−1U.

Pour tout A -préfaisceau F (avec une catégorie A quelconque) sur le site Rep(B) on
posera ϕ∗F := F ◦ Rep(f)op ; si F est un A -faisceau, il est clair que ϕ∗F est un A -
faisceau sur Rep(A). En particulier, si A• (resp. B•) est le faisceau d’anneaux sur Rep(A)
(resp. sur Rep(B)) comme dans la proposition 5.37, il vient un faisceau ϕ∗B• ainsi qu’un
morphisme naturel de faisceaux d’anneaux sur Rep(A) :

ϕ♭ : A• → ϕ∗B•.

En effet, on vient de voir que pour tout U ∈ Rep(A) la B-algèbre B ⊗A AU représente
Bϕ−1U , d’où un isomorphisme unique de B-algèbres B ⊗A AU

∼→ Bϕ−1U , et on définit
ϕ♭U : AU → Bϕ−1U comme la composition de cet isomorphisme avec l’homomorphisme
canonique AU → B⊗AAU : a 7→ 1⊗a. On laisse au lecteur le soin de vérifier la naturalité
de l’association : U 7→ ϕ♭U .
(iv) Par construction, ϕ∗B• est la restriction du faisceau ϕ∗OSpecB sur SpecA ; l’exer-

cice 5.35(ii) fournit alors un prolongement unique de ϕ♭ en un morphisme de faisceaux
d’anneaux sur SpecA, que l’on notera également

ϕ♭ : OSpec(A) → ϕ∗OSpec(B).

On a ainsi associé à tout homomorphisme d’anneaux f : A→ B un morphisme Spec f :=
(ϕ, ϕ♭) : (SpecB,OSpecB) → (SpecA,OSpecA) d’espaces annelés. On dira que Spec f

est le morphisme de schémas affines associé à f . Noter que ϕ♭ détermine f , car on a
f = ϕ♭SpecA : A = OSpecA(SpecA)→ B = OSpecB(SpecB).
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Exemple 5.44. (i) Pour tout anneau A et tout n ∈ N, l’espace affine de dimension n
sur A est le schéma affine

AnA := SpecA[T1, . . . , Tn].

Si K est un corps algébriquement clos, le Nullstellensatz identifie naturellement l’en-
semble des points fermés de SpecK[T1, . . . , Tn] avec Kn (voir §1.3.1) ; les points non
fermés (i.e. les idéaux premiers non maximaux de K[T1, . . . , Tn]) correspondent d’autre
part aux sous-ensembles algébriques irréductibles de Kn.

(ii) Pour un anneau A arbitraire, l’homomorphisme structurel A → A[T1, . . . , Tn]
induit un morphisme de schémas affines π : AnA → SpecA, et pour tout p ∈ SpecA, la
fibre π−1(p) s’identifie naturellement à l’espace topologique Spec k(p)[T1, . . . , Tn]. Donc,
on peut interpréter AnA comme une famille algébrique d’espaces affines de dimension n
indexés par les points de SpecA.

5.2.3. Morphismes de schémas. La géométrie algébrique s’intéresse aux morphismes ϕ :
X → Y d’origine algébrique entre schémas, i.e. ces morphismes d’espaces annelés dont
la restriction U ×X X → V ×Y Y est le morphisme de schémas affines associé, comme
dans la remarque 5.43(iv), à l’homomorphisme d’anneaux

OY (V )
ϕ♭V−−→ OX(ϕ−1V )→ OX(U)

pour tout couple de parties ouvertes affines U ⊂ X et V ⊂ Y avec ϕU ⊂ V . On appellera
morphisme de schémas tout tel morphisme. Ils sont distingués parmi les morphismes
d’espaces annelés par une propriété plus intrinsèque, qui joue un rôle important aussi dans
de nombreuses autres situations. Avant d’expliquer cette caractérisation, remarquons que
tout morphisme d’espaces annelés entre schémas affines n’est pas forcément un morphisme
de schémas affines ; en effet, on a :

Exemple 5.45. Soit A := S−1Z, avec S := {2n + 1 |n ∈ Z}, et B := Q. L’espace
topologique SpecA contient le point générique ηA et un unique autre point t, l’idéal
maximal de A engendré par 2 ; on note aussi par ηB l’unique point de SpecB. On consi-
dère l’application continue ϕ : SpecB → SpecA telle que ϕ(ηB) = t, et le morphisme
de faisceaux ϕ♭ : OSpecA → ϕ∗OSpecB suivant. La partie ouverte U = {ηA} = D( 12 ) de
SpecA est représentée par la localisation A[ 12 ] = Q, et d’autre part ϕ−1U = ∅, donc
ϕ∗OSpecB(U) = 0, et ϕ♭U : Q → 0 est l’homomorphisme trivial. Pour U = SpecA l’ho-
momorphisme ϕ♭SpecA : A = OSpecA(U)→ B = OSpecB(ϕ

−1U) est l’inclusion. Le couple
(ϕ, ϕ♭) est bien un morphisme SpecB → SpecA d’espaces annelés, mais il n’est pas un
morphisme de schémas affines, car le cas échéant il devrait coïncider avec Spec (ϕ♭SpecA),
et ce dernier envoie ηB 7→ ηA.

Observons ensuite que pour tout anneau A et tout p ∈ SpecA, la fibre (OSpecA)p
du faisceau structural de SpecA est une A-algèbre locale, naturellement isomorphe à
la localisation Ap. En effet, noter que la partie Dp := {D(a) | a ∈ A \ p} est finale
dans l’ensemble partiellement ordonné Up des voisinages ouverts de p dans SpecA, et
OSpecA(D(a))

∼→ A[a−1] pour tout D(a) ∈ Dp, d’où un isomorphisme naturel :

(OSpecA)p
∼→ colim

D(a)∈Dop
p

A[a−1]

(voir l’exercice 2.35(iii)) et cette colimite est représentée par Ap, d’après l’exercice 3.41.
Or, revenons à la situation de la remarque 5.43(iv), et soient q ∈ SpecB et p := ϕ(p) ;
par ce qui précède, l’homomorphisme induit sur les fibres

ϕ♯p : (OSpecA)p → (OSpecB)q

est naturellement identifié avec l’unique homomorphisme de A-algèbres Ap → Bq, et ce
dernier est un homomorphisme local d’anneaux locaux (voir le problème 3.83(iii)).
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Définition 5.46. (i) Un espace localement annelé est un espace annelé (T,OT ) tel que
la fibre OT,t est un anneau local pour tout t ∈ T . Le corps résiduel k(t) de OT,t est appelé
le corps résiduel de T au point t.

(ii) Si T := (T,OT ) et T ′ := (T ′,OT ′) sont deux espaces localement annelés, un
morphisme d’espaces localement annelés (ϕ, ϕ♭) : T → T ′ est un morphisme d’espaces
annelés tel que l’homomorphisme ϕ♯t : OT ′,ϕ(t) → OT,t soit local pour tout t ∈ T . En
particulier, ϕ♯t induit une extension de corps résiduels ϕ♯t : k(ϕ(t))→ k(t).

Comme la composition d’homomorphismes locaux d’anneaux locaux est un homo-
morphisme local, on déduit aisément de la remarque 5.39(iv) que la composition de
morphismes d’espaces localement annelés est un morphisme d’espaces localement anne-
lés. Donc, les espaces localement annelés et leurs morphismes forment une sous-catégorie
(non pleine) de EspAnn que l’on notera :

EsLocAn.

Par ce qui précède, les associations : A 7→ SpecA et f 7→ Spec f pour tout anneau A et
tout homomorphisme d’anneaux f , définissent un foncteur

Spec : (Z− Alg)op → EsLocAn.

Avec cette notation, on peut maintenant énoncer le :

Théorème 5.47. Spec est adjoint à droite du foncteur des sections globales

Γ : EsLocAn→ (Z− Alg)op (T,OT ) 7→ Γ(OT ).

Démonstration. Tout morphisme (ϕ, ϕ♭) : (T,OT ) → SpecA d’espaces localement anne-
lés induit un homomorphisme ϕ♭SpecA : A = Γ(OSpecA)→ Γ(ϕ∗OT ) = Γ(OT ) d’anneaux,
et on montrera plus précisément que l’on a une bijection :

(∗) EsLocAn((T,OT ),SpecA)
∼→ Z− Alg(A,Γ(OT )) (ϕ, ϕ♭) 7→ ϕ♭SpecA.

La naturalité en T et en A de ce système d’applications est immédiate, donc cela nous
fournira une adjonction pour le couple (Γ,Spec). Vérifions d’abord que l’homomorphisme
f := ϕ♭SpecA détermine l’application continue ϕ : en effet, soient t ∈ T et p := ϕ(t) ∈
SpecA ; on obtient un diagramme commutatif d’anneaux

(†)
A

f //

jp
��

Γ(OT )

jt
��

Ap

ϕ♯t // OT,t

où jp est la localisation, et jt est l’homomorphisme associant à toute section globale
s ∈ Γ(OT ) son germe [s, T ] dans la fibre de OT au point t. Soit mt l’idéal maximal de
l’anneau local OT,t ; par hypothèse, (ϕ♯t)−1(mt) = pAp, d’où l’assertion, car :

p = j−1p (pAp) = (jt ◦ f)−1(mt).

Ensuite, pour toute partie ouverte représentable U ⊂ A, on a le diagramme

A
f //

��

Γ(OT )

��
OSpecA(U)

ϕ♭U // OT (ϕ−1U)

dont les flèches verticales sont les restrictions ; en rappelant que OSpecA(U) représente la
partie U , on voit que la commutativité de ce diagramme détermine ϕ♭U . Au vu de l’exercice
5.35(ii), on conclut que f détermine aussi ϕ♭. Cela achève de vérifier l’injectivité de (∗).
Pour la surjectivité, soit f : A → Γ(OT ) un homomorphisme d’anneaux ; on considère
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l’application ϕ : T → SpecA telle que ϕ(t) := (jt ◦ f)−1(mt) pour tout t ∈ T , avec jt et
mt ⊂ OT,t comme ci-dessus. On remarque :

Affirmation 5.48. Soient (X,OX) un espace annelé, s ∈ Γ(OX), et pour tout x ∈ X
notons par sx ∈ OX,x le germe de s au point x. On a :

(i) La partie D(s) := {x ∈ X | sx ∈ O×X,x} est ouverte dans X.
(ii) La restriction sD(s) de s est inversible dans OX(D(s)).

Preuve : (i) : Soit x ∈ D(s) ; donc il existe σ ∈ OX,x tel que sx · σ = 1, et on trouve un
voisinage ouvert U de x dans X tel que σ est le germe en x d’une section s′ ∈ OX(U).
Quitte à remplacer U par un voisinage plus petit de x, on peut supposer que sU · s′ = 1
dans OX(U), d’où U ⊂ D(s), et cela implique l’assertion.

(ii) : En raisonnant comme dans (i), on voit que pour tout x ∈ D(s) il existe un
voisinage ouvert V ⊂ D(s) de x et une section uV ∈ OX(V ) telle que uV · sV = 1
dans OX(V ). On trouve ainsi un recouvrement V de D(s) et un système de sections
u• := (uV |V ∈ V ) avec ces propriétés pour tout V ∈ V ; il s’ensuit aisément que
(uV )V ∩V ′ = (uV

′
)V ∩V ′ pour tous V, V ′ ∈ V , donc u• se recolle en une section unique

u ∈ OX(D(s)) et évidemment u · sD(s) = 1. ♢

Avec la notation de l’observation 5.48(i), on voit aisément que ϕ−1(D(a)) = D(f(a)) ⊂
T pour tout a ∈ A ; en particulier ϕ est une application continue. Ensuite, l’observa-
tion 5.48(ii) implique que la composition A → OT (ϕ−1D(a)) de f et de la restriction
Γ(OT )→ OT (ϕ−1D(a)) envoie a vers un élément inversible, et donc se factorise à travers
la localisation A → A[a−1]

∼→ OSpecA(D(a)) et un homomorphisme unique d’anneaux
ϕ♭D(a) : OSpecA(D(a)) → OT (ϕ−1D(a)). De plus, si D(a) ⊂ D(a′) on obtient un dia-
gramme commutatif de A-algèbres

OSpecA(D(a))
ϕ♭D(a) //

��

OT (ϕ−1D(a))

��
OSpecA(D(a′))

ϕ♭
D(a′) // OT (ϕ−1D(a′))

(dont les flèches verticales sont les restrictions) car OSpecA(D(a)) représente la par-
tie D(a). Remarquons maintenant que la sous-catégorie pleine S de Ouv(SpecA) avec
Ob(S ) = {D(a) | a ∈ A} est un site de SpecA contenu dans le site Rep(A) ; soient
alors (OSpecA)|S et (ϕ∗OT )|S les restrictions des faisceaux OSpecA et ϕ∗OT au site
S . On peut interpréter le système d’homomorphismes (ϕ♭D(a) | a ∈ A) comme un mor-
phisme (OSpecA)|S → (ϕ∗OT )|S de faisceaux sur S , et d’après l’exercice 5.35(ii),
ce dernier se prolonge en un morphisme unique ϕ♭ : OSpecA → ϕ∗OT de faisceaux
sur T . Le couple (ϕ, ϕ♭) est un morphisme d’espaces annelés ϕ : T → SpecA, et
par construction on a ϕ♭SpecA = f . Pour conclure la preuve il reste seulement à véri-
fier que ϕ est bien un morphisme d’espaces localement annelés. Mais pour t ∈ T et
p := ϕ(t), l’homomorphisme ϕ♯t fait commuter le diagramme (†), et par construction on
a (ϕ♯t ◦ jp)−1(mt) = (jt ◦ f)−1(mt) = p, d’où (ϕ♯t)

−1(mt) = pAp. □

Pour tout couple d’anneaux A,B, le théorème 5.47 fournit une bijection naturelle

Z− Alg(A,B)
∼→ EsLocAn(SpecB, SpecA).

Autrement dit, le foncteur Spec identifie (Z − Alg)op avec une sous-catégorie pleine de
la catégorie des espaces localement annelés. On définira donc la catégorie des schémas
comme la sous-catégorie pleine de EsLocAn dont les objets sont les schémas.

Remarque 5.49. (i) Soit A un anneau. On déduit aussitôt du théorème 5.47 que les
parties représentables de SpecA sont précisément les parties ouvertes affines du schéma
affine (SpecA,OSpecA).
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(ii) Pour toute A-algèbre B, le morphisme structurel i : A→ B induit un morphisme
πB := Spec i : SpecB → SpecA de schémas, et pour tout couple de A-algèbres B,C la
bijection naturelle ci-dessus se restreint en une bijection entre A−Alg(B,C) et l’ensemble
des morphismes de schémas ϕ : SpecC → SpecB tels que πB◦ϕ = πC . Plus généralement,
on appellera A-schéma la donnée (X,π) d’un schéma X et d’un morphisme de schémas
X → SpecA ; de même, un morphisme de A-schémas ϕ : (X,π) → (X ′, π′) est un
morphisme de schémas ϕ : X → X ′ tel que π′ ◦ ϕ = π.

(iii) Il est utile de généraliser davantage notre terminologie : si S est un schéma arbi-
traire, on appellera aussi S-schéma la donnée (X,π) d’un schéma X et d’un morphisme
de schémas π : X → S. De même, un morphisme de S-schémas ϕ : (X,π)→ (X ′, π′) sera,
comme dans (i), la donnée d’un morphisme de schémas ϕ : X → X ′ tel que π′ ◦ ϕ = π.

(iv) Pour tout A-schéma (X,π) on notera aussi par X(A) l’ensemble des sections
schématiques de π, i.e. les morphismes σ : SpecA→ X tels que π ◦ σ = 1SpecA. Notam-
ment, pour tout n ∈ N l’ensemble AnA(A) est naturellement identifié avec An (notation de
l’exemple 5.44), comme expliqué par l’exemple 2.6. Tout morphisme ϕ : (X,π)→ (X ′, π′)
de A-schémas induit une application

ϕ(A) : X(A)→ X ′(A) (SpecA
σ−→ X) 7→ (SpecA

ϕ◦σ−−→ X ′).

(v) SoitK un corps, (X,π) unK-schéma, et notons par s l’unique point de S := SpecK.
D’après le théorème 5.47, la donnée de π équivaut à celle d’un homomorphisme d’anneaux
f : K → Γ(OX), et pour tout x ∈ X l’homomorphisme π♯x : OS,s = K → OX,x est
la composition de f avec l’homomorphisme naturel Γ(OX) → OX,x associant à toute
section globale son germe au point x. D’autre part, toute section schématique σ ∈ X(K)
est caractérisée par son image σ(s) ∈ X et par le morphisme de faisceaux associé σ♯ :
σ̃−1OX → OS ; ce dernier à son tour équivaut à la donnée de l’homomorphisme d’anneaux
σ♯s : OX,σ(s) → OS,s = K (voir la remarque 5.39(iii)). La condition π ◦ σ = 1S revient
à l’identité σ♯s ◦ π

♯
σ(s) = IdK . Cette identité montre que π♯σ(s) induit un isomorphisme

de K sur le corps résiduel k(σ(s)) de X au point σ(s), et cet isomorphisme identifie σ♯s
avec la projection naturelle OX,σ(s) → k(σ(s)). En résumé, toute section σ ∈ X(K) est
complètement déterminée par son image σ(s), et la partie {σ(s) |σ ∈ X(K)} contient
précisément les K-points de X, i.e. les x ∈ X tels que l’extension de corps résiduels
π♯x : K → k(x) soit un isomorphisme.

(vi) Pour tout morphisme ϕ : (X,π) → (X ′, π′) de K-schémas, l’application ϕ(K) :
X(K)→ X ′(K) de (iv) envoie ainsi les K-points de X sur ceux de X ′ ; évidemment ϕ(K)

coïncide avec la restriction de ϕ sur la partie des K-points de X.

Remarque 5.50. Soit X := (X,OX) un schéma ; posons :

X(x) := SpecOX,x ∀x ∈ X.

Pour tout voisinage ouvert affine U ⊂ X de x, l’homomorphisme naturel ρU : OX(U)→
OX,x induit un morphisme de schémas jU : X(x) → U := U ×X X ; après composition
avec l’inclusion U → X, on obtient ainsi un morphisme de schémas jx : X(x)→ X. Noter
que si V ⊂ U est un autre voisinage ouvert affine de x, l’homomorphisme ρU se factorise
à travers la restriction ρUV : OX(U)→ OX(V ) et l’homomorphisme correspondant ρV :
OX(V ) → OX,x ; donc jU est la composition du morphisme jV : X(x) → V := V ×X X
induit par ρV et du morphisme d’inclusion V → U (qui est induit par ρUV ). On déduit
aussitôt que jx est indépendant du choix de U . On appelle jx : X(x)→ X la localisation
de X au point x.

Problème 5.51. (i) Montrer que la catégorie EspAnn est complète.
(ii) Soit X• := ((Xλ,OXλ) |λ ∈ Λ) un système d’espaces localement annelés, indexé

par un ensemble partiellement ordonné cofiltrant Λ ; montrer que la limite de X• est
représentable dans EsLocAn.
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5.3. Modules quasi-cohérents. La section précédente nous a montré comment associer
à tout anneau A un espace annelé SpecA ; on va maintenant expliquer que tout A-module
donne lieu naturellement à un faisceau de A-modules sur SpecA. Plus généralement, on
obtiendra une catégorie très utile de faisceaux de OX-modules, sur tout schéma (X,OX).

Définition 5.52. Soit A un préfaisceau d’anneaux sur l’espace topologique (X,T ).
(i) Un pré-A -module (resp. un A -module) est la donnée d’un préfaisceau (resp. un

faisceau) M sur X, et pour tout U ∈ T d’une structure de A (U)-module sur M (U),
telle que pour toute inclusion U ′ ⊂ U de parties ouvertes, la restriction M (U)→M (U ′)
soit A (U)-linéaire :

aU ′ · sU ′ = (a · s)U ′ ∀a ∈ A (U), ∀s ∈M (U).

(ii) Un morphisme de pré-A -modules (resp. de A -modules) ϕ : M → M ′ est un
morphisme de préfaisceaux (resp. de faisceaux) tel que ϕU : M (U)→M ′(U) soit A (U)-
linéaire pour tout U ∈ T ; on dit aussi que ϕ est A -linéaire. Avec la composition évidente
de morphismes, les pré-A -modules et les A -modules forment donc des catégories :

A − pré.Mod et A −Mod.

(iii) On dénote par Γ : A − Mod → Γ(A ) − Mod le foncteur qui associe à tout A -
module M le Γ(A )-module Γ(M ) = M (X) de ses sections globales, et à tout morphisme
ϕ : M →M ′ l’application Γ(A )-linéaire ϕX : Γ(M )→ Γ(M ′).

Remarque 5.53. (i) Avec la notation de la définition 5.52, noter que pour toute partie
ouverte U ⊂ X et tout pré-A -module (resp. A -module) M , la restriction M|U de M
à U est un pré-A|U -module (resp. un A|U -module ; voir l’exemple 4.92) ; on a ainsi des
foncteurs de restriction bien définis

(−)|U : A − pré.Mod→ A|U − pré.Mod et (−)|U : A −Mod→ A|U −Mod.

(ii) Soit ϕ : A → B un morphisme de préfaisceaux d’anneaux sur X. On a des
foncteurs évidents de restriction de scalaires :

B − pré.Mod→ A − pré.Mod B −Mod→ A −Mod F 7→ F[ϕ]

avec F[ϕ](U) := F (U)[ϕU ] pour tout U ∈ T (notation du §3.2.1).

5.3.1. Le A a-module associé à un pré-A -module. Dans la situation de la définition 5.52,
soit M un pré-A -module ; considérons le morphisme de X̂

µM : A ×M →M (a,m) 7→ am ∀U ∈ T , ∀(a,m) ∈ A (U)×M (U).

On déduit un morphisme µa
M : (A ×M )a → M a de X̃, et rappelons que l’on a une

identification naturelle (A ×M )a
∼→ A a×M a, car le foncteur (−)a est exact ; en outre,

les produits se calculent terme à terme dans X̃ (voir la solution du problème 4.88(iv)),
donc (A a×M a)(U) = A a(U)×M a(U) pour tout U ∈ T . Ainsi, µa

M est un morphisme
A a ×M a → M a définissant une structure naturelle de A a-module sur M a ; avec la
description explicite de la remarque 4.89(i,ii), il vient

⟨a•,U ⟩ · ⟨m•,U ′⟩ := ⟨am•,U ′′⟩ où U ′′ := U ∩U ′ et amV := aV ·mV ∀V ∈ U ′′

pour toute donnée localement recollée (a•,U ) de A a(U) et (m•,U ′) de M a(U).
• Rappelons que l’unité d’adjonction uA : A → A a est un morphisme de préfaisceaux

d’anneaux (remarque 4.89(iv)) ; par suite, l’unité d’adjonction uM est un morphisme de
pré-A -modules M → (M a)[uA ], et l’association : M 7→ uM est l’unité d’une adjonction
entre le foncteur

(−)[uA ] : A a −Mod→ A − pré.Mod N 7→ N[uA ]

et son adjoint à gauche ainsi défini

(−)a : A − pré.Mod→ A a −Mod M 7→M a.
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• Si M est un A -module, uM est un isomorphisme, et la composition

A a ×M
1Aa×uM−−−−−−→ A a ×M a µa

M−−→M a u−1
M−−→M

définit l’unique structure de A a-module sur M telle que la restriction de scalaires M[uA ]

redonne le A -module (M , µM ). Ainsi, on a un isomorphisme de catégories

A a −Mod
∼→ A −Mod M 7→M[uA ]

par restriction de scalaires. Le foncteur (−)[uA ] considéré en (iv) s’identifie alors canoni-
quement avec le foncteur d’oubli A −Mod→ A −pré.Mod, et son adjoint (−)a s’identifie
de même avec un foncteur A − pré.Mod→ A −Mod.

Remarque 5.54. (i) Soient X,Y deux espaces topologiques, f : X → Y une application
continue, A (resp. B) un préfaisceau d’anneaux sur X (resp. sur Y ), M un pré-A -
module, et N un pré-B-module. On voit aussitôt que f∗M est naturellement un pré-
f∗A -module, et si M est un A -module, f∗M est un f∗A -module.

(ii) De même, puisque le foncteur f̂−1 est exact (exercice 4.93(i)), on peut raisonner
comme au §5.3.1 pour munir f−1N d’une structure naturelle de pré-f−1B-module.
Explicitement, rappelons que pour tout préfaisceau F sur Y et toute partie ouverte
V ⊂ X, les éléments de f−1F (V ) sont les classes d’équivalence [s, U ]V , où U ⊂ Y est
une partie ouverte contenant fV , et s ∈ F (U) ; cela posé, le produit de deux sections
[a, U ]V , [b, U

′]V ∈ f−1B(V ) est donné par :

[a, U ]V · [b, U ′]V := [aU ′′ · bU ′′ , U ′′]V avec U ′′ := U ∩ U ′

et de même pour la loi d’addition. On a une description analogue pour la multiplication
scalaire f−1B(V )× f−1N (V )→ f−1N (V ) du pré-f−1B-module f−1N .

(iii) Si ϕ : M → M ′ est un morphisme de pré-A -modules, évidemment f∗(ϕ) :
f∗M → f∗M ′ est un morphisme de pré-f∗A -modules, et si ψ : N → N ′ est un
morphisme de pré-B-modules, alors f−1(ψ) : f−1N → f−1N ′ est un morphisme de
pré-f−1B-modules. On obtient ainsi deux foncteurs :

f∗ : A − pré.Mod→ f∗A − pré.Mod f̂−1 : B − pré.Mod→ f−1B − pré.Mod.

Remarque 5.55. Soit (X,OX) un espace annelé.
(i) Puisque l’unité d’adjonction est un isomorphisme OX

∼→ Oa
X , le §5.3.1 montre que

le foncteur d’oubli OX −Mod→ OX − pré.Mod admet l’adjoint à gauche

(−)a : OX − pré.Mod→ OX −Mod.

(ii) Soit ϕ : M → N un morphisme de OX -modules. On voit aisément que les
associations : U 7→ Ker(ϕU : M (U) → N (U)) pour toute partie ouverte U ⊂ X,
définissent un OX -sous-module Kerϕ de M , représentant le noyau de ϕ dans la catégorie
OX −Mod : les détails sont laissés aux soins du lecteur.

(iii) Aussi le conoyau de ϕ est représentable dans OX − Mod : en effet, pour toute
partie ouverte U ⊂ X, posons C (U) := Coker(ϕU ) ; noter que pour toute inclusion
U ′ ⊂ U de parties ouvertes, la composition de la restriction N (U) → N (U ′) avec la
projection N (U ′) → C (U ′) se factorise à travers la projection N (U) → C (U) et une
application OX(U)-linéaire unique ρUU ′ : C (U)→ C (U ′). Les associations : U 7→ C (U)
et (U ′ ⊂ U) 7→ ρUU ′ définissent ainsi un pré-OX -module C avec un morphisme naturel
π : N → C . On voit alors aussitôt que C représente le conoyau de ϕ dans la catégorie
OX−pré.Mod, et π est la projection naturelle. Or, C n’est pas forcément un OX -module,
mais noter que le foncteur (−)a de (i) commute avec les conoyaux (proposition 2.49(ii)),
donc C a représente le conoyau de ϕ dans OX −Mod, et πa : N → C a est la projection
naturelle.
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Exercice 5.56. Soient (X,OX) un espace annelé, et f : A→ Γ(OX) un homomorphisme
d’anneaux. Montrer que le foncteur

(−)[f ] ◦ Γ : OX − pré.Mod→ A−Mod M 7→M (X)[f ]

(notation du §3.2.1) admet un adjoint à gauche :

OX ⊗A − : A−Mod→ OX − pré.Mod M 7→ OX ⊗AM

associant à tout ϕ ∈ HomA(M,M ′) un morphisme OX⊗A ϕ : OX⊗A M → OX⊗A M ′.
Par restriction aux OX -modules, on déduit un couple de foncteurs adjoints :

Γ[f ] : OX −Mod→ A−Mod M 7→M (X)[f ]

OX⊗̃A− : A−Mod→ OX −Mod M 7→ OX⊗̃AM := (OX ⊗AM)a.

Définition 5.57. Soient (X,OX) un espace annelé, x ∈ X, et M un OX -module.
(i) On dit que M est quasi-cohérent au point x s’il existe un voisinage ouvert U de

x, un OX(U)-module M , et un isomorphisme OX|U -linéaire

(∗) M|U
∼→ OX|U ⊗̃OX(U)M

(avec la notation de l’exercice 5.56 : ici OX|U ⊗̃OX(U)− est donc l’adjoint à gauche de
Γ = Γ[f ] : OX|U −Mod→ OX(U)−Mod, avec f := IdOX(U)).

(ii) Dans la situation de (i), si l’on a un isomorphisme (∗) avec un OX(U)-module M
de type fini (resp. de présentation finie, resp. libre, resp. projectif de type fini), on dit
que M est de type fini (resp. de présentation finie, resp. localement libre, resp. localement
projectif de type fini) au point x.

(iii) M est quasi-cohérent (resp. de type fini, resp. de présentation finie, resp. loca-
lement libre, resp. localement projectif de type fini) s’il est quasi-cohérent (resp. de type
fini, resp. de présentation finie, resp. localement libre, resp. localement projectif de type
fini) en tout point de X. On notera :

OX − Qcoh

la sous-catégorie pleine de OX −Mod formée des OX -modules quasi-cohérents.

Problème 5.58. (i) Soit (X,OX) un espace annelé. Montrer que :
(a) Pour toute partie ouverte U ⊂ X le foncteur de restriction OX −Mod→ OX|U −

Mod de la remarque 5.53(i) induit un foncteur OX − Qcoh→ OX|U − Qcoh.
(b) Si (X,OX) = SpecA pour A := Γ(OX), le foncteur OX⊗̃A− (adjoint à gauche de

Γ[IdA]) établit une équivalence de catégories

A−Mod
∼→ OX − Qcoh.

En outre, pour tout A-module M , la restriction (OX ⊗A M)|Rep(A)op est un faisceau de
A-modules sur le site Rep(A), et l’unité d’adjonction OX ⊗AM → OX⊗̃AM induit par
restriction un isomorphisme de faisceaux de A-modules sur Rep(A).

(ii) Soient (X,OX) un schéma, M un OX -module quasi-cohérent, et x ∈ X.
(a) Montrer que M est de type fini (resp. de présentation finie, resp. localement

libre) en x ⇔ il existe un voisinage ouvert affine U de x dans X, tel que M (U) soit un
OX(U)-module de type fini (resp. de présentation finie, resp. libre).

(b) Montrer que M est de type fini (resp. de présentation finie, resp. localement libre
de type fini) ⇔ pour toute partie ouverte affine V de X, le OX(V )-module M (V ) est de
type fini (resp. de présentation finie, resp. projectif de type fini).

(c) Soit ϕ : M → N un morphisme de OX -modules quasi-cohérents. Montrer que
Kerϕ et Cokerϕ sont quasi-cohérents.
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5.3.2. Produit tensoriel de OX-modules. Soient A un préfaisceau d’anneaux sur l’espace
topologique (X,T ), et F ,G deux pré-A -modules ; on pose

(F ⊗A G )(U) := F (U)⊗A (U) G (U) ∀U ∈ T .

Pour toute inclusion de parties ouvertes U ′ ⊂ U ⊂ X, soient

ρU,U ′ : A (U)→ A (U ′) ρF
U,U ′ : F (U)→ F (U ′) ρG

U,U ′ : G (U)→ G (U ′)

les restrictions respectives ; on obtient un morphisme de AlgMod :

(ρU,U ′ , ρ
F
U,U ′ ⊗ρU,U′ ρ

G
U,U ′) : (A (U), (F ⊗A G )(U))→ (A (U ′), (F ⊗A G )(U ′))

et la discussion du §3.2.6 entraîne aussitôt que le système de ces morphismes définit les
applications de restriction pour un pré-A -module

F ⊗A G

que l’on appelle le produit tensoriel des pré-A -modules F et G . Evidemment, tout couple
de morphismes de pré-A -modules α : F → F ′, β : G → G ′ induit un morphisme de
pré-A -modules α⊗A β : F ⊗A G → F ′ ⊗A G ′.
• D’après le §5.3.1, on a une structure naturelle de A a-module sur

F ⊗̃A G := (F ⊗A G )a.

En particulier, si (X,OX) est un espace annelé, et si F ,G sont des OX -modules, on
appelera F ⊗̃OXG le produit tensoriel des OX-modules F et G .

Exercice 5.59. Avec la notation ci-dessus, exhiber un isomorphisme naturel :

F ⊗̃A G
∼→ F a⊗̃A aG a dans A a −Mod.

• Tout couple de morphismes de pré-A -modules α : F → F ′, β : G → G ′ induit un
morphisme de A a-modules α⊗̃A β := (α ⊗A β)a : F ⊗̃A G → F ′⊗̃A G ′. En outre, au
vu de la remarque 3.21 et de l’exercice 5.59, on obtient pour tous F ,G ,H ∈ Ob(A −
pré.Mod) des isomorphismes naturels de A a-modules :

F ⊗̃A G
∼→ G ⊗̃A F (F ⊗̃A G )⊗̃A H

∼→ F ⊗̃A (G ⊗̃A H ).

• Ensuite, soit ϕ : A → B un morphisme de préfaisceaux d’anneaux sur X. Le
préfaisceau B est muni d’une structure évidente de pré-B-module, et après restriction
de scalaires, on a le pré-A -module B[ϕ] (notation de la remarque 5.53(ii)). Pour tout
pré-A -module F , on obtient alors une structure naturelle de pré-B-module (resp. Ba-
module) sur le produit tensoriel B[ϕ] ⊗A F (resp. B[ϕ]⊗̃A F ), et pour tout morphisme
de pré-A -modules ψ : F → G , le morphisme B[ϕ]⊗A ψ (resp. B[ϕ]⊗̃A ψ) est B-linéaire
(resp. Ba-linéaire), d’où des foncteurs

B ⊗A − : A − pré.Mod→ B − pré.Mod F 7→ B ⊗A F

B⊗̃A− : A − pré.Mod→ Ba −Mod F 7→ B⊗̃A F .

Par construction, pour tout pré-A -module F il vient

(B ⊗A F )[ϕ] = B[ϕ] ⊗A F (B⊗̃A F )[ϕ] = B[ϕ]⊗̃A F .

Exercice 5.60. Montrer que B⊗A− (resp. B⊗̃A−) est adjoint à gauche de la restriction
de scalaires (−)[ϕ] pour les pré-B-modules (resp. pour les Ba-modules).

Exercice 5.61. Soit (X,OX) un espace annelé. Montrer les assertions suivantes :
(i) Les catégories OX − pré.Mod et OX −Mod sont complètes et cocomplètes.

(ii) OX − pré.Mod (resp. OX −Mod) est une catégorie de Grothendieck munie d’un
générateur projectif (resp. d’un générateur).
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• Soit maintenant f := (f, f ♭) : (X,OX)→ (Y,OY ) un morphisme d’espaces annelés.
A tout OX -module F , on associe d’abord le f∗OX -module f∗F (remarque 5.54(i)) et
ensuite le OY -module (f∗F )[f♭], par restriction de scalaires suivant le morphisme f ♭ :
OY → f∗OX . On obtient ainsi un foncteur

f∗ : OX −Mod→ OY −Mod F 7→ (f∗F )[f♭].

Soit aussi f ♯ : f̃−1OY → OX le morphisme adjoint à f ♭ (voir la remarque 5.39(i)) ;
pour tout OY -module G , la remarque 5.54(ii) munit f−1G d’une structure naturelle de
f−1OY -module, d’où une structure de f̃−1OY -module sur f̃−1G = (f−1G )a en vertu du
§5.3.1, et finalement un OX -module OX⊗̃f̃−1OY

f̃−1G , par extension de scalaires suivant
le morphisme f ♯. On a ainsi un foncteur :

OX⊗̃OY − : OY −Mod→ OX −Mod G 7→ OX⊗̃OY G := OX⊗̃f̃−1OY
f̃−1G .

Exercice 5.62. (i) Montrer que le foncteur OX⊗̃OY − est adjoint à gauche de f∗.
(ii) Montrer que si G est un OY -module quasi-cohérent, alors OX⊗̃OY G est un OX -

module quasi-cohérent.
(iii) Pour tout couple de OY -modules G ,G ′, exhiber un isomorphisme naturel

OX⊗̃OY (G ⊗̃OY G ′)
∼→ (OX⊗̃OY G )⊗̃OX (OX⊗̃OY G ′) dans OX −Mod.

5.3.3. Fibres des OX-modules. Soient (X,OX) un espace annelé, M un OX -module, x ∈
X, et Ux l’ensemble des voisinages ouverts de x dans X, muni de l’ordre partiel induit
par l’inclusion de parties ouvertes ; on obtient un système filtrant ((OX(U),M (U)) |U ∈
U op
x ) d’objets de AlgMod, avec morphismes de transition (OX(U) → OX(V ),M (U) →

M (V )) donnés par les restrictions, pour tous U, V ∈ Ux avec V ⊂ U . D’après la remarque
3.23, la colimite de ce système est représentée dans AlgMod par le couple (OX,x,Mx) ;
i.e. la fibre Mx est naturellement un OX,x-module. Explicitement, pour tous U, V ∈ Ux,
et tout s ∈M (U) et a ∈ OX(V ), le germe [as, V ∩ U ]x ∈Mx ne dépend que des germes
sx := [s, U ]x ∈ Mx de s, et ax := [a, V ]x ∈ OX,x de a (notation du §4.3.3) ; ainsi, la
multiplication scalaire OX,x ×Mx →Mx est définie par l’association :

([a, U ]x, [s, V ]x) 7→ ax · sx := [as, V ∩ U ]x.

Définition 5.63. (i) Dans la situation du §5.3.3, soient U ⊂ X une partie ouverte, et
s ∈M (U). Le support de s est la partie

Supp(s) := {x ∈ U | sx ̸= 0 dans Mx}.
(ii) Soit Z ⊂ X une partie quelconque ; pour toute partie ouverte V ⊂ X, posons

ΓZM (V ) := {s ∈M (V ) |Supp(s) ⊂ Z ∩ V }.
On voit aussitôt que l’association : V 7→ ΓZM (V ) définit un OX -sous-module ΓZM de
M , que l’on appelle le OX-sous-module de M à support dans Z.

Remarque 5.64. (i) Dans la situation de la définition 5.63(ii), soient U := X \ Z,
(U,OU ) := U ×X (X,OX) (notation de l’exercice 5.40(i)), et (j, j♯) : (U,OU )→ (X,OX)
le morphisme naturel d’espaces annelés, de sorte que j : U → X est l’inclusion, et
j♯ : ȷ̃−1OX → OU est le morphisme identité de OU . Par suite, on a une identification
naturelle

ȷ̃−1M
∼→ OU ⊗̃OXM

et l’unité adjonction ηM : M → j∗ȷ̃
−1M est un morphisme OX -linéaire. En outre, pour

tout x ∈ U l’exercice 4.98(ii) fournit l’identification naturelle ω̃xj : (ȷ̃−1M )x
∼→Mx. Pour

tout voisinage ouvert V de x dans X, et tout s ∈M (V ) on a ηM ,V (s) ∈ ȷ̃−1M (V ∩U), et
on vérifie aisément que ω̃xj (ηM ,V (s)x) = sx. Si s ∈ ΓZM (V ), il vient alors ηM ,V (s)x = 0
pour tout x ∈ V ∩U , i.e. ηM ,V (s) = 0. Réciproquement, si ηM ,V (s) = 0, tout x ∈ V ∩U
admet un voisinage ouvert Wx ⊂ V tel que sWx

= 0 ; avec W :=
⋃
x∈V ∩U Wx on a
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sW = 0, donc [s, V ]V ∩U = [sW ,W ]V ∩U = 0 dans j−1M (V ∩U), d’où ηM ,V (s) = 0. Cela
montre que ΓZM = Ker(ηM ), et on obtient une suite exacte de OX -modules :

0→ ΓZM →M
ηM−−→ j∗ȷ̃

−1M .

(ii) Avec la notation du §5.3.3, soient A := OX(X), M un A-module, et prenons M :=
OX⊗̃AM ; d’après l’exercice 4.96(ii), le A-module sous-jacent à Mx est naturellement
isomorphe à la fibre en x du pré-OX -module OX ⊗A M , et on vérifie aussitôt que cet
isomorphisme est même OX,x-linéaire. D’autre part, (OX ⊗AM)x représente la colimite
du système filtrant (OX(U)⊗AM |U ∈ U op

x ) de A-modules (voir la solution de l’exercice
5.56), et il est donc naturellement isomorphe à OX,x ⊗A M (exercice 3.14). On obtient
ainsi un isomorphisme OX,x-linéaire naturel :

OX,x ⊗AM
∼→Mx.

(iii) En particulier, si (X,OX) est le schéma affine SpecA, rappelons que pour tout
p ∈ SpecA, la fibre OX,p est naturellement isomorphe à la localisation Ap (voir §5.2.3) ;
on a alors une identification naturelle de Ap-modules :

Mp
∼→Mp.

Rappelons aussi l’identification naturelle A-linéaire ωM : M
∼→ Γ(M ) ; il s’ensuit aisé-

ment que pour tout s ∈M , la partie SuppA(s) ⊂ X coïncide avec Supp(ωM (s)) (notation
de la définition 3.57 : les détails sont laissés au lecteur).

Exercice 5.65. (i) Montrer qu’un morphisme ϕ : F → G de OX -modules est un
monomorphisme (resp. épimorphisme, resp. isomorphisme) de OX−Mod⇔ ϕx : Fx → Gx
est une injection (resp. surjection, resp. bijection) pour tout x ∈ X.

(ii) Soient (X,OX) un espace localement annelé, x ∈ X, et F un OX -module. Montrer
l’équivalence des conditions suivantes :

(a) F|U est isomorphe à On
X|U , sur un voisinage U de x, pour quelque n ∈ N.

(b) F est à la fois localement libre en x et localement de type fini en x.
(c) F est localement projectif de type fini en x.

Exercice 5.66. (i) Soit f := (f, f ♭) : (X,OX) → (Y,OY ) un morphisme d’espaces
annelés avec OY = f∗OX et f ♭ = IdOY , et tel que la topologie de X soit induite par celle
de Y via f . Montrer que f∗ : OX −Mod→ OY −Mod est plein et fidèle.

(ii) Si en outre, f(X) est une partie fermée de Y , montrer que f∗ est une équivalence,
et induit par restriction une équivalence OX − Qcoh

∼→ OY − Qcoh.
(iii) Soit X := (X,OX) un espace annelé, et munissons Z := {x ∈ X |OX,x ̸= 0}

de la topologie induite par l’inclusion dans X ; posons (Z,OZ) := Z ×X X, et soit
j := (j, j♭) : (Z,OZ) → X le morphisme naturel d’espaces annelés. Montrer que Z est
une partie fermée de X, et que j♭ : OX → j∗OZ est un isomorphisme.

(iv) Déduire de (iii) que j∗ est une équivalence, induisant une équivalence

OZ − Qcoh
∼→ OX − Qcoh

et qu’un OZ-module F est localement libre de type fini (resp. inversible) si et seulement
s’il en est de même pour le OX -module j∗F .

Définition 5.67. Soient (X,OX) un espace annelé, et M un OX -module.
(i) Le faisceau OX est muni d’une structure évidente de OX -module (voir la définition

5.52(i)), et on appelle idéal de OX tout OX -sous-module de OX .
(ii) Un idéal quasi-cohérent de OX est un idéal de OX qui est un OX -module quasi-

cohérent (voir la définition 5.57(i)).
(iii) M est inversible si tout x ∈ X admet un voisinage ouvert U et un OX(U)-module

inversible M , avec un isomorphisme OX|U -linéaire OX|U ⊗̃OX(U)M
∼→M|U .
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Remarque 5.68. (i) Soient A un anneau, I ⊂ A un idéal, et (X,OX) := SpecA ;
l’inclusion I → A est un monomorphisme dans A − Mod, donc le morphisme induit
OX⊗̃AI → OX⊗̃AA

∼→ OX est aussi un monomorphisme, d’après le problème 5.58(i.b).
Ainsi OX⊗̃AI s’identifie naturellement avec un idéal quasi-cohérent de OX que l’on no-
tera IOX . Réciproquement, pour tout idéal quasi-cohérent I de OX , le A-module I (X)
est un idéal de A, et I = I (X) · OX ≃ OX⊗̃AI (X).

(ii) Soient (X,OX) un espace annelé, M un OX -module, (Ni | i ∈ I) une famille
de OX -sous-modules de M ; on voit aisément que le faisceau

⋂
i∈I Ni est un OX -sous-

module de M . En particulier, pour tout sous-préfaisceau F ⊂M , l’intersection de tous
les OX -sous-modules de M contenant F est le plus petit OX -sous-module contenant
F ; on dénote par OX · F ce OX -sous-module, et on l’appelle le OX-sous-module de
M engendré par F . Explicitement, pour toute partie ouverte U ⊂ X, les U -sections de
OX ·F sont les s ∈M (U) vérifiant la condition suivante. Tout t ∈ U admet un voisinage
ouvert V ⊂ U tel que sV appartient au OX(V )-sous-module de M engendré par F (V )
(les détails sont laissés au lecteur).

(iii) Soient (f, f ♭) : (Y,OY )→ (X,OX) un morphisme d’espaces annelés, et I ⊂ OX
un idéal ; alors f̃−1I est un idéal du faisceau d’anneaux f̃−1OX : en effet, d’un côté
l’exactitude du foncteur f̃−1 implique que f̃−1I est un sous-faisceau de f̃−1OX (exercices
2.66(ii) et 4.93(i)), et pour toute partie ouverte U ⊂ Y on a

(∗) (f̃−1I )(U) = {s ∈ (f̃−1OX)(U) | sy ∈ (f̃−1I )y ∀y ∈ U}.

De l’autre côté, l’inclusion (f̃−1I )y ⊂ (f̃−1OX)y est naturellement identifiée avec l’in-
clusion If(y) ⊂ OX,f(y)(exercice 4.98(ii)) ; comme If(y) est un OX,f(y)-module, il s’en-
suit que (f̃−1I )y est un (f̃−1OX)y-module pour tout y ∈ Y , donc (f̃−1I )(U) est un
(f̃−1OX)(U)-module, compte tenu de (∗), d’où l’assertion.

(iv) Dans la situation de (iii), soit f ♯(f̃−1I ) ⊂ OY le préfaisceau tel que

f ♯(f̃−1I )(U) := f ♯U (f̃
−1I (U)) ⊂ OY (U) ∀U ∈ Ob(Ouv(Y )).

D’après (ii), ce préfaisceau engendre un idéal de OY , que l’on dénote f−1I ·OY , ou plus
simplement I OY , si la notation ne donne pas lieu à des ambiguïtés. Explicitement, pour
tout y ∈ Y , l’homomorphisme f ♯y : OX,f(y) → OY,y munit OY,y d’une structure naturelle
de OX,f(y)-algèbre (voir la remarque 5.39(iii)), et on a :

(I OY )y = If(y) · OY,y.

Si (X,OX) = SpecA est un schéma affine, de sorte que I = IOX pour I := I (X), on
dénote l’idéal I OY aussi par IOY .

Exercice 5.69. (i) Soient f : Y → X un morphisme de schémas, et I ⊂ OX un idéal
quasi-cohérent. Montrer que I OY est un idéal quasi-cohérent de OY .

(ii) Soient A un anneau, X := SpecA, et M un OX -module inversible. Montrer que
M := Γ(M ) est un A-module inversible et qu’il existe un isomorphisme de OX -modules

OX⊗̃AM
∼→M .

Lemme 5.70. Soient A un anneau, I, J ⊂ A deux idéaux de type fini, (f, f ♭) : (Y,OY )→
SpecA un morphisme d’espaces localement annelés. Alors on a :

(i) L’idéal IOY est inversible ⇔ IOY,y est un OY,y-module inversible ∀y ∈ Y .
(ii) Si IJOY est un idéal inversible de OY , il en est de même pour IOY et JOY .

Démonstration. (i) : La condition est évidemment nécessaire ; supposons donc que la
condition soit vérifiée. Soient a1, . . . , an un système fini de générateurs de I, et y ∈ Y ;
d’après la proposition 3.51, quitte à permuter les ai, on peut supposer que le germe a1,y de
a1 engendre (IOY,y). Ainsi, pour tout i = 2, . . . , n il existe ci ∈ OY,y avec ai,y = cia1,y ;
on trouve alors un voisinage U de y dans Y , et pour tout i = 2, . . . , n une section
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βi ∈ OY (U) avec βi,y = ci et ai = βia1 dans OY (U). En particulier, pour tout u ∈ U
le germe a1,u engendre IOY,u, et par hypothèse ce dernier est un OY,y-module libre de
rang un ; il s’ensuit aisément que a1,u est un élément régulier de OY,u pour tout u ∈ U .
Soit donc µ : OY |U → OY |U l’endomorphisme OY |U -linéaire tel que µ(s) := a1s pour
toute partie ouverte V ⊂ U et tout s ∈ OY (V ) ; on déduit aussitôt que µ se factorise à
travers un isomorphisme OY |U

∼→ a1OY |U = IOY |U , et cela achève de montrer que IOY
est inversible.

(ii) : Soit en outre b1, . . . , bm un système fini de générateurs de J , de sorte que (aibj | i =
1, . . . , n, j = 1, . . . ,m) engendre IJ . Soit y ∈ Y ; en raisonnant comme dans la preuve
de (i), on peut alors supposer que le germe (a1b1)y de a1b1 engendre IJOY,y. Comme ce
dernier est un OY,y-module libre de rang un, il s’ensuit que (a1b1)y est régulier dans OY,y ;
cela entraîne aussitôt que a1,y et b1,y sont de même réguliers dans OY,y. Mais comme
(a1bj)y, (aib1)y ∈ a1b1OY,u, il vient ai,y ∈ a1OY,y et bj,y ∈ b1OY,y pour i = 2, . . . , n et
j = 2, . . . ,m. Ainsi, les OY,y-modules IOY,y et JOY,y sont engendrés par les éléments
réguliers a1,y et respectivement b1,y, et sont donc libres de rang un ; l’assertion découle
alors de (i). □

Exemple 5.71. (i) Soient A un anneau, (Y,OY ) := SpecA, et I := N (A) · OY
(notation de la définition 1.48(i)). D’après le problème 5.58(i.b) et l’exercice 5.32(ii),
on a I (U) = N (OY (U)) pour toute partie ouverte représentable U de Y . En outre,
Iy = N (A) · OY,y = N (OY,y) pour tout y ∈ Y (exercice 3.38(i)).

(ii) Soit ensuite X := (X,OX) un schéma, et posons

NX(U) := {s ∈ OX(U) | sx ∈ N (OX,x) ∀x ∈ U} ∀U ∈ Ob(Ouv(X)).

On voit aisément que l’association U 7→ NX(U) pour toute partie ouverte U ⊂ X, définit
un idéal de OX . En outre, pour toute partie ouverte affine V ⊂ X, posons AV := OX(V )
et OV := (OX)|V ; au vu de (i), la restriction (NX)|V coïncide avec l’idéal quasi-cohérent
N (AV ) · OV de OV . Ainsi, NX est un idéal quasi-cohérent, que l’on appelle le radical
nilpotent (ou le nilradical) de X. Par construction, on a NX(U) = N (OX(U)) pour
toute partie ouverte affine U ⊂ X.

(iii) Plus généralement, NX(U) = N (OX(U)) pour toute partie ouverte compacte
U ⊂ X ; en effet, l’inclusion N (OX(U)) ⊂ NX(U) découle des définitions, pour toute
partie ouverte U . Si U est compacte, on a un recouvrement fini {U1, . . . , Un} de U formé
de parties ouvertes affines ; le produit des restrictions ρ : OX(U) → A :=

∏n
i=1 OX(Ui)

est alors un homomorphisme injectif d’anneaux induisant une injection

NX(U)→
∏n
i=1 NX(Ui) =

∏n
i=1 N (OX(Ui)) = N (A).

D’autre part, ρ−1(N (A))=N (OX(U)), d’où l’inclusion réciproque NX(U)⊂N (OX(U)).

Définition 5.72. Soit X := (X,OX) un schéma. On dit que X est réduit, si NX = 0
(notation de l’exemple 5.71(ii)). On dit que X est intègre, s’il est réduit et si X est un
espace topologique irréductible.

Remarque 5.73. (i) Soit A un anneau ; avec l’exercice 1.57 on voit que SpecA est un
schéma réduit (resp. intègre) ⇔ A est un anneau réduit (resp. intègre).

(ii) En outre, tout schéma intègre (X,OX) admet un unique point générique, i.e.
un unique ηX ∈ X tel que tout x ∈ X est une spécialisation de ηX . En effet, toute
partie ouverte affine U ⊂ X est spectrale et irréductible pour la topologie induite par
X (exercice 1.22), donc admet un unique point générique ηU ; et si V est une deuxième
partie ouverte affine, on a U ∩ V ̸= ∅, donc forcément ηU , ηV ∈ U ∩ V , par suite ηU est
une spécialisation de ηV dans U , ainsi ηV = ηU , d’où l’assertion.

(iii) Si (X,OX) est intègre, et si η ∈ X est son point générique, l’anneau local OX,ηX est
un corps : en effet, pour toute partie affine U ⊂ X, le sous-schéma ouvert U := U ×X X
est également intègre, car NU = (NX)|U , et avec (i) il est clair que OX,η = OU,η s’identifie
naturellement avec le corps des fractions de OX(U).
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(iv) Soient f : (X,OX)→ (Y,OY ) un morphisme de schémas intègres, ηX ∈ X, ηY ∈ Y
les points génériques respectifs ; alors f(X) est dense dans Y ⇔ f(ηX) = ηY . En effet, la
condition est évidemment suffisante ; réciproquement, si f(X) est dense dans Y , soient
U ⊂ X et V ⊂ Y des parties ouvertes affines avec f(U) ⊂ V ; on a ηX ∈ U et ηY ∈ V ,
et puisque U est dense dans X, la partie f(U) est dense dans V (exercice 1.21(iv)), donc
on peut supposer que les schémas en question soient affines, et dans ce cas on a bien
f(ηX) = ηY , d’après l’exercice 3.37.

(v) Dans la situation de (iv), si f(X) est dense dans Y , l’homomorphisme f ♯x :
OY,f(x) → OX,x est injectif pour tout x ∈ X. Pour la preuve, on se ramène aussitôt
au cas où X = SpecB et Y = SpecA pour deux anneaux intègres A,B, et f est induit
par un homomorphisme injectif ϕ : A → B (exercice 3.37(ii)). Mais alors OY,f(x) = Bq

et OX,x = Ap pour des idéaux premiers q ⊂ B et p := ϕ−1(q) ⊂ A, et f ♯x est l’unique
homomorphisme de A-algèbres Ap → Bq, d’où l’assertion.

5.4. Constructions élémentaires de schémas.

5.4.1. L’espace projectif. Pour illustrer les généralités des paragraphes précédents, on
veut expliquer comment réaliser les espaces projectifs (sur un corps K quelconque) dans
la catégorie des schémas. Plus précisément, on va exhiber pour tout n ∈ N unK-schéma Y
et une bijection naturelle de Y (K) avec leK-espace projectif PnK , défini comme l’ensemble
des droites vectorielles, i.e. des K-sous-espaces vectoriels de dimension un, du K-espace
vectoriel Kn+1. De façon équivalente

PnK := (Kn+1 \ {0})/ ∼

le quotient de l’ensemble Kn+1 \ {0} des vecteurs non nuls de Kn+1, par la relation
d’équivalence ∼ telle que v ∼ v′ si et seulement s’il existe λ ∈ K× avec λv = v′.
Pour i = 0, . . . , n, soit Ωi ⊂ PnK la partie des classes d’équivalence [v] des vecteurs
v := (a0, . . . , an) ∈ Kn+1 avec ai ̸= 0 ; évidemment

Ω0 ∪ · · · ∪ Ωn = PnK
et tout [v] ∈ Ωi admet un représentant unique v′ := (a′0, . . . , a

′
n) avec a′i = 1. Donc

chaque partie Ωi admet une identification naturelle avec le K-espace affine de dimension
n

ψi : Ωi
∼→ Kn [a0, . . . , an] 7→

(
a0
ai
, . . . , ai−1

ai
, ai+1

ai
, . . . , anai

)
et les applications t(i)j : Ωi → K telles que [a0, . . . , an] 7→ aj/ai pour tout j = 0, . . . , i−
1, i + 1, . . . , n et tout [a0, . . . , an] ∈ PnK , forment un système de coordonnées sur chaque
Ωi. pour tous i, j ∈ {0, . . . , n} avec i ̸= j, la partie Ωij := Ωi ∩Ωj consiste en des classes
[v] ∈ Ωi telles que t(i)j ([v]) ̸= 0, et on a les identités évidentes :

(∗) t
(j)
k ([v]) = t

(i)
k ([v])/t

(i)
j ([v]) ∀[v] ∈ Ωij , ∀k ∈ {0, . . . , n} \ {i, j}.

En résumé, on voit que l’on peut aussi construire PnK par un procédé de recollement
des espaces affines Ω0, . . . ,Ωn identifiant la partie Ωij ⊂ Ωi avec Ωji ⊂ Ωj pour tous
i ̸= j ; autrement dit, on recolle n + 1 copies de l’ensemble Kn, en identifiant la partie
Uij := ψi(Ωij) de la i-ème copie avec la partie Uji := ψj(Ωji) de la j-ème copie. Plus
précisément, tout u ∈ Uij est déterminé par ses coordonnées (uk := t

(i)
k ◦ ψ

−1
i (u) | k ∈

{0, . . . , n} \ {i}), et le recollement de Uij et Uji identifie u avec le point u′ ∈ Uji dont les
coordonnées (u′0, . . . , u

′
j−1, u

′
j+1, . . . , u

′
n) sont déduites des identités (∗), i.e. u′k = uk/uj

pour tous k ̸= i, j et u′i = 1/uj .
• Compte tenu de l’exemple 5.44, notre modèle schématique de l’espace projectif sera

alors obtenu par recollement de n+1 copies de l’espace affine AnK . Pour cela, considérons
plus généralement une donnée de recollement, constituée de :

— une famille d’espaces annelés X• := (Xλ := (Xλ,OXλ) |λ ∈ Λ)
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— et pour tout (λ, µ) ∈ Λ2, d’une partie ouverte Uλµ ⊂ Xλ, et un isomorphisme

ωλµ := (ωλµ, ω
♭
λµ) : Uλµ

∼→ Uµλ avec Uλµ := Uλµ ×Xλ Xλ et Uµλ := Uµλ ×Xµ Xµ

vérifiant la condition suivante. Pour tout (λ, µ, ν) ∈ Λ3, posons Uλµν := Uλµ ∩ Uλν et
Uλµν := Uλµν ×Xλ Xλ ; alors ωλµ(Uλµν) = Uµλν , et le diagramme suivant commute :

(†)
Uλµν

(ωλµ)|Uλµν //

(ωλν)|Uλµν $$

Uµλν

(ωµν)|Uµλνzz
Uνλµ.

Noter que Uλλλ = Uλλ pour tout λ ∈ Λ, et (†) entraîne que ωλλ = 1Uλλ ; sans perte de
généralité, on pourra alors aussi supposer que Uλλ = Xλ pour tout λ ∈ Λ. De même,
Uλµλ = Uλλµ = Uλµ pour tout (λ, µ) ∈ Λ2, et pour ν = λ dans (†), il vient ωλµ = ω−1µλ .
Pour tout (λ, µ) ∈ Λ2, soit de plus ιλµ : Uλµ → Xλ l’inclusion, et ιλµ : Uλµ → Xλ le
morphisme d’espaces annelés induit par ιλµ (exercice 5.40(ii)).
• Rappelons que le coproduit de toute petite famille d’espaces annelés est représen-

table dans EspAnn (remarque 5.41(ii)) ; soient alors des co-cônes universels :

(jλ : Xλ →
⊔
λ∈ΛXλ |λ ∈ Λ) et (jλµ : Uλµ →

⊔
λ,µ∈Λ Uλµ |λ, µ ∈ Λ)

et considérons les morphismes d’espaces annelés :⊔
λ,µ∈Λ Uλµ

α //
β
//
⊔
λ∈ΛXλ

appelés morphismes de recollement, tels que :

α ◦ jλµ = jλ ◦ ιλµ et β ◦ jλµ = jµ ◦ ιµλ ◦ ωλµ ∀λ, µ ∈ Λ.

Lemme 5.74. Avec la notation ci-dessus, on a :
(i) Le coégaliseur de α et β est représenté par un espace annelé Y := (Y,OY ).
(ii) Le co-cône universel est un système ((ιλ, ι

♭
λ) : Xλ → Y |λ ∈ Λ) de morphismes

d’espaces annelés dont les applications continues ιλ sont injectives et ouvertes.
(iii) Pour tout λ ∈ Λ, soit Yλ := ιλ(Xλ). Alors Y =

⋃
λ∈Λ Yλ, et pour tout λ ∈ Λ le

morphisme (ιλ, ι
♭
λ) se factorise à travers un isomorphisme Xλ

∼→ Yλ×Y Y et le morphisme
canonique Yλ ×Y Y → Y (voir la remarque 5.41(i)).
(iv) Si chaque Xλ est un espace localement annelé (resp. un schéma), il en est de même

pour Y , et dans ce cas Y représente le coégaliseur de α et β dans EsLocAn.
On dira que Y est le recollement de la famille X• suivant les isomorphismes ω••.

Démonstration. Soient α, β :
⊔
λ,µ∈Λ Uλµ → X :=

⊔
λ∈ΛXλ les applications continues

sous-jacentes à α et β ; d’après le problème 2.51(i), le coégaliseur de α et β dans la
catégorie Top est représenté par un espace topologique Y . Explicitement :

Y = X/ ∼

le quotient de la réunion disjointeX =
⋃
λ∈ΛXλ×{λ} par la plus petite relation d’équiva-

lence ∼ telle que (x, λ) ∼ (ωλµ(x), µ) pour tout (λ, µ) ∈ Λ2 et tout x ∈ Uλµ. La topologie
de Y est induite par X via la projection π : X → Y (voir l’exemple 1.20(iii)), et X est
muni de la topologie T tel que (X,T ) représente le coproduit des espaces topologiques
Xλ = (Xλ,Tλ), i.e. la topologie engendrée par la base

⋃
λ∈Λ{U × {λ} |U ∈ Tλ}. Pour

chaque λ ∈ Λ soit ιλ : Xλ → Y l’application telle que : x 7→ π(x, λ) pour tout x ∈ Xλ.

Affirmation 5.75. (i) Pour tout λ ∈ Λ l’application ιλ est injective.
(ii) π−1(πV ) =

⋃
µ∈Λ ωλµ(V ∩ Uλµ)× {µ} pour tout λ ∈ Λ et toute partie V ⊂ Xλ.
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Preuve : Soient x ∈ Xλ, x′ ∈ Xµ avec π(x, λ) = π(x′, µ), i.e. (x, λ) ∼ (x′, µ) ; cela veut
dire qu’il existe n ∈ N, une suite d’indices λ0, λ1, . . . , λn+1 ∈ Λ avec λ0 = λ, λn+1 = µ,
et pour tout k = 0, . . . , n un point xk ∈ Uλkλk+1

tels que x′ ∈ Uµλn et :

x0 = x ωλkλk+1
(xk) = xk+1 ∀k = 0, . . . , n− 1 ωλnµ(xn) = x′.

Montrons par récurrence sur n que x ∈ Uλµ et ωλµ(x) = x′. Si n = 0 il n’y a rien à
montrer. Soit donc n > 0 ; on a x0 ∈ Uλ0λ1

et ωλ0λ1
(x0) = x1 ∈ Uλ1λ2

∩Uλ1λ0
= Uλ1λ0λ2

,
d’où x0 ∈ Uλ0λ1λ2 et la commutativité de (†) donne : ωλ0λ2(x0) = ωλ1λ2(ωλ0λ1(x0)) =
ωλ1λ2(x1) = x2. Posons λ′0 := λ et y0 := x, ainsi que λ′k := λk+1 et yk := xk+1 pour
k = 1, . . . , n−1 ; il vient ωλ′kλ′k+1

(yk) = yk+1 pour k = 0, . . . , n−2 et ωλ′n−1µ
(yn−1) = x′,

et pour conclure on invoque l’hypothèse de récurrence.
L’assertion (ii) suit aussitôt, et de même pour (i), car ωλλ = IdXλ . ♢

Soit V ⊂ Xλ une partie ouverte ; l’observation 5.75(ii) montre que π−1(πV ) est une
partie ouverte de X, donc πV est une partie ouverte de Y ; avec l’observation 5.75(i), on
conclut que ιλ est une application injective et ouverte pour tout λ ∈ Λ.

On définit un préfaisceau d’anneaux OY sur Y , comme suit. Pour toute partie ouverte
V ⊂ Y et tout λ ∈ Λ, soit Vλ := ι−1λ V , et notons OY (V ) ⊂

∏
λ∈Λ OXλ(Vλ) la partie

des (sλ |λ ∈ Λ) tels que (sλ)Uλµ∩Vλ = ω♭λµ((sµ)Uµλ∩Vµ) pour tous λ, µ ∈ Λ (noter que --
d’après l’observation 5.75(ii) -- on a ωλµ(Uλµ ∩Vλ) = Uµλ ∩Vµ). Toute inclusion V ′ ⊂ V
de parties ouvertes de Y induit une application

ρV V ′ : OY (V )→ OY (V
′) (sλ |λ ∈ Λ) 7→ ((sλ)V ′λ |λ ∈ Λ).

La structure d’anneau sur OY (V ) est l’unique telle que les projections

(††) OY (V )→ OXλ(Vλ) (sλ |λ ∈ Λ) 7→ sλ

soient des homomorphismes d’anneaux, pour tout λ ∈ Λ. Il est évident que l’on obtient
ainsi un préfaisceau d’anneaux OY dont les restrictions sont les applications ρV V ′ , et les
projections (††) définissent des morphismes ι♭i : OY → ιλ∗OXλ de préfaisceaux d’anneaux,
pour tout λ ∈ Λ. En dernier lieu, vérifions que OY est un faisceau. En effet, soit U un
recouvrement d’une partie ouverte V ⊂ Y , et (sW• |W ∈ U ) un système de sections
avec sW• := (sWλ |λ ∈ Λ) ∈ OY (W ) pour tout W ∈ U , et vérifiant la condition de
recollement (∗) de la section 4.3 ; alors, pour tout λ ∈ Λ la famille Uλ := {ι−1λ W |W ∈ U }
recouvre Vλ, et on déduit une famille de sections s•λ := (sQλ |Q ∈ Uλ) du faisceau OXλ ,
vérifiant la même condition de recollement. La famille s•λ se recolle en une unique section
sλ ∈ OXλ(Vλ), et on voit aisément que le système s• := (sλ |λ ∈ Λ) est l’unique section
de OY (V ) avec (s•)W = sW• pour tout W ∈ U : les détails seront confiés aux soins du
lecteur.

Ensuite, noter que si V ⊂ Yλ := ιλ(Xλ), on a Vµ = ωλµ(Uλµ ∩ Vλ) pour tout µ ∈ Λ
(toujours grâce à l’observation 5.75(ii)) ; donc, pour tout s• ∈ OY (V ) et tout µ ∈ Λ
on a sµ = ω♭µλ((sλ)Uλµ∩Vλ), et en particulier, la projection OY (V ) → OXλ(Vλ) est un
isomorphisme. Avec l’exercice 5.40(ii), on déduit aisément l’assertion (iii) du lemme pour
les morphismes ιλ := (ιλ, ι

♭
λ) : Xλ → Y ainsi obtenus. Une simple inspection montre

que :
ιλ ◦ ιλµ = ιµ ◦ (ιµλ ◦ ωλµ) ∀(λ, µ) ∈ Λ2.

Donc le système (ιλ |λ ∈ Λ) fournit un morphisme ι :
⊔
λ∈ΛXλ → Y d’espaces annelés

avec ι ◦ α = ι ◦ β, et il nous reste à vérifier qu’il s’agit d’un coégaliseur de α et β. Soient
donc Z un espace annelé, et (νλ := (νλ, ν

♭
λ) : Xλ → Z |λ ∈ Λ) un système de morphismes

d’espaces annelés tels que

(† † †) νλ ◦ ιλµ = νµ ◦ (ιµλ ◦ ωλµ) ∀(λ, µ) ∈ Λ2.

Par la propriété universelle de Y , il existe alors une application continue unique ν : Y → Z
telle que ν ◦ ιλ = νλ pour tout λ ∈ Λ. Soit W ⊂ Z une partie ouverte ; noter que les
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sections de ν∗OY (W ) = OY (ν−1W ) sont les systèmes (sλ |λ ∈ Λ) avec sλ ∈ OXλ(ν
−1
λ W )

pour tout λ ∈ Λ, et tels que (sλ)Uλµ∩ν−1
λ W = ω♭λµ((sµ)Uλµ∩ν−1

µ W ) pour tout (λ, µ) ∈ Λ2.
On obtient ainsi un homomorphisme d’anneaux bien défini :

ν♭W : OZ(W )→ ν∗OY (W ) s 7→ (ν♭λ,W (s) |λ ∈ Λ)

et il est clair que l’association : W 7→ ν♭W pour toute partie ouverte W de Z, définit
un morphisme ν♭ : OZ → ν∗OY de faisceaux d’anneaux, d’où un morphisme d’espaces
annelés ν := (ν, ν♭) : Y → Z. Par construction, il est l’unique morphisme avec ν ◦ ιλ = νλ
pour tout λ ∈ Λ, et cela conclut la preuve de (i), (ii) et (iii).

(iv) : Il est clair que si chaque Xλ est un espace localement annelé (resp. un schéma), il
en est de même pour Y . Soient ensuite (νλ : Xλ → Z |λ ∈ Λ) un système de morphismes
d’espaces localement annelés vérifiant († † †), et ν : Y → Z l’unique morphisme d’espaces
annelés avec ν ◦ ιλ = νλ pour tout λ ∈ Λ ; d’après la remarque 5.39(iv), on a des
isomorphismes d’anneaux :

(ι̃−1λ OY )x
∼→ OY,ιλ(x) (ι̃−1λ ν̃−1OZ)x

∼→ (ν̃−1OZ)ιλ(x)
∼→ OZ,νλ(x)

∼← (ν̃−1λ OZ)x

pour tout λ ∈ Λ et tout x ∈ Xλ, qui identifient les homomorphismes :

(ν̃−1OZ)ιλ(x)
(ν♯)ιλ(x)−−−−−−→ OY,ιλ(x) (ι̃−1λ OY )x

(ι♯λ)x−−−→ OXλ,x (ν̃−1λ OZ)x
(ν♯λ)x−−−→ OXλ,x

avec des homomorphismes :

OZ,νλ(x)
ν♯
ιλ(x)−−−−→ OY,ιλ(x)

ι♯λ,x−−→ OXλ,x et OZ,νλ(x)
ν♯λ,x−−−→ OXλ,x

tels que ν♯λ,x = ι♯λ,x ◦ ν
♯
ιλ(x)

. Mais évidemment (ι♯λ)x est un isomorphisme, donc de même

pour ι♯λ,x, et par hypothèse (ν♯λ)x est un homomorphisme local d’anneaux, donc de même
pour ν♯ιλ(x). Ainsi, ν♯ιλ(x) est un homomorphisme local, pour tous tels λ et x, donc il en est
de même pour (ν♯)y, pour tout y ∈ Y . Cela achève de montrer que ν est un morphisme
d’espaces localement annelés, et la preuve est complète. □

Or, soit A un anneau arbitraire ; pour i = 0, . . . , n on considère la A-algèbre de poly-
nômes Bi := A[T

(i)
k | k = 0, . . . , i − 1, i + 1, . . . , n], et on pose T (i)

i := 1 ∈ Bi. pour tous
i, j ∈ {0, . . . , n} on considère aussi l’isomorphisme de A-algèbres

ϕij : Bj [1/T
(j)
i ]

∼→ Bi[1/T
(i)
j ] T

(j)
k 7→ T

(i)
k /T

(i)
j ∀k = 0, . . . , n.

Posons Xi := SpecBi et Uij := SpecBi[1/T
(i)
j ] pour tous i, j = 0, . . . , n ; ainsi, Uij ⊂ Xi

est une partie ouverte, et ωij := Specϕij : (Uij ,OUij )
∼→ (Uji,OUji) un isomorphisme de

schémas, pour tout tel couple (i, j). On voit aussitôt que ((Xi,OXi), ωij | i, j ∈ {0, . . . , n})
est une donnée de recollement, et on dénote

PnA
le recollement de la famille X• suivant les isomorphismes ω••. Pour A = K, noter que
l’ensemble des K-points Uij(K) est naturellement identifié à une partie de Xi(K), et
d’autre part le système de coordonnées (T (i)

0 , . . . , T
(i)
n ) induit pour tous i, j des bijections

Xi(K)
∼→ Kn et Uij(K)

∼→ Uij faisant commuter le diagramme :

Uij(K)
∼ //

��

Uij

��
Xi(K)

∼ // Kn

dont les flèches verticales sont les inclusions. De plus, ces bijections identifient l’applica-
tion ωij,(K) : Uij(K)

∼→ Uji(K) avec (ψ−1j ◦ ψi)|Uij : Uij
∼→ Uji. Il s’ensuit aussitôt que

l’ensemble des K-points PnK(K) est naturellement identifié avec le K-espace projectif de
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dimension n, comme souhaité. Pour un anneau A arbitraire, l’homomorphisme structurel
A → Bi induit un morphisme de schémas πi : Xi → SpecA pour tout i = 0, . . . , n, et
évidemment (πj)|Uji ◦ ωij = (πi)|Uij pour tous i, j = 0, . . . , n ; il existe alors un unique
morphisme de schémas π : PnA → SpecA dont la restriction à chaque partie ouverte Xi

coïncide avec πi. En raisonnant comme dans l’exemple 5.44(ii), on voit aisément que
pour tout p ∈ SpecA, la fibre π−1(p) s’identifie naturellement au k(p)-espace projectif
Pnk(p) ; donc on peut interpréter PnA comme une famille d’espaces projectifs indexés par
les points de SpecA.

Théorème 5.76. Tout produit fibré est représentable dans la catégorie des schémas.

Démonstration. Soit S la catégorie des schémas, et A sa sous-catégorie pleine dont les
objets sont les schémas affines ; rappelons le foncteur Spec : Z − Algop → S est pleine
et fidèle, induit une équivalence entre Z − Algop et A , et admet un adjoint à gauche
(théorème 5.47). Comme Z−Alg est cocomplète (exemple 2.44(ii)), il s’ensuit que A est
complète, et les limites dans A représentent aussi les limites dans S (lemme 2.52(ii,iii)).
Explicitement, la discussion de la section 3.4 montre que si A est un anneau et B,C
sont deux A-algèbres, le produit fibré SpecB ×SpecA SpecC dans S est représenté par
SpecB⊗AC, et les homomorphismes naturels de A-algèbres B → B⊗AC ← C induisent
les projections universelles :

SpecB ← SpecB ⊗A C → SpecC.

Pour tout schéma X := (X,OX) et toute partie V ⊂ X on notera V := V ×X X.

Affirmation 5.77. Soient X := (X,OX), Y := (Y,OY ), Y
′ := (Y ′,OY ′) trois schémas,

f : Y → X, f ′ : Y ′ → X deux morphismes de schémas, U ⊂ Y,U ′ ⊂ Y ′, V ⊂ X des
parties ouvertes avec fU, f ′U ′ ⊂ V . Soient aussi Z := (Z,OZ) un schéma représentant

le produit fibré Y ×X Y ′ dans la catégorie S , et Y p←− Z
p′−→ Y ′ un cône universel, et

posons W := p−1U ∩p′−1U ′. Alors W représente U ×V U ′, avec cône universel donné par
les restrictions p|W :W → U et p′|W :W → U ′.
Preuve : Cela suit aussitôt des propriétés universelles des sous-schémas ouverts : voir
l’exercice 5.40(ii). ♢

Soient maintenant f : Y → X, f ′ : Y ′ → X comme dans l’observation 5.77 ; notons
par U l’ensemble des couples (U,U ′) tels que U ⊂ Y,U ′ ⊂ Y ′ sont des parties ouvertes
affines, et tels qu’il existe une partie ouverte affine V ⊂ X avec fU, f ′U ′ ⊂ V . Pour tout
(U,U ′) ∈ U et tout V ⊂ X affine vérifiant la condition ci-dessus, par ce qui précède,
le produit fibré U ×V U ′ est représentable dans S par un schéma P (U,U ′), et on voit
aisément que P (U,U ′) représente aussi le produit fibré U ×X U ′ : les détails sont confiés
aux soins du lecteur. On notera

U
πU←−− P (U,U ′)

πU′−−→ U ′

le cône universel correspondant. Ensuite, soient (U1, U
′
1), (U2, U

′
2) ∈ U et posons U12 :=

U1 ∩ U2, U
′
12 := U ′1 ∩ U ′2 ; par l’observation 5.77, le produit fibré U12 ×X U ′12 est re-

présentable par un schéma qui s’identifie naturellement avec les sous-schémas ouverts
P (U12,U ′12)

⊂ P (U1,U ′1)
et P (U21,U ′21)

⊂ P (U2,U ′2)
dont les parties ouvertes sous-jacentes

sont respectivement

P(U12,U ′12)
:= π−1U1

U12 ∩ π−1U ′1 U
′
12 et P(U21,U ′21)

:= π−1U2
U12 ∩ π−1U ′2 U

′
12.

Ainsi, il existe un isomorphisme unique de schémas

ω12 : P (U12,U ′12)
∼→ P (U21,U ′21)

tel que πU21
◦ ω12 = πU12

et πU ′21 ◦ ω12 = πU ′12

où U12

πU12←−−− P (U12,U ′12)

πU′12−−−→ U ′12 sont les restrictions de πU1
et πU ′1 , et de même pour

πU21
et πU ′21 . Soit (U3, U

′
3) un troisième élément de U , et posons U123 := U12∩U3, U

′
123 :=
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U ′12 ∩ U ′3 ; toujours d’après l’observation 5.77, le produit fibré U123 ×X U ′123 est repré-
senté par les sous-schéma ouvert P (U123,U ′123)

⊂ P (U1,U ′1)
dont la partie ouverte sous-

jacente est P(U123,U ′123)
:= π−1U1

U123 ∩ π−1U ′1 U
′
123. De même, ce produit fibré est représenté

par le sous-schéma ouvert P (U312,U ′312)
⊂ P (U3,U ′3)

dont la partie ouverte sous-jacente est
P(U312,U ′312)

:= π−1U3
U123∩π−1U ′3 U

′
123. Il s’ensuit aussitôt que ω13(P(U123,U ′123)

) = P(U312,U ′312)
,

et la restriction P (U123,U ′123)
∼→ P (U312,U ′312)

de ω13 est l’unique isomorphisme de schémas
dont la composition avec la restriction de πU3

(resp. avec la restriction de πU ′3) coïn-
cide avec la restriction de πU1 (resp. avec la restriction de πU ′1). Ces propriétés d’unicité
entraînent aisément que la famille de schémas P (•,•) := (P (U,U ′) | (U,U ′) ∈ U ) et d’iso-
morphismes ω•• est une donnée de recollement, au sens de §5.4.1. Le recollement P de
la famille P (•,•) suivant les isomorphismes ω•• est alors un schéma, d’après le lemme
5.74(iv).

Pour tout (U,U ′) ∈ U , soient aussi ιU : U → Y et ιU ′ : U ′ → Y ′ les morphismes
naturels (dont les applications sous-jacentes U → Y et U ′ → Y ′ sont les inclusions) ; par
construction, pour tous (U1, U

′
1), (U2, U

′
2) ∈ U la restriction P (U12,U ′12)

→ Y de ιU1
◦ πU1

coïncide avec la composition de ω12 avec la restriction P (U21,U ′21)
→ Y de ιU2

◦ πU2
. Par

la propriété universelle du recollement, il existe alors un unique morphisme de schémas
πY : P → Y dont la restriction à P (U,U ′) coïncide avec ιU ◦ πU , pour tout (U,U ′) ∈ U
(rappelons que le co-cône universel du recollement identifie P (U,U ′) avec un sous-schéma
ouvert de P ). De même on montre l’existence et unicité d’un morphisme de schémas
πY ′ : P → Y ′ dont la restriction à P (U,U ′) coïncide avec ιU ′ ◦πU ′ , pour tout (U,U ′) ∈ U ,
et on vérifie aisément que f ◦πY = f ′◦πY ′ . Pour conclure, on va montrer que P représente
Y ×X Y ′, et que le couple (πY , πY ′) fournit un cône universel pour ce produit fibré.

En effet, soient Z := (Z,OZ) un schéma, g : Z → Y , g′ : Z → Y ′ des morphismes de
schémas avec f ◦ g = f ′ ◦ g′ ; pour toute partie ouverte U ⊂ Y,U ′ ⊂ Y ′ posons

Z(U,U ′) := g−1U ∩ g′−1U ′ et Z(U,U ′) := Z(U,U ′) ×Z Z.

En particulier, pour tous (U1, U
′
1), (U2, U

′
2) ∈ U , le schéma Z(U12,U ′12)

= Z(U21,U ′21)
est un

sous-schéma ouvert à la fois de Z(U1,U ′1)
et de Z(U2,U ′2)

, et on obtient ainsi une donnée de
recollement pour la famille Z(•,•) := (Z(U,U ′) | (U,U ′) ∈ U ), dont les isomorphismes ωZ12 :

Z(U12,U ′12)
∼→ Z(U21,U ′21)

sont les identités. On voit aussitôt que le recollement de la famille
Z(•,•) suivant les isomorphismes ωZ•• n’est rien d’autre que Z, à isomorphisme unique
près. Or, pour tout (U,U ′) ∈ U , les restrictions gU : Z(U,U ′) → U et g′U ′ : Z(U,U ′) → U ′

de g et g′ induisent un morphisme unique de schémas h(U,U ′) : Z(U,U ′) → P (U,U ′) avec
πU ◦ h(U,U ′) = gU et πU ′ ◦ h(U,U ′) = g′U ′ . De même, pour tous (U1, U

′
1), (U2, U

′
2) ∈ U , les

restrictions gU12
: Z(U12,U ′12)

→ U12 et g′U12
: Z(U12,U ′12)

→ U ′12 de g et g′ induisent un
morphisme unique de schémas h(U12,U ′12)

: Z(U12,U ′12)
→ P (U12,U ′12)

avec πU12
◦h(U12,U ′12)

=
gU12

et πU ′12 ◦ h(U12,U ′12)
= g′U ′12

. En dernier lieu, soient j12 : U12 → U1, ainsi que

Z(U2,U ′2)
iZ21←−− Z(U12,U ′12)

iZ12−−→ Z(U1,U ′2)
P (U2,U ′2)

iP21←−− P (U12,U ′12)
iP12−−→ P (U1,U ′1)

les morphismes naturels d’inclusion de sous-schémas ouverts. Il vient :

πU1
◦ h(U1,U ′1)

◦ iZ12 = gU ◦ iZ12 = j12 ◦ gU12
= j12 ◦ πU12

◦ h(U12,U ′12)
= πU1

◦ iP12 ◦ h(U12,U ′12)

et de même on vérifie que πU ′1 ◦ h(U1,U ′1)
◦ iZ12 = πU ′1 ◦ i

P
12 ◦ h(U12,U ′12)

, d’où :

(∗) h(U1,U ′1)
◦ iZ12 = iP12 ◦ h(U12,U ′12)

.

Un calcul analogue, que l’on laissera aux soins du lecteur, montre l’identité :

(∗∗) h(U2,U ′2)
◦ iZ21 = iP21 ◦ ω12 ◦ h(U12,U ′12)

.
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On a ainsi un diagramme de schémas :

⊔
(U1,U ′1),(U2,U ′2)∈U

Z(U12,U ′12)

αZ //

βZ
//

h′′

��

⊔
(U,U ′)∈U

Z(U,U ′)
iZ //

h′

��

Z

⊔
(U1,U ′1),(U2,U ′2)∈U

P (U12,U ′12)

α //
β
//
⊔

(U,U ′)∈U

P (U,U ′)
iP // P

où α et β (resp. αZ et βZ) sont les morphismes de recollement et h′ (resp. h′′) est la
somme directe des morphismes h(U,U ′) (resp. h(U12,U ′12)

). Les identités (∗) (resp. (∗∗))
reviennent à dire que le carré formé par α et αZ (resp. par β et βZ) et par les flèches
verticales, commute. Il vient par suite un unique morphisme de schémas

h : Z → P tel que h ◦ iZ = iP ◦ h′.

On déduit aussitôt que h est l’unique morphisme de schémas avec πY ◦h = g et πY ′ ◦h =
g′, comme souhaité. □

Exercice 5.78. Montrer que pour tout diagramme cartésien de schémas :

X ′
(g′,g′♭) //

(f ′,f ′♭) ��

X

(f,f♭)
��

Y ′
(g,g♭) // Y

on a g−1(f(X)) = f ′(X ′). Donc, si f est surjectif, il est en de même pour f ′.

Plusieurs notions de l’algèbre commutative se généralisent aisément aux schémas ; voici
un échantillon :

Définition 5.79. Soit ϕ := (ϕ, ϕ♭) : (X,OX)→(Y,OY ) un morphisme de schémas.
(i) On dit que ϕ est de type fini (resp. de présentation finie) au point x ∈ X, s’il

existe des voisinages ouverts affines U ⊂X de x, et V ⊂Y de ϕ(x), avec ϕ(U)⊂V , tels
que ϕ♭ induit un homomorphisme d’anneaux OY (V ) → OX(U) de type fini (resp. de
présentation finie).

(ii) On dit que ϕ est compact, si ϕ : X → Y est une application compacte.
(iii) On dit que ϕ est localement de type fini (resp. localement de présentation finie)

s’il est de type fini (resp. de présentation finie) en tout point de X. Si en outre ϕ est
compact, on dira que ϕ est de type fini (resp. de présentation finie).
(iv) Soit en outre M un OX -module ; on dit que M est ϕ-plat au point x, si (Mx)[ϕ♯x]

est un OY,ϕ(x)-module plat (notation de la remarque 5.39(iii)).
(v) On dit que M est ϕ-plat, s’il est ϕ-plat en tout point de X. Si ϕ = 1(X,OX), on dit

simplement plat, au lieu de ϕ-plat. Si OY est ϕ-plat au point x (resp. si OY est ϕ-plat),
on dit que ϕ est plat au point x (resp. que ϕ est plat).
(vi) La dimension de (X,OX) est dimX (voir la définition 4.64(ii)).

Exercice 5.80. Soient f : A → B un homomorphisme d’anneaux, M un B-module,
X := SpecA, Y := SpecB, et ϕ := Spec f : Y → X le morphisme induit de schémas.
Montrer les assertions suivantes :

(i) ϕ est un morphisme de type fini (resp. de présentation finie) ⇔ f est un homo-
morphisme de type fini (resp. de présentation finie).

(ii) OY ⊗̃BM est un OY -module ϕ-plat ⇔ M[f ] est un A-module plat.
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Lemme 5.81. (i) Soient X := (X,OX), Y := (Y,OY ) des schémas, ϕ := (ϕ, ϕ♭) : X →
Y un morphisme de schémas, et (Uλ |λ ∈ Λ) un recouvrement de Y ; pour tout λ ∈ Λ,
posons

Vλ := ϕ−1Uλ Uλ := Uλ ×Y Y V λ := Vλ ×X X

et soit ϕ
λ
: V λ → Uλ la restriction de ϕ. Alors ϕ est compact (resp. localement de type

fini, resp. localement de présentation finie, resp. de type fini, resp. de présentation finie)
si et seulement s’il en est de même pour chaque ϕ

λ
.

(ii) Soit en outre un diagramme cartésien de schémas :

X ′ := (X ′,OX′)
ψ′

//

ϕ′

��

X

ϕ
��

Y ′ := (Y ′,OY ′)
ψ
// Y .

Si ϕ est compact (resp. localement de type fini, resp. localement de présentation finie,
resp. de type fini, resp. de présentation finie), il en est de même pour ϕ′.

Démonstration. (i) : Il est clair que si chaque ϕ
λ

est localement de type fini (resp. loca-
lement de présentation finie), alors il en est de même pour ϕ. En outre, le lemme 4.60
montre que si chaque ϕ

λ
est compact, alors il en est de même pour ϕ ; par suite, si chaque

ϕ
λ

est de type fini (resp. de présentation finie), il en est de même pour ϕ. Il est aussi
clair que si ϕ est compact, il en est de même pour chaque ϕ

λ
.

Ensuite, si ϕ est localement de type fini, et si x ∈ Vλ, par hypothèse il existe des
voisinages ouverts affines V ⊂ X de x et U ⊂ Y de y := ϕ(x) avec ϕ(U) ⊂ V , tels que
ϕ♭ induit un homomorphisme d’anneaux de type fini

f : A := OY (U)→ B := OX(V ).

Donc, la restriction V ×X X → U ×Y Y de ϕ s’identifie avec Spec(f) : SpecB → SpecA
(théorème 5.47). Soit p ⊂ A (resp. q ⊂ B) l’idéal premier correspondant à y (resp. à x)
sous cette identification ; alors, (SpecA[a−1] | a ∈ A \ p) (resp. (SpecB[b−1] | b ∈ B \ q))
est un système fondamental de voisinages ouverts de p dans SpecA (resp. de q dans
SpecB), et correspond à un système fondamental (Ua | a ∈ A \ p) (resp. (Vb | b ∈ B \ p))
de voisinages ouverts de y dans Y (resp. de x dans X), avec OY (Ua) = A[a−1] pour tout
a ∈ A \ p (resp. OX(Vb) = B[b−1] pour tout b ∈ B \ q). Ainsi, prenons a ∈ A \ p avec
Ua ⊂ Uλ, et posons b := f(a) ; par construction, Vb ⊂ Vλ, et ϕ♭ induit l’homomorphisme
d’anneaux fb : OY (Ua) = A[a−1] → OX(Vb) = B[b−1] de type fini ; en outre, si f est de
présentation finie, il est en de même pour fb. Cela montre que ϕ

λ
est localement de type

fini, et même localement de présentation finie, s’il en est de même pour ϕ. On déduit
aussitôt que si ϕ est de type fini (resp. de présentation finie), il en est de même pour
chaque ϕ

λ
.

(ii) : Soit y′ ∈ Y ′ ; d’après (i), il suffit d’exhiber un voisinage ouvert U ′ ⊂ Y ′ de y′
tel que, avec V ′ := ϕ′−1U ′, la restriction V ′ ×X′ X ′ → U ′ ×Y Y ′ soit compacte (resp.
localement de type fini, resp. localement de présentation finie, resp. de type fini, resp.
de présentation finie). Or, soit U ⊂ Y un voisinage ouvert affine de y := ψ(y′), et
V := ϕ−1U ; d’après (i), la restriction ϕ|V : V ×X X → U ×Y Y de ϕ est compacte (resp.
localement de type fini, resp. localement de présentation finie, resp. de type fini, resp.
de présentation finie) ; soient Y ′′ := ψ−1U , et X ′′ := ϕ′−1Y ′′. Quitte à remplacer ϕ par
ϕ|V et ϕ′ par sa restriction X ′′ ×X′ X ′ → Y ′′ ×Y ′ Y ′, on peut alors supposer que Y soit
affine. Si ϕ est compact, on trouve un recouvrement fini V1 ∪ · · · ∪ Vn = X formé de
parties ouvertes affines. Soit U ′ := (U ′,OY ′|U ′) un sous-schéma ouvert affine de Y ′, et
pour tout i = 1, . . . , n posons V i := Vi ×X X ; le produit fibré (V ′i ,OV ′i ) := U ′ ×Y V i
s’identifie alors avec un sous-schémas ouvert affine de X ′, et ϕ′−1U ′ = V ′1 ∪ · · · ∪V ′n (voir
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la preuve du théorème 5.76). Ainsi, ϕ′−1U ′ est une partie compacte de X ′, et cela achève
de vérifier que ϕ′ est compact.

Ensuite, si ϕ est localement de type fini, soient x′ ∈ X ′, y′ := ϕ′(x′), x := ψ′(x′), et
y := ϕ(x) ; prenons des voisinages ouverts affines V ⊂ X de x, et U ⊂ Y de y, tels que ϕ♭
induise un homomorphisme d’anneaux de type fini f : OY (U)→ OX(V ), et soit U ′ ⊂ Y ′
un voisinage ouvert affine de y′ tel que ψ′(U ′) ⊂ U . Alors la preuve du théorème 5.76
montre que V ′ := ϕ′−1(U ′)∩ψ′−1(V ) est un voisinage ouvert affine de x′ dans X ′, et que
l’on a un diagramme cocartésien d’anneaux :

OY (U)
f //

��

OX(V )

��
OY ′(U ′)

g // OX′(V ′).

Ainsi, ϕ′♭ induit un homomorphisme d’anneaux g de type fini, et même de présentation
finie, si f est de présentation finie. Cela achève de vérifier que ϕ′ est de localement de
type fini, et même localement de présentation finie, si ϕ est localement de présentation
finie. On déduit aussitôt que si ϕ est de type fini (resp. de présentation finie), il en est
de même pour ϕ′. □

Exercice 5.82. Soient f : X → Y et g : Y → Z deux morphismes de schémas.
(i) Montrer que si f et g sont de localement de type fini (resp. localement de présen-

tation finie), il en est de même pour g ◦ f .
(ii) Montrer que si g ◦ f est localement de type fini, il en est de même pour f .
(iii) Montrer que si g ◦ f est localement de présentation finie, et si g est localement de

type fini, alors f est localement de présentation finie.

5.4.2. Sous-schémas fermés. Pour tout schémaX := (X,OX) et tout idéal quasi-cohérent
I ⊂ OX , on considère le foncteur représentable hXop : EsLocAnop → Ens (cf. l’exercice
5.40(i)) et son sous-foncteur FI ⊂ hXop tel que

FI (T ) := {(g, g♭) ∈ EsLocAn(T ,X) | g−1I · OT = 0} ∀T ∈ Ob(EsLocAn).

Proposition 5.83. (i) FI est représenté par un X-schéma (remarque 5.49(iii))

i : V (I ) := (V (I ),OV (I ))→ X.

(ii) Z := {x ∈ X |Ix ̸= OX,x} est une partie fermée de X, et i induit un homéomor-
phisme V (I )

∼→ Z, pour la topologie de Z induite par X.
(iii) i♭ : OX → i∗OV (I ) induit un isomorphisme OX/I

∼→ i∗OV (I ).

Démonstration. (i) : Pour toute partie ouverte U ⊂ X soit U := U ×X X ; on a :

Affirmation 5.84. Soient i : V (I ) → X un X-schéma représentant FI , et U ⊂ X une
partie ouverte, ; posons V U := i−1(U)×V (I ) V (I ). Alors le U -schéma induit iU : V U →
U (voir la remarque 5.41(i)) représente le foncteur FI|U .
Preuve : Soient j := (j, j♭) : U → X et k : V U → V (I ) les morphismes d’inclusion,
T := (T,OT ) ∈ Ob(EsLocAn), et g := (g, g♭) : T → U un morphisme de EsLocAn avec
g−1(I|U ) · OT = 0 ; ainsi, (j ◦ g)−1I · OT = 0, donc il existe un unique morphisme
h := (h, h♭) : T → V (I ) de EsLocAn tel que i ◦ h = j ◦ g. En particulier, h(T ) ⊂ i−1U ;
par la propriété universelle de k (voir l’exercice 5.40(ii)), on a alors un unique morphisme
l : T → V U de EsLocAn tel que h = k ◦ l. Ainsi, j ◦ iU ◦ l = i ◦ k ◦ l = i ◦ h = j ◦ g, et
puisque j est évidemment un monomorphisme, il vient iU ◦ l = g. Mais noter aussi que
i est un épimorphisme de EsLocAnop, car FI est un sous-foncteur de hX : EsLocAnop →
Ens (exercice 2.7(ii)) ; i.e. i est un monomorphisme de EsLocAn, donc de même pour
iU (remarque 2.23(iii)), et par suite l est l’unique morphisme tel que iU ◦ l = g, d’où
l’assertion. ♢
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Soit maintenant U un recouvrement de X, tel que pour tout U ∈ U le foncteur FI|U

est représenté par un U -schéma iU : V (I|U )→ U . Posons

V UU ′ := i−1U (U ∩ U ′)×V (I|U ) V (I|U )
(iU )|U∩U′−−−−−−→ U ∩ U ′ ∀U,U ′ ∈ U .

D’après l’observation 5.84, les U ∩ U ′-schémas V UU ′ et V U ′U représentent le même fonc-
teur FI|U∩U′ ; il existe alors un unique isomorphisme de U ∩ U ′-schémas ωUU

′
: V UU ′

∼→
V U ′U . De même, pour tous U,U ′, U ′′ ∈ U , le U ∩ U ′ ∩ U ′′-schéma

V UU ′U ′′ := i−1(U ∩ U ′ ∩ U ′′)×V (I|U ) V (I )

représente le foncteur FI|U∩U′∩U′′ ; d’autre part, les morphismes ωUU
′
, ωU

′U ′′ et ωUU
′′

induisent par restriction des isomorphismes de U ∩ U ′ ∩ U ′′-schémas

V UU ′U ′′
ωUU

′
|U∩U′∩U′′ //

ωUU
′′

|U∩U′∩U′′
''

V U ′UU ′′

ωU
′U′′
|U∩U′∩U′′

ww
V U ′UU ′′

et par suite ωUU
′′

|U∩U ′∩U ′′ = ωU
′U ′′

|U∩U ′∩U ′′ ◦ ω
UU ′

|U∩U ′∩U ′′ . Donc (V (I|U ), ω
UU ′ |U,U ′ ∈ U ) est

une donnée de recollement de schémas, dont on notera le recollement par Y := (Y,OY ).
Soit (jU : V (I|U )→ Y |U ∈ U ) le co-cône universel ; par la propriété universel de Y , il
existe un unique morphisme i : Y → X tel que i ◦ jU : V (I|U )→ X soit la composition
de iU avec le morphisme d’inclusion U → X, pour tout U ∈ U .

Affirmation 5.85. Le X-schéma i : Y → X représente le foncteur FI .
Preuve : Soient T := (T,OT ) un espace localement annelé et g : Y → X un morphisme
d’espaces localement annelés tel que g−1I · OT = 0 ; pour tout U ∈ U on déduit un
morphisme d’espaces annelés gU : g−1U := g−1(U) ×T T → U (remarque 5.41(i)), et
g−1U (I|U ) · OT = 0. Donc gU se factorise à travers iU et un unique morphisme d’espaces
localement annelés kU : g−1U → V (I|U ) ; posons

hU := jU ◦ kU : g−1U → Y ∀U ∈ U .

Or, noter que pour tous U,U ′ ∈ U , l’espace annelé g−1U ∩ U ′ := g−1(U ∩ U ′)×T T est
un sous-espace annelé ouvert à la fois de g−1U et de g−1U ′ ; on en déduit une donnée de
recollement (g−1U, τUU

′ |U,U ′ ∈ U ) si l’on prend pour chaque

τUU
′
: g−1(U ∩ U ′)×g−1U g

−1U
∼→ g−1(U ∩ U ′)×g−1U ′ g

−1U ′

le morphisme identité (la source et le but de ce morphisme étant justement le même
schéma g−1U ∩ U ′). Il est clair que le recollement de la famille (g−1U |U ∈ U ) suivant
ce système d’isomorphismes τ•• n’est rien d’autre que T , et le co-cône universel est
constitué des morphismes d’inclusion g−1U → T de l’exercice 5.40(ii). En dernier lieu,
pour tous U,U ′ ∈ U soit kUU ′ : g−1U ∩ U ′ → V UU ′ la restriction de kU ; noter que

(iU )|U∩U ′ ◦ kUU ′ = (iU ′)|U∩U ′ ◦ kU ′U = (iU )|U∩U ′ ◦ ωUU
′
◦ kU ′U

d’où kUU ′ = ωUU
′ ◦ kU ′U , par la propriété universelle de (iU )|U∩U ′ . On déduit :

(hU )|g−1U∩U ′ = (hU ′)|g−1U∩U ′ ∀U,U ′ ∈ U

et donc le système de morphismes (hU |U ∈ U ) se recolle en un morphisme d’espaces
localement annelés h : T → Y ; par construction, il s’agit de l’unique tel morphisme avec
i ◦ h = g : les détails sont laissés aux soins du lecteur. ♢

Avec l’observation 5.85, on est ramené aussitôt au cas où X est un schéma affine,
disons X = SpecA, et I = IOX pour un idéal I ⊂ A. Soit alors T := (T,OT ) un
espace localement annelé, et (g, g♭) : T → SpecA un morphisme d’espaces localement
annelés ; d’après le théorème 5.47, (g, g♭) correspond à un homomorphisme d’anneaux
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f : A → Γ(OT ), et la description explicite de la remarque 5.68(iv) montre que l’on a
g−1I · OT = 0 si et seulement si f(I) · OT,t = 0 pour tout t ∈ T . A son tour, cette
dernière condition est vérifiée si et seulement si f se factorise à travers la projection π :
A → A/I ; donc les éléments de FI (T ) correspondent aux homomorphismes d’anneaux
f : A/I → Γ(OT ), qui finalement correspondent aux morphismes d’espaces localement
annelés T → SpecA/I, sous l’adjonction du théorème 5.47. Cela achève de montrer que
FI est représenté par le morphisme de schémas Spec(π) : SpecA/I → SpecA.

(ii) et (iii) suivent par inspection directe de la construction de V (I ). □

Exemple 5.86. (i) Soient X := (X,OX) un schéma, Z ⊂ X une partie fermée, et pour
toute partie ouverte U ⊂ X posons :

IZ(U) := {s ∈ OX(U) | sx /∈ O×X,x ∀x ∈ Z ∩ U}.

On voit aisément que l’association : U 7→ IZ(U) définit un idéal de OX .
(ii) Si X est affine et si U est une partie ouverte affine, on a X = SpecA pour

A := OX(X), et U est représentée par AU := OX(U) (remarque 5.49(i)) ; en outre, pour
tout p ∈ U , l’idéal q := pAU ⊂ AU est premier (exercice 5.32(iii)), et consiste en des
a ∈ AU dont l’image ap dans OX,p = Ap = AU,q est contenue dans pAp, i.e. ap /∈ O×X,p
(lemme 3.30(ii)). Ainsi, si Z = V (I) pour un idéal I, il vient IZ(U) =

⋂
p∈Z∩U pAU =

rad(IAU ) = rad(I)AU , toujours par l’exercice 5.32(i).
(iii) Avec (ii), on voit que, dans la situation de (i), l’idéal IZ est quasi-cohérent.

Plus précisément, si X est affine et Z = V (I) pour un idéal I ⊂ A := OX(X), on a
IZ = rad(I) · OX , et par suite IZ,p = rad(I)p = rad(Ip) pour tout p ∈ X. Dans la
situation générale de (i), on a alors Z = {x ∈ X |IZ,x ̸= OX,x}.

(iv) D’après (iii) et la proposition 5.83(ii,iii), Z est alors l’espace topologique sous-
jacent au X-schéma V (IZ), et OZ,z = OX,z/IZ,z est un anneau réduit, pour tout z ∈ Z ;
ainsi, V (IZ) est un schéma réduit que l’on dénote

Zred

et qu’on appelle le sous-schéma fermé réduit de X d’espace sous-jacent Z.
(v) Noter aussi que Xred = V (NX) (notation de l’exemple 5.71(ii)), et en particulier,

X est un schéma réduit si et seulement si X = Xred.

5.5. Immersions, morphismes séparés, et éclatements.

Définition 5.87. Soit f := (f, f ♭) : X → Y un morphisme de schémas.
(i) On dit que f est une immersion ouverte, s’il existe une partie ouverte U ⊂ Y tel

que f soit la composition d’un isomorphisme de schémas X ∼→ U := U ×Y Y avec le
morphisme naturel U → Y .

(ii) On dit que f est une immersion fermée, s’il existe un idéal quasi-cohérent I ⊂ OY
tel que f soit la composition d’un isomorphisme X ∼→ V (I ) avec le morphisme naturel
V (I )→ Y (notation de la proposition 5.83).
(iii) Rappelons que les produits fibrés sont représentables dans la catégorie des schémas

(théorème 5.76), et soit ∆X/Y : X → X×Y X le morphisme diagonal de f (voir l’exercice
2.66(i)). On dit que f est quasi-séparé (resp. séparé) si ∆X/Y est un morphisme compact
(resp. est une immersion fermée).

Remarque 5.88. (i) La définition 5.87(iii) est motivée par l’exercice 2.21, selon lequel un
espace topologique T est séparé si et seulement si la diagonale ∆T est une partie fermée
du produit T × T : voir aussi le corollaire 5.95(i).

(ii) Soit f : A→ B un homomorphisme d’anneaux, X := SpecB, et Y := SpecA ; la
preuve de la proposition 5.83 montre que Spec f : X → Y est une immersion fermée si
et seulement si f est surjectif, et dans ce cas Spec f s’identifie avec le morphisme naturel
V (IOY )→ Y , avec I := Ker f .
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(iii) En outre, pour tout homomorphisme d’anneaux f : A→ B, le morphisme Spec f
est séparé. Pour la preuve, gardons la notation de (ii), et rappelons que Z := X×Y X est
représenté par Spec (B ⊗A B), et les projections canoniques Z → X correspondent aux
homomorphismes d’anneaux j1, j2 : B → B ⊗A B tels que j1(b) = b⊗ 1 et j2(b) = 1⊗ b
pour tout b ∈ B (voir la preuve du théorème 5.76). Par suite, ∆X/Y : X → Z correspond
à l’unique homomorphisme d’anneaux µ : B ⊗A B → B tel que µ ◦ ji = IdB pour
i = 1, 2 ; évidemment µ est alors la loi de multiplication de B, i.e. µ(b ⊗ b′) = bb′ pour
tous b, b′ ∈ B. En particulier, µ est une surjection, avec I := Ker(µ) l’idéal engendré par
le système (b⊗1−1⊗ b | b ∈ B), et d’après (ii), ∆X/Y s’identifie avec l’immersion fermée
V (IOZ)→ Z, d’où l’assertion.

(iv) On voit aisément que toute immersion ouverte U → Y est un monomorphisme
dans la catégorie des schémas ; par suite ∆U/Y est un isomorphisme (exercice 2.66(i)).
Donc, toute immersion ouverte est un morphisme séparé.

Exercice 5.89. (i) Soient X := (X,OX), Y := (Y,OY ) des schémas, f := (f, f ♭) : X →
Y un morphisme de schémas, et I ⊂ OY un idéal quasi-cohérent. Montrer qu’il existe
un unique isomorphisme de X-schémas :

V (I OX)
∼→ X ×Y V (I ).

(ii) Soient h : S′ → S un morphisme de schémas, et f : X → Y un morphisme de
S-schémas (voir la remarque 5.49(iii)). Posons X ′ := S′×SX et Y ′ := S′×S Y ; montrer
que si f est une immersion fermée (resp. quasi-séparé, resp. séparé), il en est de même
pour le morphisme f ′ : X ′ → Y ′ déduit de f après le changement de base h (voir la
remarque 2.24).

(iii) Soit en outre (Uλ |λ ∈ Λ) un recouvrement de Y ; pour tout λ ∈ Λ, posons
Vλ := f−1Uλ, Uλ := Uλ×Y Y , V λ := Vλ×X X, et soit f

λ
: V λ → Uλ la restriction de f .

Montrer que f est une immersion fermée (resp. quasi-séparé, resp. séparé) si et seulement
s’il en est de même pour chaque f

λ
.

Proposition 5.90. Soit (f, f ♭) : (X,OX) → (Y,OY ) un morphisme compact et quasi-
séparé de schémas, et F un OX-module quasi-cohérent. Alors on a :

(i) f∗F est un OY -module quasi-cohérent.
(ii) Si Y est un espace spectral, il en est de même pour X.

Démonstration. (i) : Rappelons que pour toute partie ouverte V ⊂ Y , la restriction
F|f−1V de F est un OX|f−1V -module quasi-cohérent (problème 5.58(i.a)). On se ramène
ainsi aussitôt au cas où Y := (Y,OY ) est un schéma affine, disons Y = SpecA, pour
un anneau A. Par hypothèse, X est alors compact, donc admet un recouvrement fini
U := (Uλ |λ ∈ Λ) formé de parties ouvertes affines, disons Uλ := Uλ ×X X = SpecBλ
pour tout λ ∈ Λ. Soient X p←− X ×Y X

q−→ X les projections canoniques, et Wλµ :=
(Wλµ,OWλµ

) := Uλ ×Y Uµ pour tous λ, µ ∈ Λ ; d’après l’observation 5.77, le morphisme
de schémas Wλµ → X ×Y X induit par les inclusions Uλ → X ← Uµ identifie Wλµ avec
la partie ouverte affine p−1Uλ ∩ q−1Uµ. Par hypothèse, ∆X/Y est compact ; par suite,
pour tous λ, µ ∈ Λ, la partie de X :

∆−1X/Y (Wλµ) = ∆−1X/Y (p
−1Uλ) ∩∆−1X/Y (q

−1Uµ) = Uλµ := Uλ ∩ Uµ

est compacte. Fixons alors pour tous tels λ, µ un recouvrement fini Uλµ de Uλµ formé de
parties ouvertes affines de X, et pour toute partie ouverte V ⊂ Y notons par

(Č•(U ∧ V,F ), d•V ) (resp. par (Č•(Uλµ ∧ V,F ), d•V,λµ))

le complexe de Čech de F relatif au recouvrement U ∧ V := (U ∩ f−1V |U ∈ U )
(resp. relatif à Uλµ ∧ V := (U ∩ f−1V |U ∈ Uλµ)). Rappelons que Č0(U ∧ V,F ) =
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λ∈Λ F (Uλ ∩ f−1V ) et Č1(U ∧ V,F ) =

∏
λ,µ∈Λ F (Uλµ ∩ f−1V ), et de même pour

Č•(Uλµ ∧ V,F ) ; en outre, on a des augmentations canoniques (remarque 5.26(i)) :

F (f−1V )
εV−−→ Č0(U ∧ V,F ) F (Uλµ ∩ f−1V )

ελµV−−→ Č0(Uλµ ∧ V,F ) ∀λ, µ ∈ Λ

où εV est donnée par le produit des restrictions F (f−1V )→ F (Uλ∩f−1V ) (et de même
pour ελµV ). Pour toute partie ouverte affine V ⊂ Y posons AV := OY (V ), et

ε••V :=
∏
λ,µ∈Λ ε

λµ
V : Č1(U ∧ V,F )→ Č0(U•• ∧ V,F ) :=

∏
λ,µ∈ΛČ

0(Uλµ ∧ V,F ).

Soient en outre δ0V := ε••V ◦ d0V : Č0(U ∧ V,F ) → Č0(U•• ∧ V,F ) et V := V ×Y Y ;
posons aussi F := F (X). On considère le diagramme commutatif :

0 // AV ⊗A F
AV ⊗AεY //

α
��

AV ⊗A Č0(U ,F )
AV ⊗Aδ0Y //

β
��

AV ⊗A Č0(U•• ∧ Y,F )

γ
��

0 // F (f−1V )
εV // Č0(U ∧ V,F )

δ0V // Č0(U•• ∧ V,F )

où α (resp. β, resp. γ) est induite par la restriction F → F (f−1V ) (resp. par les
restrictions (F (Uλ) → F (Uλ ∩ f−1V ) |λ ∈ Λ), resp. par les restrictions (F (U) →
F (U ∩ f−1V ) |λ, µ ∈ Λ, U ∈ Uλµ)). Or, noter que Tλ := (Uλ ∩ f−1V )×X X représente
le produit fibré Uλ ×Y V , avec pour projections canoniques le morphisme d’inclusion
Tλ → Uλ et la restriction Tλ → V de f (observation 5.77) ; ces dernières correspondent
à des homomorphismes de A-algèbres Bλ → OX(Uλ ∩ f−1V ) ← AV , induisant un iso-
morphisme AV ⊗A Bλ

∼→ OX(Uλ ∩ f−1V ), pour tout λ ∈ Λ. Puisque la restriction F|Uλ
est un OX|Uλ -module quasi-cohérent (problème 5.58(i.a)), on déduit un isomorphisme de
AV ⊗A Bλ-modules :

AV ⊗A F (Uλ)
∼→ (AV ⊗A Bλ)⊗Bλ F (Uλ)

∼→ F (Uλ ∩ f−1V ) ∀λ ∈ Λ.

En vertu de la finitude de U , il s’ensuit que β est un isomorphisme, et un raisonnement
analogue montre qu’il en est de même pour γ : les détails sont confiés aux soins du lecteur.
En outre, la ligne horizontale en bas du diagramme est exacte d’après la remarque 5.26(i)
(noter que ε••V est une injection, pour toute partie ouverte V ⊂ Y ), et de même pour la
ligne horizontal en haut, car AV est une A-algèbre plate (lemme 5.31(iii)). Avec l’exercice
2.104, on conclut que α est un isomorphisme ; cela montre que la restriction de f∗F au
site Rep(A) est isomorphe à (OY ⊗̃AF )|Rep(A) (cf. la solution du problème 5.58(i.b)), d’où
un isomorphisme de OY -modules f∗F

∼→ OY ⊗̃AF (exercice 5.35(ii)).
(ii) : Soit U un recouvrement fini de Y formé de parties ouvertes affines ; comme Y est

spectral, U ∩ U ′ est une partie compacte de Y , pour tous U,U ′ ∈ U (remarque 4.51(i)).
Puisque f est compact, le recouvrement V := {f−1U |U ∈ U } de X est alors formé de
parties ouvertes compactes, et V ∩V ′ est compacte dans X pour tous V, V ′ ∈ V ; d’après
l’exercice 4.52, il suffit alors de montrer que tout V ∈ V est spectral, pour la topologie
induite par X. Cela nous ramène au cas où (Y,OY ) est affine, et donc X est compact ;
soit alors W un recouvrement fini de X formé de parties ouvertes affines ; la preuve de
(i) montre que W ∩W ′ est compact, pour tous W,W ′ ∈ W , et pour conclure, on peut
alors invoquer encore l’exercice 4.52. □

Corollaire 5.91. Soit (f, f ♭) : (X,OX) → (Y,OY ) un morphisme de schémas, et mu-
nissons Z := f(X) de la topologie induite par l’inclusion i : Z → Y ; alors (f, f ♭) est une
immersion fermée si et seulement s’il vérifie les conditions suivantes :

(a) Z est une partie fermée de Y , et f induit un homéomorphisme X ∼→ Z.
(b) f ♭ : OY → f∗OX est un épimorphisme de faisceaux.
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Démonstration. Posons X := (X,OX), Y := (Y,OY ), et f := (f, f ♭) ; si f est une immer-
sion fermée, les conditions sont vérifiées, d’après la proposition 5.83. Pour la réciproque,
remarquons :

Affirmation 5.92. Si (a) et (b) sont vérifiées, f est un monomorphisme.
Preuve : Soient T := (T,OT ) un schéma, et g := (g, g♭), h := (h, h♭) : T → X deux
morphismes de schémas avec (k, k♭) := f ◦ g = f ◦ h ; on doit vérifer que g = h. Or, (a)
entraîne aisément que g = h ; d’autre part, puisque k♭ = f∗(g

♭) ◦ f ♭ = f∗(h
♭) ◦ f ♭, la

condition (b) entraîne que f∗(g♭) = f∗(h
♭), d’où g♭ = h♭, encore par (a). ♢

L’observation 5.92 entraîne que ∆X/Y est un isomorphisme si (a) et (b) sont vérifiées
(exercice 2.66(i)), donc f est séparé, et évidemment f est compact ; par suite f∗OX est
un OY -module quasi-cohérent (proposition 5.90(i)), donc de même pour I := Ker(f ♭)
(problème 5.58(ii.c)). Mais alors f coïncide, à isomorphe unique près de Y -schémas, avec
l’immersion fermée V (I )→ Y (proposition 5.83). □

Exercice 5.93. (i) Soient f : X → Y et g : Y → Z deux morphismes de schémas.
Montrer que si f et g sont des immersions fermées (resp. sont quasi-séparés, resp. sont
séparés), il en est de même pour h := g ◦ f .

(ii) Soient f : X → S et g : Y → S deux morphismes de schémas, h : X → Y un
morphisme de S-schémas, et X p←− X×S Y

q−→ Y les projections canoniques. Le graphe de
f est l’unique morphisme Γf : X → X ×S Y tel que p ◦ Γf = 1X et q ◦ Γf = f . Montrer
que si g est quasi-séparé (resp. séparé), alors Γf est un morphisme compact (resp. est
une immersion fermée).

(iii) Soient f : X → Y et g : Y → Z deux morphismes de schémas ; montrer que si
g ◦ f est compact, et si g est quasi-séparé, alors f est compact.

Exercice 5.94. (i) Soient (Y,OY ) un schéma, Z ⊂ Y une partie fermée, U := Y \ Z,
j : U → Y l’inclusion, M un OY -module quasi-cohérent, et N un OY |U -module quasi-
cohérent. Supposons que tout y ∈ Y admet un voisinage ouvert affine V ⊂ Y tel que la
partie Z ∩V soit constructible dans l’espace spectral V ; montrer que ΓZM et j∗N sont
alors des OY -modules quasi-cohérents.

(ii) Soient A un anneau, M un A-module, (X,OX) := SpecA, et M := OX⊗̃AM .
Soient aussi Z ⊂ X une partie fermée constructible, p ∈ X, et posons Zp := Z ∩ SpecAp

(rappelons que SpecAp est naturellement identifié avec l’ensemble des générisations de
p dans X). Montrer que l’isomorphisme ωp :Mp

∼→Mp de la remarque 5.64(iii) identifie
(ΓZM )p avec ΓZp

(Mp) := {x ∈Mp |SuppAp
(x) ⊂ Zp}.

Corollaire 5.95. (i) Un morphisme de schémas f : X → Y est séparé ⇔ l’image de
∆X/Y est une partie fermée de l’espace topologique sous-jacent à X ×Y X.

(ii) Si en outre, Y = SpecA est affine, X = (X,OX), et (Uλ |λ ∈ Λ) est un recouvre-
ment de X par des parties ouvertes affines, alors f est séparé si et seulement s’il vérifie
les deux conditions suivantes, pour tous λ, µ ∈ Λ :

(a) Uλ ∩ Uµ est une partie ouverte affine de X.
(b) La A-algèbre OX(Uλ∩Uµ) est engendrée par la réunion des images des restrictions

OX(Uλ)→ OX(Uλ ∩ Uµ)← OX(Uµ).

Démonstration. (i) : Soient X := (X,OX), Y := (Y,OY ), (p, p♭), (q, q♭) : X ×Y X → X

les projections, et f := (f, f ♭) ; notons par T l’espace topologique sous-jacent à X ×Y X,
et par D ⊂ T l’image de ∆X/Y = (∆,∆♭) : X → X ×Y X, munie de la topologie induite
par l’inclusion D → T . Puisque p◦∆ = IdX , l’application ∆ induit un homéomorphisme
X
∼→ D ; d’après le corollaire 5.91, on est alors ramené à vérifier que ∆♭ : OT → ∆∗OX

est un épimorphisme de faisceaux, si D est fermée dans T , i.e. que ∆♭
t : OT,t → (∆∗OX)t

est une surjection pour tout t ∈ T (théorème 4.97(ii)). Mais comme D est une partie
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fermée de T , on a (∆∗OX)t = 0 si t ∈ T \D, donc on peut supposer que t = ∆(x) pour
quelque x ∈ X ; dans ce cas, comme ∆ induit un homéomorphisme X ∼→ D, on a une
identification naturelle :

ωt : (∆∗OX)t
∼→ OX,x [s, U ]t 7→ [s,∆−1U ]x

(les détails sont laissés aux soins du lecteur). En outre, comme p ◦ ∆X/Y = 1X , la

composition OX
p♭−→ p∗OT

p∗(∆
♭)−−−−→ p∗∆∗OX = OX est l’identité de OX ; rappelons aussi

que l’isomorphisme (p̃−1OX)∆(x)
∼→ OX,x fourni par l’exercice 4.98(ii) identifie (p♯)t :

(p̃−1OX)t → OT,t avec l’homomorphisme

p♯t : OX,x → OT,t [s, U ]x 7→ [p♭U (s), p
−1U ]t

de sorte que ωt ◦∆♭
t ◦ p

♯
t : OX,x → OX,x est alors l’homomorphisme tel que :

[s, U ]x 7→ [∆♭
p−1U ◦ p

♭
U (s), p

−1U ]t = [s, p−1U ]t 7→ [s,∆−1p−1U ]x = [s, U ]x

i.e. ∆♭
t admet un inverse à droite si t = ∆(x), donc est un épimorphisme.

(ii) : Soient Uλ := Uλ×XX, Bλ := OX(Uλ) pour tout λ ∈ Λ, et posons Uλµ := Uλ∩Uµ,
Uλµ := Uλµ×XX, et (Wλµ,OWλ

) := Uλ×Y Uµ pour tous λ, µ ∈ Λ ; en raisonnant comme
dans la preuve de la proposition 5.90(i), on voit que ∆−1X/Y (Wλµ) = Uλµ. Donc f est séparé
⇔ la restriction de ∆X/Y

∆λµ : Uλµ →Wλµ

est une immersion fermée pour tous λ, µ ∈ Λ (exercice 5.89(iii)), et au vu de la remarque
5.88(ii), pour cela il faut et il suffit que Uλµ soit un schéma affine, et que l’homomor-
phisme d’anneaux Γ(OWλµ

)→ Γ(OUλµ) correspondant à ∆λµ soit surjectif. Noter que les
compositions de ∆λµ avec les projections :

Uλ
pλµ←−−Wλµ

qλµ−−→ Uµ

sont les morphismes d’inclusion Uλ ← Uλµ → Uµ. En outre, Uλ s’identifie avec SpecBλ,
et Wλµ s’identifie avec SpecBλ ⊗A Bµ, pour tous λ, µ ∈ Λ, et sous ces identifications,
pλµ et qλµ correspondent aux homomorphismes d’anneaux :

Bλ
iλµ−−→ Bλ ⊗A Bµ

jλµ←−− Bµ tels que b 7→ b⊗ 1 et b′ 7→ 1⊗ b′ ∀b ∈ Bλ,∀b′ ∈ Bµ.

Ainsi, la réunion des images de iλµ et jλµ engendre Bλ ⊗A Bµ, et finalement, ∆λµ est
une immersion fermée ⇔ les conditions (a) et (b) de (ii) sont vérifiées. □

Exemple 5.96. (i) Soient K un corps, A := K[X], (resp. B := K[Y ]) la K-algèbre
des polynômes d’une indéterminée X (resp. Y ), et U1 := SpecA, U2 := SpecB ; notons
par U1 et U2 les espaces topologiques sous-jacents à U1 et U2, et soient en outre m1 :=
XA ∈ U1 et m2 := Y B ∈ U2. Posons :

U12 := U1 \ {m1} U21 := U2 \ {m2} U12 := U12 ×U1
U1 U21 := U21 ×U2

U2.

Ainsi, U12 et U21 sont des parties ouvertes affines de U1 et respectivement U2, avec
OU1

(U12) = A[X−1], OU2
(U21) = B[Y −1], et l’unique isomorphisme de K-algèbres f :

A[Y −1]
∼→ B[X−1] avec f(X) = Y induit un isomorphisme de schémas ω : U21

∼→ U12,
d’où une donnée de recollement (U1, U2, ω) ; on dénote par X := (X,OX) le schéma
obtenu par recollement de (U1, U2) suivant l’isomorphisme ω (voir le lemme 5.74(iv)),
et par (j

i
:= (ji, j

♭
i ) : U i → X | i = 1, 2) le co-cône universel. Pour i = 1, 2, posons

Vi := ji(Ui), et rappelons que j
i
identifie U i au sous-schéma ouvert affine V i := Vi×XX

de X, et que V := {V1, V2} est un recouvrement de X. Les homomorphismes d’anneaux
structurels A ← K → B induisent des morphismes de schémas (ϕ

i
: U i → SpecK | i =

1, 2) avec ϕ
2|U21

= (ϕ
1|U12

) ◦ ω, d’où un unique morphisme de schémas ϕ : X → SpecK
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avec ϕ ◦ j
i
= ϕ

i
pour i = 1, 2. Or, soient V := V1 ∩ V2 et V := V ×X X ; les morphismes

j
1

et j
2

induisent par restriction des isomorphismes de schémas :

U12

τ1−→ V
τ2←− U21 tels que τ2 = τ1 ◦ ω.

On obtient par suite un diagramme commutatif d’anneaux :

(∗)
OX(V1)

ρ1 //

j♭1 ��

OX(V )

τ♭1 ��

OX(V )

τ♭2��

OX(V2)
ρ2oo

j♭2��
OU1

(U1)
ρ12 // OU1

(U12)
f // OU2

(U21) OU2
(U21)

ρ21oo

dont les flèches verticales sont des isomorphismes et où ρ1, ρ2, ρ12, ρ21 sont les restrictions.
D’après le corollaire 5.95(ii), ϕ est un morphisme séparé si et seulement si la réunion des
images de ρ1 et ρ2 engendre la K-algèbre OX(V ), et pour cela il faut et il suffit que la
réunion des images de f ◦ ρ12 et ρ21 engendre la K-algèbre OU2

(U21) ; mais f ◦ ρ12 et ρ21
ont la même image : la K-sous-algèbre K[Y ], qui n’engendre pas K[Y, Y −1]. Cela achève
de vérifier que ϕ n’est pas un morphisme séparé ; on appelle X la droite affine sur K
avec origine dédoublée.

(ii) Si dans la situation de (i), on remplace f par l’unique isomorphisme de K-
algèbres g : K[X,X−1]

∼→ K[Y, Y −1] avec g(X) = Y −1, on obtient un isomorphisme
de schémas différent ω′ : U21

∼→ U12, et le recollement de la donnée (U1, U2) suivant
ω′ n’est rien d’autre que la droite projective P11 sur K (comparer avec la discussion du
§5.4.1). En particulier, les espaces topologiques sous-jacents aux K-schémas X et P1K
sont homéomorphes, mais ces deux schémas sont toutefois très différents : notamment,
on aura pour P1K un diagramme commutatif correpondant à (∗), avec f remplacé par
g, et noter que les images de g ◦ ρ12 et ρ21 dans OU2(U21) sont respectivement K[Y ] et
K[Y −1]. Donc, ces images engendrent la K-algèbre OU2(U21), et par suite le morphisme
structurel π : P1K → SpecK est séparé.

(iii) Gardons les notations de (i) et (ii) ; en raisonnant avec le complexe de Čech
Č•(V ,OX), on voit que la restriction Γ(OX) → OX(Vi) est un isomorphisme pour i =
1, 2 (les détails sont laissés aux soins du lecteur) ; d’après le théorème 5.47, il existe
alors un morphisme de schémas unique ψ : X → A1

K = SpecK[X] dont la restriction
V i → A1

K est un isomorphisme, pour i = 1, 2 : il s’agit du morphisme ψ qui pince les deux
origines dédoublées de X sur l’unique origine de A1

K . Par contre, en raisonnant avec le
complexe analogue Č•(V ,P1K), on voit que Γ(OP1

K
) s’identifie avec la K-sous-algèbre de

K[X]×K[Y ] formée des couples de polynômes (P (X), Q(Y )) tels que P (1/Y ) = Q(Y ) ;
évidemment on a P = Q ∈ K pour tout tel couple, i.e. Γ(OP1

K
) = K, et en particulier,

tout morphisme de schémas P1K → A1
K se factorise à travers le morphisme structurel

π : P1K → SpecK.

5.5.1. Eclatement d’idéaux quasi-cohérents. Soient A un anneau, I ⊂ A un idéal ; pour
plusieurs questions d’algèbre commutative et de géométrie algébrique, on aimerait dispo-
ser d’un changement de base universel qui rend I inversible, i.e. d’une A-algèbre B telle
que : (a) IB soit un B-module inversible (voir la définition 4.112), et (b) pour toute A-
algèbre C vérifiant la même condition, il existe un unique homomorphisme de A-algèbres
B → C. Malheureusement, une telle A-algèbre n’existe pas en général ; toutefois, le der-
nier théorème de cette section montrera que ce problème universel -- convenablement
reformulé et généralisé -- admet une solution dans la catégorie des schémas : la construc-
tion dont il s’agit est sans doute l’une des plus fondamentales de la géométrie algébrique.

Théorème 5.97. Soient X := (X,OX) un schéma, I ⊂ OX un idéal quasi-cohérent. Il
existe un X-schéma (E := (E,OE), π : E → X), déterminé à isomorphisme unique près
de X-schémas par les conditions suivantes :

(i) L’idéal π−1I · OE est inversible.
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(ii) Pour tout espace localement annelé Y := (Y,OY ) et tout morphisme g : Y →
X d’espaces localement annelés tel que g−1I · OY est inversible, il existe un unique
morphisme d’espaces localement annelés h : Y → E avec π ◦ h = g.

On dit que (E, π) est un éclatement de l’idéal quasi-cohérent I .

Démonstration. L’unicité de l’éclatement de I à isomorphisme unique près deX-schémas
découle formellement de sa propriété universelle : cf. la preuve du lemme 2.4(i). Pour
toute partie ouverte U ⊂ X posons U := U ×X X ; on a :

Affirmation 5.98. Soient U ⊂ X une partie ouverte, (E, π) un éclatement de I , et
EU := π−1(U) ×X E. Le morphisme induit πU : EU → U est un éclatement de l’idéal
I|U ⊂ OU .
Preuve : Soient j : U → X et k : EU → E les morphismes d’inclusion, Y := (Y,OY )
un espace localement annelé, et g : Y → U un morphisme d’espaces localement annelés
tel que g−1I · OY soit inversible. En raisonnant – mutatis mutandis – comme dans
l’observation 5.84, on vérifie aisément qu’il existe un morphisme h : Y → EU tel que
πU ◦ h = g. Soit h′ : Y → EU un deuxième morphisme avec πU ◦ h′ = g ; il vient
π ◦ k ◦ h = j ◦ πU ◦ h = j ◦ πU ◦ h′ = π ◦ k ◦ h′ ; or, bien que π ne soit pas forcément
un monomorphisme de EsLocAn, la condition (ii) du théorème suffit pour déduire que
k ◦ h = k ◦ h′, et alors h = h′, car k est évidemment un monomorphisme. ♢

Soit maintenant U un recouvrement de X, tel que pour tout U ∈ U il existe un
éclatement (EU := (EU ,OEU ), π

U : EU → U) de l’idéal I|U de OU := (OX)|U . Posons
EUU ′ := (πU )−1(U∩U ′)×EU EU pour tous U,U ′ ∈ U , et soit πU|U∩U ′ : EUU ′ → U ∩ U ′ la
restriction de πU ; d’après l’observation 5.98, les U ∩ U ′-schémas EUU ′ et EU ′U sont des
éclatements du même idéal I|U∩U ′ . Il existe alors un unique isomorphisme de U ∩ U ′-
schémas ωUU

′
: (EUU ′ , π

U
|U∩U ′)

∼→ (EU ′U , π
U ′

|U∩U ′), et en raisonnant comme dans la preuve
de la proposition 5.83, on vérifie aisément que le système (EU , ω

UU ′ |U,U ′ ∈ U ) est une
donnée de recollement. Soient E le recollement de la famille E• suivant les isomorphismes
ω•• (lemme 5.74), et (iU : EU → E |U ∈ U ) le co-cône universel pour ce recollement ;
donc, chaque morphisme de schémas iU identifie EU avec un sous-schéma ouvert de E.
Evidemment πU|U ′U ◦ω

UU ′ = πU
′

|UU ′ pour tous U,U ′ ∈ U ; par la propriété universel de E,
on obtient alors un unique morphisme π : E → X de schémas tel que π◦iU : EU → X soit
la composition de πU avec le morphisme naturel d’inclusion U → X, pour tout U ∈ U ,
et en raisonnant comme dans la preuve de l’observation 5.85, on voit que (E, π) est un
éclatement de l’idéal I . On est ainsi ramené aussitôt au cas où X est un schéma affine,
disons X = SpecA, et I = IOX pour un idéal I ⊂ A. Dans ce cas, soit (aλ |λ ∈ Λ) un
système de générateurs de l’idéal I ; posons

Bλ := A
[aµ
aλ
|µ ∈ Λ

]
⊂ A

[
1
aλ

]
∀λ ∈ Λ

la A-sous-algèbre de A[1/aλ] engendrée par toutes les fractions aµ/aλ ∈ A[1/aλ]. Aussi,
pour tous λ, µ, ν ∈ Λ soit Bλµ := Bλ[aλ/aµ], la localisation de Bλ qui rend aµ/aλ
inversible, et de même Bλµν := Bλµ[aλ/aν ] ; noter que Bλµν = Bλνµ, et qu’il existe un
unique isomorphisme de A-algèbres

fλµ : Bλµ
∼→ A

[
aν
aλ
, aνaµ | ν ∈ Λ

]
⊂ A

[
1

aλaµ

]
.

En particulier, posons gλµ := f−1µλ ◦ fλµ : Bλµ
∼→ Bµλ, et pour tout ν ∈ Λ soit gλµ

[
aλ
aν

]
:

Bλµν
∼→ Bµλν la localisation de gλµ ; il vient :

gµν
[aµ
aλ

]
◦ gλµ

[
aλ
aν

]
= gλν

[
aλ
aµ

]
∀λ, µ, ν ∈ I.

Donc, soit Eλ := SpecBλ et Eλµ := SpecBλµ pour tous λ, µ ∈ Λ ; on obtient ainsi
une donnée de recollement (Eλ, ωλµ |λ, µ ∈ Λ) avec les isomorphismes de A-schémas
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ωλµ := Spec gµλ : Eλµ
∼→ Eµλ, et on dénote par E le recollement du système de A-

schémas E• suivant les isomorphismes ω••. Soit (ιλ : Eλ → E |λ ∈ Λ) le co-cône universel
correspondant ; comme d’habitude, on voit aussitôt que les morphismes structurels πλ :
Eλ → SpecA se recollent en un unique morphisme de schémas π : E → SpecA tel que
π ◦ ιλ = πλ pour tout λ ∈ Λ. Montrons que (E, π) est un éclatement de l’idéal I . Soit
donc g : Y → SpecA un morphisme d’espaces localement annelés tel que g−1I · OY est
inversible ; on remarque :

Affirmation 5.99. Pour tout y ∈ Y il existe λ ∈ Λ et un voisinage ouvert U de y dans
Y , tels que pour toute partie ouverte V ⊂ U , l’idéal (g−1I ·OY )(V ) de OY (V ) coïncide
avec aλ · OY (V ), et l’image de aλ dans OY (V ) est régulière.
Preuve : La description explicite de la remarque 5.68(ii,iii,iv) montre que

(I · OY )y = I · OY,y
où l’on regarde OY,y comme une OX,g(y)-algèbre, via l’homomorphisme local g♯y : OX,g(y) →
OY,y. Par hypothèse, il existe un voisinage ouvert U ⊂ Y de y avec un isomorphisme de
(OY )|U -modules β : (OY )|U

∼→ (I OY )|U . En particulier, β induit un isomorphisme de
OY,y-modules βy : OY,y

∼→ I · OY,y. Quitte à remplacer U par un voisinage ouvert plus
petit de y, on trouve alors une partie finie Λ′ ⊂ Λ et une suite (sλ |λ ∈ Λ′) de U -sections
de OY tels que βy(1) soit le germe au point y de s :=

∑
λ∈Λ′ aλsλ ∈ (I OY )(U) ; par

suite, pour U suffisament petit, on aura aussi βU (1) = s. Notons par my ⊂ OY,y l’idéal
maximal ; on doit ainsi avoir aλ0 ∈ IOY,y \ myIOY,y pour au moins un indice λ0 ∈ Λ′,
et donc β−1y (aλ0

) ∈ O×Y,y. Quitte à restreindre U ultérieurement, on trouve alors aussi
une suite (a′λ |λ ∈ Λ′) de U -sections de OY tels que aλ = a′λaλ0

dans (I OY )(U) pour
chaque λ ∈ Λ′, d’où s = aλ0

s′, avec s′ :=
∑
λ∈Λ′ a

′
λsλ. Or, pour toute partie ouverte

V ⊂ U , l’isomorphisme βV : OY (V )
∼→ (I OY )(V ) est l’application telle que : t 7→ aλ0

ts′

pour tout t ∈ OY (V ) ; on conclut que l’image de aλ0 dans OY (V ) doit être un élément
régulier, et aλ0OY (V ) = (I OY )(V ). ♢

Soit U l’ensemble des parties ouvertes U ⊂ Y telles qu’il existe λ(U) ∈ Λ avec (I OY )(U) =
aλ(U)OY (U) et l’image aλ(U) ∈ OY (U) de aλ(U) est régulière.

Affirmation 5.100. Pour tout U ∈ U , il existe un unique morphisme d’espaces localement
annelés hU : U := U ×Y Y → E tel que π ◦ hU = g|U : U → X.
Preuve : Soit ϕU : A → OY (U) la composition de g♭X : A → OY (Y ) et de la restric-
tion OY (Y ) → OY (U) ; puisque U ∈ U , la localisation OY (U) → OY (U)[1/aλ(U)] est
injective, et pour tout µ ∈ Λ il existe un unique sµ ∈ OY (U) tel que ϕU (aµ) = sµaλ(U).
Or, ϕU se prolonge en un unique homomorphisme de A-algèbres ϕ′U : A[1/aλ(U)] →
OY (U)[1/aλ(U)], et évidemment ϕ′U (aµ/aλ(U)) = sµ pour tout µ ∈ Λ ; donc ϕ′U induit
par restriction un homomorphisme ψU : Bλ(U) → OY (U) de A-algèbres, pour chaque
U ∈ U . D’après le théorème 5.47, il existe alors pour tout U ∈ U un unique morphisme
d’espaces localement annelés

kU : U → Eλ(U) tel que Γ(kU ) = ψU .

La construction montre aussitôt que ψU est l’unique homomorphisme Bλ(U) → OY (U)

de A-algèbres, donc kU est l’unique morphisme d’espaces localement annelés tel que
πλ(U) ◦ kU = g|U , et ainsi hU := ιλ(U) ◦ kU est l’unique morphisme d’espaces localement
annelés U → E avec hU (U) ⊂ ιλ(U)(Eλ(U)) et tel que π ◦ hU = g|U . Pour conclure, il
suffira donc de montrer que pour tout morphisme d’espaces localement annelés f : U → E
tel que π ◦ f = g|U , on a f(U) ⊂ ιλ(U)(Eλ(U)). Or, pour un tel f et pour µ ∈ Λ, soit
V := f−1(ιµ(Eµ)), de sorte que f|V : V → E est la composition de ιµ : Eµ → E
et d’un unique morphisme fµ : V → Eµ d’espaces localement annelés ; l’application
γ := Γ(fµ) : Bµ → OY (V ) est un homomorphisme de A-algèbres, car πµ ◦ fµ = g|V .
D’après l’observation 5.99, on a (I OY )(V ) = aλ(U)OY (V ), et γ(aλ(U)) est un élément
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régulier de OY (V ) ; on déduit que γ(I) · OY (V ) = aλ(U)OY (V ), et la multiplication
scalaire par aλ(U) induit un isomorphisme de OY (V )-modules OY (V )

∼→ aλ(U)OY (V ).
D’autre part, noter que IBµ = aµBµ, d’où γ(I) · OY (V ) = γ(aµ) · OY (V ) ; comme on
vient de voir que le OY (V )-module γ(aµ) · OY (V ) est libre de rang un, on conclut que
γ(aµ) est régulier dans OY (V ), et de plus γ(aλ(U))/γ(aµ) ∈ OY (V )×. Donc γ se prolonge
en un homomorphisme de A-algèbres γ′ : Bµλ → OY (V ), i.e. l’image de fµ est dans
Uµλ(U) ⊂ Eµ ; mais alors f(V ) ⊂ ιµ(Uµλ(U)) ⊂ ιλ(U)(Eλ(U)), comme souhaité. ♢

D’après l’observation 5.99, l’ensemble U est un recouvrement de Y , et on a U∩U ′ ∈ U
pour tous U,U ′ ∈ U ; au vu de l’observation 5.100, il vient (hU )|U∩U ′ = (hU

′
)|U∩U ′ pour

tous U,U ′ ∈ U ; le système (hU |U ∈ U ) se recolle alors en un morphisme d’espaces
localement annelés h : Y → E. Par construction, ce dernier est l’unique tel morphisme
avec π ◦ h = g, et cela achève la preuve. □

Corollaire 5.101. (i) Soient X := (X,OX) un schéma, et I ⊂ OX un idéal quasi-
cohérent ; alors l’éclatement π : (E,OE)→ X de I est un morphisme séparé.

(ii) Si I est un idéal de type fini, π est un morphisme de type fini.
(iii) Si X est réduit (resp. intègre), il en est de même pour (E,OE).

Démonstration. (i) : Avec l’observation 5.98 et l’exercice 5.89(iii), on se ramène aussitôt
au cas où X = SpecA pour un anneau A, et alors I = IOX pour un idéal I ⊂ A
(problème 5.58(i.b)). Soit donc (aλ |λ ∈ Λ) un système de générateurs de I ; la preuve
du théorème 5.97 exhibe un recouvrement (Uλ |λ ∈ Λ) de E avec Uλ := SpecBλ, où
Bλ := A[

aµ
aλ
|µ ∈ Λ] pour tout λ ∈ Λ, tel que Uλµ := Uλ∩Uµ soit identifié avec SpecBλµ,

où Bλµ := A[ aνaλ ,
aν
aµ
| ν ∈ Λ] pour tous λ, µ ∈ Λ, de sorte que les restrictions OX(Uλ) →

OX(Uλµ) ← OX(Uµ) correspondent aux morphismes évidents Bλ → Bλµ ← Bµ de A-
algèbres, sous ces identifications. En particuliers, les conditions (a) et (b) du corollaire
5.95(ii) sont vérifiées, d’où l’assertion.

(ii) : D’après le lemme 5.81(i) on peut encore supposer que X = SpecA et que I =
IOX pour un idéal I ⊂ A de type fini ; dans ce cas, avec la notation de la preuve de
(i), l’ensemble Λ est alors fini, et donc chaque Bλ est une A-algèbre de type fini. Cela
montre déjà que π est localement de type fini, et il faut vérifier que π est compact, i.e.
que π−1U est une partie compacte de E, pour toute partie ouverte affine U ⊂ X ; mais
la restriction π−1(U)×E (E,OE)→ U ×X X de π est l’éclatement de I|U (observation
5.98), donc on est ramené à prouver que E est compact si X est affine. Mais cela est
clair, car le recouvrement (Uλ |λ ∈ Λ) de la preuve de (i) est formé d’un nombre fini de
parties ouvertes affines.

(iii) : Montrons d’abord que si X est réduit, il en est de même pour (E,OE). Par
simple inspection, on constate que pour toute partie ouverte U ⊂ X, l’idéal (NX)|U est
le radical nilpotent du schéma U ×X X (notation de l’exemple 5.71(ii)) ; on est ainsi
ramené au cas où X = SpecA pour un anneau A réduit, et I = IOX , et on garde encore
la notation de la preuve de (i). Il suffit alors de noter que chaque Bλ est réduit, car il est
un sous-anneau de l’anneau réduit A[1/aλ] (exercice 3.38).

En suite, soit X intègre ; alors toute partie ouverte affine non vide U ⊂ X est irréduc-
tible, et si π−1U est irréductible pour tout tel U , alors E est irréductible (exercice 1.22),
donc intègre, par ce qui précède. Ainsi, on peut supposer que X = SpecA pour un anneau
intègre A (remarque 5.73(i)), et que I = IOX , et on doit vérifier que E est irréductible
dans ce cas. Soit donc (aλ |λ ∈ Λ) un système de générateurs de I ; évidemment on peut
supposer que aλ ̸= 0 pour tout λ ∈ Λ, et alors Bλ, Bλµ ̸= 0 pour tous λ, µ ∈ Λ, avec la
notation de la preuve de (i). Par suite, Uλ, Uλµ ̸= ∅ pour tous tels λ et µ, et on conclut
avec l’exercice 1.22. □

Exercice 5.102. Soient A un anneau, B1, B2 deux A-algèbres, I ⊂ A, J1 ⊂ B1, J2 ⊂ B2

des idéaux de type fini, πI : EI → S := SpecA et πi : Ei → Si := SpecBi les éclatements
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des idéaux IOS et respectivement IJiOSi , pour i = 1, 2. D’après le lemme 5.70(ii), l’idéal
IOEi est inversible, d’où un unique morphisme de S-schémas qi : Ei → EI , pour i = 1, 2.
On considère les diagrammes cartésiens de schémas

X
p1 //

p2
��

E1

q1
��

Y := SpecB3

p′1 //

p′2 ��

S1

q′1��
E2

q2 // EI S2

q′2 // S

avec B3 := B1 ⊗A B2. Le couple (π1 ◦ p1, π2 ◦ p2) détermine un morphisme de schémas
p : X → Y . Soient en outre J3 l’image de J1I⊗A J2I dans B3, et Z := p−1V (J3). Posons
I := ΓZ(OX), et notons par j : V (I ) → X le monomorphisme induit de schémas
(notation de la proposition 5.83). Montrer que

p ◦ j : V (I )→ Y

est un éclatement de l’idéal quasi-cohérent J3OY .
5.6. Solutions aux exercices et problèmes.

Exercice 5.3, partie (i) : Soit n0 ∈ Z tel que Ln = 0 pour tout n ≤ n0 ; on construit
sn par récurrence sur n. Si n ≤ n0 évidemment sn : 0 → Ln+1 est l’application triviale,
et comme dn+1 : Ln+1 → 0 est aussi triviale, il n’y a rien à montrer. Soit ensuite n > n0
tel que sn−1 a déjà été exhibé ; on voit aisément que Ln = Zn ⊕ sn−1(Bn−1), et soit
πn : Ln → Zn la projection déduite de cette décomposition. Par le lemme 4.99(i), le
A-module Zn est projectif ; mais on a Im dn+1 = Zn, car L• est exact. Par suite IdZn se
factorise à travers dn+1 : Ln+1 → Zn et une application A-linéaire s′n : Zn → Ln+1 ; on
voit aisément que sn := s′n ◦ πn convient.

Partie (ii) : On vient de voir que si L• est scindé, Zn est un A-module projectif pour
tout n ∈ N ; d’autre part, le noyau de 2 · IdZ/4Z est isomorphe au Z/4Z-module Z/2Z,
et ce dernier n’est pas projectif, par exemple car la projection Z/4Z → Z/2Z n’admet
aucune section Z/4Z-linéaire.

Partie (iii) : Soit L• un complexe exact de Z-modules libres de rang fini ; alors Zn = Bn
est un Z-module sans torsion et de type fini, donc libre pour tout n ∈ Z. Par suite, la
suite exacte 0 → Zn → Ln

dn−→ Bn−1 → 0 est scindée, pour tout n ∈ Z. On peut alors
raisonner comme dans (i) pour construire un scindage de L•.

Exercice 5.8, partie (i) : Soit M un A-module. On construit inductivement une réso-
lution libre L•

ε−→M comme suit. On choisit un système (xi | i ∈ I) de générateurs pour
M, et on pose L0 := A(I) ; l’augmentation ε : L0 → M est l’application A-linéaire telle
que ε(ei) := xi pour tout i ∈ I (où (ei | i ∈ I) dénote la base canonique de A(I)). Ensuite,
soit n > 0, et on suppose que l’on a déjà exhibé les termes L0, . . . , Ln−1, ainsi que les
différentielles dk : Lk → Lk−1 pour tout k < n ; on choisit un système de générateurs
(yj | j ∈ J) pour Ker dn−1 et on pose Ln := A(J). La différentielle dn : Ln → Ln−1 est
bien sûr l’application A-linéaire telle que ej 7→ yj pour tout j ∈ J . On voit aisément que
ce procédé fournit la résolution cherchée.

Partie (ii) : Pour le cas n = 1, soit ε1 : A1 → k(m1) la projection. La résolution

cherchée est le complexe 0→ A1

X1·IdA1−−−−−→ A1
ε1−→ k(m1)→ 0.

Pour n = 2, soit ε2 : A2 → k(m2) la projection ; le noyau de ε2 est engendré par X1

et X2, donc la différentielle en degré 1 sera l’application

d1 : A2 ⊕A2 → A2 ei 7→ Xi ∀i = 1, 2

(ici, {e1, e2} est la base canonique de A2 ⊕ A2). Soit maintenant (a, b) ∈ Ker d1 ; cela
veut dire que X1a + X2b = 0, donc il existe c ∈ A2 tel que a = cX2 et b = −cX1. La
différentielle de notre complexe en degré 2 sera donc l’application

d2 : A2 → A2 ⊕A2 c 7→ (cX2,−cX1) ∀c ∈ A2.
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Evidemment d2 est injectif, donc notre résolution s’arrête ici :

0→ A2
d2−→ A2 ⊕A2

d1−→ A2
ε2−→ k(m2)→ 0.

Pour n = 3, l’augmentation ε3 : A3 → k(m3) est encore la projection, dont le noyau
est engendré par X1, X2, X3, donc la différentielle en degré 1 sera l’application

d1 : A3 ⊕A3 ⊕A3 → A3 ei 7→ Xi ∀i = 1, 2, 3.

Evidemment, Ker d1 contient v1 := (X2,−X1, 0), v2 := (X3, 0,−X1) et v3 := (0, X3,−X2) ;
montrons que ces trois vecteurs engendrent Ker d1. En effet, soit (a, b, c) ∈ Ker d1 ; cela
veut dire que X1a + X2b + cX3 = 0. On a alors a′, b′ ∈ A2 et a′′, b′′ ∈ A3 tels que
a = a′ +X3a

′′ et b = b′ +X3b
′′, et il vient

X1a
′ +X2b

′ = −X3(c+X1a
′′ +X2b

′′)

d’où c+X1a
′′ +X2b

′′ = 0 = X1a
′ +X2b

′. Par suite, il existe d ∈ A2 tel que a′ = X2d et
b′ = −X1d, et on a : (a, b, c) = d(X2,−X1, 0) + a′′(X3, 0,−X1) + b′′(0, X3,−X2). Donc,
pour la différentielle en degré 2 on choisit l’application

d2 : A3 ⊕A3 ⊕A3 → A3 ⊕A3 ⊕A3 e1 7→ v1 e2 7→ v2 e3 7→ v3.

Or, soit (a, b, c) ∈ Ker d2 ; cela veut dire que aX2+ bX3 = cX3−aX1 = −bX1− cX2 = 0.
On déduit qu’il existe a′ ∈ A3 tel que a = a′X3 et b = −a′X2 ; ensuite, on a cX3 =
aX1 = a′X1X3, d’où c = a′X1. Ainsi (a, b, c) = a′ · (X3,−X2, X1) et donc Ker d2 est
engendré par (X3,−X2, X1). La différentielle en degré 3 est donc

d3 : A3 → A3 ⊕A3 ⊕A3 1 7→ (X3,−X2, X1).

Ce dernier est injectif, donc notre résolution est :

0→ A3
d3−→ A3 ⊕A3 ⊕A3

d2−→ A3 ⊕A3 ⊕A3
d1−→ A3

ε3−→ k(m3)→ 0.

Problème 5.11, partie (i) : On a vu au §4.1.4 que tout A-module admet une injection
dans un A-module injectif. On peut alors procédér inductivement pour construire les
termes In ainsi que les différentielles dn : In → In+1, pour tout n ∈ N : on pose
I−1 := M et d−1 := ε ; ensuite, si n ≥ 0 et dn−1 : In−1 → In a déjà été exhibé, on
pose Cn := Coker dn−1, on trouve une injection jn : Cn → In+1 avec In+1 injectif, et
dn : In → In+1 sera la composition de jn avec la projection In → Cn.

Partie (ii) : On construit la résolution M
ε−→ (J•, d•) de proche en proche comme

dans (i), en prenant soin de choisir pour chaque n ∈ N une enveloppe injective jn :
Coker dn−1 → Jn+1, dont l’existence est assurée par le théorème 4.31.

Partie (iii) : Comme d’habitude, f• se prolonge aux degrés négatifs par : J−1 =
J ′−1 := M , f−1 := IdM et fn := 0 pour tout n < −1 ; montrons, par récurrence sur
n ≥ −1, que fn : Jn → J ′n est un isomorphisme. L’assertion est triviale pour n = −1.
Soit donc n ≥ 0 ; il vient un diagramme commutatif

Jn−2
dn−2

//

fn−2

��

Jn−1 //

fn−1

��

Coker dn−2
jn−1

//

f̄n−1

��

Jn

fn

��
J ′n−2

d′n−2
// J ′n−1 // Coker d′n−2

j′n−1

// J ′n

où jn−1 et j′n−1 sont des enveloppes injectives. Par hypothèse de récurrence, fn−2 et
fn−1 sont bijectifs ; il s’ensuit aisément que f̄n−1 est un isomorphisme. D’après l’exercice
4.25(v.b), on conclut que fn est un isomorphisme.

Partie (iv) : Soit M ε−→ (J•, d•) une résolution injective à droite minimale ; d’après la
remarque 5.10(iii), il existe des morphismes de complexes f• : J• → I• et g• : I• → J•

tels que ε′ = f0 ◦ ε et ε = g0 ◦ ε′, et par (iv) la composition g• ◦ f• : J• → J• est un
isomorphisme. Quitte à remplacer chaque J i par f i(J i), on déduit que J•⊕Ker g• = I•,
avec Ker g• un complexe de A-modules injectifs (remarque 4.2(iii)) ; la décomposition
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induite Hi(J•) ⊕Hi(Ker g•) = Hi(I•) pour tout i ∈ Z montre que Ker g• est exact, et
par construction on a bien ε′(x) = (ε(x), 0) pour tout x ∈M .

Problème 5.12, partie (i) : Par inspection directe on trouve :

∂r+1
i ◦ ∂rj = ∂r+1

j+1 ◦ ∂
r
i ∀i, j, r ∈ N avec 0 ≤ i ≤ j ≤ r + 1.

Par suite, pour tout r ∈ N on a :

dr+1 ◦ dr =
∑r+2
i=0

∑r+1
j=0(−1)i+j · ∂

r+1
i ◦ ∂rj

=
∑

0≤i≤j≤r+1

(−1)i+j∂r+1
i ◦ ∂rj +

∑
0≤j<i≤r+2

(−1)i+j∂r+1
i ◦ ∂rj

=
∑

0≤i≤j≤r+1

(−1)i+j∂r+1
j+1 ◦ ∂ri +

∑
0≤j<i≤r+2

(−1)i+j∂r+1
i ◦ ∂rj

=
∑

0≤i<j≤r+2

(−1)j+i−1∂r+1
j ◦ ∂ri +

∑
0≤j<i≤r+2

(−1)i+j∂r+1
i ◦ ∂rj = 0.

Pour conclure, il suffit de remarquer que d0 ◦ f = 0.
Partie (ii) : Pour tout r ∈ N on considère l’application A-linéaire

sr : Am(f)r → Am(f)r−1 b0 ⊗ · · · ⊗ br 7→ g(b0) · b1 ⊗ · · · ⊗ br.

Un calcul direct montre que sr+1 ◦ dr + dr−1 ◦ sr = IdAm(f)r pour tout r ∈ Z, i.e.
(sr | r ∈ N) est une homotopie de IdAm(f)• vers le morphisme zéro, d’où l’assertion.

Partie (iii) : Munissons C := B ⊗A B de la structure de B-module telle que

b · (b1 ⊗ b2) := bb1 ⊗ b2 ∀b, b1, b2 ∈ B

et posons
C⊗1 := C C⊗r+1 := C ⊗B C⊗r ∀r ∈ N \ {0}.

Par la proposition 3.20 (et une simple récurrence sur r) on a des isomorphismes naturels
de B-modules :

B ⊗A B⊗r
∼→ C⊗r 1⊗ (b1 ⊗ · · · ⊗ br) 7→ (1⊗ b1)⊗ · · · ⊗ (1⊗ br) ∀r ∈ N

et on voit aisément que ce système d’isomorphismes induit une identification :

B ⊗A Am(f)•
∼→ Am(B ⊗A f)•.

Mais l’homomorphisme B ⊗A f : B → C admet la section C → B : b1 ⊗ b2 7→ b1b2, donc
B⊗AAm(f)• est homotopiquement trivial par (ii), et de même pour B⊗AAm(f)•⊗AM ,
au vu de la remarque 5.5(v). En particulier, ce dernier est un complexe exact (remarque
5.5(i)) ; comme B est une A-algèbre plate, en vertu de la proposition 2.102(iii) il vient

B ⊗A Hi(Am(f)• ⊗AM) = 0 ∀i ∈ Z

et alors Am(f)• ⊗AM est exact, car f est fidèlement plat (problème 3.83(i.b)).

Exercice 5.18 : Fixons un co-cône universel (f1i : X → X ′′ | i = 0, 1, 2), et soient
(e1i : X

′ → X ′′ | i = 0, 1, 2) caractérisés par les identités simpliciales :

e10 ◦ e00 = f2 = e11 ◦ e00 e11 ◦ e01 = f0 = e12 ◦ e01 e10 ◦ e01 = f1 = e12 ◦ e00.

On a ainsi un isomorphisme ϕX ′′-linéaire unique e1†i (γF ) : (e1i ◦ e00)∗N
∼→ (e1i ◦ e01)∗N

pour i = 0, 1, 2 (avec γF défini comme au §5.1.4), faisant commuter le diagramme :

(e1i ◦ e00)∗N
e1†i (γF ) //

��

(e1i ◦ e01)∗N

��
e1∗i (e0∗0 N)

e1∗i (γF ) // e1∗i (e0∗1 N)



§ 5.6: Solutions 369

dont les flèches verticales sont, comme toujours, les identifications canoniques de la re-
marque 3.15. Vérifions d’abord la commutativité du diagramme correspondant :

f∗0N

f∗2N
e1†0 (γF ) //

e1†1 (γF ) 99

f∗1N.

e1†2 (γF )ee

Pour cela, posons N ′ := FX ′ et N ′′ := FX ′′, et remarquons que la composition :

(∗) (e1i e
0
j )
∗N

∼−→ e1∗i e
0∗
j N

e1∗i (F∗e0j )−−−−−−→ e1∗i (N ′)
F∗e1i−−−→N ′′

coïncide avec F ∗(e1i e
0
j ) : (e1i e

0
j )
∗N

∼→ N ′′, pour tous i = 0, 1, 2 et j = 0, 1 ; pour la
preuve, il suffit de remarquer que la composition de (∗) avec l’application ϕX-linéaire
naturelle N → (e1i e

0
j )
∗N coïncide avec F (e1i e0j ) : les détails sont confiés aux soins du

lecteur. Compte tenu des identitiés simpliciales, on déduit le diagramme commutatif
suivant d’isomorphismes de ϕX ′′-modules, qui entraîne l’assertion :

e1∗1 e
0∗
0 N

e1∗1 (F∗e00)

��

f∗2N
∼oo ∼ // e1∗0 e

0∗
0 N

e1∗0 (F∗e00)

��
e1∗1 e

0∗
1 N

e1∗1 (F∗e01) // e1∗1 N
′ F∗e11 // N ′′ e1∗0 N

′F∗e10oo e1∗0 e
0∗
0 N

e1∗0 (F∗e01)oo

f∗0N
∼ //

OO

e1∗2 e
0∗
1 N

e1∗2 (F∗e01) // e1∗2 N
′

F∗e12

OO

e1∗2 e
0∗
0 N

e1∗2 (F∗e00)oo f∗1N.
∼oo

OO

Or, il existe un unique isomorphisme de A-algèbres

ω′ : ϕX ′′
∼→ B⊗3 tel que ω′ ◦ ϕ(fi) = δi (i = 0, 1, 2)

et une inspection des définitions fournit un diagramme commutatif de B⊗3-modules :

(∂1i ◦ ∂00)∗N
∂1†
i (βF ) //

��

(∂1i ◦ ∂01)∗N

��
ω′∗(e1i ◦ e00)∗N

ω′∗(e1†i (γF )) // ω′∗(e1i ◦ e01)∗N

dont les flèches verticales sont les identifications naturelles de la remarque 3.15, d’où la
commutativité souhaitée du diagramme (†).

Exercice 5.21 : Soit m : B⊗3 → B l’homomorphisme de A-algèbres tel que

m(b⊗ b′ ⊗ b′′) := bb′b′′ ∀b, b′, b′′ ∈ B

et noter que m ◦ ∂1i ∂0j = IdB pour tous i = 0, 1, 2 et j = 0, 1 ; compte tenu des isomor-
phismes de la remarque 5.20(ii), on déduit des identifications naturelles :

m∗(B ⊗A B ⊗A N)
∼→ m∗(B ⊗A N ⊗A B)

∼→ m∗(N ⊗A B ⊗A B)
∼→ N.

Explicitement, pour tous b, b′ ∈ B et x ∈ N ces isomorphismes identifient 1[m]⊗(b⊗b′⊗x)
(resp. 1[m]⊗ (b⊗x⊗ b′), resp. 1[m]⊗ (x⊗ b⊗ b′)) avec bb′x ∈ N . Par suite, le diagramme
m∗(††) (déduit du diagramme commutatif (††) de la remarque 5.20(ii)), s’identifie avec
un diagramme commutatif de B-modules :

(∗)
N

γ0 //

γ1 $$

N

γ2zz
N.
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Or, par définition, β′′0 (1 ⊗ 1 ⊗ x) = 1 ⊗ β′(1 ⊗ x) =
∑n
i=1 1 ⊗ xi ⊗ bi ; par suite,

γ0(x) =
∑n
i=1 bixi, et de même, on a γ1(x) = γ2(x) =

∑n
i=1 bixi. Autrement dit,

γ0 = γ1 = γ2. Mais comme chaque β′′i est un isomorphisme, il en est de même pour
les γi, et la commutativité de (∗) entraîne alors que γ0 = IdN , d’où l’assertion.

Problème 5.23, partie (i) : Adoptons la description de la remarque 5.20(iii) : les objets
de Desc(B,Mod) sont les couples (N, β′) composés d’un B-module N et d’un isomor-
phisme B ⊗A B-linéaire β′ : B ⊗A N

∼→ N ⊗A B faisant commuter le diagramme (††) de
la remarque 5.20(ii) ; en outre, ∆B(M) = (f∗M,β′M ) est le couple explicité au §5.1.6, pour
tout A-module M . Pour tout A-module M , soit iM :M → f∗M = B⊗AM l’application
A-linéaire naturelle telle que x 7→ 1[f ]⊗x. Noter que iM (M) ⊂ {y ∈ f∗M |β′M (1[f ]⊗y) =
y ⊗ 1[f ]}. Posons alors

ΓB(N, β
′) := {n ∈ N |β′(1[f ] ⊗ n) = n⊗ 1[f ]}.

En général, ΓB(N, β
′) n’est pas forcément un B-sous-module de N , mais il est un A-

sous-module de N[f ], et on voit aisément que tout morphisme ν : (N1, β
′
1)→ (N2, β

′
2) de

données de descente se restreint en une application A-linéaire

ΓB(ν) : ΓB(N1, β
′
1)→ ΓB(N2, β

′
2).

En outre, on vient d’observer que iM est la composition de l’inclusion ΓB◦∆B(M)→ f∗M

et d’une unique application A-linéaire ηfM :M → ΓB ◦∆B(M), pour tout A-module M ;
par inspection directe on voit que ηfM ′ ◦ h = ΓB(∆B(h)) ◦ ηfM pour tout homomorphisme
h :M →M ′ de A-modules, i.e. on a ainsi un foncteur

ΓB : Desc(B,Mod)→ A−Mod

et le système (ηfM |M ∈ Ob(A−Mod)) définit une transformation naturelle

ηf• : 1A−Mod → ΓB ◦∆B .

D’autre part, l’inclusion i(N,β′) : ΓB(N, β
′)→ N[f ] induit, par adjonction, un homomor-

phisme de B-modules εf(N,β′) : f
∗ΓB(N, β

′) → N tel que 1[f ] ⊗ n 7→ n pour tout n ∈ N .
Montrons que ce dernier définit un morphisme de données de descente

εf(N,β) : ∆B ◦ ΓB(N, β′)→ (N, β′).

Cela revient à prouver l’identité : β′ ◦ (B⊗A εf(N,β)) = (εf(N,β)⊗AB)◦β′ΓB(N,β). Comme il
s’agit d’applications B⊗2-linéaires, il suffit de vérifier qu’elles coïncident sur les éléments
de la forme x := 1[f ] ⊗ 1[f ] ⊗ n, avec n ∈ ΓB(N, β

′) arbitraire. Mais un calcul direct
montre que

β′ ◦ (B ⊗A εf(N,β′))(x) = n⊗ 1[f ] = (εf(N,β) ⊗A B) ◦ β′ΓB(N,β′)(x)

comme souhaité. En somme, on a obtenu une transformation naturelle

εf• : ∆B ◦ ΓB → 1Desc(B,Mod).

Une simple inspection montre que le couple (ηf• , ε
f
•) satisfait les identités triangulaires

du problème 2.13(ii) ; par la partie (iii) du même problème, elles sont alors l’unité et la
coünité d’une unique adjonction pour le couple de foncteurs (∆B ,ΓB).

Pour montrer que ∆′B admet de même un adjoint à droite, remarquons que si (C, β)
est une donnée de descente pour B-algèbres, alors ΓB(C, β) est une A-sous-algèbre de
C[f ] et εf(C,β) est un homomorphisme de B-algèbres ; d’où un foncteur

Γ′B : Desc(B,Alg)→ A− Alg

avec un couple de transformations naturelles (η̃f• , ε̃
f
•) qui sont l’unité et coünité d’une

adjonction pour (∆′B ,Γ
′
B) : les détails sont laissés aux soins du lecteur.
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Partie (ii) : Si (a) est vérifiée, posons S := A−Alg et ϕ := 1S ; noter que l’hypothèse
entraîne que S (B,C) ̸= ∅ pour tout C ∈ Ob(S ). Au vu de la proposition 5.22, il suffit
alors de montrer que le foncteur T : A − Mod → Cart(1S ) de l’exemple 5.15(ii) est
une équivalence. On voit aussitôt que T est plein et fidèle : les details sont confiés aux
soins du lecteur. Ensuite, soit F : S → A − AlgMod un objet de Cart(1S ), et posons
M := FA ; pour toute A-algèbre g : A → C, soit ωC := F ∗g : TM (C)

∼→ FC. On vérifie
aisément que l’association (A

g−→ C) 7→ ωC est un isomorphisme de sections cartésiennes
ω• : TM

∼→ F , d’où l’assertion pour ∆B . En particulier, cela montre que ηf• et εf• sont des
isomorphismes de foncteurs ; mais alors il en est de même pour η̃f• et ε̃f• , d’où l’assertion
pour ∆′B .

Supposons ensuite que (b) soit vérifiée ; on doit alors montrer que η• et ε• sont des
isomorphismes de foncteurs, et d’après le problème 3.83(ii.d) il suffit de prouver que
B ⊗A ηM et B ⊗A ε(N,β′) sont des isomorphismes, pour tout A-module M et toute don-
née de descente (N, β′) relative à f . Pour cela, posons A′ := B, B′ := B ⊗A B, et
f ′ := B ⊗A f : A′ → B′, et notons par η′• et ε′• l’unité et la coünité de l’adjonction pour
le couple de foncteurs (∆B′ ,ΓB′), exhibées dans la solution de (i) ; rappelons aussi le
foncteur Desc(B,Mod) → Desc(B′,Mod) : (N, β′) 7→ A′ ⊗A (N, β′) (remarque 5.20(iv)),
et noter que A′ ⊗A ∆B(M) = ∆B′(A

′ ⊗A M). En outre, puisque A′ est une A-algèbre
plate, on a une identification naturelle : A′ ⊗A ΓB(N, β

′)
∼→ ΓB′(A

′ ⊗A (N, β′)) : les
détails sont laissés aux soins du lecteur. Par inspection directe, on voit que A′ ⊗A ηM
et A′ ⊗A ε(N,β′) correspondent respectivement à η′A′⊗AM et ε′A′⊗A(N,β′), sous ces iden-
tifications ; on est ainsi ramené à vérifier que ∆B′ est une équivalence ; mais noter que
l’application A′-linéaire g′ : B′ → A′ telle que b⊗ b′ 7→ bb′ est un homomorphisme d’an-
neaux avec g′ ◦ f ′ = IdA′ , donc le cas (a) permet de conclure. De même on voit que ∆′B
est une équivalence si (b) est vérifiée.

Exercice 5.32, partie (i) : Evidemment J := rad(I) · AU ⊂ J ′ := rad(IAU ). Pour
l’inclusion réciproque, il suffit de montrer que Jp = J ′p pour tout p ∈ SpecAU (proposition
3.55). Pour cela, rappelons que l’application continue SpecAU → SpecA induite par le
morphisme structurel j : A→ AU , identifie SpecAU avec U (lemme 5.31(iii)) ; soit alors
f ∈ A avec j−1(p) ∈ D(f) ⊂ U . D’après le lemme 5.31(ii), la localisation jf : Af → (AU )f
est un isomorphisme ; avec l’exercice 3.38, il vient :

Jf = rad(I)f · (AU )f = rad(If ) · (AU )f = rad((IAU )f ) = J ′f

et d’autre part on a (Jf )p = Jp et (J ′f )p = J ′p, d’où l’assertion.
Partie (ii) : Il s’agit du cas particulier de (i), avec I = 0.
Partie (iii) : D’après (i), pAU est un idéal radical de AU ; d’autre part, d’après le

lemme 5.31(iii) et la remarque 1.45(ii), l’application Spec(j) : SpecAU → SpecA induit
un homéomorphisme V (pAU )

∼→ U ∩ V (p), et comme V (p) est irréductible, il en est de
même pour sa partie ouverte non vide U ∩ V (p) (exercice 1.22) ; V (pAU ) est alors une
partie irréductible de SpecAU , et on conclut avec la remarque 1.56(iv).

Exercice 5.35, partie (i) : L’adjoint à droite de jS ∗ est le foncteur associant à chaque
A -préfaisceau F sur S son extension de Kan à droite j∗S F :=

∫
jS

F (théorème 2.62(i)).
Ce foncteur j∗S est plein et fidèle, d’après l’exercice 2.64(i). Explicitement, pour toute
partie ouverte U de T , soit S /U la sous-catégorie pleine de S telle que Ob(S /U) =
{V ∈ Ob(S ) |V ⊂ U} ; alors

j∗S F (U) := lim
←−

V ∈(S /U)op

F (V ) ∀U ∈ T .



372 ä Lion

Si U ′ ⊂ U est une autre partie ouverte, évidemment S /U ′ est une sous-catégorie de
S /U , et la restriction à U ′ des U -sections de j∗S F est l’unique application

ρ∗UU ′ : j
∗
S F (U)→ j∗S F (U ′) telle que πU ′V ◦ ρ∗UU ′ = πUV ∀V ∈ Ob(S /U ′)

où πUV : j∗S F (U) → F (V ) est la projection canonique, et de même pour πU ′V . Noter
que si U ∈ Ob(S ), la partie ouverte U est l’objet final de la catégorie S /U ; il s’ensuit
aussitôt que la projection πUU : j∗S F (U)→ F (U) est un isomorphisme pour toute telle
U ; de plus, si U ′ ⊂ U est un deuxième objet de S , ces isomorphismes identifient ρ∗UU ′
avec la restriction correspondante ρUU ′ : F (U) → F (U ′). Autrement dit, la restriction
jS ∗j

∗
S F de j∗S F au site S est canoniquement isomorphe à F , et en fait le système

d’isomorphismes (πUU |U ∈ Ob(S )) définit la coünité jS ∗j∗S F
∼→ F pour l’adjonction

canonique du couple (jS ∗, j
∗
S ).

Partie (ii) : On doit vérifier que si F est un A -faisceau sur S , alors j∗S F est un
A -faisceau sur T . Pour cela, gardons la notation de (i), et soient U ⊂ T une partie
ouverte, U un recouvrement de U , et (ϕ∗V : A → j∗S F (V ) |V ∈ U ∧ U ) un cône de
sommet A ∈ Ob(A ) ; posons

U ′ :=
⋃
V ∈U Ob(S /V ) et U ′/U ′ := {V ′ ∈ U ′ |V ′ ⊂ U ′} ∀U ′ ∈ Ob(S /U).

On voit aisément que U ′ (resp. U ′/U ′) est un recouvrement de U (resp. de U ′, pour
tout U ′ ∈ Ob(S /U)). Pour tout V ′ ∈ U ′ choisissons V ∈ U tel que V ′ ⊂ V , et soit
ϕV ′ := πV V ′ ◦ ϕ∗V : A → F (V ′) ; noter que ϕV ′ ne dépend pas du choix de V : en effet,
si V ′ ⊂W pour un autre W ∈ U , on a

ϕV ′ = πV ∩W,V ′ ◦ ρ∗V,V ∩W ◦ ϕ∗V = πV ∩W,V ′ ◦ ϕ∗V ∩W = πV ∩W,V ′ ◦ ρ∗W,V ∩W ◦ ϕ∗W
= πW,V ′ ◦ ϕ∗W .

De même, il est clair que ρV ′V ′′ ◦ ϕV ′ = ϕV ′V ′′ pour toute inclusion V ′′ ⊂ V ′ d’éléments
de U ′. Autrement dit, (ϕV ′ |V ′ ∈ U ′) est un cône de sommet A, donc de même pour sa
restriction (ϕV ′ |V ′ ∈ U ′/U ′), pour tout U ′ ∈ Ob(S /U). Comme F est un A -faisceau
sur S , il existe alors pour tout tel U ′ un unique morphisme ϕU ′ : A → F (U ′) tel que
ρU ′V ′ ◦ ϕU ′ = ϕV ′ pour tout V ′ ∈ U ′/U ′. On vérifie aussitôt que (ϕU ′ |U ′ ∈ Ob(S /U))
est un cône de sommet A ; par construction, il existe alors un unique morphisme ψ : A→
j∗S F (U) tel que πUU ′ ◦ ψ = ϕU ′ pour tout U ′ ∈ Ob(S /U). Il vient πV V ′ ◦ ρ∗UV ◦ ψ =
πUV ′ ◦ ψ = ϕV ′ = πV V ′ ◦ ϕV pour tout V ∈ U ∧ U et tout V ′ ∈ Ob(S /V ) ; par suite
ρ∗UV ◦ψ = ϕV , par l’universalité du cône (πV V ′ |V ′ ∈ Ob(S /V )). Cela achève de montrer
que (ρ∗UV : F †(U)→ F †(V ) |V ∈ U ∧U ) est un cône universel, CQFD.

Partie (iii) : La condition est évidemment nécessaire. Réciproquement, soient U ∈
Ob(S ) et U ⊂ Ob(S ) un recouvrement de U ; comme U est compacte, il existe une
partie finie U0 ⊂ U qui recouvre déjà U . Par hypothèse, pour toute partie finie V ⊂ U
contenant U0, le cône (ρUQ : F (U) → F (Q) |Q ∈ V ∧ V ) est universel. Or, soient
X ∈ Ob(A ), et (fQ : X → F (Q) |Q ∈ U ∧ U ) un cône arbitraire ; pour tout V
comme ci-dessus, il existe alors un unique morphisme gV : X → F (U) de A tel que
ρUQ◦gV = fQ pour tout Q ∈ V ∧V . Mais l’unicité de gV entraîne aussitôt que gV = gU0

pour tout tel V . Ainsi, gU0
est l’unique morphisme de A tel que ρUQ ◦ gU0

= fQ pour
tout Q ∈ U ∧U , i.e. le cône (ρUQ |Q ∈ U ∧U ) est universel, CQFD.

Exercice 5.40, partie (i) : Munissons Z de la topologie TZ induite par T via l’inclusion
jZ : Z → T ; on pose

Z ×T T := ((Z,TZ),OZ) avec OZ := ȷ̃−1Z OT .

L’unité de l’adjonction canonique pour le couple de foncteurs (ȷ̃−1Z , jZ∗) fournit un mor-
phisme de faisceaux d’anneaux j♭Z : OT → jZ∗OZ (voir §4.3.2), d’où un morphisme

jZ := (jZ , j
♭
Z) : Z ×T T → T .
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Or, soit g := (g, g♭) : (X,OX)→ T un morphisme d’espaces annelés tel que g(X) ⊂ Z, de
sorte que g se factorise à travers jZ et une unique application continue h : X → (Z,TZ) ;
par la même adjonction, g♭ : OT → g∗OX = jZ∗h∗OX correspond à un morphisme de
faisceaux

h♭ : OZ → h∗OX

d’où un morphisme d’espaces annelés

h := (h, h♭) : (X,OX)→ Z ×T T .
Le morphisme h♭ est caractérisé par l’identité : jZ∗(h♭) ◦ j♭Z = g♭ (voir le problème
2.13(iii)), et cela équivaut à la commutativité du diagramme

(X,OX)
h

yy

g

##
Z ×T T

jZ // T

d’où l’assertion.
Partie (ii) : Cela suit aussitôt de la construction de U ×T T et de l’exemple 4.92(i).

Problème 5.51, partie (i) : Soient Λ une catégorie, X• : Λ → EspAnn un foncteur
avec X•(λ) := (Xλ,OXλ) et X•(f) := (ϕf , ϕ

♯
f ) : (Xλ,OXλ) → (Xµ,OXµ) pour tout

λ ∈ Ob(Λ) et tout morphisme f : λ→ µ de Λ. Soit X la limite du foncteur X• : Λ→ Top
avec X•(λ) := Xλ et X•(f) := ϕf pour tout λ ∈ Ob(Λ) et tout morphisme f de Λ ; soit
(πλ : X → Xλ |λ ∈ Ob(Λ)) un cône universel, et pour tout x ∈ X et λ ∈ Ob(Λ) posons
xλ := πλ(x). Pour tout λ ∈ Ob(Λ) soit Fλ := π̃−1λ OXλ ; pour tout morphisme f : λ→ µ
de Λ, on a πµ = ϕf ◦ πλ, et on dénote

hf : Fµ
∼−→ π̃−1λ ϕ̃−1f OXµ

π̃−1
λ (ϕ♯f )−−−−−→ Fλ

la composition de π̃−1λ (ϕ♯f ) avec l’isomorphisme naturel π̃−1µ OXµ
∼→ π̃−1λ ϕ̃−1f OXµ de l’exer-

cice 4.98(ii) ; par simple inspection, on voit qu’il s’agit d’un morphisme de faisceaux
d’anneaux sur X : les détails sont laissés aux soins du lecteur.

Lemme 5.103. Pour tous morphismes λ f−→ µ
g−→ ν de Λ on a hf ◦ hg = hg◦f .

Démonstration. Il suffit de vérifier que (hf )x ◦ (hg)x = (hg◦f )x pour tout x ∈ X. Or,
l’application (hf )x est caractérisée par la commutativité du diagramme :

Fµ,x

(hf )x //

ω̃µ
��

Fλ,x

ω̃λ
��

OXµ,xµ
ω̃f // (ϕ̃−1f OXµ)xλ

ϕ♯f,xλ // OXλ,xλ

où ω̃λ, ω̃µ et ω̃f sont les identifications canoniques de l’exercice 4.98(ii) ; de même on
caractèrise (hg)x et (hg◦f )x. On est ainsi ramené à montrer l’identité :

ϕ♯λν,xλ ◦ ω̃g◦f = ϕ♯λµ,xλ ◦ ω̃f ◦ ϕ
♯
µν,xµ ◦ ω̃g.

Mais cela suit aussitôt de la remarque 5.39(iii). □

On a donc un foncteur bien défini F• : Λop → ZX̃ − Alg tel que F•(λ) := Fλ et
F•(f) := hf pour tout λ ∈ Ob(Λ) et tout morphisme f de Λ. D’après l’exercice 4.90(i),
la colimite de F• est représentée par un faisceau d’anneaux OX , et on fixe un co-cône
universel (π♯λ : Fλ → OX |λ ∈ Ob(Λ)). Au vu de la remarque 5.39(iv), on déduit un cône
de sommet (X,OX) et avec pour base le foncteur X• :

(πλ := (πλ, π
♯
λ) : (X,OX)→ (Xλ,OXλ) |λ ∈ Ob(Λ))
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et il reste à montrer que ce cône est universel. Soit alors (ψ
λ
:= (ψλ, ψ

♯
λ) : (Y,OY ) →

(Xλ,OXλ) |λ ∈ Ob(Λ)) un autre cône ; par la propriété universelle de X, il existe une
application continue unique ψ : Y → X telle que πλ ◦ ψ = ψλ pour tout λ ∈ Ob(Λ), et
on dénote βλ : ψ̃−1Fλ → OY la composition de ψ♯λ : ψ̃−1λ OXλ → OY avec l’isomorphisme
naturel ψ̃−1Fλ = ψ̃−1π̃−1λ OX

∼→ ψ̃−1λ OXλ de l’exercice 4.98(ii). En raisonnant comme
dans la preuve du lemme 5.103, on voit aisément que

βλ = βµ ◦ ψ̃−1(hf ) pour tout morphisme f : λ→ µ de Λ.

Par la proposition 2.49(ii), le co-cône (ψ̃−1(π♯λ) : ψ̃−1Fλ → ψ̃−1OX |λ ∈ Ob(Λ)) est
encore universel, donc il existe un unique morphisme de faisceaux d’anneaux

ψ♯ : ψ̃−1OX → OY tel que ψ♯ ◦ ψ̃−1(π♯λ) = βλ ∀λ ∈ Ob(Λ).

Au vu de la remarque 5.39(iv), cela revient à dire que ψ := (ψ,ψ♯) : (Y,OY )→ (X,OX)
est l’unique morphisme d’espaces annelés tel que πλ ◦ ψ = ψ

λ
pour tout λ ∈ Ob(Λ) ; i.e.

(X,OX) représente la limite de X•, et cela achève la preuve de (i).
Partie (ii) : pour tous λ, µ ∈ Λ avec µ ≥ λ, notons par ϕλµ : (Xλ,OXλ)→ (Xµ,OXµ)

l’homomorphisme de transition du système X• ; par définition, il s’agit d’un morphisme
d’espaces localement annelés. On sait déjà que la limite de X• est représentable dans
la catégorie EspAnn par l’espace annelé (X,OX) exhibé dans la preuve de (i), et on
va montrer d’abord que (X,OX) est localement annelé. En effet, par construction le
faisceau OX est la colimite du système filtrant de faisceaux (Fλ := π̃−1λ OXλ |λ ∈ Λop),
et d’après la proposition 2.49(ii), pour tout x ∈ X, la fibre OX,x est la colimite du
système induit d’anneaux locaux (Fλ,x |λ ∈ Λop) ; la preuve du lemme 5.103 montre que
pour tous λ, µ ∈ Λ avec µ ≥ λ l’homomorphisme de transition Fµ,x → Fλ,x s’identifie à
l’homomorphisme local d’anneaux ϕ♯λ,µ : OXµ,xµ → OXλ,xλ (avec xλ et xµ définis comme
dans la preuve de (i)). L’assertion suit ainsi de l’observation plus générale suivante :

Lemme 5.104. (i) Soit A• := ((Aλ,mλ) |λ ∈ Λop) un système filtrant d’anneaux
locaux, avec homomorphismes locaux de transition fµλ : Aµ → Aλ pour tous λ, µ ∈ Λ
avec µ ≥ λ. Alors la colimite A de A• est un anneau local, et le co-cône universel
(jλ : Aλ → A |λ ∈ Λop) est constitué d’homomorphismes locaux d’anneaux.

(ii) Soient (B, n) un anneau local, (Aλ
gλ−→ B |λ ∈ Λop) un co-cône d’homomor-

phismes locaux d’anneaux. Alors l’homomorphisme induit g : A→ B est local.

Démonstration. (i) : D’après le problème 2.51(ii), le cône induit d’espaces topologiques
(SpecA→ SpecAλ |λ ∈ Λ) est universel, et rappelons que la limite de (SpecAλ |λ ∈ Λ)
est représentée par l’ensemble des suites cohérentes (pλ |λ ∈ Λ), avec pλ ∈ SpecAλ
pour tout λ ∈ Λ, et pµ = f−1µλ (pλ) pour tout µ ≥ λ. En particulier la suite cohérente
(mλ |λ ∈ Λ) correspond à un unique m ∈ SpecA avec mλ = j−1λ (m) pour tout λ ∈ Λ.
Si p ∈ SpecA correspond à la suite cohérente (pλ |λ ∈ Λ), on aura pλ ⊂ mλ pour tout
λ ∈ Λ, d’où p ⊂ m. Cela achève de montrer que A est local, et prouve aussi que tout
homomorphisme jλ est local.

(ii) : Par hypothèse on a Spec(gλ)(n) = mλ pour tout λ ∈ Λ ; on déduit aussitôt que
Spec(g)(n) = m, d’où l’assertion. □

Ensuite, soit (π♯λ : Fλ → OX |λ ∈ Λop) le co-cône universel comme dans la preuve de
(i) ; pour tout x ∈ X le co-cône induit (π♯λ,x : Fλ,x → OX,x |λ ∈ Λop) est encore universel
(toujours d’après la proposition 2.49(ii)), et le lemme 5.104(i) entraîne alors aussi que
πλ : (X,OX) → (Xλ,OXλ) est un morphisme d’espaces localement annelés pour tout
λ ∈ Λ. En dernier lieu, soit ((ψλ, ψ

♯
λ) : (Y,OY ) → (Xλ,OXλ) |λ ∈ Λ) un cône constitué

de morphismes d’espaces localement annelés, et ψ : (ψ,ψ♯) : (X,OX)→ (Y,OY ) le mor-
phisme induit d’espaces annelés ; avec le lemme 5.104(ii) on déduit aisément que ψ est
un morphisme d’espaces localement annelés (les détails sont laissés aux soins du lecteur),
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et cela achève la preuve de (ii).

Exercice 5.56 : Pour toute partie ouverte U ⊂ X, la composition de f avec la res-
triction Γ(OX) → OX(U) fournit un homomorphisme d’anneaux A → OX(U) ; à tout
A-module M on associe alors le préfaisceau sur X

OX ⊗AM : Ouv(X)op → A−Mod U 7→ OX(U)⊗AM
dont la restriction OX ⊗A M(U) → OX ⊗A M(U ′) est induite de la façon évidente par
la restriction OX(U)→ OX(U ′), pour toute inclusion U ′ ⊂ U de parties ouvertes de X.
Evidemment OX⊗AM hérite de OX une structure naturelle de pré-OX -module, et toute
application A-linéaire ϕ : M → N induit un morphisme évident de pré-OX -modules
OX ⊗A ϕ : OX ⊗AM → OX ⊗A N . On a ainsi un foncteur bien défini OX ⊗A (−) et on
doit exhiber une bijection naturelle

HomA(M,Γ(F )[f ])
∼→ OX − pré.Mod(OX ⊗AM,F )

pour tout A-module M et tout pré-OX -module F . Soit donc ψ :M → Γ(F ) une applica-
tion A-linéaire ; pour toute partie ouverte U ⊂ X, la composition de ψ avec la restriction
Γ(F ) → F (U) est une application A-linéaire M → F (U), à laquelle l’adjonction du
3.2.2 associe une application OX(U)-linéaire ψU : OX ⊗AM(U) → F (U), et il est clair
que l’association U 7→ ψU définit un morphisme OX -linéaire ψ• : OX ⊗A M → F . On
voit aussitôt que ψ• est l’unique morphisme OX -linéaire tel que Γ(ψ•) : A⊗AM → Γ(F )

soit la composition de ψ avec l’isomorphisme A-linéaire naturel A ⊗A M
∼→ M , d’où la

bijection souhaitée. L’adjonction pour le couple de foncteurs (OX⊗̃X(−),Γ[f ]) se déduit
de celle pour le couple (OX ⊗X (−), (−)f ◦ Γ[f ]), au vu de l’exercice 2.17(i) et de la re-
marque 5.55(i)

Problème 5.58, partie (i.a) : Posons A := OX(X) et AU := OX(U), et soit M un
A-module ; pour toute partie ouverte V ⊂ U , la remarque 3.15 fournit un isomorphisme
naturel de OU (V )-modules

OU ⊗AU (AU ⊗AM)(V ) = OX(V )⊗AU (AU ⊗AM)
∼→ OX(V )⊗AM = OX ⊗AM(V )

et évidemment ce système d’isomorphismes définit un isomorphisme de pré-OU -modules
OU ⊗AU (AU ⊗AM)

∼→ (OX ⊗AM)|U , d’où un isomorphisme de OU -modules

OU ⊗̃AU (AU ⊗AM)
∼→ ((OX ⊗AM)|U )

a = (OX⊗̃AM)|U

d’où l’assertion.
Partie (i.b) : On va d’abord donner une deuxième construction de l’adjoint à gauche

du foncteur Γ : OX −Mod → A −Mod, quand (X,OX) = SpecA. Pour cela, rappelons
que la restriction du faisceau OX au site Rep(A) coïncide avec le faisceau A• fourni par
la proposition 5.37 ; pour tout A-module M , soit alors

A• ⊗AM
la restriction à Rep(A) du pré-OX -module OX ⊗A M . On va montrer que A• ⊗A M
est un faisceau sur le site Rep(A). Avec l’exercice 5.35(iii), on se ramène à vérifier la
propriété de recollement pour un recouvrement fini {U1, . . . , Un} de SpecA. Or, soient
ε : A → B := AU1

× · · · × AUn et ∂00 , ∂01 : B → B ⊗A B comme dans la preuve de la
proposition 5.37 ; on doit montrer que ε⊗AM identifie M avec l’égaliseur de ∂00 ⊗AM et
∂01 ⊗AM . Mais on a observé que ∂00 − ∂01 est la différentielle d0 du complexe d’Amitsur
Am(ε)•, donc l’assertion suit du problème 5.12(iii).

D’après l’exercice 5.35(ii), le faisceau A• ⊗AM est la restriction d’un faisceau de A-
modules sur SpecA, que l’on notera A•⊗̃AM . Explicitement, pour toute partie ouverte
U ⊂ X, l’ensemble (A•⊗̃AM)(U) représente la limite du système

A•/U ⊗AM := (AV ⊗AM |V ∈ Ob(Rep(A)/U))
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où Rep(A)/U est la sous-catégorie pleine de Rep(A) dont les objets sont les parties
représentables V ⊂ U . Pour tout tel V , la restriction des scalaires suivant l’homo-
morphisme OX(U) → OX(V ) = AV munit AV ⊗A M d’une structure naturelle de
OX(U)-module, et pour toute inclusion V ′ ⊂ V de parties représentables la restriction
AV ⊗AM → AV ′ ⊗AM est évidemment OX(U)-linéaire. Il existe alors une unique struc-
ture de OX(U)-module sur (A•⊗̃AM)(U) représentant la limite du système de OX(U)-
modules A•/U ⊗AM (voir l’exemple 2.22(ii)). Une simple inspection montre que avec ces
structures, le faisceau A•⊗̃AM est bien un OX -module. De plus, tout f ∈ HomA(M,M ′)
induit un morphisme évident A• ⊗A f : A• ⊗AM → A• ⊗AM ′ de faisceaux sur Rep(A),
qui se prolonge en un unique morphisme A•⊗̃Af : A•⊗̃AM → A•⊗̃AM ′ de faisceaux sur
X, et une simple inspection montre que ce dernier est OX -linéaire. On a ainsi un foncteur
bien défini A•⊗̃A(−) : A−Mod→ OX −Mod, et il nous reste à vérifier qu’il est adjoint
à gauche de Γ. Soient donc M un A-module, M un OX -module, et f : M → Γ(M ) une
application A-linéaire ; pour toute partie ouverte représentable U ⊂ X, la composition
M →M (U) de f avec la restriction Γ(M ) →M (U) se factorise à travers l’application
naturelle M → AU⊗AM et une unique application AU -linéaire ϕU : AU⊗AM →M (U),
et on voit aisément que l’association : U 7→ ϕU pour tout U ∈ Ob(Rep(A)) définit un
morphisme de faisceaux ϕRep(A) : A• ⊗A M → M|Rep(A), où l’on a noté par M|Rep(A)

la restriction de M au site Rep(A). Le morphisme ϕRep(A) se prolonge ensuite en un
unique morphisme ϕ : A•⊗̃AM → M de faisceaux sur X, et on vérifie aisément que ϕ
est l’unique morphisme OX -linéaire tel que Γ(ϕ) = f . En dernier lieu, on voit aussitôt
que l’association : f 7→ ϕ établit une bijection

HomA(M,Γ(M ))
∼→ OX −Mod(A•⊗̃AM,M )

naturelle par rapport aux applications A-linéaire M → M ′ et aux morphismes OX -
linéaires M → M ′ ; cela achève la preuve. Noter que l’unité d’adjonction ηM : M →
Γ(A•⊗̃AM) = A ⊗A M est l’application A-linéaire naturelle : x 7→ 1 ⊗ x pour tout
x ∈M . D’autre part, soit uM : OX ⊗AM → OX⊗̃AM l’unité de l’adjonction canonique
du problème 4.88(iv) ; par construction, l’unité ηM : M → Γ(OX⊗̃AM) de l’adjonction
pour le couple (OX⊗̃A(−),Γ) est :

Γ(uM ) ◦ ηM :M
∼→ A⊗AM = Γ(OX ⊗AM)

∼→ Γ(OX⊗̃AM) ∀M ∈ Ob(A−Mod).

L’exercice 2.14(i,ii), fournit alors un isomorphisme unique de foncteurs

ω : A•⊗̃A(−)
∼→ OX⊗̃A(−) tel que Γ(ωM ) = Γ(uM ) ∀M ∈ Ob(A−Mod).

La restriction de ωM à Rep(A) doit alors coïncider avec la restriction de uM :

A• ⊗AM
∼→ (OX⊗̃AM)|Rep(A) ∀M ∈ Ob(A−Mod).

Puisque ηM est un isomorphisme pour tout A-module M , le foncteur OX⊗̃A(−) est plein
et fidèle (proposition 2.16(iii)). Il reste donc à vérifier que tout OX -module quasi-cohérent
M est isomorphe à OX⊗̃AΓ(M ). Or, par hypothèse (et en vertu de la compacité de X)
il existe un recouvrement fini {U1, . . . , Un} de X par des parties ouvertes affines, et pour
i = 1, . . . , n un isomorphisme OUi-linéaire νi : OUi⊗̃AUiMi

∼→M|Ui avec Mi := M (Ui).
Notons par T le site de X dont les objets sont les parties ouvertes affines V ⊂ X
telles que V ⊂ Ui pour quelque i ∈ {1, . . . , n} ; soit en outre S la catégorie des familles
(Vλ |λ ∈ Λ) d’objets Vλ de T , indexées par des ensembles finis arbitraires Λ. pour tous
V• := (Vλ |λ ∈ Λ),W• := (Wµ |µ ∈ Λ′) ∈ Ob(S ), les morphismes u : V• → W• de S
sont les applications ensemblistes u : Λ → Λ′ avec Vλ ⊂ Wu(λ) pour tout λ ∈ Λ. Notons
par ϕ : S op → A− Alg le foncteur avec ϕ(V•) :=

∏
λ∈Λ OX(Vλ), et tel que, pour tout u

comme ci-dessus, ϕ(u) : ϕ(W•)→ ϕ(V•) est l’homomorphisme de A-algèbres :

(sµ |µ ∈ Λ′) 7→ ((su(λ))Vλ |λ ∈ Λ) ∀(sµ |µ ∈ Λ′) ∈ ϕ(W•).
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Pour tout V• := (Vλ |λ ∈ Λ), on munit le produit

F (V•) :=
∏
λ∈Λ M (Vλ)

de sa structure évidente de ϕ(V•)-algèbre ; pour tout u : V• → W• comme ci-dessus, le
système des restrictions (ρM

Wu(λ),Uλ
: M (Wu(λ))→M (Vλ) |λ ∈ Λ) induit une application

ϕ(W•)-linéaire Fu : F (W•)→ F (V•)[ϕ(u)]. Puisque chaque restriction M|Ui est isomorphe
à OUi⊗̃AUiMi, il est clair que l’adjointe de ρM

Wu(λ),Uλ
est un isomorphisme OX(Vλ)-linéaire

OX(Vλ)⊗OX(Wu(λ)) M (Wu(λ))
∼→M (Vλ) pour tout λ ∈ Λ, donc l’adjointe de Fu est un

isomorphisme ϕ(V•)-linéaire ϕ(V•)⊗ϕ(W•) F (W•)
∼→ F (V•). On obtient ainsi une section

cartésienne F : S op → A−AlgMod de π : A−AlgMod→ A−Alg sur ϕ (voir la définition
5.14). Noter ensuite que pour tous V• et W• comme ci-dessus, l’objet

V• ∧W• := (Vλ ∩Wµ | (λ, µ) ∈ Λ× Λ′)

représente le produit de V• et W• dans S , donc (V• ∧ W•)op représente le coproduit
de V op

• et W op
• dans S op, et compte tenu du lemme 5.31(i) (et de l’exercice 3.6(iii)),

on voit que ϕ commute avec ces coproduits. Posons U• := (U1, . . . , Un) ∈ Ob(S ) ; par
construction, on a S (V•, U•) ̸= ∅ pour tout V• ∈ Ob(S ) ; en outre, ϕ(U•) est une
A-algèbre fidèlement plate (lemme 5.31(iii) et problème 3.83(i.c)). D’après le problème
5.23(ii) et la proposition 5.22, on a alors un A-module M et un isomorphisme de sections
cartésiennes ω : TM

∼→ F , avec TM : S op → A−AlgMod comme dans l’exemple 5.15(i).
D’autre part, le site T s’identifie avec une sous-catégorie pleine de S : à savoir, à tout
V ∈ Ob(T ) on associe (Vλ |λ ∈ {∅}) ∈ Ob(S ), avec V∅ := V . Par construction, la
restriction de F à T op coïncide avec la restriction M|T du faisceau M sur X, et la
restriction de TM coïncide avec la restriction (A• ⊗AM)|T du faisceau A• ⊗AM défini
ci-dessus sur le site Rep(A) ; la donnée de ω revient alors à celle d’un isomorphisme de
faisceaux de A-modules sur T :

(∗) (A• ⊗AM)|T
∼→M|T .

Or, avec l’exercice 5.35(ii), on voit aussitôt que les restrictions suivant les inclusions
T → Rep(A)→ Ouv(X) induisent des équivalences entre les catégories des faisceaux sur
X, sur Rep(A), et sur T ; mais le faisceau A•⊗AM sur Rep(A) est (à isomorphisme près)
la restriction de OX⊗̃AM , donc (∗) se prolonge en un (unique) isomorphisme OX⊗̃AM

∼→
M de faisceaux, et on voit aisément qu’il s’agit d’un isomorphisme de OX -modules,
CQFD.

Partie (ii.a) : Cela suit aussitôt de (i.a), (i.b), et de la remarque 2.15(iii).
Partie (ii.b) : Soient M un OX -module quasi-cohérent, U ′ ⊂ U une inclusion de

parties ouvertes affines de X, et M := M (U) ; d’après (i.b), la restriction M →M (U ′)

induit un isomorphisme de OX(U ′)-modules OX(U ′)⊗OX(U) M
∼→M (U ′), et par suite,

si M est un OX(U)-module de type fini (resp. de présentation finie, resp. libre de rang
fini), il en est de même pour le OX(U ′)-module M (U ′). Cela montre que si M est un
OX -module de type fini (resp. de présentation finie, resp. localement libre de type fini),
il en est de même pour le OU -module M|U . On peut donc remplacer X par sa partie
ouverte affine V , et M par M|V , et pour A := OX(X), il faut montrer que M := M (X)
est un A-module de type fini (resp. de présentation finie, resp. projectif de type fini).
Mais par hypothèse, il existe un recouvrement X =

⋃
i∈I Ui par des parties ouvertes

affines, tel que OX(Ui)⊗AM soit un OX(Ui)-module de type fini (resp. de présentation
finie, resp. libre de rang fini) pour tout i ∈ I, et par compacité de X, on peut supposer
que I soit un ensemble fini. Avec B :=

∏
i∈I OX(Ui), on déduit aisément que B ⊗A M

est un B-module de type fini (resp. de présentation finie, resp. projectif de type fini), et
par construction, B est une A-algèbre fidèlement plate (voir la preuve de la proposition
5.37) ; l’assertion découle alors du problème 3.83(ii.c) et de l’exercice 4.102(iii).
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Partie (ii.c) : Avec la remarque 5.55(ii,iii), il est clair que pour toute partie ouverte
U ⊂ X on a (Kerϕ)|U = Ker (ϕ|U : M|U → N|U ), et de même pour (Cokerϕ)|U ; de
l’autre côté, il suffit de montrer que tout x ∈ X admet un voisinage ouvert affine U tel
que (Kerϕ)|U et (Cokerϕ)|U soient des (OX)|U -modules quasi-cohérents. Au vu de (i.a),
on est ainsi ramené au cas où (X,OX) = SpecA pour un anneau A, et d’après (i.b) on
peut supposer que M = OX⊗̃AM,N = OX⊗̃AN , et ϕ = OX⊗̃Af pour une application
A-linéaire f : M → N . Dans ce cas, on vérifie aisément que la restriction (Kerϕ)|Rep(A)

(resp. (Cokerϕ)|Rep(A)) de Kerϕ (resp. de Cokerϕ) au site Rep(A) coïncide avec le faisceau
A• ⊗A (Ker f) (resp. avec A• ⊗A (Coker f) : notation de la preuve de (i.b)) ; par suite,
Kerϕ (resp. Cokerϕ) est représenté par OX⊗̃A(Ker f) (resp. par OX⊗̃A(Coker f)).
Remarque 5.105. Il faut avouer que notre solution du problème 5.58(i.b) n’est ni la plus
rapide, ni la plus élémentaire : voir [36] et [51] pour des autres preuves. Notre méthode a
au moins l’avantage de se généraliser essentiellement verbatim à des autres topologies de
Grothendieck que l’on rencontre dans l’étude ulterieure de la géométrie algébrique, e.g.
à la topologie plate ou la topologie étale d’un schéma.

Exercice 5.59 : Pour tout A a-module H , soit LA (F × G ,H ) l’ensemble des mor-
phismes de préfaisceaux β : F × G →H qui sont A -bilinéaires, i.e. tels que pour tout
U ∈ T l’application βU : F (U)×G (U)→H (U) soit A (U)-bilinéaire. Tout morphisme
ϕ : H →H ′ de A a-modules induit l’application

LA (F × G , ϕ) : LA (F × G ,H )→ LA (F × G ,H ′) β 7→ ϕ ◦ β
d’où un foncteur bien défini LA (F × G ,−) : A a −Mod→ Ens.

Or, tout β ∈ LA (F × G ,H ) induit un unique morphisme de pré-A -modules b :
F ⊗A G → H tel que b(s ⊗ t) = β(s, t) pour toute partie ouverte U ⊂ X et tout
(s, t) ∈ F (U) × G (U). Ensuite, b se factorise à travers l’unité d’adjonction F ⊗A G →
F ⊗̃A aG et un unique morphisme de A a-modules ba : F ⊗̃A aG → H . Autrement dit,
F ⊗̃A aG représente le foncteur LA (F ×G ,−), et le système des applications bilinéaires
universelles

(F (U)× G (U)→ F ⊗A G (U) |U ∈ T )

fournit un élément universel ωF ,G ∈ LA (F×G ,H ) pour ce foncteur. D’autre part, tout
β comme ci-dessus se factorise à travers l’unité d’adjonction u : F × G → (F × G )a =
F a × G a et un unique morphisme de faisceaux βa : F a × G a → H ; on voit aisément
que βa est A a-bilinéaire (pour cela, on peut par exemple raisonner avec les données de
recollement locales, comme dans le §5.3.1), donc se factorise à son tour à travers l’élé-
ment universel ωFa,G a ∈ LA a(F a × G a,H ) et un unique morphisme de A a-modules
b′ : F a⊗̃A aG a → H . Autrement dit, F a⊗̃A aG a représente encore le même foncteur
LA (F × G ,−) (et l’élément universel correspondant est ωFa,G a ◦ u), donc l’isomor-
phisme souhaité est fourni comme d’habitude par le lemme 2.4(i).

Exercice 5.60 : Pour tout pré-A -module F on a un morphisme A -linéaire ηF :
F → B[ϕ] ⊗A F tel que ηF ,U (a) := 1 ⊗ a pour toute partie ouverte U ⊂ X et tout
a ∈ F (U). De l’autre côté, pour tout pré-B-module G on a un morphisme B-linéaire
εG : B ⊗A G → G tel que εG ,U (b ⊗ a) := ba pour toute partie ouverte U ⊂ X, tout
a ∈ G (U), et tout b ∈ B(U). On vérifie aisément que les associations : F 7→ ηF et
G 7→ εG définissent des transformations naturelles η : 1A−pré.Mod → (−)[ϕ] ◦ (B ⊗A −)
et respectivement ε : (B ⊗A −) ◦ (−)[ϕ] → 1B−pré.Mod. En outre, η et ε vérifient les
identités triangulaires du problème 2.13(ii), et ils sont ainsi l’unité et la coünité d’une
unique adjonction pour le couple (B ⊗A −, (−)[ϕ]) : les détails sont laissés aux soins du
lecteur. Rappelons ensuite que le foncteur (−)a : B − pré.Mod→ Ba −Mod est adjoint
à gauche du foncteur d’oubli ; compte tenu de l’exercice 2.17(i), il s’ensuit aussitôt que
B⊗̃A− est adjoint à gauche de (−)[ϕ] : Ba −Mod→ A − pré.Mod.
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Exercice 5.61, partie (i) : D’après la remarque 5.55(ii,iii) les noyaux et les conoyaux
sont représentables dans OX −Mod et OX − pré.Mod, donc aussi tout égaliseur et tout
coégaliseur. Afin de vérifier la complétude (resp. cocomplétude), il suffit alors de montrer
que le produit (resp. le coproduit) de toute petite famille est de même représentable
dans ces catégories (proposition 2.40). Soit alors M• := (Mλ |λ ∈ Λ) une petite famille
de pré-OX -modules, et munissons M (U) :=

∏
λ∈Λ Mλ(U) de sa structure naturelle de

OX(U)-module, pour toute partie ouverte U ⊂ X ; évidemment l’association U 7→M (U)
définit un pré-OX -module M (avec les restrictions évidentes M (U)→M (V ), pour toute
inclusion V ⊂ U de parties ouvertes), et on voit aisément que M représente la limite
de la famille M• : les détails sont laissés aux soins du lecteur. De même on construit la
colimite de M• dans OX−pré.Mod. Ensuite, puisque le foncteur (−)a du §5.3.1 est adjoint
à gauche de l’inclusion OX −Mod → OX − pré.Mod, on peut raisonner comme dans la
solution de l’exercice 4.90(i) pour vérifier que OX −Mod est complète et cocomplète.

Partie (ii) : Evidemment les catégories OX − Mod et OX − pré.Mod sont additives.
En outre, d’après la remarque 5.55(ii), la formation des noyaux et conoyaux dans OX −
pré.Mod commute avec le foncteur d’oubli F : OX − pré.Mod→ ZX̂ −Mod ; comme tout
morphisme de ZX̂ − Mod est strict (exercice 4.90(ii)), il s’ensuit aussitôt qu’il en est
de même pour tout morphisme de OX − pré.Mod, donc cette dernière est une catégorie
abélienne. De même, puisque la formation des noyaux et conoyaux dans OX − Mod
commute avec le foncteur d’oubli G : OX −Mod→ ZX̃ −Mod, on déduit que OX −Mod
est abélienne. Ensuite, soit M un pré-OX -module, et N ∈ Sub(M ), de sorte que FN ∈
Sub(FM ) ; mais on sait déjà que Sub(FM ) est un ensemble (exercice 4.90(ii)), donc de
même pour Sub(M ). En outre, soit (N ′

λ |λ ∈ Λ) une famille filtrante de sous-objets de
M ; comme F commute avec toute colimite, on déduit aisément que

N ∩ (
⋃
λ∈Λ N ′

λ ) =
⋃
λ∈Λ(N ∩N ′

λ )

car la même identité est vérifiée pour toute famille filtrante de sous-objets de FM .
Cela achève de vérifier que OX − pré.Mod est une catégorie de Grothendieck. Quitte à
remplacer F par le foncteur d’oubli G, le même raisonnement montre que OX −Mod est
une catégorie de Grothendieck : les détails sont laissés aux soins du lecteur.

Ensuite, soit A l’unique préfaisceau d’anneaux sur X tel que A (U) := Z pour toute
partie ouverte U ⊂ X ; évidemment A − pré.Mod est la catégorie ZX̂ −Mod des préfais-
ceaux de groupes abéliens sur X, et il existe un unique morphisme A → OX de préfais-
ceaux d’anneaux. Rappelons que le foncteur OX ⊗A − : ZX̂ −Mod→ OX − pré.Mod est
adjoint à gauche de F (exercice 5.60) ; d’après l’exercice 4.90(ii), ZX̂ −Mod admet un
génerateur projectif P, et avec l’exercice 4.6(ii) on déduit que OX ⊗A P est un objet
projectif de OX−pré.Mod. En outre, avec l’exercice 4.3(i) on voit aisément que OX⊗A P
est un générateur ; en dernier lieu, avec le même exercice on déduit aussi que OX⊗̃A P
est un générateur de OX −Mod.

Exercice 5.62, partie (i) : Noter que l’unité d’adjonction η : OY → f∗f̃
−1OY est la

composition de l’unité η1 : OY → f∗f
−1OY avec f∗(η2), où η2 : f−1OY → f̃−1OY est

l’unité de l’adjonction pour le couple formé de l’inclusion X̃ → X̂ et son adjoint à gauche
(−)a : X̂ → X̃. D’après la remarque 4.89(iv), η2 est un morphisme de préfaisceaux
d’anneaux, donc de même pour f∗(η2) ; d’autre part, η1,U : OY (U) → (f−1OY )(f−1U)
est l’application telle que : a 7→ [a, U ]f−1U , pour toute partie ouverte U ⊂ X et tout
a ∈ OY (U) (notation du §4.3.2). Compte tenu de la remarque 5.54(ii), on voit que η1
est un morphisme de préfaisceaux d’anneaux, et donc de même pour η. Cela posé, on va
montrer que le foncteur

f∗(−)[η] : f̃−1OY −Mod→ OY −Mod G 7→ (f∗G )[η]
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est adjoint à droite de f̃−1 : OY − Mod → f̃−1OY − Mod. Or, pour tous F ∈ Ob(Ỹ )

et G ∈ Ob(X̃), soient ηF : F → f∗f̃
−1F et εG : f̃−1f∗G → G l’unité et la coünité

de l’adjonction canonique pour le couple (f̃−1, f∗). Ainsi, l’adjonction associe à tout
morphisme ϕ : f̃−1F → G de X̃ le morphisme f∗(ϕ) ◦ ηF : F → f∗G , et son inverse
associe à tout morphisme ψ : F → f∗G de Ỹ le morphisme εG ◦ f̃−1(ψ). Si F est
un OY -module, G un f̃−1OY -module, et si ϕ est f̃−1OY -linéaire, alors (f∗ϕ)[η] est OY -
linéaire, et si ψ est OY -linéaire, f̃−1(ψ) est f̃−1OY -linéaire ; par suite, on est ramené à
vérifier que ηF : F → (f∗f̃

−1F )[η] est OY -linéaire et que εG : f̃−1(f∗G )[η] → G est
f̃−1OY -linéaire. Mais ηF = f∗(η2,F )[η1] ◦ η1,F , avec les unités η1,F : F → f∗f

−1(F )[η1]

et η2,F : f−1F → f̃−1(F )[η2] ; on sait déjà que η2,F est f−1OY -linéaire (voir le §5.3.1),
donc f∗(η2,F )[η1] est OY -linéaire. Avec la remarque 5.54(ii), on voit aussi aisément que
η1,F est OY -linéaire, d’où l’assertion pour ηF . En dernier lieu, εG = (ε1,G )

a, où ε1,G :

f−1f∗G → G est la coünité pour le couple (f̂−1, f∗), donc il suffit de vérifier que ε1,F
est f−1OY -linéaire (voir le §5.3.1). Mais cela est clair, car ε1,F associe à toute partie
ouverte V ⊂ X l’application f−1f∗F (V ) → F (V ) telle que [s, U ]V 7→ sV (rappelons
que [s, U ]V est la classe du couple formé de la partie ouverte U ⊂ Y avec V ⊂ f−1U , et
de s ∈ F (f−1U)).

Or, OX⊗̃OY − est la composition de f̃−1 et OX⊗̃f̃−1OY
− : f̃−1OY −Mod→ OX−Mod.

D’après les exercices 5.60 et 2.17(i), il est alors adjoint à gauche de f∗(−)[η]◦(−)[f♯]. Mais
noter que pour tout OX -module G on a f∗(G[f♯])[η] = ((f∗G )[f∗(f♯)])[η] = (f∗G )[f∗(f♯)◦η],
et d’autre part f ♭ = f∗(f

♯) ◦ η, d’où l’assertion.
Partie (ii) : Posons A := OY (Y ) et B := OX(X) ; noter que f ♭ : OY → f∗OX

induit un homomorphisme d’anneaux f ♭Y : A → B. On se ramène aussitôt au cas où
G = OY ⊗̃AM pour un A-module M , et on exhibera dans ce cas un isomorphisme OX -
linéaire OX⊗̃OY G

∼→ OX⊗̃BMB , avec MB := B ⊗AM . Pour cela, soit TA := (TA,OTA)
l’espace annelé tel que TA := {tA} est un ensemble avec un seul élément, muni de l’unique
topologie TTA , et OTA est l’unique faisceau d’anneaux sur TA avec Γ(OTA) = A. Définis-
sons de même l’espace annelé TB ; on a un diagramme commutatif d’espaces annelés :

(X,OX)
f
//

πB
��

(Y,OY )

πA
��

TB
g

// TA

où g := (g, g♭) est l’unique morphisme d’espaces annelés TB → TA avec g♭TA = f ♭Y , et
πA := (πA, π

♭
A) est l’unique morphisme d’espaces annelés (Y,OY ) → TA avec (π♭A)TA =

IdA, et de même pour πB . Avec cette notation, on vérifie aisément que le OY -module
OY ⊗̃AM est isomorphe à OY ⊗̃OTA

M , où M est l’unique OTA-module avec M (TA) =M .
De même, on a un isomorphisme de OX -modules OX⊗̃BMB

∼→ OX⊗̃OTB
MB , où MB

est l’unique OTB -module avec MB(TB) =MB . Or, les compositions de foncteurs

F := (OX⊗̃OY −) ◦ (OY ⊗̃OTA
−) et G := (OX⊗̃OTB

−) ◦ (OTB ⊗̃OTA
−)

sont adjointes à gauche de la composition πA∗ ◦ f∗ = g∗ ◦ πB∗, d’après (i) et l’exer-
cice 2.17(i) ; mais alors F et G sont isomorphes, et pour conclure il suffit de remarquer
l’isomorphisme évident de OTB -modules MB

∼→ OTB ⊗̃OTA
M .

Partie (iii) : Compte tenu de l’exercice 5.59, il suffit d’exhiber un isomorphisme naturel

OX ⊗f−1OY f
−1(G ⊗OY G ′)

∼→ (OX ⊗f−1OY f
−1G )⊗OX (OX ⊗f−1OY f

−1G ′)
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de pré-OX -modules. D’autre part, avec la proposition 3.20, on obtient aisément un iso-
morphisme naturel de pré-OX -modules :

(OX ⊗f−1OY f
−1G )⊗OX (OX ⊗f−1OY f

−1G ′)
∼→ OX ⊗f−1OY (f−1G ⊗f−1OY f

−1G ′).

Ainsi, on est ramené à exhiber un isomorphisme naturel de pré-f−1OY -modules :

f−1(G ⊗OY G ′)
∼→ f−1G ⊗f−1OY f

−1G ′.

Mais compte tenu de l’exercice 5.59, on voit aisément que f−1(G ⊗OY G ′) représente
le foncteur LOY (G × G ′, f∗) : OX − Mod → Ens, composition de LOY (G × G ′,−) :
OY − pré.Mod → Ens avec l’adjoint à droite f∗ : OX − pré.Mod → OY − pré.Mod du
foncteur f−1. On est ainsi ramené à exhiber un isomorphisme de foncteurs :

LOY (G × G ′, f∗)
∼→ Lf−1OY (f

−1G × f−1G ′,−).

Or, à toute application OY -bilinéaire β : G × G ′ → f∗F correspond par adjonction un
unique morphisme de préfaisceaux β∗ : f−1(G × G ′) = f−1(G ) × f−1(G ′) → F et par
simple inspection on vérifie que β∗ est f−1OY -bilinéaire, d’où l’assertion.

Exercice 5.65, partie (i) : Si ϕx est injective (resp. surjective, resp. bijective) pour tout
x ∈ X, alors ϕ est un monomorphisme (resp. un épimorphisme, resp. un isomorphisme)
de la catégorie X̃ (théorème 4.97), donc aussi de la categorie OX − Mod. Ensuite, si
ϕ est un monomorphisme, il vient Ker(ϕ) = 0, donc ϕU : F (U) → G (U) est injective
pour toute partie ouverte U ⊂ X (remarque 5.55(ii)), donc ϕx est injective pour tout
x ∈ X. Evidemment, si ϕ est un isomorphisme, chaque ϕx est bijective. En dernier
lieu, soit ϕ un épimorphisme de OX − Mod, et pour tout x ∈ X soient jx : {x} → X
l’inclusion, et X(x) := ({x},OX(x)) l’espace annelé avec OX(x) := ȷ̃−1x OX . On a un
morphisme naturel d’espaces annelés (jx, j

♯
x) : X(x) → X avec j♯x := IdOX(x)

, ainsi
qu’un isomorphisme naturel évident de OX(x)-modules OX(x)⊗̃OXF

∼→ OX(x)⊗̃OX,xFx

pour tout OX -module F . Or, OX(x)⊗̃OX− est un foncteur exact à droite, car il est
adjoint à gauche (proposition 2.49(ii)) ; comme ϕ est un épimorphisme, il en est alors de
même pour OX(x)⊗̃OXϕ (exercice 2.66(iv)), et ce dernier est naturellement identifié avec
OX(x)⊗̃OX,xϕx, par suite ϕx est un épimorphisme de OX,x −Mod, i.e. une surjection.

Partie (ii) : Trivialement (a)⇒(b). Montrons ensuite que (b)⇒(c). L’assertion étant
local sur X, on peut supposer que l’on a des isomorphismes OX -linéaires :

OX⊗̃AL
∼→ F

∼→ OX⊗̃AM

avec A := Γ(OX), pour un A-module M de type fini et un A-module libre L. La compo-
sition ϕ de ces isomorphismes induit un isomorphisme OX,x-linéaire ϕx : OX,x ⊗A L

∼→
OX,x ⊗A M (remarque 5.64(ii)) ; fixons une base (eλ |λ ∈ Λ) de L, et un système fini
de générateurs x1, . . . , xn de M . On a alors une partie finie Λ′ ⊂ Λ et un système
(aλ,i |λ ∈ Λ′, i = 1, . . . , n) d’éléments de OX,x tels que ϕx(

∑
λ∈Λ′ aλ,i ⊗ eλ) = 1 ⊗ xi

pour tout i = 1, . . . , n. Quitte à remplacer X par un voisinage ouvert de x, on peut
supposer que chaque aλ,i soit la classe d’une section globale bλ,i ∈ A, et que l’on ait
ϕX(

∑
λ∈Λ′ bλ,i ⊗ eλ) = 1 ⊗ xi dans Γ(OX⊗̃AM), pour i = 1, . . . , n. Notons par L′ ⊂ L

le facteur direct engendré par (eλ |λ ∈ Λ′) ; la restriction ψ : OX⊗̃AL′ → OX⊗̃AM de
ϕ induit par suite un épimorphisme OX,t-linéaire ψt : OX,t ⊗A L′ → OX,t ⊗A M , pour
tout t ∈ X. Mais ψt est injective, car composition de ϕt avec l’injection OX,t ⊗A L′ →
OX,t ⊗A L ; ainsi ψt est un isomorphisme pour tout t ∈ X, i.e. ψ est un isomorphisme
de OX -modules, d’après (i), et finalement F est isomorphe à OX⊗̃AL′, d’où (c).

(c)⇒(a) : L’assertion étant locale sur X, on peut supposer que F = OX⊗̃AP , avec
A := Γ(OX), et un A-module projectif P de type fini. Ensuite, l’homomorphisme d’an-
neaux IdA : A → Γ(OX) correspond, par adjonction, à un unique morphisme f :=

(f, f ♭) : X → Y := SpecA d’espaces localement annelés (théorème 5.47) ; soit aussi
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T := (T,OT ) l’espace annelé avec T = {t}, muni de l’unique topologie TT , et où OT est
l’unique faisceau d’anneaux sur T tel que Γ(OT ) = A ; on a un morphisme évident d’es-
paces annelés g := (g, g♭) : Y → T tel que g♭T = IdA, de sorte que (h, h♭) : g ◦ f : X → T

soit l’unique morphisme d’espaces annelés tel que h♭T = IdA. Par inspection directe
des définitions, on voit que F (resp. OY ⊗̃AP ) est isomorphe au OX -module OX⊗̃OTP
(resp. au OY -module OY ⊗̃OTP), avec P := OT ⊗̃AP ; d’autre part la composition
(OX⊗̃OY −) ◦ (OY ⊗̃OT−) est adjointe à gauche de g∗ ◦ f∗ = h∗ : OX −Mod→ OT −Mod
(exercices 5.62(i) et 2.17(i)), donc elle est isomorphe au foncteur OX⊗̃OT−. On obtient
ainsi un isomorphisme de OX -modules F

∼→ OX⊗̃OY (OY ⊗̃AP ) ; mais OY ⊗̃AP est loca-
lement libre de type fini (théorème 4.103), donc de même pour F .

Exercice 5.66, partie (i) : Comme la topologie de X est induite par Y , on voit aisément
que f∗ est fidèle : les détails sont laissés aux soins du lecteur. Ensuite, soient F ,G
deux OX -modules, et ϕ : f∗F → f∗G un morphisme de OY -modules ; d’après l’exercice
4.93(ii), il existe un unique morphisme de faisceaux ϕ∗ : F → G tel que f∗(ϕ∗) = ϕ, et
puisque OY = f∗OX , on voit aisément que ϕ∗ est OX -linéaire, donc f∗ est un foncteur
plein.

Partie (ii) : D’après (i), l’exercice 5.62(i) et la proposition 2.16(iii), la coünité εF :
OX⊗̃OY (f∗F )→ F est un isomorphisme pour tout OX -module F , et il suffit de montrer
que l’unité ηG : G → f∗(OX⊗̃OY G ) est un isomorphisme pour tout OY -module G . Or,
d’après l’exercice 4.93(ii) et la proposition 2.16(iii), la coünité

ε′OY = f ♯ : f̃−1OY = f̃−1f∗OX → OX

est un isomorphisme de faisceaux d’anneaux ; par suite le foncteur

OX⊗̃f̃−1OY
− : f̃−1OY −Mod→ OX −Mod

est une équivalence, et on est ramené à vérifier que l’unité η′G : G → f∗f̃
−1G est un iso-

morphisme pour tout OY -module G , i.e. que η′G ,y : Gy → (f∗f̃
−1G )y est un isomorphisme

pour tout y ∈ Y (exercice 5.65(i)).
Si y ∈ U := Y \f(X), on a OY,y = 0 (car U est une partie ouverte de Y , et f∗OX(V ) =

OX(∅) = 0 pour toute partie ouverte V ⊂ U : voir la remarque 4.85(iii)), par suite
Gy = (f∗f̃

−1G )y = 0, et alors l’assertion est claire. Si y ∈ f(X), soit x ∈ X tel que
y = f(x) ; par définition, (f∗f̃−1G )y représente la colimite du système (f̃−1G (f−1V ) |V ∈
U op
y ), indexé par l’ensemble filtrant U op

y des voisinages ouverts de y dans Y . Mais
noter que la famille (f−1V |V ∈ U op

y ) est aussi l’ensemble des voisinages ouverts de x
dans X, donc (f∗f̃

−1G )y = (f̃−1G )x
∼→ Gy (exercice 4.98(ii)), et par inspection directe,

on voit aisément que sous ces identifications naturelles, l’application η′G ,y correspond à
l’identité de Gy, d’où l’assertion. Il reste à vérifier que f∗ se restreint en une équivalence
de catégories

OX − Qcoh
∼→ OY − Qcoh.

Mais, puisque f∗ est une équivalence, il en est de même pour son adjoint à gauche
OX⊗̃OY − (remarque 2.15(iii)), et ce dernier envoie la sous-catégorie pleine OY − Qcoh
de OY − Mod dans OX − Qcoh (exercice 5.62(ii)) ; il suffit alors de montrer que f∗F
est un OY -module quasi-cohérent, pour tout OX -module quasi-cohérent F . Or, soit V ⊂
Y une partie ouverte, munissons V et U := f−1V des topologies induites par Y et
respectivement X, et posons OU := OX|U et OV := OY |V ; évidemment la topologie de
U est induite par celle de V via la restriction g : U → V de f . En outre OV = g∗OU , et
avec g := (g, IdOV ) : (U,OU ) → (V,OV ), on a g∗(F|U ) = (f∗F )|V . Quitte à remplacer
X et Y par U et V , et F par F|U , on peut alors supposer que F = OX ⊗A M , avec
A := Γ(OX) = Γ(OY ), pour un A-module M . Dans ce cas, on a plus précisément un
isomorphisme OY -linéaire ϕ : OY ⊗̃AM

∼→ f∗F ; en effet, puisque OX⊗̃OY − est un
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quasi-inverse de f∗, la donnée de ϕ équivaut à celle d’un isomorphisme de OX -modules
ψ : OX⊗̃OY (OY ⊗̃AM)

∼→ F , et un tel ψ est fourni par l’exercice 5.62(ii).
Partie (iii) : X \ Z est formé des x ∈ X tels que 1 = 0 dans OX,x ; cette identité

persiste dans un voisinage ouvert de x dans X, donc X \ Z est une partie ouverte, et Z
est fermé dans X. Afin de vérifier que j♭ : OX → j∗OZ est un isomorphisme, il suffit de
montrer que j♭x : OX,x → (j∗OZ)x est bijectif pour tout x ∈ X ; mais par construction,
OZ = ȷ̃−1OX , et j♭ est l’unité d’adjonction OX → j∗ȷ̃

−1OX . On raisonne alors comme
dans la solution de (ii) : l’assertion est claire si x ∈ X \Z, car alors OX,x = (j∗OZ)x = 0,
et pour x ∈ Z on a un isomorphisme naturel (j∗OZ)x

∼→ OX,x identifiant j♭x avec l’identité
de OX,x.

Partie (iv) : On déduit aussitôt de (ii) et (iii) que j∗ est une équivalence, induisant une
équivalence entre les respectives sous-catégories de modules quasi-cohérents. En outre, la
solution de (ii) entraîne aisément que F est localement libre de type fini (resp. inversible)
si et seulement s’il en est de même pour j∗F .

Exercice 5.69, partie (i) : D’après la remarque 5.68(iv) on a :

(∗) (f−1I OY )y = If(y) · OY,y ∀y ∈ Y.

Or, soient U ⊂ X, V ⊂ Y des parties ouvertes avec fV ⊂ U , et f|V : (V,OV )→ (U,OU )
la restriction de f , de sorte que OU = (OX)|U et OV = (OY )|V ; soit aussi IU ⊂ OU
la restriction de I . On déduit de (∗) que f−1|V IU · OV est la restriction de f−1I · OY .
Quitte à remplacer Y et X par des sous-schémas ouverts affines, disons X = SpecA,
Y = SpecB, on peut ainsi supposer que I = IOX pour un idéal I ⊂ A, et on a alors
Ix = IOX,x pour tout x ∈ X ; avec (∗) il vient (f−1I OY )y = IOY,y pour tout y ∈ Y ,
donc f−1I OY = (IB) · OY , d’où l’assertion.

Partie (ii) : L’isomorphisme souhaité OX ⊗A M
∼→ M suit du problème 5.58(i.b).

D’après l’exercice 5.65(ii), pour tout x ∈ X il existe f ∈ A tel que x ∈ D(f) ⊂ X, et
un isomorphisme (OX)|D(f)

∼→ M|D(f)
∼→ (OX)|D(f) ⊗Af (Af ⊗A M) (voir le problème

5.58(i.a)), qui est donc induit par un isomorphisme de Af -modules Af
∼→ Af ⊗AM . Cela

achève de montrer que M est un A-module inversible.

Exercice 5.78 : Soit Σ l’ensemble des (U,U ′, V ), où U ⊂ Y , U ′ ⊂ Y ′, V ⊂ X
sont des parties ouvertes affines avec g(U ′) ⊂ U ⊃ f(V ). On a d’un côté g−1f(X) =⋃

(U,U ′,V )∈Σ U
′ ∩ g−1(f(V )), et de l’autre côté

f ′(X ′) =
⋃

(U,U ′,V )∈Σ U
′ ∩ f ′(g′−1V ) =

⋃
(U,U ′,V )∈Σ f

′(f ′−1U ′ ∩ g′−1V ).

Donc, il suffit de vérifier que U ′∩g−1(f(V )) = f ′(f ′−1U ′∩g′−1V ) pour tout (U,U ′, V ) ∈
Σ, et noter que f ′−1U ′ ∩ g′−1V s’identifie naturellement à l’espace sous-jacent au sous-
schéma ouvert U ′ ×U V de X ′ (avec U := U ×Y Y , et de même pour U ′ et V : voir
l’observation 5.77). Autrement dit, on peut supposer que X, Y et Y ′ soient affines, et
dans ce cas l’assertion est déjà connue, d’après l’exercice 3.72.

Exercice 5.80, partie (i) : Evidemment, si f est de type fini (resp. de présentation
finie), ϕ est un morphisme de type fini (resp. de présentation finie). Réciproquement,
supposons que ϕ soit de type fini (resp. de présentation finie) ; ainsi, pour tout y ∈ Y il
existe des voisinages ouverts affines U ⊂ Y de y, et V ⊂ X de x := ϕ(y) avec ϕ(U) ⊂ V ,
tels que ϕ♭ induit un homomorphisme

g : AV := OX(V )→ BU := OY (U)

de type fini (resp. de présentation finie). Soient alors a ∈ A, b ∈ B tels que x ∈ D(a) ⊂ V
et y ∈ D(b) ⊂ U ∩ ϕ−1D(a) ; d’après le lemme 5.31(ii) (et la remarque 5.49(i)), l’unique
homomorphisme Aa → (AV )a de A-algèbres (resp. Bb → (BU )b de B-algèbres) est un
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isomorphisme. En outre, comme ϕ(D(b)) ⊂ D(a), l’image de a est inversible dans Bb,
donc on obtient un diagramme commutatif de A-algèbres :

AV
g //

ja
��

BU

jb
��

Aa
h // Bb

où ja et jb sont les localisations. En particulier, jb : BU → (BU )b = BU [T ]/(bT − 1) est
de présentation finie, et de même pour ja. D’après l’exercice 1.4, jb ◦ g est alors de type
fini (resp. de présentation finie), par suite il en est de même pour h (exercice 3.17(iv)).
Comme la localisation A → Aa est de présentation finie, Bb est ainsi une A-algèbre de
type fini (resp. de présentation finie), encore par l’exercice 1.4. Puisque Y est compact,
on trouve alors une partie finie b• := {bλ |λ ∈ Λ} ⊂ B avec : (a) Y =

⋃
λ∈ΛD(bλ), et telle

que : (b) B[b−1λ ] soit une A-algèbre de type fini (resp. de présentation finie), pour tout
λ ∈ Λ. La condition (a) revient à dire que l’idéal engendré par b• contient 1, i.e. il existe
une partie c• := {cλ |λ ∈ Λ} ⊂ B avec

∑
λ∈Λ bλcλ = 1. Soit A′ := A[bλ, cλ |λ ∈ Λ] ⊂ B ;

évidemment l’idéal de A′ engendré par la partie b• contient encore 1, et l’inclusion A′ → B
induit un homomorphisme de type fini hλ : A′[b−1λ ] → B[b−1λ ], pour tout λ ∈ Λ. Ainsi,
les localisations induisent un homomorphisme fidèlement plat A′ → A′′ :=

∏
λ∈ΛA

′[b−1λ ]

(problème 3.83(i.c)), et A′′ ⊗A′ B =
∏
λ∈ΛB[b−1λ ] est une A′′-algèbre de type fini ; par

suite, B est une A′-algèbre de type fini (problème 3.83(ii.c)), donc aussi une A-algèbre
de type fini.

En dernier lieu, si chaque B[b−1λ ] est une A-algèbre de présentation finie, on sait déjà
que B est une A-algèbre de type fini, donc choisissons un homomorphisme surjectif π :
A[X1, . . . , Xn]→ B de A-algèbres, et pour tout λ ∈ Λ soient pλ, qλ ∈ A[X•] avec π(pλ) =
bλ et π(qλ) = cλ ; soient en outre u :=

∑
λ∈Λ pλqλ, et C := A[X•]u. Puisque π(u) = 1,

l’homomorphisme π sa factorise à travers un homomorphisme π′ : C → B de A-algèbres,
qui à son tour induit par localisation un homomorphisme πλ : C[p−1λ ]→ B[b−1λ ], pour tout
λ ∈ Λ. Comme C[p−1λ ] est une A-algèbre de type fini, il s’ensuit que πλ est de présentation
finie pour tout tel λ (exercice 3.17(iv)) ; d’autre part, par construction on a

⋃
λ∈ΛD(pλ) =

SpecC, donc les localisations induisent un homomorphisme fidèlement plat C → C ′ :=∏
λ∈Λ C[p

−1
λ ], et C ′ ⊗C B =

∏
λ∈ΛB[b−1λ ] est une C ′-algèbre de présentation finie, donc

B est une C-algèbre de présentation finie (problème 3.83(ii.c)), et comme C est une
A-algèbre de présentation finie, il en est de même pour la A-algèbre B (exercice 1.4).

Partie (ii) : Cela découle de la proposition 3.77 et de la remarque 5.64(iii).

Exercice 5.82, partie (i) : Soit x ∈ X, et posons y := f(x) et z := g(y). Par hypothèse,
il existe des voisinages ouverts affines V ⊂ Y de y et W ⊂ Z de z, avec gV ⊂ W , tels
que g♭ induit un homomorphisme d’anneaux ϕ : A := OZ(W ) → B := OY (V ) de type
fini (resp. de présentation finie). En outre, la restriction f−1(V )×X X → V ×Y Y de f
est encore localement de type fini (resp. localement de présentation finie : voir le lemme
5.81(i)), donc on a des voisinages ouverts affines U ⊂ f−1V de x et V ′ ⊂ V , avec fU ⊂ V ′,
tels que f ♭ induit un homomorphisme d’anneaux ψ : B′ := OY (V ′) → C := OX(U)
de type fini (resp. de présentation finie). Soit aussi ρ : B → B′ l’homomorphisme de
restriction. Avec cette notation, les restrictions U ×X X → V ′ ×Y Y de f et V ×Y
Y → W ×X X de g s’identifient avec Spec(ψ) : SpecC → SpecB′ et respectivement
Spec(ϕ) : SpecB → SpecA, et V ′ s’identifie avec la partie ouverte de SpecB représentée
par la B-algèbre B′ (remarque 5.49(i)). Soit alors b ∈ B tel que y ∈ V ′′ := D(b) ⊂ V ′, et
posons b′ := ρ(b), c := ψ(b′), et U ′ := U ∩ f−1V ′′ ; il vient OY (V ′′) = B′[b′−1] = B[b−1]
(lemme 5.31(ii)), et U ′ s’identifie avec la partie ouverte D(c) ⊂ SpecC, donc OX(U ′) =
C[c−1]. Evidemment la B-algèbre B[b−1] = B[T ]/(bT − 1) est de présentation finie, et
C[c−1] est une B′[b′−1]-algèbre de type fini (resp. de présentation finie), donc si ϕ est
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de type fini (resp. de présentation finie), il en est de même pour la composition A →
B → B[b−1] = B′[b′−1] → C[c−1] (exercice 1.4), i.e. (g ◦ f)♭ induit un homomorphisme
OZ(W )→ OX(U ′) de type fini (resp. de présentation finie).

Partie (ii) : Soient x, y et z comme ci-dessus, et W ⊂ Z un voisinage ouvert affine
de z ; posons Z ′ := W ×Z Z, Y ′ := g−1(W ) ×Y Y et X ′ := (g ◦ f)−1W ×X X. D’après
le lemme 5.81(i), la restriction X ′ → Z ′ de g ◦ f est encore localement de type fini, et
il suffit de vérifier que la restriction X ′ → Y ′ de f est de type fini au point x ; ainsi,
quitte à remplacer X,Y et Z par X ′, Y ′ et Z ′, on peut supposer que Z = SpecA soit
un schéma affine. Soient ensuite U ⊂ X et V ⊂ Y des voisinages ouverts affines de x et
y avec fU ⊂ V , et posons U := U ×X X et V := V ×Y Y ; évidemment le morphisme
d’inclusion U → X est localement de type fini, donc la restriction U → V → Z de g ◦ f
est de type fini au point x, d’après (i), et il suffit de vérifier qu’il en est de même pour la
restriction U → V de f . Cela nous ramène au cas où aussi X = SpecC et Y = SpecB
sont affines ; d’après l’exercice 5.80(i), l’homomorphisme A → C correspondant à g ◦ f
est alors de type fini, donc de même pour l’homomorphisme B → C correspondant à f ,
d’où l’assertion.

Partie (iii) : En raisonnant comme pour la preuve de (ii), on se ramène aisément au
cas où Z = SpecA, Y = SpecB, et X = SpecC ; d’après l’exercice 5.80(i), l’homomor-
phisme A→ C correspondant à g◦f est alors de présentation finie, et B est une A-algèbre
de type fini, donc l’homomorphisme B → C correspondant à f est de présentation finie
(exercice 3.17(iv)), d’où l’assertion.

Exercice 5.89, partie (i) : Comme d’habitude, il suffit de vérifier que les schémas
V (I OX) et X ×Y V (I ) représentent le même foncteur. Pour cela, soit T := (T,OT ) un
schéma, et noter que la donnée d’un morphisme de schémas T → X×Y V (I ) équivaut à
celle d’un morphisme de schémas g := (g, g♭) : T → X tel que h := (h, h♭) := f◦g : T → Y
se factorise à travers V (I ) ; pour tout tel h on a :

h = f ◦ g et h♭ = f∗(g
♭) ◦ f ♭ : OY → h∗OT .

Soit aussi j : I → OY l’inclusion ; l’adjonction canonique pour le couple de foncteurs
(f̃−1, f∗) associe à h♭ et à h♭ ◦ j : I → h∗OT les morphismes

g♭ ◦ f ♯ : f̃−1OY → g∗OT et g♭ ◦ f ♯ ◦ f̃−1(j) : f̃−1(I )→ g∗OT .

Or, h se factorise à travers V (I )⇔ h♭ ◦ j = 0⇔ g♭ ◦f ♯ ◦ f̃−1(j) = 0. Mais le préfaisceau
f ♯◦ f̃−1(I ) engendre l’idéal I OX de OX (voir la remarque 5.68(iv)), donc cette dernière
condition équivaut à : I OX ⊂ Ker(g♭), qui, à son tour est vérifiée si et seulement si g se
factorise à travers V (I OX), d’où l’assertion.

Partie (ii) : Si f est une immersion fermée, disons que X = V (J ) pour un idéal quasi-
cohérent J ⊂ OY , de sorte que f soit le morphisme naturel V (J )→ Y ; par la remarque
2.24, on a une identification de Y ′-schémasX ′ ∼→ Y ′×YX, pour la structure de Y ′-schéma
sur X ′ fournie par f ′. Au vu de (i), on a d’autre part un isomorphisme V (J OY ′)

∼→
Y ′×Y X de Y ′-schémas, identifiant f ′ avec l’immersion fermée V (J OY ′)→ Y ′. Ensuite,
remarquons :

Lemme 5.106. (i) Soient C une catégorie dont les produits fibrés sont représentables,
A1

α1−→ B
α2←− A2, B′

β−→ B des morphismes de C , et (A1 ×B A2
pi−→ Ai | i = 1, 2) les

projections. Alors, avec A′i :=B′×BAi, on a un diagramme cartésien dans C :

B′ ×B (A1 ×B A2)
B′×Bp1 //

B′×Bp2
��

A′1

B′×Bα1
��

A′2
B′×Bα2 // B′.
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(ii) Si en outre, A := A1 = A2 et α := α1 = α2, de sorte que A′ := A′1 = A′2, alors
le morphisme B′ ×B ∆A/B : A′ → B′ ×B (A ×B A) correspond au morphisme diagonal
∆A′/B′ , sous l’identification B′ ×B (A×B A) = A′ ×B′ A′ fournie par (i).

Démonstration. (i) : La donnée d’un morphisme C → B′×B (A1×BA2) de C équivaut à
celle d’un couple de morphismes γ : C → B′, δ : C → A1×B A2 tels que β ◦ γ = α ◦ pi ◦ δ
pour i = 1, 2 ; cela à son tour équivaut à celle de morphismes γ : C → B′ et δi : C → Ai
pour i = 1, 2, tels que β ◦ γ = αi ◦ δi pour i = 1, 2. Tout tel couple (γ, δi) détermine un
unique morphisme γi : C → A′i pour i = 1, 2, et il vient (B′ ×B αi) ◦ γ1 = γ = (B′ ×B
α2) ◦ γ2 ; donc (γ1, γ2) à son tour équivaut à la donnée d’un morphisme C → A′1×B′ A′2,
d’où l’assertion.

(ii) : Le morphisme δA′/B′ := B′×B∆A/B : A′ → B′×B (A×BA) vérifie les identités :
(B′ ×B pi) ◦ δA′/B′ = 1A′ pour i = 1, 2, d’où l’assertion. □

Revenons aux schémas : avec le lemme 5.106(ii), il s’ensuit que si ∆X/Y est un immer-
sion fermée, il en est de même pour ∆X′/Y ′ , car cette dernière s’identifie avec Y ′×Y∆X/Y ;
i.e. si f est séparé, il en est de même pour f ′. En outre, si ∆X/Y est compact, il en est
de même pour ∆X′/Y ′ , en vertu du lemme 5.81(ii) (et de la remarque 2.24(i)), i.e. si f
est quasi-séparé, il en est de même pour f ′.

Partie (iii) : Avec (ii) on voit que si f est une immersion fermée (resp. quasi-séparé,
resp. séparé), il en est de même pour chaque f

λ
. Réciproquement, si chaque f

λ
est une

immersion fermée, alors f(Vλ) = f(X) ∩ Uλ est une partie fermée de Y , et l’application
continue sous-jacente fλ : Vλ → Uλ identifie Vλ avec f(Vλ), munie de la topologie induite
par l’inclusion dans Y , pour tout λ ∈ Λ (proposition 5.83(ii)) ; cela entraîne que f(X)
est une partie fermée de Y , et f : X → Y se factorise à travers un homéomorphisme
X
∼→ f(X), où l’on munit f(X) de la topologie induite par Y . En outre, soit I :=

Ker(f ♭ : OY → f∗OX) ; évidemment I|Uλ = Ker(f ♭λ), et par la proposition 5.83(iii), f ♭λ
induit un isomorphisme

(OY /I )|Uλ
∼→ (f∗OX)|Uλ ∀λ ∈ Λ.

Par suite, f ♭ induit un isomorphisme OX/I
∼→ f∗OX (théorème 4.97(ii)), et encore

avec la proposition 5.83, on déduit aisément que f se factorise à travers un isomor-
phisme de schémas X ∼→ V (I ) et le morphisme naturel V (I ) → Y . Ensuite, en rai-
sonnant comme pour (ii), on voit que la diagonale ∆V λ/Uλ

s’identifie avec la restriction
(∆X/Y )|V λ : V λ → Uλ ×Y (X ×Y X) de ∆X/Y , pour tout λ ∈ Λ ; par ce qui précède, on
conclut que si chaque f

λ
est séparé, il en est de même pour f . En dernier lieu, avec le

lemme 5.81(i) on voit de même que si chaque f
λ

est quasi-séparé, il en est de même pour f .

Exercice 5.93, partie (i) : Disons que X = (X,OX), Y = (Y,OY ), Z = (Z,OZ),
f = (f, f ♭), g = (g, g♭), et h = (h, h♭) ; si f et g sont des immersions fermées, évidemment
h = g ◦ f induit un homéomorphisme X

∼→ T := g ◦ f(X), pour la topologie de T
induite par l’inclusion dans Z. En outre, f ♭ : OY → f∗OX est un épimorphisme de OY -
modules (proposition 5.83(iii)), donc g∗(f ♭) : g∗OY → g∗f∗OX est un épimorphisme de
g∗OY -modules (exercice 5.66(iv)), donc aussi un épimorphisme de OZ-modules (exercice
5.65(i)), et de même pour g♭ : OZ → g∗OY . Par suite h♭ = g∗(f

♭)◦g♭ est un épimorphisme
de OZ-modules, et d’après le corollaire 5.91, h est alors une immersion fermée. Ensuite,
remarquons :

Lemme 5.107. (i) Soient C une catégorie dont les produits fibrés sont représentables,
A1

α1−→ B
α2←− A2 et β : B → C trois morphismes de C ; notons par :

A1 ×B A2
pi−→ Ai

qi←− A1 ×C A2 (i = 1, 2)
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les projections canoniques. Alors on a un diagramme cartésian dans C :

(∗)
A1 ×B A2

π //

ϕ
��

B

∆B/C
��

A1 ×C A2
α1×Cα2 // B ×C B

avec π := α1 ◦ p1 = α2 ◦ p2

où ϕ est l’unique morphisme avec q1 ◦ ϕ = p1 et q2 ◦ ϕ = p2.
(ii) Si de plus on a A := A1 = A2 et α1 = α2, alors ϕ ◦∆A/B = ∆A/C .

Démonstration. (i) : Soient r1, r2 : B ×C B → B les projections ; on a :

ri ◦∆B/C ◦ π = π = αi ◦ qi ◦ ϕ = ri ◦ (α1 ×C α2) ◦ ϕ (i = 1, 2)

donc (∗) commute. Soient ensuite T ∈ Ob(C ), et δ : T → A1 ×C A2, γ : T → B deux
morphismes de C avec (α1 ×C α2) ◦ δ = ∆B/C ◦ γ ; la donnée de δ équivaut à celle de
morphismes (δi : T → Ai | i = 1, 2) de C avec β ◦ α1 ◦ δ1 = β ◦ α2 ◦ δ2, et il vient :
γ = ri ◦ (α1×C α2)◦ δ = αi ◦ qi ◦ δ = αi ◦ δi pour i = 1, 2. Ainsi, le couple (δ, γ) détermine
un unique morphisme ω : T → A1 ×B A2 avec pi ◦ ω = δi pour i = 1, 2 ; par suite,
qi ◦ ϕ ◦ ω = δi pour i = 1, 2, donc ϕ ◦ ω = δ, et π ◦ ω = γ, et cela montre que (∗) est
cartésien.

(ii) : Il suffit de remarquer que qi ◦ ϕ ◦∆A/B = pi ◦∆A/B = 1A pour i = 1, 2. □

Soient p1, p2 : X ×Y X → X et q1, q2 : X ×Z X → X les projections canoniques, et
ϕ : X ×Y X → X ×Z X l’unique morphisme tel que qi ◦ ϕ = pi pour i = 1, 2 ; d’après
le lemme 5.107(ii), on a ∆X/Z = ϕ ◦ ∆X/Y , et compte tenu de l’exercice 5.89(ii) et du
lemme 5.107(i), si ∆Y /Z est une immersion fermée, il en est de même pour ϕ. Alors, si
∆Y /Z et ∆X/Y sont des immersions fermées, par ce qui précède il en est de même pour
∆X/Z ; i.e. si f et g sont séparés, il en est de même pour h. On raisonne de même si
∆Y /Z et ∆X/Y sont compacts : dans ce cas, ϕ est compact (lemme 5.81(ii)) et donc de
même pour ∆X/Z .

Partie (ii) : Dans la situation du lemme 5.107(i), prenons A1 := X, A2 = B := Y ,
C := S, α1 := f et α2 := 1Y ; par suite, ϕ = Γf , et ∆Y /S est un morphisme compact
(resp. une immersion fermée), par hypothèse. On conclut alors avec le lemme 5.81(ii)
(resp. avec l’exercice 5.89(ii)).

Partie (iii) : Puisque g ◦ f est compact, il en est de même pour p := Y ×Z (g ◦ f) :
Y ×Z X → Y (lemme 5.81(ii)) ; d’autre part, f est la composition de p avec le graphe
Γf : X → Y ×Z X de f , et Γf est compact, d’après (ii), donc de même pour f .

Exercice 5.94, partie (i) : Remarquons d’abord que U ×Y (Y,OY ) = (U,OY |U ), et
OY |U ⊗̃OY M = ȷ̃−1M est un OY |U -module quasi-cohérent (exercice 5.62(ii)) ; par suite,
si j∗ȷ̃−1M est un OX -module quasi-cohérent, il en est de même pour ΓZM , en vertu de la
remarque 5.64(i) et du problème 5.58(ii.c). Ainsi, il suffit de vérifier l’assertion pour N .
Mais on sait déjà que j est un morphisme séparé (remarque 5.88(iv)), et nos hypothèses
entraînent aisément que j soit un morphisme compact ; l’assertion découle alors de la
proposition 5.90(i).

Partie (ii) : Soit ΓZM ⊂ M le A-sous-module des éléments à support dans Z ; la re-
marque 5.64(iii) montre que ΓZM correspond au A-sous-module (ΓZM )(X) sous l’iden-
tification naturelle M ∼→M (X), et compte tenu de (i), on déduit que ωp se restreint en
une identification naturelle (ΓZM)p

∼→ (ΓZM )p. Or, il est clair que (ΓZM)p ⊂ ΓZp
(Mp).

Réciproquement, soit x ∈ ΓZp
(Mp), et disons que Z = V (I) pour un idéal de type fini

I ⊂ A ; alors x = m/s pour certains m ∈M et s ∈ A \ p, et on voit aisément qu’il existe
n ∈ N tel que In · (m/s) = 0 dans Mp. Soit a1, . . . , ar un système fini de générateurs de
In ; il existe alors t1, . . . , tr ∈ A \ p tels que aitim = 0 dans M . Par suite, In · (tm) = 0
dans M , pour t := t1 · · · tr ∈ A \ p, et ainsi x = (tm)/(ts) ∈ (ΓZM)p.
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Exercice 5.102 : Soit ϕ : T → Y un morphisme de schémas, tel que l’idéal ϕ−1(J3OY ) ·
OT soit inversible ; montrons d’abord qu’il existe un unique morphisme ψ : T → X de
schémas, tel que ϕ = p◦ψ. Pour cela, notons par J ′3, J ′′3 ⊂ B3 les images des applications
naturelles J1I ⊗A B2 → B3 et respectivement B1 ⊗A J2I → B3 ; alors J3 = J ′3J

′′
3 , et

d’après le lemme 5.70(ii) les idéaux

ϕ−1(J ′3OY ) · OT = (p′1 ◦ ϕ)−1(J1IOS1
) et ϕ−1(J ′′3 OY ) · OT = (p′2 ◦ ϕ)−1(J2IOS2

) · OT
sont inversibles. Par suite, il existe pour i = 1, 2 un unique morphisme ϕi : T → Ei de
schémas, tel que πi ◦ ϕi = p′i ◦ ϕ ; il vient

πI ◦ q1 ◦ ϕ1 = q′1 ◦ π1 ◦ ϕ1 = q′1 ◦ p′1 ◦ ϕ = q′2 ◦ p′2 ◦ ϕ = q′2 ◦ π2 ◦ ϕ2 = πI ◦ q2 ◦ ϕ2
d’où q1 ◦ ϕ1 = q2 ◦ ϕ2, et on a alors un unique morphisme ψ : T → X de schémas tel
que pi ◦ ψ = ϕi pour i = 1, 2. Il vient p′i ◦ p ◦ ψ = πi ◦ pi ◦ ψ = πi ◦ ϕi = p′i ◦ ϕ pour
i = 1, 2, d’où p ◦ ψ = ϕ. Ensuite, soit ψ′ : T → X un deuxième morphisme de schémas
tel que ϕ = p ◦ ψ′ ; afin de vérifier que ψ = ψ′, il suffit de montrer que pi ◦ ψ′ = ϕi,
et pour cela il suffit que πi ◦ pi ◦ ψ′ = πi ◦ ϕi, pour i = 1, 2. Mais cela est clair, car
πi ◦ pi ◦ ψ′ = p′i ◦ p ◦ ψ′ = p′i ◦ ϕ.

Vérifions que ψ−1I ·OT = 0 ; d’après la remarque 5.68(iv), cela revient à montrer que
Iψ(t) ·OT,t = 0 pour tout t ∈ T . Or, OX,ψ(t) est naturellement une B3-algèbre, et d’après
l’exercice 5.94(ii) on a :

Iψ(t) = {a ∈ OX,ψ(t) |Supp(a) ∈ Z ∩ SpecOX,ψ(t)} =
⋃
n∈N{a ∈ OX,ψ(t) | Jn3 a = 0}.

D’autre part, par hypothèse ψ−1(J3OX) · OT = ϕ−1(J3OY ) · OT est un idéal inversible
de OT , i.e. J3OT,t est engendré par un élément régulier de OT,t, pour tout t ∈ T (lemme
5.70(i)). Ainsi, si b ∈ OT,t est un élément régulier avec bOT,t = J3OT,t et a ∈ Iψ(t), il
existe n ∈ N tel que bna = 0, d’où a = 0, comme souhaité.

Par ce qui précède et par la proposition 5.83, il existe alors un unique morphisme de
schémas λ : T → V (I ) tel que p ◦ j ◦ λ = ϕ. Montrons ensuite que (p ◦ j)−1(J3OY )
est un idéal inversible de OV (I ). Pour cela, soient U ⊂ EI et Ui ⊂ Ei pour i = 1, 2
des parties ouvertes affines avec q1(U1), q2(U2) ⊂ U ; ainsi, U = SpecC pour une A-
algèbre C, et Ui = SpecCi pour une Bi-algèbre Ci, et supposons que l’idéal JiICi soit
engendré par un élément régulier ci ∈ Ci, pour i = 1, 2. La restriction Ui → U de qi
induit un homomorphisme de A-algèbres C → Ci pour i = 1, 2, et U3 := U1 ×U U2

est une partie ouverte affine de X avec OX(U3) = C1 ⊗C C2 ; en outre, X admet un
recouvrement constitué de parties ouvertes affines de cette forme. Evidemment l’idéal
J3C3 est engendré par c3 := c1 ⊗ c2, et I (U3) =

⋃
n∈N AnnC3

(cn3 ) ; en outre, la preuve
de la proposition 5.83 montre que j−1U3 = SpecC3, avec C3 := C3/I (U3). On est ainsi
ramené à vérifier que l’image c3 ∈ C3 de c3 est un élément régulier ; mais si x · c3 = 0
pour la classe x d’un élément x ∈ C3, il vient xc3 ∈ I (U3), i.e. il existe n ∈ N tel que
xcn+1

3 = 0, et alors x ∈ I (U3), d’où x = 0, CQFD.
On peut maintenant conclure comme dans la preuve du lemme 2.4(i) : soit π3 : E3 → Y

un éclatement de l’idéal J3OY ; il existe alors un unique morphisme de schémas α :
V (I )→ E3 tel que π3 ◦α = p ◦ j, et d’autre part on vient de voir qu’il existe un unique
morphisme de schémas β : E3 → V (I ) tel que p◦ j ◦β = π3. Il s’ensuit que α◦β et β ◦α
sont les uniques morphismes de schémas tels que π3 ◦ α ◦ β = π3 et p ◦ j ◦ β ◦ α = p ◦ j ;
ainsi α ◦ β = IdE3

et β ◦ α = IdV (I ), et en particulier, p ◦ j : V (I ) → Y est bien un
éclatement de J3OY .
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ON atteint ici finalement le cœur de notre cours : cette leçon introduit d’abord l’im-
portante classe des homomorphismes entiers d’anneaux, généralisant les exten-

sions algébriques des corps. D’un point de vue géométrique, il s’agit des homomorphismes
f : A → B tels que Spec f soit un morphisme universellement fermé (voir le problème
6.59). En particulier, tout homomorphisme fini est entier, et plus généralement, si f
est entier, les fibres non vides de Spec f sont de dimension 0. En ce sens, il s’agit de
la plus simple classe d’homomorphismes que l’on rencontre dans l’étude de la géométrie
algébrique : notamment, tout revêtement fini d’une variété affine correspond à un homo-
morphisme fini d’anneaux ; les résultats principaux sont la proposition 6.14, établissant
la nature locale des extensions entières, et les théorèmes 6.19 et 6.28 de Cohen et Sei-
denberg, qui montrent que Spec f est spécialisante pour f entier, et même générisante,
si B est intègre et si A est intégralement clos. J’ai inclus aussi un théorème, découvert
par Gruson et Raynaud ([35]), de descente de la platitude par les homomorphismes finis
injectifs : on en fait bon usage au §6.4.2, lors de notre calcul du groupe de Picard d’un
pincement.

On s’intéresse ensuite aux homomorphismes quasi-finis -- i.e. les homomorphismes
d’anneaux f : A → B de type fini tels que les fibres de Spec f sont discrètes -- dont
l’étude est en grande partie ramenée à celui des homomorphismes entiers, grâce au “Main
Theorem” de Zariski (ainsi appelé car il était le “main theorem” de l’article [71]). Ce der-
nier est un résultat extrêmement important, démontré originairement par Zariski avec
des méthodes de théorie des valuations ; une autre preuve, de nature tout à fait différente,
est due à Grothendieck, et se trouve dans le troisième chapitre de [16], où le théorème
est présenté comme le corollaire immédiat d’un énoncé cohomologique bien plus général.
Notre preuve -- plus élémentaire, mais assez longue et délicate -- est empruntée essen-
tiellement à l’article [61] de Peskine.

La section 6.3 introduit les anneaux noethériens, sans doute la classe la plus impor-
tante d’anneaux commutatifs, et celle qui, depuis les travaux de Noether et de Krull aux
années 20, domine le paysage de l’algèbre commutative. Presque tous les anneaux étu-
diés dans la géométrie algébrique et la théorie des nombres sont noethériens, et presque
tous les théorèmes les plus profonds de l’algèbre commutative portent sur les anneaux
noethériens, ou sont démontrés par réduction au cas noethérien. Leur ubiquité découle
en grande partie de leurs bonnes propriétés de stabilité vis-à-vis des opérations usuelles :
si A est noethérien, tout quotient et toute localisation de A, ainsi que toute A-algèbre
de type fini est aussi un anneau noethérien ; on verra plus tard qu’il en est de même
pour toute complétion adique de A. Avec ces généralités, on peut finalement aborder le
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Nullstellensatz : parmi les nombreuses preuves disponibles, j’ai choisi l’élégante variante
due à Artin et Tate.

La section 6.4 est essentiellement un long exemple géométrique, dont l’objectif est
d’illustrer comment les différents outils algébriques rassemblés jusqu’ici nous permettent
d’analyser une question assez concrète et naturelle : on fixe une variété affine V ′, et on
cherche à déterminer l’anneau des fonctions algébriques sur la variété V obtenue par
pincement d’un ensemble fini donné de points (fermés) de V ′ ; puis, on explique aussi
comment calculer le groupe de Picard de V en termes de celui de V ′ et des corps résiduels
des points pincés.

La section 6.5 fournit quelques renseignements utiles sur les spectres premiers des
anneaux noethériens : en particulier, on y montre, par des considérations purement to-
pologiques, la finitude de l’ensemble des idéaux premiers minimaux de tout anneau noe-
thérien A (voir l’exercice 6.109), et on caractérise les parties constructibles de SpecA en
termes de leurs intersections avec les parties fermées irréductibles (proposition 6.113).
Ce critère intervient -- après réduction préalable au cas d’un homomorphisme d’anneaux
noethériens -- dans la preuve de l’important théorème 6.115 de Chevalley. On conclut
avec une première application de ce théorème : pour tout homomorphisme d’anneaux
f : A→ B plat et de présentation finie, l’application Spec f est ouverte.

6.1. Extensions entières d’anneaux. On démarre avec la généralisation suivante de
la définition 1.62(i) :

Définition 6.1. Soient B un anneau, A ⊂ B un sous-anneau. Un élément x ∈ B est
entier sur A, s’il existe n ∈ N et a1, . . . , an ∈ A tels que

(∗) xn + a1x
n−1 + · · ·+ an = 0.

Exemple 6.2. (i) Un rationnel x ∈ Q est entier sur Z si et seulement si x ∈ Z. En effet,
écrivons x = r/s, avec r, s ∈ Z et pgcd(r, s) = 1. Si x satisfait une équation (∗) comme
ci-dessus, avec a1, . . . , an ∈ Z, après multiplication par sn on trouve

rn + s · (a1rn−1 + · · ·+ ans
n−1) = 0 dans Z

donc s divise rn, et alors s ∈ {1,−1}, d’où l’assertion.
(ii) Plus généralement, si A est un anneau factoriel, et si K est son corps des fractions,

l’argument de (i) ci-dessus s’adapte aisément pour montrer qu’un élément de K est entier
sur A si et seulement s’il est dans A.

Proposition 6.3. Soient B un anneau, A ⊂ B un sous-anneau, et x ∈ B. Les conditions
suivantes sont équivalentes :

(a) x est entier sur A.
(b) A[x] ⊂ B est un A-module de type fini.
(c) A[x] ⊂ C ⊂ B pour un sous-anneau C de B qui est un A-module de type fini.
(d) Il existe un A[x]-module fidèle M qui est un A-module de type fini, par restriction

des scalaires (voir la définition 1.13).

Démonstration. (a) ⇒ (b) : Par hypothèse, on a une équation (∗) comme dans la
définition 6.1, d’où xn ∈ M := A + Ax + · · · + Axn−1. Montrons, par récurrence
sur k que xk ∈ M pour tout k ∈ N. On le sait déjà pour k ≤ n. Si k > n, et
xk−1 ∈ M , on a xk−1 = b0 + b1x + · · · + bn−1x

n−1, pour certains b0, . . . , bn−1 ∈ A,
donc xk = b0x+ · · ·+ bn−1x

n ∈M +Axn =M . Par suite, M = A[x], d’où (b).
(b)⇒ (c) est trivial.
(c) ⇒ (d) : On choisit M := C. En effet, C est fidèle, car si y ∈ AnnA[x](C), on a

y · 1 = 0, d’où y = 0.
(d) ⇒ (a) : On définit l’application A-linéaire f : M → M par f(m) := x ·m pour

tout m ∈M . Par la proposition 3.47 on a une équation de la forme

fn + a1 · fn−1 + · · ·+ an · IdM = 0 avec a1, . . . , an ∈ A.
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Cela veut dire que xn + a1x
n−1 + · · ·+ an ∈ AnnA[x](M) = 0, d’où (a). □

Corollaire 6.4. Soient A ⊂ B une inclusion d’anneaux, et x1, . . . , xn ∈ B entiers sur
A. Le sous-anneau A[x1, . . . , xn] ⊂ B est un A-module de type fini.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur n : le cas n = 1 est fourni par la pro-
position 6.3. Supposons que n > 1, et que le A-module C := A[x1, . . . , xn−1] soit de
type fini ; donc on peut choisir un système fini {y1, . . . , yk} de générateurs pour cet A-
module. Or, évidemment xn est aussi entier sur C, donc il existe aussi un système fini
{z1, . . . , zl} d’éléments de C[xn] tel que C[xn] = Cz1 + · · · + Czl. Le A-module Czi est
engendré par {ziy1, . . . , ziyk}, donc le système {ziyj | i ≤ l, j ≤ k} engendre le A-module
A[x1, . . . , xn]. □

Corollaire 6.5. Soit A ⊂ B une inclusion d’anneaux. La partie

C := {x ∈ B |x est entier sur A}

est un sous-anneau de B contenant A, appelé la fermeture intégrale de A dans B.

Démonstration. En effet, si x, y ∈ C, le corollaire 6.4 nous dit que A[x, y] est un A-
module de type fini qui contient x+ y et xy ; ces derniers sont alors aussi entiers sur A,
par la proposition 6.3. □

Définition 6.6. (i) Avec la notation du corollaire 6.5, si A = C on dit que A est
intégralement fermé dans B ; si C = B, on dit que B est entier sur A.

(ii) Si A est intègre, on appelle normalisation de A la fermeture intégrale A′ de A
dans son corps des fractions ; si A = A′, on dit que A est intégralement clos.

(iii) On dit qu’un anneau A est normal, si Ap est un anneau intègre et intégralement
clos, pour tout p ∈ SpecA.

(iv) On dit qu’un homomorphisme f : A → B d’anneaux est fini, si B[f ] est un
A-module de type fini, et dans ce cas on dit aussi que B est une A-algèbre finie.

Avec cette terminologie, on peut résumer ainsi le corollaire 6.4 : si A ⊂ B est une
inclusion d’anneaux, les deux conditions suivantes sont équivalentes : (a) B est une A-
algèbre finie, et (b) B est une A-algèbre de type fini et entière sur A. Aussi, au vu de
l’exemple 6.2(ii), tout anneau factoriel est intégralement clos.

Exemple 6.7. On a vu que Z[i] et Z[i
√
2] sont des anneaux factoriels (problème 1.37(i,ii)),

et en particulier, ils sont intégralement clos (exemple 6.2(ii)) ; évidemment ils sont aussi
entiers sur Z, donc ils sont les fermetures intégrales de Z dans les corps Q(i) et respecti-
vement Q(i

√
2).

Exercice 6.8. (i) Soit d ∈ Z un entier sans facteurs carrés, i.e. d = ±p1 · · · pk, le
produit de nombres premiers p1, . . . , pk ∈ Z distincts. Déterminer la fermeture intégrale
Ad de Z dans Q(

√
d).

(ii) Montrer que A−3, A−7 et A−11 sont des anneaux euclidiens.

Corollaire 6.9. Soient A ⊂ B ⊂ C des inclusions d’anneaux, telles que B est entier sur
A et C est entier sur B. Alors C est entier sur A.

Démonstration. Soit x ∈ C ; on a une équation de la forme xn + b1x
n−1 + · · · + bn = 0

avec b1, . . . , bn ∈ B, donc x est déjà entier sur le sous-anneau B′ := A[b1, . . . , bn] ⊂ B.
Par suite B′[x] est un B′-module de type fini ; d’autre part, B′ est un A-module de type
fini, par le corollaire 6.4. On déduit aisément que B′[x] est un A-module de type fini, et
cela montre que x est entier sur A. □

Corollaire 6.10. Soient A ⊂ B une inclusion d’anneaux, et C la fermeture intégrale de
A dans B. Alors C est intégralement fermé dans B.
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Démonstration. Si x ∈ B est entier sur C, il est aussi entier sur A, par le corollaire
précédent ; donc x ∈ C. □

Exercice 6.11. Soit A ⊂ B une inclusion d’anneaux avec B entier sur A.
(i) Soit aussi I ⊂ B un idéal ; montrer que B/I est entier sur A/(I ∩A).

(ii) Soit S ⊂ A une partie. Montrer que S−1B est entier sur S−1A.

Problème 6.12. Soient A un anneau intègre, n ∈ N \ {0}, et f ∈ A[T1, . . . , Tn] un
polynôme non nul. Evidemment il existe une partie finie S ⊂ Nn telle que

f =
∑
ν∈S aνT

ν avec aν ∈ A \ {0} et T ν := T ν11 · · ·T νnn ∀ν := (ν1, . . . , νn) ∈ S.
(i) Soit N ∈ N tel que S ⊂ {0, 1, . . . , N − 1}n. On considère l’automorphisme de

A-algèbre ϕ : A[T1, . . . , Tn]
∼→ A[T1, . . . , Tn] tel que

ϕ(Ti) :=

{
Ti + TN

i

n pour i = 1, . . . , n− 1

Tn pour i = n.

Montrer qu’il existe b ∈ A \ {0} et un polynôme g ∈ Ab[T1, . . . , Tn] unitaire par rapport
à l’indéterminée Tn, tels que ϕ(f) = b · g.

(ii) (Lemme de normalisation de Noether) Soient K un corps et A une K-algèbre
de type fini. Déduire de (i) qu’il existe d ∈ N et un homomorphisme injectif et fini
ψ : K[X1, . . . , Xd]→ A de K-algèbres.

Proposition 6.13. Soient A ⊂ B une inclusion d’anneaux, et C la fermeture intégrale
de A dans B. Soit aussi S ⊂ A une partie multiplicative. Alors S−1C est la fermeture
intégrale de S−1A dans S−1B.

Démonstration. Au vu de l’exercice 6.11(ii), on sait déjà que S−1C est un sous-anneau
de la fermeture intégrale de S−1A dans S−1B. De l’autre côté, soit b/s ∈ S−1B entier
sur S−1A ; donc on a une identité dans S−1B de la forme( b

s

)n
+
a1
s1
·
( b
s

)n−1
+ · · ·+ an

sn
= 0

pour certains a1/s1, . . . an/sn ∈ S−1A. On pose t := s1 · · · sn ; après multiplication par
tn on obtient une nouvelle identité de la forme(bt

1

)n
+
a′1
1
·
(bt
1

)n−1
+ · · ·+ a′n

1
= 0

toujours dans S−1B, avec a′1, . . . , a′n ∈ A. Donc, il existe u ∈ S tel que

u · ((bt)n + a′1 · (bt)n−1 + · · ·+ a′n) = 0 dans B.

Si l’on multiplie cette identité par un−1 on obtient

(ubt)n + a′′1 · (ubt)n−1 + · · ·+ a′′n = 0 dans B

avec a′′1 , . . . , a′′n ∈ A, d’où ubt ∈ C et donc b/s = (ubt)/(ust) ∈ S−1C. □

Proposition 6.14. Soit A un anneau intègre. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(a) A est intégralement clos.
(b) Ap est intégralement clos, pour tout p ∈ SpecA.
(c) Am est intégralement clos, pour tout m ∈ MaxA.

Démonstration. (a)⇒ (b) par la proposition 6.13, et (b)⇒ (c) est trivial.
(c)⇒ (a) : Soit C la fermeture intégrale de A dans son corps des fractions. Alors A est

intégralement clos ⇔ l’inclusion j : A→ C est surjective ⇔ jm : Am → Cm est surjective
pour tout m ∈ MaxA ⇔Am est intégralement clos pour tout m ∈ MaxA (cette dernière
équivalence découle encore de la proposition 6.13). □

Exercice 6.15. Soit A ⊂ B une inclusion d’anneaux. Montrer que B est entier sur A si
et seulement si Bm est entier sur Am pour tout m ∈ MaxA.
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Problème 6.16. Soient A un anneau, et P ∈ A[X] unitaire de degré d ≥ 1.
(i) Montrer qu’il existe une A-algèbre finie A′ dont le morphisme structurel A→ A′

est injectif, et telle que P soit scindé dans A′[X] :

P = (X − a1) · · · (X − ad) avec a1, . . . , ad ∈ A′.
(ii) Soient A ⊂ B une inclusion d’anneaux, C ⊂ B la fermeture intégrale de A dans

B, et P,Q ∈ B[X] unitaires tels que P ·Q ∈ C[X]. Montrer que P,Q ∈ C[X].
(iii) Déduire de (ii) que C[X] est la fermeture intégrale de A[X] dans B[X].
(iv) Soit A intègre. Montrer que A est intégralement clos si et seulement si A[X] est

intégralement clos.

6.1.1. Going up et going down de Cohen-Seidenberg. On va maintenant s’intéresser aux
propriétés topologiques des applications continues SpecB → SpecA associées aux inclu-
sions entières d’anneaux. Le point de départ est :

Proposition 6.17. Soit A ⊂ B une inclusion d’anneaux, avec B intègre et entier sur
A. Alors A est un corps si et seulement si B est un corps.

Démonstration. Si A est un corps, et si x ∈ B \ {0}, on a une identité (∗) comme dans
la définition 6.1 ; on choisit une telle équation de degré minimal, et on remarque que
dans ce cas an ̸= 0, car sinon on aurait x · (xn−1 + a1x

n−2 + · · ·+ an−1) = 0, et comme
B est intègre et x ̸= 0, on obtiendrait une autre équation pour x de degré n − 1, une
contradiction. Par suite x−1 = −a−1n · (xn−1 + a1x

n−2 + · · ·+ an−1) ∈ B, donc B est un
corps.

Réciproquement, si B est un corps et si a ∈ A \ {0}, on a a−1 ∈ B, donc il existe
une identité de la forme a−n + a1 · a−n+1 + · · · + an = 0 avec a1, . . . , an ∈ A, d’où
a−1 = −(a1 + a2a+ · · ·+ ana

n−1) ∈ A, donc A est un corps. □

Corollaire 6.18. Soit A ⊂ B une inclusion d’anneaux, avec B entier sur A.
(i) Soit aussi q ∈ SpecB. Alors on a q ∈ MaxB ⇔ q ∩A ∈ MaxA.
(ii) Soient q, q′ ∈ SpecB avec q ⊂ q′. Alors on a q = q′ ⇔ q ∩A = q′ ∩A.

Démonstration. (i) découle aussitôt de la proposition 6.17 (et de l’exercice 6.11(i)).
(ii) : On peut supposer que p := q ∩ A = q′ ∩ A. D’après l’exercice 6.11(ii), Bp est

entier sur Ap (notation du §3.4.2), et q, q′ sont identifiés à deux éléments de SpecBp

(proposition 3.31). Quitte à remplacer A et B respectivement par Ap et Bp, on peut
alors supposer que p ∈ MaxA. Dans ce cas, q et q′ sont maximaux, par (i), et comme il
sont contenus l’un dans l’autre, ils doivent coïncider. □

Théorème 6.19. (du “going up”) Soit i : A→ B une inclusion d’anneaux, avec B entier
sur A. Alors Spec(i) : SpecB → SpecA est spécialisante (définition 4.61(ii)).

Démonstration. Soient p1 ⊂ p2 deux idéaux premiers de A, et q1 ∈ SpecB tel que
q1 ∩A = p1 ; on doit exhiber q2 ∈ SpecB tel que

q1 ⊂ q2 et q2 ∩A = p2.

L’inclusion i : A → B induit une inclusion entière ı̄ : A/p1 → B/q1, et on obtient les
diagrammes commutatifs suivants d’anneaux et d’espaces topologiques :

A
πA //

i
��

A/p1

ı̄
��

SpecB/q1
SpecπB //

Spec(ı̄)
��

SpecB

Spec(i)
��

B
πB // B/q1 SpecA/p1

SpecπA // SpecA.

On sait que SpecπB identifie SpecB/q1 avec V (q1) ⊂ SpecB et SpecπA identifie SpecA/p1
avec V (p1) ⊂ SpecA. Quitte à remplacer A par A/p1 et B par B/q1, on peut alors sup-
poser que q1 = 0. Dans cette situation, il suffit de montrer la surjectivité de Spec(i), i.e.
que pour tout p ∈ SpecA il existe q ∈ SpecB avec q ∩ A = p. Soit donc p ∈ SpecA ;
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l’anneau Bp est entier sur Ap, et les localisations jA : A → Ap, jB : B → Bp induisent
un diagramme commutatif d’espaces topologiques

SpecBp
Spec jB //

��

SpecB

��
SpecAp

Spec jA // SpecA.

De plus, p est dans l’image de Spec jA (voir la proposition 3.31) ; quitte à remplacer A
par Ap et B par Bp, on peut alors supposer que (A, p) soit un anneau local. Comme
A ̸= 0, on a B ̸= 0, d’où MaxB ̸= ∅ (par le théorème 1.34) ; si q ∈ MaxB, l’idéal q ∩A
est maximal dans A (corollaire 6.18(i)), donc il coïncide avec p. □

Corollaire 6.20. Soit A ⊂ B une inclusion d’anneaux, avec B entier sur A. Alors :
(i) L’application induite ϕ : SpecB → SpecA est fermée et surjective.
(ii) La topologie de SpecA coïncide avec la topologie induite par SpecB via ϕ.
(iii) dimA = dimB.
(iv) Pour tout p ∈ SpecA, l’espace topologique ϕ−1(p) (avec la topologie induite par

l’inclusion dans SpecB) est compact, non vide, et totalement disconnexe.
(v) Si en outre B est une A-algèbre finie, alors ϕ−1(p) est un espace topologique fini

et discret, pour tout p ∈ SpecA.

Démonstration. (i) : On sait déjà que l’application ϕ est continue et compacte (remarque
4.59(iii)), donc ϕ est fermée (théorème 6.19 et proposition 4.69(i)). En outre, l’image de ϕ
est dense (exercice 3.37(i)) et fermée, donc coïncide avec SpecA. L’assertion (ii) découle
de (i), du théorème 6.19 et de la proposition 4.69(ii).

(iii) : Soit p ∈ MinA ; d’après l’exercice 3.37(i), il existe q ∈ SpecB avec ϕ(q) = p, et
d’après le théorème 6.19 et l’exercice 4.70(ii) on a dimV (q) ≥ dimV (p), d’où dimB ≥
dimA. De l’autre côté, soit q0 ⊊ · · · ⊊ qn une chaîne strictement croissante d’idéaux
premiers de B ; d’après le corollaire 6.18(ii), la chaîne induite ϕ(q0) ⊂ · · · ⊂ ϕ(qn) est
encore strictement croissante, d’où dimB ≤ dimA.

(iv) : Soit C := B ⊗A k(p) ; d’un côté, la discussion du §3.4.2 identifie naturellement
Spec(C) avec ϕ−1(p), et en particulier, ce dernier est un espace spectral non vide ; de
l’autre côté, le corollaire 6.18(ii) nous dit que dim(ϕ−1(p)) = 0. L’assertion découle alors
du problème 4.77(i)).

(v) : Sous ces hypothèses, C est une k(p)-algèbre finie. Or, si m1, . . . ,mr sont des
idéaux maximaux distincts de C, le lemme chinois nous dit que l’application naturelle
C →

∏r
i=1 k(mi) est surjective ; mais chaque corps résiduel k(mi) est une extension finie

de k(p) ; par suite dimk(p) C ≥ r, autrement dit, la dimension du k(p)-espace vectoriel C
est une borne supérieure pour la cardinalité de SpecC. □

Exemple 6.21. Soient z0, . . . , zn ∈ C distincts, et posons

A := C[X] B := A[Y ]/(Y 2 −
∏n
i=0(X − zi)).

Evidemment la classe y de Y dans B est entière sur A, donc B est entier sur A. On a
une identification naturelle MaxA

∼→ C, et le corollaire 6.18(i) nous dit que l’application
SpecB → SpecA se restreint en une application ϕ : MaxB → MaxA. On voit aussi que
B = A+Ay, donc dimk(p)B⊗Ak(p) ≤ 2 pour tout p ∈ SpecA. Au vu du corollaire 6.20(v)
on conclut que chaque fibre de ϕ contient au plus deux points, i.e. MaxB s’interprète
géométriquement comme un revêtement de degré 2 de la droite affine. Si z ∈ C, l’idéal
maximal pz correspondant de A est engendré par X− z, donc B⊗A k(pz) est (isomorphe
à) la C-algèbre Cz := C[Y ]/(Y 2 −

∏n
i=0(z − zi)) ; pour z ∈ {z0, . . . , zn} on obtient

Cz = C[Y ]/(Y 2) et MaxCz a cardinalité égal à 1. Pour les autres valeurs de z, on obtient

Cz = C[Y ]/(Y 2 − a) = C[Y ]/(Y − a1/2)× C[Y ]/(Y + a1/2) = C× C
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avec a := (z − z0) · · · (z − zn) ; la fibre de ϕ sur z contient donc deux points.

Exercice 6.22. Soit A ⊂ B une inclusion entière d’anneaux. Montrer :
(i) J (A) = A ∩J (B) (notation de la définition 1.48(i)).

(ii) Si de plus (A,m) est local, J (B) = rad(mB).

Remarque 6.23. (i) Plus généralement, on dit qu’un homomorphisme f : A → B d’an-
neaux est entier, ou que B est une A-algèbre entière, si B est entier sur C := f(A).
Donc, un homomorphisme entier f est la composition d’une surjection p : A → C et
d’une inclusion entière C ⊂ B ; de même, ϕ := Spec f se factorise :

SpecB
ψ−→ SpecC

Spec(p)−−−−−→ SpecA.

On vient de voir que ψ est une application fermée ; mais il en est de même pour Spec(p),
car cette dernière identifie SpecC avec la partie fermée V (Ker p) ⊂ SpecA. Donc, si f
est un homomorphisme entier d’anneaux, l’application Spec f est fermée.

(ii) En outre, pour toute partie fermée irréductible Z ⊂ SpecB, on a :

dimZ = dimϕ(Z).

En effet, si q est le point générique de Z, alors p := ϕ(q) est le point générique de ϕ(Z), et
f induit un homomorphisme injectif et entier f : A/p→ B/q ; or, la restriction Z → ϕ(Z)
de ϕ s’identifie naturellement avec l’application Spec(f) : SpecB/q → SpecA/p, donc
l’assertion découle du corollaire 6.20(iii).

Exercice 6.24. Soient f : A → B et g : B → C deux homomorphismes entiers d’an-
neaux, et A′ une A-algèbre.

(i) Montrer que g ◦ f : A→ C est un homomorphisme entier.
(ii) Montrer que A′ ⊗A f : A′ → A′ ⊗A B est un homomorphisme entier.

Exercice 6.25. (Anneaux d’invariants) Soient B un anneau, G un groupe fini d’auto-
morphismes de B. Le sous-anneau des G-invariants de B est

BG := {x ∈ B |σ(x) = x ∀σ ∈ G}.

(i) Montrer que l’inclusion j : BG → B est un homomorphisme entier d’anneaux.
(ii) L’action de G sur B induit une G-action sur SpecB : à savoir, on associe à tout
σ ∈ G l’homéomorphisme Specσ : SpecB

∼→ SpecB : q 7→ σ−1(q). Evidemment pour
tout σ ∈ G on a un diagramme commutatif d’espaces topologiques

SpecB
Specσ //

Spec j &&

SpecB

Spec jxx
SpecBG

et en particulier les fibres de Spec j sont stables sous l’action de G. Montrer que G agit
transitivement sur (Spec j)−1(p), pour tout p ∈ SpecBG.
(iii) Soient q ∈ SpecB, et p := BG∩q ; on pose Gq := {σ ∈ G |σ−1(q) = q}. Tout σ ∈ Gq

induit un automorphisme σ′ de la BG/p-algèbre B/q, qui se prolonge en un unique k(p)-
automorphisme σ du corps k(q). On obtient ainsi un homomorphisme naturel du groupe
Gq vers le groupe des k(p)-automorphismes de k(q) :

(∗) Gq → Gal(k(q)/k(p)) σ 7→ σ.

Montrer que k(q) est une extension normale de k(p), et que (∗) est une surjection.

Lemme 6.26. Soit j : A → B une inclusion d’anneaux intègres, avec B entier sur A.
Si A est intégralement clos, et si KB := Frac(B) est une extension purement inséparable
de KA := Frac(A), l’application Spec j est un homéomorphisme.
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Démonstration. Au vu du corollaire 6.20(ii), il suffit de montrer que Spec j est injective,
i.e. que pour tout p ∈ SpecA la fibre F := SpecB ⊗A k(p) contient un seul point.
On sait déjà que F est totalement disconnexe (corollaire 6.20(iv)), donc si q, q′ ∈ F
sont deux points distincts, il existe des parties ouvertes U,U ′ ⊂ F avec F = U ∪ U ′,
U ∩ U ′ = ∅, q ∈ U et q′ ∈ U ′. Par l’exercice 3.66(ii), on trouve des idempotents
x, x′ ∈ B ⊗A k(p) = (B/pB)p tels que D(x) = U , D(x′) = U ′, et xx′ = 0. Or, soit
p > 0 la caractéristique de KA et KB , et disons que x = y/s avec y la classe d’un
élément y ∈ B et s ∈ A \ p ; il existe alors n ∈ N tel que yq ∈ KA ∩B = A avec q := pn,
d’où xq = yq/sq ∈ k(p). Mais xq = x car x est idempotent, et de même pour x′, donc
x, x′ ∈ k(p). Par suite, soit x = 0, soit x′ = 0, ce qui est absurde, carD(x), D(x′) ̸= ∅. □

Exercice 6.27. (i) Soient A un anneau intègre et intégralement clos, B la fermeture
intégrale de A dans une extension algébrique normale E de K := FracA, et j : A → B
l’inclusion. Le groupe G des K-automorphismes de E agit sur la A-algèbre B, donc
aussi sur SpecB, comme dans l’exercice 6.25(ii). Montrer que G agit transitivement sur
(Spec j)−1(p), pour tout p ∈ SpecA.

(ii) Soient q ∈ SpecB et p := A ∩ q ; on pose Gq := {σ ∈ G |σ−1(q) = q}. Comme
dans l’exercice 6.25(iii), tout σ ∈ Gq induit un k(p)-automorphisme σ du corps k(q), d’où
un homomorphisme de groupes

(∗) Gq → Gal(k(q)/k(p)) σ 7→ σ.

Montrer que k(q) est une extension normale de k(p), et que (∗) est une surjection.

Théorème 6.28. (du “going down”) Soit j : A → B une inclusion d’anneaux intègres,
avec B entier sur A, et A intégralement clos. Alors :

(i) Spec j est une application ouverte.
(ii) En particulier, Spec j est générisante.

Démonstration. (i) : Soient E une extension algébrique normale de K := Frac(A) conte-
nant Frac(B), et G le groupe des K-automorphismes de E ; soient en outre C la fer-
meture intégrale de A dans E, et i : B → C l’inclusion. Or, soient ϕ := Spec(j), et
U ⊂ Y := SpecB une partie ouverte ; puisque ψ := Spec(i) est surjective (corollaire
6.20(i)), on a ψ(ψ−1U) = U , donc il suffit de montrer que ϕ ◦ ψ(ψ−1U) est une partie
ouverte de X := SpecA. Ainsi, quitte à remplacer B par C, on peut supposer que B
soit la fermeture intégrale de A dans E. Or, tout g ∈ G induit par restriction un auto-
morphisme gB de B ; posons ρg := Spec(gB) : Y

∼→ Y pour tout tel g. D’après l’exercice
6.27(i), on a ϕ−1(ϕU) =

⋃
g∈G ρg(U), et évidemment ρg(U) est une partie ouverte de Y ,

pour tout g ∈ G. Par suite, ϕ−1(X \ ϕU) = Y \ ϕ−1(ϕU) est une partie fermée de Y , et
comme ϕ est fermée et surjective, on conclut que X \ ϕU est une partie fermée de X,
d’où l’assertion.

(ii) : Cela découle aussitôt de (i) et de la proposition 4.69(iii). □

Remarque 6.29. Le théorème 6.28 devient faux si A n’est pas intégralement clos : voir
l’exemple 6.96.

6.1.2. Descente finie. Le dernier thème de cette section est l’étude des propriétés des
modules et des anneaux qui descendent par un homomorphisme fini. On a déjà rencontré
dans le problème 3.83 le prototype de ces résultats : il s’agissait là plutôt de descendre des
propriétés des modules, telles que la platitude ou la finitude, par les homomorphismes
f : A → B d’anneaux fidèlement plats ; en l’absence d’hypothèse de platitude sur f ,
les mêmes questions deviennent pourtant beaucoup plus ardues, et l’analogue que l’on
établira ici est un théorème profond tiré de l’article fondamental [35]. Le point clef est la
proposition assez technique suivante, qui nous servira aussi plus tard dans la preuve du
théorème 6.71 :
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Proposition 6.30. Soient A un anneau, M un A-module fidèle de type fini, I un A-
module injectif, et ϕ : J → I l’inclusion d’un sous-module. Alors l’application induite
HomA(M,ϕ) : HomA(M,J) → HomA(M, I) admet un inverse à gauche si et seulement
si ϕ admet un inverse à gauche.

Démonstration. Evidemment, si ϕ admet un inverse à gauche ψ : I → J , l’application
HomA(M,ψ) est inverse à gauche de HomA(M,ϕ). Supposons donc que HomA(M,ϕ)
admet un inverse à gauche τ : HomA(M, I) → HomA(M,J) ; par le théorème 4.31 et
l’exercice 4.25(v.a) le A-module J admet une enveloppe injective ϕ′ : J → E et ϕ se
factorise à travers ϕ′ et une injection A-linéaire β : E → I. Par l’injectivité de E,
l’application β admet un inverse à gauche, donc on est ramené à montrer que ϕ′ admet un
inverse à gauche, et d’autre part HomA(M,ϕ′) admet l’inverse à gauche τ ◦HomA(M,β).
On peut alors supposer du départ que ϕ : J → I soit une enveloppe injective de J .
Soit maintenant α : An → M une surjection A-linéaire ; on considère le diagramme
commutatif de A-modules :

HomA(M,J)
HomA(M,ϕ) //

HomA(α,J)
��

HomA(M, I)

HomA(α,I)
��

Jn ≃ HomA(A
n, J)

HomA(An,ϕ) // HomA(A
n, I) ≃ In.

Affirmation 6.31. L’application HomA(M,ϕ) est une extension essentielle.
Preuve : D’après l’exercice 4.25(iii), la ligne horizontale en bas est une enveloppe injec-
tive de Jn. D’autre part, les applications HomA(α, I) et HomA(α, J) sont évidemment
injectives, et identifient HomA(M,J) et HomA(M, I) avec des sous-modules de Jn et
respectivement In ; de plus, sous ces identifications on voit aussitôt que :

HomA(M,J) = Jn ∩HomA(M, I).

Soit N ⊂ HomA(M, I) un sous-module ; il vient : N ′ := N ∩ HomA(M,J) = N ∩ Jn.
Donc, N ′ = 0 si et seulement si N = 0, comme souhaité. ♢

Il est clair qu’une extension essentielle admet un inverse à gauche si et seulement si
elle est bijective ; on voit donc que HomA(M,ϕ) est un isomorphisme.

Soient ensuite x1, . . . , xn un système fini de générateurs de M , et δ : A→Mn l’appli-
cation telle que a 7→ (ax1, . . . , axn) pour tout a ∈ A ; comme M est fidèle, évidemment δ
est injective, donc HomA(δ, I) est surjective, car I est injectif. Le diagramme commutatif :

HomA(M,J)n
∼ //

HomA(M,ϕ)n

��

HomA(M
n, J)

HomA(δ,J) //

HomA(Mn,ϕ)
��

HomA(A, J) ≃ J
HomA(A,ϕ)≃ϕ
��

HomA(M,J)n
∼ // HomA(M

n, I)
HomA(δ,I) // HomA(A, I) ≃ I

montre alors que ϕ est aussi surjective, i.e. J = I, d’où la proposition. □

Théorème 6.32. Soient A → B un homomorphisme fini et injectif d’anneaux, P un
A-module. Alors P est plat si et seulement si B ⊗A P est un B-module plat.

Démonstration. Evidemment on peut supposer que B ⊗A P soit un B-module plat, et
on va montrer que P est un A-module plat. Soit Σ := (0→ Q

u−→ L
v−→ P → 0) une suite

exacte courte de A-modules dont le terme L est un A-module libre. Soit Q′ ⊂ B ⊗A L
l’image de B ⊗A u. D’après le problème 4.24(ii.a), la suite de B-modules

ΣB := (0→ Q′ → B ⊗A L
B⊗Av−−−−→ B ⊗A P → 0)

est universellement exacte, et avec le problème 4.24(i), le dual de Pontryagin Σ∗B de ΣB
est alors une suite exacte scindée de B-modules, i.e. (B⊗A v)∗ : (B⊗AP )∗ → (B⊗AL)∗
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admet un inverse à gauche. D’autre part, on a un diagramme commutatif

(B ⊗A P )∗
(B⊗Av)∗ //

��

(B ⊗A L)∗

��
HomA(B,P

∗)
HomA(B,v∗) // HomA(B,L

∗)

dont les flèches verticales sont les isomorphismes A-linéaires de l’exercice 3.19. Donc,
l’application A-linéaire HomA(B, v

∗) admet un inverse à gauche. Mais d’un côté, L∗ est
un A-module injectif, d’après le problème 4.23(i), et de l’autre côté, B est évidemment
un A-module fidèle de type fini ; compte tenu de la proposition 6.30, il s’ensuit que v∗
admet un inverse à gauche, i.e. la duale de Pontryagin Σ∗ de la suite Σ est scindée. Si
l’on invoque à nouveau le problème 4.24(i), on conclut que Σ est universellement exacte,
et alors P est plat, par le problème 4.24(ii.b). □

Exercice 6.33. Soit f : A → B un homomorphisme fini et injectif d’anneaux, M un
A-module. Montrer les assertions suivantes :

(i) M = 0 si et seulement si B ⊗AM = 0.
(ii) M est de type fini (resp. projectif de type fini) si et seulement si le B-module

B ⊗AM est de type fini (resp. projectif de type fini).

6.2. Homomorphismes quasi-finis et “Main Theorem” de Zariski. Soit f : A→
B un homomorphisme fini d’anneaux ; on a vu dans la section précédente que les fibres de
Spec f sont discrètes. Cependant, cette condition ne caractérise pas les homomorphismes
finis, car par exemple elle est partagée aussi par toute localisation. Plus généralement, si
f est fini, la composition de f avec une localisation B → S−1B est rarement finie, mais
vérifie encore cette condition. Toutefois, on va voir que ces exemples sont en fait typiques
des homomorphismes à fibres topologiques discrètes ; pour cela, il convient d’introduire
la notion plus générale suivante :

Définition 6.34. Soit f : A → B un homomorphisme d’anneaux de type fini ; considé-
rons un point q ∈ SpecB, et son image p := f−1(q) ∈ SpecA.

(i) On dit que f est quasi-fini au point q si q est un point isolé de la fibre (Spec f)−1(p),
i.e. si la partie {q} est ouverte et fermée dans (Spec f)−1(p).

(ii) On dit que f est quasi-fini s’il est quasi-fini en tout point de SpecB, i.e. si les
fibres de Spec f sont des espaces topologiques discrets.

Exercice 6.35. Soit f : A → B un homomorphisme quasi-fini d’anneaux. Montrer que
dimB ≤ dimA.

Avec la notation de la définition 6.34, le résultat principal de cette section montrera
que le lieu des q ∈ SpecB tels que f soit quasi-fini au point q est une partie ouverte de
SpecB. Si en outre f est quasi-fini, on verra qu’il existe une factorisation A

g−→ C
h−→

B de l’homomorphisme f , telle que g soit un homomorphisme fini, et avec Spech :
SpecB → SpecC une immersion ouverte, i.e. Spech induit un isomorphisme du schéma
SpecB avec un sous-schéma ouvert de SpecC. On va démarrer avec quelques observations
préliminaires sur les homomorphismes quasi-finis :

Proposition 6.36. Soient K un corps, B une K-algèbre de type fini, et q ∈ SpecB tel
que B soit quasi-finie au point q. On a :

(i) Il existe une B-algèbre C et un isomorphisme de B-algèbres B ∼→ C ×Bq.
(ii) La localisation Bq est une K-algèbre finie.

Démonstration. (i) : Le spectre de K contient un seul point p0 := 0, donc la fibre de
l’application induite SpecB → SpecK au-dessus de p0 n’est rien d’autre que l’espace
SpecB ; par hypothèse, la partie {q} est alors ouverte et fermée dans SpecB, et par suite
l’exercice 3.66(iii) fournit une décomposition B ∼→ C×D de l’anneau B, telle que l’image
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de l’application induite SpecC → SpecB (resp. SpecD → SpecB) soit SpecB \ {q}
(resp. {q}). Rappelons d’autre part que l’image de SpecBq dans SpecB est l’ensemble
des générisations de q ; mais comme ce dernier est un point isolé, il vient SpecBq = {q},
et alors SpecCq = (SpecC) ∩ SpecBq = ∅, donc Cq = 0 (théorème 1.34), et on déduit
un isomorphisme Bq

∼→ Dq. Mais q s’identifie aussi avec l’unique idéal premier de D,
donc Dq = D, d’où l’assertion.

(ii) : D’après (i), la K-algèbre Bq est de type fini et SpecBq = {qBq} ; par le problème
6.12(ii), il existe alors d ∈ N et une suite x1, . . . , xd ∈ Bq d’éléments algébriquement
indépendants sur K, telle que l’inclusion K[x1, . . . , xd] → Bq soit un homomorphisme
fini. Au vu du corollaire 6.20(i), SpecK[x1, . . . , xd] contient alors un seul point, et cela
n’est possible que si d = 0, d’où l’assertion. □

Remarque 6.37. En fait, la condition (ii) de la proposition 6.36 est nécessaire et suffisante
pour que la K-algèbre B soit quasi-finie au point q : voir l’exercice 6.107.

Corollaire 6.38. Un homomorphisme d’anneaux f : A → B de type fini est quasi-fini
si et seulement si k(p)⊗A B est une k(p)-algèbre finie pour tout p ∈ SpecA.

Démonstration. Comme Spec k(p) ⊗A B s’identifie naturellement avec (Spec f)−1(p), il
est clair que la condition suffit pour que f soit quasi-fini (corollaire 6.20(v)). Réciproque-
ment, si f est quasi-fini, l’homomorphisme induit k(p)→ k(p)⊗A B est quasi-fini, et en
particulier Spec k(p)⊗AB est un espace topologique discret et compact, donc fini. Soient
alors q1, . . . , qn les points de (Spec f)−1(p) ; au vu de la proposition 6.36, on déduit une
décomposition k(p) ⊗A B ≃ (k(p) ⊗A Bq1) × · · · × (k(p) ⊗A Bqn) dont les facteurs sont
des k(p)-algèbres finies, donc de même pour k(p)⊗A B. □

Remarque 6.39. La preuve du corollaire 6.38 montre en particulier que si K → E est
une extension de corps qui est un homomorphisme de type fini, alors E est une extension
finie de K. Cet énoncé est le point clef de la preuve du Nullstellensatz, et on en fournira
plus tard une deuxième démonstration ne s’appuyant pas sur le lemme de normalisation
de Noether (voir la proposition 6.78).

Corollaire 6.40. Soient f : A→ B un homomorphisme d’anneaux de type fini, A′ une
A-algèbre, B′ := A′ ⊗A B et f ′ : A′ → B′, g : B → B′ les homomorphismes naturels.
Soit aussi q′ ∈ SpecB′ et q := g−1(q′) ∈ SpecB. On a :

(i) Si f est quasi-fini au point q, alors f ′ est quasi-fini au point q′.
(ii) En particulier, si f est quasi-fini, il en est de même pour f ′.

Démonstration. (i) : On considère le diagramme commutatif :

SpecB′
Spec g //

Spec f ′

��

SpecB

Spec f
��

SpecA′ // SpecA.

Soient p′ := f ′−1(q′) ∈ SpecA′, et p := f−1(q) ∈ SpecA ; soient aussi B(p) := k(p)⊗A B
et B′(p′) := k(p′) ⊗A′ B′, et notons par i : k(p) → k(p′) l’extension de corps résiduels ;
d’après la remarque 3.71(ii), la restriction

SpecB′(p′)
∼→ (Spec f ′)−1(p′)→ (Spec f)−1(p)

∼→ SpecB(p)

de Spec g est l’application continue induite par l’homomorphisme d’anneaux

h : B(p)
i⊗AB−−−−→ k(p′)⊗A B

∼→ B′(p′).

D’autre part, si f est quasi-fini en q, par définition k(p)⊗A f : k(p)→ B(p) est quasi-fini
au point q · B(p), qui correspond à q suivant l’identification naturelle de (Spec f)−1(p)
avec SpecB(p). La proposition 6.36 nous dit alors que D := B(p)q est une k(p)-algèbre
finie, et nous donne un isomorphisme B(p)

∼→ C × D de k(p)-algèbres, qui identifie
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SpecB(p) avec la réunion disjointe (SpecC) ⊔ (SpecD), et en particulier le point q de
(Spec f)−1(p) est identifié avec l’unique point de la partie ouverte et fermée SpecD. De
plus, les isomorphismes

k(p′)⊗A B
∼→ k(p′)⊗k(p) (k(p)⊗A B)

∼→ (k(p′)⊗k(p) C)× (k(p′)⊗k(p) D)

identifient h au produit des homomorphismes naturels C → k(p′) ⊗k(p) C et D →
k(p′) ⊗k(p) D. En résumé, on conclut que (Spech)−1(q) s’identifie à la partie ouverte
et fermée Spec k(p′) ⊗k(p) D de (Spec f ′)−1(p′). On est alors ramené à montrer que q′

est un point isolé dans Spec k(p′) ⊗k(p) D ; mais cela est clair, car k(p′) ⊗k(p) D est une
k(p′)-algèbre finie, et donc son spectre est un espace topologique discret et fini (corollaire
6.20(v)). L’assertion (ii) suit aussitôt de (i). □

Exercice 6.41. Soient f : A → B et g : B → C deux homomorphismes d’anneaux,
q ∈ SpecC, et p := g−1(q). Montrer que si f est quasi-fini au point p et si g est quasi-fini
au point q, alors g ◦ f est quasi-fini au point q. En particulier, si f et g sont quasi-finis,
g ◦ f est quasi-fini.

Problème 6.42. Soient f : A → B un homomorphisme d’anneaux de type fini, q ∈
SpecB, et h ∈ B \ q. Soit g : A → Bh la composition de f avec la localisation B→Bh.
Montrer que g est quasi-fini en qBh si et seulement si f est quasi-fini en q.

Exercice 6.43. Soient A un anneau factoriel et a, b ∈ A \ {0} avec pgcd(a, b) = 1. On
pose x := a/b et B := A[x] ⊂ FracA ; soient f : A → B l’inclusion, et q ∈ SpecB un
idéal premier. Montrer que f n’est pas quasi-fini au point q ⇔ a, b ∈ q.

Le “Main Theorem” de Zariski nous dira que si l’homomorphisme f : A→ B est quasi-
fini au point q ∈ SpecB, alors la fermeture intégrale B′ de f(A) dans B est “isomorphe
à B dans un voisinage de q”, i.e. il existe h ∈ B′ \ q tel que l’inclusion B′ → B induit un
isomorphisme B′h

∼→ Bh. La preuve est assez longue et délicate ; la première étape est le
cas d’une extension monogène d’anneaux :

Lemme 6.44. Soient f : A → B une inclusion d’anneaux avec A intégralement clos
dans B, et x ∈ B avec B = A[x]. Soit aussi q ∈ SpecB et p := A ∩ q. Alors f est
quasi-fini au point q si et seulement s’il induit un isomorphisme fp : Ap

∼→ Bp.

Démonstration. Si f induit un isomorphisme Ap
∼→ Bp, l’homomorphisme naturel k(p)→

k(p)⊗ABp est un isomorphisme à son tour. D’autre part, on a un isomorphisme de k(p)-
algèbres B(p) := k(p) ⊗A B

∼→ k(p)[T ]/J , pour un idéal J ⊂ k(p)[T ]. Noter que l’on ne
peut pas avoir J = 0, car dans ce cas k(p) ≃ B(p)p serait une localisation de k(p)[T ].
Par suite B(p) est une k(p)-algèbre finie, et en particulier f est quasi-fini au point q.

Réciproquement, supposons que f soit quasi-fini au point q ; par définition, cela veut
dire que l’homomorphisme induit k(p)→ B(p) est quasi-fini au point q ·B(p). Par suite
J ̸= 0, donc il existe P (T ) := akT

k + · · ·+ a0 ∈ A[T ] et i ∈ {0, . . . , k} tels que P (x) = 0
et ai /∈ p. Choisissons un tel P (T ) avec k minimal.

Affirmation 6.45. Soient R ⊂ S une inclusion d’anneaux, s ∈ S et P (T ) := akT
k +

ak−1T
k−1 + · · ·+ a0 ∈ R[T ] tel que P (s) = 0. Alors aks est entier sur R.

Preuve : Soit Q(T ) := T k +
∑k
j=1 ak−ja

j−1
k T k−j ; on a ak−1k P (T ) = Q(akT ), donc

Q(aks) = ak−1k P (s) = 0, d’où l’assertion. ♢

D’après l’observation 6.45, l’élément akx est entier sur A, donc akx ∈ A. Or, si ak ∈ p,
posons a′k−1 := akx + ak−1 ; il vient a′k−1x

k−1 + ak−2x
k−2 + · · · + a0 = 0. Mais akx ∈

A ∩ q = p, donc ak−1 ∈ p si et seulement si a′k−1 ∈ p ; en particulier, au moins un
des éléments a′k−1, ak−2, . . . , a0 n’est pas dans p. Cela contredit la minimalité de k, d’où
ak /∈ p, et alors x ∈ Ap. Ainsi, fp : Ap

∼→ Bp est un isomorphisme. □
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La preuve dans le cas général s’effectuera par réduction préalable au cas de la compo-
sition d’une extension monogène avec une extension finie ; observons d’abord :

Lemme 6.46. Soient A ⊂ B une inclusion d’anneaux, x, b ∈ B et P (T ) := akT
k +

ak−1T
k−1+ · · ·+a0 ∈ A[T ] tel que P (x) · b ∈ A[x] ⊂ B. On suppose A intégralement clos

dans B, et B entier sur A[x]. Alors il existe n ∈ N tel que ankb ∈ A[x].

Démonstration. Remarquons d’abord :

Affirmation 6.47. Avec la notation du lemme, il existe l ∈ N tel que amb soit entier sur
A[ax] ⊂ B pour tout a ∈ A et tout m ≥ l.
Preuve : Par hypothèse, b vérifie une identité de la forme

bd + qd−1(x) · bd−1 + · · ·+ q0(x) = 0 avec q0(T ), . . . , qd−1(T ) ∈ A[T ].

Soit l := max(degT q0, . . . ,degT qd−1). Pour i = 0, . . . , d− 1 on trouve aisément ri(T ) ∈
A[T ] tel que ri(aT ) = al · qi(T ) (les détails sont laissés au lecteur) ; ainsi albd+ rd−1(ax) ·
bd−1 + · · ·+ r0(ax) = 0, et il suffit d’invoquer l’observation 6.45. ♢

DéfinissonsQ(T ) ∈ A[T ] comme dans la preuve de l’observation 6.45 ; il vient ak−1k P (x)·
b = Q(akx) · b ∈ A[x]. Disons donc que Q(akx) · b = R(x) pour un polynôme R(T ) :=
cnT

n + · · · + c0 ∈ A[T ], et on pose de manière analogue S(T ) :=
∑n
j=0 cn−ja

j
kT

n−j ; il
vient Q(akx) ·ankb = S(akx). On peut supposer que n ≥ l, l’entier fourni par l’observation
6.47, et alors ankb est même entier sur A[akx].

Quitte à remplacer x par akx, b par ankb et B par A[akx, ankb], on peut alors supposer
que P soit unitaire, et dans ce cas on doit montrer que b ∈ A[x].

Disons donc que P (x) · b = U(x) pour un polynôme U(T ) ∈ A[T ] ; comme P (T ) est
maintenant unitaire, on peut effectuer la division euclidienne de U par P : on obtient
V,W ∈ A[T ] tels que U = PV +W et degT W < degT P . Il vient P (x)·(b−V (x)) =W (x),
et il suffit de montrer que b− V (x) ∈ A[x]. On peut alors remplacer b par b− V (x) et U
par W , et supposer que degT U < degT P .

Dans cette situation, l’identité P (x)− b−1U(x) = 0 dans la localisation B[b−1] montre
que x est entier sur l’anneau A[b−1] ⊂ B[b−1]. D’autre part, b est entier sur A[x] ; par
suite b est entier sur A[b−1] (corollaire 6.9). Autrement dit, on a une identité de la forme
bd+

∑d−1
j=0(aj/b

nj )·bj = 0 dans B[b−1] pour certains a0, . . . , ad−1 ∈ A et n0, . . . , nd−1 ∈ N.
Cela veut dire que bd+N +

∑d−1
j=0 ajb

j−nj+N = 0 dans B, pour quelque entier N ≥
n0, . . . , nd−1. Cela montre que b est entier sur A, d’où b ∈ A, car A est intégralement
clos dans B. □

Définition 6.48. Soit f : A→ B un homomorphisme injectif d’anneaux. La partie

fB/A := {x ∈ A |xB ⊂ f(A)}

est un idéal de A, appelé le conducteur de f .

Remarque 6.49. (i) Le conducteur de f est aussi un idéal de B : en effet, si x ∈ fB/A et
y ∈ B on a xyB ⊂ xB ⊂ A, d’où en particulier xy = xy · 1 ∈ A et donc xy ∈ fB/A.

(ii) Soient radA(fB/A) ⊂ A et radB(fB/A) ⊂ B les idéaux radicaux de fB/A dans A et
B respectivement ; on voit aussitôt que A ∩ radB(fB/A) = radA(fB/A).

Lemme 6.50. Soient f : A→ B un homomorphisme d’anneaux injectif et fini, et h ∈ A.
Alors f induit un isomorphisme fh : Ah

∼→ Bh ⇔ h ∈ rad(fB/A).

Démonstration. Soit M := Coker f ; on a fB/A = AnnAM , d’où V (fB/A) = SuppM
d’après la remarque 3.58(ii). Compte tenu de la remarque 3.58(iii), il s’ensuit que fh
est un isomorphisme ⇔ Mh = 0 ⇔ SuppAhMh = ∅ ⇔ V (fB/A) ∩ SpecAh = ∅ ⇔
V (fB/A) ⊂ V (Ah) ⇔ h ∈ rad(fB/A). □
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Proposition 6.51. Soient A ⊂ B une inclusion d’anneaux, x, b ∈ B et P (T ) := akT
k+

· · · + a0 ∈ A[T ] tel que P (x) · b ∈ radB(fB/A[x]) (notation de la remarque 6.49(ii)). On
suppose que A soit intégralement clos dans B, et que B soit fini sur A[x]. Alors on a
aib ∈ radB(fB/A[x]) pour i = 0, . . . , k.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur k. L’assertion est triviale si k = 0. Soit
donc k > 0, et on suppose que pour tout R(T ) := a′k−1T

k−1 + · · · + a′0 ∈ A[T ] tel que
R(x) · b ∈ radB(fB/A[x]), on ait a′ib ∈ radB(fB/A[x]) pour i = 0, . . . , k− 1. Par hypothèse,
il existe m ∈ N tel que P (x)m · bm ∈ fB/A[x]. On pose Q(T ) := P (T )m ; noter que le
coefficient de Q(T ) en degré km est amk . Soit aussi y1, . . . , yd ∈ B un système fini de
générateurs du A[x]-module B ; il vient Q(x) · bmyi ∈ A[x] pour i = 1, . . . , d. D’après
le lemme 6.46, pour tout i = 1, . . . , d il existe alors ni ∈ N tel que animk bmyi ∈ A[x] ;
avec n := max(1, n1, . . . , nd) il vient anmk bmB ⊂ A[x], i.e. anmk bm ∈ fB/A[x]. Comme
fB/A[x] est un idéal de B (remarque 6.49(i)), on déduit (akb)

nm ∈ fB/A[x] et donc akb ∈
radB(fB/A[x]). Soit R(T ) := P (T ) − akT

k ; par suite R(x) · b = P (x) · b − akbx
k ∈

radB(fB/A[x]), et par hypothèse de récurrence on conclut que aib ∈ radB(fB/A[x]) pour
i = 0, . . . , k − 1. □

Dans la situation de la proposition 6.51, soit J := radB(fB/A[X]) et posons A′ :=
A/(J ∩ A), B′ := B/J ; soit aussi x ∈ B′ l’image de x. On déduit en particulier que le
seul polynôme P (T ) ∈ A′[T ] tel que P (x) = 0 est le polynôme nul ; si A′ et B′ étaient
intègres, cela reviendrait à dire que l’élément x du corps Frac(B′) est transcendant sur
Frac(A′). On est ainsi amené à la définition suivante :

Définition 6.52. Soit A ⊂ B une inclusion d’anneaux. On dit qu’un élément x ∈ B est
transcendant sur A s’il satisfait la condition suivante. Pour tout P (T ) := akT

k+· · ·+a0 ∈
A[T ] et tout b ∈ B avec P (x)b = 0, on a aib = 0 pour i = 0, . . . , k.

Donc, avec la notation ci-dessus, dans l’extension d’anneaux A′ ⊂ B′, l’élément x est
transcendant sur A′. Remarquons ensuite :

Lemme 6.53. Soient A ⊂ B une inclusion d’anneaux réduits, et x ∈ B. Alors x est
transcendant sur A ⇔ pour tout idéal premier minimal q ⊂ B, la classe x ∈ B/q de x
est transcendante sur A/(A ∩ q).

Démonstration. Noter d’abord que Bq est un anneau réduit (exercice 3.38) et SpecBq =
{qBq} car q est minimal (exemple 3.32(iii)) ; par suite qBq = 0 et Bq est un corps. Or,
soient b ∈ B et P (T ) := akT

k + · · · + a0 ∈ A[T ] tels que P (x) · b ∈ q ; on déduit que
P (x) · b = 0 dans Bq. Donc il existe b′ ∈ B \ q tel que P (x) · bb′ = 0 dans B ; si x est
transcendant sur A, cela entraîne que aibb′ = 0 pour i = 0, . . . , k. Soient a0, . . . , ak, b, b′ ∈
B/q les images de a0, . . . , ak, b, b′ ; comme b′ ̸= 0, il vient aib = 0 pour i = 0, . . . , k, et
par suite x est transcendant sur A/(A ∩ q).

Réciproquement, soient P (T ) :=
∑k
i=0 akT

k ∈ A[T ] et b ∈ B avec P (x) · b = 0. Soit
q ⊂ B un idéal premier minimal ; si b /∈ q, on a P (x) = 0 dansB/q, et si x est transcendant
sur A/(A∩ q), on voit que a0, . . . , ak ∈ A∩ q. On conclut que a0b, . . . , akb ∈ q pour tout
tel q. Mais B est réduit, donc l’intersection des premiers minimaux de B est 0 ; il s’ensuit
aussitôt que x est transcendant sur A. □

Proposition 6.54. Soient f : A → B une inclusion d’anneaux réduits, et x ∈ B un
élément transcendant sur A, tel que B soit une extension finie de A[x]. Alors f n’est
quasi-fini en aucun point de SpecB.

Démonstration. Supposons que f soit quasi-fini au point q ∈ SpecB ; choisissons un
idéal premier minimal q′ de B contenu dans q, et posons p := A ∩ q et p′ := A ∩ q′.
D’après le corollaire 6.40(i), l’homomorphisme induit f ′ : A/p′ → B/p′B serait alors
quasi-fini au point q/p′B ∈ SpecB/p′B ; de même, la projection p : B/p′B → B/q′ est un
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homomorphisme fini, donc p◦f ′ : A/p′ → B/q′ serait quasi-fini au point q/q′ ∈ SpecB/q′

(exercice 6.41). Mais par le lemme 6.53, l’image x ∈ B/q′ de x est transcendante sur A/p′ ;
ainsi on est ramené à montrer la proposition pour l’homomorphisme p ◦ f ′, et on peut
supposer du départ que A et B soient intègres.

Soit maintenant A′ la fermeture intégrale de A dans Frac(A) ; notons j : A → A′

l’inclusion, et B′ le sous-anneau de Frac(B) engendré par A′ et B. L’inclusion A′[x] ⊂ B′
est encore une extension finie, et x est transcendant sur A′. L’inclusion f ′ : A′ → B′

est la composition de A′ ⊗A f : A′ → A′ ⊗A B et d’un homomorphisme surjectif p :
A′ ⊗A B → B′, et on déduit un diagramme commutatif :

SpecB′
Spec(p) //

Spec(f ′) **

SpecA′ ⊗A B
Spec(j⊗AB) //

Spec(A′⊗Af)��

SpecB

Spec(f)
��

SpecA′
Spec(j)

// SpecA

L’homomorphisme p ◦ (j ⊗A B) est l’inclusion B → B′, une extension entière ; donc
Spec(j⊗AB)◦Spec(p) : SpecB′ → SpecB est une surjection (corollaire 6.20(i)). Soit alors
q′ ∈ SpecB′ avec B ∩ q′ = q, et posons q′′ := p−1(q′), de sorte que (j ⊗A B)−1(q′′) = q.
Si f était quasi-fini au point q, l’homomorphisme A′ ⊗A f serait quasi-fini au point q′′

(corollaire 6.40(i)), et f ′ serait quasi-fini au point q′ (exercice 6.41). On est ainsi ramené
à montrer la proposition pour l’homomorphisme f ′, et on peut supposer du départ que
A soit intégralement clos (et B intègre).

Noter que A[x] est isomorphe à l’algèbre des polynômes A[T ], car x est transcendant
sur A ; comme A est intégralement clos, il en est alors de même pour A[x] (problème
6.16(iv)). L’extension de corps résiduels k(p) → k(q) est finie, car l’homomorphisme
k(p) ⊗A f : k(p) → B(p) := k(p) ⊗A B est quasi-fini au point q · B(p) (proposition
6.36(ii)). Soit aussi p′ := A[x] ∩ q ∈ SpecA[x] ; on a k(p) ⊂ k(p′) ⊂ k(q), donc k(p′) est
aussi une extension finie de k(p). En particulier, l’inclusion pA[x] ⊂ p′ est stricte, car
sinon on aurait k(p′) ≃ k(p)(T ), une extension transcendante de k(p). Par le théorème
6.28, on trouve alors une générisation stricte q′ de q dans SpecB, avec A[x]∩q′ = pA[x] ;
en particulier, q′ ∈ (Spec f)−1(p), et donc q n’est pas un point isolé de (Spec f)−1(p),
contradiction. □

Théorème 6.55. (“Main Theorem” de Zariski) Soient f : A → B un homomorphisme
d’anneaux de type fini, B′ ⊂ B la fermeture intégrale de f(A) dans B, et q ∈ SpecB tel
que f soit quasi-fini au point q. Soit aussi q′ := B′ ∩ q. Alors l’inclusion g : B′ → B
induit un isomorphisme gq′ : B′q′

∼→ Bq′ .

Démonstration. Soit p := f−1(q). Par hypothèse, q est isolé dans (Spec f)−1(p) ; donc
q est aussi isolé dans la partie (Spec g)−1(q′) de (Spec f)−1(p), i.e. g est quasi-fini au
point q. On peut alors remplacer A par B′, et supposer du départ que f soit injectif
et A intégralement clos dans B. Dans cette situation, il faut montrer que f induit un
isomorphisme fp : Ap

∼→ Bp.
Par hypothèse, il existe une suite finie x1, . . . , xn ∈ B telle que B soit fini sur son

sous-anneau A[x1, . . . , xn], et on raisonne par récurrence sur n. Si n = 0, on a A = B, et
l’assertion est triviale. Supposons ensuite que n = 1, donc B est une A[x1]-algèbre finie,
et on pose J := radB(fB/A[x1]) (notation de la remarque 6.49(ii)).

Affirmation 6.56. q /∈ V (J).
Preuve : Supposons par l’absurde que q ∈ V (J), et posons I := A ∩ J . On factorise
l’inclusion f ′ : A′ := A/I → B/J comme la composition de A′ ⊗A f : A′ → B/IB et
de la surjection B/IB → B/J . Cette dernière est un homomorphisme fini, et A′ ⊗A f
est quasi-fini au point q · (B/IB) (corollaire 6.40(i)) ; donc f ′ est quasi-fini au point q/J
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(exercice 6.41). D’autre part, soit x1 ∈ B/J l’image de x1 ; alors B/J est une A′[x1]-
algèbre finie, et B/J est réduit. Par la proposition 6.54, il s’ensuit que x1 n’est pas
transcendant sur A′. Cela contredit la proposition 6.51. ♢

Par l’observation 6.56, il existe h ∈ fB/A[x1] \ q ; d’après le lemme 6.50(i), l’inclusion
j : A[x1]→ B induit alors un isomorphisme jh : A[x1]h

∼→ Bh. Soit p′ := A[x1]∩ q ; donc
h /∈ p′. Par le problème 6.42, l’homomorphisme A → Bh induit par f est quasi-fini au
point qBh, donc l’inclusion i : A→ A[x1] induit un homomorphisme A→ A[x1]h quasi-
fini au point p′A[x1]h, et par suite i est quasi-fini au point p′, toujours grâce au problème
6.42. Le lemme 6.44 nous dit alors que i induit un isomorphisme ip : Ap

∼→ A[x1]p. En
particulier, h ∈ A[x1]p \ pA[x1]p = Ap \ pAp, donc h est inversible dans A[x1]p, et jh
induit un isomorphisme jp : A[x1]p

∼→ Bp. La composition jp ◦ ip est l’isomorphisme fp.
Ensuite, soit n > 1, et supposons que le théorème soit déjà connu pour toute A-

algèbre finie sur une A-sous-algèbre engendrée par n − 1 éléments. Notons par C la
fermeture intégrale de A[x1, . . . , xn−1] dans B, et r := C ∩ q. Donc C est intégralement
clos dans B, et B est une C[xn]-algèbre finie ; l’inclusion l : C → B est la composition de
l’homomorphisme C ⊗A f : C → C ⊗A B et de la surjection naturelle p : C ⊗A B → B.
Cette dernière est un homomorphisme fini, et C ⊗A f est quasi-fini au point p−1(q)
(corollaire 6.40(i)), donc l est quasi-fini au point q (exercice 6.41) ; par le cas précédent, l
induit alors un isomorphisme lr : Cr

∼→ Br. Soient b1, . . . , bd ∈ B tels que A[b1, . . . , bd] =
B ; on trouve alors c1, . . . , cd ∈ C et s1, . . . , sd ∈ C \ r tels que bi/1 = ci/si dans Br pour
i = 1, . . . , d. Cela veut dire que pour i = 1, . . . , d il existe s′i ∈ C \ r tel que sis′ibi = s′ici
dans B. Soient s := s1s

′
1 · · · sds′d et C ′ := A[x1, . . . , xn−1, c1, . . . , cd, s] ⊂ B ; soit aussi

r′ := C ′∩q. On déduit aisément que l’inclusion j′ : C ′ → B induit encore un isomorphisme
j′s : C

′
s
∼→ Bs. Noter que C ′ est une extension finie de A[x1, . . . , xn−1] (corollaire 6.4). De

plus, l’homomorphisme A→ Bs induit par f est quasi-fini au point qBs, par le problème
6.42, donc l’inclusion i′ : A→ C ′ induit un homomorphisme A→ C ′s qui est quasi-fini au
point r′C ′s, et finalement i′ est quasi-fini au point r′, encore grâce au problème 6.42. Par
hypothèse de récurrence, i′ induit alors un isomorphisme i′p : Ap

∼→ C ′p. En particulier,
s ∈ C ′p \ pC ′p = Ap \ pAp, donc s est inversible dans C ′p et j′s induit un isomorphisme
j′p : C ′p

∼→ Bp. La composition j′p ◦ i′p est l’isomorphisme fp souhaité. □

Corollaire 6.57. Soient f : A → B un homomorphisme d’anneaux de type fini, et
B′ ⊂ B la fermeture intégrale de f(A) dans B. On a :

(i) La partie {q ∈ SpecB | f est quasi-fini en q} est ouverte dans SpecB.
(ii) Si f est quasi-fini, le morphisme induit de schémas ϕ : SpecB → SpecB′ identifie

SpecB avec un sous-schéma ouvert de SpecB′.

Démonstration. (i) : Soit q ∈ SpecB tel que f est quasi-fini au point q ; on doit exhiber
un voisinage U de q dans SpecB tel que f soit quasi-fini en tout point de U . Par le
théorème 6.55, l’inclusion g : B′ → B induit un isomorphisme gq : B′q

∼→ Bq de A-
algèbres. Soit x1, . . . , xn un système fini de générateurs de la A-algèbre B ; on trouve
alors y1, . . . , yn ∈ B′ et s1, . . . , sn ∈ B′\q avec gq(yi/si) = xi/1 pour i = 1, . . . , n. Posons
s := s1 · · · sn, et soit B′′ := A[y1, . . . , yn, s] ⊂ B′ ; on déduit aisément que les inclusions
B′′ → B′ → B induisent des isomorphismes B′′s

∼→ B′s
∼→ Bs. Mais par construction, B′′

est une A-algèbre finie, donc B′′s est une A-algèbre quasi-finie, et de même pour Bs. Au
vu du problème 6.42, il s’ensuit que f est quasi-fini en tout point de SpecBs = D(s),
d’où l’assertion.

(ii) : Si f est quasi-fini, la preuve de (i) montre que pour tout point q de SpecB il
existe s ∈ B′ \ q tel que l’inclusion B′ → B induit un isomorphisme de schémas

(ϕ−1D(s), (OSpecB)|ϕ−1D(S)) = SpecBs
∼→ (D(s), (OSpecB′)|D(s)) = SpecB′s.

L’assertion s’ensuit aussitôt. □
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Exercice 6.58. Soit A → B un homomorphisme d’anneaux quasi-fini. Exhiber une A-
sous-algèbre finie C ⊂ B telle que le morphisme de schémas SpecB → SpecC induit par
l’inclusion C → B identifie SpecB avec un sous-schéma ouvert de SpecC.

Problème 6.59. Soit f := (f, f ♭) : X → Y un morphisme de schémas ; on dit que f est
fermé si l’application f : X → Y est fermée. On dit que f est universellement fermé si
pour tout Y -schéma Y ′ le morphisme Y ′ ×Y f : Y ′ ×Y X → Y ′ est fermé.

(i) Montrer que f est universellement fermé si et seulement si, pour tout Y -schéma
affine Y ′, le morphisme induit Y ′ ×Y f est fermé.

(ii) Soient f : X → Y et g : Y → Z deux morphismes de schémas ; montrer que si f
et g sont fermés (resp. universellement fermés), il en est de même pour g ◦ f .
(iii) Soit f : A→ B un homomorphisme d’anneaux ; montrer que Spec f est universel-

lement fermé si et seulement si B est une A-algèbre entière.

6.3. Anneaux noethériens. Dans cette section on démontrera deux théorèmes parmi
les plus importants de ce cours, qui ont déjà été mentionnés dans les leçons précédentes :
le théorème de la base, et le Nullstellensatz, deux résultats majeurs, dus à Hilbert. On
démarre avec la définition suivante :

Définition 6.60. (i) Soient A un anneau et M un A-module. On dit que M est noe-
thérien si toute suite ascendante de sous-modules de M :

M0 ⊂M1 ⊂M2 ⊂ · · ·
est stationnaire, i.e. il existe n ∈ N tel que Mm =Mn pour tout m ≥ n.

(ii) On dit que A est un anneau noethérien si le A-module A est noethérien.

Remarque 6.61. (i) Un A-module M est noethérien si et seulement si tout sous-module
de M est de type fini. En effet, si N ⊂M est un sous-module qui n’est pas de type fini, on
peut évidemment trouver une suite ascendante non stationnaire N0 ⊂ N1 ⊂ N2 ⊂ · · · de
sous-modules de N , donc M n’est pas noethérien. Réciproquement, si tout sous-modules
de M est de type fini, soit M0 ⊂ M1 ⊂ M2 ⊂ · · · une suite ascendante de sous-modules
de M ; par hypothèse, N :=

⋃
i∈NMi est de type fini, et si x1, . . . , xk est un système

fini de générateurs de N , évidemment on trouve n ∈ N tel que x1, . . . , xk ∈ Mn, d’où
Mm =Mn pour tout m ≥ n.

(ii) Munissons l’ensemble F des sous-modules de M de l’ordre partiel ≤ induit par
l’inclusion de sous-modules ; avec la terminologie de l’exercice 1.33, on voit que M est
noethérien ⇔ (F op,≤op) est (partiellement) bien ordonné, et cela équivaut aussi à la
condition suivante : toute partie non vide de F a un élément maximal.

(iii) Par exemple, Z est noethérien, et si K est un corps, K[X] est noethérien : en
effet, on sait que ces anneaux sont principaux, donc l’assertion découle de (i).

(iv) Si A est un anneau noethérien, tout quotient et toute localisation de A est un
anneau noethérien : pour les quotients cela découle de la bijection canonique du lemme
1.7, et pour les localisations, l’assertion suit aussitôt du lemme 3.30(i).

Problème 6.62. (Théorème de Cohen) (i) Soient A un anneau, et F l’ensemble des
idéaux de A qui ne sont pas de type fini ; on munit F de l’ordre partiel défini par
l’inclusion d’idéaux. Montrer que tout élément maximal de F est un idéal premier.
(ii) Déduire de (i) que A est noethérien ⇔ tout idéal premier de A est de type fini.

Exercice 6.63. (i) Montrer que l’anneau C ([0, 1]) n’est pas noethérien.
(ii) Pour tout ρ ∈ {r ∈ R | r > 0} ∪ {+∞}, soit D(ρ) := {z ∈ C | |z| < ρ}. Montrer

que l’anneau H (ρ) des fonctions holomorphes D(ρ)→ C n’est pas noethérien.
(iii) Noter que H (ρ) ⊂H (ρ′) si ρ ≥ ρ′ ; on pose alors

H (ρ) :=
⋃
ρ′>ρ H (ρ′).

Montrer que pour tout réel ρ > 0, l’anneau H (ρ) est principal (donc noethérien).
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Proposition 6.64. Soient A un anneau noethérien, M un A-module de type fini. Alors,
tout sous-module de M est aussi de type fini.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur le nombre de générateurs n de M . Si
n = 1, on a M ≃ A/I pour un idéal I ⊂ A, et les A-sous-modules de A/I sont de
la forme J/I, pour J ⊂ A un idéal qui contient I ; dans ce cas, l’assertion découle
donc de la remarque 6.61(i). Soient n > 1, et x1, . . . , xn un système de générateurs
de M ; on pose M ′ := Ax1 + · · · + Axn−1 ⊂ M , et M ′′ := M/M ′. Soit maintenant
N ⊂ M un sous-module, et posons N ′ := N ∩M ′, N ′′ := N/N ′. Evidemment, N ′ est
un sous-module de M ′, et on voit aisément que la projection π : M → M ′′ induit une
identification de N ′′ avec π(N) ⊂ M ′′. Or, M ′ est engendré par un système de n − 1
éléments, et M ′′ est un A-module cyclique ; par hypothèse de récurrence, on déduit que
N ′ et N ′′ sont des A-modules de type fini. Soient y1, . . . , yk un système de générateurs
de N ′, et yk+1, . . . , yt ∈ N des éléments dont les classes dans N ′′ forment un système de
générateurs ; on voit aisément que y1, . . . , yt est un système de générateurs pour N , d’où
la proposition. □

Théorème 6.65. (Théorème de la base) Si A est un anneau noethérien, toute A-algèbre
de type fini est un anneau noethérien.

Démonstration. Soit B = A[X1, . . . , Xn]/I ; si An := A[X1, . . . , Xn] est noethérien, il
en est de même pour B, d’après la remarque 6.61(iv), donc il suffit de montrer que An
est noethérien pour tout n ∈ N. Mais comme An = An−1[Xn], une simple récurrence
sur n nous ramène à vérifier que si A est noethérien, il en est de même pour A[X].
Soit alors 0 ̸= I ⊂ A[X] un idéal ; par la remarque 6.61(i), il suffit de montrer que
I est de type fini. Pour cela, notons J ⊂ A l’ensemble des coefficients principaux des
polynômes P (X) ∈ I (le coefficient principal du polynôme nul est 0). On remarque que
J est un idéal de A : en effet, si a ∈ J et b ∈ A, il existe un polynôme P (X) ∈ I de la
forme aXn+a1X

n−1+ · · ·+an (pour certains a1, . . . , an ∈ A), et si ab ̸= 0, le coefficient
principal de b ·P ∈ I est ab, donc ab ∈ J ; de même, si a′ ∈ J est le coefficient principal de
Q(X) ∈ I, on peut écrire Q = a′Xm+ a′1X

m−1 + · · ·+ a′m pour certains a′1, . . . , a′m ∈ A,
et on voit que si a + a′ ̸= 0, le coefficient principal de XmP + XnQ est a + a′, donc
a + a′ ∈ J . Par la remarque 6.61(i), l’idéal J est donc de type fini, et soit a1, . . . , ak un
système de générateurs de J ; pour chaque i = 1, . . . , k on choisit Pi ∈ I avec coefficient
principal ai. On pose aussi di := degPi pour tout i = 1, . . . , k, et d := max(d1, . . . , dk).

Affirmation 6.66. Si P ∈ I et si degP ≥ d, il existe Q1, . . . , Qk ∈ A[X] tels que

deg(P − (P1Q1 + · · ·+ PkQk)) < d.

Preuve : Il suffit de montrer, par récurrence sur f := degP, que si f ≥ d, il existe
Q1, . . . , Qk ∈ A[X] tels que deg(P−

∑k
i=1 PiQi) < f . Or, si a ∈ J est le coefficient princi-

pal de P , il existe b1, . . . , bk ∈ A tels que a =
∑k
i=1 aibi ; d’où deg(P−

∑k
i=1 biX

f−diPi) <
f . (Ici, on pose deg(0) := −1.) ♢

Soient M := A + AX + AX2 + · · · + AXd−1 et I ′ := I ∩M ; évidemment M est un
A-module de type fini, et I ′ est un A-sous-module de M , donc I ′ est un A-module de
type fini, par la proposition 6.64. Soit R1, . . . , Rs un système de générateurs pour I ′ ;
avec l’observation 6.66 on déduit aisément que P1, . . . , Pk, R1, . . . , Rs est un système de
générateurs pour I. □

Exercice 6.67. On dit qu’un schéma X := (X,OX) est localement noethérien, si tout
x ∈ X admet un voisinage ouvert affine U ⊂ X tel que OX(U) soit un anneau noethérien ;
si en outre X est compact, on dit que X est noethérien. Montrer que :

(i) Tout sous-schéma ouvert et tout sous-schéma fermé d’un schéma localement noe-
thérien est localement noethérien.
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(ii) Plus généralement, si X est un schéma localement noethérien (resp. noethérien)
et si f : Y → X est un morphisme de schémas localement de type fini (resp. de type
fini), alors Y est localement noethérien (resp. noethérien).

(iii) Un anneau A est noethérien ⇔ (Y,OY ) := SpecA est un schéma noethérien ⇔
OY (U) est un anneau noethérien, pour toute partie ouverte affine U de Y .

Exemple 6.68. Comme application, on va expliquer une solution alternative pour le
problème 3.53(i.b) : on considère un anneau A ̸= 0, et une injection A-linéaire f : An →
Am, et il s’agit de montrer que n ≤ m. Or, si n > m, on voit que l’image de f est un
A-sous-module de Am de la forme Am ⊕ An−m, avec An−m ̸= 0. On conclut alors avec
le lemme suivant, qui redemontre aussi le problème 3.53(ii) :

Lemme 6.69. Soient A un anneau, M un A-module de type fini, N ⊂M un sous-module
non nul. Alors, M/N ne contient aucun sous-module isomorphe à M .

Démonstration. Soient, par l’absurde, N ′ ⊂M un sous-module avec N ⊂ N ′, et h :M
∼→

N ′/N un isomorphisme. Disons que M = Ax1+ · · ·+Axn ; pour i = 1, . . . , n soit yi ∈ N ′
tel que h(xi) = yi+N , et prenons yn+1 ∈ N \{0}. Posons N ′′ := Ay1+ · · ·+Ayn+1 ⊂ N ′,
de sorte que l’image de h est contenue dans (N ′′ + N)/N , i.e. N ′′ + N = N ′, d’où un
isomorphisme A-linéaire M ∼→ N ′/N

∼→ N ′′/(N ∩N ′′) (remarque 1.14(v)), et noter que
N ∩ N ′′ ̸= 0. Ainsi, quitte à remplacer N et N ′ par N ∩ N ′′ et N ′′, on peut supposer
que N ′ = Ay1 + · · · + Ayn+1. Soit F := {Aλ |λ ∈ Λ} l’ensemble des Z-sous-algèbres de
type fini de A ; évidemment A =

⋃
λ∈ΛAλ, et F est un ensemble filtrant, pour l’ordre

induit par l’inclusion. Pour tout λ ∈ Λ, soient Mλ := Aλx1 + · · · + Aλxn ⊂ M et
N ′λ := Aλy1 + · · · + Aλyn+1 ⊂ N ′. Comme M =

⋃
λ∈ΛMλ, il existe λ ∈ Λ tel que

N ′λ ⊂ Mλ. D’autre part, par construction h induit par restriction un isomorphisme Aλ-
linéaire hλ :Mλ

∼→ (N ′λ+N)/N
∼→ N ′λ/(N

′
λ ∩N), et noter que N ′λ ∩N ̸= 0. Ainsi, quitte

à remplacer A par Aλ, on peut supposer que A soit noethérien (théorème 6.65). On va
exhiber par récurrence deux suites de sous-modules (Nk | k ∈ N) et (N ′k | k ∈ N) telles
que :

Nk ⊂ Nk+1 ⊂ N ′k+1 ⊂ N ′k ∀k ∈ N
et pour tout k ∈ N un isomorphisme hk : M

∼→ N ′k/Nk. Pour cela, on pose N0 := N ,
N ′0 := N ′ et h0 := h. Si Nk, N ′k et hk ont déjà été exhibés, soient Nk+1 ⊂ N ′k+1 les sous-
modules de M avec hk(N) = Nk+1/Nk et hk(N ′) = N ′k+1/Nk. Il vient un isomorphisme
A-linéaire l : N ′/N ∼→ N ′k+1/Nk+1 et on pose hk+1 := l ◦ h. On a Nk ⊊ Nk+1 pour tout
k ∈ N, car N ̸= 0 ; cela contredit la proposition 6.64. □

Exercice 6.70. (i) Soit A un anneau noethérien. Montrer les assertion suivantes :
(a) Tout A-module (resp. toute A-algèbre) de type fini est de présentation finie.
(b) Tout A-module plat de type fini est projectif.
(c) Tout produit (fini ou infini) de A-modules plats est plat.

(ii) (Critère de Bass) Soit A un anneau. Montrer que A est noethérien si et seulement
si toute somme directe (finie ou infinie) de A-modules injectifs est injective.

On trouvera dans le problème 7.12 une caractérisation complète des modules injectifs
sur les anneaux noethériens. L’application suivante du critère de l’exercice 6.70(ii) est
due indépendamment à Eakin [19] et à Nagata [59] ; notre preuve suit l’argument trouvé
deux ans plus tard par D.Eisenbud [20], et indépendamment par Gruson et Raynaud [35,
Partie II, Cor.1.2.5].

Théorème 6.71. Soit A → B un homomorphisme fini et injectif d’anneaux. Alors A
est noethérien si et seulement si B est noethérien.

Démonstration. D’après le théorème 6.65, on peut supposer que B soit noethérien, et on
doit montrer qu’il en est de même pour A. Or, soient I et J le produit direct et respecti-
vement la somme directe d’une famille arbitraire (Iλ |λ ∈ Λ) de A-modules injectifs ; la
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remarque 4.2(iv) nous dit que I est un A-module injectif, et comme B est un A-module
fini, on voit aisément que l’application naturelle⊕

λ∈Λ HomA(B, Iλ)→ HomA(B, J)

est un isomorphisme de A-modules. D’autre part, HomA(B, Iλ) est un B-module injectif
pour tout λ ∈ Λ (exemple 4.7) ; par l’exercice 6.70(ii), HomA(B, J) est alors un B-
module injectif, donc l’inclusion J → I induit une application injective HomA(B, J) →
HomA(B, I) qui admet un inverse à gauche. La proposition 6.30 nous assure alors que
l’inclusion J → I admet un inverse à gauche, i.e. J est un facteur direct de I, et il
est donc injectif, toujours par la remarque 4.2(iv). Pour conclure, il suffit maintenant
d’invoquer l’exercice 6.70(ii). □

Remarque 6.72. Plusieurs variantes et généralisations du théorème 6.71 ont été étudiées :
l’article [25] en donne une version où B peut être non commutatif, et [24] montre que
l’on peut remplacer B par un A-module fidèle de type fini M tel que IM soit de type
fini pour tout idéal I ⊂ A ; dans cette même direction, [43] et [60] démontrent un énoncé
joignant le théorème 6.71 avec le théorème de Cohen qui fait l’objet du problème 6.62.
Le problème suivant, proposé par O.Gabber, unifie la plupart de ces résultats, ainsi que
le théorème principal de l’article très récent [46].

Problème 6.73. Soient A un anneau, et C une sous-catégorie épaisse de A−Mod (voir le
problème 2.108). On dira qu’un A-moduleM est de type C -fini, s’il existe un sous-module
M ′ ⊂M de type fini tel que M/M ′ ∈ Ob(C ). On dira en outre que M est C -noethérien,
si tout sous-module de M est de type C -fini. Montrer les assertions suivantes :

(i) Soit 0→M ′ →M →M ′′ → 0 une suite exacte de A-modules ; alors :
(a) Si M ′ et M ′′ sont de type C -fini, il en est de même pour M .
(b) Si M est de type C -fini, il en est de même pour M ′′.
(c) M est C -noethérien si et seulement s’il en de même pour M ′ et M ′′.

(ii) Si A est C -noethérien, alors tout A-module de type C -fini est C -noethérien.
(iii) Supposons que pM soit de type C -fini pour tout p ∈ SpecA. On a :

(a) Si M est de type C -fini, alors M est C -noethérien.
(b) Si M est de type fini et si AnnA(M) est C -noethérien, A est C -noethérien.

(iv) Avec (iii), retrouver le théorème de Cohen (problème 6.62) et le théorème de
Eakin-Nagata 6.71. Pour une autre application, voir l’exercice 12.40(v).

Proposition 6.74. Soient A ⊂ B ⊂ C trois anneaux. On suppose que A soit noethérien,
que C soit une A-algèbre de type fini, et que C soit entier sur B. Alors, B est une A-
algèbre de type fini.

Démonstration. Soit c1, . . . , ck un système de générateurs de l’A-algèbre C. Par hypo-
thèse, on a des équations de la forme :

cnii + bi1c
ni−1
i + · · ·+ bini = 0 ∀i = 1, . . . k

avec bij ∈ B pour i = 1, . . . k et j = 1, . . . , ni. Ainsi, C est entier et de type fini sur
D := A[bij | i = 1, . . . , k, j = 1, . . . , ni], donc il est un D-module de type fini (corollaire
6.4). Mais D est noethérien (théorème 6.65), et on a D ⊂ B ⊂ C ; par suite B est un
D-module de type fini (proposition 6.64), d’où l’assertion. □

La proposition 6.74 sera la clef pour notre preuve du Nullstellensatz, mais plus géné-
ralement elle s’avère être un critère de finitude très versatile : les exercices qui suivent
sont autant d’illustrations de son efficacité.

Exercice 6.75. Soient A un anneau N-gradué, et M un A-module Z-gradué.
(i) Montrer l’équivalence des conditions suivantes :

(a) A est noethérien.
(b) A0 est noethérien et A est une A0-algèbre de type fini.
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(ii) Montrer que si A est noethérien, et siM est de type fini, alorsMn est un A0-module
de type fini, pour tout n ∈ Z.
(iii) Soient d ∈ N \ {0}, et A(d) :=

⊕
n∈NAnd. On voit aisément que A(d) est un

sous-anneau de A. Montrer que si A est noethérien, il en est de même pour A(d).

Exercice 6.76. Soient A un anneau noethérien, B une A-algèbre de type fini, G un
groupe fini qui agit sur B par automorphismes de A-algèbres.

(i) Montrer que BG est une A-algèbre de type fini (voir l’exercice 6.25).
(ii) Par exemple, soient n > 1 un entier, K un corps qui contient une racine primitive

n-ième de l’unité ζn. On rappelle que le groupe dihédral D2n est engendré par deux
éléments σ et τ soumis aux relations :

σn = 1G = τ2 τ · σ · τ−1 = σ−1.

On fait agir sur B := K[X,Y ] le groupe D2n de la façon suivante :

σ(X) := ζn ·X σ(Y ) := ζ−1n · Y
τ(X) := Y τ(Y ) := X.

Déterminer générateurs et relations pour les K-algèbres B⟨σ⟩ et BD2n .

Voici une autre application de la proposition 6.74 qui est très utile pour construire des
anneaux avec des propriétés géométriques intéressantes :

Exercice 6.77. (Equaliseurs) Soient A un anneau, B et C deux A-algèbres, et

ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn : B → C

des homomorphismes de A-algèbres. L’égaliseur de ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn est le sous-anneau

E := {b ∈ B |ϕ1(b) = ϕ2(b) = · · · = ϕn(b)} ⊂ B.

(i) On suppose que A soit noethérien, B une A-algèbre de type fini, et C entier sur
A. Montrer que E est une A-algèbre de type fini et que B est entier sur E.

(ii) Noter que C est muni d’une structure naturelle de E-algèbre, via la restriction
ϕ′i : E → C de l’application ϕi (qui est évidemment indépendante de l’indice i). Soit E′
une E-algèbre plate. Montrer que l’égaliseur de

ϕ1 ⊗E E′, . . . , ϕn ⊗E E′ : B ⊗E E′ → C ⊗E E′

est E′ (ce dernier s’identifie naturellement à un sous-anneau de B⊗EE′, car l’application
naturelle E′ ∼→ E ⊗E E′ → B ⊗E E′ est injective).

Proposition 6.78. Soient K un corps, et A une K-algèbre de type fini.
(i) Si A est un corps, A est une extension (algébrique) finie de K.
(ii) (Nullstellensatz) k(m) est une extension finie de K, pour tout m ∈ MaxA.

Démonstration. (i) : Soit x1, . . . , xk un système de générateurs pour la K-algèbre A.
Supposons par l’absurde, que A ne soit pas une extension algébrique de K ; quitte à
permuter les éléments xi, on peut supposer que x1, . . . , xr soient algébriquement indé-
pendants sur K (avec r ≥ 1), et que A soit algébrique sur le corps des fractions F de
K[x1, . . . , xr]. La proposition 6.74 s’applique aux inclusions K ⊂ F ⊂ A, et on trouve que
F est une K-algèbre de type fini. Soit donc P1/Q1, . . . , Pl/Ql un système de générateurs
pour la K-algèbre F (avec Pi, Qi ∈ K[x1, . . . , xr] pour i = 1, . . . , l). On peut trouver
G ∈ K[x1, . . . , xr] irréductible qui ne divise pas les polynômes Q1, . . . , Ql : en effet, si
degQi = 0 pour tout i = 1, . . . , l, on peut prendre G := x1, et sinon, on prendra pour G
un facteur irréductible de Q1 · · ·Ql +1. Mais on voit aisément que 1/G n’appartient pas
à la K-algèbre engendrée par P1/Q1, . . . , Pl/Ql, car K[x1, . . . , xr] est un anneau factoriel
(problème 1.39(iii)). Contradiction.

(ii) : On applique (i) à la K-algèbre de type fini k(m) = A/m. □
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Remarque 6.79. En particulier, si K est un corps algébriquement clos et A une K-
algèbre de type fini, le corps résiduel k(m) de tout m ∈ MaxA est isomorphe à K ; i.e.
la composition du morphisme structurel j : K → A et de la projection π : A → k(m)

est un isomorphisme ω : K
∼→ k(m). Par exemple, si A = K[T1, . . . , Tn] est une K-

algèbre de polynômes, pour tout i = 1, . . . , n on a ai ∈ K tel que π(Ti) = ω(ai), d’où
π(Ti − ai) = 0, et on déduit que m est engendré par (T1 − a1, . . . , Tn − an). Aussi, pour
tout f ∈ K[T1, . . . , Tn] on a π(f) = ω(f(a1, . . . , an)), donc f ∈ m si et seulement si
f(a1, . . . , an) = 0. Ainsi on retrouve la bijection naturelle

Kn ∼→ MaxK[T1, . . . , Tn] a := (a1, . . . , an) 7→ ma

qui avait été annoncée dès la première leçon (voir §1.3.1).

Corollaire 6.80. Soient K un corps, ϕ : A → B un homomorphisme de K-algèbres de
type fini. Alors Specϕ se restreint en une application Maxϕ : MaxB → MaxA.

Démonstration. L’assertion avait déjà été montrée -- comme application du Nullstellen-
satz -- dans l’exercice 1.47(i) (du moins, pour A et B des K-algèbres de polynômes, mais
on peut se ramener aisément à ce cas). Voici une preuve alternative : soit m ∈ MaxB, et
on pose p := ϕ−1(m) ∈ SpecA ; on obtient des injections

K → A/p→ B/m.

Mais B/m est une extension finie de K, par le Nullstellensatz, donc A/p est aussi un
corps (voir la proposition 6.17) ; d’où, p ∈ MaxA. □

Corollaire 6.81. Soient K un corps algébriquement clos, n ∈ N, et I un idéal de R :=
K[T1, . . . , Tn]. Posons

Z(I) := {x ∈ Kn | f(x) = 0 ∀f ∈ I} J := {g ∈ R | g(x) = 0 ∀x ∈ Z(I)}.

Alors, J = rad(I).

Démonstration. Evidemment rad(I) ⊂ J . Soit f ∈ R \ rad(I) ; par le corollaire 1.53, il
existe p ∈ SpecR tel que I ⊂ p et f /∈ p. On pose A := R/p et B := Af ; on remarque
que si f̄ ∈ A est la classe de f , on a B = A[1/f̄ ], donc B est une A-algèbre de type fini.
Compte tenu du corollaire 6.80, on déduit les inclusions

MaxB ⊂ MaxA ⊂ MaxR/I
∼→ Z(I)

où la dernière bijection suit de la remarque 6.79 et du lemme 1.7. En outre, B ̸= 0, d’où
MaxB ̸= ∅ ; soit donc m ∈ MaxB, et x ∈ Z(I) le point correspondant de Kn. Il vient
f̄ /∈ m, d’où f(x) ̸= 0, et finalement, f /∈ J . □

Problème 6.82. (i) Soient K un corps, A une K-algèbre intègre de type fini. Montrer
que ht(m) = tr.deg(Frac(A)/K) pour tout m ∈ MaxA.

(ii) Soient K ⊂ E une extension de corps, et A une K-algèbre de type fini. Montrer
que dimA = dimE ⊗K A.

Exercice 6.83. (i) Soit K un corps algébriquement clos. Déterminer l’idéal I des
polynômes P (X,Y ) ∈ K[X,Y ] qui s’annulent sur la réunion des axes coordonnés du
plan K2, i.e. sur l’ensemble algébrique {(a, 0) | a ∈ K} ∪ {(0, a) | a ∈ K}.

(ii) Déterminer l’idéal I ′ des polynômes P (X,Y, Z) ∈ K[X,Y, Z] qui s’annulent sur
la réunion des axes coordonnés de K3, i.e. sur l’ensemble algébrique

{(a, 0, 0) | a ∈ K} ∪ {(0, a, 0) | a ∈ K} ∪ {(0, 0, a) | a ∈ K}.

(iii) Déterminer l’idéal I ′′ des polynômes P (X,Y, Z,W ) ∈ K[X,Y, Z,W ] qui s’annulent
sur la réunion de deux plans transversaux de K4 :

{(a, b, 0, 0) | a, b ∈ K} ∪ {(0, 0, a, b) | a, b ∈ K}.
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Exercice 6.84. Soit K ⊂ K ′ une extension de corps, avec K algébriquement clos ; soient
A et B deux K-algèbres de type fini avec un isomorphisme de K ′-algèbres K ′ ⊗K A

∼→
K ′ ⊗K B. Montrer qu’il existe un isomorphisme de K-algèbres A ∼→ B.

Problème 6.85. Soient K un corps, R une K-algèbre finie. Pour tout x ∈ R, la multi-
plication µx : R → R : y 7→ xy est une application K-linéaire, et on dénote trR/K(x) la
trace de cette application. La trace de R sur K est la forme K-bilinéaire

TrR/K : R×R→ K (a, b) 7→ trA/K(ab).

(i) Montrer que si F est une extension finie et séparable de K, la forme bilinéaire
TrF/K est non dégénérée. (On pourra utiliser l’exercice 3.67).

(ii) Soient maintenant A un anneau intègre et intégralement clos, K son corps des
fractions, F une extension finie et séparable de K, et B la fermeture intégrale de A dans
F . On a F = K ⊗A B, par la proposition 6.13, donc on peut trouver une base b1, . . . , bn
du K-espace vectoriel F formée d’éléments de B. Montrer que

B ⊂ {x ∈ F |TrF/K(x, bi) ∈ A ∀i = 1, . . . , n}.

(iii) Dans la situation de (ii), supposons de plus, que A soit noethérien. Déduire que B
est une A-algèbre finie. En particulier, B est noethérien.

Exercice 6.86. Soient K un corps, A une K-algèbre de type fini. Montrer que

J (A) = N (A)

(notation de la définition 1.48(i)).

6.4. Variétés normales et normalisation. Rappelons qu’un ensemble algébrique V
de Cn est une partie de la forme V (I), pour un idéal I ⊂ C[X1, . . . , Xn], et comme déjà
annoncé au §1.3.1, le théorème de la base nous dit que V (I) est le lieu des zéros communs
d’un nombre fini de polynômes. D’autre part, le Nullstellensatz nous dit que l’idéal des
polynômes qui s’annulent sur V (I) est le radical de I. Les propriétés algébriques de
l’anneau quotient AV := C[X1, . . . , Xn]/rad(I) traduisent des propriétés géométriques
de l’ensemble associé V : par exemple, on a déjà remarqué que V est irréductible si et
seulement si le radical de I est un idéal premier, autrement dit, si et seulement si AV est
un anneau intègre. Si AV est aussi intégralement clos, on dit que V est une sous-variété
normale de Cn. Quelle sorte de propriétés géométriques caractérisent les sous-variétés
normales ? On verra une réponse plus détaillée à cette question dans la section 7.4, mais
seulement pour le cas des variétés de dimension un, donc pour les courbes algébriques de
Cn ; brièvement, si V est une courbe normale, la sous-variété analytique complexe V de
Cn est non singulière. Pour le cas d’un ensemble algébrique de dimension arbitraire, la
normalité est une condition un peu plus difficile à saisir, et les variétés normales occupent
une position intermédiaire, car elles peuvent présenter des singularités, mais partagent
néanmoins plusieurs propriétés des variétés non singulières, et le lieu des leurs points
singuliers a codimension au moins 2. Un avantage des variétés normales est leur relative
accessibilité et abondance : à savoir, si V est un sous-ensemble algébrique irréductible
arbitraire, il existe toujours une partie non vide et ouverte (dans la topologie de Zariski)
U ⊂ V , et une application algébrique surjective ϕ : V ′ → V d’une variété normale V ′,
correspondante à une extension finie d’anneaux AV → AV ′ , et telle que la restriction
ϕ−1U → U soit bijective. De plus, ces propriétés caractérisent (V ′, ϕ) à isomorphisme
unique près, et les fibres ϕ−1(x) sont des ensembles finis pour tout x ∈ V : on dit que V ′
est une normalisation de V . Tout cela est conséquence du lemme suivant :

Lemme 6.87. Soient K un corps, A une K-algèbre intègre de type fini.
(i) La normalisation A′ de A est une A-algèbre finie.
(ii) En outre, il existe a ∈ A \ {0} tel que A[a−1] = A′[a−1].
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Démonstration. (i) : Le lemme de normalisation de Noether (voir le problème 6.12(ii))
fournit des éléments x1, . . . , xd ∈ A algébriquement indépendants sur K, tels que A soit
entier sur A0 := K[x1, . . . , xd]. Evidemment A′ est aussi la fermeture intégrale de A0 dans
F := FracA (corollaire 6.9) ; donc il suffit de montrer l’assertion plus générale suivante :

Affirmation 6.88. Soient E0 une extension finie du corps F0 := FracA0, etB0 la fermeture
intégrale de A0 dans E. Alors B0 est une A0-algèbre finie.
Preuve : Soient aussi E1 la fermeture normale de E0 sur F0 (dans une clôture algébrique
fixé de E0), et B1 la fermeture intégrale de A0 dans E1 ; alors E1 est encore une extension
finie de F0 (remarque 1.87(ii)), et puisque A0 est un anneau noétherien, il suffit de
vérifier que B1 est une A0-algèbre finie (proposition 6.64). Ainsi, on peut supposer que
E0 soit une extension normale de F0, de sorte que l’on a une tour d’extensions de corps
F0 ⊂ F1 ⊂ E0 avec E0 séparable sur F1 et F1 purement inséparable sur F0 (théorème
1.91 et corollaire 1.93(i)). Si la fermeture intégrale A1 de A0 dans F1 est une A0-algèbre
finie, alors en particulier A1 est un anneau noethérien intégralement clos, et par suite B0

est une A1-algèbre finie (problème 6.85(iii)), donc aussi une A0-algèbre finie. Donc, on
peut supposer que E0 soit une extension purement inséparable de F0. Noter aussi que A0

est intégralement clos (problème 6.16(iv)) ; par suite, si E0 = F0, il n’y a rien à montrer.
Sinon, la caractéristique de K est p > 0, et il existe a1, . . . , ar ∈ K et e ∈ N tels que

E0 ⊂ L := K(a
1/pe

1 , . . . , a1/p
e

r , x
1/pe

1 , . . . , x
1/pe

d ).

Mais K ′ := K(a
1/pe

1 , . . . , a
1/pe

r ) est une extension finie de K (de degré ≤ per), et la ferme-
ture intégrale de A0 dans L = K ′(x

1/pe

1 , . . . , x
1/pe

d ) coïncide avec la fermeture intégrale
de K ′[x1, . . . , xd] dans L, qui est évidemment AL := K ′[x

1/pe

1 , . . . , x
1/pe

d ], une A0-algèbre
finie. Ainsi, B0 ⊂ AL, et on conclut avec la proposition 6.64. ♢

(ii) : Soit x1, . . . , xn un système fini de générateurs du A-module A′ ; pour tout i =
1, . . . , n il existe ai, bi ∈ A tels que xi = bi/ai. Soit a := a1 · · · an ; il vient x1, . . . , xn ∈
A[a−1] et donc A[a−1] = A′[a−1], comme souhaité. □

On peut maintenant construire la normalisation V ′ de V : le lemme 6.87(i) nous dit
que la normalisation A′ de notre anneau A est une C-algèbre de type fini, donc le Null-
stellensatz nous permet de décrire V et V ′ comme les spectres maximaux respectivement
de A et A′, et la normalisation ϕ : V ′ → V sera l’application Max f : MaxA′ → MaxA
induite par l’inclusion f : A→ A′. Les propriétés requises pour ϕ se vérifient aisément :
d’abord, les fibres ϕ−1(x) sont des parties finies, en vertu du corollaire 6.20(v) ; et avec
a ∈ A\{0} tel que A[a−1] = A′[a−1], on voit que U := MaxA[a−1] est une partie ouverte
non vide de V telle que la restriction ϕ−1U → U soit bijective. Si l’on souhaite une
description plus concrète de ϕ, on peut procéder comme suit :
• on détermine un système de générateurs y1, . . . , ym de la C-algèbre A′, de telle façon

à obtenir un homomorphisme surjectif de C-algèbres :

π : C[Y1, . . . , Ym]→ A′ Yi 7→ yi.

En vertu du Nullstellensatz, cela nous permet de représenter MaxA′ comme un sous-
ensemble algébrique de Cm.
• Rappelons que A est aussi un quotient de C[X1, . . . , Xn], et pour tout i = 1, . . . , n,

soit ai ∈ A la classe de Xi ; donc ai est aussi un élément de A′, et on choisira Pi ∈
C[Y1, . . . , Ym] qui relève ai ∈ A′, i.e. avec π(Pi) = ai.
• Ensuite, on considère l’application de C-algèbres

ψ : C[X1, . . . , Xn]→ C[Y1, . . . , Ym] Xi 7→ Pi.
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Cela donne un diagramme commutatif d’homomorphismes de C-algèbres

C[X1, . . . , Xn]
ψ //

��

C[Y1, . . . , Ym]

π
��

A
f // A′

d’où, un diagramme de spectre maximaux :

V ′
ϕ //

��

V

��
Cm

Maxψ // Cn

qui montre bien que ϕ est la restriction à V ′ d’une application algébrique définie sur Cm
à valeurs dans Cn : plus précisément, d’après l’exercice 1.47, il s’agit de l’application

Maxψ : Cm → Cn z := (z1, . . . , zm) 7→ (P1(z), . . . , Pn(z)).

Toutefois, Maxψ dépend de la présentation de A′ comme quotient d’une C-algèbre de
polynômes, ainsi que des choix des polynômes Pi : seulement Max f est intrinsèque.

Exercice 6.89. Compléter la discussion ci-dessus de la façon suivante :
(i) Préciser la propriété d’unicité : soient A un anneau intègre, et A′ sa normalisation ;

si f : A → A′′ est une autre A-algèbre intègre et intégralement close et s’il existe un
élément b ∈ A tel que f induit un isomorphisme A[b−1] ∼→ A′′[b−1], alors montrer qu’il
existe un isomorphisme unique de A-algèbres A′ ∼→ A′′.

(ii) Soient A et A′ comme dans (i), et K un corps tel que A soit une K-algèbre de
type fini ; on a vu qu’il existe a ∈ A \ {0} tel que A[a−1] = A′[a−1]. On pose

Unor := {p ∈ SpecA |Ap est intégralement clos}.
Montrer que Unor contient la partie ouverte SpecA[a−1] de SpecA. Montrer aussi que
Unor est une partie ouverte (non vide) de SpecA.

Montrons aussi comment généraliser les considérations précédentes aux schémas ; pour
cela, il est naturel d’introduire la notion suivante :

Définition 6.90. On dit qu’un schéma X := (X,OX) est normal si OX,x est un anneau
normal pour tout x ∈ X.

Remarque 6.91. Soit X := (X,OX) un schéma normal et intègre ; alors, pour toute partie
ouverte affine U ⊂ X, l’anneau A := OX(U) est intègre et intégralement clos. En effet,
le schéma U := U ×X X est intègre, d’après la remarque 5.73(ii,iii) ; l’assertion découle
alors de la remarque 5.73(i) et de la proposition 6.14.

Problème 6.92. Soient X := (X,OX) un schéma intègre, et C la sous-catégorie pleine
de la catégorie des X-schémas (f, f ♭) : Y → X tels que Y soit intègre et normal et que
l’image de f soit une partie dense de X. Montrer que :

(i) C a un objet final h : Xν → X. On appelle (Xν , h) la normalisation de X.
(ii) Si en outre X est affine, soient A := OX(X) et Aν la normalisation de A ; alors

Xν = SpecA, et h est induit par l’inclusion A→ Aν .
(iii) Dans la situation de (i), h est un morphisme compact et séparé.

Dans la pratique, les problèmes de décider si un ensemble algébrique irréductible soit
normal (i.e. si un anneau intègre donné soit algébriquement clos), ou de déterminer sa
normalisation, ou la partie ouverte Unor de l’exercice 6.89(ii), peuvent être assez difficiles :
dans notre cours on verra des critères maniables pour le cas des courbes (§7.3.1), mais
le cas des variétés de dimension > 1 demande des méthodes plus sophistiquées. Donc, il
peut être intéressant de renverser la question : étant donnée une variété normale V ′, on
pourrait essayer de produire des ensembles algébriques irréductibles non normaux, dont
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la normalisation soit V ′ ; on aura ainsi un échantillon de normalisations, prêt à l’emploi,
pour vérifier des conjectures, ou construire éventuellement des contre-exemples utiles.
• Essayons par exemple de trouver V tel que le complémentaire de Unor dans V soit

un unique point P ∈ V . Dans ce cas, la fibre ϕ−1(P ) de la normalisation ϕ : V ′ → V
sera une partie finie {Q1, . . . , Qn} ⊂ V ′. Avec un langage imagé, on pourrait dire que la
normalisation pince Q1, . . . , Qn sur le point P . On arrive donc à la question : étant donné
un ensemble fini {Q1, . . . , Qn} ⊂ V ′, peut-on obtenir un nouveau ensemble algébrique
si l’on pince les Qi sur un seul point, tout en laissant inaltérés les autres points de V ′ ?
Pour mieux formaliser notre question, considérons d’abord l’ensemble quotient

W := V ′/∼
par la relation d’équivalence qui pince les points Q1, . . . , Qn : i.e. pour tous X,Y ∈ V ′
tels que X ∼ Y , on a soit X = Y , soit X,Y ∈ {Q1, . . . , Qn}. On dénote ψ : V ′ → W
la projection canonique qui envoie tout élément de V ′ sur sa classe d’équivalence, et
on munit W de la topologie quotient induite par V ′ via ψ, de sorte que ψ devient
une application continue d’espaces topologiques. On cherche maintenant un ensemble
algébrique V irréductible muni d’une bijection ensembliste ω : W

∼→ V , et tel que la
composition ϕ := ω ◦ ψ : V ′ → V soit une application de normalisation. Cette dernière
condition veut dire que si V ′ = MaxA′ et V = MaxA pour deux C-algèbres A,A′
intègres et de type fini, il existe un homomorphisme entier de C-algèbres f : A → A′

tel que ϕ = Max f . On remarque que si un tel ω existe, la topologie de V coïncide
avec la topologie induite par V ′ via ϕ (voir le corollaire 6.20(ii)), donc ω est même un
homéomorphisme.
• Or, A′ est l’anneau des fonctions algébriques définies sur V ′ à valeurs complexes,

et A serait de même l’anneau des fonctions algébriques sur V ; de plus, f s’identifierait
naturellement à l’application qui associe à toute fonction algébrique h : V → C la compo-
sition h◦ϕ : V ′ → C. Mais évidemment, toute fonction de la forme h◦ϕ est constante sur
l’ensemble {Q1, . . . , Qn} ; réciproquement, toute fonction algébrique constante sur cette
partie devrait provenir d’une fonction algébrique de V . On voit donc que le candidat
naturel est le sous-anneau de A′

A := {h ∈ A′ |h(Qi) = h(Qj) ∀i, j = 1, . . . , n}.
Or, pour tout i = 1, . . . , n on a un homomorphisme d’anneaux

εi : A
′ → C h 7→ h(Qi)

et A est précisément l’égaliseur de ε1, . . . , εn : l’exercice 6.77(i) nous dit alors que A
est une C-algèbre de type fini, et de plus A′ est une A-algèbre entière. Pour conclure,
il ne reste qu’à vérifier que l’application ϕ : MaxA′ → MaxA induite par l’inclusion
f : A→ A′ identifie MaxA avec le quotient W de MaxA′.

6.4.1. Pincement d’un ensemble fini de points géométriques. Pour cela, considérons plus
généralement un corps K arbitraire, une K-algèbre de type fini A′, et un ensemble fini
{m1, . . . ,mn} ⊂ MaxA′. Soit K une clôture algébrique fixée de K ; par le Nullstellensatz,
pour chaque i = 1, . . . , n il existe un homomorphisme de K-algèbres εi : k(mi) → K, et
on dénote εi : A′ → K la composition de εi avec la projection canonique π′i : A′ → k(mi).
Si A est l’égaliseur des ε1, . . . , εn, on vient d’observer que l’inclusion f : A → A′ est un
homomorphisme fini, et on va voir plus précisément, que Spec f identifie SpecA avec le
quotient (SpecA′)/∼, pour la relation d’équivalence ∼ sur SpecA′ qui pince sur un seul
point les idéaux maximaux m1, . . . ,mn. D’abord, on a mi = Ker εi, et donc

f−1(mi) = A ∩Ker εi = A ∩Ker εj = f−1(mj) ∀i, j = 1, . . . , n

de sorte que Spec f envoie m1, . . . ,mn sur le même point m ∈ MaxA. Ensuite, montrons
que (Spec f)−1(m) = {m1, . . . ,mn}. On raisonne par l’absurde : soit alors

p ∈ SpecA′ \ {m1, . . . ,mn} tel que Spec f(p) = A ∩ p = m.
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Comme les mi sont maximaux, le lemme 1.55 fournit h ∈ (
⋂n
i=1 mi)\p. Cela veut dire que

εi(h) = 0 pour i = 1, . . . , n, donc h ∈ A ; mais par construction on a h ∈ m et h /∈ A ∩ p,
contradiction. On voit ainsi que Spec f se restreint en une application

U ′ := SpecA′ \ {m1, . . . ,mn} → U := SpecA \ {m}
qui est surjective, par le corollaire 6.20, et on va vérifier plus précisément que Spec f
induit par restriction un isomorphisme de sous-schémas ouverts :

U ′ ×SpecA′ (SpecA
′,OSpecA′)

∼→ U ×SpecA (SpecA,OSpecA).

Pour cela, soit h ∈ A tel que la partie ouverte D(h) = SpecAh de SpecA est contenue
dans U , de sorte que (Spec f)−1(D(h)) = SpecA′h ⊂ U ′ ; il suffira alors de montrer que
la restriction SpecA′h → SpecAh de Spec f est un isomorphisme de schémas, i.e. que
f induit un isomorphisme fh : Ah

∼→ A′h. Or, Ah est une A-algèbre plate (remarque
3.74(i)), donc elle est l’égaliseur des homomorphismes

ε1 ⊗A Ah, . . . , εn ⊗A Ah : A′ ⊗A Ah → K ⊗A Ah
par l’exercice 6.77(ii). D’autre part, K ⊗A Ah est la localisation de K par la partie
multiplicative engendrée par l’image de h dans K (voir la discussion au §3.4.2) ; mais
ε1(h) = · · · = εn(h) = 0, car D(h) ne contient pas le point m de SpecA. Autrement
dit, K ⊗A Ah est la localisation dans laquelle 0 devient inversible : i.e. K ⊗A Ah = 0.
En particulier, les homomorphismes εi ⊗A Ah sont tous trivialement égaux, et donc leur
égaliseur est A′ ⊗A Ah = A′h ; on conclut que Ah = A′h, CQFD.

Remarque 6.93. Dans la situation générale du §6.4.1, la construction de A ne dépend pas
seulement des points mi, mais aussi du choix des inclusions εi des leurs corps résiduels res-
pectifs dans K. La donnée d’un point p ∈ SpecA et d’une inclusion de k(p) dans un corps
algébriquement clos est appelée parfois un point géométrique de SpecA. Notre construc-
tion représente alors le sous-foncteur du foncteur h(A′)op : (K−Alg)op → Ens (notation de
la section 2.1), associant à touteK-algèbre B l’ensemble des homomorphismes B → A′ de
K-algèbres qui équalisent les points géométriques ε1, . . . , εn. Si K = K, ce sous-foncteur
coïncide avec le sous-foncteur de h(A′)op qui associe à toute K-algèbre B l’ensemble des
homomorphismes f : B → A′ de K-algèbres tels que (Spec f)(m1) = · · · = (Spec f)(mn).
(Exercice !)

Exercice 6.94. On va illustrer la discussion ci-dessus par un exemple assez simple :
on considère la droite affine complexe A1

C (dont les points sont en bijection avec l’en-
semble C), et on va décrire explicitement la variété V obtenue par pincement des points
−1, 0, 1 de A1

C. D’abord, si T est une coordonnée sur A1
C, l’anneau des fonctions algé-

briques définies sur A1
C est la C-algèbre de polynômes C[T ], et les points −1, 0, 1 de A1

C
correspondent aux idéaux maximaux de C[T ] engendrés respectivement par T + 1, T et
T − 1. Soit B ⊂ C[T ] l’anneau des fonctions algébriques sur V , i.e. l’égaliseur des trois
homomorphismes de C-algèbres

εa : C[T ]→ C P 7→ P (a) avec a = −1, 0, 1.
(i) Montrer que B est la C-sous-algèbre de C[T ] engendrée par X := T 3−T , Y := TX

et Z := T 2X.
(ii) Soit C la C-sous-algèbre de B engendrée par X. Montrer que B est un C-module

libre de rang 3, dont {1, Y, Z} est une base.
(iii) Déduire de (ii) une présentation de la C-algèbre B par générateurs et relations.

Remarque 6.95. (i) L’exercice 6.77 permet d’effectuer des pincements bien plus géné-
raux : le lecteur est encouragé à manufacturer ses propres exemples. Pour une étude
systématique des pincements sur les schémas, signalons l’article [23] de D.Ferrand.

(ii) L’ensemble algébrique V construit dans l’exercice 6.94 peut être visualisé comme
une courbe avec un double nœud, et la description explicite de l’algèbre B associée nous
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a montré que V est un sous-ensemble algébrique de MaxC[X,Y, Z], i.e. il est réalisable
“concrètement” comme une courbe plongée dans l’espace C3. On pourrait se demander si
V soit plongeable déjà dans C2, le cas échéant V serait une courbe plane. Cela revient à
se demander s’il existe une présentation différente de B comme quotient de la C-algèbre
de polynômes à deux indéterminées C[X,Y ]. Toutefois, notons que si B est un quotient
de C[X,Y ], tout idéal maximal de B est engendré par au plus deux éléments, car il est
l’image dans B d’un idéal maximal de C[X,Y ], et ce dernier est engendré par un couple
(X − a, Y − b) avec a, b ∈ C. Donc, si l’on trouve m ∈ MaxB qui n’admet aucun système
de générateurs de cardinalité ≤ 2, on sera sûr que V n’est pas une courbe plane ; pour
cela, il suffira d’exhiber un idéal maximal m avec dimC m/m2 > 2. Or, la présentation de
B fournie par la solution de l’exercice 6.94 est de la forme C[X,Y, Z]/I, pour un idéal
I engendré par trois polynômes P1, P2, P3 et on voit que si n ⊂ C[X,Y, Z] est l’idéal
engendré par (X,Y, Z), on a P1, P2, P3 ∈ n2. Soit m ⊂ B l’image de n ; par suite

dimC m/m2 = dimC n/(I + n2) = dimC n/n2 = 3.

On conclut que la courbe V ne peut pas être plongée dans C2.
(iii) Plus généralement, siK est un corps algébriquement clos, et si B est uneK-algèbre

de type fini, l’argument de (ii) montre que :
• La quantité e := max(dimK(m/m2) |m ∈ MaxB) est toujours < +∞, car il existe

n ∈ N tel que B soit un quotient de K[X1, . . . , Xn], et le Nullstellensatz nous dit que
tout idéal maximal de K[X1, . . . , Xn] est engendré par un système de la forme (X1 −
a1, . . . , Xn − an), d’où e ≤ n.
• En outre, MaxB ne peut pas être plongé dans Ke−1.

Exemple 6.96. Comme application, on va exhiber un contre-exemple montrant que dans
le théorème 6.28 du “going down” on ne peut pas ôter l’hypothèse que A soit intégralement
clos. Pour cela, soient A2

C le plan affine complexe, et V la variété obtenue par pincement
de deux points distincts P,Q ∈ A2

C ; montrons que la projection ϕ : A2
C → V n’est pas

générisante. En termes algébriques, A2
C correspond au spectre premier de B := C[T, S]

et P,Q sont deux idéaux maximaux de B ; l’anneau A des fonctions algébriques sur V
est alors l’égaliseur des projections πP , πQ : B → C sur les corps résiduels de ces points
(k(P ), k(Q) étant naturellement identifiés au corps C). Or, soit D ⊂ A2

C une droite affine
avec P ∈ D et Q /∈ D ; la droite D correspond à une partie fermée irréductible de
SpecB, et notons ηD son point générique ; P est une spécialisation de ηD dans SpecB,
donc ϕ(P ) est une spécialisation de ϕ(ηD) dans SpecA. On a ϕ(Q) = ϕ(P ), mais il
n’existe aucune générisation η′ de Q dans SpecB avec ϕ(η′) = ϕ(ηD), car ϕ induit une
bijection (SpecB) \ {P,Q} ∼→ (SpecA) \ {ϕ(P )}, et ηD n’est pas une générisation de Q.

6.4.2. Le groupe de Picard d’un pincement. On va maintenant essayer de décrire les
modules projectifs sur un ensemble algébrique V obtenu par pincement de points d’un
autre ensemble algébrique V ′, en termes des modules projectifs sur V ′. On reprend la
situation du §6.4.1 ; si π : A → k(m) est la projection canonique, on peut résumer la
construction de A par un diagramme commutatif d’anneaux :

(∗)
A

f //

π
��

A′

π′��
k(m)

g // C := k(m1)× · · · × k(mn)

où π′ est le produit des projections π′1, . . . , π′n ; ce diagramme est cartésien, i.e. il identifie
A avec le produit fibré A′×C k(m). On sait aussi qu’un A-module projectif P correspond
à un module quasi-cohérent P localement libre sur SpecA (théorème 4.103), et le A′-
module projectif A′ ⊗A P correspond à l’image inverse de P via le morphisme Spec f :
SpecA′ → SpecA. Réciproquement, un A-module projectif devrait s’obtenir à partir de
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la donnée d’un A′-module projectif P ′, par pincement des fibres P ′(m1), . . . , P
′(mn) du

module quasi-cohérent P ′ associé avec P ′.
• Pour aborder cette question, il convient d’étudier au préalable une situation plus

générale, que l’on retrouvera aussi plus tard, dans la section 10.5 : considérons un dia-
gramme cartésien d’anneaux :

(†)
A0

f2 //

f1
��

A2

g2
��

A1
g1 // A3

tel que g2 soit surjectif. Noter que π′ est surjectif, par le lemme chinois, donc le diagramme
(∗) vérifie cette condition. Il vient une suite exacte de A0-modules :

Σ : 0→ A0
α−→ A1 ⊕A2

β−→ A3 → 0

avec α(a) := (f1(a), f2(a)) pour tout a ∈ A0 et β(a, b) := g1(a)− g2(b) pour tous a ∈ A1

et b ∈ A2. Or, si P est un A0-module plat arbitraire, posons Pi := Ai ⊗A0
P pour

i = 1, 2, 3 ; on déduit une suite exacte de A0-modules :

Σ⊗A0
P : 0→ P

α⊗A0
P

−−−−−→ P1 ⊕ P2

β⊗A0
P

−−−−−→ P3 → 0

d’où un diagramme cartésien de A0-modules :

P
f2⊗A0

P
//

f1⊗A0
P
��

P2

g2⊗A0
P

��
P1

g1⊗A0
P
// P3

qui nous permet de récupérer P , à isomorphisme de A-modules près, à partir de la donnée
de P1, P2 et des homomorphismes g1 ⊗A0 P et g2 ⊗A0 P .

On va alors considérer la catégorie D dont les objets sont les données (M1,M2, ξ)
composées d’un A1-module M1, un A2-module M2, et un isomorphisme de A3-modules
ξ : A3 ⊗A1

M1
∼→ A3 ⊗A2

M2. Les morphismes (M1,M2, ξ)→ (M ′1,M
′
2, ξ
′) de D sont les

couples (τ1, τ2) formés d’une application A1-linéaire τ1 : M1 → M ′1 et une application
A2-linéaire τ2 :M2 →M ′2 faisant commuter le diagramme :

A3 ⊗A1
M1

A3⊗A1
τ1 //

ξ
��

A3 ⊗A1
M ′1

ξ′

��
A3 ⊗A2

M2

A3⊗A2
τ2 // A3 ⊗A2

M ′2

avec composition de morphismes donnée par : (τ1, τ2) ◦ (τ ′1, τ ′2) := (τ1 ◦ τ ′, τ2 ◦ τ ′2). Noter
que pour tout A-module Q on a un isomorphisme canonique

ξQ : A3 ⊗A1
(A1 ⊗A0

Q)
∼→ A3 ⊗A0

Q
∼→ A3 ⊗A2

(A2 ⊗A0
Q)

tel que ξQ(1[g1]⊗ (1[f1]⊗ q)) := 1[g2]⊗ (1[f2]⊗ q) pour tout q ∈ Q (voir la remarque 3.15)
d’où un foncteur bien défini :

F : A0 −Mod→ D Q 7→ (A1 ⊗A0 Q,A2 ⊗A0 Q, ξQ)

qui associe à toute application A-linéaire ϕ : Q→ Q′ le couple

Fϕ := (A1 ⊗A0
ϕ,A2 ⊗A0

ϕ) : FQ→ FQ′.

D’autre part, on a aussi un foncteur que l’on pourrait appeler de pincement

G : D→A0 −Mod (M1,M2, ξ) 7→M1 ×M3
M2 :={(x, y)∈M1 ⊕M2 | ξ(1⊗ x) = 1⊗ y}
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qui associe à tout morphisme (τ1, τ2) : (M1,M2, ξ) → (M ′1,M
′
2, ξ
′) de D la restriction

G(τ1, τ2) : G(M1,M2, ξ) → G(M ′1,M
′
2, ξ
′) de τ1 ⊕ τ2 : M1 ⊕M2 → M ′1 ⊕M ′2. On voit

aisément que tout A-module Q induit une application A0-linéaire

ηQ : Q→ GF (Q) q 7→ (α⊗A0
Q)(q) = (1[f1] ⊗ q, 1[f2] ⊗ q)

et on vient de remarquer que ηQ est bijectif si Q est plat. Pour Q quelconque, la suite
Σ⊗A0

Q est exacte à droite, donc ηQ est au moins surjectif. De plus, une simple inspection
montre que l’association Q 7→ ηQ définit une transformation naturelle

η : 1A0−Mod → G ◦ F.

Lemme 6.97. Avec la notation ci-dessus, on a :
(i) La transformation η est l’unité d’une adjonction pour le couple (F,G).
(ii) La coünité ε de cette adjonction est un isomorphisme de foncteurs.

Démonstration. (i) : On va exhiber une coünité ε : F ◦G→ 1D , et on vérifiera les identités
triangulaires pour le couple (η, ε) (voir le problème 2.13(ii,iii)). Soit donc (M1,M2, ξ) un
objet de D ; on pose Q := G(M1,M2, ξ) ⊂M1⊕M2. Les projections Q→M1 et Q→M2

sont A0-linéaires, donc elles induisent une application A1-linéaire τ1 : A1 ⊗A0
Q → M1

et respectivement A2-linéaire τ2 : A2 ⊗A0 Q→M2 ; explicitement :

τ1(1[f1] ⊗ (x, y)) = x et τ2(1[f2] ⊗ (x, y)) = y ∀(x, y) ∈ Q.

Montrons que (τ1, τ2) : FQ→ (M1,M2, ξ) est un morphisme de D ; cela revient à vérifier
la commutativité du diagramme :

(∗∗)
A3 ⊗A1

(A1 ⊗A0
Q)

A3⊗A1
τ1 //

ξQ
��

A3 ⊗A1
M1

ξ
��

A3 ⊗A2 (A2 ⊗A0 Q)
A3⊗A2

τ2 // A3 ⊗A2 M2.

Mais pour tout q := (x, y) ∈ Q on a :

ξ ◦ (A3 ⊗A1
τ1)(1[g1] ⊗ (1[f1] ⊗ q)) = ξ(1[g1] ⊗ x)

(A3 ⊗A2 τ2) ◦ ξQ(1[g1] ⊗ (1[f1] ⊗ q)) = (A3 ⊗A2 τ2)(1[g2] ⊗ (1[f2] ⊗ q)) = 1[g2] ⊗ y

et par définition ξ(1[g1] ⊗ x) = 1[g2] ⊗ y, d’où l’assertion. De même, on voit aussitôt que
l’association (M1,M2, ξ) 7→ (τ1, τ2) définit la transformation naturelle ε souhaitée : les
détails sont confiés au lecteur. Il reste à montrer les identités triangulaires :

G(ε(M1,M2,ξ)) ◦ ηG(M1,M2,ξ) = 1G(M1,M2,ξ) εFQ ◦ F (ηQ) = 1FQ

pour tout A-module Q et tout objet (M1,M2, ξ) de D . Mais par inspection directe on
trouve que la composition de ηG(M1,M2,ξ) et G(ε(M1,M2,ξ)) est donnée par :

(x, y) 7→ (1[f1] ⊗ (x, y), 1[f2] ⊗ (x, y)) 7→ (x, y) ∀(x, y) ∈ G(M1,M2, ξ).

De même, F (ηQ) est donné par le couple d’applications telles que :

1[f1] ⊗ q 7→ 1[f1] ⊗ (1[f1] ⊗ q, 1[f2] ⊗ q) et 1[f2] ⊗ q 7→ 1[f2] ⊗ (1[f1] ⊗ q, 1[f2] ⊗ q)

et εFQ est donné par le couple d’applications telles que :

1[f1] ⊗ (1[f1] ⊗ q, 1[f2] ⊗ q) 7→ 1[f1] ⊗ q et 1[f2] ⊗ (1[f1] ⊗ q, 1[f2] ⊗ q) 7→ 1[f2] ⊗ q

pour tout q ∈ Q. La preuve est achevée.
(ii) : Soient (M1,M2, ξ) un objet de D et Q := G(M1,M2, ξ) ; on pose (τ1, τ2) :=

ε(M1,M2,ξ). On a déjà remarqué que ηQ est surjectif ; mais les identités triangulaires im-
pliquent aussi que ηQ est injectif, donc ηQ est un isomorphisme. Ainsi la suite horizontale



§ 6.4: Variétés normales et normalisation 419

en haut du diagramme commutatif suivant est exacte courte :

0 // Q
α⊗A0

Q
// (A1 ⊗A0

Q)⊕ (A2 ⊗A0
Q)

β⊗A0
Q
//

τ1⊕τ2
��

A3 ⊗A0
Q //

A3⊗A2
τ2

��

0

0 // Q // M1 ⊕M2
// A3 ⊗A2

M2
// 0

et de même pour la ligne horizontale en bas, par construction de Q. Par le lemme du
serpent, on déduit des isomorphismes :

Ker (τ1)⊕Ker (τ2)
∼→ Ker (A3 ⊗A2 τ2)

Coker (τ1)⊕ Coker (τ2)
∼→ Coker (A3 ⊗A2

τ2).

Mais l’application Coker (τ2) → Coker (A3 ⊗A2
τ2)

∼→ A3 ⊗A2
Coker (τ2) est induite par

la surjection A2 → A3, et elle est ainsi surjective à son tour. On a donc Coker (τ1) = 0.
De même, l’application Ker (τ2) → Ker (A3 ⊗A2 τ2) est la composition des surjections
Ker(τ2)→ A3 ⊗A2

Ker(τ2)→ Ker(A3 ⊗A2
τ2), d’où Ker(τ1) = 0. Cela montre que τ1 est

un isomorphisme, donc de même pour A3 ⊗A2
τ2, compte tenu du diagramme (∗∗). Si

l’on applique l’exercice 2.104 au diagramme commutatif ci-dessus, on conclut que τ1⊕ τ2
est un isomorphisme, et cela achève la preuve. □

Considérons maintenant les sous-catégories pleines de A−Mod et D notées :

A0 −Modplat Dplat Dptf

dont les objets sont les A0-modules plats, les données (M1,M2, ξ) telles que Mi est un
Ai-module plat pour i = 1, 2, et respectivement les données (M1,M2, ξ) telles que Mi est
un Ai-module projectif de type fini pour i = 1, 2. Evidemment, si Q est un A0-module
plat (resp. projectif de type fini), FQ est un objet de Dplat (resp. de Dptf), donc F induit
par restriction des foncteurs (notation de la remarque 4.106(iv))

Fplat : A0 −Modplat→ Dplat Fptf : A0 −Modptf → Dptf .

Proposition 6.98. Supposons que l’une des conditions suivantes soit vérifiée :
(a) f2 est un homomorphisme d’anneaux fidèlement plat.
(b) f2 est un homomorphisme d’anneaux injectif et fini.

Alors Fplat et Fptf sont des équivalences, et la restriction Gplat : Dplat → A0 − Modplat
(resp. Gptf : Dptf → A0 −Modptf) de G est une quasi-inverse de Fplat (resp. de Fptf).

Démonstration. Soient (M1,M2, ξ) un objet de Dplat (resp. de Dptf), etQ := G(M1,M2, ξ) ;
par le lemme 6.97(ii), il s’ensuit que FQ est isomorphe à (M1,M2, ξ), et en particulier
A2 ⊗A0 Q est un A2-module plat (resp. projectif de type fini). Or, si (b) est vérifiée, le
théorème 6.32 (resp. l’exercice 6.33(ii)) entraîne que Q est plat (resp. projectif de type
fini) ; si (a) est vérifiée, on peut invoquer le problème 3.83(ii.b) et l’exercice 4.102(iii)
pour aboutir à la même conclusion. Cela montre que Gplat (resp. Gptf) est adjoint à
droite de Fplat (resp. de Fptf), et évidemment l’unité η et la coünité ε exhibées lors de
la preuve du lemme 6.97 fournissent, par restriction, une unité ηplat et une coünité εplat
pour une adjonction entre Fplat et Gplat. Mais on sait que ηQ est bijectif si Q est plat,
i.e. ηplat est un isomorphisme de foncteurs, et de même pour εplat, par le lemme 6.97(ii).
A fortiori, l’unité et la coünité de l’adjonction entre Fptf et Gptf sont des isomorphismes.
Pour achever la preuve, il suffit alors d’invoquer le problème 1.131(i). □

Remarque 6.99. (i) On verra plus tard, par des méthodes homologiques, que les condi-
tions (a),(b) de la proposition 6.98 sont superflues : voir la proposition 10.62.

(ii) Il est évident que -- du moins sous les hypothèses de la proposition 6.98, mais en
fait plus généralement -- le foncteur Fptf induit à son tour, par restriction, une équiva-
lence entre la sous-catégorie pleine de A0 −Modptf dont les objets sont les A0-modules
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inversibles, et la sous-catégorie pleine de Dptf dont les objets sont les données (M1,M2, ξ)
telles que Mi est un Ai-module inversible pour i = 1, 2.

Revenons maintenant au diagramme (∗) du début du §6.4.2 : rappelons que l’homo-
morphisme f est injectif et fini, et tout k(m)-module est trivialement libre, car k(m) est
un corps ; avec la remarque 6.99(ii) on déduit un isomorphisme naturel entre PicA et
le groupe des classes d’isomorphisme [V,Q′, ξ] des données (V,Q′, ξ) composés d’un A′-
module inversible Q′, un k(m)-espace vectoriel V (nécessairement de dimension 1), et un
isomorphisme C-linéaire ξ : C ⊗k(m) V

∼→ C ⊗A′ Q′ ; sous cette identification, l’inclusion
f : A→ A′ induit l’homomorphisme de groupes :

Pic (f) : PicA→ PicA′ [V,Q′, ξ] 7→ [Q′]

(où [Q′] dénote la classe d’isomorphisme de Q′). En particulier, on voit que Pic (f) est
surjectif : en effet, pour tout A′-module inversible Q′, on a C ⊗A′ Q′ = Q′(m1) ⊕ · · · ⊕
Q′(mn), et chaque facteur Q′(mi) est un k(mi)-espace vectoriel de dimension 1 ; si l’on
fixe un élément non nul xi ∈ Q′(mi) pour chaque i = 1, . . . , n, on obtient alors une donnée
[k(m), Q′, ξ], où ξ : C ⊗k(m) k(m) = C

∼→ C ⊗A′ Q′ est l’isomorphisme C-linéaire tel que
1 7→ (x1, . . . , xn). Ensuite, le noyau de Pic (f) est constitué des classes [k(m), A′, ξ], où ξ :
C⊗k(m)k(m) = C

∼→ C ′⊗A′A′ = C s’identifie naturellement à un élément inversible de C ;
autrement dit, on a un homomorphisme de groupes ψ : C× → Ker (Pic f) surjectif. Pour
déterminer son noyau, soit (ω, τ) : (k(m), A′, ξ1)

∼→ (k(m), A′, ξ2) un isomorphisme ; donc
ω ∈ A′×, τ ∈ k(m)×, et le diagramme suivant d’isomorphismes C-linéaires commute :

C
π′(ω) //

ξ1
��

C

ξ2
��

C
g(τ) // C.

Cela veut dire que ξ1/ξ2 = π′(ω)/g(τ), et donc Kerψ = H := π′(A′×) · g(k(m)×). On
peut résumer cette analyse par la suite exacte de groupes abéliens :

0→ H → k(m1)
× ⊕ · · · ⊕ k(mn)× → PicA→ PicA′ → 0.

Exemple 6.100. (i) Revenons à la courbe à double nœud de l’exercice 6.94 : on a
A ⊂ A′ = C[T ] et on pince trois points m1,m2,m3 de MaxA′, dont les corps résiduels
sont évidemment isomorphes à C, et de même pour le corps résiduel du point m ∈ MaxA
image commune des mi. On a aussi (A′)× = C×, et PicA′ = 0, car A′ est factoriel
(théorème 4.120). On conclut que dans ce cas H ∼→ C× et l’application H → (C×)3
est l’inclusion diagonale : x 7→ (x, x, x) pour tout x ∈ C×. Finalement, on obtient un
isomorphisme naturel :

PicA
∼→ (C×)2.

(ii) Prenons A′ := Q[T ], et soit p ∈ Z un premier arbitraire ; on considère les idéaux
maximaux m1 et m2 de A′ engendrés respectivement par T 2 − p et T 3 − p (i.e. les
classes de p1/2 et p1/3, sous l’identification naturelle de MaxA′ avec l’ensemble des
orbites galoisiennes d’une clôture algébrique Q de Q : voir l’exercice 1.46(iii)). Soient
A := {P (T ) ∈ A′ |P (p1/2) = P (p1/3)} ⊂ A′ la Q-sous-algèbre dont le spectre donne le
pincement de m1 et m2, et m := A ∩m1 = A ∩m2. Noter que

Q ⊂ k(m) ⊂ k(m1) ∩ k(m2) = Q(p1/2) ∩Q(p1/3)

d’où k(m) = Q. On a aussi (A′)× = Q× et PicA′ = 0. Donc H ≃ Q× avec l’inclusion
diagonale dans Q(p1/2)× ⊕Q(p1/3)×, et on trouve :

PicA ≃ Q(p
1/2)× ⊕Q(p1/3)×

{(q, q) | q ∈ Q×}
.
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(iii) Gardons la notation de (ii), et soit m′0 ∈ V ′ := MaxA′ l’idéal engendré par T ; on
pose m0 := A∩m′0 ∈ V := MaxA, et on veut maintenant déterminer le groupe de Picard
de la variété U := V \ {m0}, partie ouverte de V . Pour cela, on pose B′ := A′[T−1],
on remarque que U ′ := V ′ \ {m′0} = D(T ) = MaxB′, et on considère la Q-sous-algèbre
B ⊂ B′ dont le spectre donne le pincement de m1B

′ et m2B
′. Donc MaxB est le quotient

de U ′ qui identifie ces points, et ce dernier est homéomorphe à U . Or, on a encore
PicB′ = 0, car B′ est factoriel (lemme 4.118(ii)), et évidemment k(mi) = k(miB

′) pour
i = 1, 2. D’autre part, (B′)× = Q× · {Tn |n ∈ Z}, et l’image de T dans Q(p1/2)×Q(p1/3)
est (p1/2, p1/3). On conclut que maintenantH est le sous-groupe engendré par les éléments
(q, q) avec q ∈ Q× et par (p1/2, p1/3), et donc :

PicB ≃ Q(p1/2)× ⊕Q(p1/3)×

{(pn/2q, pn/3q) | q ∈ Q×, n ∈ Z}
.

Exercice 6.101. Avec la notation de l’exemple 6.100(ii,iii), noter que A = A′ ∩ B.
Montrer que l’inclusion j :A→B est un homomorphisme plat d’anneaux, mais n’est pas
une localisation, et Spec(j) identifie SpecB avec une partie ouverte de SpecA.

6.5. Platitude générique et théorème de Chevalley. Le premier théorème de cette
section est un résultat très général dû à Grothendieck ; ni son enoncé, ni sa preuve -- dont
le seul ingrédient non trivial est le lemme de normalisation de Noether -- ont recours aux
techniques noethériennes développées dans cette leçon.

Théorème 6.102. (Platitude générique) Soient A un anneau intègre, B une A-algèbre
de type fini, M un B-module de type fini. Alors il existe f ∈ A \ {0} tel que Mf soit un
Af -module libre.

Démonstration. La première observation est :

Affirmation 6.103. On peut supposer que M soit un B-module cyclique.
Preuve : En effet, pour un B-module M de type fini arbitraire on peut trouver une suite
finie de B-sous-modules M0 := 0 ⊂ M1 ⊂ · · · ⊂ Mk := M telle que Ni := Mi+1/Mi soit
cyclique pour tout i = 0, . . . , k − 1. Supposons alors que pour i = 0, . . . , k − 1 il existe
fi ∈ A \ {0} tel que (Ni)fi soit un Afi-module libre ; on pose f := f0 · · · fk−1. Montrons
par récurrence sur i = 0, . . . , k que (Mi)f est un Af -module libre. L’assertion est triviale
pour i = 0. Soit donc i > 0, et supposons que (Mi−1)f soit un Af -module libre ; la suite
exacte courte de Af -modules

0→ (Mi−1)f → (Mi)f → (Ni−1)f → 0

est scindée, car (Ni−1)f est libre, donc (Mi)f ≃ (Mi−1)f ⊕ (Ni−1)f est libre. ♢

Par hypothèse, il existe un homomorphisme surjectif B′ := A[T1, . . . , Tn] → B de A-
algèbres pour quelque n ∈ N, et par restriction des scalaires, M est aussi un B′-module
de type fini. On peut alors supposer du départ que B = A[T1, . . . , Tn], et on raisonnera
par récurrence sur n. Pour n = 0, on a B = A, et au vu de l’observation 6.103, on peut
supposer que M = A/I, pour quelque idéal I ⊂ A. Si I = 0, évidemment M est libre.
Sinon, soit f ∈ I \ {0} ; on a Mf = 0, qui est trivialement un Af -module libre, d’où le
théorème, dans ce cas.

Ensuite, soit n > 0, et supposons que le théorème soit déjà connu pour tout anneau
intègre A et tout A[T1, . . . , Tn−1]-module de type fini. On peut supposer que M = B/J
pour un idéal J ⊂ B. Si J = 0, il suffit d’observer que B est un A-module libre (avec pour
base les monômes unitaires) ; sinon, soient P ∈ J \ {0} et C := B/(P ). Evidemment, M
est un C-module de type fini. D’après le problème 6.12(i), on trouve un automorphisme
ϕ de la A-algèbre B et g ∈ A \ {0} tels que :
(a) ϕ(Tn) = Tn
(b) Q :=g−1ϕ(P ) ∈ Bg est un polynôme unitaire par rapport à l’indéterminée Tn.
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Posons Si := ϕ−1(Ti) pour i = 1, . . . , n − 1, et C0 := Ag[S1, . . . , Sn−1] ⊂ Bg ; par suite
Q(S1, . . . , Sn−1, Tn) = 0 dans la localisation Cg, i.e. Cg est une C0-algèbre finie, donc Mg

est un C0-module de type fini (les détails sont laissés aux soins du lecteur). Par hypothèse
de récurrence, il existe alors h ∈ A \ {0} tel que (Mg)h soit un (Ag)h-module libre, et
l’assertion du théorème suit avec f := gh. □

Exercice 6.104. Dans la situation du théorème 6.102, montrer qu’il existe f ∈ A\{0} tel
que Bf est une Af -algèbre de présentation finie et Mf est un Bf -module de présentation
finie.

Notre prochain théorème est dû à Chevalley ; à nouveau, il s’agit d’un résultat très
général, valable sans aucune condition de noethérianité, mais dont la preuve procédera,
toutefois, par réduction au cas des anneaux noethériens. Notre discussion sera aussi l’oc-
casion de regarder un peu de plus près la topologie des spectres des anneaux noethériens.
En effet, on va démarrer avec la définition suivante :

Définition 6.105. Soit T un espace topologique. On dit que T est noethérien si toute
suite décroissante de parties fermées de T :

Z0 ⊃ Z1 ⊃ Z2 ⊃ · · ·
est stationnaire, i.e. il existe n ∈ N tel que Zm = Zn pour tout m ≥ n.

Remarque 6.106. (i) Il est évident que le spectre SpecA de tout anneau noethérien A
est un espace topologique noethérien.

(ii) Soit F ̸= ∅ un ensemble de parties fermées d’un espace topologique noethérien T .
On munit F de l’ordre partiel induit par l’inclusion ; évidemment, toute partie totalement
ordonnée non vide de F est également stationnaire, i.e. possède un élément minimal.
Par le lemme de Zorn, F admet alors des éléments minimaux.

(iii) On voit aussitôt que tout sous-espace d’un espace noethérien est noethérien.
(iv) Evidemment, un espace topologique T est noethérien si et seulement si toute suite

croissante U0 ⊂ U1 ⊂ U2 · · · de parties ouvertes de T est stationnaire.
(v) En particulier, tout espace topologique noethérien T est compact. Au vu de

(iii), il s’ensuit que toute partie ouverte de T est compacte. Réciproquement, un espace
topologique dont toutes les parties ouvertes sont compactes est noethérien.

(vi) Soit T un espace topologique spectral et noethérien. Il suit de (v) que toute partie
ouverte et toute partie fermée de T est constructible.

Exercice 6.107. Soient f : A → B un homomorphisme d’anneaux de type fini, q ∈
SpecB et p := f−1(p) ∈ SpecA. Montrer que f est quasi-fini au point q si et seulement
si Bq/pBq est une k(p)-algèbre finie.

L’observation élémentaire suivante est à la base de la méthode de récurrence noethé-
rienne :

Lemme 6.108. Soient T un espace topologique noethérien, P une propriété des parties
fermées de T , vérifiant la condition suivante :

— Si Z ⊂ T est une partie fermée et si l’on a P(Z ′) pour toute partie fermée Z ′

strictement contenue dans Z, alors P(Z) est vraie.
Alors P(Z) est vraie pour toute partie fermée Z de T .

Démonstration. En effet, soit F l’ensemble des parties fermées Z de T telles que P(Z)
soit fausse. Si F était non vide, il aurait un élément minimal Z (remarque 6.106(ii)) ;
d’où, P(Z ′) serait vraie pour toute partie fermée Z ′ strictement contenue dans Z. Mais
par hypothèse, cela entraîne que P(Z) soit vraie, contradiction. □

Exercice 6.109. (Composantes irréductibles) Soient T un espace topologique, Z une
partie fermée irréductible de T , et F l’ensemble des parties fermées irréductibles de T
contenant Z, muni de la relation d’ordre induite par l’inclusion.
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(i) Montrer que F admet des éléments maximaux. Les parties fermées irréductibles
maximales de T sont appelées les composantes irréductibles de T . Donc, toute partie
fermée irréductible de T est contenue dans une composante irréductible.

(ii) Montrer que tout espace topologique noethérien n’a qu’un nombre fini de compo-
santes irréductibles.
(iii) Déduire de (ii) que si T est un espace topologique spectral et noethérien, MaxT

est une partie finie de T . En particulier, tout anneau noethérien n’a qu’un nombre fini
d’idéaux premiers minimaux.
(iv) Montrer qu’un espace spectral T est noethérien si et seulement si toute partie fermée

irréductible de T est constructible. Noter que cet énoncé est un analogue topologique du
problème 6.62(ii).

Exercice 6.110. (i) Soit A un anneau tel que Am est un anneau réduit pour tout
m ∈ MaxA. Montrer que A est réduit.

(ii) Soit A un anneau dont l’ensemble MinA des idéaux premiers minimaux est fini,
et tel que Ap est un anneau intègre pour tout p ∈ SpecA. Montrer que les projections
A→ A/p pour p ∈ MinA induisent un isomorphisme :

A
∼→
∏

p∈Min(A)A/p.

Lemme 6.111. Soient X un espace spectral, X ′ ⊂ X une partie constructible, que l’on
munit de la topologie induite par l’inclusion dans X. Soit X ′′ ⊂ X ′ une partie ; alors X ′′
est constructible dans X ′ si et seulement si elle est constructible dans X.

Démonstration. Supposons d’abord que X ′′ soit constructible dans X ′, et écrivons X ′′ =⋃n
i=1(Ui \U ′i) avec Ui, U ′i des parties ouvertes et compactes de X ′ pour tout i = 1, . . . , n.

Evidemment il suffit de montrer que chaque terme Ui \ U ′i est constructible dans X,
donc on peut supposer que X ′′ = U \ U ′ avec U,U ′ ouverts et compacts dans X ′. On a
U = V ∩X ′ et U ′ = V ′ ∩X ′ pour des parties ouvertes V et V ′ de X, et comme X est
spectral, V est la réunion d’une famille (Vλ |λ ∈ Λ) de parties ouvertes et compactes ; mais
la compacité de U implique qu’il existe une partie finie Λ′ ⊂ Λ telle que U =W ∩X ′ avec
W := (

⋃
λ∈Λ′ Uλ), et quitte à remplacer V par W on peut alors supposer que la partie

V soit compacte. De même on se ramène au cas où V ′ est compacte. On a finalement
X ′′ = X ′ ∩ (V \ V ′), qui est une partie constructible de X, par la remarque 4.51(ii,iii).

Réciproquement, soitX ′′ constructible dansX, et montrons queX ′′ est aussi construc-
tible dans X ′ ; en raisonnant comme ci-dessus, on se ramène au cas où X ′′ = U \U ′ avec
U,U ′ ouverts et compacts dans X. On va montrer plus généralement :

Affirmation 6.112. Si U est une partie ouverte et compacte de X, alors U ∩X ′ est une
partie ouverte et compacte de X ′.
Preuve : Ecrivons X ′ =

⋃n
i=1X

′
i où X ′i = Vi \ V ′i pour i = 1, . . . , n, avec des parties

Vi, V
′
i ouvertes et compactes de X. Il suffit de montrer que U ∩ X ′i est compact dans

X ′i pour i = 1, . . . , n, donc on est ramené au cas où X ′ = V \ V ′ pour des parties V, V ′
ouvertes et compactes de X. Or, V est un espace spectral (pour la topologie induite par
X), et V ∩U et V ∩V ′ sont deux parties ouvertes et compactes de V (remarque 4.51(i)) ;
par suite X ′ = V \ (V ∩ V ′) est constructible dans V , et quitte à remplacer X et U
respectivement par V et V ∩ U , on peut ainsi supposer que X ′ soit fermée dans X. Si
maintenant U ∩ X ′ est la réunion d’une famille (Vλ |λ ∈ Λ) de parties ouvertes de X ′,
pour tout λ ∈ Λ on trouve une partie ouverte Uλ de X avec Vλ = Uλ ∩ X ′, et il vient
U = (U \ X ′) ∪

⋃
λ∈Λ(U ∩ Uλ) ; par la compacité de U , il existe alors une partie finie

Λ′ ⊂ Λ avec U = (U \X ′) ∪
⋃
λ∈Λ′(U ∩ Uλ), d’où finalement U ∩X ′ =

⋃
λ∈Λ′ Vλ, ce qui

montre que U ∩X ′ est compact dans X ′. ♢

Or, on a X ′′ = (X ′ ∩U) \ (X ′ ∩U ′) qui est bien une partie constructible de X ′, au vu
de l’observation 6.112. □
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Proposition 6.113. Soient T un espace topologique spectral et noethérien, S ⊂ T une
partie. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) S est constructible.
(b) Pour tout sous-espace fermé irréductible Z de T , soit l’adhérence de S ∩ Z a

intérieur vide dans Z, soit S ∩ Z contient une partie ouverte non vide de Z.

Démonstration. (a) ⇒ (b) : écrivons S =
⋃n
i=1(Ui ∩ Zi) pour des parties ouvertes Ui et

fermées Zi non vides de T ; si S contient le point générique z de Z, on a z ∈ Zi pour
quelque i ∈ {1, . . . , n}. Par suite Z ⊂ Zi, d’où Ui ∩ Z ⊂ S ∩ Z. Si z /∈ S, noter que
Z est spectral et noethérien, et S ∩ Z est évidemment une partie constructible dans Z
dont l’adhérence S ∩ Z dans Z ne contient pas z (corollaire 4.67(i)) ; donc S ∩ Z est une
partie fermée strictement contenue dans Z. Si U ⊂ S ∩ Z est une partie ouverte de Z, on
a Z = S ∩ Z ∪ (Z \ U), d’où Z = Z \ U , car Z est irréductible ; cela montre que U = ∅,
comme souhaité.

(b) ⇒ (a) : Soit P(Z) la propriété : “Z est une partie fermée de T et S ∩ Z est
constructible dans T ”. Soit maintenant Z une partie fermée de T et supposons que P(Z ′)
soit vraie pour toute partie fermée Z ′ de T strictement contenue dans Z. Supposons
d’abord que Z soit réductible ; comme Z est noethérien (remarque 6.106(iii)), il est
la réunion finie de ses composantes irréductibles Z1, . . . , Zn (exercice 6.109(ii)), et par
hypothèse on a P(Zi) pour i = 1, . . . , n. Par suite S ∩ Z = (S ∩ Z1) ∪ · · · ∪ (S ∩ Zn) est
constructible dans T , i.e. P(Z) est vraie.

Supposons ensuite que Z soit irréductible ; si l’adhérence S ∩ Z de S∩Z a intérieur vide
dans Z, alors P(S ∩ Z) est vraie par hypothèse, donc S∩Z = S∩S ∩ Z est constructible
dans T , i.e. P(Z) est vraie. En dernier lieu, si S∩Z contient une partie ouverte U ̸= ∅ de
Z, on a S∩Z = U ∪ (S∩ (Z \U)) ; mais U est constructible dans Z et Z est constructible
dans T (remarque 6.106(v,vi)), donc U est constructible dans T (lemme 6.111), et par
hypothèse P(Z \U) est vraie, donc S ∩ (Z \U) est constructible dans T . Ainsi, S ∩Z est
constructible dans T . Par récurrence noethérienne (lemme 6.108) P(T ) est alors vraie,
CQFD. □

Corollaire 6.114. Soient T un espace topologique spectral et noethérien, S ⊂ T une
partie constructible, S′ ⊂ T une autre partie, et t ∈ T . On a :

(i) S est un voisinage de t dans T ⇔ pour tout sous-espace fermé irréductible Z de
T contenant t, la partie Z ∩ S est dense dans Z.

(ii) S′ est ouverte dans T ⇔ pour tout sous-espace fermé irréductible Z de T rencon-
trant S′, la partie Z ∩ S′ contient une partie ouverte non vide de Z.

Démonstration. (i) : Evidemment la condition est nécessaire. Pour la réciproque, soit
P(Z) la propriété : “Z est une partie fermée de T , et soit t /∈ Z, soit Z ∩ S est un
voisinage de t dans Z”. Soit maintenant Z une partie fermée de T telle que P(Z ′) est
vraie pour toute partie fermée Z ′ de T strictement contenue dans Z. Supposons d’abord
que Z soit réductible ; comme Z est noetherién (remarque 6.106(iii)), il est la réunion
finie de ses composantes irréductibles Z1, . . . , Zn (exercice 6.109(ii)), et par hypothèse
on a P(Zi) pour i = 1, . . . , n. Si t /∈ Z, on a P(Z) ; sinon, on peut supposer que t ∈
(Z1 ∩ · · · ∩ Zk) \ (Zk+1 ∪ · · · ∪ Zn) pour quelque k ∈ {1, . . . , n}. Alors pour i = 1, . . . , k
on trouve une partie ouverte Ui de T telle que t ∈ Ui et Z ∩ Ui ⊂ Zi ∩ S. Ainsi,
U := (U1 ∩ · · · ∩ Uk) \ (Zk+1 ∪ · · · ∪ Zn) est une partie ouverte de T telle que t ∈ U
et Z ∩ U ⊂ Z ∩ S, donc P(Z) est vraie dans ce cas. Supposons ensuite que Z soit
irréductible ; par hypothèse, Z∩S est alors dense dans Z, et donc elle contient une partie
ouverte V non vide de Z, d’après la proposition 6.113. Si t ∈ V , il vient P(Z). Sinon,
t ∈ Z ′ := Z \V , et par hypothèse P(Z ′) est vraie, donc il existe une partie ouverte U ′ de
T avec t ∈ U ′ et Z ′ ∩ U ′ ⊂ Z ′ ∩ S ; par suite, Z ∩ U ′ = (Z ′ ∩ U ′) ∪ (V ∩ U ′) ⊂ Z ∩ S, et
P(Z) est encore vraie. Par récurrence noethérienne (lemme 6.108) on conclut que P(T )
est vraie, et la preuve est achevée.
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(ii) : La condition est évidemment nécessaire. Réciproquement, si la condition est
vérifiée, S′ est constructible, par la proposition 6.113. D’après (i), la partie S′ est alors
un voisinage de chacun de ses points, d’où l’assertion. □

Théorème 6.115. (Chevalley) Soient f : A → B un homomorphisme d’anneaux de
présentation finie, et S ⊂ SpecB une partie constructible. Alors (Spec f)(S) est une
partie constructible de SpecA.

Démonstration. On se ramène aisément au cas où S = U \ U ′ avec U,U ′ ⊂ SpecB
deux parties ouvertes et compactes. On a alors U = D(b1) ∪ · · · ∪ D(bn) pour certains
b1, . . . , bn ∈ B, d’où S = (D(b1)\U ′)∪· · ·∪(D(bn)\U ′), et on est ramené ultérieurement
au cas où U = D(b) = SpecB[b−1] pour quelque b ∈ B. Mais B[b−1] = B[X]/(bX−1) est
une A-algèbre de présentation finie, et S est aussi une partie constructible de SpecB[b−1],
donc on peut remplacer B par B[b−1] et supposer du départ que S soit une partie fermée
constructible de SpecB. Cela veut dire que S = (SpecB)\(D(b′1)∪· · ·∪D(b′m)) pour une
suite b′• := (b′1, . . . , b

′
m) d’éléments de B ; si J ⊂ B est l’idéal engendré par la suite b•, on

a alors S = V (J) = SpecB/J , et comme B/J est encore une A-algèbre de présentation
finie, on peut remplacer B par B/J , et on est ainsi ramené au cas où S = SpecB.
Ecrivons

B = A[X1, . . . , Xk]/(P1, . . . , Pr) pour certains P1, . . . , Pr ∈ A[X1, . . . , Xk].

Soit maintenant A0 ⊂ A la Z-sous-algèbre engendrée par les coefficients des polynômes
P1, . . . , Pr, et posons B0 := A0[X1, . . . , Xk]/(P1, . . . , Pr) ; on déduit un homomorphisme
f0 : A0 → B0 et un isomorphisme de A-algèbres A⊗A0

B0
∼→ B. Soient T0 et T les images

de Spec f0 et Spec f. Considérons le diagramme commutatif d’espaces topologiques :

SpecB

Spec f
��

π // SpecB0

Spec f0
��

SpecA
π0 // SpecA0

où π0 est induit par l’inclusion i : A0 → A et π est induit par B0 ⊗A0
i : B0 → B. Par

l’exercice 3.72 on a T = π−10 (T0). Au vu de la remarque 4.59, il suffit alors de montrer
que T0 est une partie constructible de SpecA0. On peut donc remplacer A et B par A0 et
B0, et supposer que A soit une Z-algèbre de type fini ; en particulier, A est noethérienne
(théorème 6.65), et SpecA est un espace spectral noethérien.

On applique le critère de la proposition 6.113. Pour cela, soient Z ⊂ SpecA une partie
fermée irréductible, p ∈ SpecA son point générique, g := A/p ⊗A f : A/p → B/pB
l’homomorphisme induit, et T ′ ⊂ SpecA/p l’image de Spec g. Au vu des identifications
naturelles de Z et (Spec f)−1(Z) avec SpecA/p et SpecB/pB, on doit donc montrer que
soit l’adhérence de T ′ dans SpecA/p a intérieur vide, soit T ′ contient une partie ouverte
non vide de SpecA/p. Mais d’après le théorème 6.102, il existe h ∈ A/p non nul tel que
(B/pB)h est un (A/p)h-module libre. Si (B/pB)h = 0, la partie T ′ est contenue dans la
partie fermée V (h), qui a intérieur vide dans Z, car ce dernier est irréductible. Sinon, il
existe un ensemble Λ ̸= ∅ et un isomorphisme (A/p)h-linéaire (B/pB)h ≃ (A/p)(Λ) ; il
vient :

k(q)⊗A B ≃ k(q)⊗A/p (B/pB)h ≃ k(q)(Λ) ̸= 0 ∀q ∈ D(h) ⊂ Z
d’où (Spec g)−1(q) = Spec k(q) ⊗A B ̸= ∅ pour tout q ∈ D(h), et en particulier ∅ ̸=
D(h) ⊂ T ′ ; la preuve est achevée. □

Corollaire 6.116. Soient f : A → B un homomorphisme d’anneaux de présentation
finie, M un B-module de type fini tel que M[f ] soit un A-module plat avec SuppBM =
SpecB. Alors on a :

(i) L’application Spec f : SpecB → SpecA est ouverte.
(ii) En particulier, si f est plat, Spec f est une application ouverte.
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Démonstration. Soit U ⊂ SpecB une partie ouverte ; on doit montrer que la partie
V := (Spec f)(U) est ouverte dans SpecA, et on est ramené aisément au cas où U est
une partie compacte, donc constructible, de SpecB. Par le théorème de Chevalley, V est
alors constructible dans SpecA, et d’après le corollaire 4.67(ii) il suffit de montrer que
tout point de SpecA générisant un point de V est aussi dans V . Mais cela est clair, car
Spec f est générisante (théorème 3.84), et car U contient toutes les générisations de ses
points. □

Problème 6.117. (i) Soient f : A→ B un homomorphisme d’anneaux de présentation
finie, et b ∈ B. Pour tout p ∈ SpecA, soit b(p) := b ⊗ 1 ∈ B ⊗A k(p), et notons
par Σb ⊂ SpecA la partie des p tels que b(p) n’est pas nilpotent. Montrer que Σb est
constructible dans SpecA, et même ouverte, si f est aussi plat.

(ii) Soit f comme dans (i), et notons par Σ′ (resp. Σ′′) l’ensemble des p ∈ SpecA tels
que la fibre (Spec f)−1(p) soit un espace topologique réductible (resp. disconnexe) pour
la topologie induite par l’inclusion dans SpecB. Montrer que Σ′ et Σ′′ sont des parties
ind-constructibles de SpecA.

(iii) En particulier, si SpecA est irréductible (e.g. si A est intègre), et si la fibre
générique (Spec f)−1(p0) au-dessus de l’unique point maximal p0 de SpecA est réductible
(resp. disconnexe), alors il existe une partie ouverte non vide U ⊂ SpecA telle que
(Spec f)−1(p) est réductible (resp. disconnexe) pour tout p ∈ U .

(iv) Soient K un corps, et A une K-algèbre de type fini. Montrer que MaxA est une
partie dense dans la topologie constructible de SpecA.

(v) Déduire de (ii) et (iv) l’assertion suivante. Soient K et A comme dans (iv), et f :
A→ B un homomorphisme d’anneaux de type fini tel que (Spec f)−1(m) est irréductible
(resp. connexe, resp. connexe et non vide) pour tout m ∈ MaxA ; alors (Spec f)−1(p) est
irréductible (resp. connexe, resp. connexe et non vide) pour tout p ∈ SpecA.

Remarque 6.118. Dans la situation du problème 6.117(ii), les parties Σ′ et Σ′′ ne sont
pas forcémént constructibles. Par exemple, soit f : Z→ Z[

√
2] = Z[X]/(X2− 2) l’unique

homomorphisme d’anneaux. Alors Σ′ = Σ′′ est l’ensemble des premiers pZ ̸= 0 tels
que p ̸= 2 et 2 est un carré modulo p ; par la réciprocité quadratique, cette condition
est vérifiée si et seulement si p ≡ 1, 7 (mod 8). Par le théorème de Dirichlet sur les
progressions arithmétiques, il s’ensuit que Σ′ et (SpecZ)\Σ′ sont deux ensembles infinis,
donc ni l’un ni l’autre ne sont des parties constructibles.

Problème 6.119. (i) Gardons les hypothèses et la notation du problème 6.117(i), et
soit Ωb ⊂ SpecA la partie des idéaux premiers p tels que b(p) ̸= 0. Montrer que Ωb est
constructible dans SpecA, et même ouverte, si f est aussi plat.

(ii) Soient K ⊂ E une extension de corps, et A une K-algèbre géométriquement
intègre, i.e. telle que K ′ ⊗K A est intègre pour toute extension algébrique K ′ de K.
Montrer que la E-algèbre E ⊗K A est géométriquement intègre.

(iii) Soient K un corps parfait (voir la définition 1.72(ii)), et f : K → A une K-algèbre.
Montrer l’équivalence des conditions suivantes :

(a) A est intègre et f(K) est algébriquement fermé dans Frac(A).
(b) A est une K-algèbre géométriquement intègre.

(iv) Soit K un corps ; montrer que si A et B sont deux K-algèbres géométriquement
intègres, il en est de même pour la K-algèbre A⊗K B.

(v) Soient K un corps parfait, et A,B deux K-algèbres réduites. Montrer que A⊗KB
est réduit.

Problème 6.120. (Semi-continuité de la dimension des fibres) Soient f : A → B un
homomorphisme d’anneaux de type fini, et

ϕ := Spec(f) : SpecB → SpecA.
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Pour tout q ∈ SpecB, soit Zq la réunion des composantes irréductibles de ϕ−1(ϕ(q)) =
Spec k(f−1q)⊗AB contenant q ; noter que k(f−1q)⊗AB est une k(f−1q)-algèbre de type
fini, donc Zq est une partie fermée de ϕ−1(ϕ(q)) (exercice 6.109(iii)), que l’on munit de
la topologie induite par l’inclusion Zq → ϕ−1(ϕ(q)). Posons :

dimq(B/A) := dimZq ∀q ∈ SpecB.

(i) Pour tout n ∈ N, et tout q ∈ SpecB avec dimq(B/A) = n, montrer qu’il existe
h ∈ B \ q et un homomorphisme quasi-fini A[T1, . . . , Tn]→ Bh de A-algèbres.

(ii) Déduire de (i) que la partie Un(B/A) := {q ∈ SpecB | dimq(B/A) ≤ n} est ouverte
dans SpecB, pour tout n ∈ N. (Voir aussi l’exercice 11.86.)

6.6. Solutions aux exercices et problèmes.
Exercice 6.8, partie (i) : Tout élément de Q(

√
d) est de la forme z = r + s

√
d avec

r, s ∈ Q, et le corps Q(
√
d) admet l’automorphisme

σ : Q(
√
d)
∼→ Q(

√
d) r + s

√
d 7→ r − s

√
d.

Si z ∈ Ad, on voit aisément que σ(z) ∈ Ad, donc z + σ(z) = 2r et z · σ(z) = r2 − s2d
sont des entiers. On a alors r = a/2 avec a ∈ Z ; écrivons s = n/c avec n, c ∈ Z et
pgcd(n, c) = 1. Par suite 4c2|a2c2−4n2d, d’où c2|4d, et comme d est sans facteurs carrés,
il vient c|4, et c ̸= 4, car 4 ne divise pas d ; i.e. c ∈ {1, 2} et s = b/2 avec b ∈ Z. Avec
cette notation, on voit que 4|a2 − b2d. Distinguons plusieurs cas :
• Si 2|d : dans ce cas on déduit aisément que a, b ∈ 2Z, et donc Ad = Z[

√
d].

• Si d ≡ 3 (mod 4) : dans ce cas aussi on voit que a, b ∈ 2Z (les détails sont laissés
aux soins du lecteur), d’où à nouveau Ad = Z[

√
d].

• Si d ≡ 1 (mod 4) : dans ce cas a et b peuvent être impairs, mais a − b ∈ 2Z ; il
s’ensuit aisément que Ad = Z[(1 +

√
d)/2].

Partie (ii) : On adapte la solution du problème 1.37(ii) : pour n = 3, 7, 11 on considère
l’application

|| · || : A−n → N z := a+ ib
√
n 7→ z · z̄ := a2 + nb2.

Soient maintenant z := a + ib
√
n et u := c + id

√
n deux éléments non nuls de A−n ; il

suffit d’exhiber q, r ∈ A−n tels que z = uq + r et ||r|| < ||u||.
• Pour cela, supposons d’abord que d = 0, donc u = c est dans A−n∩Q = Z et comme

2a, 2b ∈ Z, on trouve q1, q2, r1, r2 ∈ Z tels que

2a = q1c+ r1 2b = q2c+ r2 − |c|
2
≤ |r1|, |r2| ≤

|c|
2

où | · | dénote la valeur absolue usuelle des nombres réels. Avec q := (q1 + iq2
√
n)/2 et

r := (r1 + ir2
√
n)/2, on a bien z = uq + r et

r · r̄ = (r21 + nr22)/4 ≤ (1 + n) · ||c||/16 < ||c||.
Si q1 ≡ q2 (mod 2), on a aussi q, r ∈ A−n, comme souhaité. Si q1 ̸≡ q2 (mod 2), on
modifie q1 : on choisit q′1 ∈ Z tel que

|q1 − q′1| = 1 et r′1 := 2a− q′1c ∈ [−|c|, |c|].
Avec q′ := (q′1 + iq2

√
n)/2 et r′ := (r′1 + ir2

√
n)/2 on a encore z = uq′ + r′ et

r′ · r̄′ = (r′21 + nr22)/4 ≤ (4 + n) · ||c||/16 < ||c||.
Comme q′1 ≡ q2 (mod 2), on a q′, r′ ∈ A−n, et la preuve est achevée dans ce cas.
• En dernier lieu, le cas d’un u général se ramène au cas précédent, comme dans la

solution du problème 1.37(ii).

Exercice 6.11 : La partie (i) est évidente.
Partie (ii) : On peut supposer que S soit une partie multiplicative de A, donc tout

x ∈ S−1B est une fraction x = b/s avec b ∈ B, s ∈ S ; par hypothèse, on a une identité
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dans B de la forme bn + a1b
n−1 + · · · + an = 0 pour certains a1, . . . , an ∈ A. Par suite

xn + (a1/s) · xn + · · ·+ an/s
n = 0 dans S−1B, d’où l’assertion.

Problème 6.12, partie (i) : Pour tout h ∈ A[T1, . . . , Tn] notons degTn(h) le degré de h
par rapport à l’indéterminée Tn (i.e. le degré de h, vu comme élément de la B-algèbre
de polynômes B[Tn], où B := A[T1, . . . , Tn−1]) ; évidemment

ϕ(aνT
ν) = aν(T1 + TNn )ν1 · (T2 + TN

2

n )ν2 · · · (Tn−1 + TN
n−1

n )νn−1 · T νnn
d’où degTn ϕ(aνT

ν) = d(ν) := νn +Nν1 +N2ν2 + · · ·+Nn−1νn−1, et plus précisément
on a degTn(ϕ(aνT

ν) − aνT d(ν)n ) < d(ν). Comme S ⊂ {0, . . . , N − 1}n, on voit aisément
que l’application

S → N ν 7→ d(ν)

est injective, et si µ ∈ S est l’unique exposant tel que d(µ) = max(d(ν) | ν ∈ S), il vient
degTn(ϕ(f)− aµT

d(µ)
n ) < d(µ) ; l’assertion est alors verifiée avec b := aµ.

Partie (ii) : Soit y1, . . . , yn un système de générateurs de la K-algèbre A, de sorte que
l’on a un homomorphisme surjectif π : K[T1, . . . , Tn]→ A de K-algèbres avec π(Ti) = yi
pour i = 1, . . . , n ; on raisonne par récurrence sur n. Pour n = 0 l’assertion est triviale,
donc soit n > 0. Si Ker(π) = 0, on peut prendre ψ := π. Sinon, soit f ∈ Ker(π) ; on définit
l’automorphisme ϕ de K[T1, . . . , Tn] comme dans (i), de sorte que ϕ(f) = b·g(T1, . . . , Tn),
où b ∈ K \ {0}, et g ∈ K[T1, . . . , Tn] est unitaire par rapport à l’indéterminée Tn. On
pose y′i := yi − yN

i

n pour tout i = 1, . . . , n− 1 et B := K[y′1, . . . , y
′
n−1] ⊂ A, de sorte que

g(y′1, . . . , y
′
n−1, yn) = 0

et noter que A = B[yn], en particulier, A est une B-algèbre finie. En outre, la K-algèbre
B est engendrée par un système de n − 1 éléments ; par hypothèse de récurrence, on
trouve alors d ∈ N et un homomorphisme injectif et fini ψ′ : K[X1, . . . , Xd] → B de
K-algèbres. Compte tenu du corollaire 6.9, on peut alors prendre pour ψ la composition
de ψ′ avec l’inclusion B → A.

Exercice 6.15 : Si B est entier sur A, d’après l’exercice 6.11(ii), la localisation Bm est
entière sur Am pour tout m ∈ MaxA. Réciproquement, soit C ⊂ B la fermeture intégrale
de A dans B ; d’après la proposition 6.13, le sous-anneau Cm est la fermeture intégrale
de Am dans Bm pour tout m ∈ MaxA. Or, si Cm = Bm pour tout m ∈ MaxA, il vient
C = B (proposition 3.55), i.e. B est entier sur A.

Problème 6.16, partie (i) : On raisonne par récurrence sur d. Si d = 1, on prend
A′ = A. Soit donc d > 1, et supposons que l’assertion soit déjà connue pour tout anneau
A et tout polynôme unitaire de A[X] de degré d − 1. On pose A′′ := A[T ]/(P (T )), et
soit a1 ∈ A′′ la classe de T ; évidemment P (a1) = 0, donc P admet une factorisation
P = (X − a1) · Q pour un polynôme unitaire Q ∈ A′′[X] de degré d − 1. Noter aussi
que A′′ est une A-algèbre finie dont le morphisme structurel A → A′′ est injectif. Par
hypothèse de récurrence, il existe une A′′-algèbre finie A′ dont le morphisme structurel
A′′ → A′ est injectif, et tel que Q admet une factorisation

Q =
∏d−1
i=1 (X − ai+1) avec a2, . . . , ad ∈ A′.

Evidemment A′ est une A-algèbre finie et P admet la factorisation souhaitée dans A′[X].
Partie (ii) : Avec (i), on trouve une B-algèbre finie B′ dont le morphisme structurel

B → B′ est injectif, et telle que P et Q admettent des factorisations P =
∏d
i=1(X − bi),

Q =
∏d′

i=1(X − b′i) avec b1, . . . , bd, b′1, . . . , b′d′ ∈ B′. Comme P ·Q ∈ C[X], il s’ensuit que
tous les bi et b′i sont entiers sur C, donc de même pour les coefficients de P et Q (qui
sont les polynômes symétriques élémentaires des suites b•, b′•). Mais C est intégralement
clos dans B (corollaire 6.10), d’où l’assertion.
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Partie (iii) : Soit P ∈ B[X] un polynôme qui est entier sur A[X] ; cela veut dire
que l’on a Q1, . . . , Qn ∈ A[X] tels que Pn + Q1P

n−1 + · · · + Qn = 0. Soit r ∈ N avec
r > degP,degQ1, . . . ,degQn, et on pose R := P −Xr ; il vient

Rn + S1R
n−1 + · · ·+ Sn = 0 avec Si :=

(
n
i

)
Xri +

∑i
k=1

(
n−k
i−k
)
Xr(i−k)Qk ∀i ≤ n.

Soient T := −R et U := Rn−1 + S1R
n−2 + · · · + Sn−1 ; évidemment TU = Sn =

Xrn +Xr(n−1)Q1 + · · · + Qn, et noter que T et Sn sont unitaires, donc de même pour
U . Mais Sn ∈ A[X], d’où T,U ∈ C[X], grâce à (ii), et finalement P ∈ C[X].

Partie (iv) : Soit K := FracA ; si A[X] est intégralement clos et si t ∈ K est entier
sur A, on a t ∈ K ∩A[X] = A, donc A est intégralement clos. Réciproquement, soient A
intégralement clos, et t ∈ K(X) = FracA[X] ; si t est entier sur A[X], il est en particulier
entier sur K[X], d’où t ∈ K[X], car K[X] est factoriel (exemple 6.2(ii)). Mais d’après
(iii), A[X] est intégralement clos dans K[X], d’où l’assertion.

Exercice 6.22, partie (i) : Par définition, A ∩ J (B) =
⋂

m∈MaxB(A ∩ m). Or, si
m ∈ MaxB, on sait que A∩m ∈ MaxA (corollaire 6.18(i)). De plus, les corollaires 6.18(i)
et 6.20(i) nous montrent que pour tout n ∈ MaxA il existe m ∈ MaxB tel que n = A∩m.
L’assertion s’ensuit aussitôt.

Partie (ii) : L’idéal rad(mB) est l’intersection des p ∈ SpecB contenant mB (corol-
laire 1.53) ; mais pour p ∈ SpecB on a mB ⊂ p ⇔ p ∩ A = m ⇔ p ∈ MaxB (corollaire
6.18(i)), d’où l’assertion.

Exercice 6.24, partie (i) : Par hypothèse, B (resp. C) est entier sur son sous-anneau
f(A) ≃ A/Ker f (resp. sur g(B) ≃ B/Ker g), et d’après l’exercice 6.11(i), l’anneau g(B)
est entier sur g ◦ f(A) ≃ f(A)/(f(A) ∩Ker g). Par le corollaire 6.9, on déduit que C est
entier sur g ◦ f(A), d’où l’assertion.

Partie (ii) : Soient (bλ |λ ∈ Λ) un système de générateurs de la A-algèbre B, et C
(resp. C ′) l’image de A dans B (resp. de A′ dans A′ ⊗A B) ; alors (1 ⊗ bλ |λ ∈ Λ) est
un système de générateurs de la A′-algèbre A′ ⊗A B, et par le corollaire 6.5 il suffit de
montrer que 1 ⊗ bλ est entier sur A′′ pour tout λ ∈ Λ. Pour cela, soit Pλ ∈ C[X] un
polynôme unitaire tel que Pλ(bλ) = 0, et notons par Pλ l’image de Pλ dans C ′[X] ; on
voit aisément que Pλ(1⊗ bλ) = 0, d’où l’assertion.

Exercice 6.25, partie (i) : On prolonge l’action de G à la BG-algèbre B[T ] en posant :
σ(
∑n
i=0 biT

i) :=
∑n
i=0 σ(bi) · T i pour tout n ∈ N, tout b0, . . . , bn ∈ B et tout σ ∈ G. On

voit aisément que l’action ainsi définie de chaque σ est un automorphisme de l’anneau
B[T ]. Or, soit b ∈ B ; on pose

P :=
∏
σ∈G(T − σ(b)) ∈ B[T ]

et on remarque que P (b) = 0 et P ∈ B[T ]G = BG[T ]. Donc, b est entier sur BG.
Partie (ii) : Soient p ∈ SpecBG et q, q′ ∈ (Spec j)−1(p), et supposons par l’absurde

que q′ ne soit pas dans l’orbite de q sous l’action de G. Compte tenu du corollaire
6.18(ii), cela veut dire que q ⊈ σ(q′) pour tout σ ∈ G. Par la proposition 1.58 il existe
x ∈ q \

⋃
σ∈G σ(q

′), et on pose y :=
∏
σ∈G σ(x) ; évidemment y ∈ BG ∩ q = p. Mais alors

y ∈ q′, et donc σ(x) ∈ q′ pour quelque σ ∈ G, contradiction.
Partie (iii) : Pour tout σ ∈ G, l’application σp := (BG)p⊗BG σ est un automorphisme

de la (BG)p-algèbre Bp, et le système (σp |σ ∈ G) définit une action de G sur la (BG)p-
algèbre Bp. Noter que BG est le noyau de l’application BG-linéaire

ϕ : B → B|G| b 7→ (b− σ(b) |σ ∈ G).
De même, (Bp)

G est le noyau de l’application correspondante ϕp : Bp → (Bp)
|G| ; il vient

(Bp)
G = Ker(ϕp) = (Kerϕ)p = (BG)p, donc on notera cet anneau simplement BGp . De

plus, par construction, la localisation B → Bp est G-équivariante pour ces actions de
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G, donc de même pour l’inclusion induite SpecBp → SpecB, et on voit aisément que
Gq = GqBp

; on peut alors remplacer B par Bp et q par qBp, et supposer du départ que p

soit un idéal maximal de BG ; au vu de (i) et du corollaire 6.18(i) il s’ensuit que q est un
idéal maximal de B, et en particulier la projection π : B → k(q) est surjective. Montrons
que k(q) est une extension normale de k(p) : en effet, soit x ∈ k(q) la classe de x ∈ B ;
on a vu que x est racine du polynôme Px :=

∏
σ∈G(T −σ(x)) ∈ BG[T ], donc x est racine

de l’image P x ∈ k(p)[T ] de Px, et ce dernier est scindé dans k(q)[T ], d’où l’assertion.
Il reste à voir que (∗) est surjectif. Pour cela, soit k(q)s la fermeture séparable de

k(p) dans k(q). On vient de voir que tout élément de k(q) est racine d’un polynôme non
nul de degré |G| à coéfficients dans k(p) ; par le problème 1.83(iii), le degré de toute
sous-extension finie de k(q)s est alors borné par |G|, i.e. k(q)s est une extension finie de
k(p) (de degré ≤ |G|). Soit alors x ∈ B dont la classe x ∈ k(q) est un élément primitif
de l’extension finie séparable k(q)s de k(p), i.e. k(q)s = k(p)[x] ; par le lemme chinois
il existe y ∈ B dont la classe y ∈ k(q) coïncide avec x, et tel que y ∈ σ(q) pour tout
σ ∈ G \Gq (noter que σ(q) est un idéal maximal de B pour tout σ ∈ G). Or, soit τ un
k(p)-automorphisme de k(q), et définissons le polynôme P y comme ci-dessus ; comme x
est racine de P y, il en est de même pour τ(x), i.e. τ(x) = π(σ(y)) pour quelque σ ∈ G.
Mais par construction on a π(σ(y)) = 0 pour tout σ ∈ G \Gq, alors que τ(x) ̸= 0 ; donc
τ(x) = σ(y) = σ(x) pour quelque σ ∈ Gq. Comme x engendre la k(p)-algèbre k(q)s, on
conclut que les restrictions de τ et σ coïncident sur k(q)s ; en dernier lieu, comme k(q)
est une extension purement inséparable de k(q)s, on voit que τ = σ, comme souhaité.

Exercice 6.27, partie (i) : Soit d’abord E une extension finie de K, et on pose L := EG

et C := BG ; comme L = FracC est une extension purement inséparable de K, le lemme
6.26 nous ramène à montrer la même assertion pour l’inclusion C → B, et pour celle-ci
il suffit d’invoquer l’exercice 6.25(ii). Dans le cas général, soit F la famille des sous-
extensions finies et normales de K contenues dans E, et pour tout F ∈ F soit GF le
groupe des K-automorphismes de F , et jF : A → BF := B ∩ F l’inclusion. On a un
isomorphisme naturel de groupes :

G
∼→ lim

←−
F∈F

GF

ainsi qu’une bijection naturelle (voir le problème 2.51(ii)) :

(Spec j)−1(p)
∼→ lim

←−
F∈F

(Spec jF )
−1(p).

Soit q ∈ (Spec j)−1(p) (corollaire 6.20(i)) ; par le cas précédent on a une surjection

ωF : GF → (Spec jF )
−1(p) σ 7→ σ(q ∩BF ) ∀F ∈ F .

On voit aisément que (ωF |F ∈ F ) est un morphisme de systèmes indexés

(GF |F ∈ F )→ ((Spec jF )
−1(p) |F ∈ F ).

L’assertion suit maintenant de la remarque 2.33(ii).
Partie (ii) : On considère d’abord le cas où [E : K] < +∞, et on définit L,C comme

ci-dessus ; soit de plus pC := C∩q. Par l’exercice 6.25(iii), k(q) est une extension normale
de k(pC), et l’homomorphisme de groupe Gq → Gal(k(q)/k(pC)) est surjectif ; d’autre
part, comme L est une extension purement inséparable de K, il est clair que k(pC) est
une extension purement inséparable de k(p), et Gal(k(q)/k(p)) = Gal(k(q)/k(pC)), donc
k(q) est une extension normale de k(p), et (∗) est bien surjectif. Dans le cas général,
définissons la famille F comme ci-dessus, et posons

qF := q ∩ F et GF,q := {σ ∈ GF |σ−1(qF ) = qF } ∀F ∈ F .
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On des isomorphismes de groupes naturels :

Gq
∼→ lim

←−
F∈F

GF,q Gal(k(q)/k(p))
∼→ lim

←−
F∈F

Gal(k(qF )/k(p))

et un homomorphisme surjectif de groupes GF,q → Gal(k(qF )/k(p)) pour tout F ∈ F .
Pour conclure, il suffit alors d’invoquer à nouveau la remarque 2.33(ii).

Exercice 6.33, partie (i) : On peut supposer que B ⊗AM = 0 ; par le théorème 6.32
on sait déjà que M est plat. Par le théorème de Govorov-Lazard 3.86, M est alors la
colimite d’un système filtrant (Lλ |λ ∈ Λ) de A-modules libres de rang fini, et pour tous
λ, µ ∈ Λ avec µ ≥ λ, notons par ϕλµ : Lλ → Lµ l’application A-linéaire de transition.
Comme le foncteur B ⊗A − commute avec toute colimite, il s’ensuit que la colimite du
système induite (B ⊗A Lλ |λ ∈ Λ) est 0. Par inspection de la construction des colimites
filtrantes (exercice 2.31(iii)), on voit alors que pour tout λ ∈ Λ il existe µ ∈ Λ avec µ ≥ λ
tel que B ⊗A ϕλµ : B ⊗A Lλ → B ⊗A Lµ soit l’application nulle ; d’autre part, on a le
diagramme commutatif :

Lλ
ϕλµ //

f⊗ALλ
��

Lµ

f⊗ALµ
��

B ⊗A Lλ
B⊗Aϕλµ // B ⊗A Lµ

dont les flèches verticales sont injectives, car f est injectif. On conclut que ϕλµ = 0, et
compte tenu de l’exercice 2.31(iii), cela achève de montrer que M = 0.

Partie (ii) : Soit B⊗AM de type fini ; au vu de (i), on peut raisonner comme dans la
solution du problème 3.83(ii.b) pour montrer que M est de type fini. Ensuite, si B⊗AM
est projectif de type fini, les cas précédents nous disent déjà que M est plat de type fini.
Soit alors L un A-module libre de type fini avec une surjection A-linéaire ϕ : L → M ;
d’après le problème 4.24(ii.a), la suite 0 → Kerϕ → L → M → 0 est universellement
exacte. En particulier, B ⊗A Kerϕ est le noyau de B ⊗A ϕ. Mais B ⊗A M est un B-
module de présentation finie (lemme 4.99(ii)), donc B⊗AKerϕ est un B-module de type
fini (exercice 2.110(iv)). Par ce qui précède, Kerϕ est alors de type fini ; ainsi M est de
présentation finie, donc projectif (corollaire 4.100(ii)). L’assertion réciproque est un cas
particulier de l’exercice 4.102(ii).

Exercice 6.35 : Soit q0 ⊊ q1 ⊊ · · · ⊊ qn une chaîne strictement croissante d’idéaux
premiers de B, et posons ϕ := Spec f : SpecB → SpecA ; puisque chaque qi est isolé
dans la fibre ϕ−1(ϕ(qi)), la chaîne induite ϕ(q0) ⊂ · · · ⊂ ϕ(qn) est encore strictement
croissante, d’où l’assertion.

Exercice 6.41 : Par hypothèse, p est isolé dans la fibre F := (Spec f)−1(f−1p), donc
(Spec g)−1(p) est ouverte et fermée dans F ′ := (Spec g)−1(F ) = (Spec g ◦ f)−1(f−1p).
Mais q est isolé dans (Spec g)−1(p), donc aussi dans F ′.

Problème 6.42 : Soit p := f−1(q) ; l’assertion pour f est ramenée aussitôt à l’asser-
tion correspondante pour l’homomorphisme k(p) ⊗A f : k(p) → B(p) := k(p) ⊗A B et
le point qB(p) ∈ SpecB(p). On peut ainsi supposer du départ que A soit un corps, et
dans ce cas on doit montrer que q est isolé dans SpecB si et seulement si qBh est isolé
dans SpecBh. Or, si q isolé dans SpecB, évidemment qBh est isolé dans SpecBh, car ce
dernier s’identifie à une partie ouverte de SpecB. Réciproquement, si qBh est isolé dans
SpecBh, la localisation Bq est une A-algèbre finie (proposition 6.36(ii)), donc de même
pour k(q) = Bq/qBq. Les injections A→ B/q→ k(q) montrent alors que B/q est à son
tour une A-algèbre finie et intègre, donc elle est un corps (proposition 6.17) ; i.e. q est un
idéal maximal de B, et donc {q} est une partie fermée de SpecB. Mais {qBh} est aussi
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une partie ouverte de SpecBh, donc {q} est une partie ouverte de SpecB, d’où l’assertion.

Exercice 6.43 : Soient K := FracA, et π : A[T ]→ B l’homomorphisme surjectif de A-
algèbres tel que π(T ) = x ; évidemment bT −a ∈ Kerπ. Soit P (T ) ∈ Kerπ ; cela veut dire
que P (x) = 0, et donc il existe un polynôme Q(T ) ∈ K[T ] tel que Q(T ) ·(bT−a) = P (T ).
Mais bT − a est un polynôme primitif, car pgcd(a, b) = 1 (voir le problème 1.39) ; en
raisonnant comme dans la solution du problème 1.39, on déduit que Q(T ) ∈ A[T ] : les
détails sont laissés aux soins du lecteur. Cela montre que bT − a engendre l’idéal Kerπ,
i.e. π induit un isomorphisme de A-algèbres

(∗) A[T ]/(bT − a) ∼→ B.

Soit maintenant q ∈ SpecB, et on pose p := A ∩ q ; si b /∈ q, la classe b̄ de b dans k(p)
est un élément inversible, et compte tenu de (∗) on a un isomorphisme de k(p)-algèbres :
k(p) ⊗A B

∼→ k(p)[T ]/(T − ā/b̄) ∼→ k(p), donc q est l’unique élément de (Spec f)−1(p).
Supposons ensuite que b ∈ q ; si a /∈ q, la classe ā de a dans k(p) est inversible, d’où :
k(p) ⊗A B

∼→ k(p)[T ]/(ā) = 0, et (Spec f)−1(p) = ∅, contradiction. En dernier lieu, si
a, b ∈ q, on déduit un isomorphisme de k(p)-algèbres : k(p) ⊗A B

∼→ k(p)[T ], et on sait
qu’aucun point de Spec k(p)[T ] n’est isolé.

Exercice 6.58 : La preuve du corollaire 6.57 montre que pour tout q ∈ SpecB il existe
une A-sous-algèbre finie B′ ⊂ B et s ∈ B′ \ q tel que B′s = Bs. Par compacité de SpecB,
on trouve alors une partie finie {q1, . . . , qn} ⊂ SpecB et des A-sous-algèbres finies cor-
respondantes B′1, . . . , B′n ⊂ B avec éléments si ∈ B′i \ qi pour i = 1, . . . , n, tels que
D(s1)∪· · ·∪D(sn) = SpecB. Soit C ⊂ B la A-sous-algèbre engendrée par B′1∪· · ·∪B′n ;
on voit aisément que C est une A-algèbre finie ; de plus, les inclusions B′i ⊂ C ⊂ B
induisent des homomorphismes injectifs d’anneaux B′si → Csi → Bsi pour i = 1, . . . , n,
dont la composition est un isomorphisme. Cela veut dire que Csi = Bsi pour i = 1, . . . , n.
L’assertion suit aussitôt.

Problème 6.59, partie (i) : La condition est trivialement nécessaire. Réciproquement, si
la condition est vérifiée, soient Y ′ := (Y ′,OY ′) un Y -schéma arbitraire,X ′ := (X ′,OX′) :=
Y ′ ×Y X, et f ′ := (f ′, f ′♭) := Y ′ ×Y f : X ′ → Y ′ ; fixons un recouvrement (Uλ |λ ∈ Λ)
de Y ′ formé de parties ouvertes affines, et soient

Uλ := Uλ ×Y ′ Y ′ Vλ := f ′−1Uλ f ′
λ
:= Uλ ×Y f ∀λ ∈ Λ.

Par hypothèse, chaque f ′
λ

est fermé, et d’autre part f ′
λ

s’identifie à la restriction de f ′

au sous-schéma ouvert Vλ ×X′ X ′ (observation 5.77) ; en vertu de l’exercice 1.21(iii), f ′

est alors fermé, comme souhaité.
Partie (ii) : Il est clair que si f et g sont fermés, il en est de même pour g ◦ f .

Ensuite, soient f et g universellement fermés, et Z ′ → Z un troisième morphisme de
schémas ; posons Y ′ := Z ′×Z Y . D’un côté, (Z ′×Z g) ◦ (Y ′×Y f) est fermé, et de l’autre
côté Y ′ ×Y f s’identifie naturellement avec Z ′ ×Z f , d’après la remarque 2.24(i) ; mais
(Z ′ ×Z g) ◦ (Z ′ ×Z f) = Z ′ ×Z (g ◦ f) (remarque 2.24(ii)), d’où l’assertion.

Partie (iii) : Si B est une A-algèbre entière, C ⊗A g : C → C ⊗A B est un ho-
momorphisme entier, pour toute A-algèbre C (exercice 6.24(ii)), donc Spec(C ⊗A g) est
fermé (remarque 6.23(i)) ; au vu de (i), Spec g est alors universellement fermé.

Réciproquement, soit Spec g universellement fermée, posons A := g(A), et notons par
p : A → A la surjection naturelle et h : A → B l’inclusion ; pour toute A-algèbre C on
a Spec(C ⊗A g) = Spec(C ⊗A p) ◦ Spec(C ⊗A h), et noter que C ⊗A p est surjective,
donc Spec(C ⊗A p) est une immersion fermée. Par suite, Spec(C ⊗A h) est fermée pour
tout tel C, et évidemment il suffit de montrer que B est une A-algèbre entière ; quitte à
remplacer g par h, on peut alors supposer que g soit injective. Or, soit b ∈ B, et posons
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C := A[b−1] ⊂ B[b−1] et I := Cb−1 ; l’inclusion j : C → B[b−1] est la composition de
C ⊗A g : C → C ⊗A B avec la surjection naturelle q : C ⊗A B → B[b−1], et Spec(q)
est fermée, donc de même pour Spec(j) = Spec(C ⊗A g) ◦ Spec(q). D’autre part, l’image
de Spec(j) est dense dans SpecB[b−1] (exercice 3.37(i)), donc Spec(j) est surjective,
et alors il en est de même pour sa restriction V (IB[b−1]) → V (I). Mais évidemment
V (IB[b−1]) = ∅, donc V (I) = ∅, i.e. I = C. Cela revient à dire qu’il existe un poly-
nôme P := a0X

n + a1X
n−1 + · · · + an ∈ A[X] tel que b−1P (b−1) = 1 dans B[b−1], i.e.

bn+1 = a0 + a1b+ · · ·+ anb
n dans B[b−1], et finalement bn+1+m = a0b

m + · · ·+ anb
n+m

dans B, pour quelque m ∈ N. Cela achève de vérifier que b est entier sur A, CQFD

Problème 6.62, partie (i) : Soit I ∈ F un élément maximal ; évidemment I ̸= A, donc
il suffit de montrer que si a, b ∈ A \ I, alors ab /∈ I. Supposons par l’absurde que ab ∈ I ;
on pose J := I +Aa et J ′ := {x ∈ A | ax ∈ I}. On voit aisément que J ′ est un idéal de A
contenant I, et comme b ∈ J ′ \ I, il s’ensuit que J ′ /∈ F , par maximalité de I ; de même
a ∈ J \ I, d’où J /∈ F . Soit alors b• := (b1, . . . , bn) (resp. b′• := (b′1, . . . , b

′
m)) un système

fini de générateurs de J (resp. de J ′) ; pour tout i = 1, . . . , n il existe ci ∈ I et di ∈ A tels
que bi = ci + adi. Or, soit x ∈ I ; il existe x1, . . . , xn ∈ A tels que x =

∑n
i=1 xibi. Posons

y :=
∑n
i=1 xidi ; il vient x = ay +

∑n
i=1 xici. En particulier ay ∈ I, i.e. y ∈ J ′, donc il

existe y1, . . . , ym ∈ A tels que y =
∑m
j=1 yjb

′
j , et finalement x =

∑n
i=1 xici+

∑m
j=1 yjab

′
j .

Cela montre que le système fini c1, . . . , cn, ab′1, . . . , ab′m engendre I, contradiction.
Partie (ii) : Compte tenu de (i), il suffit de montrer que si F est non vide, il admet

des éléments maximaux. Cependant, soit (Iλ |λ ∈ Λ) une famille totalement ordonnée
d’éléments de F avec Λ ̸= ∅, et posons I :=

⋃
λ∈Λ Iλ ; on voit aisément que I ∈ F . Pour

conclure, il suffit alors d’invoquer le lemme de Zorn.

Exercice 6.63, partie (i) : Pour tout entier n > 0, soit In ⊂ C ([0, 1]) l’idéal engendré
par la fonction fn : [0, 1] → R telle que fn(t) = t1/n pour tout t ∈ [0, 1] ; évidemment
In ⊂ In+1 pour tout n > 0. Supposons que In = In+1 pour quelque n > 0 ; alors
il existe une fonction continue g : [0, 1] → R avec fn+1 = g · fn, et en particulier
g(0) = limt→0+ fn+1(t)/fn(t). Mais cette limite est +∞, contradiction.

Partie (ii) : On considère d’abord l’anneau H (+∞) des fonctions holomorphes C→
C. Pour cela, remarquons que la fonction holomorphe entière z 7→ sin(πz) a un zéro simple
en tout entier ; par suite pour tout n ∈ N, l’application z 7→ sin(πz) ·

∏n
k=0(z − k)−1 se

prolonge en une fonction holomorphe fn : C → C telle que fn(k) ̸= 0 pour k = 0, . . . , n
et fn(k) = 0 pour tout k ∈ Z\{0, . . . , n}, et évidemment fn = (z−n−1) ·fn+1 pour tout
n ∈ N. Soit In ⊂ H (+∞) l’idéal engendré par fn pour tout n ∈ N ; il vient In ⊂ In+1

pour tout n ∈ N. Si In = In+1 pour quelque n ∈ N, il existe une fonction holomorphe
entière g avec fn+1 = g ·fn ; mais fn+1/fn = (z−n−1)−1 sur la partie ouverte C\{n+1},
contradiction.

Ensuite, pour tout ρ ∈]0,+∞[ on a un isomorphisme d’anneaux évident :

H (ρ)
∼→H (1) f(z) 7→ f(zρ)

donc il suffit de montrer que H (1) n’est pas noethérien. Pour cela, on remarque que
l’application z 7→ h(z) := sin(π/(z − 1)) est holomorphe sur D(1) et a un zéro simple en
tout point de l’ensemble {n/(n + 1) |n ∈ N} ; par suite l’application z 7→ h ·

∏n
k=0(z −

n
n+1 )

−1 se prolonge en une fonction holomorphe fn sur D(1), et fn = (z − n
n+1 ) · fn+1

pour tout n ∈ N. On peut alors raisonner comme dans le cas précédent pour déduire une
suite dénombrable strictement croissante d’idéaux de H (1) : les détails sont laissés aux
soins du lecteur.

Partie (iii) : En raisonnant comme dans la partie (ii), on est ramené aisément au cas
où ρ = 1, et on pose D(1) := {z ∈ C | |z| ≤ 1}. Pour tout f ∈ H (1) \ {0}, l’ensemble
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Z (f) := {z ∈ D(1) | f(z) = 0} est fini, car il est une partie discrète de l’espace topo-
logique compact D(1). Pour tout w ∈ Z (f), soit n(w) ∈ N l’ordre de zéro de f en w ;
par suite l’application z 7→ f(z) ·

∏
w∈Z (f)(z−w)−n(w) se prolonge en une fonction holo-

morphe g : D(ρ′)→ C pour quelque ρ′ > 1 avec Z (g) = ∅. Quitte à remplacer ρ′ par un
nombre réel dans ]1, ρ′[ on peut même supposer que g soit inversible dans H (ρ′), et donc
aussi dans H (1). Cela achève de montrer que tout élément de H (1) est le produit d’un
polynôme de C[z] et d’un élément inversible de H (1). Or soit I un idéal de H (1) ; l’idéal
J := I∩C[z] de C[z] est principal, et par ce qui précède on a I = J ·H (1) d’où l’assertion.

Exercice 6.67, partie (i) : Soient X := (X,OX) un schéma localement noethérien,
U ⊂ X une partie ouverte, et x ∈ U ; par hypothèse, x admet un voisinage ouvert affine
V ⊂ X tel que A := OX(V ) soit un anneau noethérien, alors V := V ×XX s’identifie avec
SpecA, et évidemment il suffit de montrer que (U ∩ V )×V V est un schéma localement
noethérien. Ainsi, quitte à remplacer X et U par V et U ∩ V , on peut supposer que
X = SpecA pour un anneau noethérien A. Dans ce cas, pour tout x ∈ U il existe f ∈ A
tel que x ∈ U ′ := D(f) ⊂ U , et OX(U ′) = Af est noethérien (remarque 6.61(iv)), d’où
l’assertion.

Ensuite, soient Z := (Z,OZ) un sous-schéma fermé de X, et U ⊂ X une partie ouverte
affine telle que OX(U) soit noethérien ; alors U×ZZ est un sous-schéma fermé de U×XX
(observation 5.84), et il suffit de montrer qu’il est noethérien. On peut ainsi supposer que
X = SpecA pour un anneau noethérien A, d’où Z = SpecA/I pour un idéal I ⊂ A,
donc l’assertion découle de la remarque 6.61(iv).

Partie (ii) : Soient X := (X,OX) localement noethérien, f : Y := (Y,OY ) → X
localement de type fini, y ∈ Y , et x := f(y). Par hypothèse, x admet un voisinage ouvert
affine U ⊂ X tel que OX(U) soit noethérien, et il suffit de vérifier que Y U := f−1U ×Y Y
est localement noethérien ; en outre la restriction Y U → U := U ×X X de f est encore
localement de type fini (lemme 5.81(i)). Quitte à remplacer X et Y par U et Y U , on peut
alors supposer que X = SpecA pour un anneau A noethérien. Soit ensuite V ⊂ Y un
voisinage ouvert affine de y ; évidemment le morphisme d’inclusion j : V := V ×Y Y → Y
est localement de type fini, donc de même pour la composition g := f ◦ j : V → X
(exercice 5.82(i)). Quitte à remplacer Y par V , on peut alors supposer que Y = SpecB
pour une A-algèbre B, donc g est de type fini (remarque 4.59(iii)), par suite B est une
A-algèbre de type fini (exercice 5.80(i)), et l’assertion découle alors du théorème 6.65.

Partie (iii) : Evidemment, si A est noethérien, le schéma (Y,OY ) := SpecA est noe-
thérien. Réciproquement, soit Y noethérien ; ainsi, tout y ∈ Y admet un voisinage ouvert
affine U ⊂ Y tel que AU := OY (U) soit noethérien. Prenons f ∈ A tel que y ∈ D(f) ⊂ U ;
d’après le lemme 5.31(ii) et la remarque 5.49(i), le morphisme structurel A→ AU induit
un isomorphisme Af

∼→ (AU )f , et (AU )f est noethérien (remarque 6.61(iv)). Puisque
Y est compact, on trouve alors une partie finie S ⊂ A avec Y =

⋃
s∈S D(s) et telle

que la localisation As soit noethérienne, pour tout s ∈ S. Or, soit I ⊂ A un idéal ; par
hypothèse, pour tout s ∈ S l’idéal Is ⊂ As est de type fini, donc il existe une partie finie
Σs ⊂ I dont l’image dans As engendre Is. Soit I ′ ⊂ I l’idéal de A engendré par

⋃
s∈S Σs ;

au vu de la remarque 6.61(i), il suffit de montrer que I = I ′. Mais, par hypothèse, pour
tout p ∈ Y il existe s ∈ S tel que p ∈ D(s), et donc Ap est une localisation de As ; par
suite Ip est engendré par l’image de Σs dans Ap. Ainsi I ′p = Ip pour tout p ∈ Y , et on
conclut avec la proposition 3.55. Ensuite, si OY (U) est noethérien pour toute partie affine
U ⊂ Y , alors en particulier A = OY (Y ) est noethérien. Pour vérifier la réciproque, par
ce qui précède il suffit de montrer que si A est noethérien, alors (U,OY |U ) est localement
noethérien, pour toute partie ouverte affine U ⊂ Y ; mais cela découle de (i).

Exercice 6.70, partie (i.a) : Soit M un A-module de type fini, disons engendré par n
éléments, et ϕ : An → M une application A-linéaire surjective. Par la proposition 6.64,
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le noyau de ϕ est un A-module de type fini, donc M est de présentation finie. De même,
si B est une A-algèbre de type fini, soit ψ : A[X1, . . . , Xn] → B un homomorphisme
surjectif de A-algèbres ; par le théorème 6.65, le noyau de ψ est un idéal de type fini,
donc B est de présentation finie.

Partie (i.b) : Compte tenu de (i.a), il suffit d’invoquer le corollaire 4.100(ii).
Partie (i.c) : Soient P le produit d’une petite famille (Pλ |λ ∈ Λ) de A-modules plats,

et πλ : P → Pλ la projection canonique, pour tout λ ∈ Λ. Soit aussi I ⊂ A un idéal ;
grâce à (i) on sait que I est un A-module de présentation finie ; pour tout A-module M ,
notons par ϕI,M : M ⊗A I → M l’application telle que m ⊗ a 7→ am. D’après l’exercice
3.17(ii), on a un isomorphisme de A-modules

ω : P ⊗A I
∼→ Q :=

∏
λ∈Λ(Pλ ⊗A I)

dont la composition avec la projection canonique Q → Pλ ⊗A I coïncide avec πλ ⊗A I,
pour tout λ ∈ Λ. Il s’ensuit aisément que ϕI,P ◦ ω−1 : Q→ P coïncide avec

∏
λ∈Λ ϕI,Pλ .

Comme Pλ est plat, ϕI,Pλ est injectif pour tout λ ∈ Λ, donc de même pour ϕI,P , et
l’assertion suit alors de la proposition 3.78.

Partie (ii) : D’après la remarque 4.2(iv), pour tout anneau A, le produit d’une petite
famille de A-modules injectifs est injectifs, donc la somme directe J d’une famille arbi-
traire de A-modules injectifs (Jλ∈Λ |λ ∈ Λ) est la limite directe du système filtrant des
A-modules injectifs (JΛ′ :=

⊕
λ∈Λ′ Jλ |Λ′ ⊂ Λ), indexé par les parties finies Λ′ de Λ ;

pour chaque telle partie Λ′, notons par jΛ′ : JΛ′ → J l’inclusion naturelle. Si maintenant
A est noethérien, compte tenu de (i) et de l’exercice 3.17(ii), pour tout idéal I ⊂ A on a
un isomorphisme de A-modules

Q′ := lim
−→

Λ′⊂Λ
HomA(I, JΛ′)

∼→ HomA(I, J)

dont la composition avec l’application naturelle HomA(I, JΛ′) → Q′ coïncide avec l’ap-
plication HomA(I, jΛ′) ; i.e. pour toute application A-linéaire ψ : I → J il existe une
partie finie Λ′ ⊂ Λ et une application A-linéaire ψ′ : I → JΛ′ telle que ψ = jΛ′ ◦ ψ′. Par
suite ψ′ se prolonge en une application ψ′′ : A→ JΛ′ et jΛ′ ◦ψ′′ : A→ I prolonge ψ. Par
le critère de Baer (exemple 4.21(i)), cela montre que J est injectif.

Réciproquement, si la condition est vérifiée, soit I0 ⊂ I1 ⊂ · · · une suite croissante
d’idéaux de A, et I :=

⋃
n∈N In ; pour tout n ∈ N on choisit un A-module injectif Jn et

un homomorphisme ϕn : I → Jn de A-modules avec Kerϕn = In (voir le §4.1.4). Par
hypothèse, J :=

⊕
n∈N Jn est un A-module injectif, et l’association a 7→ (ϕn(a) |n ∈ N)

pour tout a ∈ I définit un homomorphisme de A-modules ϕ : I → J . Soit ψ : A→ J un
prolongement A-linéaire de ϕ ; évidemment il existe k ∈ N tel que ψ(1) ∈

⊕k
n=0 Jn, et

il s’ensuit aisément que ϕn(I) = 0 pour tout n > k, i.e. I = Ik. Cela achève de montrer
que A est noethérien.

Problème 6.73, partie (i.a) : Par hypothèse, il existe des sous-modules de type fini
N ′ ⊂ M ′, N ′′ ⊂ M ′′ tels que M ′/N ′,M ′′/N ′′ ∈ Ob(C ) ; prenons un sous-module de
type fini N ⊂ M dont l’image dans M ′′ coïncide avec N ′′. Il vient une suite exacte
0→ (N +N ′)∩M ′ → N +N ′ → N ′′ → 0 de A-modules, et noter que (N +N ′)∩M ′ =
N ′ + (N ∩M ′) (les détails sont laissés aux soins du lecteur). Par le lemme du serpent
(proposition 2.106), on déduit la suite exacte :

0→M ′/(N ′ + (N ∩M ′))→M/(N +N ′)→M ′′/N ′′ → 0.

Mais M ′/(N ′+(N ∩M ′′)) est un quotient de M ′/N ′, donc il est un objet de C , et alors
il en est de même pour M/(N +N ′), d’où l’assertion.

Partie (i.b) : Par hypothèse, il existe un sous-module de type fini N ⊂ M tel que
M/N ∈ Ob(C ) ; soit N ′′ ⊂ M ′′ l’image de N . Evidemment M ′′/N ′′ est un quotient de
M/N , donc il est un objet de C , d’où l’assertion.
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Partie (i.c) : Si M est C -noethérien, évidemment il en est de même pour M ′ ; ensuite,
si N ′′ ⊂ M ′′ est un sous-module, par hypothèse l’image réciproque N de N ′′ dans M
est de type C -fini, donc de même pour N ′′, d’après (i.b), et cela montre que M ′′ est C -
noethérien. Réciproquement, soient M ′ et M ′′ C -noethériens, N ⊂ M un sous-module,
et N ′′ ⊂ M ′′ l’image de N ; il vient une suite exacte de sous-modules 0 → M ′ ∩ N →
N → N ′′ → 0, et par hypothèse M ′ ∩N et N ′′ sont de type C -fini, donc de même pour
N , d’après (i.a). Cela montre que M est C -noethérien.

Partie (ii) : Soient M un A-module de type C -fini, et M ′ ⊂M un A-module de type
fini tel que M/M ′ ∈ Ob(C ) ; on voit aisément que M/M ′ est C -noethérien, et au vu de
(i.c) on est ainsi ramené à vérifier qu’il en est de même pour M ′. Mais il existe n ∈ N
et une surjection A-linéaire An → M ′ ; toujours avec (i.c), il suffit alors de montrer que
An est C -noethérien pour tout n ∈ N, et cela se démontre aisément par récurrence sur
n, encore avec (i.c).

Partie (iii.a) : Soit F l’ensemble des sous-modules de M qui ne sont pas de type
C -fini, muni de l’ordre partiel induit par l’inclusion de sous-modules. Montrons d’abord
que si (Nλ |λ ∈ Λ) est une partie de F non vide et totalement ordonnée, alors N :=⋃
λ∈ΛNλ ∈ F . En effet, soit par l’absurd N ′ ⊂ N un sous-module de type fini avec

N/N ′ ∈ Ob(C ) ; alors il existe λ ∈ Λ tel que N ′ ⊂ Nλ, donc Nλ/N ′ est un sous-module
de N/N ′, et par suite Nλ/N ∈ Ob(C ), contradiction. Si F ̸= ∅, alors F admet un
élément maximal N ⊂M , par le lemme de Zorn (lemme 1.32).

Montrons ensuite que p := AnnA(M/N) est un idéal premier de A, et que p = AnnA(x)
pour tout x ∈ (M/N) \ {0} ; noter que M/N ̸= 0, car M est de type C -fini, donc
p ̸= A, et l’assertion revient alors à dire que tout a ∈ A \ p est M/N -régulier. Or, soit
a ∈ A \ p, et posons N ′ := {x ∈ M | ax ∈ N} ; on a N ⊂ N ′, et on doit vérifier que
N ′ = N . Mais si N ⊊ N ′, alors N ′ est de type C -fini, par maximalité de N ; par suite
aN ′ = aM ∩ N est aussi de type C -fini (car il est un quotient de N ′). D’autre part,
N ⊊ aM + N , car a /∈ p, donc aM + N est de type C -fini, et alors il en est de même
pour (aM +N)/aM = N/(aM ∩N) (remarque 1.14(v)). Au vu de (i.a), on conclut que
N est de type C -fini, contradiction.

Or, puisque M est de type C -fini, il existe x ∈M \N , et N + Ax est de type C -fini,
par maximalité de N ; par suite, il en est de même pour (N + Ax)/Ax = N/(N ∩ Ax).
Mais par ce qui précède, N ∩Ax = px ⊂ pM ⊂ N , donc aussi N/pM est de type C -fini ;
d’autre part, par hypothèse pM est de type C -fini, ainsi finalement il en est de même
pour N , d’après (i.a), contradiction. Cela montre que F = ∅, CQFD.

Partie (iii.b) : Soient x1, . . . , xn un système fini de générateurs de M , et

ϕ : A→Mn telle que a 7→ (ax1, . . . , axn) ∀a ∈ A.
D’après (iii.a) et (i.c), Mn est C -noethérien, donc de même pour Im(ϕ) = A/Ker(ϕ),
toujours d’après (i.c), et noter que Ker(ϕ) = AnnA(M). L’assertion découle alors de
(i.c), au vu de la suite exacte 0→ AnnA(M)→ A→ Im(ϕ)→ 0.

Partie (iv) : On prend pour C la sous-catégorie pleine de A−Mod avec Ob(C ) = {0} ;
alors les A-modules de type C -fini (resp. C -noethériens) sont les A-modules de type fini
(resp. noethériens). Or, si A→ B est un homomorphisme fini et injectif d’anneaux, et si
B est noethérien, évidemment pB est un B-module de type fini pour tout p ∈ SpecA,
donc aussi un A-module de type fini ; d’après (iii.b), A est alors noethérien. Si l’on fait
A = B, et si l’on suppose seulement que tout p ∈ SpecA soit de type fini, le même
raisonnement redonne le théorème de Cohen.

Exercice 6.75, partie (i) : Evidemment (b)⇒ (a), par le théorème 6.65.
De plus, (a) implique que A0 est noethérien, car A0 = A/A+ (notation du §1.1.6). Il

reste à montrer que si A est noethérien, A est une A0-algèbre de type fini. En effet, soit
S := {x1, . . . , xt} un système fini de générateurs de l’idéal A+ (voir la remarque 6.61(i)).
On peut écrire chaque xi sous la forme xi = xi1 + · · ·+ xiki avec xij homogène de degré
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> 0 pour tous i = 1, . . . , t et j = 1, . . . , ki ; quitte à remplacer S par
⋃t
i=1{xi1, . . . , xiki}

on peut donc supposer que xi soit homogène de degré di > 0, pour tout i = 1, . . . , t. On
va montrer que A = B := A0[x1, . . . , xt]. Pour cela, il suffit de vérifier que Ak ⊂ B pour
tout k ∈ N. On raisonne par récurrence sur k. Pour k = 0, l’assertion est triviale ; soit
maintenant y ∈ Ak pour un entier k > 0, et on suppose que Ai ⊂ B pour tout i < k. Par
hypothèse, on a une identité de la forme y =

∑t
i=1 ai · xi pour certains a1, . . . , at ∈ A.

Pour tout i = 1, . . . , t, soit a′i ∈ Ak−di la composante de degré k− di de ai (si k− di < 0,
on pose a′i := 0) ; on voit aisément que y =

∑t
i=1 a

′
i · xi, et par hypothèse de récurrence

on a a′i ∈ B pour tout i = 1, . . . , t. D’où y ∈ B, CQFD.
Partie (ii) : Soit A = A0[x1, . . . , xt] comme ci-dessus, de sorte que xi est homogène de

degré di > 0, pour tout i = 1, . . . , t. Soit aussi m1, . . . ,ms un système de générateurs de
M ; en raisonnant comme dans la preuve de (i), on peut supposer que mi soit homogène
de degré ei ∈ Z, pour tout i = 1, . . . , s. On voit aisément que, pour tout n ∈ Z, le
A0-module Mn est engendré par le système

{xr11 · · ·x
rt
t mj | j = 1, . . . , s, ej + r1d1 + · · ·+ rtdt = n}.

Partie (iii) : L’anneau A est de type fini sur son sous-anneau A0, et ce dernier est noe-
thérien, par la partie (i). De plus, si a ∈ A est homogène de degré k, on a ad ∈ Akd ⊂ A(d),
pour tout k ∈ N ; comme la A0-algèbre A est engendrée par ses éléments homogènes, on
déduit que A est entier sur A(d). Il suffit maintenant d’invoquer la proposition 6.74 pour
conclure.

Exercice 6.76, partie (i) : Cela suit aussitôt de l’exercice 6.25(i) et la proposition 6.74.
Partie (ii) : Evidemment, pour tous i, j ∈ N le monôme XiY j est un vecteur propre

pour l’action de σ, de valeur propre ζi−jn . Par suite K[X,Y ]⟨σ⟩ est le K-espace vectoriel
engendré par le système

(XiY j | i, j ∈ N tels que i− j ∈ nZ)

et on voit aisément que ce dernier est la K-sous-algèbre de K[X,Y ] engendrée par

Z := XY T := Xn S := Y n.

Au vu de la relation TS = Zn on déduit un homomorphisme surjectif de K-algèbres

f : R := K[S, T, Z]/(ST − Zn)→ R′ := K[X,Y ]⟨σ⟩.

On remarque que R est intègre, car K[S, T, Z] est factoriel (voir le problème 1.39(ii)) et
le polynôme ST −Zn est irréductible. On va montrer l’injectivité de f . Pour cela, noter
que l’application naturelle R0 := K[S, T ] → R est injective, donc on peut voir l’algèbre
de polynômes R0 comme un sous-anneau de R ; de plus, la restriction de f à R0 est
injective, et son image est le sous-anneau K[Xn, Y n] de R′. Soit maintenant E0 le corps
des fractions de R0 ; on considère le diagramme commutatif

R
f //

��

R′

��
E0 ⊗R0 R

g // E0 ⊗R0 R
′

avec g := E0 ⊗R0 f et dont les flèches verticales sont les applications naturelles. Comme
R et R′ sont intègres, on voit aisément que les flèches verticales sont injectives, et en
particulier E0⊗R0

R′ ̸= 0 ; d’autre part, E0⊗R0
R est le corps E0[Z]/(Z

n−ST ), donc g est
aussi forcément injective, d’où l’assertion. Cela achève la construction d’une présentation
de K[X,Y ]⟨σ⟩ par générateurs et relations.

Ensuite, pour tout (i, j) ∈ N2 avec i ≥ j soit Vij ⊂ K[X,Y ] le K-sous-espace vectoriel
engendré par le système (XiY j , XjY i) ; évidemment K[X,Y ] =

⊕
i≥j Vij , et chaque Vij
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est stable par l’action de D2n sur K[X,Y ]. On a :

V D2n
ij =


K · (XiY j +XjY i) si i− j ∈ nN \ {0}
K ·XiY j si i = j

0 si i− j /∈ nZ

donc K[X,Y ]D2n est le K-sous-espace vectoriel de base

XjY j XiY j +XjY i ∀i > j ≥ 0 tels que i− j ∈ nN.
On remarque que si i− j = kn ≥ 0, on a XiY j+XjY i = XjY j · (Xkn+Y kn). De l’autre
côté, pour tout r ∈ Q soit ⌊r⌋ le plus grand entier ≤ r ; on a l’identité :

(Xn + Y n)k = Xkn + Y kn +

⌊k/2⌋∑
i=1

(
k

i

)
· 1

⌊(2i+ k)/k⌋
·XinY in · (X(k−2i)n + Y (k−2i)n).

Par récurrence sur k on déduit que K[X,Y ]D2n est la K-sous-algèbre engendrée par
S := XY et T := Xn + Y n, d’où un homomorphisme surjectif de K-algèbres

h : K[S, T ]→ K[X,Y ]D2n .

Pour conclure, montrons que h est injective. On raisonne par l’absurde : soit P :=∑
i,j∈N aijS

iT j ∈ K[S, T ] un polynôme non nul de degré minimal dans le noyau de
h ; donc P (XY,Xn + Y n) = 0 dans K[X,Y ]. Si l’on prend X = 0, on obtient 0 =
P (0, Y n) =

∑
j∈N a0jY

jn, d’où a0j = 0 pour tout j ∈ N. Par suite S divise P , donc
S−1 · P ∈ Kerh, et cela contredit la minimalité du degré de P .

Exercice 6.77, partie (i) : Remarquons d’abord que E est bien une A-sous-algèbre
de B : en effet, soit ψ : A → B le morphisme structurel de B ; pour tout a ∈ A on
a ϕ1(ψ(a)) = ϕ2(ψ(a)) = · · · = ϕn(ψ(a)) (car les ϕi sont des homomorphismes de A-
algèbres), d’où ψ(a) ∈ E. Au vu de la proposition 6.74, il suffit alors de montrer que
B est entier sur E. Soit donc b ∈ B ; on pose ci := ϕi(b) ∈ C pour i = 1, 2, . . . , n. Par
hypothèse, pour tout i = 1, 2, . . . , n il existe un polynôme unitaire Pi(X) ∈ A[X] tel que
Pi(ci) = 0 dans C ; soit P (X) :=

∏n
i=1 Pi(X). Comme ϕj est un homomorphisme de

A-algèbres, on a

ϕj(P (b)) =
∏n
i=1 ϕj(Pi(b)) =

∏n
i=1 Pi(cj) = 0 ∀j = 1, . . . , n.

Donc, P (b) ∈ E ; alors Q(X) := P (X) − P (b) est un polynôme unitaire de E[X] avec
Q(b) = 0, d’où l’assertion.

Partie (ii) : On considère l’homomorphisme de E-modules

Φ : B → Cn−1 b 7→ (ϕi(b)− ϕ1(b) | i = 2, . . . n).

Evidemment E = KerΦ, et l’égaliseur de ϕ1 ⊗E E′, . . . , ϕn ⊗E E′ est le noyau de
Φ ⊗E E′ : B ⊗E E′ → (C ⊗E E′)n−1. Mais Ker (Φ ⊗E E′) = E ⊗E E′ = E′, car E′
est une E-algèbre plate.

Problème 6.82, partie (i) : Vérifions d’abord que d := tr.deg(Frac(A)/K) ≤ ht(m) :
en effet, d’après le problème 6.12(ii), il existe un homomorphisme injectif et fini de K-
algèbres f : K[X1, . . . , Xd] → A, et m′ := f−1(m) ∈ MaxK[X1, . . . , Xd] (corollaire
6.80) ; d’après le théorème 6.28(ii) et le problème 6.16(iv)), Spec(f) est générisante,
donc ht(m) ≥ ht(m′) (exercice 4.70(i)) ; on est ainsi ramené à vérifier l’assertion pour
A = K[X1, . . . , Xd]. On raisonne par récurrence sur d : le cas d = 0 est trivial ; soit
donc d > 0, et supposons que l’inégalité souhaitée soit déjà connue pour tout corps E, et
tout idéal maximal de E[T1, . . . , Td−1]. D’après le corollaire 6.80, on a n := K[Td] ∩m ∈
MaxK[Td], et nA est un idéal premier de A, car on a un isomorphisme de K-algèbres
A/nA

∼→ B := E[T1, . . . , Td−1], avec E := k(n). En outre, m := m/nA ∈ MaxB ; par
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hypothèse de récurrence, il existe alors une chaîne strictement croissante 0 ⊂ p1 ⊂ · · · ⊂
pd−2 ⊂ m d’idéaux premiers de B. Soit aussi π : A→ B la projection ; il vient une suite
strictement croissante d’idéaux premiers

0 ⊂ nA ⊂ π−1(p1) ⊂ · · · ⊂ π−1(pd−2) ⊂ m dans SpecA

d’où ht(m) ≥ d. Ensuite, soient p ⊊ q deux idéaux premiers de A, et d′ (resp. d′′) le degré
de transcendance de k(p) sur K (resp. de k(q) sur K) ; afin de montrer que d ≥ ht(m),
il suffit de vérifier que d′ > d′′. Or, l’exercice 1.102, appliqué à la projection naturelle
π : A/p → A/q, donne d′ ≥ d′′, avec égalité si et seulement si π est bijectif. Mais
évidemment π n’est pas bijectif, d’où l’inégalité stricte souhaitée.

Partie (ii) : D’après le 6.12(ii), il existe d ∈ N et un homomorphisme injectif et fini
f : K[X1, . . . , Xd] → A ; on a dimK[X1, . . . , Xd] = d d’après (i), donc dimA = d (co-
rollaire 6.20(iii)). Puisque l’inclusion K → E est un homomorphisme plat d’anneaux,
l’homomorphisme E ⊗K f : E[X1, . . . , Xd]→ E ⊗K A est encore injectif et fini, donc on
a de même dimE ⊗K A = dimE[X1, . . . , Xd] = d.

Exercice 6.83, partie (i) : D’abord, soit P (X,Y ) ∈ R := K[X,Y ] un polynôme qui
s’annule sur l’axe {(a, 0) | a ∈ K} ; si le degré total de P est n, on peut écrire P (X,Y ) =∑n
i,j=0 bijX

iY i pour certains coefficients bij ∈ K, et la condition P (a, 0) = 0 pour tout
a ∈ K se traduit par les identités

(∗)
∑n
i=0bi0a

i = 0 ∀a ∈ K.

Or, K est algébriquement clos, en particulier il est infini, donc (∗) implique que bi0 = 0
pour tout i = 0, . . . , n. Cela veut dire que Y divise P . Réciproquement, il est évident que
si Y divise P , alors P s’annule sur A1. De même, P s’annule sur {(0, a) | a ∈ K} si et
seulement si X divise P . Donc I = XR ∩ Y R = XY R.

Partie (ii) : Soit d’abord P (X,Y, Z) ∈ R′ := K[X,Y, Z] un polynôme qui s’annule
sur l’axe A1 := {(a, 0, 0) | a ∈ K} ; si P =

∑n
i,j,k=0 bijkX

iY jZk, il vient
∑n
i=0 bi00a

i = 0

pour tout a ∈ K, d’où bi00 = 0 pour i = 0, . . . , n, et donc P est un élément de J ′1 :=
Y R′ + ZR′. Réciproquement, tout élément de J ′1 s’annule sur A1, i.e. J ′1 est l’idéal des
polynômes qui s’annulent sur A1. De même, J ′2 := XR′ + ZR′ et J ′3 := XR′ + Y R′ sont
les idéaux des polynômes qui s’annulent respectivement sur A2 := {(0, a, 0) | a ∈ K} et
sur A3 := {(0, 0, a) | a ∈ K} ; il vient :

I ′ = J ′1 ∩ J ′2 ∩ J ′3 = J ′ := XY R′ +XZR′ + Y ZR′.

En effet, pour vérifier la dernière identité, soit P ∈ I ′ ; comme P (0, 0, 0) = 0, on peut
écrire P = XP1(X) + Y P2(Y ) + ZP3(Z) + Q1(X,Y, Z) pour certains P1 ∈ K[X], P2 ∈
K[Y ], P3 ∈ K[Z] et Q1 ∈ J ′. Mais on a P (a, 0, 0) = 0, d’où aP1(a) = 0 pour tout a ∈ K,
et donc P1 = 0. De même, P2 = P3 = 0, d’où P ∈ J ′.

Partie (iii) : Comme ci-dessus, on voit que l’idéal des polynômes deR′′ := K[X,Y, Z,W ]
qui s’annulent sur {(a, b, 0, 0) | a, b ∈ K} (resp. sur {(0, 0, a, b) | a, b ∈ K}) est J ′′1 :=
ZR′′ +WR′′ (resp. J ′′2 := XR′′ + Y R′′), donc le même argument montre que

I ′′ = J ′′1 ∩ J ′′2 = XZR′′ + Y ZR′′ +XWR′′ + YWR′′.

Exercice 6.84 : Evidemment K ′ est la limite directe du système filtrant de ses K-sous-
algèbres de type fini ; d’après le problème 3.69(v), il existe alors une K-sous-algèbre de
type fini C ⊂ K ′ avec un isomorphisme de C-algèbres ϕ : C ⊗K A

∼→ C ⊗K B. Soit
m ⊂ C un idéal maximal arbitraire ; comme C est une K-algèbre de type fini, le corps
résiduel k(m) est algébrique sur K, par le Nullstellensatz, donc k(m) = K, car K est
algébriquement clos. On déduit un isomorphisme k(m) ⊗C ϕ : A

∼→ B de K-algèbres,
comme souhaité.
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Problème 6.85, partie (i) : Plus généralement, pour tout corps k et tout k-espace
vectoriel V de dimension finie, soit

trV/k : Endk(V )→ k

l’application qui associe à tout k-endomorphisme de V sa trace. Si le corps k′ est une
extension arbitraire de k, on a un diagramme commutatif d’applications k′-linéaires

k′ ⊗k Endk(V )
ω //

k′⊗ktrV/k &&

Endk′(k
′ ⊗k V )

trk′⊗kV/k′ww
k′

où ω est l’isomorphisme tel que x⊗ϕ 7→ x · (k′⊗k ϕ) pour tous x ∈ k′ et ϕ : V → V (voir
l’exercice 4.110(ii)). Soit maintenant E la clôture Galoisienne de F (dans une clôture
algébrique fixée de F ). On déduit aisément qu’il suffit de montrer que la forme bilinéaire
TrE⊗KF/E est non dégénérée. D’autre part, l’exercice 3.67 fournit un isomorphisme de
E-algèbres E⊗K F

∼→ En, avec n := dimK F . Cela veut dire qu’il existe des idempotents
e1, . . . , en ∈ E ⊗K F tels que ei · ej = 0 pour tout i ̸= j, et e1 + · · ·+ en = 1. La matrice
de TrE⊗KF/E par rapport à la base e1, . . . , en est la matrice diagonale Idn de taille n×n,
d’où l’assertion.

Partie (ii) : La trace d’un endomorphisme ϕ d’un K-espace vectoriel V est une
combinaison Z-linéaire des valeurs propres de ϕ, i.e. des racines du polynôme minimal
µϕ(X) ∈ K[X] de ϕ. Or, si P (ϕ) = 0 pour un polynôme unitaire P (X) ∈ A[X], d’un
côté on sait que toute racine de P est entière sur A, et de l’autre côté, µϕ divise P ; on
conclut que toute racine de µϕ est entière sur A, et par conséquent il en est de même
pour la trace de ϕ. Mais trV/K(ϕ) ∈ K, et comme A est intégralement fermé, on voit
que trV/K(ϕ) ∈ A. Maintenant, si x ∈ B, on a bix ∈ B pour tout i = 1, . . . , n, d’où
TrF/K(x, bi) = trF/K(xbi) ∈ A, par ce qui précède.

Partie (iii) : Soit τF/K : F → F ∗ := HomK(F,K) l’application K-linéaire correspon-
dante à TrF/K , suivant la bijection naturelle de la remarque 3.2(ii) ; notons aussi que
M := Ab1 + · · · + Abn, est un A-module libre de rang n avec K ⊗A M = F . La partie
(ii) montre que B ⊂ τ−1F/K(M∗) avec M∗ := HomA(M,A) ⊂ F ∗. Or, M∗ est aussi un
A-module libre de rang n ; comme A est noethérien, et comme τF/K est un isomorphisme
en vertu de (i), on déduit que B est un A-module de type fini (voir la proposition 6.64),
d’où l’assertion.

Exercice 6.86 : On suppose d’abord que K soit algébriquement clos. Disons que
A = K[X1, . . . , Xn]/I pour un entier n et un idéal I de B := K[X1, . . . , Xn]. Soit J ⊂ B
l’intersection des idéaux maximaux de B qui contiennent I ; évidemment, J (A) = J/I ;
d’autre part, J = rad(I), par le corollaire 6.81, d’où J/I = N (A), comme souhaité.
Dans le cas général, soit K ′ une clôture algébrique de K, et on pose A′ := K ′ ⊗K A ;
l’application naturelle A→ A′ est injective, car A est une K-algèbre plate (comme toute
K-algèbre), et l’inclusion K ⊂ K ′ est évidemment entière, donc de même pour l’inclusion
A ⊂ A′ (corollaire 6.5) ; compte tenu du cas précédent et de l’exercice 6.22(i), on trouve
J (A) = A ∩J (A′) = A ∩N (A′) = N (A).

Exercice 6.89, partie (i) : Les hypothèses sur A′′ impliquent que f induit un isomor-
phisme g : F

∼→ F ′′ du corps des fractions de A sur celui de A′′ ; or, par définition
on a A′ ⊂ F , et g(A′) est un sous-anneau de F ′ intégralement clos et entier sur g(A) ;
comme g(A) ⊂ A′′, on voit donc que g(A′) = A′′, i.e. g se restreint en un isomorphisme
h : A′

∼→ A′′ de A-algèbres. Réciproquement, un tel isomorphisme h de A-algèbres se
prolonge en un isomorphisme du corps des fractions de A′ sur F ′′ ; mais le corps des
fractions de A′ est F , donc ce prolongement doit coïncider avec l’homomorphisme g, et
on voit que h est forcément la restriction de g.
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Partie (ii) : Grâce à la proposition 6.13 on voit que Unor est la partie des idéaux pre-
miers p de A tels que l’application Ap → A′p soit bijective. Or, si p ∈ D(a) = SpecA[a−1],
on a Ap = A[a−1]p et A′[a−1]p = A′p, d’où D(a) ⊂ Unor. De plus, soit M := A′/A ; le
lemme 6.87 implique que M est un A-module de type fini, et évidemment p ∈ Unor ⇔
Mp = 0. Autrement dit, Unor est le complémentaire du support de M , et il est donc une
partie ouverte, par la remarque 3.58(ii).

Problème 6.92, partie (i) : Montrons d’abord :

Lemme 6.121. Soient h : Xν → X une normalisation de X, et U ⊂ X une partie
ouverte ; posons U := U ×X X et Uν := U ×X Xν . Alors la projection Uν → U est une
normalisation de U .

Démonstration. En raisonnant comme dans la remarque 6.91, on voit que U et Uν sont
des schémas intègres, et Uν est normal ; en outre U est une partie dense de X, car X est
irréductible, et de même, l’espace Uν sous-jacent à Uν est dense dans l’espace sous-jacent
à Xν . Par suite l’image de Uν est dense dans X (exercice 1.21(iv)), donc aussi dans U .
Or, soit f := (f, f ♭) : Y → U un morphisme de schémas, avec Y intègre et normal, et
tel que l’image de f soit dense dans U ; alors la composition g : Y → X de f avec le
morphisme naturel U → X a image dense dans X, et par hypothèse il se factorise donc
à travers un unique morphisme de X-schémas gν : Y → Xν . Par suite, f se factorise à
travers un unique morphisme Y → Uν de U -schémas, d’où l’assertion. □

Soit maintenant U un recouvrement de X tel que pour tout U ∈ U il existe une
normalisation hU : Uν → U := U ×X X ; d’après le lemme 6.121, pour tous U, V ∈ U ,
les restrictions hU |U∩V : U ∩ V ×U Uν → U ∩ V et hV |U∩V : U ∩ V ×V V ν → U ∩ V
sont des normalisations, donc il existe un unique isomorphisme de U ∩ V -schémas ωUV :
U ∩ V ×U Uν

∼→ U ∩ V ×V V ν . En raisonnant comme dans la preuve du théorème 5.97,
on vérifie alors que le système (Uν , ωUV |U, V ∈ U ) est une donnée de recollement, et
on dénote par Xν le recollement de la famille (Uν |U ∈ U ) suivant les isomorphismes
ω•• : les détails sont confiés aux soins du lecteur. Soit aussi (iU : Uν → Xν |U ∈ U )
le co-cône universel correspondant ; par la propriété universelle du recollement, il existe
un unique morphisme h : Xν → X tel que h ◦ iU : Uν → X soit la composition de
hU avec le morphisme naturel U → X, pour tout U ∈ U . Comme chaque iU identifie
Uν avec un sous-schéma ouvert de Xν , il est clair que ce dernier est un schéma réduit
et normal ; son espace sous-jacent est en outre irréductible, d’après l’exercice 1.22, et
son image dans X est évidemment une partie dense. Ainsi, h est un objet de C , et en
raisonnant comme dans la preuve de l’observation 5.85, on voit aisément qu’il s’agit d’une
normalisation de X. On est ainsi ramené au cas où X est affine, disons X = SpecA, pour
un anneau intègre A ; soient Aν la normalisation de A, et f : Y → X un morphisme
de schémas, avec Y := (Y,OY ) intègre et normal, et tel que l’image de Y soit une
partie dense de X. On doit vérifier que f se factorise à travers un unique morphisme
de X-schémas g : Y → Xν := SpecAν . Supposons d’abord que Y soit affine, disons
Y = SpecB pour un anneau intègre et intégralement clos B (remarque 6.91), donc
f correspond à un homomorphisme d’anneaux ϕ : A → B qui est injectif, puisque
l’image de f est dense dans X (exercice 3.37(ii)). Par suite, ϕ se prolonge en une unique
extension ψ : K → E des corps de fractions respectifs, et ψ(Aν) est une extension entière
de ϕ(A) ⊂ B ; comme B est intégralement clos, il vient ψ(Aν) ⊂ B, et la restriction
λ : Aν → B correspond au morphisme deX-schémas g souhaité. Il reste à vérifier l’unicité
de g ; soit donc g′ : Y → Xν un deuxième morphisme de X-schémas, correspondant à
l’homomorphisme de A-algèbres λ′ : Aν → B ; comme A et Aν ont le même corps K de
fractions, il vient K ⊗A λ = K ⊗A λ′ : K → K ⊗A B. Mais la localisation B → K ⊗A B
est injective, car B est intègre, donc λ = λ′, et finalement g = g′.
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Si Y n’est pas affine, soit U un recouvrement de Y formé de parties ouvertes affines.
Pour tout U ∈ U , noter que U := U ×Y Y est un schéma intègre et normal, et que
f(U) est une partie dense de X ; la restriction f|U : U → X est alors un objet de C ,
et par ce qui précède il existe ainsi un unique morphisme gU : U → Xν de X-schémas.
Supposons d’abord que f soit séparé ; dans ce cas pour tous U, V ∈ U , le sous-schéma
ouvert U ∩ V := (U∩V )×Y Y est encore affine (corollaire 5.95(ii)), et donc les restrictions
gU|U∩V , g

V
|U∩V : U ∩ V → Xν de gU et gV doivent coïncider. En raisonnant comme dans

la preuve de l’observation 5.85, on voit que le système g• := (gU |U ∈ U ) se recolle alors
en un unique morphisme g : Y → Xν de X-schémas, dont la restriction g|U : U → Xν

coïncide avec gU , pour tout U ∈ U . En dernier lieu, même si f n’est pas séparé, pour
tous U, V ∈ U les restrictions f|U∩V : U ∩ V → X sont séparées (remarque 5.88(iii,iv)
et exercice 5.93(i)), et par ce qui précède, on déduit à nouveau que gU|U∩V = gV|U∩V ; on
peut donc encore recoller g• en un unique morphisme g comme souhaité, et la preuve est
complète.

Partie (ii) : Cela est clair, par inspection de la construction de Xν .
Partie (iii) : Avec les lemmata 6.121 et 5.81(i), et l’exercice 5.89(iii) on se ramène

aussitôt au cas où X est affine, et dans ce cas l’assertion découle de (ii) et des remarques
4.59(iii) et 5.88(iii).

Exercice 6.94, partie (i) : Soit P (T ) ∈ B ; par construction on a P (−1) = P (0) = P (1),
et si l’on pose b := P (0), on voit que le polynôme P (T )− b s’annule aux points −1, 0, 1,
donc il est un multiple de X := (T − 1)T (T + 1). Autrement dit :

B = {b+X ·Q(T ) | b ∈ C, Q(T ) ∈ C[T ]}.

Il suffit donc de montrer que pour tout polynôme Q(T ) il existe Q1, Q2, Q3 ∈ C[X] tels
que Q(T ) = Q1(X) + TQ2(X) + T 2Q3(X). On raisonne par récurrence sur le degré d de
Q(T ) : si d ≤ 2, l’assertion est évidente (dans ce cas, Q1, Q2 et Q3 sont des constantes).
Si d ≥ 3, on a Q(T ) = X · P1(T ) + P2(T ) avec degP2(T ) ≤ 2 et degP1(T ) = d − 3 ;
par récurrence, on peut trouver R1, R2, R3 ∈ C[X] tels que P1(T ) = R1(X) + TR2(X) +
T 2R3(X), et si P2(T ) = a0 + a1T + a2T

2, on a l’identité souhaitée avec Q1(X) :=
XR1(X) + a0, Q2 := XR2(X) + a1, Q3 := XR3(X) + a2.

Partie (ii) : La preuve de (i) montre déjà que tout élément de B s’écrit sous la forme
Q1(X)+Y Q2(X)+ZQ3(X), et il ne reste qu’à montrer l’unicité de cette écriture. Donc,
supposons que Q1(X) + Y Q2(X) + ZQ3(X) = 0 ; cela veut dire que

Q1((T − 1)T (T + 1)) = −TXQ2(X)− T 2XQ3(X) avec X = (T − 1)T (T + 1).

Mais le degré de Q1((T − 1)T (T + 1)) par rapport à l’indéterminée T est évidemment
divisible par 3 ; d’autre part, si Q2 ̸= 0 ou si Q3 ̸= 0, le degré de −TXQ2(X)−T 2XQ3(X)
par rapport à l’indéterminée T n’est pas divisible par 3, d’où l’assertion.

Partie (iii) : Un calcul direct donne les identités :

Y 2 = ZX Z2 = Y X2 + ZX Y Z = X3 + Y X.

Cela montre que B est un quotient de la C-algèbre

B′ := C[X,Y, Z]/(Y 2 − ZX,Z2 − Y X2 − ZX, Y Z −X3 − Y X).

D’autre part, ces identités impliquent aisément que tout élément de B′ est une combi-
naison C[X]-linéaire de 1, Y et Z ; i.e. on a une surjection C[X]-linéaire

ϕ : C3 → B′ (Q1, Q2, Q3) 7→ Q1 + Y Q2 + ZQ3.

Or, notons π : B′ → B la projection ; (ii) nous dit que π ◦ ϕ : C3 → B est une bijection,
donc ϕ est aussi injective, et la définition de B′ nous donne une présentation de B. En
particulier, cela montre que la variété obtenue en recollant les points −1, 0, 1 de A1

C peut
être réalisée par un sous-ensemble algébrique de C3 : l’intersection d’une quadrique et de
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deux hypersurfaces cubiques dans C3.

Exercice 6.101 : On a un diagramme commutatif d’applications continues :

SpecB′
ϕ //

π′

��

SpecA′

π
��

SpecB
Spec (j) // SpecA

dont π et π′ sont surjections induisant les topologies de SpecA et SpecB ; de plus ϕ
identifie SpecB′ avec la partie ouverte SpecA′ \ {m′0}. Comme π et π′ pincent respec-
tivement les couples de points (m1,m2) et (m1B

′,m2B
′), on voit aisément que Spec(j)

est injective. En outre, soit U ⊂ SpecB une partie ouverte affine, et V son image dans
SpecA ; alors π′−1U est une partie ouverte affine de SpecB, et son image dans SpecA′

est π−1V (exercice 5.78), donc π−1V est une partie ouverte de SpecA′, et par suite V est
une partie ouverte de SpecA. Cela achève de montrer que Spec (j) identifie SpecB avec
la partie ouverte SpecA \ {m0}. Supposons maintenant par l’absurde, que B = S−1A
pour un partie S ⊂ A, et soit s ∈ S ; on peut supposer que s /∈ A×, et par suite le seul
idéal premier de A contenant s est m0 (proposition 3.31), et donc le seul idéal premier
de A′ = Q[T ] contenant s est m′0. Cela veut dire que s = qTn pour quelque q ∈ Q× et
un entier n > 0 ; mais on voit aisément que A ne contient aucun élément de cette forme,
contradiction.

Compte tenu de la proposition 3.77, pour vérifier que B est une A-algèbre plate il
suffit d’exhiber des éléments a1, a2 ∈ A avec D(a1) ∪ D(a2) = SpecA et tels que les
homomorphismes induits ji : A[a−1i ]→ B[a−1i ] pour i = 1, 2 soient plats. Pour cela, pre-
nons a1 := (T 2 − p)(T 3 − p) et a2 := a1 − p2. Comme m /∈ D(a1), on a A[a−11 ] = A′[a−11 ]
et B[a−11 ] = B′[a−11 ] (voir §6.4.1) ; mais B′[a−11 ] est une A′[a−11 ]-algèbre plate, donc j1
est plat. Ensuite, notons que a2 = T 2(T 3 − pT − p), donc A′[a−12 ] = B′[a−12 ] ; d’autre
part, comme A = B ∩ A′, on a A[a−12 ] = B[a−12 ] ∩ A′[a−12 ] = B[a−12 ], et donc j2 est un
isomorphisme.

Exercice 6.104 : Par hypothèse il existe n ∈ N, un idéal I ⊂ A[X1, . . . , Xn], et
un isomorphisme de A-algèbres B ∼→ A[X1, . . . , Xn]/I. Posons K := Frac(A). L’idéal
K ⊗A I ⊂ K[X1, . . . , Xn] est de type fini (théorème 6.65), donc il existe un sous-
idéal I0 ⊂ I de type fini de A[X1, . . . , Xn] avec K ⊗A I0 = K ⊗A I, et la A-algèbre
B0 := A[X1, . . . , Xn]/I0 est de présentation finie. Par le théorème de platitude générique,
il existe f ∈ A \ {0} tel que B0,f soit un Af -module libre ; d’autre part, par construction
on a une surjection de A-algèbres ϕ : B0 → B, et K ⊗A ϕ est un isomorphisme. Alors
ϕf : B0,f → Bf est surjective et son noyau est un A-sous-module de torsion de B0,f ;
mais Af est intègre et B0,f est un Af -module libre, en particulier il est sans torsion. Donc
Kerϕf = 0, i.e. ϕf est un isomorphisme, et Bf est ainsi une Af -algèbre de présentation
finie. De même, choisissons un isomorphisme de B-modules M ∼→ Bn/N pour quelque
n ∈ N et un B-sous-module N ⊂ Bn ; la K-algèbre BK := K ⊗A B est de type fini, en
particulier elle est noethérienne, donc il existe un B-sous-module N0 ⊂ N de type fini
tel que K ⊗A N0 = K ⊗A N , et on pose M0 := Bn/N0. Par le théorème de platitude
générique, il existe f ∈ A \ {0} tel que M0,f soit un Af -module libre, et en raisonnant
comme ci-dessus, on voit aisément que la surjection ψ :M0 →M induit un isomorphisme
ψf :M0,f

∼→Mf de Bf -modules, donc Mf est un Bf -module de présentation finie.

Exercice 6.107 : On est ramené aussitôt à l’assertion correspondante pour l’homomor-
phisme k(p) ⊗A f : k(p) → k(p) ⊗A B, donc on peut supposer du départ que A soit un
corps, et dans ce cas il faut montrer que f est quasi-fini au point q si et seulement si



444 å Vierge

Bq est une A-algèbre finie. La nécessité de la condition suit de la proposition 6.36. Réci-
proquement, si Bq est une A-algèbre finie, on voit comme dans le solution du problème
6.42 que q est un point fermé de SpecB. De plus, l’espace SpecBq est discret (corollaire
6.20(v)) ; mais ce dernier est l’ensemble des générisations de q dans SpecB, donc q est
l’unique point de SpecBq, et q n’admet aucune générisation stricte dans SpecB. D’autre
part, B est un anneau noethérien (théorème 6.65), donc SpecB est un espace noethérien,
et alors la partie fermée {q} est constructible dans SpecB (remarque 6.106(vi)). Au vu
du corollaire 4.67(ii), la partie {q} est ainsi ouverte dans SpecB, i.e. q est un point isolé.

Exercice 6.109, partie (i) : Soit G ⊂ F une partie totalement ordonnée non vide ;
on pose W :=

⋃
S∈G S et on munit W de la topologie induite par l’inclusion dans T .

Montrons d’abord que W est un espace topologique irréductible. Pour cela, soient par
l’absurde W0,W1 ⊂ W deux parties fermées telles que W0,W1 ̸= W et W = W0 ∪W1.
On a donc w0 ∈ W0 \W1 et w1 ∈ W1 \W0, et on trouve S0, S1 ∈ G tels que wi ∈ Si
pour i = 0, 1. Mais on a Si = (Si ∩W0)∪ (Si ∩W1), et comme Si est irréductible, il vient
Si ⊂Wi et Si ̸⊂W1−i pour i = 0, 1. Quitte à échanger les indices, on peut supposer que
S0 ⊂ S1, d’où S0 ⊂W1, contradiction.

Ensuite, montrons que l’adhérence W de W dans T est une partie fermée irréductible
de T . En effet, soient X,X ′ ⊂ T deux parties fermées telles que W = X ∪X ′ ; il vient
W = (W ∩X)∪ (W ∩X ′), et par ce qui précède, on peut alors supposer que W =W ∩X.
Par suite W =W ∩X ⊂W ∩X, i.e. W = X, d’où l’assertion.

Cela achève de montrer que W ∈ F ; par le lemme de Zorn, on déduit que F admet
des éléments maximaux, comme souhaité.

Partie (ii) : Soit P(Z) la propriété : “Z est une partie fermée de T qui n’a qu’un nombre
fini de composantes irréductibles”. Soit maintenant Z ̸= ∅ une partie fermée quelconque,
et on suppose que P(Z ′) est vraie pour toute partie fermée Z ′ de T strictement contenue
dans Z. Si Z est irréductible, trivialement P(Z) est vraie ; sinon, on a une décomposition
Z = Z ′ ∪Z ′′ pour deux parties fermées Z ′, Z ′′ de T strictement contenues dans Z. Mais
dans ce cas, on voit aisément que l’ensemble des composantes irréductibles de Z est
contenu dans la réunion des ensembles des composantes irréductibles de Z ′ et de Z ′′ ;
en particulier, P(Z ′) et P(Z ′′) entraînent P(Z). Par récurrence noethérienne (lemme
6.108), P(Z) est vraie pour toute partie fermée Z de T ; en particulier, P(T ) est vraie,
d’où l’assertion.

Partie (iii) : Les composantes irréductibles d’un espace spectral T sont les adhérences
des parties {t} pour t ∈ MaxT ; l’assertion donc découle aussitôt de (ii).

Partie (iv) : La condition est nécessaire, d’après la remarque 6.106(vi). Réciproque-
ment, si la condition est vérifiée, soit F l’ensemble des parties fermées non constructibles
de T , partiellement ordonnée par l’inclusion. Si (Zλ |λ ∈ Λ) est une partie totalement
ordonnée non vide de F , montrons que Z :=

⋂
λ∈Λ Zλ ∈ F : car sinon, T \ Z serait

une partie ouverte compacte de T , et comme T \ Z =
⋃
λ∈Λ T \ Zλ, on aurait alors

T \ Z = T \ Zλ pour quelque λ ∈ Λ, i.e. Zλ serait constructible, contradiction. Par
le lemme de Zorn, F admet alors un élément minimal Z0, s’il est non vide. Vérifions
qu’un tel Z0 est irréductible : car sinon, Z0 serait la réunion de deux parties fermées
Z ′0, Z

′′
0 ⊊ Z0 ; par minimalité de Z0, les parties Z ′0 et Z ′′0 seraient alors constructibles,

donc de même pour Z0, contradiction. Mais par hypothèse, toute partie fermée irréduc-
tible de T est constructible ; ainsi F doit être vide, donc T est noethérien.

Exercice 6.110, partie (i) : On a N (Am) = N (A)m (exercice 3.38), et par hypothèse
N (Am) = 0 pour tout m ∈ MaxA ; d’où N (A) = 0 (proposition 3.54).

Partie (ii) : On a SpecA =
⋃

p∈MinA V (p). Montrons que V (p)∩V (p′) = ∅ pour tout
couple d’idéaux premiers minimaux p ̸= p′. En effet, si q ∈ V (p) ∩ V (p′), l’anneau Aq
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aurait au moins deux idéaux premiers minimaux, à savoir pAq et p′Aq ; mais par hypo-
thèse Aq est intègre, donc son unique idéal premier minimal est l’idéal 0, contradiction.
Comme MinA est un ensemble fini, il s’ensuit que V (p) est une partie ouverte et fermée
de SpecA pour tout p ∈ MinA, et on a une décomposition : A ∼→

∏
p∈MinAB

(p) telle
que l’image de l’application induite SpecB(p) → SpecA est V (p) pour chaque p ∈ MinA
(voir l’exercice 3.66(iii)) ; en particulier, chaque B(p) a un unique idéal premier minimal,
dont l’image dans SpecA est p. Noter aussi que A est réduit, par (i) ; il s’ensuit aisément
que B(q) est réduit, et donc son unique idéal premier minimal est l’idéal 0. On conclut
que le noyau de la projection A→ B(p) est p, pour tout p ∈ MinA, d’où l’assertion.

Problème 6.117, partie (i) : Soit ϕ := Spec f ; noter que ϕ−1(p) ∩ D(b) = D(b(p))
pour tout p ∈ SpecA. D’autre part, D(b(p)) = ∅ si et seulement si b(p) est nilpotent
dans B ⊗A k(p) ; on conclut que Σb = ϕ(D(b)), et il suffit alors d’invoquer le théorème
de Chevalley 6.115 et son corollaire 6.116(ii).

Partie (ii) : Soit C un anneau tel que SpecC est un espace topologique réductible ;
alors il existe des idéaux I, I ′ ⊂ C avec SpecC = V (I) ∪ V (I ′) et V (I), V (I ′) stricte-
ment contenus dans SpecC. Cela veut dire que I ∩ I ′ ⊂ N (C), le nilradical de C, et
I, I ′ ̸⊂ N (C). Donc, il existe c ∈ I, c′ ∈ I ′ tels que c, c′ /∈ N (C) et cc′ ∈ N (C). Ré-
ciproquement, si c, c′ ∈ C vérifient ces deux conditions, alors SpecC = V (Cc) ∪ V (Cc′)
et V (Cc), V (Cc′) sont strictement contenus dans SpecC, donc ce dernier est réduc-
tible. Or, soit p ∈ SpecA ; il s’ensuit que la fibre ϕ−1(p) est réductible ⇔ il existe
b̄/s, b̄′/s′ ∈ B ⊗A k(p) = (B/pB)p non nilpotents, tels que b̄b̄′/(ss′) soit nilpotent ⇔ il
existe b, b′ ∈ B dont les classes b̄/1, b̄′/1 ∈ (B/pB)p ne sont pas des éléments nilpotents,
et tels que bb′/1 le soit. On conclut aisément que :

Σ′ =
⋃
b,b′∈B(Σb ∩ Σb′) \ Σbb′

et cette partie est alors ind-constructible, compte tenu de la partie (i).
Ensuite, d’après l’exercice 3.66(iii), si SpecC est disconnexe, il existe des anneaux

C ′, C ′′ ̸= 0 et un isomorphisme C ∼→ C ′ × C ′′ ; l’élément (1, 0) ∈ C ′ × C ′′ correspond
alors à un idempotent x ∈ C tel que x, 1−x ̸= 0. De l’autre côté, si c ∈ C est un élément
tel que c, 1−c /∈ N (C) et c·(1−c) ∈ N (C), on voit que SpecC = V (Cc)∪V (C(1−c)) et
V (Cc), V (C(1−c)) ̸= ∅, et évidemment V (Cc)∩V (C(1−c)) = ∅. Dans notre situation,
C est de la forme B ⊗A k(p) pour quelque p ∈ SpecA, donc c s’écrit sous la forme b/a
pour certains b ∈ B et a ∈ A \ p, et alors 1− c = (a− b)/a. En raisonnant comme dans
le cas précédent, on conclut que

Σ′′ =
⋃
a∈A

⋃
b∈B(Σb ∩ Σa−b) \ Σb(a−b).

Partie (iii) : D’après (ii), le complémentaire Ω′ (resp. Ω′′) de Σ′ (resp. Σ′′) dans
SpecA est une partie pro-constructible ; son adhérence Ω′ (resp. Ω′′) est alors l’ensemble
des spécialisations des points de Ω′ (resp. de Ω′′), par le corollaire 4.67(i). Par hypothèse,
p0 /∈ Ω′ (resp. p0 /∈ Ω′′), d’où p0 /∈ Ω′ (resp. p0 /∈ Ω′′) ; en particulier le complémentaire
de Ω′ (resp. de Ω′′) est la partie ouverte non vide souhaitée.

Partie (iv) : Il suffit de montrer que MaxA rencontre toute partie constructible non
vide T ⊂ SpecA, et on est aussitôt ramené au cas où T = U ∩Z pour une partie ouverte
U et une partie fermée Z de SpecA. On a alors U = D(a1) ∪ · · · ∪D(an) pour certains
a1, . . . , an ∈ A, et il suffit de montrer que MaxA rencontre D(ai) ∩ Z pour au moins
un indice i ≤ n. Mais l’inclusion D(a) = SpecA[a−1]→ SpecA envoie MaxA[a−1] dans
MaxA (corollaire 6.80), donc on peut remplacer A par la K-algèbre de type fini A[a−1],
et supposer que T ̸= ∅ soit une partie fermée de SpecA, i.e. T = SpecA/I pour un idéal
I ̸= A. On conclut avec le corollaire 1.35(i).
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Partie (v) : Noter que ∆ := Spec(A)\Σ1 = {p ∈ SpecA | (Spec f)−1(p) = ∅}. D’après
(i), (ii) et l’exercice 6.70(i), les parties Σ′ ∪ ∆, Σ′′ et Σ′′ ∪ ∆ sont ouvertes pour la to-
pologie constructible de SpecA, et par hypothèse on a MaxA ∩ (Σ′ ∪ ∆) = ∅ (resp.
MaxA ∩ Σ′′ = ∅, resp. MaxA ∩ (Σ′′ ∪ ∆)) ; au vu de (iv), il vient Σ′ ∪ ∆ = ∅ (resp.
Σ′′ = ∅, resp. Σ′′ ∪∆ = ∅), CQFD.

Problème 6.119, partie (i) : Disons que B = A[X1, . . . , Xk]/(P1, . . . , Pr) pour certains
P1, . . . , Pr ∈ A[X1, . . . , Xk], et que b soit la classe d’un polynôme Q ∈ A[X1, . . . , Xk].
Soit alors A0 ⊂ A le sous-anneau engendré par les coefficients de P1, . . . , Pr, Q, posons
B0 := A0[X1, . . . , Xk]/(P1, . . . , Pr), et soit f0 : A0 → B0 le morphisme structurel de l’A0-
algèbre B0. Soit aussi b0 ∈ B0 la classe de Q, et on considère la partie Ωb0 ⊂ SpecA0 des
idéaux premiers p0 tels que b0(p0) := b0 ⊗ 1 ̸= 0 dans B0 ⊗A0 k(p0). Or, si p ∈ SpecA,
soit p0 := A0 ∩ p ∈ SpecA0 ; on a un isomorphisme naturel de k(p)-algèbres :

B ⊗A k(p)
∼→ B0 ⊗A0

k(p)
∼→ (B0 ⊗A0

k(p0))⊗k(p0) k(p).

En particulier, les homomorphismes naturels i : A0 → A, B0 → B, k(p0) → k(p)
induisent un homomorphisme injectif d’anneaux B0 ⊗A0

k(p0) → B ⊗A k(p) qui envoie
b0(p0) sur b(p). Cela montre que Ωb = (Spec i)−1(Ωb0), et on est ainsi ramené à montrer
que Ωb0 est constructible dans SpecA0. On peut donc remplacer A et B par A0 et B0,
et supposer du départ que A soit noethérien. On applique le critère de la proposition
6.113 : soit p ∈ SpecA ; il faut montrer que si l’adhérence de V (p) ∩Ωb n’a pas intérieur
vide dans V (p), alors V (p) ∩ Ωb contient une partie ouverte non vide de V (p). Posons
A := A/p et B := A ⊗A B, et soient b̄ ∈ B l’image de b, et Ωb̄ ⊂ SpecA la partie des
idéaux premiers p tels que b̄ ⊗ 1 ̸= 0 dans B ⊗A k(p) ; évidemment l’inclusion naturelle
SpecA→ SpecA identifie V (p)∩Ωb avec Ωb̄. Quitte à remplacer A et B par A et B, on
peut ainsi supposer que A soit intègre, et on est ramené à montrer que si Ωb est une partie
dense de SpecA, alors Ωb contient une partie ouverte non vide de SpecA. Or, d’après
le théorème de platitude générique, il existe a ∈ A \ {0} tel que B[a−1] soit un A[a−1]-
module libre. Soit b′ ∈ B[a−1] l’image de b, et Ωb′ ⊂ SpecA[a−1] la partie des idéaux
premiers p ⊂ A[a−1] tels que b′⊗1 ̸= 0 dans B[a−1]⊗A[a−1] k(p) ; évidemment l’inclusion
naturelle SpecA[a−1] → SpecA identifie Ωb′ avec Ωb ∩ D(a). Quitte à remplacer A et
B par A[a−1] et B[a−1], on peut alors supposer que B soit un A-module libre. Dans ce
cas, on trouve aisément une décomposition B = L ⊕ L′ pour deux A-modules libres L
et L′, avec L de rang fini et Ab ⊂ L ; en invoquant à nouveau le théorème de platitude
générique, on trouve de plus a ∈ A tel que (L/Ab)⊗AA[a−1] soit un A[a−1]-module libre,
et donc de même pour (B/Ab)⊗AA[a−1] = ((L/Ab)⊗AA[a−1])⊕ (L′⊗AA[a−1]). Quitte
à remplacer A et B par A[a−1] et B[a−1], on peut donc supposer aussi que B/Ab soit un
A-module libre, et on déduit un isomorphisme de A-modules

B
∼→ Ab⊕ (B/Ab).

En particulier, pour tout p ∈ SpecA on a b ⊗ 1 = 0 dans B ⊗A k(p) si et seulement si
(Ab)⊗A k(p) = 0. Autrement dit, Ωb = SuppA(Ab) est une partie fermée dense de SpecA
(remarque 3.58(ii)), i.e. Ωb = SpecA, et cela achève la preuve.

En dernier lieu, supposons que f soit un homomorphisme plat, et pour tout p ∈ SpecA
on pose b⟨p⟩ := b ⊗ 1 ∈ B ⊗A A/p ; pour q ⊂ p deux idéaux premiers de A, on a les
homomorphismes d’anneaux naturels :

B ⊗A A/q→ B ⊗A A/p→ B ⊗A k(p) b⟨q⟩ 7→ b⟨p⟩ 7→ b(p).

En particulier, b(p) ̸= 0 ⇒ b⟨q⟩ ≠ 0. De plus, par la platitude de B, l’homomorphisme
naturel B⊗A A/q→ B⊗A k(q) est injectif, d’où : b⟨q⟩ ≠ 0 ⇒ b(q) ̸= 0. Cela montre que
p ∈ Ωb ⇒ q ∈ Ωb, i.e. la partie constructible Ωb contient toutes les générisations de ses
points, et elle est alors ouverte, d’après le corollaire 4.67(ii).
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Partie (iii) : Montrons que (a) ⇒ (b) ; pour cela, soient F le corps des fractions de
A, et K ⊂ E une extension algébrique de corps ; noter que l’inclusion A→ F induit une
injection E⊗K A→ E⊗K F . Donc il suffit de vérifier que E⊗K F est intègre, et on peut
ainsi supposer du départ que A soit un corps ; on peut aussi identifier K avec un sous-
corps de A via l’homomorphisme structurel K → A, et on fixe une clôture algébrique
A de A. Ensuite, E est la colimite du système filtrant (Eλ |λ ∈ Λ) de ses sous-corps
qui sont extensions finies de K ; donc, E ⊗K A est la colimite du système induit de K-
algèbres (Eλ ⊗K A |λ ∈ Λ) (exercice 3.14), et il suffit de montrer que chaque Eλ ⊗K A
est intègre. Ainsi, on peut supposer que E soit une extension finie de K, et comme E
est séparable sur K, on trouve α ∈ E tel que E = K[α] (problème 1.83(iii)) ; de plus,
on peut choisir un homomorphisme (injectif) de K-algèbres E → A (théorème 1.71(ii)),
et ainsi identifier E avec un sous-corps de A contenant K. Or, soit h : E ⊗K A → A
l’homomorphisme de K-algèbres tel que h(x ⊗ a) := xa pour tous x ∈ E et a ∈ A ;
l’image de h est l’extension finie A[α] de A, et il suffit de montrer que h est injectif. Mais
dimAE ⊗K A = d := dimK E, et f est A-linéaire ; on est alors ramené à vérifier que
d′ := dimAA[α] = d. Soit P ∈ A[X] le polynôme minimal de α sur A ; il est de degré
d′ et ses coefficients sont algébriques sur K, car ils sont des polynômes symétriques des
racines de P , et car α est algébrique sur K. Mais par hypothèse, K est algébriquement
fermé dans A, donc P ∈ K[X] est aussi le polynôme minimal de α sur K ; le degré de P
est alors d, comme souhaité.

Réciproquement, montrons que (b) ⇒ (a). Soit α ∈ A un élément entier sur l’image
du corps K, de sorte que A contient l’extension finie F := K[α] de K. Soit E la clôture
Galoisienne de F sur K dans une clôture algébrique de K ; l’inclusion F → A induit une
injection E ⊗K F → E ⊗K A, donc par hypothèse E ⊗K F est intègre. Compte tenu de
l’exercice 3.67, le stabilisateur de α dans le groupe de Galois G := Gal(E/K) est alors
G, i.e. α ∈ K, comme souhaité.

Partie (iv) : Soit K une clôture algébrique de K ; on doit vérifier que la K-algèbre
C ′ := K⊗K (A⊗K B) est intègre, ; mais par hypothèse, A′ := K⊗K A et B′ := K⊗K B
sont intègres, et on a un isomorphisme de K-algèbres C ′ ∼→ A′ ⊗K B′ (exercice 3.63(i)).
Ainsi, quitte à remplacer K,A et B par K,A′ et B′, on peut supposer que K soit
algébriquement clos, et il suffit de montrer que C := A⊗K B est intègre.

Or, soient (Aλ |λ ∈ Λ) et (Bλ′ |λ′ ∈ Λ′) les systèmes filtrants des K-sous-algèbres
de type fini de A et respectivement B ; évidemment chaque Aλ et Bλ′ est encore géo-
métriquement intègre, et d’après l’exercice 3.14, la K-algèbre C est la limite directe
du système filtrant (Aλ ⊗K Bλ′ | (λ, λ′) ∈ Λ × Λ′). Si Aλ ⊗K Bλ′ est intègre pour tout
(λ, λ′) ∈ Λ × Λ′, il s’ensuit aisément que C est intègre. On est ainsi ramené au cas où
A et B sont des K-algèbres de type fini ; en particulier, A et B sont noethériens, et
l’homomorphisme naturel f : A → C est de présentation finie (exercice 6.70(i.a)). Or,
soit m ∈ MaxA ; d’après le Nullstellensatz, l’homomorphisme induit K → k(m) est un
isomorphisme, ainsi k(m) ⊗K B

∼→ B est intègre, donc (Spec f)−1(m) est irréductible
pour tout m ∈ MaxA. D’après le problème 6.117(v), il s’ensuit que (Spec f)−1(p) est
irréductible pour tout p ∈ SpecA. Soit p0 = {0} le point générique unique de SpecA,
et q0 le point générique unique de (Spec f)−1(p0). On remarque que f est un homo-
morphisme plat d’anneaux, donc Spec f est générisante (théorème 3.84(ii)). Soit alors
q ∈ SpecC ; le point p := (Spec f)(q) est une spécialisation de p0, donc q admet une gé-
nérisation q′ ∈ (Spec f)−1(p0), et q′ est à son tour une spécialisation de q0. Cela montre
que tout point de SpecC est une spécialisation de q0, i.e. SpecC est irréductible, et
q0 est l’unique idéal premier minimal de C. Donc q0 est aussi le nilradical de C, et
pour conclure il suffit de montrer que C n’a aucun élément nilpotent non nul (théorème
1.50(ii)). Soit alors x ∈ C nilpotent ; avec la notation de (i), pour tout m ∈ MaxA l’élé-
ment x(m) ∈ C ⊗A k(m) est nilpotent, et puisque on vient de voir que C ⊗A k(m) est
intègre, il vient x(m) = 0 pour tout m ∈ MaxA. Autrement dit, Ωx ∩MaxA = ∅, et
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comme MaxA est une partie dense dans la topologie constructible de SpecA (problème
6.117(iv)), la partie constructible Ωx doit ainsi être vide. En particulier, x(p0) = 0 ; mais
l’homomorphisme naturel C → C ⊗A k(p0)

∼→ B ⊗K k(p0) est injectif, car B est une
K-algèbre plate et car l’homomorphisme naturel A→ k(p0) est l’inclusion de A dans son
corps des fractions. D’où, finalement x = 0, CQFD.

Partie (ii) : Soient E une clôture algébrique de E, et K la clôture algébrique de K
contenue dans E ; les exercices 3.61 et 3.63(ii) fournissent des isomorphismes naturels
E⊗E (E⊗K A)

∼→ E⊗K A
∼→ E⊗K (K ⊗K A) de E-algèbres, et par hypothèse K ⊗K A

est intègre. Donc E est K ⊗K A sont trivialement deux K-algèbres géométriquement
intègres, et l’assertion découle alors de (iv).

Partie (v) : En raisonnant comme dans (iv), on se ramène au cas où A et B sont des
K-algèbres réduites et de type fini ; alors S := MinA et T := MinB sont des ensembles
finis (exercice 6.109(iii)), et les homomorphismes naturels

A→
∏

p∈S A/p B →
∏

q∈T B/q

sont injectifs, donc de même pour l’homomorphisme induit

A⊗K B →
∏

(p,q)∈S×T A/p⊗K B/q.

On est ainsi ramené à montrer que tout facteur A/p ⊗K B/q est réduit, et cela nous
ramène au cas où A et B sont des K-algèbres intègres de type fini. Dans ce cas, si K est
algébriquement clos, l’assertion découle de (iv). Pour le cas général, soit K une clôture
algébrique de K ; il suffit de vérifier que K ⊗K (A⊗K B) = (K ⊗K A)⊗K (K ⊗K B) est
réduit, et compte tenu du cas précédent, on est ainsi ramené à montrer que K ⊗K A est
réduit, pour toute K-algèbre intègre A. Ensuite, en raisonnant comme dans la solution
de (iii), on se ramène à vérifier que K[α] ⊗K A est réduit pour tout α ∈ K, et puisque
l’inclusion A → E := Frac(A) induit une injection K[α] ⊗K A → K[α] ⊗K E, on peut
en outre supposer que A soit un corps. Dans cette situation, soit P ∈ K[X] le polynôme
minimal de α sur K, de sorte que K[α] ⊗K A = A[X]/(P ) ; comme K est parfait, on
a pgcd(P, P ′) = 1 (exercice 1.73), et en particulier, P est un produit P = P1 · · ·Pk de
polynômes unitaires irréductibles distincts de A[X]. Par le lemme chinois 1.60, il vient
A[X]/(P ) =

∏k
i=1A[X]/(Pi) et chaque facteur A[X]/(Pi) est une extension finie de A,

d’où l’assertion.

Problème 6.120, partie (i) : Posons p := f−1q, k := k(p), et soit i : B → B := k⊗A B
l’homomorphisme d’anneaux avec i(b) := 1 ⊗ b pour tout b ∈ B ; d’après l’exercice
6.109(iii), SpecB a un nombre fini de composantes irréductibles Z1, . . . , Zs, et on peut
supposer que Zq = Z1∩· · ·∩Zr et q /∈ Z ′q := Zr+1∪· · ·∪Zs pour quelque r ∈ {1, . . . , s} ;
ainsi Zq et Z ′q sont deux parties fermées de ϕ−1(ϕ(q)) = ϕ−1(p). En outre, la topologie
de SpecB est induite par Spec(i) : SpecB → SpecB, donc il existe b ∈ B \ q tel que :

q ∈ U := D(b) ∩ ϕ−1(p) = SpecB[b−1] ⊂ ϕ−1(p) \ Z ′q.

Munissons chaque Z1, . . . , Zr de sa structure de sous-schéma fermé réduit de SpecB, de
sorte que Zi = SpecB/ri avec un idéal premier ri ⊂ Bi, pour tout i = 1, . . . , r. On a alors
U∩Zi = Spec (B/ri)[b

−1], et compte tenu du problème 6.82(i) il vient dimU∩Zi = dimZi
pour tout i = 1, . . . , r ; d’autre part :

dimZq = max(dimZi | i = 1, . . . , r) et dimU = max(dimU ∩ Zi | i = 1, . . . , r)

donc finalement dimU = n. Soient f ′ : A → B[b−1] la composition de B avec la lo-
calisation B → B[b−1], de sorte que ϕ′ := Spec(f ′) : SpecB[b−1] → SpecA s’identifie
naturellement avec la restriction de ϕ à la partie ouverte D(b) ⊂ SpecB, et par suite
ϕ′−1(p) s’identifie naturellement avec U . Quitte à remplacer B par B[b−1], on peut alors
supposer que ϕ−1(p) = Zq et en particulier, dimϕ−1(p) = n.
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D’après le problème 6.12(ii) il existe d ∈ N et un homomorphisme injectif et fini
g : k[T1, . . . , Td] → B de k-algèbres ; par suite dim k[T1, . . . , Td] = dimB = n, i.e.
d = n (corollaire 6.20(iii) et problème 6.82(i)). Chaque g(Ti) est une fraction bi/s avec
bi ∈ B/pB et s ∈ (A/p) \ {0} ; quitte à remplacer B par B[s−1], on peut ainsi supposer
que g(Ti) ∈ B/pB pour i = 1, . . . , n. On trouve alors un homomorphisme de A-algèbres
g : A[T1, . . . , Tn] → B avec k ⊗A g = g. Par construction, g est quasi-fini au point q ;
d’après le corollaire 6.57(i), il existe alors h ∈ B \ q tel que la composition de g avec la
localisation B → Bh soit quasi-finie.

Partie (ii) : Soient q ∈ SpecB avec dimq(B/A) = n, et h ∈ B \ q comme dans (i), de
sorte que l’on a un homomorphisme quasi-fini A[T1, . . . , Tn]→ Bh de A-algèbres. Rappe-
lons que SpecBh s’identifie naturellement avec la partie ouverte D(h) ⊂ SpecB ; d’autre
part, en raisonnant comme dans la preuve de (i), on voit que dimq′(Bh/A) = dimq′(B/A)
pour tout q′ ∈ D(h). Quitte à remplacer B par Bh, on peut ainsi supposer que l’on a
un homomorphisme quasi-fini g : A[T1, . . . , Tn] → B de A-algèbres, et on montrera plus
précisément que dans ce cas Un = SpecB. Car, soient q′ ∈ SpecB, p′ := f−1q′, et
k′ := k(p′) ; il vient un homomorphisme quasi-fini k′ ⊗A g : k′[T1, . . . , Tn]→ k′ ⊗A B de
k-algèbres, d’où dimq′(B/A) ≤ dim k′ ⊗A B ≤ dim k′[T1, . . . , Tn] = n (problème 6.82(i)
et exercice 6.35).



7. Balance æ

LES premières deux sections de cette leçon nous fourniront un langage et des instru-
ments efficaces pour explorer la géographie des modules sur les anneaux noethé-

riens : d’abord on munira tout tel module M d’un ensemble d’idéaux premiers associés ;
on montrera que cet ensemble est fini si M est de type fini, et dans ce cas les éléments
minimaux de cet ensemble (sous l’ordre partiel déduit de l’inclusion d’idéaux) nous in-
diquent précisément le support de M , cette partie fermée du spectre de l’anneau sur
laquelle M étale son extension. A l’intérieur de ce territoire, les premiers associés non
minimaux signalent, d’autre part, des sortes de pics où trouvent leur demeure des sous-
modules de M de support plus borné. Cette esquisse est ensuite détaillée davantage avec
la décomposition primaire deM , qui fait l’objet de la deuxième section, et que l’on mettra
à contribution dès la troisième section, dediée aux anneaux de Dedekind, i.e. les anneaux
noethériens intègres et intégralement clos de dimension un : elle jouera un rôle crucial
pour montrer que tout idéal d’un tel anneau admet une factorisation unique comme pro-
duit de puissances d’idéaux premiers. En outre, on emploiera les premiers associés pour
énoncer et démontrer une importante caractérisation des anneaux noethériens intègres
et intégralement clos de dimension arbitraire (théorème 7.49), ainsi que pour établir les
résultats classiques de Matlis concernant la classification des modules injectifs sur les
anneaux noethériens : voir le problème 7.12.

En route on aura occasion, d’un côté, de développer les bases de la théorie des anneaux
artiniens, en particulier le théorème de Akizuki, qui identifie cette classe d’anneaux avec
celle des anneaux noethériens de dimension zéro ; de l’autre côté, on touchera briève-
ment aux anneaux de valuation discrète, les premiers exemples d’une classe plus générale
d’anneaux que l’on étudiera en détail dans la leçon suivante.

La quatrième section est un interlude algébro-géométrique : on y montre comment
normaliser un schéma intègre noethérien X de dimension un par une suite finie d’écla-
tements de points singuliers, pourvu que le morphisme de normalisation Xν → X soit
un revêtement (ramifié) fini. L’idée est d’abord expliquée pour le cas assez concret d’une
courbe cubique nodale, où l’éclatement en question s’interprète à l’aide du faisceau des
droites du plan passant par le nœud de la courbe ; le cas général fait l’objet du théorème
7.58, dont la preuve fait intervenir une bonne partie des outils que l’on a développé dans
notre cours jusqu’ici. La leçon s’achève avec une dernière section de saveur homologique,
consacrée à la construction de la suite des foncteurs dérivés (à droite ou à gauche) d’un
foncteur additif ; en particulier on introduit les bifoncteurs Ext•A pour les modules sur un
anneau A, ainsi que leurs alliés, les foncteurs TorA• , qui interviendront notamment dans
la leçon 12, pour la caractérisation homologique des anneaux locaux réguliers (théorème
de Serre).

7.1. Idéaux premiers associés à un module. Soient A un anneau, et M,N deux A-
modules ; noter que si SuppAM ⊂ SuppAN , on a SuppA(M⊕N) = SuppAN . Autrement
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dit, le support ne permet pas de distinguer entre les A-modules N et M⊕N ; cela suggère
qu’afin d’étudier plus en détail la structure d’un module, il faudrait plutôt considérer
l’ensemble des supports de ses sous-modules. On est ainsi amené à la définition suivante :

Définition 7.1. Soient A un anneau, M un A-module, et p ∈ SpecA.
(i) On dit que p est associé à M , s’il existe m ∈M tel que SuppA(m) = V (p).

(ii) L’assassin de M est l’ensemble AssA(M) := {p ∈ SpecA | p est associé à M}.

Remarque 7.2. (i) Soient p ∈ AssA(M) et m ∈ M avec SuppA(m) = V (p). Il vient
V (p) = V (AnnA(m)) (remarque 3.58(ii)), d’où p = rad(AnnA(m)) (corollaire 1.53).

(ii) Soient M un A-module, M ′ ⊂M un A-sous-module ; évidemment on a

AssA(M
′) ⊂ AssA(M).

(iii) Il est aussi évident que AssA(M) ⊂ SuppA(M) pour tout A-module M .

Exemple 7.3. Soient p1, . . . , pk ∈ SpecA tels que pi ⊈ pj pour tous i ̸= j, donc
V (pj) ⊈ V (pi) pour i ̸= j, et on pose M := A/(p1 ∩ · · · ∩ pk). Noter que SuppAM =
V (p1) ∪ · · · ∪ V (pk) (remarque 1.56(ii)) ; on va montrer que AssA(M) = {p1, . . . , pk}.

(i) Considérons d’abord le cas où

(∗) pi + pj = A ∀i ̸= j.

Par le lemme chinois, l’application canonique ϕ :M → A/p1⊕ · · · ⊕A/pk est un isomor-
phisme dans ce cas. Remarquons que (∗) équivaut à la condition :

V (pi) ∩ V (pj) = ∅ ∀i ̸= j

donc le support de M est la réunion disjointe V (p1) ⊔ · · · ⊔ V (pk). Plus généralement,
si M est un A-module de type fini tel que SuppM est la réunion d’un nombre fini de
parties fermées disjointes Z1, . . . , Zk, l’exercice 3.66 implique queM se décompose comme
somme directe de A-modules M1, . . . ,Mk tels que SuppAMi = Zi pour tout i = 1, . . . k
(les détails seront laissés en exercice au lecteur).

(ii) Dans le cas général, ϕ est injective, mais pas forcément surjective. Néanmoins,
en vertu du lemme 1.55, pour tout i = 1, . . . , k on peut trouver ai ∈ (

⋂
j ̸=i pj) \ pi.

Soit ai ∈ M la classe de ai ; on voit que ϕ(ai) = (b1, . . . , bk), avec bj = 0 pour tout
j ̸= i, et bi ̸= 0. Or, comme A/pi est un anneau intègre, AnnA(b) = pi pour tout
élément b ̸= 0 de A/pi, donc SuppA(ai) = SuppA(ϕ(ai)) = SuppA(bi) = V (pi). Par suite
AssA(A/pi) = {pi} pour i = 1, . . . , k, et {p1, . . . , pk} ⊂ AssA(M). L’inclusion opposée
suit de la remarque 7.2(ii) et du lemme général suivant :

Lemme 7.4. Soient M , N deux A-modules. On a

AssA(M ⊕N) = AssA(M) ∪AssA(N).

Démonstration. L’inclusion ⊃ découle aussitôt de la remarque 7.2(ii). Ensuite, soient
p ∈ SpecA et (m,n) ∈ M ⊕ N avec SuppA(m,n) = V (p) ; évidemment on a aussi
V (p) = SuppA(m)∪SuppA(n). Mais V (p) est irréductible (et les supports de m et n sont
des parties fermées de SpecA), donc on a soit V (p) = SuppA(m), soit V (p) = SuppA(n) ;
d’où : soit p ∈ AssA(M), soit p ∈ AssA(N). □

Remarque 7.5. L’exemple 7.3 illustre quelques points importants qui seront développés
ci-dessous :

(i) Premièrement, on peut remarquer que l’ensemble des premiers associés à l’A-
moduleM est fini, alors que le support deM sera en général infini ; néanmoins, le support
de M est complètement déterminé par AssA(M) : il n’est rien d’autre que l’adhérence
de ce dernier dans SpecA.

(ii) De plus, considérons deux idéaux premiers p ⊂ q et soient M := A/p, N :=
A/q. Evidemment M et M ⊕ N ont le même support V (p) ; d’autre part, le lemme
7.4 nous dit que AssAM = {p} et AssA(M ⊕ N) = {p, q}. Donc, du moins pour ces
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simples exemples, l’ensemble des premiers associés code le support d’un module M par
un invariant plus compacte, et en même temps revèle plus fidèlement la structure de M ,
puisque il détecte la presence d’un sous-module M ′ dont le support est “caché” car ses
composantes irréductibles sont strictement contenues dans celles du support de M (on
dit que le support de M ′ est immergé dans celui de M). On verra que ces observations
restent valables pour des modules de type fini arbitraires, du moins si A est noethérien.
Le point de départ est la proposition suivante, analogue à la remarque 3.58(iii) :

Proposition 7.6. Soient A un anneau noethérien, S ⊂ A une partie multiplicative, M
un A-module. On a :

AssS−1A(S
−1M) = AssA(M) ∩ SpecS−1A.

Démonstration. Soit p ∈ AssA(M)∩SpecS−1A, et on choisit m ∈M dont le support est
V (p) ; évidemment S−1(Am) = S−1A · (m/1) (où m/1 ∈ S−1M dénote l’image de m),
et la remarque 3.58(iii) nous dit que

(∗) SuppS−1A(m/1) = SuppA(m) ∩ SpecS−1A = V (S−1p)

donc S−1p ∈ AssS−1AS
−1M . Réciproquement, soientm/s ∈ S−1M dont le support est ir-

réductible, et p ∈ SpecA tel que SuppS−1A(m/s) = V (S−1p) ; puisque SuppS−1A(m/s) =
SuppS−1A(m/1), on peut supposer que s = 1. Avec (∗) on déduit p ∈ SuppA(m), et
puisque V (p) est l’adhérence de p dans SpecA, il vient :

V (p) ⊂ SuppA(m)

car SuppA(m) est fermé dans SpecA. Comme A est noethérien, p est engendré par un
système fini {x1, . . . , xk} ; d’après la remarque 7.2(i) il existe alors N ∈ N avec

xNi ·
m

1
= 0 dans S−1M ∀i = 1, . . . , k.

Donc, pour i = 1, . . . , k il existe ui ∈ S tel que uixNi m = 0 dans M . On pose u :=
u1 · · ·uk, d’où xNi · um = 0 dans M pour tout i = 1, . . . , k, et donc SuppA(um) =
V (AnnA(um)) ⊂ V (p). Mais SuppS−1A(um/1) = SuppS−1A(m/1), d’où V (p) ⊂ SuppA(um).
On conclut que SuppA(um) = V (p), et finalement p ∈ AssA(M). □

Corollaire 7.7. Soient A un anneau noethérien, et

0→M ′ →M →M ′′ → 0

une suite exacte courte de A-modules. On a :

AssAM
′ ⊂ AssAM ⊂ AssAM

′ ∪AssAM
′′.

Démonstration. La première inclusion a déjà été observée dans la remarque 7.2(ii). Soit
maintenant p ∈ AssAM , et on choisit m ∈ M dont le support est V (p) ; il faut montrer
que p ∈ AssAM

′ ∪ AssAM
′′. Pour cela, soit N := Am, N ′ := M ′ ∩N et N ′′ := N/N ′ ;

les applications naturelles N ′ → M ′ et N ′′ → M ′′ sont injectives, donc (encore par
la remarque 7.2(ii)) il suffit de montrer que p ∈ AssAN

′ ∪ AssAN
′′. Or, évidemment

SuppAN
′ ⊂ SuppAN = V (p) ; si n ∈ N ′, le support de n est une partie fermée de

V (p), donc il est soit V (p), soit une partie qui ne contient pas p. S’il existe n ∈ N ′ avec
SuppA(n) = V (p), la preuve est achevée ; sinon, il vient N ′p = 0, et donc la projection
Np → N ′′p est un isomorphisme. Dans ce cas, la proposition 7.6 implique que pAp ∈
AssAp

N ′′p = AssAN
′′ ∩ SpecAp, d’où le corollaire. □

Or, soit M un A-module de type fini ; d’après la remarque 3.58(ii), la partie Z :=
SuppA(M) est fermée dans SpecA, donc Z est un espace spectral, pour la topologie
induite par SpecA (exemple 4.58). En particulier, Max(Z) ̸= ∅ si Z ̸= ∅, et tout p ∈ Z
est spécialisation d’un point maximal de Z, i.e. d’un idéal premier minimal du support
de M (corollaire 4.72(i)). On a l’observation importante suivante :
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Corollaire 7.8. Soient A un anneau noethérien, M un A-module. Alors :
(i) AssAM ̸= ∅ si et seulement si M ̸= 0.
(ii) Pour tout p ∈ AssAM il existe m ∈M tel que p = AnnA(m).
(iii)

⋃
p∈AssA(M) p =

⋃
m∈M\{0}AnnA(m).

(iv)
⋂

p∈AssA(M) p =
⋂
m∈M rad(AnnA(m)).

(v) Si en outre M est de type fini, alors :
(a) Max(SuppAM) ⊂ AssAM ⊂ SuppAM
(b)

⋂
p∈AssA(M) p = rad(AnnAM).

Démonstration. (i) : On fixe m ∈M \ {0}, et on pose

Fm := {AnnA(am) | a ∈ A, am ̸= 0}.
On remarque que A /∈ Fm. Comme A est noethérien, Fm admet des éléments maximaux,
donc soit I ∈ Fm maximal. Disons que I = AnnA(cm) ; on sait que SuppA(cm) = V (I),
donc il suffit de montrer que I est un idéal premier. Or, soient a, b ∈ A tels que ab ∈ I
et a /∈ I ; cela veut dire que abcm = 0 mais acm ̸= 0, donc J := AnnA(acm) ∈ Fm,
b ∈ J , et évidemment I ⊂ J , d’où I = J , par la maximalité de I. Par suite b ∈ I, comme
souhaité.

(ii) : Soit x ∈M tel que SuppA(x) = V (p). Si x/1 ∈Mp est l’image de x, on sait que
SuppAp

(x/1) = {pAp} (par la remarque 3.58(iii)). Par le raisonnement précédent avec la
famille Fx/1 on déduit qu’il existe a/s ∈ Ap tel que pAp = AnnAp

(ax/s). Soit y1, . . . , yk
un système de générateurs de p ; pour tout i = 1, . . . , k il existe alors ui ∈ A \ p tel que
yiuiax = 0 dans M . On pose m := u1 · · ·ukax ; évidemment p ⊂ AnnA(m). D’autre part,
AnnAp

(m/1) = AnnAp
(x/1) = pAp, d’où AnnA(m) ⊂ p, et on conclut que AnnA(m) = p.

(iii) : On vient de voir que tout premier associé à M est l’annulateur d’un élément de
M ; d’autre part, la preuve de (i) ci-dessus montre que tout idéal de la forme AnnA(m)
(avec m ∈M) est contenu dans un premier associé à M , d’où l’assertion.

(v.a) : Soit p un idéal premier minimal du support de M . D’après la remarque 3.58(iii)
on a SuppAp

Mp = SpecAp ∩ SuppAM = {pAp}, d’où AssAp
Mp = {pAp}, en vertu de

(i). Avec la proposition 7.6, on déduit que p ∈ AssAM .
(iv) : On se ramène aisément au cas où M = Ax pour quelque x ∈ M . D’après la

remarque 3.58(ii), on a alors V (AnnA(x)) = SuppAM , d’où⋂
m∈M rad(AnnA(m)) = rad(AnnA(x)) =

⋂
p∈SuppA(M) p

(corollaire 1.53) ; mais on a déjà observé que pour tout p ∈ SuppA(M) il existe q ∈
Max(SuppAM) avec q ⊂ p ; compte tenu de (v.a), on déduit l’assertion.

(v.b) : Cela découle aussitôt de (iv). □

Exercice 7.9. Soient A un anneau noethérien et M,N deux A-modules.
(i) Montrer que si M est plat, AssA(M ⊗A N) ⊂ (SuppAM) ∩AssAN .

(ii) Montrer que si M est de type fini, AssAHomA(M,N) = (SuppAM) ∩AssAN .

Exercice 7.10. Soient f : A → B un homomorphisme d’anneaux noethériens, M un
B-module, N un A-module, et ϕ := Spec f : SpecB → SpecA. Montrer que :

AssAM[f ] = ϕ(AssBM).

Corollaire 7.11. (Dévissage d’un module de type fini) Soient A un anneau noethérien,
M ̸= 0 un A-module de type fini. Il existe une chaîne finie de sous-modules

0 =M0 ⊂M1 ⊂ · · · ⊂Mn =M

et pour tout i = 1, . . . n un idéal premier pi de A tel que Mi/Mi−1 ≃ A/pi.

Démonstration. On construit inductivement une telle suite de la façon suivante. On a
AssAM ̸= ∅ grâce au corollaire 7.8(i), donc soit p1 ∈ AssAM ; par le corollaire 7.8(ii),
il existe x ∈ M tel que Ax ≃ A/p1 et on pose M1 := Ax, M ′ := M/M1. Si M ′ = 0, la



454 æ Balance

chaîne 0 ⊂ M1 = M convient. Sinon, on a AssAM
′ ̸= ∅, et de la même façon on trouve

M ′1 ⊂ M ′ et p2 ∈ AssAM
′ tels que M ′1 ≃ A/p2 ; on prend pour M2 ⊂ M l’unique sous-

module qui contient M1 et tel que M2/M1 = M ′1. En procédant ainsi on construit pas
par pas une chaîne 0 ⊂ M1 ⊂ M2 ⊂ · · · qui doit être stationnaire, car A est noethérien
et M de type fini, d’où l’assertion. □

Problème 7.12. (Classification de Matlis [54] des modules injectifs sur les anneaux
noethériens) Soient A un anneau noethérien, M un A-module, S ⊂ A une partie.

(i) Montrer que si M est injectif, S−1M est un S−1A-module injectif.
(ii) Montrer que si ϕ : M → N est une extension essentielle de M , alors S−1ϕ :

S−1M → S−1N est une extension essentielle de S−1M .
(iii) En particulier, si (E, ϕ :M → E) est une enveloppe injective de M , alors le couple

(S−1E,S−1ϕ) est une enveloppe injective de S−1M (voir la définition 4.14(ii)).
(iv) Pour tout p ∈ SpecA, fixons une enveloppe injective ϕ(p) : A/p → EA(p) du

A-module A/p. Montrer que AssAEA(p) = {p}.
(v) Montrer que pour tout p ∈ SpecA le A-module EA(p) est indécomposable, i.e. il

n’est pas isomorphe à une somme directe de deux A-modules non nuls.
(vi) Réciproquement, montrer que tout A-module injectif indécomposable non nul est

isomorphe à EA(p) pour un unique p ∈ SpecA.
(vii) Montrer que pour tout p ∈ SpecA et tout a ∈ A \ p, la multiplication scalaire par
a sur EA(p) est un automorphisme, i.e. EA(p) est un Ap-module.
(viii) Soient q ⊂ p deux idéaux premiers de A, et j : A/q → Ap/qAp la localisation.
Montrer qu’il existe un isomorphisme Aq-linéaire

τ : EA(q)
∼→ EAp

(qAp) tel que τ ◦ ϕ(q) = ϕ(qAp) ◦ j.

(ix) Montrer que tout A-module injectif est isomorphe à une somme directe de A-
modules injectifs indécomposables.

(x) Si M est injectif, d’après (v),(vi) et (ix), il existe un système (Λp | p ∈ SpecA)
d’ensembles, et un isomorphisme A-linéaire

ω :
⊕

p∈Spec(A) I(p)
∼→M avec I(p) := EA(p)

(Λp) ∀p ∈ SpecA.

Avec cette notation, exhiber un isomorphisme k(p)-linéaire :

k(p)(Λp) ∼→ HomAp
(k(p),Mp) ∀p ∈ SpecA.

En particulier, la cardinalité de chaque Λp est indépendante de l’isomorphisme ω.
(xi) Montrer que pour tout p ∈ SpecA on a p ∈ AssAM si et seulement si Λp ̸= ∅.

7.2. Décomposition primaire. On veut maintenant généraliser l’exemple 7.3 à un
module arbitraire de type fini sur un anneau noethérien.

Définition 7.13. Soient A un anneau, M un A-module, N ⊂M un A-sous-module.
(i) Soit aussi p ⊂ A un idéal premier. On dit que N est p-primaire, si

AssA(M/N) = {p}.

(ii) N est primaire, s’il est q-primaire pour quelque q ∈ SpecA.
(iii) N est réductible, s’il existe des sous-modules N1, N2 ⊂M tels que

N = N1 ∩N2 et N ̸= N1, N2.

(iv) N est irréductible, s’il n’est pas réductible et si N ⊊M .

Exemple 7.14. (i) On a déjà observé dans l’exemple 7.3(ii) que tout idéal premier
p ⊂ A est trivialement un sous-module p-primaire de A.

(ii) Si m ∈ MaxA, tout idéal I deA avec rad(I) = m est m-primaire, car SuppA(A/I) =
{m}. Mais si le radical de I est un idéal premier p non maximal, le sous-module I de A
n’est pas forcément p-primaire (voir la remarque 7.21(i)).
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Proposition 7.15. Soient A un anneau noethérien, M un A-module, et N ⊂ M un
sous-module. On a :

(i) Si N est irréductible, alors il est primaire.
(ii) Si M est de type fini, N est intersection finie de sous-modules irréductibles.
(iii) N est primaire ⇔ N ⊊M et

⋂
x∈M/N rad(AnnAx) =

⋃
x∈M/N\{0}AnnA(x).

Démonstration. (i) : Soit N ⊊M irréductible, et supposons par l’absurde que {p1, p2} ⊂
AssA(M/N). Pour i = 1, 2 il existe alors mi ∈M/N tel que AnnA(Ami) = pi (corollaire
7.8(ii)), donc Ami ≃ A/pi. En particulier, pour tout x ∈ Ami \ {0} on a AnnA(x) =
pi ; comme p1 ̸= p2, il vient Am1 ∩ Am2 = 0. Soient m1,m2 ∈ M des représentants
pour les classes m1,m2 ; on déduit que (Am1 +N) ∩ (Am2 +N) = N , ce qui contredit
l’irréductibilité de N .

(ii) : Noter que l’intersection d’une famille vide de sous-modules de M est M ; donc
l’assertion est trivialement vérifiée pour N = M . Soit G l’ensemble des sous-modules
de M qui ne sont pas intersections finies de sous-modules irréductibles ; comme A est
noethérien et M de type fini, G admet des éléments maximaux, s’il n’est pas vide (pro-
position 6.64 et remarque 6.61(i,ii)). Soit N un élément maximal de G ; en particulier,
N n’est pas irréductible, donc disons N = N1 ∩ N2 pour deux sous-modules N1, N2 de
M qui contiennent strictement N . Par maximalité de N , on a N1, N2 /∈ G ; donc N1 et
N2 sont intersections finies de sous-modules irréductibles. Mais alors il en est de même
pour N , contradiction.

(iii) : Cela découle aussitôt du corollaire 7.8(iii,iv). □

Remarque 7.16. La décomposition fournie par la proposition 7.15(ii) est en général non
unique. Par exemple, si A est un corps,M est un A-espace vectoriel, et les A-sous-modules
irréductibles de M sont les hyperplans de M . Un A-sous-espace vectoriel de M admet
évidemment plusieurs représentations différentes comme intersection d’hyperplans. On
peut obtenir des résultats positifs sur l’unicité, si l’on remplace la décomposition en
termes de sous-modules irréductibles, par une en termes de sous-modules primaires, du
type contemplé dans la définition suivante :

Définition 7.17. Soient A un anneau, et M un A-module. Une décomposition primaire
de M est la donnée d’une partie finie S ⊂ SpecA et une famille N := (N(p) | p ∈ S) de
sous-modules de M tels que :

— N(p) est p-primaire pour tout p ∈ S.
—
⋂

p∈S N(p) = 0.
Le support et la longueur de N sont respectivement la partie S et la cardinalité de S.
On dit que N est non redondante, si l’on a

⋂
q∈S\{p}N(q) ̸= 0 pour tout p ∈ S.

Théorème 7.18. Soient A un anneau noethérien, M un A-module de type fini.
(i) M admet une décomposition primaire N .
(ii) Si N est non redondante, le support de N est AssAM .
(iii) En particulier, AssAM est une partie finie de SpecA.

Démonstration. (i) : SiM = 0, noter que l’intersection d’une famille vide de sous-modules
de M est M , donc le théorème est trivialement vérifié avec N = ∅. Soit alors M ̸= 0. Par
la proposition 7.15, il existe une décomposition 0 = P1 ∩ · · · ∩ Pn par des sous-modules
irréductibles P1, . . . , Pn de M , et chaque Pi est pi-primaire, pour quelque pi ∈ SpecA.
Soit S := {p1, . . . , pn} ; on pose

T(p) := {1 ≤ i ≤ n |Pi est p-primaire} N(p) :=
⋂
i∈T(p)

Pi ∀p ∈ S.

Il suffit de remarquer que N(p) est p-primaire pour tout p ∈ S : en effet,

M/N(p) ⊂
⊕

i∈T(p)
M/Pi

d’où AssA(M/N(p)) ⊂
⋃
i∈T(p)

AssA(M/Pi) = {p}.
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(ii) : Soit S le support de N ; comme M ⊂M ′ :=
⊕

p∈SM/N(p), on a

AssAM ⊂
⋃

p∈S AssAM/N(p) = S.

D’autre part, puisque N n’est pas redondante, pour tout p ∈ S on a

N ′(p) :=
⋂

q∈S\{p}N(q) ̸= 0

donc il existe xp ∈ N ′(p) \ N(p). L’image de xp dans M ′ est l’élément y := (yq | q ∈ S)
avec yq = 0 pour tout q ̸= p, et où yp ̸= 0 est la classe de xp dans M/N(p). Donc,
AssA(Axp) = AssA(Ay) = AssA(Ayp) ⊂ AssA(M/N(p)) = {p} ; mais AssA(Axp) ̸= ∅,
par le corollaire 7.8(i), d’où AssA(Axp) = {p}, et cela achève la preuve de (ii). L’assertion
(iii) découle aussitôt de (ii). □

Exercice 7.19. Soient A un anneau noethérien, M un A-module non nul de type fini,
et p1, . . . , pn ⊂ A les idéaux premiers associés à M . Montrer qu’il existe une chaîne finie
de sous-modules 0 = M0 ⊂ M1 ⊂ · · · ⊂ Mn = M telle que AssA(Mi/Mi−1) = {pi} pour
tout i = 1, . . . , n.

On déduit du théorème 7.18 que si A est noethérien, le support de toute décomposition
primaire d’un A-module de type fini M contient AssAM , et toutes les décompositions
primaires non redondantes de M ont la même longueur, qui est la cardinalité de AssAM .
La question de l’unicité de la décomposition est le sujet du corollaire suivant :

Corollaire 7.20. Soient A un anneau noethérien, M ̸= 0 un A-module de type fini,
N := (N(p) | p ∈ S) une décomposition primaire de M . Soit p un élément minimal de S,
et notons j(p) :M →Mp l’application de localisation. On a :

N(p) = Ker j(p).

En particulier, p ∈ AssAM , et la composante p-primaire N(p) est indépendante de la
décomposition primaire N .

Démonstration. Pour tout q ∈ S on a, en vertu de la proposition 7.6 :
AssAp

(Mp/N(q),p) = AssAp
(M/N(q))p = SpecAp ∩AssA(M/N(q))

= SpecAp ∩ {q}

=

{
{p} si p = q
∅ sinon

car p est minimal dans l’ensemble S. Au vu du corollaire 7.8(i), il vient N(q),p =Mp pour
tout q ∈ S \ {p} ; d’autre part, évidemment on a

0 =
⋂

q∈S N(q),p dans Mp

et par suite N(p),p = 0, d’où N(p) ⊂ Ker j(p). Il vient aussi p ∈ AssAM , car sinon la
décomposition primaire N serait redondante (par le théorème 7.18(ii)) et on pourrait
omettre sa composante N(p) ; mais

⋂
q∈S\{p}N(q),p =Mp ̸= 0, contradiction.

Il reste donc à montrer que Ker j(p) ⊂ N(p). Pour cela, soit x ∈ M \ N(p), et notons
x ∈ M/N(p) la classe de x ; comme x ̸= 0, on a AssA(Ax) = {p} ⊂ SuppA(Ax). En
particulier, la classe x/1 de x dans (M/N(p))p est non nulle, et a fortiori, l’élément
x/1 ∈Mp n’est pas nul non plus, i.e. x /∈ Ker j(p). □

Remarque 7.21. Soient A un anneau noethérien, et M un A-module.
(i) Si M est de type fini, les composantes d’une décomposition primaire non redon-

dante N de M qui correspondent aux idéaux premiers non minimaux de AssAM ne sont
pas indépendantes de N , en général. Par exemple, soient K un corps, A := K[X,Y ] et
prenons M := A/I, où I ⊂ A est l’idéal engendré par X2 et XY . On a les décompositions
primaires non redondantes de M suivantes :

0 = XM ∩Na avec Na := (aX + Y )M ∀a ∈ K.
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En effet, M/XM ≃ A/XA, donc XM est un sous-module XA-primaire de M , et
M/Na ≃ A/J , où J = X2A + (aX + Y )A est un idéal dont le radical est l’idéal maxi-
mal m := XA + Y A, et ainsi M/Na est m-primaire, d’après l’exemple 7.14(ii). On voit
aisément que Na ̸= Nb si a ̸= b (les détails sont confiés aux soins du lecteur), donc ces dé-
compositions sont toutes différentes. On appelle idéaux premiers isolés de M les éléments
minimaux de AssAM . Les éléments non isolés de AssAM sont appelés les idéaux premiers
immergés de M . On parle aussi de composantes isolées et composantes immergées d’une
décomposition : cf. la remarque 7.5(ii).

(ii) Prenons M = A. Dans ce cas, SuppAM = SpecA, et d’autre part on sait que
AssAM contient Max(SuppAM), i.e. les idéaux premiers minimaux de A (corollaire
7.8(v.a)). Mais d’après le théorème 7.18(iii), AssAM est un ensemble fini. On retrouve
ainsi la finitude du nombre d’idéaux premiers minimaux de A, qui avait été démontrée
par voie topologique dans l’exercice 6.109(iii).
(iii) De plus, le corollaire 7.8(iii) pourM = Amontre que la réunion des idéaux premiers

associés de A est l’ensemble des diviseurs de zéro de A, et si p ⊂ A est un idéal premier
minimal, tout élément de p est un diviseur de zéro.
(iv) En outre, si A est réduit, le théorème 7.18(ii) entraîne que AssA(A) = MinA, car

dans ce cas on a la décomposition primaire non redondante 0 =
⋂

p∈MinA p.

Exercice 7.22. Soient A un anneau, et S ⊂ A la partie des éléments réguliers de A. La
localisation S−1A s’appelle l’anneaux total des fractions de A. Montrer que si A ̸= 0 est
réduit et noethérien, alors S−1A est un produit fini de corps.

Théorème 7.23. Soient f : A → B un homomorphisme d’anneaux noethériens, M un
A-module, N un B-module tel que N[f ] soit un A-module plat, et ϕ := Spec f : SpecB →
SpecA. Alors on a :

(i) ϕ(AssB(N/pN)) = {p} pour tout p ∈ SpecA tel que N/pN ̸= 0.
(ii) AssB(N ⊗AM) =

⋃
p∈AssA(M) AssB(N/pN).

Démonstration. (i) : N/pN est un A/p-module plat, car N[f ] est un A-module plat ;
comme A/p est un anneau intègre, tout élément non nul de A/p est alors N/pN -régulier
(exercice 3.75(iii)), i.e. tout élément de A \ p est N/pN -régulier, et il vient aussitôt
AssA(N/pN) = {p} ; l’assertion découle alors de l’exercice 7.10.

(ii) : Soient p ∈ AssAM , et x ∈ M tel que AnnA(x) = p (corollaire 7.8(ii)) ; ainsi,
l’application A→M : a 7→ ax se factorise à travers une injection A-linéaire h : A/p→M ,
et comme N[f ] est un A-module plat, N ⊗A h : N/pN → N ⊗AM est une injection B-
linéaire, d’où AssB(N/pN) ⊂ AssB(N ⊗AM). Réciproquement, soit q ∈ AssB(N ⊗AM),
et prenons y ∈ N⊗AM tel que AssB(y) = q. Ecrivons y =

∑k
i=1 ni⊗mi avec n1, . . . , nk ∈

N et m1, . . . ,mk ∈M , et posons M ′ :=
∑k
i=1Ami ⊂M . Puisque N[f ] est un A-module

plat, l’inclusion i :M ′ →M induit une injection B-linéaire N⊗A i : N⊗AM ′ → N⊗AM ,
et y ∈ Im(N ⊗A i), d’où :

AssA(M
′) ⊂ AssA(M) et q ∈ AssB(N ⊗AM ′).

Il suffit alors de vérifier que AssB(N ⊗A M ′) ⊂
⋃

p∈AssA(M ′) AssB(N/pN). Quitte à
remplacer M par M ′, on peut ainsi supposer que M soit un A-module de type fini.

Affirmation 7.24. Si AssA(M) = {p}, alors AssB(N ⊗AM) ⊂ AssB(N/pN).
Preuve : Dans ce cas, on a V (AnnAM) = SuppAM = V (p) (corollaire 7.8(v.a) et
remarque 3.58(ii)) ; ainsi prM = 0 pour quelque r ∈ N (remarque 1.56(i)), et par
suite, pr(N ⊗A M) = 0. Pour tout q ∈ AssB(N ⊗A M), il vient alors pB ⊂ q, i.e.
p ⊂ f−1q ; d’autre part, tout élément de A \ p est M -régulier, donc N ⊗A M -régulier
(en vertu de la platitude de N[f ]), d’où finalement p = f−1q, i.e. AssB(N ⊗A M) ⊂
ϕ−1(p). Ensuite, d’après le corollaire 7.11, il existe une chaîne finie de sous-modules
0 = M0 ⊂ M1 ⊂ · · · ⊂ Mn = M , et pour tout i = 1, . . . , s un idéal premier pi ⊂ A
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tel que Mi/Mi−1 ≃ A/pi ; par platitude de N[f ], il vient une chaîne de B-sous-modules
0 = P0 ⊂ P1 := N ⊗AM1 ⊂ · · · ⊂ Pn := N ⊗AM telle que

Pi/Pi−1 ≃ N ⊗A (A/pi) ≃ N/piN ∀i = 1, . . . , n.

Avec le corollaire 7.7, on déduit aisément que AssB(N ⊗A M) ⊂
⋃n
i=1 AssB(N/piN).

Mais d’après (i), on a AssB(N/piN) ∩ ϕ−1(p) = ∅ si pi ̸= p, d’où l’assertion. ♢

Soit alors (M(p) | p ∈ AssAM) une décomposition primaire non redondante de M
(théorème 7.18(i,ii)), et posons Q(p) := M/M(p) pour tout p ∈ AssAM ; il vient une
injection A-linéaire M →

⊕
p∈AssA(M)Q(p), d’ou, en vertu de la platitude de N[f ] :

AssB(N ⊗AM) ⊂
⋃

p∈AssA(M) AssB(N ⊗A Q(p))

(lemme 7.4). On est alors ramené à montrer que AssB(N ⊗A Q(p)) ⊂ AssB(N/pN) pour
tout p ∈ AssAM ; mais comme AssA(Q(p)) = {p} pour tout tel p, il suffit d’invoquer
l’observation 7.24 pour conclure. □

Exercice 7.25. (i) Soient A un anneau noethérien, A[T ] la A-algèbre des polynômes
d’une indéterminée T ; pour tout p ∈ SpecA et tout A-module N posons p[T ] := pA[T ]
et N [T ] := A[T ]⊗AN . Soient M un A-module de type fini, 0 = N1 ∩ · · · ∩ Nk une
décomposition primaire non redondante de M , et disons que Ni est pi-primaire, pour
tout i = 1, . . . , n. Montrer que Ni[T ] est pi[T ]-primaire pour i = 1, . . . , n, et 0 = N1[T ]∩
· · · ∩Nk[T ] est une décomposition primaire non redondante de M [T ]. En particulier, on
a :

AssA[T ](M [T ]) = {p[T ] | p ∈ AssAM}.

(ii) Soient A un anneau, M un A-module, n ∈ N ; posons A[T•] := A[T1, . . . , Tn] et
M [T•] := A[T•] ⊗A M , et soit f ∈ A[T•] tel que l’idéal engendré par les coefficients du
polynôme f contient 1. Montrer que f est M [T•]-régulier.

L’existence d’une décomposition primaire avait été démontrée originairement par Emmy
Noether pour les idéaux d’un anneau noethérien, et avait été conçue par elle comme une
généralisation de la factorisation des idéaux dans les anneaux de Dedekind, en produit
de puissances d’idéaux maximaux (cette dernière représentation généralisait, à son tour,
le théorème élémentaire sur la décomposition des nombres entiers comme produit de
puissances de nombres premiers). La présentation suivie dans cette section est mon in-
terprétation de l’évolution postérieure de ces concepts, à l’issue de laquelle la notion
d’idéal premier associé -- généralisée aux modules arbitraires -- s’est révélée plus fonda-
mentale que la décomposition primaire elle même. Dans la section suivante, en inversant
l’ordre chronologique, on déduira la factorisation des idéaux d’un anneau de Dedekind à
partir de la décomposition primaire expliquée ci-dessus. Une preuve directe de cette fac-
torisation qui n’a pas recours à la décomposition primaire se trouve dans le livre [49]. On
conclut avec une exposition, sous forme d’exercice, du point de vue de Emmy Noether :

Exercice 7.26. (Décomposition primaire à la Emmy Noether.) Soient A un anneau
noethérien, et I ⊂ A un idéal tel que 1 /∈ I. Montrer les assertions suivantes :

(i) Si I est un idéal primaire, rad(I) est un idéal premier.
(ii) I est primaire ⇔ pour tous a, b ∈ A tels que ab ∈ I et a /∈ I, on a b ∈ rad(I).

(iii) Il existe une suite finie I1, . . . , Ik d’idéaux primaires de A avec

(∗) I = I1 ∩ · · · ∩ Ik.

De plus, si cette suite est non redondante, l’ensemble S := {rad(Ij) | j = 1, . . . , k} contient
précisément k idéaux premiers et il est indépendant de la décomposition (∗), et de même
pour les idéaux Ij tels que rad(Ij) est un élément minimal de S.
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7.3. Anneaux noethériens de dimension zéro et un. On souhaite maintenant appli-
quer les résultats de la section précédente à l’étude des anneaux noethériens de dimension
≤ 1. On démarre avec :

Définition 7.27. (i) Soient A un anneau et M un A-module. On dit que M est artinien
si toute chaîne descendante M0 ⊃M1 ⊃ · · · de sous-modules de M est stationnaire, i.e.
il existe k ∈ N tel que Mn =Mk pour tout n ≥ k.

(ii) On dit que A est un anneau artinien, si le A-module A est artinien.

Exercice 7.28. (i) Soient A un anneau, M un A-module, et M0 := 0 ⊂M1 · · · ⊂Mk :=
M une chaîne finie de sous-modules de M . Montrer que M est artinien (resp. noethérien)
⇔ Mi+1/Mi est artinien (resp. noethérien) pour i = 0, . . . , k − 1.

(ii) Montrer que si A est artinien, tout A-module de type fini est artinien.

Théorème 7.29. (Akizuki) Un anneau A ̸= 0 est artinien si et seulement s’il est noe-
thérien de dimension zéro.

Démonstration. Soit A ̸= 0 noethérien de dimension zéro ; comme tout idéal premier de A
est à la fois maximal et minimal, l’exercice 6.109(iii) nous dit que SpecA est un ensemble
fini. Disons que SpecA = MaxA = {m1, . . . ,ms}. Le nilradical N := m1 ∩ · · · ∩ ms est
un idéal de type fini, car A est noethérien. Soit x1, . . . , xn un système fini de générateurs
de N ; par le théorème 1.50(ii) il existe r ∈ N tel que xri = 0 pour i = 1, . . . , n. Par suite
N t = 0 pour tout t ≥ max(1, rn), donc :

(m1 · · ·ms)t = 0

et on est ramené à montrer :

Affirmation 7.30. SoitR un anneau tel que m1·m2 · · ·mt = 0 pour des idéaux m1, . . . ,mt ∈
MaxR pas forcément distincts. Alors R est artinien si et seulement s’il est noethérien.
Preuve : Supposons que R soit artinien (resp. noethérien), et posons Jt−i := m1 · · ·mi
pour tout i = 1, . . . , t ; on a mt−i · (Ji+1/Ji) = 0, i.e. Ji+1/Ji est un k(mt−i)-espace
vectoriel pour tout i = 0, . . . , t − 1, et il est un R-module artinien (resp. noethérien)
d’après l’exercice 7.28(i). Par suite :

(∗) dimk(mt−i) Ji+1/Ji < +∞ ∀i = 0, . . . , t− 1.

Cela entraîne aisément que tout sous-quotient Ji+1/Ji est un R-module noethérien (resp.
artinien), donc de même pour R, encore en vertu de l’exercice 7.28(i). ♢

Réciproquement, soient A ̸= 0 artinien, et p ∈ SpecA. Evidemment B := A/p est
encore artinien. Soit x ∈ B \ {0}. Il existe alors n ≥ 0 tel que Bxn = Bxn+1, i.e.
xn+1 = yxn pour quelque y ∈ B, et comme B est intègre, on obtient yx = 1 ; donc B
est un corps, et p est maximal. Cela montre que dimA = 0. Soit ensuite F la famille
des intersections finies d’idéaux maximaux de A ; comme A est artinien, F admet un
élément minimal I ; disons I = m1 ∩ · · · ∩mn pour une suite finie m1, . . . ,mn ∈ MaxA. Il
vient I = I ∩m, i.e. I ⊂ m pour tout m ∈ MaxA, et donc il existe j ∈ {1, . . . , n} tel que
mj ⊂ m (lemme 1.55) ; mais alors m = mj . Cela montre que MaxA = {m1, . . . ,mn} est
un ensemble fini, et N := m1 ∩ · · · ∩ mn est le nilradical de A. Comme A est artinien,
il existe k ∈ N tel que N k = N k+1. On va montrer que N k = 0 ; il viendra alors
(m1 · · ·mn)k = 0, et pour conclure, il suffira d’invoquer l’observation 7.30. On raisonne
par l’absurde : si N k ̸= 0, la famille F des idéaux I ⊂ A tels que I ·N k ̸= 0 est non
vide, et donc elle admet un élément minimal J . Il existe alors x ∈ J avec xN ̸= 0,
et par minimalité de J il vient J = Ax. De plus, xN · N k = xN k+1 = xN k, donc
xN ∈ F , d’où xN = Ax, toujours par minimalité de Ax. Soit alors y ∈ N tel que
x = xy ; il vient x = xyr pour tout r ∈ N, d’où x = 0, car y est nilpotent. Mais xN ̸= 0,
contradiction. □
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Théorème 7.31. Tout anneau artinien est produit d’un nombre fini d’anneaux locaux
artiniens.

Démonstration. La preuve du théorème 7.29 montre que SpecA est un espace topologique
discret et fini. Le théorème suit alors aussitôt de l’exercice 3.66(iii). □

Proposition 7.32. Soit (A,m) un anneau local noethérien. Alors, l’une des conditions
suivantes est vérifiée :

— soit, mi ̸= mi+1 pour tout i ∈ N
— soit, il existe i ∈ N tel que mi = 0.

Le deuxième cas se vérifie si et seulement si dimA = 0.

Démonstration. Si mi = mi+1, le lemme de Nakayama implique que mi = 0. Or, si mi = 0,
et si p ∈ SpecA, on obtient mi ⊂ p, d’où m ⊂ p, i.e. p = m, ce qui montre que A est de
dimension zéro. Réciproquement, si dimA = 0, l’anneau A est artinien, par le théorème
7.29, donc la première condition ne peut pas se vérifier. □

Proposition 7.33. Soit (A,m) un anneau local artinien. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(a) A est principal.
(b) m est un idéal principal.
(c) dimk(m) m/m

2 ≤ 1.
(d) Tout idéal de A est une puissance de m.

Démonstration. Evidemment (a)⇒ (b)⇒ (c).
(c) ⇒ (d) : Si d := dimk(m) m/m

2 = 0, on a m = m2, d’où m = 0, par le lemme de
Nakayama. Dans ce cas, A est un corps, et (d) est trivialement vérifiée.

Si d = 1, soit x ∈ m \m2 ; on déduit que m = Ax+m2, d’où m = Ax, par le corollaire
3.50. D’autre part, par la proposition 7.32 il existe n ∈ N tel que mn = 0. Or, soit I ̸= 0
un idéal de A ; il existe alors k ∈ N tel que I ⊂ mk mais I ⊈ mk+1. Donc, il existe y ∈ I
et a ∈ A tels que y = axk, et y /∈ Axk+1 ; cela implique que a /∈ m, donc a est inversible.
D’où, mk ⊂ I, et donc I = mk.

(d)⇒ (a) : Si m = m2, on a déjà remarque que A est un corps, donc (a) est trivialement
vérifiée. Sinon, soit x ∈ m\m2 ; par hypothèse, il existe k ∈ N tel que Ax = mk, et comme
Ax ⊈ m2, on voit que k = 1, donc m est principal, et l’hypothèse (d) implique alors que
tout idéal de A est principal. □

7.3.1. Anneaux noethériens de dimension un. Dans le paragraphe précédent on a étudié
la structure des anneaux noethériens de dimension zéro. Cette classe d’anneaux est im-
portante, car d’un côté est la première en ordre de complexité croissante, et de l’autre
côté, on peut parfois réduire des questions concernant les anneaux noethériens généraux
au cas des anneaux artiniens. Toujours en ordre de complexité croissante, on trouve en
deuxième position les anneaux noethériens de dimension un. D’un point de vue géomé-
trique, leur intérêt dérive du fait qu’ils sont les anneaux que l’on rencontre dans l’étude
des courbes algébriques ; d’autre part, les anneaux d’entiers des extensions finies de Q
appartiennent aussi à cette classe, qui est donc fondamentale pour le développement
de la théorie algébriques des nombres. Dans ce paragraphe on démontrera les résultats
classiques -- dus essentiellement à Dedekind -- sur la décomposition des idéaux dans
les anneaux noethériens de dimension un. L’outil de base pour notre méthode est la
décomposition primaire de la section 7.2. On démarre avec :

Proposition 7.34. Si A est un anneau noethérien intègre de dimension un, tout idéal
I ̸= 0 de A s’écrit de façon unique comme produit d’idéaux primaires, dont les radicaux
sont tous distincts. (Si I = A, il s’agit du produit d’une famille vide d’idéaux, qui est A.)
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Démonstration. On peut supposer que I ̸= A, de sorte que M := A/I ̸= 0 admet une
décomposition primaire non redondante :

0 = N1 ∩ · · · ∩Nk pour certains sous-modules primaires N1, . . . , Nk ⊂M.

Donc AssAM/Ni = {pi} pour tout i = 1, . . . , n, et pi ̸= pj pour tout i ̸= j. Evidemment,
pour tout i = 1, . . . , n il existe un idéal Ji ⊂ A contenant I, tel que Ni = Ji/I, d’où
M/Ni = A/Ji, et compte tenu de la remarque 7.2(i), on voit que pi = rad(Ji). De plus,
comme A est intègre, 0 est l’unique idéal premier minimal de A, et pi ̸= 0 pour tout
i = 1, . . . , n, car I ̸= 0. Donc, tout pi est maximal (car dimA = 1), et en particulier,
pi + pj = A pour i ̸= j, d’où Ji + Jj = A pour i ̸= j. Par le lemme chinois (lemme 1.60),
il s’ensuit que I =

⋂k
i=1 Ji =

∏k
i=1 Ji.

Pour l’unicité : soit I = I1 · · · Ir une telle factorisation. Le raisonnement ci-dessus
montre que Ii + Ij = A pour tous i ̸= j, donc I = I1 ∩ · · · ∩ Ir, encore par le lemme
chinois, et 0 = (Ii/I) ∩ · · · ∩ (Ir/I) est une décomposition primaire de M . Mais comme
I ̸= 0, les radicaux pi des Ii sont tous maximaux, et donc sont en même temps tous
minimaux dans l’ensemble S := {p1, . . . , pr} ; par le corollaire 7.20, il vient S = AssAM ,
et les Ii sont uniquement déterminés. □

Remarque 7.35. Avec les hypothèses de la proposition 7.34, soit I = J1 · · · Jk l’unique
factorisation de I comme produit d’idéaux primaires. Pour i = 1, . . . k, soit pi := rad(Ji),
et notons ji : A→ Api et j′i : A/I → (A/I)pi les localisations. Le corollaire 7.20 nous dit
plus précisément que Ji/I = Ker j′i, i.e.

Ji = j−1i (Ipi) ∀i = 1, . . . , k.

On est donc amené à étudier la structure des idéaux primaires des localisations Api .

Proposition 7.36. Soit (A,m) un anneau local et noethérien avec dimA > 0. Les condi-
tions suivantes sont équivalentes :

(a) A est intègre, intégralement clos, et dimA = 1.
(b) L’idéal maximal m de A est principal.
(c) dimk(m) m/m

2 = 1.
(d) Tout idéal I ̸= 0 de A est une puissance de m.

Démonstration. Remarquons d’abord :

Affirmation 7.37. Soient A comme dans la proposition, et I ̸= 0 un idéal de A. Si A est
intègre et si dimA = 1, il existe n ∈ N tel que mn ⊂ I.
Preuve : En effet, dans ce cas on a SpecA = {0,m}. Or, si I = A, l’assertion est triviale ;
sinon, on a rad(I) = m (corollaire 1.53). Soit x1, . . . , xk un système fini de générateurs
pour m ; on trouve N ∈ N tel que xNi ∈ I pour tout i = 1, . . . , k, et on déduit aisément
que m(N−1)k+1 ⊂ I. ♢

(a)⇒(b) : Soit a ∈ m \ {0} ; d’après l’observation 7.37 il existe n > 0 tel que mn ⊂ Aa
et mn−1 ⊈ Aa. Soient b ∈ mn−1 \ Aa et x := ab−1 ∈ Frac(A). L’ensemble x−1m :=
{x−1y | y ∈ m} est un A-sous-module de A, car bm ⊂ mn ⊂ Aa ; i.e. x−1m est un
idéal de A. Si x−1m ⊂ m, l’idéal m serait un A[x−1]-module fidèle de type fini (car
A est noethérien et intègre), donc x−1 serait entier sur A (proposition 6.3). Mais par
construction, x−1 /∈ A, et A est intégralement clos, contradiction. Par suite x−1m = A,
i.e. m = Ax (et x ∈ m).

(b)⇔(c) : La condition (b) implique que dimk(m) m/m
2 ≤ 1. D’autre part, on a m ̸= m2,

par la proposition 7.32, d’où (c). Réciproquement, on déduit (b) à partir de (c) avec la
proposition 3.51.

(b)⇒(a),(d) : Soit p ̸= m un idéal premier de A, et disons que m = Ax pour quelque
x ∈ A ; comme p ⊂ m, il existe une suite finie a1, . . . , ak d’éléments de A telle que
a1x, . . . , akx est un système de générateurs de p. Mais x /∈ p, donc a1, . . . , ak ∈ p, et il
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vient mp = p, d’où p = 0, par le lemme de Nakayama. Cela montre que A est intègre
et dimA = 1. Soit I ̸= 0 un idéal de A ; par l’observation 7.37, il existe alors n ∈ N
tel que mn ⊂ I. Or, A/mn+1 est de dimension zéro, d’idéal maximal m := m/mn+1, et
(b) implique que dimk(m) m/m

2 = 1. Par la proposition 7.33, il vient I/mn+1 = mk pour
quelque k ≤ n, d’où I = mk. En dernier lieu, soient a, b ∈ A \ {0} tels que a−1b est entier
sur A ; il faut montrer que a−1b ∈ A. Par ce qui précède, Aa = Axj , Ab = Axi pour
certains i, j ∈ N ; d’autre part, Axk ̸= Axk+1 pour tout k ∈ N, par la proposition 7.32.
Par suite a = uxj , b = vxi pour certains u, v ∈ A \m, i.e. u et v sont inversibles dans A.
D’où, a−1b = wxi−j avec w ∈ A×. Si i − j ≥ 0, on a xi−j ∈ A, d’où a−1b ∈ A, comme
souhaité. Sinon, xi−j est entier sur A, donc de même pour x−1, et on a

x−n + a1x
−n+1 + · · ·+ an = 0 pour certains a1, . . . , an ∈ A.

D’où, 1 = −x · (a1 + · · ·+ anx
n−1), i.e. x est inversible dans A, contradiction.

(d)⇒(b) : On a déjà remarqué que m ̸= m2, donc soit x ∈ m \ m2 ; par hypothèse, il
existe r ∈ N tel que Ax = mr, et comme Ax ⊈ m2, on doit avoir r = 1. □

Définition 7.38. Un anneau local noethérien de dimension 1 satisfaisant les conditions
équivalentes de la proposition 7.36 est dit un anneau de valuation discrète.

Remarque 7.39. Cette terminologie s’explique par l’observation suivante. A tout anneau
de valuation discrète A, on peut associer un homomorphisme de groupes

v : Frac(A)× → Z

appelé la valuation de A. Pour cela, soient a, b ∈ A \ {0}, et notons m l’idéal maximal de
A ; on sait que Aa = mj , Ab = mi pour certains i, j ∈ N, et on pose v(a−1b) := i− j. On
vérifie aisément que v(a−1b) dépend seulement de x := a−1b (et il ne dépend pas du choix
de a et b tels que x = a−1b) ; il s’ensuit immédiatement que v est un homomorphisme du
groupe (multiplicatif) Frac(A)× dans le groupe (additif) Z. On peut prolonger v en une
application que l’on appellera encore

v : K := Frac(A)→ Z ∪ {+∞}

si l’on pose v(0) := +∞. (on prolonge aussi l’addition de Z par : n+∞ = +∞+n = +∞
pour tout n ∈ Z ∪ {+∞}). Avec cette convention, on vérifie aisément que

(∗)
v(x+ y) ≥ min(v(x), v(y))

v(x · y) = v(x) + v(y)
∀x, y ∈ K.

Exercice 7.40. Réciproquement, soient K un corps, v : K → Z∪{+∞} une application
surjective qui satisfait les conditions (∗) ci-dessus : une telle application est dite une
valuation de K à valeurs entières.

(i) Montrer que K+ := {x ∈ K | v(x) ≥ 0} est un sous-anneau de K.
(ii) Montrer que K+ est un anneau de valuation discrète, de valuation v.

Donc, les anneaux de valuation discrète sont précisément les anneaux obtenus à partir
d’une valuation à valeurs entières sur un corps.

Exemple 7.41. (i) Soit p ∈ Z un nombre premier fixé. On considère l’application

vp : Q× → Z telle que vp(p
na/b) := n ∀n, a, b ∈ Z avec (a, p) = (b, p) = 1.

On voit aisément (exercice !) que vp est une valuation, appelée la valuation p-adique de
Q. L’anneau de valuation correspondant est la localisation Zp pour p := pZ.

(ii) Soit K un corps, et a ∈ K un élément fixé. On considère l’application

va : K(T )× → Z telle que va((T − a)nP (T )/Q(T )) := n

pour tout n ∈ Z et tout P,Q ∈ K[T ] avec P (a), Q(a) ̸= 0. Donc, pour toute fonction
rationelle R ∈ K(T ), l’entier va(R) est l’ordre de multiplicité du zéro de R en a. On voit
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aisément que va est une valuation du corps K(T ). L’anneau de valuation correspondant
est la localisation K[T ]m, où m est l’idéal maximal (T − a) ·K[T ].

(iii) L’application P (T ) 7→ −degT P (T ) sur K[T ] se prolonge en une valuation

v∞ : K(T )× → Z telle que v∞(P/Q) := degT Q− degT P ∀P,Q ∈ K[T ] \ {0}.

On peut interpréter v∞(P/Q) comme l’ordre de multiplicité du zéro de P/Q au point “à
l’infini” de la droite projective P1K .

Problème 7.42. (i) Soient (V,m) un anneau de valuation discrète, K := Frac(V ).
Soient A une V -algèbre intègre, fidèlement plate, de type fini, et d := dimK ⊗V A.
Montrer que toute composante irréductible de Spec k(m)⊗V A a dimension d.

(ii) Montrer ensuite que dimA = d+ 1. (Voir aussi la remarque 8.32.)

Théorème 7.43. Soit A un anneau intègre et noethérien de dimension un. Les condi-
tions suivantes sont équivalentes :

(a) A est intégralement clos.
(b) Tout idéal primaire de A est une puissance d’un idéal premier.
(c) Ap est un anneau de valuation discrète, pour tout p ∈ MaxA.
(d) Pour tout p ∈ MaxA on a dimk(p) p/p

2 = 1.

Démonstration. On sait que (a)⇔(c), d’après la proposition 7.36, et grâce au fait que la
propriété d’être intégralement clos est locale (proposition 6.14).

(c)⇔(d) : Evidemment k(p) = k(pAp) pour tout p ∈ SpecA, et il suffit de remarquer
que l’application naturelle

p/p2 → pAp/p
2Ap

∼→ (p/p2)⊗A Ap

est un isomorphisme de k(p)-espaces vectoriels.
(b)⇒(c) : Soit I ̸= 0 un idéal de Ap, notons j : A→ Ap la localisation, et J := j−1I ;

comme l’application induite A/J → Ap/I est injective, et comme Ap est intègre et de
dimension un, on voit aisément que rad(AnnA(x)) ⊃ p pour tout x ∈ A/J . Mais p
est maximal, donc SuppA(x) = {p}, pour tout x ∈ A/J \ {0}, i.e. AssA(A/J) = {p}.
Autrement dit, J est p-primaire, et par hypothèse, on a alors J = pk pour quelque k ∈ N ;
mais dans ce cas I = Jp = pkAp (lemme 3.30(i)). Cela montre que tout idéal ̸= 0 de Ap

est une puissance de l’idéal maximal, d’où (c).
(c)⇒(b) : Soit I ⊂ A un idéal p-primaire ; il faut montrer que I est une puissance de

p. Si p = 0, on a I = 0, et l’assertion est triviale. Si p ̸= 0, la remarque 7.35 implique
que I = j−1(Ip), où j : A→ Ap est la localisation. Mais par hypothèse, Ip = pkAp, pour
quelque k ∈ N. D’autre part, pk est aussi un idéal p-primaire (voir l’exemple 7.14(ii)),
donc pk = j−1(pkAp), encore par la remarque 7.35 ; on conclut que I = pk, d’où (b). □

Définition 7.44. Un anneau intègre et noethérien de dimension un qui satisfait les
conditions équivalentes du théorème 7.43 est dit un anneau de Dedekind.

Corollaire 7.45. Si A est un anneau de Dedekind, tout idéal I ̸= 0 se factorise de façon
unique comme produit de puissances d’idéaux premiers de A.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate du théorème 7.43 et de la proposition
7.34. □

Exercice 7.46. Soient A un anneau de Dedekind, et a, b ∈ A. Montrer que ab ∈ Aa2 +
Ab2.

Exercice 7.47. Soit K un corps de nombres, i.e. une extension finie de Q, et notons
OK l’anneau des entiers de K, i.e. la fermeture intégrale de Z dans K. Montrer que OK
est un anneau de Dedekind. (On pourra utiliser le problème 6.85(iii)).
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Problème 7.48. Soient A un anneau de Dedekind, et I ⊂ A un idéal non nul.
(i) Montrer que si A est semi-local, alors il est un anneau principal.

(ii) Montrer que I peut être engendré par deux éléments.
(iii) Montrer que I est un A-module inversible.
(iv) Soit P un A-module projectif de type fini n. Exhiber des idéaux I1, . . . , In de A

avec un isomorphisme de A-modules

P
∼→ I1 ⊕ · · · ⊕ In.

(v) Pour P comme dans (iv), exhiber un isomorphisme de A-modules :

P
∼→ An−1 ⊕ (ΛnAP )

et montrer que le déterminant ΛnAP est un A-module inversible. Donc, la classe d’iso-
morphisme de P est complètement déterminée par le couple (n,L) ∈ N×PicA, où n est
le rang et L est la classe d’isomorphisme du déterminant de P .
(vi) Montrer que tout A-module de type fini M admet une décomposition :

M ≃Mtor ⊕ P
avec Mtor le sous-module des éléments de torsion de M , et P un A-module projectif. En
déduire qu’un A-module est plat (resp. projectif de type fini) si et seulement s’il est sans
torsion (resp. si et seulement s’il est sans torsion et de type fini).
(vii) Soient t > 0 un entier, p ⊂ A un idéal maximal, et on pose A′ := A/pt. Montrer
que A′ est un A′-module injectif.
(viii) Montrer que tout A-module de torsion de type fini est une somme directe de
A-modules cycliques.

7.3.2. Intersections de valuations discrètes. On voit aisément que l’intersection d’une
famille arbitraire d’anneaux de valuation discrète d’un corps K est un sous-anneau inté-
gralement clos de K. Le résultat suivant nous dit que, réciproquement, tout sous-anneau
noethérien intégralement clos de K admet une telle description.

Théorème 7.49. Soit A un anneau intègre noethérien. Alors A est intégralement clos
si et seulement s’il satisfait les conditions suivantes :

(a) Pour tout p ∈ SpecA de hauteur 1, l’anneau Ap est de valuation discrète.
(b) Pour tout a ∈ A \ {0}, tout p ∈ AssA(A/aA) est de hauteur 1.

En outre, si ces conditions sont vérifiées, on a :

(∗) A =
⋂

ht p=1Ap.

Démonstration. Noter que si A est un corps, l’ensemble des idéaux premiers p ⊂ A de
hauteur 1 est vide, et d’autre part l’intersection d’une famille vide d’idéaux de A est A,
donc le théorème est trivialement vérifié dans ce cas. On supposera ainsi que A ne soit
pas un corps. Si A est intégralement clos et p ⊂ A est un idéal premier avec ht p = 1,
l’anneau Ap est noethérien, intégralement clos et de dimension 1 (proposition 6.14), d’où
(a). Soient ensuite a ∈ A\{0}, A := A/aA, et p ∈ AssA(A) ; d’après le corollaire 7.8(ii) on
trouve b ∈ A tel que AnnA(bA) = p, d’où AnnAp

(bAp) = pAp (remarque 3.58(ii)). Avec
x := a−1b ∈ FracA, il vient x ∈ (pAp)

−1 (notation du §4.4.3) et x /∈ Ap. Si l’on avait
x · pAp ⊂ pAp, l’élément x serait entier sur Ap, car pAp serait un Ap[x]-module fidèle de
type fini (proposition 6.3) ; mais Ap est intégralement clos, d’où x ∈ Ap, contradiction.
Donc x · pAp = Ap ; en particulier, pAp est un idéal inversible de Ap, et il est alors
principal, d’après la proposition 4.117. Noter que p ̸= 0, car a ̸= 0 ; par suite dimAp > 0,
et avec la proposition 7.36 on conclut que dimAp = 1, d’où (b).

Réciproquement, si (b) est vérifiée, pour conclure la preuve du théorème, il suffira
de montrer l’égalité (∗). Soit alors x ∈

⋂
ht p=1Ap ⊂ FracA, et disons que x = a−1b

avec a ∈ A \ {0}, b ∈ A ; il vient b ∈ aAp pour tout idéal premier p ⊂ A de hauteur
1. Soit A := A/aA et {p1, . . . , pn} = AssA(A) ; choisissons une décomposition primaire
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0 = q1 ∩ · · · ∩ qn de A avec qi un A-sous-module pi-primaire pour tout i = 1, . . . , n,
dont l’image réciproque qi dans A est alors un idéal pi-primaire. Par hypothèse, chaque
pi est de hauteur 1, donc qi = A ∩ aApi pour tout i = 1, . . . , n (corollaire 7.20). Mais
q1 ∩ · · · ∩ qn = aA, d’où b ∈ aA et finalement x ∈ A, comme souhaité. □

Problème 7.50. Soient K un corps, v1, . . . , vk : K → Z ∪ {+∞} une famille finie de
valuations de K, et Ai ⊂ K l’anneau de valuation de vi, pour i = 1, . . . , k. On suppose
que Ai ⊈ Aj pour tous i ̸= j. Montrer les assertions suivantes :

(i) Il existe x ∈ K tel que v1(x) = 0 et vi(x) > 0 pour i = 2, . . . , k.
(ii) Il existe (x1, . . . , xk) ∈ A1 × · · · ×Ak tel que :

vi(xi − 1) > 0 et vi(xj) > 0 ∀i, j = 1, . . . , k avec i ̸= j.

(iii) Pour tout u1, . . . , uk ∈ K et tout n1, . . . , nk ∈ Z il existe u ∈ K tel que :

vi(u− ui) = ni ∀i = 1, . . . , k.

J’ai trouvé l’exercice suivant dans les notes d’un cours de M.Hochster (sur sa page
web : http://www.math.lsa.umich.edu/∼hochster/614F15/614.pdf) :

Exercice 7.51. (i) Soit f : A→ B une inclusion d’anneaux intègres, telle que f(A) soit
un facteur direct du A-module B[f ]. Montrer que si B est intégralement clos, il en est de
même pour A.

(ii) Soient K un corps, n, d > 0 deux entiers, B := K[X1, . . . , Xn], et A ⊂ B la K-
sous-algèbre engendrée par les monômes de degré total d. Montrer que A est noethérien,
intègre et intégralement clos, mais A n’est pas factoriel si n, d > 1.

Exercice 7.52. (Modules réflexifs) Soient A un anneau noethérien, intègre et intégra-
lement clos, M un A-module sans torsion et de type fini, et K := FracA. Pour tout
p ∈ SpecA les localisations M → Mp → MK := K ⊗AM sont injectives, donc on peut
identifier naturellement M et Mp à des A-sous-modules de MK .

(i) Montrer que le A-module dual M∨ est de type fini et sans torsion, et que pour
tout p ∈ SpecA on a un isomorphisme naturel de Ap-modules :

(M∨)p ≃ Ap ⊗AM∨
∼→ (Mp)

∨ := HomAp
(Mp, Ap) x⊗ ϕ 7→ x · ϕp.

(ii) Soit Σ := {p ∈ SpecA |ht p = 1}. Montrer que M∨ =
⋂

p∈Σ(M
∨)p (il s’agit de

l’intersection d’une famille de sous-modules de (M∨)K).
(iii) Soit R un anneau ; on dit qu’un R-module N est réflexif, si l’application de bidua-

lité βN : N → N∨∨ est un isomorphisme (voir l’exemple 1.132). Par exemple, d’après
l’exercice 4.110(iii), tout R-module projectif de type fini est réflexif.

(a) Soit R un anneau noethérien, S une R-algèbre plate et N un R-module réflexif de
type fini. Montrer que S ⊗R N est un S-module réflexif.

(b) Avec la notation de (i), montrer que M∨ est un A-module réflexif.

(c) Montrer que M est réflexif si et seulement si M =
⋂

p∈ΣMp.

(d) Soient V un K-espace véctoriel, W ⊂ V un K-sous-espace vectoriel, et M,M ′ ⊂ V
deux A-sous-modules réflexifs. Montrer que M∩M ′ et M∩W sont deux A-modules
réflexifs.

7.4. Un exemple géométrique. A l’exception près de la proposition 7.34, les résul-
tats du §7.3.1 ne sont concernés qu’avec des anneaux intègres et intégralement clos. La
discussion de la section 6.4 explique pourquoi cette condition ne soit pas arbitraire : si
l’anneau A est une C-algèbre de type fini et dimension un, l’ensemble algébrique MaxA
est une courbe dans un espace affine Cn ; or, si A est de Dedekind, cette courbe est
une sous-variété analytique complexe connexe et non singulière de Cn. Du point de vue
géométrique, ces anneaux sont donc les plus simples parmi les anneaux noethériens de
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dimension un ; de l’autre côté, la presence de singularités sur une courbe C = SpecA as-
sociée à une C-algèbre A de dimension un se répercute sur la géométrie de l’application
de normalisation ϕ : C ′ → C, et l’analyse de cette dernière nous fournit un moyen efficace
pour classifier ces singularités : par exemple, la cardinalité de la fibre de ϕ au-dessus d’un
point singulier de C est déjà une première mesure quantitative de la complexité de la
singularité. Du point de vue algébrique, C ′ sera simplement le spectre de la fermeture
intégrale A′ de A dans son corps des fractions (du moins, si A est intègre ; si A n’est pas
intègre, on prendra plutôt la fermeture intégrale de A dans le produit

∏
p∈MinA k(p), où

MinA dénote l’ensemble fini des premiers minimaux de A). Toutefois, la définition de A′
est assez abstraite, et ne conduit pas à des procédés effectifs pour sa détermination, ce qui
est un obstacle, justement si on veut l’utiliser pour l’étude des singularités de la courbe
originaire C. Pour contourner ce problème, les géométres algébristes ont développés des
algorithmes qui modifient la courbe C en plusieurs étapes par des constructions géomé-
triques explicites, jusqu’à obtenir une courbe non singulière. On va d’abord illustrer ces
idées par un exemple assez simple :

7.4.1. Eclatement d’un point singulier. Considérons la C-algèbre

A0 := C[X,Y ]/(X2 − Y 2).

La factorisation X2 − Y 2 = (X − Y ) · (X + Y ) montre que C := SpecA0 se décompose
comme la réunion de deux parties irréductibles V (X − Y )∪ V (X + Y ), deux droites qui
se rencontrent dans un point unique, l’idéal maximal m(0,0) qui correspond à l’origine
du plan coordonné complexe C2. L’anneau A0 n’est pas intègre, et la désingularisation
de C ′ → C s’obtient simplement en séparant les deux composantes irréductibles, ce qui
correspond à considérer l’inclusion

A0 ↪→ C[X,Y ]/(X − Y )× C[X,Y ]/(X + Y )
∼→ C[T ]× C[T ].

• Ensuite, on introduit une “petite perturbation” dans l’équation précédente : on
rajoute le terme X3, pour obtenir l’anneau

A := C[X,Y ]/(X2 − Y 2 −X3).

D’un côté, on voit aisément que le polynôme X2 − Y 2 −X3 est irréductible, donc A est
intègre, et SpecA est maintenant irréductible ; de l’autre côté, pour des petites valeurs de
X et Y la perturbation X3 est négligeable par rapport aux termes quadratiques, donc on
s’attend que dans un voisinage U du point (0, 0) ∈ C2 la géométrie de la partie U∩MaxA
soit essentiellement la même que celle de U ∩MaxA0. Et en effet, sur un voisinage U
suffisamment petit de (0, 0), l’application holomorphe

ϕ : U → C2 (z, w) 7→ (z · (1− z)1/2, w)

est bien définie, et comme la matrice Jacobienne de ϕ est inversible au point (0, 0),
l’image de ϕ contient un voisinage U ′ de (0, 0) tel que la restriction ϕ−1U ′ → U ′ soit un
isomorphisme de variétés analytiques complexes. On voit aisément que

ϕ−1(U ′ ∩MaxA0) = ϕ−1(U ′) ∩MaxA

donc, les variétés analytiques complexes MaxA0 et MaxA sont isomorphes dans un
voisinage de (0, 0).
• On examine maintenant les propriétés algébriques de A : tout d’abord, l’idéal

m(0,0) = (X,Y ) ∈ MaxC[X,Y ] contient X2 − Y 2 − X3, donc il correspond à un idéal
maximal m de A. Si l’on note X et Y les classes de X et Y dans A, on a m2 = (X

2
, X ·

Y , Y
2
), donc m/m2 = CX ⊕ CY . Cela montre que Am n’est pas un anneau de valuation

discrète, donc A n’est pas un anneau de Dedekind. D’autre part A est noethérien, car il
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est une C-algèbre de type fini. Il est aussi de dimension un, car il existe une projection
finie de MaxA sur la droite affine C, à savoir l’application

MaxA→ C (x, y)→ x.

Cette application correspond à l’homomorphisme injectif de C-algèbres

C[X]→ A X 7→ X

qui est évidemment un homomorphisme entier d’anneaux (la C[X]-algèbre A est engen-
drée par son élément Y , racine du polynôme unitaire P (T ) := T 2 − X2 + X3). Or, on
sait que dim C[X] = 1, et dimA = dimC[X] d’après le corollaire 6.20(iii).
• Remarquons que m est l’unique point singulier de SpecA : si p ∈ MaxA \ {m}, la

localisation Ap est un anneau de valuation discrète. En effet, il existe (a, b) ∈ C2 \{(0, 0)}
tel que p est engendré par (X − a, Y − b), d’où une application surjective de C-espaces
vectoriels C(X − a)⊕ C(Y − b)→ p/p2 ; d’autre part, si l’on pose

P := (X − a)2 Q := (Y − b)2 R := X2 − Y 2 −X3

on trouve la relation

(X + 2a− 1) · P +Q+R = (2a− 3a2) · (X − a)− 2b · (Y − b)
par un calcul direct. Comme (a, b) ̸= (0, 0), et a2 − b2 − a3 = 0, on a soit b ̸= 0, soit
2a − 3a2 ̸= 0, et comme les images de P,Q dans A sont des éléments de p2 (et l’image
de R est 0 dans A), on obtient la combinaison C-linéaire non triviale

(2a− 3a2) · (X − a)− 2b · (Y − b) = 0 dans p/p2

et par suite dimC p/p2 ≤ 1. Comme p ̸= 0, on ne peut pas avoir p = p2, car sinon on
aurait pAp = p2Ap, qui est interdit par la proposition 7.32. On conclut

dimC p/p2 = 1

d’où l’assertion. Ainsi, A[1/X] (i.e. la localisation de A qui rend X inversible) est un
anneau de Dedekind : en effet, MaxA[1/X] = MaxA \ V (X) = MaxA \ {m}, et si
p ∈ MaxA \ {m} on a évidemment Ap = A[1/X]p, d’où l’assertion.
• D’après le lemme 6.87(i), la normalisation B de A est une A-algèbre finie, et on

souhaite donner une construction explicite de B. Or, pour tout λ ∈ C, soit Dλ ⊂ C2

la droite d’équation Y = λX. Donc, (0, 0) ∈ Dλ, et 0 est racine double du polynôme
R(X,λX) (avec R comme ci-dessus) ; d’où : Dλ ∩MaxA = {(0, 0), (xλ, yλ)}, avec

(xλ, yλ) ∈ C2 tel que yλ = λ · xλ et x2λ − y2λ − x3λ = 0.

En résolvant, on trouve xλ = 1− λ2, yλ = λ− λ3. On a alors une application

ϕ : C→ MaxA λ→ (1− λ2, λ− λ3).
Cette dernière correspond évidemment à l’homomorphisme de C-algèbres

f : A→ C[λ] X 7→ 1− λ2 Y 7→ λ− λ3.
On voit que ϕ−1(0, 0) = {1,−1}, et ϕ se restreint en une bijection

C \ {1,−1} ∼→ MaxA \ {(0, 0)}
correspondante à l’unique isomorphisme de C-algèbres qui prolonge f

A[1/X]⊗A f : A[1/X]
∼→ C[λ, 1/(1− λ2)]

Ainsi, f identifie le corps des fractions de A avec celui de l’anneau de Dedekind C[λ] ; en
conclusion, la normalisation cherchée de A est donnée par B := C[λ].

Noter que λ = f(Y )/f(X), donc SpecB est une partie ouverte de l’éclatement de
l’idéal quasi-cohérent de OSpec(A) engendré par X et Y : cette observation est la clef pour
généraliser les considérations de ce paragraphe aux courbes arbitraires, comme on verra
après l’intermission suivante.
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7.4.2. Une observation analytique. Revenons à l’exemple du paragraphe précédent. On
a vu que, pour tout p := (X̄ − a, Ȳ − b) ∈ MaxA \ {m̄} on a l’identité :

R = (2a− 3a2) · (X − a)− 2b · (Y − b)− (X + 2a− 1) · (X − a)2 − (Y − b)2

avec R := X2−Y 2−X3. D’où vient cette expression ? Elle vient de la formule de Taylor !
En effet, le développement de Taylor de R au point (a, b) est de la forme

R(X,Y ) = R(a, b) +
∂R

∂X
(a, b) · (X − a) + ∂R

∂Y
(a, b) · (Y − b) + S(X,Y )

pour un reste S(X,Y ) ∈ C[X,Y ] tel que

(∗) ∂S

∂X
(a, b) =

∂S

∂Y
(a, b) = 0.

Or, on a R(a, b) = 0, car (X̄ − a, Ȳ − b) ∈ MaxA, et d’autre part les conditions (∗)
veulent dire précisément que S ∈ p2.

Plus généralement, considérons un anneau de la forme

A := C[X1, . . . , Xn]/(R1, . . . , Rm).

Si a := (a1, . . . , an) ∈ Cn est un point de MaxA, i.e. si ma := (X1 − a1, . . . , Xn − an)
contient les polynômes R1, . . . , Rm, on obtient de la même façon :R1

...
Rm

 = J(a) ·

X1 − a1
...

Xn − an

+ S avec J(a) :=


∂R1

∂X1
(a) · · · ∂R1

∂Xn
(a)

...
. . .

...
∂Rm
∂X1

(a) · · · ∂Rm
∂Xn

(a)


pour un reste S ∈ m2

a. Soit ma := ma/(R1, . . . , Rm) ∈ MaxA ; évidemment ma/m
2
a est

un quotient de
V := C(X1 − a1)⊕ · · · ⊕ C(Xn − an)

et la formule de Taylor nous montre que

vi :=

n∑
j=1

∂Ri
∂Xj

(a) · (Xj − aj) ∈ m2
a ∀i = 1, . . . ,m.

Donc ma/m
2
a est en fait un quotient de V/⟨v1, . . . , vm⟩ = Coker J(a). D’autre part, sup-

posons que l’on ait une relation C-linéaire de la forme :

w := b1 · (X1 − a1) + · · ·+ bn · (Xn − an) ∈ m2
a

pour certains b1, . . . , bn ∈ C. Cela veut dire qu’il existe Ajk, Bl ∈ C[X1, . . . , Xn] pour
1 ≤ j, k ≤ n et 1 ≤ l ≤ m, tels que l’on ait dans C[X1, . . . , Xn] l’identité :

n∑
i=1

bi · (Xi − ai) =
n∑

j,k=1

Ajk · (Xj − aj) · (Xk − ak) +
m∑
l=1

Bl ·Rl.

Si l’on applique ∂
∂Xi

aux deux côtés, et on évalue au point a, il vient

bi =

m∑
l=1

(
∂Bl
∂Xi

(a) ·Rl(a) +Bl(a) ·
∂Rl
∂Xi

(a)

)
=

m∑
l=1

Bl(a) ·
∂Rl
∂Xi

(a)

d’où
w = B1(a) · v1 + · · ·+Bm(a) · vm.

En conclusion, on a obtenu un isomorphisme naturel

(∗∗) Coker J(a)
∼→ ma/m

2
a.

En particulier, on a
dimC ma/m

2
a = n− rk(J(a)).
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Le cas où m ≤ n et le rang de J(a) est égal à m est particulièrement interessant ; en
effet, sous ces hypothèses, le théorème des fonctions implicites nous dit qu’il existe un
voisinage U de 0 := (0, . . . , 0) ∈ Cn−m, un voisinage U ′ de a dans Cn et une application
holomorphe ϕ : U → U ′ avec ϕ(0) = a, et ϕ induit un homéomorphisme

U
∼→ U ′ ∩MaxA.

Donc, du moins du point de vue analytique complexe, on voit que la dimension de
U ′ ∩MaxA est égale à n −m = dimC ma/m

2
a. En fait, on verra plus tard que si (A,m)

est un anneau local noethérien, on a toujours l’inégalité

dim A ≤ dimk(m) m/m
2.

Pour cela, il nous faudra développer des techniques qui remplacent les considérations
analytiques ci-dessus : c’est le sujet des leçons 9 et 11.

Remarque 7.53. (i) La plupart des observations de ce paragraphe s’étend sans peine aux
algèbres de type fini sur un corps algébriquement clos K arbitraire. En effet, le dévelop-
pement de Taylor à l’ordre 1, et les calculs ci-dessus sont valables pour des polynômes
à coefficients dans n’importe quel corps. En particulier, on a l’isomorphisme (∗∗) pour
tout idéal maximal ma d’une telle K-algèbre A, et donc

dimK ma/m
2
a = n− rk(J(a)) ∀ma ∈ MaxA.

(ii) Voici une application : soit A une K-algèbre de type fini, intègre et de dimension
un, et on considère une présentation arbitraire de A

A = K[X1, . . . , Xn]/(R1, . . . , Rm).

Evidemment, rkJ(a) ≤ m pour tout a ∈ Kn, et on déduit aussitôt :
— Si A est un anneau de Dedekind, on a m ≥ n− 1.
— S’il existe p ∈ MaxA tel que Ap est de Dedekind, alors il existe une partie finie

S ⊂ MaxA tel que Am est de Dedekind pour tout m ∈ MaxA \ S.
En effet, si a ∈ Kn correspond à p, au vu de la discussion ci-dessus, on trouve :

(†) rkJ(a) = n− 1.

Mais les coefficients de la matrice Jacobienne J sont des polynômes à coefficients dans
K, et (†) veut dire qu’il existe un mineur de J de taille (n−1)×(n−1) dont le déterminant
D ∈ K[X1, . . . , Xn] est inversible au point a. Soit U := SpecK[X1, . . . , Xn, D

−1] ; or, U
est une partie ouverte de SpecK[X1, . . . , Xn] tel que U∩SpecA ̸= ∅, donc S := SpecA\U
est une partie fermée qui ne contient pas le point générique de SpecA. Comme dimA = 1,
cela implique que S est une partie finie de MaxA, d’après l’exercice 6.109(iii). Maintenant,
si m ∈ MaxA \S, le rang de J(a) est au moins n− 1, et on trouve d := dimK m/m2 ≤ 1,
par ce qui précède ; d’autre part, d ̸= 0, par la proposition 7.32, CQFD.

7.4.3. Normalisation d’une courbe par éclatement de points singuliers. Comme annoncé,
on souhaite maintenant exhiber une suite canonique d’éclatements qui normalise tout
anneau noethérien intègre A de dimension un dont la normalisation A′ est une A-algèbre
finie. En fait, on va d’abord expliquer un résultat valable pour tout anneau intègre, et
le lemme suivant recueille des observations préliminaires utiles, de nature encore plus
générale :

Lemme 7.54. (i) Soient X un schéma intègre, p : Xν → X sa normalisation (voir
le problème 6.92(i)), q : Y → X un morphisme séparé de schémas, et ϕ : Xν → Y un
morphisme de X-schémas dont l’application continue sous-jacente ϕ : Xν → Y a image
dense. Alors ϕ est surjective et ϕ est universellement fermé.

(ii) Si en outre, Y est intègre, ϕ est une normalisation de Y .
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Démonstration. (i) : D’après l’exercice 5.93(ii), le graphe Γϕ : Xν → Xν ×X Y de ϕ est
une immersion fermée, car q est séparé ; en outre, p est universellement fermé (exercice
6.24(ii), remarque 6.23(i) et problème 6.59(i)), donc de même pour p×X Y : Xν×X Y →
Y . Par suite, ϕ = (p×X Y ) ◦Γϕ est universellement fermé, et comme son image est dense
dans l’espace sous-jacent Y , l’assertion s’ensuit.

(ii) : Soient T un schéma intègre et normal, et f : T → Y un morphisme de schémas
dont l’image est dense dans Y ; alors l’image de q◦f est dense dans l’espace X sous-jacent
à X (exercice 1.21(iv)), donc il existe un unique morphisme de schémas g : T → Xν tel
que q◦f = p◦g = q◦ϕ◦g, et on doit montrer que f = f ′ := ϕ◦g. Pour cela, soient η et ηT
les points génériques respectivement de X et T ; rappelons que K := OX,η est un corps
(remarque 5.73(ii,iii)), posons X(η) := SpecK, et soit jη : X(η) → X la localisation de
X au point η (remarque 5.50). Pour tout X-schéma S, on notera S(η) := X(η)×X S, et
pour tout morphisme t : S → S′ de X-schéma, on notera tη : S(η)→ S′(η) le morphisme
déduit de t après le changement de base jη.

Affirmation 7.55. ϕη : Xν(η)→ Y (η) et qη : Y (η)→ X(η) sont des isomorphismes.
Preuve : Soit U ⊂ X une partie ouverte affine non vide ; par construction, jη se factorise
à travers un morphisme jU : X(η)→ U := U ×X X et le morphisme d’inclusion U → X.
Posons alors Y ′ := U ×X Y et Uν := U ×X Xν ; alors les restrictions q′ : Y ′ → U et
ϕ′ : Uν → Y de q et ϕ sont encore des morphismes de schémas intègres dont les images
sont denses, et la restriction p′ : Uν → U de p est encore une normalisation (lemme
6.121). En outre, ϕη et qη s’identifient naturellement avec les morphismes déduits de ϕ′

et q′ après le changement de base jU . Donc, quitte à remplacer X par U , on peut supposer
que X soit affine, disons X = SpecA, pour un anneau intègre A ; par suite Xν = SpecAν ,
où Aν dénote la normalisation de A (problème 6.92(ii)). Avec cette notation, K est le
corps des fractions de A, et jη et p sont induits par les inclusion Aν ← A→ K ; par suite
pη := qη ◦ϕη est induit par l’isomorphisme naturel i : K → E := K⊗AAν . Noter ensuite
que d’après (i) et l’exercice 5.78, l’application ϕη est surjective ; mais on vient de voir
que l’espace sous-jacent à Xν(η) s’identifie à SpecE, donc l’espace sous-jacent à Y (η) ne
contient qu’un point, et Y (η) est alors trivialement un schéma affine. Or, soit V ⊂ Y un
voisinage affine de l’image de la projection Y (η) → Y , et posons V := V ×Y Y ; ainsi,
B := OY (V ) est une A-algèbre intègre, et on a une identification naturelle de A-schémas
V = SpecB. Mais alors V (η) = Spec(K ⊗A B) est un sous-schéma ouvert non vide de
Y (η), i.e. Y (η) = V (η) ; par suite F := K ⊗A B est un anneau intègre dont le spectre
premier ne contient qu’un unique point, i.e. F est un corps. Finalement, les morphismes
qη et ϕη correspondent à des extensions de corps K i′−→ F

i′′−→ E dont la composition est
l’isomorphisme i ; par suite i′ et i′′ sont des isomorphismes, d’où l’assertion. ♢

Considérons maintenant le diagramme cartésien de schémas :

D :

Z
h //

δ
��

Y

∆Y /X
��

T
f×Xf ′ // Y ×X Y

où f ×X f ′ est l’unique morphisme dont les compositions avec les projections p1, p2 :
Y ×X Y → Y sont respectivement f et f ′. D’après le lemme 5.106, le diagramme induit
X(η)×X D s’identifie au diagramme cartésien de schémas :

Z(η)
hη //

δη
��

Y (η)

∆Y (η)/X(η)

��
T (η)

fη×X(η)f
′
η // Y (η)×X(η) Y (η).
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Mais d’après l’observation 7.55, qη est un isomorphisme, donc le morphisme diagonal
∆Y (η)/X(η) est un isomorphisme, et de même pour δη. D’autre part, on a q ◦ f(ηT ) = η
(remarque 5.73(iv)), donc l’image de la projection T (η)→ T contient ηT (exercice 5.78) ;
comme δη est un isomorphisme, il s’ensuit que l’image de Z dans T contient ηT . Mais par
hypothèse ∆Y /X est une immersion fermée, donc de même pour δ (exercice 5.89(ii)), et
finalement on obtient que δ est surjectif. Mais comme T est réduit, δ doit alors être un
isomorphisme (corollaire 1.51(i) : les détails sont laissés aux soins du lecteur). On peut
alors calculer :

f = p1 ◦ (f ×X f ′) = p1 ◦∆Y /X ◦ h ◦ δ−1 = p2 ◦∆Y /X ◦ h ◦ δ−1 = p2 ◦ (f ×X f ′) = f ′

comme souhaité. □

Proposition 7.56. Soient A un anneau intègre, Aν sa normalisation, et X := SpecA.
Il existe un système cofiltrant de X-schémas E• := (Eλ |λ ∈ Λ) tel que :

(a) Eλ est l’éclatement d’un idéal Iλ ⊂ OX , pour tout λ ∈ Λ.
(b) La limite du système E• est représentée, dans la catégorie des X-schémas, par le

morphisme naturel p : Xν := SpecAν → X.
(c) Si Aν est une A-algèbre finie, il existe λ ∈ Λ avec Xν = Eλ.

Démonstration. D’abord, Aν est la colimite, dans la catégorie A−Alg, du système filtrant
(Aλ |λ ∈ Λ) de ses A-sous-algèbres de type fini (exercice 2.31(iv)). Par suite, l’objet Aνop
de la catégorie opposée A−Algop représente la limite du système cofiltrant correspondant
(Aop

λ |λ ∈ Λ). D’après le théorème 5.47 et la proposition 2.49(i), il s’ensuit que Xν

représente la limite du système (SpecAλ |λ ∈ Λ) dans la catégorie EsLocAn, et donc aussi
dans la catégorie des X-schémas (les détails sont laissés aux soins du lecteur). Il suffit
alors de vérifier que chaque morphisme structurel πλ : SpecAλ → X est l’éclatement d’un
idéal Iλ ⊂ OX . Or, on a Aλ = A

[
a1
a0
, · · · , ana0

]
pour certains a0, . . . , an ∈ A \ {0} ; notons

par Iλ ⊂ A l’idéal engendré par a0, . . . , an, et soit Iλ := IλOX . La construction explicite
de l’éclatement pλ : Eλ → X de Iλ identifie naturellement SpecAλ avec un sous-schéma
ouvert affine Uλ de Eλ, et πλ correspond à la restriction de pλ, sous cette identification.
Le morphisme de X-schémas Xν → SpecAλ induit par l’inclusion Aλ → Aν s’identifie
alors avec un morphisme de X-schémas ϕλ : Xν → Eλ avec image Uλ (corollaire 6.20(i)).
Rappelons que pλ est un morphisme séparé, et Eλ est un schèma intègre (corollaire
5.101(i,iii)), donc Uλ est dense dans Eλ ; d’après le lemme 7.54(i) on a alors Uλ = Eλ,
d’où l’assertion. □

Les éclatements intervenant dans la proposition 7.56 sont trop génériques pour être
vraiment utiles : en vue des applications, il est plus intéressant de se borner aux écla-
tements ayant une interprétation géométrique bien définie, comme ceux que l’on a ren-
contré au §7.4.1. D’autre part, la question de l’existence d’un algorithme permettant de
normaliser – ou mieux encore, désingulariser – une variété générale par une suite d’écla-
tements sélectionnés, devient rapidement extrêmement technique et depasse le moyens
de ce cours ; toutefois si l’on se restreint au cas des courbes, on peut par contre fournir
une solution satisfaisante à ce problème, en faisant appel à la plupart des outils que l’on
a développé jusqu’ici : notamment, le Main Theorem de Zariski (théorème 6.55) jouera
un rôle clef pour vérifier que notre algorithme se termine en un nombre fini d’étapes.

Soit donc X := (X,OX) un schéma intègre noethérien de dimension un (voir l’exercice
6.67 et la définition 5.79(vi)) ; le lieu singulier de X est la partie :

Σ(X) := {x ∈ X |OX,x n’est pas un anneau normal}.

Lemme 7.57. Soit X comme ci-dessus, et supposons que la normalisation p : Xν → X
de X soit un morphisme de type fini (définition 5.79(iii)). Alors on a :

(i) Σ(X) est une partie finie fermée de X, et X \ Σ(X) ̸= ∅.
(ii) Xν est un schéma noethérien de dimension un.
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(iii) Tout idéal quasi-cohérent non nul de OXν est inversible.
(iv) p−1(x) est un ensemble fini, pour tout x ∈ X.

Démonstration. (i,ii) : Soit η le point générique de X ; par hypothèse, X est compact,
donc il admet un recouvrement fini U formé de parties ouvertes affines, et on peut suppo-
ser que U \{η} ≠ ∅ pour chaque U ∈ U . Alors le schéma U := U×XX est encore intègre,
noethérien et de dimension un pour tout tel U , et la restriction pU : U ×X Xν → U de
p est la normalisation de U (lemme 6.121). En particulier, pU est de type fini (lemme
5.81(ii)), et évidemment Σ(U) = U ∩ Σ(X) ; il suffit alors de vérifier que Σ(U) est une
partie finie et fermée de U , et que U ×X Xν est noethérien de dimension un, pour tout
U ∈ U . Ainsi, on peut supposer que X = SpecA, avec A intègre noethérien de dimension
un, donc Xν = SpecAν , où Aν dénote la normalisation de A, et d’après l’exercice 5.80(i)
et le corollaire 6.4, le A-module Aν est alors de type fini. Par suite, Aν est noethérien de
dimension un (théorème 6.65 et corollaire 6.20(iii)), d’où (ii). Ensuite, soient M := Aν/A
et p ∈ SpecA ; noter que Mp = 0 ⇔ Ap = Aνp ⇔ Ap est intégralement clos (proposi-
tion 6.13). Ainsi, Σ(X) = SuppA(M) = V (AnnA(M)) (remarque 3.58(ii)). Rappelons
aussi que OX,η est le corps des fractions de A, donc η /∈ Σ(X) ; ainsi, A/AnnA(M) est
noethérien de dimension zéro, et l’assertion découle des théorèmes 7.29 et 7.31.

(iii) : L’assertion étant locale sur Xν , on peut supposer que X = SpecA et X =
SpecAν , où dénote Aν la normalisation de A ; dans ce cas, tout idéal de OXν est de la
forme IOXν , pour un idéal I ⊂ Aν (remarque 5.68(i)). Or, d’après (ii), Aν est un anneau
de Dedekind, donc l’assertion découle du problème 7.48(iii).

(iv) : En raisonnant comme dans la preuve de (i,ii), on se ramène au cas oùX = SpecA
pour un anneau intègre A, et Xν = SpecAν pour la normalisation Aν de A, et en outre
Aν est une A-algèbre finie. L’assertion découle alors du corollaire 6.20(v). □

• Or, soient X un schéma vérifiant les conditions du lemme 7.57, et p : Xν → X sa
normalisation ; on associe à la partie fermée finie Σ(X) l’idéal quasi-cohérent IΣ(X) ⊂ OX
fourni par l’exemple 5.86(i), de sorte que V (IΣ(X)) soit le sous-schéma fermé réduit de
X d’espace sous-jacent Σ(X). Soit q : E → X l’éclatement de IΣ(X) ; on appelle le
X-schéma E l’éclatement du lieu singulier de X.
• Soient U := X \ Σ(X) et U := U ×X X ; par construction, on a (IΣ(X))|U =

OX|U , donc la restriction qU : U ×X E → U de q est un isomorphisme. En outre, U
est précisément le plus grand sous-schéma normal ouvert de X, donc aussi la restriction
pU : U ×X Xν → U de p est un isomorphisme.
• D’après la remarque 5.73(v), l’homomorphisme p♯y : OX,p(y) → OXν ,y est injectif

pour tout y ∈ Xν ; par suite, pour tout idéal quasi-cohérent J ̸= 0 de OX , l’idéal
J OXν de OXν est non nul, car (J OXν )y = Jp(y) ·OXν ,y pour tout y ∈ Xν (remarque
5.68(iv)). Avec le lemme 7.57(iii) et l’exercice 5.69(i), on déduit que J OXν est un idéal
inversible de OXν , pour tout tel J .
• En particulier, la propriété universelle de E fournit un unique morphisme de X-

schémas ϕ : Xν → E. Puisque qU et pU sont des isomorphismes, il en est de même pour
la restriction U ×X Xν → U ×X E de ϕ ; en particulier, l’image de ϕ est dense dans
l’espace sous-jacent E. Avec le lemme 7.54(ii) et le corollaire 5.101(i), il s’ensuit que ϕ
est la normalisation de E ; en outre, ϕ est surjectif et fermé, donc la topologie de l’espace
E sous-jacent à E est induite par celle de Xν via ϕ, et comme Xν est de dimension un,
on déduit aisément qu’il en est de même pour E.
• Ensuite, puisque X est noethérien, tout idéal quasi-cohérent de OX est de type fini ;

q est alors un morphisme de type fini (corollaire 5.101(ii)), et par suite E est noethérien.
De plus, ϕ est un morphisme de type fini, d’après le problème 6.92(iii) et l’exercice
5.82(ii). En résumant, E et le morphisme ϕ remplissent les mêmes conditions que l’on
a supposé au lemme 7.57 pour le schéma X et le morphisme p. On peut alors définir
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inductivement une suite de morphismes de schémas :

(∗) · · · q3−→ E2
q2−→ E1

q1−→ E0 := X

et pour tout n ∈ N un morphisme de schémas pn : Xν → En, tels que :
— q0 := IdX , et qn+1 est l’éclatement du lieu singulier de En
— pn est la normalisation de En, et il est un morphisme de schémas de type fini
— pn = qn+1 ◦ pn+1

— En est intègre, noethérien et de dimension un.
Avec cette notation, on est maintenant prêt pour énoncer :

Théorème 7.58. Soit X un schéma intègre, noethérien, de dimension un, et tel que la
normalisation Xν → X soit un morphisme de schémas de type fini. Alors :

(i) La suite induite (∗) des éclatements de lieux singuliers est stationnaire, i.e. il
existe N ∈ N tel que qi soit un isomorphisme pour tout i ≥ N + 1.

(ii) Pour N comme dans (i), le morphisme pi est un isomorphisme pour tout i ≥ N ,
et donc la composition q1 ◦ · · · ◦ qN : EN → X est la normalisation de X.

Démonstration. Soient Σn le lieu singulier de En, et Un := (En \Σn)×En En, pour tout
n ∈ N ; les assertions (i) et (ii) reviennent à dire qu’il existe n ∈ N tel que Σn = ∅. Or,
il est clair que qn+1(Σn+1) ⊂ Σn pour tout ∈ N, car la restriction Un ×En En+1 → Un
de qn+1 est un isomorphisme. Comme chaque Σn est un ensemble fini, il suffit alors de
vérifier que la limite Σ du système induit (Σn |n ∈ N) est vide (remarque 2.33(ii)). Pour
cela, posons aussi ∆0 := Σ0, et ∆n+1 := q−1n+1(∆n) pour tout n ∈ N ; soient en outre ∆

la limite du système induit (∆n |n ∈ N), et ∆ν := p−10 (∆0). Evidemment Σn ⊂ ∆n pour
tout n ∈ N, donc Σ s’identifie naturellement avec une partie de ∆. En outre, ∆ν est un
ensemble fini (lemme 7.57(iv)), et la surjection pn induit par restriction une surjection
∆ν → ∆n pour tout n ∈ N, donc aussi une surjection ∆ν → ∆ (remarque 2.33(ii)). Ainsi,
il suffit de vérifier que pour tout y ∈ ∆ν il existe n ∈ N tel que pn(y) /∈ Σn.

Or, soit V0 ⊂ X un voisinage ouvert affine de x0 := p0(y), et pour tout n ∈ N soit
Vn+1 ⊂ En+1 un voisinage ouvert affine de xn+1 := pn+1(y) avec qn+1(Vn+1) ⊂ Vn.
Posons V n := Vn ×En En pour tout n ∈ N ; ainsi, V n = SpecAn pour un anneau
intègre noethérien An (remarque 5.73(i,iii) et exercice 6.67(iii)), et la restriction rn+1 :
V n+1 → V n de qn+1 correspond à un homomorphisme d’anneaux ϕn : An → An+1

injectif, car l’image de Vn+1 est dense dans Vn (exercice 3.37(ii)). En outre, noter que
r−1n+1(xn) ⊂ pn+1(p

−1
0 (x0)) pour tout n ∈ N, car pn+1 est surjectif (lemme 7.54(i)) ; en

particulier, r−1n+1(xn) est une partie finie et fermée de En+1 (lemme 7.57(iv)), et comme
En+1 est de dimension un, et que r−1n+1(xn) ne contient pas le point générique de En+1,
on voit que la topologie de En+1 induit la topologie discrète sur r−1n+1(xn), en particulier,
ϕn est quasi-fini au point xn+1 (voir la définition 6.34(i)).

Rappelons que qn+1 se restreint en un isomorphisme Un ×En En+1
∼→ Un ; par suite,

q♯n+1 : q̃−1n+1OEn → OEn+1
induit un isomorphisme OEn,ηn

∼→ OEn+1,ηn+1
des fibres des

faisceaux structuraux aux points génériques respectifs ηn ∈ En et ηn+1 ∈ En+1. Autre-
ment dit, ϕn induit un isomorphisme :

Frac(An)
∼→ Frac(An+1) ∀n ∈ N.

Soient Aν0 la normalisation de A0, et Bn la fermeture intégrale de A0 dans An, pour tout
n ∈ N ; par ce qui précède, Aν0 est une A0-algèbre finie, et Bn s’identifie naturellement
avec une A0-sous-algèbre de Aν0 , de sorte que l’on obtient une chaîne ascendante de
A0-sous-algèbres :

B1
//

��

B2

��

// · · · ⊂ Aν0

��
A0

ϕ0 //

;;

A1
ϕ1 // A2

ϕ2 // · · · ⊂ Frac(A0)
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et puisque A0 est noethérien, la suite (Bn+1 |n ∈ N) doit alors être stationnaire (propo-
sition 6.64) ; soit alors N ∈ N avec Bn = BN pour tout n ≥ N . Or, pour tout n ∈ N,
le point xn correspond à un idéal premier qn de An ; soit aussi q′n := Bn ∩ qn pour tout
n > 0. D’après l’exercice 6.41, la composition ϕn ◦ · · · ◦ϕ0 : A0 → An+1 est encore quasi-
finie au point xn+1, i.e. en qn+1 ; par le théorème 6.55, l’inclusion Bn → An induit alors
un isomorphisme (Bn)q′n

∼→ (An)qn pour tout n > 0. D’autre part, (Bn)q′n = (BN )q′N
pour tout n ≥ N , donc finalement ϕn induit un isomorphisme

(An)qn
∼→ (An+1)qn+1

∀n ≥ N.

Cela revient à dire que q♯n+1 induit un isomorphisme OEn,xn
∼→ OEn+1,xn+1

pour tout
n ≥ N . Mais qn+1 est l’éclatement de l’idéal quasi-cohérent In ⊂ OEn tel que V (In) soit
le sous-schéma fermé réduit d’espace sous-jacent Σn ; par suite, In,xn est l’idéal maximal
de OEn,xn , et donc In,xn ·OEn+1,xn+1 doit être l’idéal maximal de OEn+1,xn+1 , pour tout
n ≥ N . De l’autre côté, InOEn+1 est un idéal inversible de OEn+1 , par la propriété
universelle de l’éclatement ; ainsi, l’idéal maximal de OEn+1,xn+1

est principal, engendré
par un élément régulier, et par suite OEn+1,xn+1

est un anneau de valuation discrète
(proposition 7.36) pour n ≥ N , donc de même pour OEn,xn , et finalement xN /∈ ΣN . □

7.5. Foncteurs dérivés d’un foncteur additif. La construction dont il s’agit dans
cette section est au cœur de l’algèbre homologique.

7.5.1. Soit A une catégorie abélienne avec assez d’objets projectifs, i.e. telle que tout
M ∈ Ob(A ) est quotient d’un objet projectif de A . On associe à A la catégorie

A − RésPr

dont les objets (P•, ε) sont les résolutions projectives à gauche P•
ε−→M des objets de A .

Pour tout couple de résolutions P•
ε−→M,Q•

ε′−→ N , les morphismes f : (P•, ε)→ (Q•, ε
′)

de A − RésPr sont les morphismes f : M → N de A , et la composition de morphismes
est la même que pour A . En particulier, l’ensemble A −RésPr((P•, ε), (Q•, ε

′)) hérite la
structure naturelle de groupe abélien de A (M,N).
• On a ainsi un foncteur d’oubli évident

π : A − RésPr→ A (ε : P• →M) 7→M

qui est l’identité sur les morphismes, i.e. π(f) := f pour tout f comme ci-dessus. Puisque
nos hypothèses entraînent aisément que tout objet de A admet une résolution projective
à gauche, il est clair que π est une équivalence de catégories, et par suite A − RésPr est
une catégorie abélienne.
• Soient maintenant B une deuxième catégorie abélienne, F : A → B un foncteur

additif, et i ∈ N ; pour tout objet (P•, ε) de A − RésPr, on pose

LiF (P•, ε) := Hi(F (P•)).

En outre, pour tout morphisme f : (P•, ε) → (Q•, ε
′) de A − RésPr on choisit, à l’aide

du théorème 5.9, un morphisme de résolutions

P•
ε //

f•
��

M

f
��

Q•
ε′ // N

et on pose
LiF (f) := Hi(Ff•) : LiF (P•, ε)→ LiF (Q•, ε

′).

Remarque 7.59. (i) Noter que LiF (f) ne dépend pas du choix de f• : car, d’après le
théorème 5.9, tout morphisme de complexes g• : P• → Q• tel que f ◦ εM = εN ◦ g0
est homotopiquement équivalent à f•, donc Ff• est homotopiquement équivalent à Fg•
(remarque 5.5(v)), et ainsi Hi(Ff•) = Hi(Fg•), par la remarque 5.5(iii).
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(ii) La notation LiF (f) est quelque peu ambigüe, car si (P j• , εj), (Q
j
•, ε
′
j) pour j = 1, 2

sont deux paires d’objets de A − RésPr avec π(P 1
• , ε1) = M = π(P 2

• , ε2) et π(Q1
•, ε
′
1) =

N = π(Q2
•, ε
′
2), le même morphisme f ∈ A (M,N) est à la fois un morphisme f :

(P 1
• , ε1)→ (Q1

•, ε
′
1) et un morphisme f : (P 2

• , ε2)→ (Q2
•, ε
′
2), donc LiF (f) : LiF (P

j
• , εj)→

LiF (Q
j
•, ε
′
j) admet deux interprétations, selon que l’on fait j = 1 ou j = 2. Pour pallier,

on pourrait par exemple écrire plus explicitement LiF (f, P
j
• , Q

j
•) pour cette application.

Cependant, dans la pratique l’ambiguïté résultante de notre notation abrégée est assez
inoffensive.

Théorème 7.60. Avec les notations ci-dessus, pour tout i ∈ N, les associations

(P•, ε) 7→ LiF (P•, ε) ((P•, ε)
f−→ (Q•, ε

′)) 7→ LiF (f)

définissent un foncteur additif LiF : A − RésPr→ B.

Démonstration. Soient (P 1
• , ε1)

f−→ (P 2
• , ε2)

g−→ (P 3
• , ε3) des morphismes de A −RésPr, et

h := g ◦ f . Les choix effectués ci-dessus nous donnent des morphismes

f• : P
1
• → P 2

• g• : P
2
• → P 3

• h• : P
1
• → P 3

•

de complexes de A-modules tels que

f ◦ ε1 = ε2 ◦ f0 g ◦ ε2 = ε3 ◦ g0 h ◦ ε1 = ε3 ◦ h0.

Au vu du théorème 5.9, on déduit que h• est homotopiquement équivalent à g• ◦f•, donc
F (h•) est homotopiquement équivalent à F (g• ◦ f•) = F (g•) ◦ F (f•), par la remarque
5.5(v). Compte tenu de la remarque 5.5(iii), il vient

LiF (g ◦ f) = LiF (g) ◦ LiF (f) ∀i ∈ N.

De même, soit i• : P• → P• le morphisme associé à l’identité 1M = 1(P•,ε) : (P•, ε) →
(P•, ε) ; par le théorème 5.9 on sait que i• est homotopiquement équivalent à 1P• , donc
F (i•) est homotopiquement équivalent à F (1P•) = 1F (P•), et par suite LiF (1(P•,ε)) =

1LiF (P•,ε). Ensuite, soient f1• , f2• : P• → Q• les morphismes de complexes associés à un
couple donnés f1, f2 : (P•, ε) → (Q•, ε

′) de morphismes de A − RésPr, et f3• : P• → Q•
le morphisme associé à f3 := af1 + bf2, avec a, b ∈ Z. On montre de même que f3• est
homotopiquement équivalent à af1• + bf2• , donc F (f3• ) est homotopiquement équivalent
à F (af1• + bf2• ) = aF (f1• ) + bF (f2• ), d’où l’additivité de Li. □

Remarque 7.61. (i) Soient F,G : A → B deux foncteurs additifs, et η : F → G
une transformation naturelle. Pour tout M ∈ Ob(A ), et toute résolution projective
ε : P• → M , le système (ηPi : FPi → GPi | i ∈ N) est évidemment un morphisme de
complexes ηP• : FP• → GP•, d’où un morphisme de B

(Liη)(P•,ε) := Hi(ηP•) : LiF (P•, ε)→ LiG(P•, ε) ∀i ∈ N

et on voit aisément que l’association (P•, ε) 7→ (Liη)(P•,ε) définit une transformation
naturelle Liη : LiF → LiG, pour tout i ∈ N.

(ii) Dans la situation de (i), soient H : A → B un troisième foncteur additif, et
τ : G→ H une autre transformation naturelle ; on voit aisément que

Li(τ ◦ η) = Liτ ◦ Liη ∀i ∈ N.

(iii) Pour tout M ∈ Ob(A ), choisissons une résolution projective à gauche εM :
PM• → M . La donnée de P := ((PM•, εM ) |M ∈ Ob(A )) détermine une quasi-inverse
pour l’équivalence π, notée

σP : A → A − RésPr M 7→ (PM•, εM )



476 æ Balance

qui est l’identité sur les morphismes, i.e. σP(f) := (f : (PM•, εM ) → (PN•, εN )) pour
tout f ∈ A (M,N). Pour un autre système de résolutions projectives à gauche P ′ :=
((P ′M•, ε

′
M ) |M ∈ Ob(A )), on a un isomorphisme de foncteurs

ωP,P′ : σP
∼→ σP′ M 7→ (1M : (PM•, εM )

∼→ (P ′M•, ε
′
M ))

et si P ′′ := ((P ′′M•, ε
′′
M ) |M ∈ Ob(A )) est un troisième tel système, il vient

ωP′,P′′ ◦ ωP,P′ = ωP,P′′ .

(iv) D’après le théorème 7.60, pour tout foncteur additif F : A → B et tout i ∈ N,
on déduit un foncteur additif

LP
i F := (LiF ) ◦ σP : A → B.

Evidemment cette construction dépend du système de résolutions choisi P, mais pour
un autre choix P ′, on déduit de (iii) des isomorphismes canoniques

ωP,P′

F,i := (LiF ) ∗ ωP,P′ : L
P
i F

∼→ LP′

i F ∀i ∈ N

(notation de l’exercice 1.129(ii)) et on a ωP′,P′′

F,i ◦ωP,P′

F,i = ωP,P′′

F,i , si P ′′ est un troisième
système. En résumé, la construction de LP

i F est aussi canonique que possible, compte
tenu du fait qu’elle dépend d’un grand nombre de choix, codés dans P. Pour certaines
catégories A (e.g. si A = A−Mod pour un anneau quelconque A), on pourrait exhiber
un système P canonique, et obtenir ainsi une définition univoque, mais en tout cas, la
discussion montre que même un choix arbitraire pour P donne lieu à une famille de
foncteurs canoniquement isomorphes à ceux que l’on obtient à partir de n’importe quel
autre choix ; de plus, même ces isomorphismes canoniques sont tous compatibles entre
eux. En pratique, il n’est donc pas nécessaire de spécifier le système P adopté, qui pourra
être tout simplement négligé dans la notation, et dans toute discussion de ces foncteurs.
Ainsi, désormais on notera le foncteur LP

i F , correspondant au choix d’un système P
arbitraire, par

LiF : A → B ∀i ∈ N
et on l’appellera le i-ème foncteur dérivé à gauche du foncteur F .

(v) Une variante importante du théorème 7.60 s’obtient si l’on suppose plutôt que A
admet assez d’objet injectifs, i.e. que tout objet de A soit un sous-objet d’un objet injec-
tif ; évidemment, cela revient à dire que A op admet assez d’objets projectifs. Remplaçons
alors A − RésPr par la catégorie

A − RésInj

dont les objets (I•,M
ε−→ I•) sont les résolutions injectives à droite des objets de A ;

pour tout couple de résolutions M ε−→ I•, N
ε′−→ J•, les morphismes (I•, ε) → (J•, ε′)

sont encore les morphismes M → N de A . Au vu de la remarque 5.10(iii), on a une
identification naturelle

A − RésInj = (A op − RésPr)op

et les constructions précédentes s’adaptent aisément pour attacher à tout foncteur additif
F : A → B une suite de foncteurs

RiF : A − RésInj→ B (I•, ε) 7→ Hi(F (I•)) ∀i ∈ N.

De même, à tout système I := {M εM−−→ I•M |M ∈ Ob(A )} de résolutions injectives à
droite on associe une équivalence de catégories

σI : A
∼→ A − RésInj M 7→ (I•M , εM )

d’où une suite de foncteurs additifs dérivés à droite

RiIF := (RiF ) ◦ σI : A → B M 7→ Hi(F (I•M )) ∀i ∈ N
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avec, bien entendu, un système d’isomorphismes de foncteurs, pour des choix différents
du système auxiliaire I . Les détails seront laissés aux soins du lecteur.

Exercice 7.62. Soit F : A → B un foncteur additif entre catégories abéliennes, et
supposons que A admet assez d’objets projectifs.

(i) Montrer que LiFP = 0 pour tout objet projectif P de A et tout i ∈ N \ {0}.
(ii) Soit en outre F est exact à droite ; exhiber un isomorphisme canonique

L0F
∼→ F

et montrer que F est exact ⇔ L1F = 0 ⇔ LiF = 0 pour tout i > 0.
(iii) Par exemple, pour un anneau A et un A-module fixé M , soit FM le foncteur
M ⊗A − : A − Mod → A − Mod (voir le §3.1.2). Les foncteurs dérivés LiFM sont
traditionellement notés :

N 7→ TorAi (M,N).

Déduire de (ii) un isomorphisme naturel pour tout couple de A-modules M,N :

TorA0 (M,N)
∼→M ⊗A N.

(iv) Utiliser les résolutions trouvées dans l’exercice 5.8(ii) pour calculer

TorA1
i (k(m1), k(m1)) TorA2

i (k(m2), k(m2)) TorA3
i (k(m3), k(m3)) ∀i ∈ N.

(v) Soient A un anneau, M un A-module, a ∈ A un élément régulier. Exhiber des
isomorphismes naturels de A-modules :

TorAi (M,A/aA) ≃


M/aM si i = 0

Ker(a · IdM :M →M) si i = 1

0 si i > 1.

Exercice 7.63. Soit F : A → B un foncteur additif entre catégories abéliennes, et
supposons que A admet assez d’objets injectifs.

(i) Montrer que RiF (I) = 0 pour tout objet injectif I de A et tout i ∈ N \ {0}.
(ii) Soit en outre F exact à gauche ; exhiber un isomorphisme canonique

F
∼→ R0F

et montrer que F est exact ⇔ R1F = 0 ⇔ RiF = 0 pour tout i > 0.
(iii) Pour un anneau A et un A-module fixé M , soit FM : A − Mod → A − Mod

le foncteur HomA(M,−) de la remarque 3.7. Les foncteurs dérivés à droite RiFM sont
traditionellement notés :

N 7→ ExtiA(M,N).

Déduire de (ii) un isomorphisme naturel pour tout couple de A-modules M,N :

HomA(M,N)
∼→ Ext0A(M,N).

Remarque 7.64. (i) Toute application A-linéaire ϕ :M ′ →M induit une transformation
naturelle HomA(ϕ,−) : HomA(M,−) → HomA(M

′,−) de la façon évidente, et pour
tout i ∈ N on notera par ExtiA(ϕ,−) : ExtiA(M,−) → ExtiA(M

′,−) la i-ème dérivée à
droite de HomA(ϕ,−), suivant la (duale de la) remarque 7.61(i). Evidemment, si ϕ′ :
M ′′ → M ′ est une autre application A-linéaire, on a HomA(ϕ

′,−) ◦ HomA(ϕ,−) =
HomA(ϕ ◦ ϕ′,−) ; au vu de la remarque 7.61(ii), il s’ensuit que tout A-module N induit
un foncteur ExtiA(−, N) : (A − Mod)op → A − Mod, et une inspection directe montre
aisément que ce foncteur est additif. On obtient ainsi pour tout i ∈ N un foncteur biadditif
(i.e. additif séparément dans chaque argument)

ExtiA(−,−) : (A−Mod)op × (A−Mod)→ A−Mod.

De même, les dérivés à gauche de −⊗A − nous fournissent les foncteur biadditifs

TorAi (−,−) : (A−Mod)× (A−Mod)→ A−Mod.
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(ii) Le calcul explicite des foncteurs dérivés à droite est souvent difficile, car on a
rarement à disposition des résolutions injectives suffisamment maniables. D’autre part,
pour le calcul de ExtiA(M,N) on peut contourner ces difficultés : on verra dans la section
8.5 que ce dernier est naturellement isomorphe à LiHomA(M,N), où LiHomA(−, N)
dénote le i-ème foncteur dérivé à gauche du foncteur additif contravariant HomA(−, N).
De même, on verra que TorAi (M,N) est isomorphe à LiTN (M), où TN : A − Mod →
A−Mod est le foncteur −⊗A N .

On va maintenant joindre la construction du foncteur dérivé avec la suite exacte longue
d’homologie du §2.5.2. On remarque d’abord :

Proposition 7.65. Soient A une catégorie abélienne, et

Σ : 0→M ′
f−→M

g−→M ′′ → 0

une suite exacte de A . Soient aussi (P ′•, d′•)
ε′−→M ′ et (P ′′• , d′′•)

ε′′−→M ′′ deux résolutions
projectives. Alors il existe une résolution projective (P•, d•)

ε−→ M avec Pi := P ′i ⊕ P ′′i
pour tout i ∈ N, et un diagramme commutatif de résolutions

(∗)
ΣP

��

0 // P ′•
f• //

ε′ ��

P•
g• //

ε
��

P ′′• //

ε′′��

0

Σ 0 // M ′
f // M

g // M ′′ // 0

tel que fi : P ′i → P ′i ⊕ P ′′i et gi : P ′i ⊕ P ′′i → P ′′i sont respectivement l’inclusion et la
projection canoniques, pour tout i ∈ N.

Démonstration. En raisonnant comme dans la remarque 5.2, on se ramène au cas où A
est une sous-catégorie pleine et exacte de A −Mod, pour un anneau associatif unitaire
A convenable. Or, g est un épimorphisme de A , et P ′′0 est projectif dans A , donc ε′′ se
relève en une application A-linéaire ε′′M : P ′′0 →M ; soit aussi ε′M := f ◦ ε′ : P ′0 →M . On
déduit une application A-linéaire

ε : P0 →M (x, y) 7→ ε′M (x) + ε′′M (y)

et on voit aisément que

ε ◦ f0 = f ◦ ε′ et g ◦ ε = ε′′ ◦ g0.
On pose d0 := ε et on va construire par récurrence sur i > 0 la différentielle di : P ′i⊕P ′′i →
P ′i−1 ⊕ P ′′i−1, sous la forme d’une matrice en blocs(

d′i (−1)i · σi
0 d′′i

)
telle que d′i−1 ◦ σi ◦ d′′i+1 = 0 ∀i > 0.

(Rappelons que d′0 := ε′ et d′′0 := ε′′). Avec des différentielles d• de cette forme, on
voit aussitôt que les systèmes des inclusions (fi | i ∈ N) et des projections (gi | i ∈ N)
définissent des morphismes f• : P ′• → P• et g• : P• → P ′′• comme souhaité.

Pour i = 1, remarquons que g ◦ ε′′M ◦ d′′1 = ε′′ ◦ d′′1 = 0, donc Im(ε′′M ◦ d′′1) ⊂ Im(f), et
comme ε′ est un épimorphisme de A , et que P ′′1 est projectif dans A , on trouve

σ1 : P ′′1 → P ′0 tel que f ◦ ε′ ◦ σ1 = ε′′M ◦ d′′1
ce qui nous donne notre d1. Avec cette définition, on calcule pour tout (x, y) ∈ P1 :

ε ◦ d1(x, y) = ε(d′1(x)− σ1(y), d′′1(y))
= ε′M (d′1(x)− σ1(y)) + ε′′M (d′′1(y))

= −ε′M ◦ σ1(y) + ε′′M ◦ d′′1(y)
= 0.

Et on a aussi f ◦ ε′ ◦ σ1 ◦ d′′2 = ε′′M ◦ d′′1 ◦ d′′2 = 0, donc ε′ ◦ σ1 ◦ d′′2 = 0.
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Soit ensuite i > 1, et supposons que l’on a déjà exhibé σi−1 de la forme souhaitée ;
en particulier, Im(σi−1 ◦ d′′i ) ⊂ Ker(d′i−2) = Im(d′i−1), et comme P ′′i est projectif dans
A , on peut donc réléver σi−1 ◦ d′′i en une application A-linéaire σi : P ′′i → P ′i−1, et on
obtient ainsi notre différentielle di. Par construction on a

d′i−1 ◦ σi ◦ d′′i+1 = σi−1 ◦ d′′i ◦ d′′i+1 = 0.

En outre, pour tout (x, y) ∈ Pi il vient :

di−1 ◦ di(x, y) = di−1(d
′
i(x) + (−1)i · σi(y), d′′i (y))

= (d′i−1(d
′
i(x) + (−1)i · σi(y)) + (−1)i−1 · σi−1(d′′i (y)), 0)

= ((−1)i · d′i−1 ◦ σi(y) + (−1)i−1 · σi−1 ◦ d′′i (y), 0)
= 0.

Cela achève la construction de P•. Il reste à vérifier que P•
ε−→M est une résolution de M .

Pour cela, on remarque que f• et g• définissent une suite exacte 0→ P ′• → P• → P ′′• → 0.
On en déduit une suite exacte longue d’homologie

· · · → Hi(P
′
•)→ Hi(P•)→ Hi(P

′′
• )→ · · ·

(voir §2.5.2). Mais par hypothèse Hi(P
′
•) = 0 = Hi(P

′′
• ) pour tout i > 0, d’où Hi(P•) = 0

pour tout i > 0. En dernier lieu, pour i = 0, le diagramme commutatif de résolutions (∗)
induit un diagramme commutatif de A-modules

H1(P
′′
• ) //

��

H0(P
′
•) //

��

H0(P•) //

��

H0(P
′′
• )

��

// H−1(P ′•)

��
0 // M ′ // M // M ′′ // 0

à lignes horizontales exactes, et dont les flèches verticales, sauf éventuellement la flèche
centrale, sont des isomorphismes ; mais dans ce cas, l’exercice 2.104 nous dit que la flèche
centrale est aussi un isomorphisme, et la preuve est achevée. □

Remarque 7.66. Par dualité, on déduit aussitôt la version “à droite” de la proposition
7.65 : si M ′ ε′−→ (I•M ′ , d

•
M ′) et M ′′ ε′′−→ (I•M ′′ , d

•
M ′′) sont deux résolutions injectives à

droite, il existe une résolution injective à droite M ε−→ (I•M , d
•
M ) avec InM = InM ′ ⊕ InM ′′

pour tout n ∈ N, et un diagramme commutatif de résolutions :

Σ

��

0 // M ′
f //

ε′
��

M
g //

ε
��

M ′′ //

ε′′
��

0

ΣI 0 // I•M ′
f• // I•M

g• // I•M ′′ // 0

tel que f• et g• sont respectivement les inclusions et les projections canoniques.

La prochaine étape consiste à vérifier que la construction de la proposition 7.65 est
compatible aux morphismes de suites exactes courtes ; pour cela on a :

Proposition 7.67. On considère un diagramme commutatif

(∗)

0 // P ′•
f1
• //

ε′��

h′•

((

P•
g1• //

ε
��

P ′′• //

ε′′ ��

h′′•

vv

0

0 // M ′
f1

//

h′��

M
g1 //

h
��

M ′′ //

h′′ ��

0

0 // N ′
f2

// N
g2 // N ′′ // 0

0 // Q′•
f2
• //

µ′

OO

Q•
g2• //

µ

OO

Q′′• //

µ′′

OO

0
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d’une catégorie abélienne A , tel que :

(a) (P•, ε), (P
′
•, ε
′), (P ′′• , ε

′′), (Q•, µ), (Q
′
•, µ
′), (Q′′• , µ

′′) ∈ Ob(A − RésPr)

(b) les 2ème et 3ème lignes horizontales sont des suites exactes courtes d’objets de A ,
et la 1ère et la 4ème sont des suites exactes courtes de complexes de A

(c) h′• et h′′• sont des morphismes de complexes de A avec

µ′ ◦ h′0 = h′ ◦ ε′ et µ′′ ◦ h′′0 = h′′ ◦ ε′′.

Alors il existe un morphisme de complexes h• : P• → Q• tel que

(∗∗) µ ◦ h0 = h ◦ ε
et qui fait commuter le diagramme de complexes

(∗ ∗ ∗)
0 // P ′•

f1
• //

h′• ��

P•
g1• //

h•
��

P ′′• //

h′′•��

0

0 // Q′•
f2
• // Q•

g2• // Q′′• // 0.

Démonstration. Comme P ′i et P ′′i sont des objets projectifs de A , on peut supposer que
Pi = P ′i ⊕ P ′′i pour tout i ∈ N, et f1i , g1i sont respectivement l’inclusion canonique et
la projection canonique, et de même pour Q• et les morphismes f2• , g2•. En outre, en
raisonnant comme dans la remarque 5.2, on peut supposer que A soit une sous-catégorie
pleine et exacte de A−Mod, pour un anneau associatif unitaire A convenable. Soient aussi
dP
′

• , d
P
• , d

P ′′

• les différentielles des complexes P ′•, P• et P ′′• , et de même pour dQ
′

• , d
Q
• , d

Q′′

• ;
noter que l’on peut décomposer les applications

dPi : P ′i ⊕ P ′′i → P ′i−1 ⊕Q′′i−1 dQi : Q′i ⊕Q′′i → Q′i−1 ⊕Q′′i−1
comme matrices en blocs

dPi =

(
dP
′

i σi
0 dP

′′

i

)
dQi =

(
dQ
′

i τi

0 dQ
′′

i

)
∀i > 0

et les conditions dPi−1 ◦ dPi = 0 et dQi−1 ◦ d
Q
i = 0 se traduisent par les identités

dP
′

i−1 ◦ σi + σi−1 ◦ dP
′′

i = 0 dQ
′

i−1 ◦ τi + τi−1 ◦ dQ
′′

i = 0 ∀i > 1.

De même, il existe des homomorphismes β : P ′′0 → M et γ : Q′′0 → N tels que ε :
P ′0 ⊕ P ′′0 →M et µ : Q′0 ⊕Q′′0 → N se décomposent de façon analogue :

ε =
(
f1 ◦ ε′ β

)
µ =

(
f2 ◦ µ′ γ

)
avec g1 ◦ β = ε′′ g2 ◦ γ = µ′′

et les conditions ε ◦ dP1 = 0 et µ ◦ dQ1 = 0 se traduisent par les identités

f1 ◦ ε′ ◦ σ1 + β ◦ dP
′′

1 = 0 f2 ◦ µ′ ◦ τ1 + γ ◦ dQ
′′

1 = 0.

On va construire les applications hi : P ′i ⊕ P ′′i → Q′i ⊕ Q′′i par récurrence sur i ∈ N,
comme des matrices en blocs de la forme(

h′i αi
0 h′′i

)
.

Noter qu’avec un morphisme h• de cette forme, le diagramme (∗ ∗ ∗) est sûrement com-
mutatif. Il reste donc à exhiber les homomorphismes αi : P ′′i → Q′i tels que la condition
(∗∗) soit vérifiée, et tels que

(†) hi−1 ◦ dPi = dQi ◦ hi ∀i > 0.

Avec la notation ci-dessus, la condition (∗∗) devient l’identité de matrices en blocs(
f2 ◦ µ′ ◦ h′0 f2 ◦ µ′ ◦ α0 + γ ◦ h′′0

)
=
(
h ◦ f1 ◦ ε′ h ◦ β

)
.
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Donc, on doit trouver une solution α0 de l’équation : f2 ◦ µ′ ◦ α0 = h ◦ β − γ ◦ h′′0 . Pour
cela on remarque que

g2 ◦ (h ◦ β − γ ◦ h′′0) = h′′ ◦ g1 ◦ β − µ′′ ◦ h′′0 = h′′ ◦ ε′′ − h′′ ◦ ε′′ = 0.

Comme la troisième ligne du diagramme (∗) est exacte, il existe alors une application
A-linéaire δ : P ′′0 → N ′ telle que f2 ◦ δ = h ◦ β − γ ◦ h′′0 . Comme P ′′0 est projectif dans
A , et comme µ′ est une surjection, on peut rélever δ en une application α0 : P ′′0 → Q′0
qui est la solution souhaitée.

De même, la condition (†) se traduit par l’identité de matrices en blocs(
h′i−1 ◦ dP

′

i h′i−1 ◦ σi + αi−1 ◦ dP
′′

i

0 h′′i−1 ◦ dP
′′

i

)
=

(
dQ
′

i ◦ h′i dQ
′

i ◦ αi + τi ◦ h′′i
0 dQ

′′

i ◦ h′′i

)
.

Il faut donc trouver, par récurrence sur i, une solution αi de l’équation

dQ
′

i ◦ αi = δi := h′i−1 ◦ σi + αi−1 ◦ dP
′′

i − τi ◦ h′′i .
Soit i > 0, et on suppose que αi−1 ait déjà été déterminée. Si i > 1, on note que

dQ
′

i−1 ◦ δi = h′i−2 ◦ dP
′

i−1 ◦ σi + δi−1 ◦ dP
′′

i + τi−1 ◦ dQ
′′

i ◦ h′′i
= −h′i−2 ◦ σi−1 ◦ dP

′′

i + δi−1 ◦ dP
′′

i + τi−1 ◦ h′′i−1 ◦ dP
′′

i

= (δi−1 − h′i−2 ◦ σi−1 + τi−1 ◦ h′′i−1) ◦ dP
′′

i = 0.

Si i = 1, on calcule :

f2 ◦ µ′ ◦ δ1 = f2 ◦ h′ ◦ ε′ ◦ σ1 + (h ◦ β − γ ◦ h′′0) ◦ dP
′′

1 + γ ◦ dQ
′′

1 ◦ h′′1
= h ◦ f1 ◦ ε′ ◦ σ1 + (h ◦ β − γ ◦ h′′0) ◦ dP

′′

1 + γ ◦ h′′0 ◦ dP
′

1

= −h ◦ β ◦ dP
′′

1 + h ◦ β ◦ dP
′′

1 = 0.

Dans les deux cas, on conclut que Im δi ⊂ Im dQ
′

i ; comme Q′i est projectif dans A , il
s’ensuit que δi se réléve en une application αi qui fournit la solution cherchée. □

Remarque 7.68. (i) Par dualité, on obtient aussitôt la version “à droite” suivante de la
proposition 7.67. On considère un diagramme commutatif d’objets de A et de complexes
de A , à lignes horizontales exactes courtes :

0 // I ′•
f•1 //

h′•

((

I•
g•1 // I ′′• //

h′′•

vv

0

0 // M ′
f1 //

h′��

ε′

OO

M
g1 //

h
��

ε

OO

M ′′ //

h′′ ��

ε′′

OO

0

0 // N ′
f2 //

µ′��

N
g2 //

µ
��

N ′′ //

µ′′ ��

0

0 // J ′•
f•2 // J•

g•2 // J ′′• // 0

tel que (I•, ε), (I ′•, ε′), (I ′′•, ε′′), (J•, µ), (J ′•, µ′), (J ′′•, µ′′) sont des résolutions injec-
tives. Alors il existe un morphisme de complexes h• : I• → J• avec h0 ◦ ε = µ ◦ h, et qui
fait commuter le diagramme de complexes :

0 // I ′•
f•1 //

h′• ��

I•
g•1 //

h•��

I ′′• //

h′′•��

0

0 // J ′•
f•2 // J•

g•2 // J ′′• // 0.

(ii) Par inspection directe, on voit que la proposition 7.67 reste vraie, avec la même
preuve, si l’on remplace la condition (a) par les conditions suivantes :
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— (P•, ε), (P
′
•, ε
′), (P ′′• , ε

′′) sont des résolutions projectives
— (Q•, µ),(Q′•, µ′),(Q′′• , µ′′) sont des résolutions (non nécessairement projectives)
— la quatrième ligne est scindée en tout degré, i.e. pour tout i ∈ N la suite exacte

0→ Q′i → Qi → Q′′i → 0 est scindée.
Cette observation sera utile au §10.3.1.

(iii) Soient maintenant A ,B deux catégories abéliennes, F : A → B un foncteur
additif ; on suppose que A admet assez d’objets projectifs, et on fixe un système auxiliaire
P := (PM• := (PM•, εM ) |M ∈ Ob(A )) de résolutions projectives. Rappelons que
F commute avec les biproduits (problème 2.76(i)) ; si l’on revient à la situation de la
proposition 7.65, on déduit une suite exacte courte de complexes

F (ΣP ) := (0→ F (P ′•)
Ff•−−→ F (P•)

Fg•−−→ F (P ′′• )→ 0).

De l’autre côté, on a l’isomorphisme IdM : (P•, ε)
∼→ P •M de A −RésPr, et de même pour

M ′ et M ′′. D’après §2.5.2, on déduit, pour tout i ∈ N, un diagramme de B dont la ligne
horizontale en haut est exacte, et dont les flèches verticales sont des isomorphismes :

Li+1F (P
′′
• , ε
′′)

∂
ΣP
i //

Li+1F (IdM′′ )

��

LiF (P
′
•, ε
′)

LiF (f) //

LiF (IdM′ )

��

LiF (P
•, ε)

LiF (g) //

LiF (IdM )

��

LiF (P
′′
• , ε
′′)

LiF (IdM′′ )

��
Li+1F (PM ′′•)

∂P,Σ
i // LiF (PM ′•)

LiF (f) // LiF (PM•)
LiF (g) // LiF (PM ′′•).

Le sous-diagramme carré central commute par construction, et de même pour le carré
de droite ; en outre il existe un unique morphisme ∂P,Σ

i de B qui fait commuter aussi le
premier carré. Avec ce choix, la ligne horizontale en bas est alors la suite exacte longue
des foncteurs dérivés de F associée à la suite exacte courte Σ :

· · ·→ LP
i+1F (M

′′)
∂P,Σ
i−−−→LP

i F (M
′)
LP
i F (f)−−−−−→LP

i F (M)
LP
i F (g)−−−−−→LP

i F (M
′′)→· · ·

A première vue, ∂P,Σ
i dépend à la fois de P, de Σ, et de la suite exacte auxiliaire de

complexes ΣP := (0 → P ′• → P• → P ′′• → 0) ; en fait on peut montrer qu’il ne dépend

que de P et Σ : pour cela, soient Q•
µ−→ M,Q′•

µ′−→ M ′ et Q′′•
µ′′−−→ M ′′ des autres

résolutions projectives donnant lieu à un diagramme commutatif comme le diagramme
(∗) de la proposition 7.65 ; on applique alors la proposition 7.67 avec :

— N ′ :=M ′, N :=M , N ′′ :=M ′′

— h := 1M , h′ := 1M ′ et h′′ := 1M ′′ .
En vertu du diagramme (∗ ∗ ∗) de cette proposition et de la remarque 2.111, on déduit
un diagramme de B :

Li+1F (P
′′
• , ε
′′)

∂
ΣP
i //

Li+1F (1M′′ )

ss
Li+1F (1M′′ )

��

LiF (P ′•, ε
′)

LiF (1M′ )

��

LiF (1M′ )

++
LP
i+1F (M

′′) LP
i F (M

′)

Li+1F (Q
′′
• , τ
′′)

∂
ΣQ
i //Li+1F (1M′′ )

kk

LiF (Q
′
•, τ
′)

LiF (1M′ )

33

dont le carré au milieu est commutatif ; mais aussi les deux triangles à droite et à gauche
commutent, par fonctorialité de Li+1F et LiF , d’où l’assertion.

(iv) Un raisonnament analogue montre que le morphisme de bord ∂i est compatible
aux isomorphismes canoniques ωP,P′

F,i de la remarque 7.61(iv) : à savoir, pour tout i ∈ N
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on a le diagramme commutatif :

LP
i+1F (M

′′)
∂P,Σ
i //

(ωP,P′
F,i+1 )M′′ ��

LP
i F (M

′)

(ωP,P′
F,i )M′��

LP′

i+1F (M
′′)

∂P′,Σ
i // LP′

i F (M ′).

(v) La suite des foncteurs dérivés est aussi naturelle pour morphismes de suites exactes
courtes : à savoir, dans la situation de la proposition 7.67, le morphisme de suites exactes
courtes de A qui occupe la deuxième et troisième ligne du diagramme (∗) induit, en vertu
du diagramme (∗ ∗ ∗), un morphisme de suites exactes longues (où l’on peut à nouveau
omettre toute mention du système de choix P) :

· · · → Li+1F (M
′′)

∂i //

Li+1F (h′′)
��

LiF (M
′)

LiF (f1) //

LiF (h′)
��

LiF (M)
LiF (g1) //

LiF (h)
��

LiF (M
′′)→ · · ·
LiF (h′′)
��

· · · → Li+1F (N
′′)

∂i // LiF (N ′)
LiF (f2) // LiF (N)

LiF (g2) // LiF (N ′′)→ · · ·

(vi) Soit G : A → B un autre foncteur additif, et η : F → G une transformation
naturelle. Dans la situation de la proposition 7.65, il vient un diagramme commutatif de
complexes de B, à lignes horizontales exactes :

0 // FP ′•
Ff• //

ηP ′• ��

FP•
Fg• //

ηP•
��

FP ′′• //

ηP ′′•��

0

0 // GP ′•
Gf• // GP•

Gg• // GP ′′• // 0.

Compte tenu de la remarque 2.111, on déduit un diagramme commutatif

LiFM
′′ ∂Σ

i //

(Liη)M′′ ��

Li−1FM
′

(Li−1η)M′��
LiGM

′′ ∂Σ
i // Li−1GM ′.

∀i > 0.

Exemple 7.69. Si l’on prend pour F le foncteur M⊗A− (avec un anneau A quelconque,
et un A-module fixé M), toute suite exacte courte 0 → N ′ → N → N ′′ → 0 induit une
suite exacte longue de foncteurs TorAi (M,−), dont le début est :

· · · → TorA1 (M,N)→ TorA1 (M,N ′′)→M ⊗A N ′ →M ⊗A N →M ⊗A N ′′ → 0

(voir l’exercice 7.62). Comme application, on a le critère suivant :

Proposition 7.70. Soient A un anneau, et M un A-module. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

(a) M est un A-module plat.
(b) TorAi (M,N) = 0 pour tout A-module N et tout entier i > 0.
(c) TorA1 (M,A/I) = 0 pour tout idéal I ⊂ A de type fini.

Démonstration. (a)⇒ (b) : Si M un A-module plat, le foncteur M ⊗A− est exact, donc
il suffit d’invoquer l’exercice 7.62(ii).

Trivialement on a (b)⇒ (c). Si la condition (c) est vérifiée, la suite exacte longue de
l’exemple 7.69, associée à la suite exacte courte 0 → I → A → A/I → 0, implique que
l’homomorphisme M ⊗A I → M induit par l’inclusion I → A est injectif ; on peut alors
invoquer la proposition 3.78 pour déduire (a). □

Remarque 7.71. La discussion précédente s’applique, mutatis mutandis, aussi à la variante
considérée dans la remarque 7.61(v). Ainsi, si F : A → B est un foncteur additif, et si
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A admet assez d’objets injectifs, avec les remarques 7.66 et 7.68(i) on voit que Σ induit
une suite exacte longue des foncteurs dérivés à droite :

· · ·→ RiF (M ′)
RiF (f)−−−−−→RiF (M)

RiF (g)−−−−→RiF (M ′′)
∂iΣ−−→Ri+1F (M ′)→· · ·

De même, ces suites exactes longues sont compatibles avec toute transformation naturelle
de foncteurs, et sont naturelles pour morphismes de suites exactes courtes, comme dans
la remarque 7.68(v,vi).

Problème 7.72. (Extensions de Yoneda) Soit A un anneau ; pour tous A-modules M,N
on considère l’ensemble des 1-extensions de Yoneda de M par N , noté :

Yon1
A(M,N)

dont les éléments sont les suites exactes courtes Σ := (0 → N
f−→ X

g−→ M → 0) de
A-modules, avec X arbitraire. Soit ∼ la relation d’équivalence sur Yon1

A(M,N) telle que
Σ ∼ Σ′ si et seulement s’il existe un morphisme de suites exactes courtes ϕ• : Σ → Σ′

avec ϕ0 = IdN : N → N et ϕ2 = IdM :M →M :

Σ

ϕ• ��

0 // N // X //

ϕ1��

M // 0

Σ′ 0 // N // X ′ // M // 0.

On voit aisément (e.g. par le lemme du serpent) que ϕ1 est alors un isomorphisme.
L’ensemble des classes de 1-extensions de Yoneda de M par N est le quotient

YExt1A(M,N) := Yon1
A(M,N)/ ∼ .

(i) Montrer que si Σ1,Σ2 ∈ Yon1
A(M,N) et si Σ1 ∼ Σ2, alors ϕ∗Σ1 ∼ ϕ∗Σ2 et

ψ∗Σ1 ∼ ψ∗Σ2 pour toute application A-linéaire ϕ : M ′ → M et ψ : N → N ′′ (notation
de l’exercice 2.105). On a ainsi associé à ϕ et ψ des applications

YExt1A(M,N ′′)
ψ∗←−− YExt1A(M,N)

ϕ∗−→ YExt1A(M
′, N).

(ii) Montrer la commutativité du diagramme :

YExt1A(M,N)
ϕ∗ //

ψ∗ ��

YExt1A(M
′, N)

ψ∗��
YExt1A(M,N ′′)

ϕ∗ // YExt1A(M
′, N ′′).

(iii) Soient ϕ′ ∈ HomA(M
′′,M ′) et ψ′ ∈ HomA(N

′′, N ′). Montrer que :

ϕ′∗ ◦ ϕ∗ = (ϕ ◦ ϕ′)∗ et ψ′∗ ◦ ψ∗ = (ψ′ ◦ ψ)∗.
(iv) La suite exacte courte Σ induit une suite exacte longue d’homologie pour les

foncteurs ExtiA(M,−), et en particulier on a la suite exacte :

(∗) HomA(M,X)
g∗−→ HomA(M,M)

∂0

−→ Ext1A(M,N).

On pose cM,N (Σ) := ∂0(IdM ). Montrer que cM,N (Σ) dépend seulement de la classe [Σ]

de Σ dans YExt1A(M,N). On a ainsi une application

cM,N : YExt1A(M,N)→ Ext1A(M,N).

Montrer aussi que cM,N est surjective, et que cM,N (Σ) = 0 ⇔ Σ est scindée.
(v) Montrer que le diagramme :

(∗∗)
YExt1A(M,N ′′)

cM,N′′
��

YExt1A(M,N)
ψ∗oo

cM,N
��

ϕ∗ // YExt1A(M
′, N)

cM′,N
��

Ext1A(M,N ′′) Ext1A(M,N)
Ext1A(M,ψ)oo Ext1A(ϕ,N) // Ext1A(M

′, N)
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commute (notation de la remarque 7.64(i)).
(vi) Soient Σ1,Σ2 deux éléments de Yon1

A(M,N) ; la somme directe de complexes
Σ1⊕Σ2 est un élément de Yon1

A(M⊕M,N⊕N), et on voit aisément que sa classe [Σ1⊕Σ2]

dans YExt1A(M⊕M,N⊕N) ne dépend que des classes [Σ1], [Σ2] ∈ YExt1A(M,N). Soient
aussi ∇ : N ⊕ N → N l’application telle que (n, n′) 7→ n + n′ et ∆ : M → M ⊕M
l’application telle que m 7→ (m,m) ; on pose

[Σ1] + [Σ2] := ∇∗ ◦∆∗[Σ1 ⊕ Σ2].

Montrer que la loi de composition ainsi obtenue sur YExt1A(M,N) est associative.
(vii) Soient ϕ1, ϕ2 :M ′ →M deux applications A-linéaires ; montrer que

ϕ∗1[Σ] + ϕ∗2[Σ] = (ϕ1 + ϕ2)
∗[Σ] ∀[Σ] ∈ YExt1A(M,N).

(viii) Déduire de (vii) que YExt1A(M,N) est un groupe avec la loi de composition de
(vi), et cM,N est un isomorphisme de groupes, pour tout couple de A-modules M,N . En
particulier, YExt1A(M,N) est un groupe abélien, et les opérations ϕ∗ et ψ∗ de (i) sont
des morphismes de groupes.

Remarque 7.73. (i) Noter que notre construction de l’ensemble YExt1A(M,N) se heurte
aux mêmes difficultés de nature logique que l’on avait déjà signalées pour la construction
de la classe Sub(X) des sous-objets d’un objet X d’une catégorie arbitraire : à savoir,
Yon1

A(M,N) est seulement une classe, et par suite son quotient par la relation d’équiva-
lence ∼ n’est pas bien formé dans notre théorie des ensembles ; toutefois, ce problème peu
être résolu par la même astuce de Scott que l’on a utilisée pour justifier la construction
de Sub(X) : voir la remarque 2.9(ii).

(ii) L’interprétation des foncteurs Ext1A(−,−) en termes d’extensions de Yoneda expli-
quée ci-dessus se généralise en tout degré n ∈ N \ {0} : on obtient ainsi un isomorphisme
naturel entre ExtnA(M,N) et un groupe de classes de n-extensions de Yoneda de M par
N , ces dernières étant représentées par les suites exactes 0 → N → X1 → · · · → Xn →
M → 0 de longueur n+ 2 : voir [52, Ch.III].

Exercice 7.74. Soit G un groupe abélien de type fini. Montrer que G est libre si et
seulement si Ext1Z(G,Z) = 0.

Remarque 7.75. Autour 1950, J.H.C.Whitehead avait conjecturé que l’exercice 7.74 reste
valable sans hypothèse de finitude sur G. Cependant, le logicien S.Shelah a apporté en
1974 une reponse assez étonnante à cette question : la validité de la conjecture dépend
de la théorie des ensembles dans laquelle on la formule. Elle est indécidable à l’intérieur
du système axiomatique le plus courant, la théorie ZFC (Zermelo-Fraenkel avec axiome
du choix), mais dévient vraie dans certaines extensions bien connues de ZFC, et fausse
en d’autres systèmes encore : voir [66].

7.6. Solutions aux exercices et problèmes.
Exercice 7.9, partie (i) : Soient p ∈ AssA(M ⊗A N), et x1, . . . , xn un système fini de

générateurs de p. On a p = rad(AnnA(m)) pour quelque m ∈M ⊗AN (remarque 7.2(i)),
donc il existe k ∈ N tel que xkim = 0 dans M⊗AN pour i = 1, . . . , n. D’après le théorème
3.86, M est la colimite d’un système filtrant (Lλ |λ ∈ Λ) de A-modules libres de rang
fini ; notons (jλ : Lλ → M |λ ∈ Λ) le co-cône universel correspondant, et rappelons que
le co-cône induit (jλ⊗AN : Lλ⊗AN →M⊗AN) est encore universel (exercice 3.14). On
trouve alors λ ∈ Λ et mλ ∈ Lλ⊗AN tel que (jλ⊗AN)(mλ) = m. Pour λ′ ≥ λ, soit aussi
fλλ′ : Lλ → Lλ′ l’homomorphisme de transition, et posons mλ′ := (fλλ′ ⊗A N)(mλ) ;
comme (jλ ⊗A N)(xkimλ) = 0, il existe λ′ ≥ λ tel que xkimλ′ = (fλλ′ ⊗A N)(xkimλ) = 0
pour tout i = 1, . . . , n. En particulier, p ⊂ rad(AnnA(mλ′)) ; de l’autre côté, on a

rad(AnnA(mλ′)) ⊂ rad(AnnA(jλ′ ⊗A N)(mλ′)) = rad(AnnA(m)) = p
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d’où V (p) = SuppA(mλ′). Cela montre que p ∈ AssA(Lλ′ ⊗A N) ; mais d’après le lemme
7.4 on a AssA(Lλ′⊗AN) = AssAN . De l’autre côté, AssA(M⊗AN) ⊂ SuppA(M⊗AN) ⊂
SuppAM , d’où l’assertion.

Partie (ii) : Soit H := HomA(M,N) ; on a Hp ≃ HomAp
(Mp, Np) pour tout p ∈

SpecA, d’après l’exercice 4.110(ii), d’où AssAH ⊂ SuppAH ⊂ SuppAM . Ensuite, soient
x1, . . . , xn un système de générateurs du A-module M , et ϕ ∈ H dont le support est
V (p) pour un idéal premier p ; on voit aisément que SuppA(ϕ) =

⋃n
i=1 SuppA(ϕ(xi)), et

comme V (p) est irréductible, il vient V (p) = SuppA(ϕ(xi)) pour quelque i ≤ n, d’où
p ∈ AssAN . Cela montre que AssAH ⊂ AssAN .

Pour la réciproque, soit p ∈ (SuppAM)∩AssAN ; en vertu de la proposition 7.6, il suffit
de montrer que pAp ∈ AssAp

Hp = AssAHomAp
(Mp, Np), et on a pAp ∈ (SuppAp

Mp) ∩
AssAp

Np. On peut donc supposer que (A, p) soit local. Dans ce cas, par le corollaire
7.8(ii) on trouve x ∈ N tel que AnnA(x) = p, donc Ax ⊂ N est un k(p)-espace vectoriel
non nul. D’autre part, on a 0 ̸= M(p) = M/pM (remarque 3.58(ii)) ; il existe alors une
application k(p)-linéaire M(p) → Ax non nulle, et sa composition ϕ : M → N avec la
projection M → M(p) et l’inclusion Ax → N est une application A-linéaire telle que
SuppA(ϕ) = {p}, d’où l’assertion.

Exercice 7.10 Soit p ∈ AssAM[f ] ; notons fp : Ap → Bp la localisation de f , et
ϕp := Spec fp. On a pAp ∈ AssAp

(Mp)[fp] et ϕp(AssBp
Mp) ⊂ ϕ(AssBM) (proposition

7.6), donc on peut remplacer f par fp, et supposer que (A, p) soit local. Soit m ∈ M[f ]

avec p = rad(AnnA(m)) ; il vient pB ⊂ rad(AnnB(m)). Soit alors q un élément minimal
de SuppB(m) = V (AnnB(m)) ⊂ V (pB) ; comme pB ⊂ q, on a ϕ(q) = p, et de l’autre côté
q ∈ AssB(Bm) ⊂ AssBM , par le corollaire 7.8(v.a). Réciproquement, soit q ∈ AssBM ;
d’après le corollaire 7.8(ii) il existe m ∈M avec q = AnnB(m), d’où ϕ(q) = AnnA(m) et
donc ϕ(q) ∈ AssAM[f ].

Problème 7.12, partie (i) : Par le critère de Baer (problème 4.20), il suffit de montrer
que pour tout idéal J ⊂ A, l’inclusion j : J → A induit une surjection

(S−1j)∗ : HomS−1A(S
−1A,M)→ HomS−1A(S

−1J,M).

Or, d’un côté J est un A-module de présentation finie, car A est noethérien (exer-
cice 6.70(i.a)), et de l’autre côté, S−1A est une A-algèbre plate ; au vu de l’exercice
4.110(ii), l’application (S−1j)∗ est alors naturellement identifiée avec S−1A ⊗A j∗, où
j∗ : HomA(A,M) → HomA(J,M) est l’application analogue. Cette dernière est surjec-
tive, car M est injectif, d’où l’assertion.

Partie (ii) : Il suffit de montrer que pour tout x ∈ N il existe a ∈ A tel que ax/1 ∈
S−1M \ {0}. Pour cela, posons Ja := AnnA(ax) pour tout a ∈ A, et soit

F := {Ja | a ∈ A et ax/1 ̸= 0 dans S−1N}.

Comme A est noethérien, on peut choisir b ∈ A tel que Jb soit maximal parmi les éléments
de F , et posons I := AnnA(Abx/(M ∩ Abx)). Noter que l’inclusion Jb ⊂ I est stricte,
car N est une extension essentielle de M ; donc, on a I = Jb + Aa1 + · · · + Aak pour
un système fini d’éléments a1, . . . , ak ∈ I \ Jb. Par construction on a aibx ∈ M \ {0}
pour tout i = 1, . . . , k. Or, supposons par l’absurde que aibx/1 = 0 dans S−1M pour
tout i = 1, . . . , k ; il existe alors t1, . . . , tk ∈ S avec a1t1bx = · · · = aktkbx = 0 dans M .
Soit t := t1 · · · tk ; il vient tbx/1 ̸= 0 dans S−1N , et I ⊂ AnnA(tbx), ce qui contredit la
maximalité de Jb.

Partie (iii) : L’assertion suit aussitôt de (i) et (ii).
Partie (iv) : Soit q ∈ AssAEA(p) ; d’après le corollaire 7.8(ii) il existe x ∈ EA(p) tel que

q = AnnA(x). On a M := ϕ−1(p)(Ax) ̸= 0 et il vient AnnA(y) = q pour tout y ∈M \ {0} ;
mais évidemment on a aussi AnnA(y) = p pour un tel y, d’où q = p.
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Partie (v) : Soient E1, E2 ⊂ EA(p) des A-sous-modules tels que EA(p) = E1 ⊕ E2,
et pour i = 1, 2 notons par πi : A/p → Ei la composition de ϕ(p) avec la projection
EA(p)→ Ei. On a

0 = Kerϕ(p) = (Kerπ1) ∩ (Kerπ2)

d’où aussi (Kerπ1) · (Kerπ2) = 0. Mais comme A/p est intègre, cela veut dire que soit
Kerπ1 = 0, soit Kerπ2 = 0. Disons que 0 = Kerπ1 = ϕ−1(p)(E2) ; comme EA(p) est une
extension essentielle de A/p, il vient E2 = 0, d’où l’assertion.

Partie (vi) : Soit E ̸= 0 un A-module injectif, et p ∈ AssAE ; on trouve alors x ∈ E
avec AnnA(x) = p (corollaire 7.8(ii)), d’où un isomorphisme ψ : Ax

∼→ A/p de A-modules.
La composition ω := ϕ(p) ◦ ψ : Ax → EA(p) est une enveloppe injective de Ax, donc
l’inclusion j : Ax→ E se factorise à travers ω et une injection A-linéaire ν : EA(p)→ E
(exercice 4.25(v.a)). De même, IdEA(p) se factorise à travers ν et une application A-
linéaire µ : E → EA(p), car EA(p) est injectif ; il vient E = Im(ν) ⊕ Ker(µ), et si E
est indécomposable, on doit avoir E = Im(ν) et Kerµ = 0 ; i.e. ν est un isomorphisme.
L’unicité de p découle aussitôt de (iv).

Partie (vii) : Soit µa : EA(p)→ EA(p) l’application A-linéaire : x 7→ ax. Evidemment
ϕ−1(p)(Kerµa) = 0, car la classe ā ∈ A/p de a est non nulle, et A/p est intègre. Comme
EA(p) est une extension essentielle de A/p, il vient Kerµa = 0. Donc N := Im(µa) est
un A-module isomorphe à EA(p), et il est en particulier injectif ; en raisonnant comme
dans la preuve de (vi), on déduit que N est un facteur direct de EA(p) ; mais ce dernier
est indécomposable, d’où N = EA(p).

Partie (viii) : L’assertion suit aussitôt de (iii) et de l’exercice 4.25(v.b).
Partie (ix) : Pour tout A-module injectif E ̸= 0, soit E (E) l’ensemble des sous-

modules injectifs indécomposables de E ; la preuve de (vi) montre que E (E) ̸= ∅. Pour
toute partie E ′ ⊂ E (E), on considère l’unique application A-linéaire

jE ′ :
⊕

E′∈E ′ E
′ → E

dont la restriction à E′ coïncide avec l’inclusion E′ → E, pour tout E′ ∈ E ′. Soit
aussi F la famille des parties E ′ ⊂ E (E) telles que jE ′ est injective, et on munit F de
l’ordre partiel induit par inclusion de parties de E (E). Or, si (E ′λ |λ ∈ Λ) est une chaîne
totalement ordonnée d’éléments de F avec Λ ̸= ∅, posons E ′ :=

⋃
λ∈Λ E ′λ ; évidemment

jE ′λ est la restriction de jE ′ au sous-module
⊕

E′∈E ′λ
E′, pour tout λ ∈ Λ. Comme par

hypothèse chaque jE ′λ est injectif , il en est de même pour jE ′ , i.e. E ′ ∈ F . Par le
lemme de Zorn, F admet alors un élément maximal M . D’après l’exercice 6.70(ii), le
A-module EM :=

⊕
E′∈M E′ est injectif ; en raisonnant comme dans la preuve de (vi),

on voit aisément que jM (EM ) est un facteur direct de E, donc jM se prolonge en un
isomorphisme de A-modules EM ⊕ F

∼→ E, pour un A-sous-module F de E qui est
injectif à son tour (remarque 4.2(iii)). Mais si F ̸= 0, on a E (F ) ̸= ∅, et évidemment
M ∪ {F ′} ∈ F si F ′ ∈ E (F ), ce qui contredit la maximalité de M . Donc F = 0, et jM
est l’isomorphisme souhaité.

Partie (x) : D’abord, montrons que AssAI(p) = {p} si Λp ̸= ∅. En effet, soit V (q) =
V (AnnA(x)) pour quelque x ∈ I(p) et q ∈ SpecA ; il existe une partie finie non vide
Λ′ ⊂ Λp telle que x ∈ EA(p)(Λ

′) ⊂ I(p), donc q ∈ AssA(EA(p)
(Λ′)) = {p}, d’après (iv)

et le lemme 7.4, d’où l’assertion. Or, soit q ∈ SpecA ; si q ̸⊂ p, on a AssAp
I(q)p =

(SpecAp) ∩ AssAI(q) = ∅, d’après la proposition 7.6, d’où I(q)p = 0 (corollaire 7.8(i)).
D’autre part, si q ⊂ p, on a I(q)p = I(q) = EAp

(qAp)
(Λq), d’après (vii) et (viii). Quitte à

remplacer A et M respectivement par Ap et Mp, on peut alors supposer que (A, p) soit
local ; d’où AssAHomA(k(p), I(q)) = {p} ∩ AssAI(q) = ∅ si q ̸= p, car k(p) = A/p est
un A-module cyclique (exercice 7.9(ii)), et par suite HomA(k(p), I(q)) = 0 pour q ̸= p
(corollaire 7.8(i)). Avec l’exercice 3.17(i), il vient :

HomA(k(p),M) ≃ HomA(k(p), I(p)) ≃ HomA(k(p), EA(p))
(Λp).
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On est donc ramené à vérifier que HomA(k(p), EA(p)) est un k(p)-espace vectoriel de
dimension 1 ; mais ce dernier est isomorphe au sous-module F := AnnEA(p)(p). Soient
par l’absurde x, y ∈ F deux éléments k(p)-linéairement indépendants ; alors Ax∩Ay = 0,
et d’autre part ϕ−1(p)(Ax), ϕ

−1
(p)(Ay) ̸= 0, car EA(p) est une extension essentielle de A/p.

Comme A/p est intègre, il suffit alors d’observer la contradiction suivante :

0 ̸= ϕ−1(p)(Ax) · ϕ
−1
(p)(Ay) ⊂ ϕ

−1
(p)(Ax) ∩ ϕ

−1
(p)(Ay) = ϕ−1(p)(Ax ∩Ay) = ϕ−1(p)(0) = 0.

Partie (xi) : On a déjà vu que si Λp ̸= ∅, alors p ∈ AssAM . Réciproquement, soit
p ∈ AssAM ; d’après le corollaire 7.8(ii) il existe x ∈ M avec AnnA(x) = p, d’où une
application Ap-linéaire non nulle k(p)→Mp, et alors Λp ̸= ∅, d’après (x).

Exercice 7.19 : En raisonnant par récurrence sur n, on se ramène à exhiber un
sous-module M1 ⊂ M tel que AssA(M) = {p1} et AssA(M/M1) = {p2, . . . , pn}. Or,
d’après le théorème 7.18(ii), M admet une décomposition primaire non redondante
(N(p1), . . . , N(pn)), de support AssA(M). Posons M1 := N(p2) ∩ · · · ∩N(pn) ; l’application
naturelle M/M1 → Q :=

⊕n
i=2M/N(pi) est injective, donc AssA(M/M1) ⊂ AssAQ =

{p2, . . . , pn} (corollaire 7.7). D’autre part, M1 ∩ N(p1) = 0, donc l’application naturelle
M1 →M/N(p1) est injective, d’où AssA(M1) ⊂ AssA(M/N(p1)) = {p1}. Comme M1 ̸= 0,
on a alors AssA(M1) = {p1} (corollaire 7.8(i)), et AssA(M/M1) = {p2, . . . , pn}, encore
en vertu du corollaire 7.7.

Exercice 7.22 : Evidemment S est une partie multiplicative de A, donc SpecS−1A
s’identifie naturellement avec Σ := {p ∈ SpecA |S ∩ p = ∅} (proposition 3.31). Mais on
a S = A \

⋃
p∈Min(A) p, et Min(A) est un ensemble fini, d’après la remarque 7.21(ii,iii),

donc q ∈ Σ ⇔ q ⊂
⋃

p∈Min(A) p ⇔ q ∈ Min(A) (proposition 1.58). Cela montre
que Spec(S−1A) s’identifie naturellement avec MinA, et en particulier, tout idéal pre-
mier de S−1A est maximal. Soit donc Spec(S−1A) = {m1, . . . ,mk} ; on a N (S−1A) =
S−1N (A) = 0 (exercice 3.38), donc m1∩ · · ·∩mk = 0, et alors l’homomorphisme naturel
S−1A→

∏k
i=1 k(mi) est bijectif, d’après le lemme 1.60.

Exercice 7.25, partie (i) : Observons d’abord qu’il suffit de montrer que chaque Ni[T ]
est pi[T ]-primaire. En effet, comme A[T ] est un A-module libre, pour tout A-module
N on a N = 0 ⇔ N [T ] = 0, et pour deux sous-modules N ′, N ′′ ⊂ N on a N ′[T ] ∩
N ′′[T ] = (N ′∩N ′′)[T ] ; donc, si chaque Ni[T ] est pi[T ]-primaire, on aura la décomposition
primaire non redondante 0 = (N1 ∩ · · · ∩ Nk)[T ] = N1[T ] ∩ · · · ∩ Nk[T ] de M [T ]. De
plus, comme (M/Ni)[T ] ≃ M [T ]/Ni[T ], il suffit de montrer que si AssAM = {p} pour
quelque p ∈ SpecA, alors AssA[T ]M [T ] = {p[T ]}. Mais dans ce cas, AssA[T ](M [T ]) =
AssA[T ](A[T ]/p[T ]), par le théorème 7.23(ii), d’où l’assertion.

Partie (ii) : Soit S := {a1, . . . , an} ⊂ A l’ensemble des coefficients de f , et prenons
un système fini (bi | i = 1, . . . , n) d’éléments de A avec

∑n
i=1 aibi = 1 ; quitte à remplacer

A par sa Z-sous-algèbre engendrée par {ai, bi | i = 1, . . . , n}, on peut supposer que A soit
noethérien. On doit vérifier que si x ∈ M [T•] et si fx = 0, alors x = 0 ; évidemment il
existe un A-sous-module N ⊂ M de type fini tel que x ∈ N [T•] ⊂ M [T•], donc, quitte
à remplacer M par N , on peut supposer que M soit de type fini. Mais alors, avec (i) et
une simple récurrence sur n ∈ N, on trouve que AssA(M [T•]) = {p[T•] | p ∈ AssAM} ;
d’autre part, puisque S engendre l’idéal A, on a f /∈

⋃
p∈AssAM

p[T•], d’où l’assertion,
compte tenu du corollaire 7.8(iii).

Exercice 7.26, partie (i) : Soit p ∈ SpecA tel que I est p-primaire ; alors V (I) =
SuppA(A/I) = V (p), d’après le corollaire 7.8(v.a), d’où l’assertion, compte tenu de la
remarque 1.56(i).

Partie (ii) : C’est un cas particulier de la proposition 7.15(iii).
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Partie (iii) : On pose M := A/I, et soit AssAM = {p1, . . . , pk} ; par le théorème
7.18(i,ii) il existe une suite finie (Ni | i = 1, . . . , k) de sous-modules de M avec

⋂k
i=1Ni =

0, et tels que Ni est pi-primaire pour tout i = 1, . . . , k. Pour chaque i = 1, . . . , k on a
Ni = Ii/I pour un unique idéal Ii ⊂ A, et comme M/Ni = A/Ii, on voit que Ii est
pi-primaire, et évidemment I = I1 ∩ · · · ∩ Ik. Les propriétés d’unicité de S et des Ij tels
que rad(Ij) est minimal dans AssAM découlent du théorème 7.18(ii) et du corollaire 7.20.

Exercice 7.28, partie (i) : Supposons d’abord que Mi+1/Mi soit artinien pour tout
i = 0, . . . , k − 1 ; on va alors montrer que Mi est artinien pour tout i = 0, . . . , k. On
raisonne par récurrence sur i : l’assertion est triviale pour i = 0, et elle est vérifiée par
hypothèse, pour i = 1 ; soit donc i > 1, et supposons que l’assertion soit déjà connue
pour Mi−1. Soient (Nr | r ∈ N) une chaîne descendante de sous-modules de Mi, et π :
Mi →Mi/Mi−1 la projection ; il vient des suites descendantes (N ′r :=Mi−1 ∩Nr | r ∈ N)
et (Nr := π(Nr) | r ∈ N) de sous-modules de Mi−1 et respectivement Mi/Mi−1, et par
hypothèse de récurrence il existe n ∈ N tel que N ′s = N ′r et Ns = Nr pour tout s ≥ r.
D’autre part, pour tout s ≥ r on a un diagramme commutatif de A-modules

0 // N ′s //

��

Ns //

��

Ns
//

��

0

0 // N ′r // Nr // Nr
// 0

à lignes horizontales exactes, dont les flèches verticales sont les inclusions. Compte tenu
de l’exercice 2.104, on déduit que Ns = Nr pour tout tel s, et cela montre que Mi est
artinien. Si Mi+1/Mi est noethérien, on raisonne de même avec une chaîne ascendante
(Nr | r ∈ N) de sous-modules de Mi, pour prouver que Mi est noethérien pour tout
i = 0, . . . , k : les détails sont laissés aux soins du lecteur.

Ensuite, si M est artinien (resp. noethérien), évidemment il en est de même pour tout
sous-module et tout quotient de M , donc aussi pour chaque Mi+1/Mi.

Partie (ii) : D’après (i), An est un A-module artinien pour tout n ∈ N, donc de même
pour tout quotient de An, d’où l’assertion.

Exercice 7.40, partie (i) : Montrons d’abord que v(1) = 0 : en effet, on a

v(1) = v(1 · 1) = v(1) + v(1)

donc soit v(1) = 0, soit v(1) = +∞. Mais si v(1) = +∞, on aurait v(x) = v(x · 1) =
v(x) +∞ = +∞ pour tout x ∈ K+, ce qui est absurde, car v est surjective. Ensuite,
noter que v(x) = +∞ ⇔ x = 0 : car, par hypothèse il existe y ∈ K avec v(y) = +∞,
d’où v(0) = v(0 · y) = v(0) +∞ = +∞, et d’autre part, si x ̸= 0 on a 0 = v(x · x−1) =
v(x) + v(x−1), d’où v(x) ̸= +∞. Donc, 0, 1 ∈ K+, et si v(x), v(y) ≥ 0, on voit que
v(x+ y), v(xy) ≥ 0, i.e. K+ est un sous-anneau de K.

Partie (ii) : Noter que v(x) = 0 si et seulement si v(x−1) = 0, donc les inversibles de
K+ sont précisément les x ∈ K tels que v(x) = 0. De plus, on vérifie aisément que pour
tout n ∈ N la partie In := {x ∈ K | v(x) ≥ n} est un idéal de K+. Réciproquement, soit
J ⊂ K+ un idéal ̸= 0, et x ∈ J avec v(x) = n := min(v(y) | y ∈ J) ; si y ∈ K et v(y) ≥ n,
on a v(x−1y) ≥ 0, i.e. x−1y ∈ K+, et donc y ∈ J . Cela montre que tout idéal non nul
de K+ est de la forme In pour quelque n ∈ N, et on voit de plus que ces idéaux sont
tous principaux ; en particulier, K+ est noethérien. Noter aussi que In = In1 pour tout
n ∈ N, donc I1 est l’unique idéal premier non nul de K+, i.e. K+ est local de dimension
un. Ainsi, K+ remplit les conditions équivalentes de la proposition 7.36, d’où l’assertion.

Problème 7.42, partie (i) : Posons k := k(m). L’anneau A := k ⊗V A est noe-
thérien (théorème 6.65), et l’homomorphisme structurel V → A induit une surjection
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SpecA→ SpecV (problème 3.83(i.c)) ; donc SpecA ̸= ∅ n’a qu’un nombre fini de com-
posantes irréductibles Z0, . . . , Zn, i.e. A ̸= 0 a un nombre fini d’idéaux premiers mini-
maux (exercice 6.109(iii)). Soit alors p ∈ MinA avec Z0 = V (p), et notons par d′ le degré
de transcendence de l’extension k ⊂ k(p) ; au vu du problème 6.82(i), on doit vérifier
que d′ = d. D’après le problème 6.12(ii), il existe un homomorphisme fini et injectif de
k-algèbres f : k[T1, . . . , Td′ ]→ A/p ; on trouve aisément un diagramme commutatif :

V [T1, . . . , Td′ ]
p //

g
��

k[T1, . . . , Td′ ]

k⊗V g ��
f

''
A

p′ // A
p′′ // A/p

où p, p′ et p′′ sont les projections, g est un homomorphisme de V -algèbres, et le carré à
gauche est cocartésien. Notons par v : K → Z∪ {+∞} la valuation de V comme dans la
remarque 7.39, et soit P ∈ Ker(g) ; si P ̸= 0, soit Σ ⊂ V \ {0} l’ensemble des coefficients
non nuls du polynôme P (T1, . . . , Tn), posons k := min(v(a) | a ∈ Σ), et soit b ∈ V un
générateur de mk. Alors Q := b−1P ∈ V [T1, . . . , Td′ ], et au moins un des coefficients de
Q est dans V ×, d’où Q := p(Q) ̸= 0, donc f(Q) ̸= 0 ; d’autre part, Q ∈ Ker(g), car
la V -algèbre A est sans torsion (exercice 3.81(ii)), contradiction. Ainsi, g est injectif.
Noter que U := Z0 \ (Z1 ∪ · · · ∪ Zn) est un voisinage ouvert de p dans SpecA. Posons
ϕ := Spec g : SpecA → SpecV [T1, . . . , Td′ ] et ψ := Spec f : Z0 → Spec k[T1, . . . , Td′ ] ;
sous l’identification naturelle SpecA

∼→ V (mA) ⊂ SpecA, le point p correspond à l’idéal
premier p := Ker(p′) ⊂ A, et par construction il vient :

ϕ−1(ϕ(p)) ∩ U = ψ−1(ψ(p)) ∩ U = {p}

donc g est quasi-fini au point p. Soit alors C la fermeture intégrale de V [T1, . . . , Td′ ] dans
A, et p′ := p ∩ C ; d’après le théorème 6.55, l’inclusion C → A induit un isomorphisme
Cp′

∼→ Ap′ . Cela montre que d′ est le degré de transcendance de l’extension K ⊂ Frac(A),
et d’après le problème 6.82(i), ce dernier est égal à d.

Partie (ii) : Remarquons d’abord que si B est une V -algèbre intègre, de type fini,
plate mais non fidèlement plate, alors l’image de SpecB dans SpecV ne contient pas m
(problème 3.83(i.c)), d’où B/mB = 0, donc B est une K-algèbre, i.e. B = K ⊗V B. Or,
d’après (i) on trouve dans SpecA des chaînes de spécialisations de longueur d + 1 : on
prend une chaîne maximale de points de SpecA, et on complète avec l’idéal 0 ∈ SpecA ;
donc dimA ≥ d+ 1. Montrons par récurrence sur d que dimA ≤ d+ 1. Pour cela, consi-
dérons une chaîne d’idéaux premiers 0 ⊊ p0 ⊊ · · · ⊊ pk de A de longueur maximale. Si
d = 0, on a dimK⊗V A = 0, donc l’idéal 0 est l’unique point de SpecK⊗V A ; par suite,
p0, . . . , pk ∈ SpecA, et alors k = 0, d’après (i), d’où l’assertion, dans ce cas. Ensuite,
soit d > 0, et supposons que l’assertion soit connue pour toute V -algèbre fidèlement
plate, intègre et de type fini de dimension < d ; si mA ⊂ p0, on a p0, . . . , pk ∈ SpecA,
donc k = d, d’après (i), et l’assertion est claire. Sinon, soit B := A/p0 ; alors B est une
V -algèbre intègre de type fini et sans torsion, donc B est plate. De plus, la projection
A → B induit une surjection K ⊗V A → K ⊗V B ̸= 0 dont le noyau est l’idéal premier
K⊗V p0 ̸= 0 ; par suite, dimK⊗V B < d. Si B n’est pas fidèlement plate, on vient de voir
que B = K ⊗V B, d’où dimA ≤ d, contradiction. Donc B est une V -algèbre fidèlement
plate, et par hypothèse de récurrence, il vient dimB ≤ d, d’où dimA ≤ d+ 1.

Exercice 7.46 : Soit I := Aa2 + Ab2 ⊂ A, et J := I + Aab ; on doit vérifier que
l’inclusion I → J est surjective, et d’après la proposition 3.55 il suffit de montrer que
Ip = Jp, i.e. que Apab ⊂ Apa

2 +Apb
2 pour tout p ∈ MaxA. Soit vp : K → Z ∪ {+∞} la

valuation de Ap ; cela revient à montrer que

vp(ab) ≥ µp := min(vp(a
2), vp(b

2)) p ∈ MaxA.
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Disons que vp(a) ≥ vp(b) ; il vient vp(ab) = vp(a)+ vp(b) et µp = 2vp(b), d’où l’assertion.

Exercice 7.47 : L’extension finie Q ⊂ K est trivialement séparable, car Q est un corps
de caractéristique nulle, donc le problème 6.85(iii) nous dit que OK est un anneau noethé-
rien. En outre, OK est une extension entière de Z, donc il est de dimension 1 (corollaire
6.20(iii)), d’où l’assertion.

Problème 7.48, partie (i) : Soient m1, . . . ,mk les idéaux maximaux de A ; on pose
J :=

⋂k
i=1 m

2
i , B := A/J et mi := mi/J pour i = 1, . . . , k. Evidemment J ̸= 0, donc

dimB = 0, i.e. B est un anneau artinien et ses idéaux maximaux sont m1, . . . ,mk. Par
le théorème 7.31, l’anneau B est le produit des localisations

Bi := Bmi = Ami/Jmi = A/m2
i

et on dénote πi : B → Bi la projection. Pour i = 1, . . . , k, choisissons xi ∈ B tel que
πj(xi) = 1 pour tous j ̸= i, et πi(xi) ∈ miBi \ {0} ; soit aussi xi ∈ A un représentant de
la classe xi. Evidemment xi /∈

⋃
j ̸=imj ; en outre, xi ∈ mi \ m2

i . En vertu du corollaire
7.45, il vient Axi = mi pour i = 1, . . . , k. Ainsi, tout idéal maximal de A est principal,
et donc tout idéal de A est principal, encore par le corollaire 7.45.

Partie (ii) : Soient x ∈ I \ {0} et J := Ax ; il suffit de montrer que l’idéal I := I/J
de B := A/J est principal. Mais B est un anneau artinien, donc B =

∏
m∈MaxB Bm,

et I =
∏

m∈MaxB Im (théorème 7.31 et exercice 3.66(i)). Or, si pour tout m ∈ MaxB

on trouve un générateur xm de l’idéal Im de Bm, l’élément (xm |m ∈ MaxB) de B sera
un générateur de I. On est donc ramené à montrer que Bm est principal pour chaque
m ∈ MaxB. Mais on a m = n/J pour un idéal maximal n de A, et Bm = An/Jn ; d’autre
part, An est principal, par le théorème 7.43, d’où l’assertion.

Partie (iii) : Montrons que I est projectif : comme A est noethérien, tout A-module
de type fini est de preséntation finie ; au vu du corollaire 4.100(ii), on est donc ramené
à vérifier que I est un A-module plat, et par la proposition 3.77 il suffit de montrer que
Im est un Am-module plat pour tout m ∈ MaxA. Mais Im est principal (par le théorème
7.43) et ̸= 0, et Am est intègre, donc Im est un Am-module libre de rang 1, d’où l’assertion.
La preuve montre aussi que le rang de I est égal à 1.

Partie (iv) : On raisonne par récurrence sur n. Si n = 0, il n’y a rien à montrer. Soit
donc n > 0, et supposons que l’assertion soit connue pour tout A-module projectif de
rang n−1. D’après le lemme 4.99(ii), il existe k ∈ N, un A-module Q et un isomorphisme
P ⊕ Q

∼→ Ak. Evidemment k ≥ n, donc il existe une projection π : Ak → A telle
que I1 := π(P ) soit un idéal non nul de A. Par (iii), on sait que I1 est un A-module
projectif de rang 1, et π induit une surjection P → I1 ; avec P ′ := P ∩ Kerπ, il vient
un isomorphisme A-linéaire P ∼→ I1 ⊕ P ′. Ainsi, P ′ est un A-module projectif (encore
par le lemme 4.99), et évidemment rkP = rkI1 + rkP ′ = 1 + rkP ′ , i.e. rkP ′ = n− 1. Par
hypothèse de récurrence il existe des idéaux non nuls I2, . . . , In de A et un isomorphisme
P ′
∼→ I2 ⊕ · · · ⊕ In, d’où l’assertion.
Partie (v) : Noter d’abord qu’il suffit d’exhiber un A-module D avec P ≃ An−1 ⊕D,

car alors D serait évidemment inversible, et ΛnAP ≃ Λn−1A (An−1)⊗A Λ1
A(D) ≃ D d’après

le problème 3.91(iv) et l’exercice 4.108(ii).
On raisonne par récurrence sur n ≥ 1. Si n = 1, il n’y a rien à prouver. Pour n = 2,

d’après (iv) on sait que P ≃ I1 ⊕ I2 pour deux idéaux non nuls I1, I2 ⊂ A ; soit x1 ∈
(I1 ∩ I2) \ {0} et posons J := Ax1 ; la preuve de (ii) montre que l’anneau A/J2 est
principal, donc soit x2 ∈ I2 dont la classe dans A/J2 est un générateur de I2/J2, de
sorte que I2 = Ax2 + J2. On considère l’application A-linéaire

ϕ : A→ I1 ⊕ I2 a 7→ (ax1, ax2).
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Evidemment ϕ est injective ; montrons que C := Cokerϕ est un A-module plat. Pour
cela, il suffit de montrer que Cp est un Ap-module plat pour tout p ∈ MaxA (proposition
3.77) ; or, si Jp = (I1)p on a (I1 ⊕ I2)p = (Imϕp) ⊕ (I2)p, et dans ce cas Cp ≃ (I2)p
est bien plat. Si Jp ⊊ (I1)p, il vient J2

p ⊊ Jp ⊂ (I2)p, d’où (I2)p = Apx2 (rappelons
que tout idéal ̸= 0 de Ap est une puissance de pAp, donc on a soit (I2)p = Apx2, soit
(I2)p = J2

p ), et dans ce cas (I1⊕ I2)p = (Imϕp)⊕ (I1)p, donc Cp ≃ (I1)p est encore plat.
Comme C est aussi de présentation finie (exercice 6.70(i.a)), il est projectif (corollaire
4.100(ii)), et donc la projection I1⊕ I2 → C admet un inverse à droite C → I1⊕ I2, d’où
l’isomorphisme souhaité I1 ⊕ I2

∼→ (Imϕ)⊕ C ∼→ A⊕ C.
En dernier lieu, si n > 2, on trouve un isomorphisme P ≃ I1 ⊕ · · · ⊕ In comme dans

(iv) ; la somme directe P ′ := I1⊕· · ·⊕In−1 est alors un A-module projectif de rang n−1,
et par hypothèse de récurrence il existe un A-module inversible D′ avec An−2⊕D′ ≃ P ′ ;
par ce qui précède, on trouve ensuite un A-module inversible D avec un isomorphisme
D′ ⊕ In ≃ A⊕D, et finalement P ≃ An−1 ⊕D.

Partie (vi) : Soient x, y ∈Mtor, de sorte que ax = by = 0 pour certains a, b ∈ A \ {0} ;
il vient a · (a′x) = 0 pour tout a′ ∈ A et ab · (x + y) = 0, avec ab ̸= 0. Cela montre
que Mtor est bien un sous-module de M . Posons ensuite P := M/Mtor ; il suffit de
montrer que P est projectif, car alors la projection π :M → P admet un inverse à droite
P →M et on déduit aisément l’isomorphisme souhaité. Remarquons d’abord que P est
sans torsion : car, si x ∈ M et a · π(x) = 0 pour a ∈ A \ {0}, il vient ax ∈ Mtor, donc
il existe b ∈ A \ {0} tel que bax = 0, et comme ba ̸= 0, on conclut que x ∈ Mtor et
finalement π(x) = 0. Evidemment P est de type fini, donc aussi de présentation finie
(exercice 6.70(i)), et on est ramené à montrer que tout A-module N sans torsion est plat
(corollaire 4.100(ii)) ; pour cela, il suffit encore de montrer que Nm est un Am-module
plat, pour tout m ∈ MaxA, et comme Nm est sans torsion, on peut remplacer A,N
par Am, Nm et on est donc ramené au cas où A est un anneau de valuation discrète.
L’assertion suit alors de l’exercice 3.81(ii).

Partie (vii) : Remarquons d’abord que pA′ est l’unique idéal premier de A′, donc A′
est local, et l’homomorphisme de localisation A′ → A′p ≃ Ap/p

tAp est un isomorphisme.
On peut alors remplacer A, p par Ap, pAp, et supposer du départ que A soit un anneau
de valuation discrète ; en particulier, avec x ∈ p \ p2 on a p = Ax. On applique le critère
de Baer (exemple 4.21(i)) : soient donc J ⊂ A′ un idéal, et ϕ : J → A′ une application
A′-linéaire ; on doit exhiber une application A′-linéaire ψ : A′ → A′ telle que ψ|J = ϕ. Or,
on a pt = Axt et J = (Axk)/(Axt) pour quelque k ≤ t, et notons par xk ∈ J la classe de
xk ; il vient xt−k · ϕ(xk) = 0, donc ϕ(xk) ∈ (Axk)/(Axt). Disons que ϕ(xk) = y · xk pour
quelque y ∈ A′ ; l’application ψ souhaitée s’obtient avec ψ(a) := ay pour tout a ∈ A′.

Partie (viii) : Soit x1, . . . , xn un système de générateurs de M ; on a Ji := AnnA(xi) ̸=
0 pour tout i = 1, . . . , n, et J := AnnAM =

⋂n
i=1 Ji, d’où J ̸= 0, car A est intègre. Donc

A′ := A/J est un anneau artinien et M est un A′-module ; d’après le théorème 7.31, il
existe des anneaux locaux artiniens A′1, . . . , A′k avec un isomorphisme A′ ∼→ A′1×· · ·×A′k
d’anneaux. Pour tout i = 1, . . . , k, soit mi l’idéal maximal de A′i, et πi : A→ A′ → A′i la
projection ; l’exercice 3.66 nous fournit alors pour tout i = 1, . . . , k un A′i-module M ′i et
une décomposition naturelle :

M ≃ (M ′1)[π1] ⊕ · · · ⊕ (M ′k)[πk].

Evidemment l’idéal mi := π−1i (mi) est maximal dans A et AnnA(M
′
i) est un idéal mi-

primaire pour tout i = 1, . . . , k. On peut ainsi supposer du départ que J soit m-primaire
pour un idéal maximal m ⊂ A, et donc de même pour J1, . . . , Jn. D’après le théorème
7.43, il existe alors t1, . . . , tn ∈ N tels que Ji = mti pour i = 1, . . . , n, et J = mt avec
t = max(t1, . . . , tn). On raisonne par récurrence sur d := dimk(m) k(m) ⊗AM . Si d = 0,
on a M = 0 par le lemme de Nakayama, et l’assertion est trivialement vérifiée. Soit
donc d > 0 ; quitte à permuter les générateurs on peut supposer que t = t1, et donc
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M ′ := A′x1 est un A′-sous-module libre de M , et il est donc un A′-module injectif,
d’après (vii). Mais alors l’application IdM ′ :M ′ →M ′ se factorise à travers une applica-
tion A′-linéaire ϕ :M →M ′, et on a M =M ′⊕Kerϕ. Comme dimk(m) k(m)⊗AM ′ = 1,
il vient dimk(m) k(m) ⊗A Kerϕ = d − 1, et par hypothèse de récurrence Kerϕ est alors
somme directe de A-modules cycliques, donc de même pour M .

Problème 7.50, partie (i) : On raisonne par récurrence sur k ≥ 2. Si k = 2, par
hypothèse il existe y ∈ A1\A2. Si v1(y) = 0, on fait x := y−1 ; si v1(y) > 0, on prend x :=
(1+ y)−1. Soit ensuite k > 2, et on suppose que l’on a déjà trouvé pour tout j = 2, . . . , k
un élément yj ∈ K tel que v1(yj) = 0 et vi(yj) > 0 pour tout i ∈ {2, . . . , j−1, j+1, . . . , k}.
S’il existe j ≤ k avec vj(yj) > 0, on prendra x := yj . Supposons donc que vj(yj) ≤ 0
pour tout j = 2, . . . , k ; dans ce cas, on construit des éléments y′2, . . . , y′k comme suit :

(a) Si vj(yj) = 0, on pose y′j := yj .
(b) Si vj(yj) < 0 et v1(yj − 1) = 0 on pose y′j := yj/(yj − 1).
(c) Si vj(yj) < 0 et v1(yj − 1) > 0, et de plus v1(2) = 0, on pose y′j := yj/(yj + 1).
(d) Si vj(yj) < 0 et v1(yj − 1), v1(2) > 0, on pose y′j := (y3j + y2j + yj)/(y

3
j + yj + 1).

On remarque que vi(y′j) = vi(yj) pour tout j = 2, . . . , k et tout i ̸= j. En effet, cela
est clair pour les cas (a),(b),(c). Pour le cas (d), l’assertion est également claire avec
i ̸= 1, j, car on a vi(y3j + y2j + yj) = vi(yj) et vi(y3j + yj +1) = 0 pour ces valeurs de i. En
dernier lieu, si v1(2) > 0, la caractéristique du corps résiduel A1 de A1 est égale à 2, et
si π : A1 → A1 est la projection, on a π(yj) = 1 ⇔ v1(yj − 1) > 0 ; dans ce cas, il vient
alors π(y3j + y2j + yj) = 1 = π(y3j + yj + 1), d’où v1(y′j) = 0.

On remarque aussi que vj(y′j) = 0 pour tout j = 2, . . . , k : les détails sont laissés aux
soins du lecteur. Finalement, on voit aisément que x := y′2 · · · y′k convient.

Partie (ii) : D’après (i), on a déjà a z1, . . . , zk ∈ K tels que vi(zi) = 0 et vi(zj) > 0 pour
tous i, j = 1, . . . , k avec i ̸= j. En particulier, pour z := z1 + · · ·+ zk on a vi(z) = 0 pour
tout i = 1, . . . , k. On obtient alors la suite souhaitée avec xi := zi/z pour i = 1, . . . , k.

Partie (iii) : Montrons d’abord que pour tout m ∈ Z il existe x ∈ K tel que

(∗) vi(x− ui) ≥ m ∀i = 1, . . . , k.

Pour cela, choisissons (x1, . . . , xk) ∈ A1 × · · · × Ak comme dans (ii), et soit n > 0 un
entier vérifiant les inégalités suivantes pour tous i, j = 1, . . . , k avec i ̸= j :

nvi(xi − 1) + vi(ui) ≥ m nvj(xi) + vj(ui) ≥ m.
On pose yi := 1− (1− xni )n pour tout i = 1, . . . , k. Noter que

1− xni = (1− xi) · (1 + · · ·+ xn−1i )

d’où vi(1− xni ) ≥ vi(1− xi) pour tout i = 1, . . . , k. Il vient :

vi(ui · (yi − 1)) = vi(ui) + nvi(1− xni ) ≥ vi(ui) + nvi(1− xi) ≥ m ∀i = 1, . . . , k.

De plus, yi = xni · P (xni ) pour un polynôme P (T ) ∈ Z[T ], d’où vj(yi) ≥ nvj(xi) pour
tous i, j = 1, . . . , n, et donc :

vj(uiyi) ≥ m ∀i, j = 1, . . . , k avec i ̸= j.

On voit aussitôt que l’élément x := u1y1 + · · ·+ ukyk satisfait (∗).
Prenons maintenant m > max(n1, . . . , nk), et pour tout i = 1, . . . , k soit ti ∈ K

avec vi(ti) = ni. Par ce qui précède, on trouve x′ ∈ K tel que vi(x′ − ti) ≥ m pour
i = 1, . . . , k, et il s’ensuit aisément que vi(x′) = ni pour i = 1, . . . , k. Soit aussi x ∈ K
vérifiant les inégalités (∗) (pour cette même valeur de m), et on pose u := x+x′. Il vient
vi(u− ui) = vi(x

′ + x− ui) = ni pour tout i = 1, . . . , k.

Exercice 7.51, partie (i) : Soient p : B → A une application A-linéare avec p◦f = IdA,
et a, b ∈ A\{0} tels que a/b soit entier sur A ; donc a/b est entier sur B, et alors a/b ∈ B,
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i.e. il existe s ∈ B avec a = bs dans B. Il vient a = p(a) = p(bs) = b · p(s) et donc
a/b = p(s) ∈ A.

Partie (ii) : Soit M le A-sous-module de B engendré par les monômes de degré < d ;
on voit aisément que B = A⊕M , et comme B est intégralement clos (problème 6.16(iv)),
il en est de même pour A, d’après (i). Evidemment A est une K-algèbre de type fini,
donc A est noethérien. Soient maintenant n, d > 1, et supposons par l’absurde que A soit
factoriel. On déduit aisément que tout monôme de degré d doit alors être premier dans
A, car il ne se décompose pas dans A comme produit de polynômes de degrés < d. Mais
on a les factorisations distinctes : xd1 · xd2 = (xd−11 x2) · (x1xd−12 ), contradiction.

Exercice 7.52, partie (i) : Il est clair que M∨ est sans torsion ; ensuite, soit L un
A-module libre de rang fini avec une surjection A-linéaire π : L → M ; on déduit une
injection A-linéaire π∨ :M∨ → L∨. Evidemment L∨ est un A-module libre du même rang
que L ; comme A est noethérien, M∨ est alors de type fini (proposition 6.64). Comme M
est aussi de présentation finie (exercice 6.70(i.a)), l’isomorphisme souhaité est fourni par
l’exercice 4.110(ii).

Partie (ii) : Remarquons d’abord le diagramme commutatif :

(M∨)p
∼ //

��

(Mp)
∨

�� ��
(M∨)K

∼ // (MK)∨

dont les flèches horizontales sont les isomorphismes de (i), et dont celles verticales sont les
localisations, et sont donc injectives. En particulier, on déduit une identification naturelle
de (M∨)p avec le Ap-sous-module de (MK)∨ := HomK(MK ,K) qui consiste en les formes
K-linéaires ϕ : MK → K telles que ϕ(Mp) ⊂ Ap. De même, on identifie M∨ avec le A-
module {ϕ ∈ (MK)∨ |ϕ(M) ⊂ A}. L’intersection N :=

⋂
p∈Σ(M

∨)p correspond alors à la
partie des formes K-linéaires ϕ :MK → K avec ϕ(Mp) ⊂ Ap pour tout p ∈ SpecA ; avec
le théorème 7.49, on déduit que ϕ(m) ∈

⋂
p∈ΣAp = A pour tout m ∈ M . Cela montre

que N ⊂M∨, et l’inclusion opposée est triviale.
Partie (iii.a) : En raisonnant comme dans la preuve de (i), on voit aisément que N∨

et N∨∨ sont des R-modules de présentation finie. Si l’on invoque deux fois l’exercice
4.110(ii), on déduit un isomorphisme de R-modules

ω : S ⊗R N∨∨
∼→ (S ⊗R N∨)∨

∼→ (S ⊗R N)∨∨

et une inspection directe des définitions montre que le diagramme suivant commute :

S ⊗R N
S⊗RβN

ww

βS⊗RN

((
S ⊗R N∨∨

ω // (S ⊗R N)∨∨

(les détails sont laissés aux soins du lecteur). L’assertion s’ensuit aussitôt.
Partie (iii.b) : D’après (i), le A-module M∨∨∨ est de type fini et sans torsion, et

les localisations M∨ → (M∨)K
∼→ (MK)∨ et M∨∨∨ → (M∨∨∨)K

∼→ (MK)∨∨∨ sont
injectives (ici (MK)∨∨∨ est le bidual du K-espace vectoriel (MK)∨) ; considérons alors le
diagramme :

M∨∨∨
(βM )∨ //

��

M∨
βM∨ //

��

M∨∨∨

��
(MK)∨∨∨

(βMK )∨
// (MK)∨

β(MK )∨ // (MK)∨∨∨
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dont les flèches verticales sont les localisations. Par inspection directe des définitions, on
voit que ce diagramme commute, et la composition des deux flèches horizontales en bas
est l’identité de (MK)∨∨∨, d’après l’exemple 1.132. Il s’ensuit aisément que βM∨ est un
isomorphisme et (βM )∨ est son inverse, d’où l’assertion.

Partie (iii.c) : Si M est réflexif, soit N := M∨ ; d’après (ii) on a N∨ =
⋂

p∈Σ(N
∨)p

et par hypothèse N∨ ≃ M , d’où M =
⋂

p∈ΣMp. Pour la réciproque, remarquons pour
tout p ∈ SpecA le diagramme commutatif :

M //

βM
��

Mp

(βM )p
��

βMp

))
M∨∨ // (M∨∨)p

∼ // (Mp)
∨∨

dont les deux flèches horizontales à gauche sont les localisations, et dont celle hori-
zontale à droite est l’isomorphisme Ap-linéaire de (i). Or, si ht(p) = 1, la localisation
Ap est un anneau de valuation discrète, donc Mp est un Ap-module projectif de type
fini (problème 7.48(vi)), et βMp

est un isomorphisme (exercice 4.110(iii)) ; donc (βM )p
est un isomorphisme pour tout p ∈ Σ. De plus, M∨∨ est réflexif d’après (iii.b), donc
M∨∨ =

⋂
p∈Σ(M

∨∨)p par ce qui précède ; si l’on a aussi M =
⋂

p∈ΣMp, il s’ensuit que
βM est un isomorphisme à son tour, i.e. M est réflexif.

Partie (iii.d) : D’après (iii.c) on a M =
⋂

p∈ΣMp et M ′ =
⋂

p∈ΣM
′
p ; il vient :

M∩M ′ =
⋂

p∈Σ(Mp∩M ′p) =
⋂

p∈Σ(M∩M ′)p, donc M∩M ′ est réflexif, encore par (iii.c).
De même, on a (W ∩M)p =W ∩Mp pour tout p ∈ Σ, d’où W ∩M =

⋂
p∈Σ(W ∩Mp) =⋂

p∈Σ(W ∩M)p, et cela montre que W ∩M est réflexif.

Exercice 7.62, partie (i) : Si P est projectif, on a la résolution projective triviale
P•

ε−→ P avec P0 := P , Pi := 0 pour i > 0, et ε := 1P ; évidemment Hi(FP•) = 0 pour
i > 0, d’où l’assertion.

Partie (ii) : Soit (PM•, dM• )
εM−−→M la résolution projective fixée pour définir LiF (M) ;

en particulier, on a une suite exacte de A

PM,1
dM1−−→ PM,0

εM−−→M → 0

d’où, si F est exact à droite, une suite exacte

F (PM,1)
F (dM1 )−−−−→ F (PM,0)

F (εM )−−−−→ F (M)→ 0

(proposition 2.102(i)) et on voit que F (εM ) induit un isomorphisme

εM : L0F (M) := CokerF (dM1 )
∼→ F (M).

Il reste à montrer que l’association M 7→ εM définit une transformation naturelle. Pour
cela, soient f : M → N un morphisme de A , et f• : PM• → PN• le morphisme de
résolutions choisi prolongeant f ; on déduit un diagramme commutatif

F (PM,1)
F (dM1 ) //

F (f1)
��

F (PM,0)
F (εM ) //

F (f0)
��

F (M) //

F (f)
��

0

F (PN,1)
F (dN1 ) // F (PN,0)

F (εN ) // F (N) // 0

dont les deux lignes horizontales sont exactes. Il vient un diagramme commutatif

L0F (M)
εM //

L0F (f)
��

F (M)

F (f)
��

L0F (N)
εN // F (N)
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d’où l’assertion. Ensuite, si F est exact, alors pour tout M ∈ Ob(A ) et toute résolution
P• → M , le complexe FP• est exact en tout degré i > 0 (proposition 2.102(iii)), d’où
LiF = 0 pour tout i > 0. De l’autre côté, si L1F = 0, la suite exacte longue des
foncteurs dérivés (remarque 7.68(iii)) et l’exercice 7.62(ii) (resp. la remarque 7.71 et
l’exercice 7.63(ii)) montrent que F transforme suites exactes courtes en suites exactes
courtes, donc il est exact, par la proposition 2.102(ii).

Partie (iii) : Par la proposition 3.11 (et les isomorphismes canoniques de la proposition
3.20) le foncteur M ⊗A − est exact à droite ; on conclut alors avec (ii).

Partie (iv) : La différentielle d1 : A1 → A1 de notre résolution Pk(m1)• pour k(m1)
est la multiplication scalaire par X, et on a X ∈ m1, donc k(m1) ⊗A1 d1 = 0. Comme
k(m1) ≃ K, le complexe k(m1)⊗A1 Pk(m1)• est isomorphe à 0→ K

0−→ K → 0, d’où :

TorA1
i (k(m1), k(m1)) ≃

{
K si i = 0, 1

0 sinon.

De même, les différentielles de notre résolution Pk(m2)• pour k(m2) sont des matrices à

coefficients dans m2, donc k(m2)⊗A2 Pk(m2)• = (0→ K
0−→ K ⊕K 0−→ K → 0), d’où :

TorA2
i (k(m2), k(m2)) ≃


K si i = 0, 2

K ⊕K si i = 1

0 si i > 2.

Pour le troisième cas on raisonne de la même façon, et on trouve :

TorA3
i (k(m3), k(m3)) ≃


K si i = 0, 3

K ⊕K ⊕K si i = 1, 2

0 si i > 3.

Partie (v) : Sous nos hypothèses, on a la résolution libre de A/aA suivante :

0→ A
a·IdA−−−−→ A

ε−→ A/aA→ 0

où ε est la projection. Après tensorisation avec M , on voit que TorAi (M,A/aA) est
isomorphe à l’homologie en degré i du complexe 0 → M

a·IdM−−−−→ M → 0 pour chaque
i ∈ N. L’assertion s’ensuit aussitôt.

Remarque 7.76. Il est évident que la complexité des calculs dans l’exercice 7.62(iv) croit
avec le nombre d’indéterminées, et on a donc intérêt à chercher des moyens plus systé-
matiques, si l’on veut obtenir des résultats généraux. Cela conduit à l’introduction des
complexes de Koszul associés à une suite finie arbitraire d’éléments dans un anneau ; les
résolutions que l’on a construit ad hoc dans la solution de l’exercice 5.8(ii) sont en effet
(isomorphes aux) complexes de Koszul associés respectivement : à l’élément X ∈ A1, à
la suite X,Y ∈ A2, et à la suite X,Y, Z ∈ A3. La construction générale sera détaillée
dans la section 11.4.

Exercice 7.63, partie (i) : On raisonne comme dans la solution de l’exercice 7.62(i) :
les détails sont laissés aux soins du lecteur.

Partie (ii) : Cela suit de l’exercice 7.62(ii), par dualité.
Partie (iii) : cela suit aussitôt de la partie (ii) et de la proposition 2.103(ii).

Problème 7.72, partie (i) : Soit Σi := (0 → N
fi−→ Xi

gi−→ M → 0) pour i = 1, 2 ;
par hypothèse, on a un isomorphisme de complexes τ• : Σ1

∼→ Σ2 avec τ0 = IdN ,
τ2 = IdM , et τ1 : X1

∼→ X2 un isomorphisme de A-modules tel que τ1 ◦ f1 = f2 et
g2 ◦ τ1 = g1. On pose (0 → N → X ′i → M ′ → 0) := ϕ∗Σi pour i = 1, 2 ; par définition,
X ′i = Xi ×(gi,ϕ) M

′ (notation de l’exemple 2.23(ii)). On voit aussitôt qu’il existe un
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isomorphisme de complexes µ• : Σ′1
∼→ Σ′2 tel que µ1 : X ′1 → X ′2 est l’application

(x1,m
′) 7→ (τ1(x1),m

′) et avec µ0 = IdN , µ2 = IdM ′ .
De même, on pose (0 → N ′′ → X ′′i → M → 0) := ψ∗Σi pour i = 1, 2 ; par définition,

X ′′i = (N ′′ ⊕ Xi)/N . On voit aussitôt qu’il existe un isomorphisme de complexes ν• :

ψ∗Σ1
∼→ ψ∗Σ2 avec ν0 = IdN ′′ , ν2 = IdM , et ν1 : X ′′1

∼→ X ′′2 est induit par l’application
N ′′ ⊕X1 → N ′′ ⊕X2 : (n′′, x1) 7→ (n′′, τ1(x1)).

Parties (ii) et (iii) : Cela suit aussitôt de l’exercice 2.105(ii,iii).
Partie (iv) : La première assertion suit aussitôt de la naturalité de la suite exacte

longue d’homologie pour morphismes de suites exactes courtes (remarque 7.71). Ensuite,
l’exactitude de la suite (∗) montre que cM,N (Σ) = 0 si et seulement s’il existe s :M → X
tel que IdM = g∗(s) = s ◦ g, comme souhaité. Pour vérifier la surjectivité de cM,N , soit
ξ ∈ Ext1A(M,N) ; on choisit une suite exacte courte Σ := (0 → N → I → Q → 0) où I
est un A-module injectif ; compte tenu de l’exercice 7.63(i), la suite exacte d’homologie
induite par Σ devient :

HomA(M,Q)
∂0
Σ−−→ Ext1A(M,N)→ Ext1A(M, I) = 0.

On trouve alors une application A-linéaire ϕ : M → Q avec ∂0Σ(ϕ) = ξ ; le morphisme
naturel de suites exactes ϕ∗Σ→ Σ induit un diagramme commutatif :

HomA(M,M)
∂0
ϕ∗Σ //

HomA(M,ϕ)
��

Ext1A(M,N)

HomA(M,Q)
∂0
Σ // Ext1A(M,N)

(par la version “à droite” de la remarque 7.68(v)) qui montre que cM,N (ϕ∗Σ) = ξ.
Partie (v) : Par naturalité de la suite exacte longue d’homologie, le morphisme naturel

Σ→ ψ∗Σ de suites exactes courtes induit un diagramme commutatif :

HomA(M,M)

∂0
Σ ��

HomA(M,M)

∂0
ψ∗Σ��

Ext1A(M,N)
Ext1A(M,ψ) // Ext1A(M,N ′′)

d’où la commutativité du carré à gauche de (∗∗). De même, la commutativité du carré à
droite de (∗∗) suit du diagramme commutatif :

HomA(M,M)
HomA(ϕ,M) //

∂0
Σ ��

HomA(M
′,M)

∂0
Σ��

HomA(M
′,M ′)

HomA(M ′,ϕ)oo

∂0
ϕ∗Σ��

Ext1A(M,N)
Ext1A(ϕ,N) // Ext1A(M

′, N) Ext1A(M
′, N).

dont le carré de droite est induit par le morphisme ϕ∗Σ → Σ de suites exactes courtes,
et celui de gauche est fourni par la “version à droite” de la remarque 7.68(vi).

Partie (vi) : Soient Σ1,Σ2,Σ3 ∈ Yon1
A(M,N) ; par inspection directe on trouve :

([Σ1] + [Σ2]) + [Σ3] = ∇∗ ◦∆∗ ◦ (∇⊕ IdN )∗ ◦ (∆⊕ IdM )∗[Σ1 ⊕ Σ2 ⊕ Σ3]

[Σ1] + ([Σ2] + [Σ3]) = ∇∗ ◦∆∗ ◦ (IdN ⊕∇)∗ ◦ (IdM ⊕∆)∗[Σ1 ⊕ Σ2 ⊕ Σ3].

Mais compte tenu de (ii) et (iii), on a :
∇∗ ◦∆∗ ◦ (∇⊕ IdN )∗ ◦ (∆⊕ IdM )∗ = ∇∗ ◦ (∇⊕ IdN )∗ ◦∆∗ ◦ (∆⊕ IdM )∗

= (∇ ◦ (∇⊕ IdN ))∗ ◦ ((∆⊕ IdM ) ◦∆)∗

= (∇ ◦ (IdN ⊕∇))∗ ◦ ((IdM ⊕∆) ◦∆)∗

= ∇∗ ◦ (IdN ⊕∇)∗ ◦∆∗ ◦ (IdM ⊕∆)∗

= ∇∗ ◦∆∗ ◦ (IdN ⊕∇)∗ ◦ (IdM ⊕∆)∗.
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Partie (vii) : Soit Σ := (0→ N
f−→ X

g−→M → 0); au vu de (ii) et (iii), on a :

ϕ∗1[Σ] + ϕ∗2[Σ] = ∇∗ ◦∆′∗ ◦ (ϕ1 ⊕ ϕ2)∗[Σ⊕ Σ] = ((ϕ1 ⊕ ϕ2) ◦∆)∗ ◦ ∇∗[Σ⊕ Σ]

où ∆′ : M ′ → M ′ ⊕M ′ dénote de même l’application diagonale de M ′. Or, si l’on pose

(0 → N
f ′−→ Y

g′−→ M ⊕ M → 0) := ∇∗(Σ ⊕ Σ), par définition Y est le conoyau de
l’application j : N ⊕N → N ⊕X ⊕X telle que (n, n′) 7→ (n+ n′,−f(n),−f(n′)). Noter
que l’image de j coïncide avec le noyau de la surjection A-linéaire

N ⊕X ⊕X → X ⊕M (n, x, x′) 7→ (x+ x′ + f(n), g(x′)).

On en déduit un isomorphisme de A-modules Y ∼→ X ⊕M , qui identifie f ′ avec l’ap-
plication N → X ⊕ M : n 7→ (f(n), 0) et g′ avec l’application X ⊕ M → M ⊕ M :
(x,m) 7→ (g(x)−m,m). Par suite ((ϕ1 ⊕ ϕ2) ◦∆)∗ ◦ ∇∗(Σ⊕Σ) est équivalent à la suite
exacte courte 0→ N → Z →M ′ → 0, avec

Z := {(x,m,m′) ∈ X ⊕M ⊕M ′ | g(x)−m = ϕ1(m
′), m = ϕ2(m

′)}.
En dernier lieu, soit (0 → N → Z ′ → M ′ → 0) := (ϕ1 + ϕ2)

∗Σ, de sorte que Z ′ =
X ×(g,ϕ1+ϕ2) M

′ ; on a un isomorphisme évident de A-modules

τ : Z ′
∼→ Z (x,m′) 7→ (x, ϕ2(m

′),m′)

d’où un isomorphisme t• : (ϕ1 + ϕ2)
∗Σ

∼→ ((ϕ1 ⊕ ϕ2) ◦∆)∗ ◦∇∗(Σ⊕Σ) de suites exactes
courtes avec t0 = IdN , t2 = IdM ′ et t1 = τ .

Partie (viii) : Prenons M = M ′ dans (vii), et soit 0M : M → M l’application nulle ;
il vient [Σ] + 0∗M [Σ] = (IdM + 0M )∗[Σ] = [Σ], et en outre

[Σ] + (−IdM )∗[Σ] = (IdM − IdM )∗[Σ] = 0∗M [Σ].

Mais si Σ = (0 → N → X → M → 0), alors 0∗M (Σ) = (0 → N → X ′ → M → 0) par
définition, avec X ′ := X×(g,0)M

∼→ N⊕M ; autrement dit, 0∗M (Σ) est scindée pour tout
Σ ∈ Yon1

A(M,N). Mais on voit aisément que toutes les suites scindées sont équivalentes,
et si Σ′ ∼ Σ′′ sont deux éléments de Yon1

A(M,N), alors Σ′ est scindé si et seulement si
Σ′′ est scindé (les détails sont laissés aux soins du lecteur). On conclut que la classe [0]
d’une suite scindée est l’élément neutre pour l’addition de YExt1A(M,N), et tout élément
[Σ] admet un inverse (−IdM )∗[Σ], i.e. (YExt1A(M,N),+, [0]) est un groupe.

Ensuite, pour tout A-module P et i = 1, 2 soient P
ePi←−− P ⊕P pPi−−→ P les projections et

les inclusions canoniques ; pour tout A-module P le foncteur contravariant Ext1A(−, P )
est aussi additif (remarque 7.64(i)), donc on a un isomorphisme naturel

ωM,P : Ext1A(M ⊕M,P )
∼→ Ext1A(M,P )⊕ Ext1A(M,P )

qui identifie les applications Ext1A(p
M
i , P ) : Ext

1
A(M,P ) → Ext1A(M ⊕M,P ) aux inclu-

sions naturelles (problème 2.76(i)) ; compte tenu des identités pMi ◦∆ = IdM pour i = 1, 2,
il s’ensuit aisément que Ext1A(∆, P )◦ω−1M,P est l’application telle que (ξ, ξ′) 7→ ξ+ξ′ pour
tous ξ, ξ′ ∈ Ext1A(M,P ). De même, on a un isomorphisme

ω′P,N : Ext1A(P,N ⊕N)
∼→ Ext1A(P,N)⊕ Ext1A(P,N)

qui identifie Ext1A(P, e
N
i ) : Ext1A(P,N) → Ext1A(P,N ⊕N) à l’inclusion naturelle, et les

identités ∇ ◦ eNi = IdN pour i = 1, 2 montrent que Ext1A(P,∇) ◦ ω′−1P,N est l’application
telle que (η, η′) 7→ η+ η′ pour tous η, η′ ∈ Ext1A(P,N). La composition (ω′M,N ⊕ω′M,N ) ◦
ωM,N⊕N est un isomorphisme

ω′′ : Ext1A(M ⊕M,N ⊕N)
∼→
⊕2

i,j=1Eij avec Eij := Ext1A(M,N) ∀i, j = 1, 2

dont la projection sur chaque facteur Eij coïncide avec Ext1A(eMi , pNj ). Par ce qui précède,
ω′′ identifie Ext1A(∆,∇) := Ext1A(M,∇) ◦ Ext1A(∆, N ⊕N) avec l’application⊕2

i,j=1Eij → Ext1A(M,N) (ξij | i, j = 1, 2) 7→
∑2
i,j=1 ξij .
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Or, soient Σ1,Σ2 ∈ Yon1
A(M,N) et ξ := cM⊕M,N⊕N ([Σ1 ⊕ Σ2]) ; par (v), on a

Ext1A(e
M
i , p

N
j )(ξ) = cM,N (pNj∗ ◦ eM∗i [Σ1 ⊕ Σ2]) ∀i, j = 1, 2.

On vérifie aisément que pNj∗ ◦ eM∗i (Σ1⊕Σ2) est une suite scindée si i ̸= j, et pour i = 1, 2

on a pNi∗ ◦ eM∗i (Σ1 ⊕ Σ2) ∼ Σi (les détails sont laissés au lecteur). Il vient :

ω′′(ξ) = (ξij | i, j = 1, 2) avec ξ12 = ξ21 = 0 ξii = cM,N ([Σi]) i = 1, 2.

On peut maintenant calculer :

cM,N ([Σ1] + [Σ2]) = cM,N (∇∗ ◦∆∗([Σ1 ⊕ Σ2])) = Ext1A(∆,∇)(ξ)
= cM,N ([Σ1]) + cM,N ([Σ2])

i.e. cM,N est un morphisme de groupes, et même un isomorphisme, compte tenu de (iv) ;
en particulier YExt1A(M,N) est un groupe abélien, et en vertu de (v) il s’ensuit aussi
que les opérations ϕ∗ et ψ∗ de (i) sont des morphismes de groupes.

Exercice 7.74 : Si G est libre, toute 1-extension de Yoneda 0→ Z→ X → G→ 0 est
scindée, donc Ext1Z(G,Z) = 0, par le problème 7.72(viii). Si G n’est pas libre, il admet
un facteur direct Z/nZ, pour quelque n > 1, et comme le foncteur Ext1Z(−,Z) commute
avec les sommes directes finies, il suffit de montrer que Ext1Z(Z/nZ,Z) ̸= 0. Pour cela, on
remarque que la 1-extension de Yoneda 0 → Z n·IdZ−−−→ Z → Z/nZ → 0 n’est pas scindée,
et on invoque à nouveau le problème 7.72(viii).



8. Scorpion ç

ON a vu que les anneaux locaux noethériens intègres et intégralement fermés de
dimension un peuvent être caracterisés par la donnée d’une valuation à valeurs

entières définie sur leurs corps des fractions : voir la remarque 7.39. Plus généralement, des
valuations à valeurs dans des groupes ordonnés arbitraires surgissent naturellement en de
nombreuses situations et applications de l’algèbre commutative. Notamment, on les utilise
pour enrichir un anneau d’une structure métrique, analogue à celles que l’on trouve le plus
souvent dans l’étude des algèbres réelles de l’analyse fonctionnelle ; cela explique en partie
le rôle fondamental que les valuations ont acquis lors du développement des nouvelles
géométries analytiques non-archimédiennes qui ont vu le jour au début des années 90
(variétés analytiques de Berkovich [3] et espaces adiques de Huber [39],[40],[41]). On
démarre cette leçon avec une première introduction au cercle d’idées autour de la théorie
des valuations.

On va ensuite s’autoriser un détour au début de la deuxième section, afin de revisiter
l’anneau C (X) des fonctions continues à valeurs réelles d’un espace topologique X : on
verra comment les mêmes considérations “de nature métrique” soient efficaces aussi pour
étudier le spectre premier de C (X) ; en particulier, la notion de convexité (rencontrée
déjà dans la définition 8.1(iii)) y joue un rôle similaire, et conduit à des conséquences
analogues : pour tout p ∈ SpecC (T ), le spectre premier de C (T )/p est totalement or-
donné par inclusion, comme le spectre premier de tout anneau de valuation. Pour ces
derniers, cela découle de l’ordre total sur le groupe des valeurs ; par contre, pour le quo-
tient C (T )/p on exploite un ordre total naturel défini directement sur le corps résiduel
k(p). On aboutit ainsi naturellement à la notion de corps formellement réel, un élégant
mélange d’analyse réelle et algèbre qui nous occupe à partir du §8.2.2.

Jusqu’ici, les espaces spectraux rencontrés sur notre parcours provenaient tous des
spectres premiers, ou parfois des parties constructibles de ces derniers, mais il existe
d’autres constructions permettant d’associer un espace spectral à tout anneau, et en
fait la plus ancienne de ces constructions précède l’introduction du spectre premier et
remonte, comme celui-ci, aux travaux séminaux de Zariski ; dans la section 8.4 on présente
une version moderne de la même idée qui a été développée en grande généralité et avec
remarquable succès par R.Huber : ses spectres valuatifs fournissent en effet le socle sur
lequel il a ensuite bâti sa théorie des espaces adiques, une vaste généralisation de la
géométrie analytique rigide de J.Tate. A leur tour, les espaces adiques sont à la base
des espaces perfectoïdes de P.Scholze [64], l’une des plus spectaculaires trouvailles des
dernières années dans le domaine de la géométrie arithmétique. De l’autre côté, les corps
formellement réels reviennent à la charge dans la section 8.3, consacrée aux spectres réels
des anneaux, qui depuis une trentaine d’années sont devenus un outil fondamental de la
géométrie semi-algébrique réelle : voir par exemple les traités [1] et [6].

La juxtaposition de corps ordonnés et valuations dans cette leçon n’est pas arbitraire :
déjà les travaux précurseurs de Krull et Baer les avaient reconnus comme deux sujets

500
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jumeaux, courant sur deux rails parallèles, et on aura plusieurs occasions de remarquer les
surprenantes correspondances entre la théorie du spectre réel et celle du spectre valuatif.
Parfois les rails s’entrecroisent : notamment au §8.3.1, où l’analyse des spécialisations d’un
point λ du spectre réel fait intervenir certaines valuations λ-convexes du corps résiduel
de λ. Aussi Huber avait lui-même contribué à la théorie du spectre réel bien avant de se
pencher sur son homologue valuatif : avec ses espaces adiques, l’esprit semi-algébrique
réel s’empare de la géométrie analytique non-archimédienne.

La leçon s’achève avec une section de saveur homologique : on y discute l’importante
technique des complexes doubles de modules, qui nous servira par la suite.

8.1. Valuations sur les anneaux. Le point de départ est la définition suivante :

Définition 8.1. (i) Un groupe abélien ordonné est un groupe abélien (Γ,+, 0) muni
d’une relation d’ordre totale ≤ telle que :

γ ≤ γ′ ⇒ γ + δ ≤ γ′ + δ ∀γ, γ′, δ ∈ Γ.

On prolonge ≤ en un ordre total sur l’ensemble

Γ◦ := Γ ⊔ {+∞}

de telle façon que +∞ soit l’élément maximal. On prolonge aussi la loi d’addition de Γ,
avec : γ + (+∞) = (+∞) + γ = +∞ pour tout γ ∈ Γ◦. De plus, on pose

Γ+ := {γ ∈ Γ | γ ≥ 0} et Γ+
◦ := Γ+ ⊔ {+∞}.

(ii) Un morphisme de groupes ordonnés f : (Γ,≤)→ (Γ′,≤) est un homomorphisme
de groupes f : Γ→ Γ′ tel que :

γ ≤ δ ⇒ f(γ) ≤ f(δ) ∀γ, δ ∈ Γ.

On notera f◦ : Γ◦ → Γ′◦ l’application qui prolonge f , avec f◦(+∞) = +∞.
(iii) Un sous-groupe ∆ ⊂ Γ est convexe, s’il satisfait la condition suivante. Pour tout

γ ∈ Γ tel qu’il existe δ ∈ ∆ avec 0 ≤ γ ≤ δ, on a γ ∈ ∆. On dénote par

Spec Γ

le spectre de Γ, i.e. l’ensemble des sous-groupes convexes de Γ. Noter que tout morphisme
de groupes ordonnés f : Γ→ Γ′ induit une application :

Spec f : Spec Γ′ → Spec Γ ∆′ 7→ f−1∆′.

(iv) Soit A un anneau ; une valuation sur A à valeurs dans Γ est une application

v : A→ Γ◦ telle que :


v(1) = 0 et v(0) = +∞
v(a+ b) ≥ min(v(a), v(b))

v(a · b) = v(a) + v(b)
∀a, b ∈ A.

(v) On dit que deux valuations v : A → Γ◦ et v′ : A → Γ′◦ sont équivalentes s’il
existe deux morphismes injectifs f : Γ′′ → Γ et g : Γ′′ → Γ′ de groupes ordonnés, et une
valuation v′′ : A→ Γ′′◦ tels que

f◦ ◦ v′′ = v et g◦ ◦ v′′ = v′.

Exercice 8.2. (i) Soient A un anneau, VA l’ensemble des valuations de A ; pour tous
v, v′ ∈ VA écrivons v ∼ v′ ⇔ v est équivalente à v′. Montrer que ∼ est une relation
d’équivalence sur VA. (Voir aussi l’exercice 8.19.)

(ii) Soient v : A → Γ◦ un élément de VA, ϕ : B → A un homomorphisme d’anneaux,
f : Γ→ Γ′ un morphisme de groupes ordonnés. Montrer que f◦ ◦ v ◦ ϕ ∈ VB .
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Remarque 8.3. Un mot de caution : ce que l’on a nommé ici VA n’est pas, à proprement
parler, un ensemble, mais plutôt une classe. Toutefois, le quotient VA/∼ peut être re-
présenté encore par une classe, par l’astuce de Scott de la remarque 2.9(ii), et à l’aide de
l’exercice 8.19 on peut ensuite même vérifier aisément que ces classes d’équivalence des
valuations sur A forment un ensemble.

Exemple 8.4. (i) Soient Γ1, . . . ,Γn des groupes (abéliens) ordonnés ; munissons Γ :=
Γ1 × · · · × Γn de l’ordre lexicographique, tel que pour tous γ• := (γ1, . . . , γn), γ′• :=
(γ′1, . . . , γ

′
n) ∈ Γ on a γ• < γ′• si et seulement s’il existe k ≤ n tel que γi = γ′i pour

i = 1, . . . , k − 1, et γk < γ′k. On voit aisément que (Γ,≤) est un groupe ordonné. Noter
que pour tout k = 1, . . . , n, on a le sous-groupe convexe

∆k := {0} × · · · × {0} × Γk × · · · × Γn ⊂ Γ.

(ii) Il est évident que si ∆,∆′ sont deux sous-groupes convexes d’un groupe ordonné
Γ, on a soit ∆ ⊂ ∆′, soit ∆′ ⊂ ∆. Le supremum des longueurs n des chaînes ∆0 ⊊ ∆1 ⊊
· · · ⊊ ∆n de sous-groupes convexes de Γ est appelé le rang convexe de Γ. Il s’agit donc
d’un invariant à valeurs dans N ∪ {+∞}.

(iii) Par exemple, le rang convexe de Zn := Z× · · · × Z, muni de son ordre lexicogra-
phique, est égal à n. Plus généralement, si r1, . . . , rn sont les rangs convexes des groupes
Γ1, . . . ,Γn de (i), alors le rang convexe de Γ est r1 + · · ·+ rn (exercice !).

Exercice 8.5. Soient (Γ,≤) un groupe abélien ordonné, ∆ ⊂ Γ un sous-groupe.
(i) Montrer que Γ est sans torsion. De plus, Γ = {0} ⇔ Γ a rang convexe 0.

(ii) Montrer que ∆ est convexe si et seulement s’il existe une structure de groupe
ordonné sur le quotient Γ/∆, telle que la projection canonique Γ → Γ/∆ soit un mor-
phisme de groupes ordonnés. Noter que le groupe ordonné (Γ/∆,≤) est complètement
déterminé par cette dernière condition.
(iii) Soit i :∆→Γ l’inclusion ; montrer que Spec(i) : Spec Γ→Spec∆ est surjective, et

même bijective si Γ/∆ est un groupe de torsion. En particulier, si r∆ et rΓ sont les rangs
convexes de ∆ et Γ, on a r∆ ≤ rΓ, avec égalité si Γ/∆ est de torsion.

Définition 8.6. Soit v : A→ Γ◦ une valuation d’un anneau A.
(i) Le sous-groupe Γv de Γ engendré par v(A) \ {+∞} est le groupe des valeurs de v,

et son rang convexe (pour l’ordre induit par Γ) est le rang de v. Evidemment les groupes
des valeurs de deux valuations équivalentes de A sont isomorphes ; en particulier, le rang
ne dépend que de la classe d’équivalence de v.

(ii) Si Γv = {0}, on dit que la valuation v est triviale.

Exemple 8.7. (i) Pour tout anneau intègre A, l’application P 7→ − degT P est une
valuation de l’anneau A[T ] à valeurs dans le groupe ordonné des entiers (le polynôme nul
a degré +∞ ; comparer avec l’exemple 7.41(iii)).

(ii) On peut généraliser (i) comme suit. Soient m,n > 0 des entiers, et M une matrice
de taille n×m, à coefficients réels. On munit Rn = R×· · ·×R de son ordre lexicographique
(déduit de l’ordre naturel sur chaque facteur R) ; soit aussi B := A[T1, . . . , Tm]. Pour tout
ν ∈ Nm notons T ν• := T ν11 · · ·T νmm ; évidemment, pour chaque P (T1, . . . , Tm) ∈ B \ {0} il
existe une partie finie S ⊂ Nm non vide, et un système d’éléments (aν | ν ∈ S) de A \ {0}
tel que P =

∑
ν∈S aνT

ν
• , et on pose

vM (P ) := max(M · ν | ν ∈ S) ∈ Rn ainsi que vM (0) := +∞.
On voit aisément que si A est intègre, vM est une valuation de rang ≤ n sur B ; en effet,
le rang de vM dépend des propriétés diophantiennes de la matrice M . Si A = K est un
corps, on peut décrire à l’aide de la valuation vM un algorithme de division avec reste
pour polynômes à m indéterminées, généralisant l’algorithme euclidien bien connu pour
n = 1. Les propriétés diophantiennes deM influencent les caractéristiques de l’algorithme
associé : en particulier, même pour assurer que l’algorithme se termine en temps fini, il
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est nécessaire de choisir M de telle façon que le rang de vM soit égal à m (et donc, il faut
que n ≥ m). Ces algorithmes construits à partir de vM (ou de variantes de vM ) sont des
outils de base de l’algèbre computationelle moderne : voir [14, Ch.2].

Remarque 8.8. Soient A un anneau, et v : A→ Γ◦ une valuation de A.
(i) Noter que 2 · v(−1) = v((−1)2) = 0, d’où v(−1) = 0, en vertu de l’exercice 8.5(i).

Par suite v(a) = v(−a) pour tout a ∈ A.
(ii) Si a, b ∈ A et si v(a) < v(b), alors v(a + b) = v(a). En effet, supposons que

v(a+ b) > v(a) ; il vient v(a) ≥ min(v(a+ b), v(−b)) > v(a), ce qui est absurde.

Exercice 8.9. Soient A un anneau, v : A → Γ◦ une valuation, S ⊂ A une partie telle
que v(s) ̸= +∞ pour tout s ∈ S, et j : A → S−1A la localisation. Montrer qu’il existe
une valuation unique w : S−1A→ Γ◦ telle que v = w ◦ j.

Définition 8.10. Le support d’une valuation v de A est la partie

Supp(v) := v−1(+∞) ⊂ A.

On voit aisément que Supp(v) est un idéal premier de A, et on dénote son corps résiduel
par k(v) ; en outre, v se factorise à travers une unique valuation résiduelle

v : k(v)→ Γv◦.

En effet, on voit aisément que v se factorise à travers une valuation v′ de A := A/Supp(v),
et v′ admet un prolongement unique sur k(v) = Frac(A) (exercice 8.9).

Exercice 8.11. (i) Soient A un anneau, v : A → Γ◦ une valuation, k := k(v) et
p := Supp(v) ; soient aussi a ∈ A et ρ ∈ Γ. On considère l’application

| · |v(a,ρ) : A[X]→ Γ◦ P (X) 7→ |P (X)|v(a,ρ)
définie par l’association :

b0 + b1(X − a) + · · ·+ bn(X − a)n 7→ min(v(bk) + kρ | k = 0, . . . , n).

Montrer que | · |v(a,ρ) est une valuation de A[X], appelée la valuation de Gauss de centre
a et rayon ρ. On a Supp(| · |v(a,ρ)) = p[X] := p ·A[X] ; ainsi, | · |v(a,ρ) se factorise à travers
une unique valuation k(X)→ Γ◦, appelée encore valuation de Gauss.

(ii) Soient A ⊂ B une inclusion d’anneaux, w : B → Γ◦ une valuation, v := w|A,
x ∈ B \ A, et (aλ |λ ∈ Λ) une famille d’éléments de A indexée par un ensemble filtrant
(Λ,≤) ; posons ρλ := w(x−aλ) pour tout λ ∈ Λ. On suppose que pour tout a ∈ A il existe
λ0 ∈ Λ tel que ρλ ≥ w(x − a) pour tout λ ≥ λ0. Montrer que pour tout P (X) ∈ A[X]
scindé sur A il existe λ0 ∈ Λ tel que :

w(P (x)) = |P (X)|v(aλ,ρλ) ∀λ ≥ λ0.

Problème 8.12. (Anneaux semi-normés) Soit A un anneau ; une semi-norme réelle sur
A est une application w : A→ R◦ telle que w(1) ≥ 0, w(0) = +∞ et :

w(a− b) ≥ min(w(a), w(b)) w(a · b) ≥ w(a) + w(b) ∀a, b ∈ A.

On dit que w est p-multiplicative si en outre on a

w(an) = n · w(a) ∀a ∈ A,∀n ∈ N \ {0}.

On appelle anneau semi-normé tout couple (A,w) formé d’un anneau A et d’une semi-
norme réelle w sur A ; si w est p-multiplicative, on dit que (A,w) est uniforme. Un
morphisme d’anneaux semi-normés f : (A,w) → (B, u) est un homomorphisme d’an-
neaux f : A → B pour lequel il existe C ∈ R tel que u(f(a)) ≥ C + w(a) pour tout
a ∈ A. Evidemment les anneaux semi-normés et leurs morphismes forment une catégorie
AnNorm ; notons par AnUni la sous-catégorie pleine de AnNorm dont les objets sont les
anneaux semi-normés uniformes.
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(i) Soit (A,w) un anneau semi-normé ; montrer que w(1) ∈ {0,+∞}, et que w(1) =
+∞ ⇔ w(a) = +∞ pour tout a ∈ A. Montrer aussi que w(−a) = w(a) pour tout
a ∈ A, et que w(a1 + · · · + an) ≥ min(w(a1), . . . , w(an)) pour tout n ∈ N \ {0} et tout
a1, . . . , an ∈ A.

(ii) Soient (A,w) un anneau semi-normé, a ∈ A ; montrer que (w(an)
n |n ∈ N \ {0}) est

une suite convergente dans R◦ (où +∞/n := +∞ pour tout n ∈ N). Posons

w∗(a) := lim
n→+∞

w(an)/n ∀a ∈ A.

Montrer que w∗ : A → R◦ est une semi-norme p-multiplicative, et que w∗(a) ≥ w(a)
pour tout a ∈ A, On appelle w∗ l’uniformisation de w.
(iii) Montrer que les associations :

(A,w) 7→ (A,w∗) (f : (A,w)→ (B, u)) 7→ (f : (A,w∗)→ (B, u∗))

définissent un adjoint à gauche du foncteur d’inclusion AnUni→ AnNorm.
(iv) Soit (A,w) un anneau semi-normé uniforme, et posons

A+ := {a ∈ A |w(a) ≥ 0} I := {a ∈ A |w(a) > 0} J := w−1(+∞).

Montrer que A+ est un sous-anneau intégralement fermé dans A, que I est un idéal
radical de A+, et que J est un idéal radical de A et de A+. Montrer en outre que w est
la composition de la projection A → A := A/J et d’une unique norme p-multiplicative
w sur A. (Pour une application, voir le problème 10.18.)

Remarque 8.13. Il est plus courant de définir une semi-norme réelle sur un anneau A
comme une application | · | : A→ R≥0 telle que |1| ≤ 1, |0| = 0, et :

|a− b| ≤ max(|a|, |b|) |a · b| ≤ |a| · |b| ∀a, b ∈ A
et une telle semi-norme est alors dite p-multiplicative si |an| = |a|n pour tout a ∈ A et
tout n ∈ N \ {0} (voir e.g. [8, §1.2]). Cette notion est toutefois équivalente à celle du
problème 8.12 : en effet, si w : A → R◦ vérifie les conditions de loc.cit., on obtient | · |
vérifiant les conditions ci-dessus, en posant |a| := ρw(a) pour tout a ∈ A, avec ρ ∈]0, 1[
un réel arbitrairement choisi (avec la convention que ρ+∞ := 0).

8.1.1. Anneaux de valuation. D’après la définition 8.10, la donnée d’une valuation sur A
équivaut à celle d’un idéal premier p ∈ SpecA, et d’une valuation sur le corps résiduel
k(p). L’étude des valuations est donc ramenée au cas des valuations des corps. Soit v une
valuation définie sur un corps K ; évidemment

K+ := {x ∈ K | v(x) ≥ 0}
est un sous-anneau de K, appelé l’anneau de valuation de v. Les anneaux de valuation
des valuations de K seront appelés simplement les anneaux de valuations de K. Noter que
v(x) = +∞ ⇔ x = 0, car v(x) + v(x−1) = 0, si x ̸= 0 ; de même, un élément x ∈ K+ est
inversible (dans K+) si et seulement si v(x) = 0, et m := {x ∈ K | v(x) > 0} est un idéal
de K+. Par suite m est le plus grand idéal strictement contenu dans K+, donc (K+,m)
est un anneau local. Il est évident que K+ ne dépend que de la classe d’équivalence de
v. De plus, on voit aisément que tout idéal de type fini de K+ est principal : en effet,
si x1, . . . , xn est un système de générateurs pour l’idéal I ⊂ V , on peut supposer que
v(x1) ≤ v(xi) pour tout i = 2, . . . , n, d’où K+xi ⊂ K+x1 pour i = 2, . . . n, et donc
I = K+x1. Remarquons aussi que K+ est intégralement clos : cela se démontre en effet
comme dans la solution du problème 8.12(iv).

Le spectre premier de K+ admet une description très simple en termes du groupe des
valeurs Γv de la valuation correspondante :

Proposition 8.14. Avec la notation ci-dessus on a :
(i) Il existe une bijection naturelle renversant l’ordre d’inclusion

SpecK+ ∼→ Spec Γv
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qui associe à chaque idéal premier p ⊂ K+ le sous-groupe convexe

∆(p) := {γ ∈ Γv | γ,−γ < v(x) ∀x ∈ p}
et dont l’inverse associe à chaque sous-groupe convexe ∆ ⊂ Γv l’idéal premier

p(∆) := {x ∈ K+ | γ < v(x) ∀γ ∈ ∆}.
(ii) En particulier, SpecK+ est totalement ordonné par inclusion, et on a :

v−1(∆+) = K+ \ p(∆) ∀∆ ∈ Spec Γv.

Démonstration. (i) : Pour tout ∆ ∈ Spec Γv, on voit aisément que p(∆) est un idéal
premier de K+ : les détails seront laissés aux soins du lecteur.

Ensuite, soient γ, γ′ ∈ ∆(p) ; si γ ≤ 0 ou γ′ ≤ 0, il est clair que γ + γ′ < v(x) pour
tout x ∈ p. Si γ, γ′ > 0, il existe y, y′ ∈ K+ tels que v(y) = γ et v(y′) = γ′ ; par
hypothèse on a y, y′ /∈ p, d’où yy′ /∈ p, et par suite γ + γ′ < v(x) pour tout x ∈ p (car
sinon, v(x−1yy′) ≥ 0, i.e. yy′ ∈ xK+ ⊂ p, contradiction). Cela montre que ∆(p) est un
sous-groupe de Γv, et la convexité de ∆(p) est évidente.

Or, posons q := p(∆) ; les définitions donnent aussitôt l’inclusion ∆ ⊂ ∆(q). Pour la
réciproque, soit γ ∈ Γv \∆ ; on veut montrer que γ /∈ ∆(q), et quitte à remplacer γ par
−γ, on peut supposer que γ ≥ 0. Dans ce cas, il existe y ∈ K+ tel que v(y) = γ ; d’autre
part, la convexité de ∆ implique que γ > δ pour tout δ ∈ ∆. Par suite y ∈ q, d’où
l’assertion. En particulier, cela montre que l’application p 7→ ∆(p) est une surjection de
SpecK+ sur Spec Γv. Pour voir qu’elle est aussi une injection, soient p, q ∈ SpecK+ et
x ∈ p \ q ; évidemment γx := v(x) ≥ 0 et γx /∈ ∆(p). Il suffit de montrer que γx ∈ ∆(q) ;
mais si γx /∈ ∆(q), il existe z ∈ q tel que v(z) ≤ γx, d’où v(z−1x) ≥ 0, i.e. x ∈ zK+ ⊂ q,
contradiction.

(ii) découle aussitôt de (i). □

Exercice 8.15. (Ramification des valuations) Soient K un corps, K ′ une extension
algébrique de K, et v′ une valuation de K ′ ; on dénote par v la restriction de v′ à K,
et on pose Γ := Γv et Γ′ := Γv′ . Soient aussi k et k′ les corps résiduels des anneaux de
valuation K+ et K ′+ correspondants, et posons

e(v′|v) := [Γ′ : Γ] f(v′|v) := [k′ : k].

(i) Montrer que e(v′|v) · f(v′|v) ≤ [K ′ : K]. Les entiers e(v′|v) et f(v′|v) sont appelés
respectivement l’indice de ramification et le degré de v′ sur v.

(ii) Montrer que l’on a un diagramme commutatif

SpecK ′+ //

Spec i
��

Spec Γ′

Spec j
��

SpecK+ // Spec Γ

dont les flèches horizontales sont les bijections de la proposition 8.14(i), et les flèches
verticales sont induites par les inclusions i : K → K ′ et j : Γ→ Γ′.
(iii) En déduire que Spec i : SpecK ′+ → SpecK+ est une bijection.
(iv) Montrer que si K est algébriquement clos, il en est de même pour k.

On peut caractériser comme suit les anneaux de valuation de K :

Lemme 8.16. Soient K un corps, A ⊂ K un sous-anneau. Le deux conditions suivantes
sont équivalentes :

(a) A est l’anneau de valuation d’une valuation v de K.
(b) Pour tout x ∈ K× on a soit x ∈ A, soit x−1 ∈ A.

Démonstration. (a)⇒(b), car si x ∈ K× et v(x) < 0, on a v(x−1) = −v(x) ≥ 0.
(b)⇒(a) : on pose Γ := K×/A× ; donc (Γ,+) est un groupe abélien (son élément neutre

0 est la classe de 1 ∈ K×), et la projection v : K× → Γ est un homomorphisme de groupes
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que l’on prolonge à K par v(0) := +∞. On munit Γ de la relation d’ordre total suivante :
si γ, γ′ ∈ Γ sont les classes de x, x′ ∈ K×, on dit que γ ≤ γ′⇔ x′/x ∈ A. On voit aisément
que cette définition ne dépend pas des représentants x et x′, et que si γ ≤ γ′ et γ′ ≤ γ′′,
alors γ ≤ γ′′ ; de plus, si l’on a à la fois γ ≤ γ′ et γ′ ≤ γ, alors x′/x ∈ A×, d’où γ = γ′.
Il est également clair que si γ ≤ γ′, alors γ + δ ≤ γ′ + δ pour tout δ ∈ Γ. Evidemment,
A = {x ∈ K | v(x) ≥ 0}, donc il ne reste qu’à montrer que v(x + y) ≥ min(v(x), v(y))
pour tous x, y ∈ K. Pour cela, on peut supposer que +∞ ≠ v(x) ≤ v(y), i.e. y/x ∈ A,
d’où (x+ y)/x = 1 + y/x ∈ A, et finalement v(x+ y) ≥ v(x), comme souhaité. □

Remarque 8.17. (i) Soit A l’anneau de valuation d’une valuation v : K× → Γ.
(i) La preuve du lemme 8.16 munit K×/A× d’un ordre total ≤, tel que v se factorise

à travers un homomorphisme injectif (K×/A×,≤) → Γ de groupes ordonnés. Par suite,
(K×/A×,≤) est le groupe des valeurs de v (à isomorphisme unique près), et A détermine
v à équivalence de valuations près.

(ii) On voit aussi que tout sous-anneau V ⊂ K contenant A est un anneau de valuation
de K ; en outre, il est une localisation de A : car, si mV ⊂ V est l’idéal maximal, et si
p := A ∩ mV , le lemme 8.16 implique aisément que V = Ap, et la preuve du même
lemme montre aussi bien que le groupe des valeurs de V est (naturellement identifié
avec) Γv/∆(p), où ∆(p) ⊂ Γv est le sous-groupe convexe correspondant à p, suivant la
bijection canonique de la proposition 8.14.
(iii) Pour tout p ∈ SpecA, le quotient A/p est un anneau de valuation de k(p) : en effet,

la projection A→ A/p se prolonge en une surjection Ap → k(p) ; or si x ∈ k(p) \ (A/p),
d’après le lemme 8.16 il faut montrer que x−1 ∈ A/p. Pour cela, on est ramené à montrer
que pour tout y ∈ Ap \ A on a y−1 ∈ A, et cela découle encore du même lemme. En
outre, la proposition 8.14(ii) entraîne une identification naturelle du groupe des valeurs
de A/p avec ∆(p). Voir aussi le problème 8.105.

Exercice 8.18. (Composition de valuations) Soient K un corps, (V,m) un anneau de
valuation de K. Soient aussi π : V → k(m) la projection canonique, V ′ un anneau de
valuation de k(m). Montrer que π−1V ′ est un anneau de valuation de K.

Exercice 8.19. Soient A un anneau, v et w deux valuations de A. Montrer que v et w
sont équivalentes si et seulement si, pour tous a, b ∈ A on a :

v(a) ≥ v(b)⇔ w(a) ≥ w(b).

Un lecteur (très) perspicace aura à ce point cru entrevoir des analogies formelles avec
notre discussion des filtres et ultrafiltres dans la section 1.6 : rappelons que si F est un
ultrafiltre (ou plus généralement, un filtre premier) sur un espace topologique T , et si
Z ⊂ T est une partie fermé, alors soit Z ∈ F , soit l’adhérence de T \ Z appartient à
F . Cela fait écho à la condition (b) du lemme 8.16. On peut alors soupçonner aussi que
la construction d’anneaux de valuation de K s’effectuera en général par application du
lemme de Zorn sur un ensemble partiellement ordonné convenable associé à K. En effet,
on a la définition suivante :

Définition 8.20. Soient K un corps, LK l’ensemble des sous-anneaux locaux de K. On
munit LK de l’ordre partiel tel que pour tous (A,mA), (B,mB) ∈ LK on a

(A,mA) ≤ (B,mB) ⇔ A ⊂ B et mA = mB ∩A.
On dit aussi que (B,mB) domine (A,mA) si (A,mA) ≤ (B,mB).

Théorème 8.21. Soient K un corps, et (A,mA) ∈ LK . On a :
(i) Il existe un élément maximal (V,mV ) de LK tel que (A,mA) ≤ (V,mV ).
(ii) Les éléments maximaux de LK sont les anneaux de valuation de K.

Démonstration. (i) : Soit ((Aλ,mλ) |λ ∈ Λ) une partie totalement ordonnée non vide
de LK avec (A,mA) ≤ (Aλ,mλ) pour tout λ ∈ Λ ; par le lemme de Zorn, il suffit de
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remarquer que V :=
⋃
λ∈ΛAλ est un élément de LK (car l’unique idéal maximal de V

est mV :=
⋃
λ∈Λ mλ) et (Aλ,mλ) ≤ (V,mV ) pour tout λ ∈ Λ.

(ii) : Montrons d’abord que tout anneau de valuation V de K est maximal dans LK .
En effet, si (V,mV )≤ (A,mA), on a V ⊂A ; si x ∈ A \V , on aurait x−1 ∈ V \V ×, donc
x−1 ∈ mV ⊂ mA (lemme 8.16), d’où x /∈ A, contradiction. Or, soit (V,mV ) maximal
dans LK , et x ∈ K× ; on doit vérifier que x ∈ V ou x−1 ∈ V (lemme 8.16). Soient
f : V → V [x] ⊂ K l’inclusion, et ϕ := Spec f : SpecV [x]→ SpecV .

Affirmation 8.22. Si x /∈ V , la fibre ϕ−1(mV ) = SpecV [x]⊗V k(mV ) est vide.
Preuve : Si p ∈ ϕ−1(mV ), on a V [x]p ∈ LK , et V ≤ V [x]p. Mais par hypothèse, V est

strictement contenu dans V [x] ; cela contredit la maximalité de V . ♢

L’observation revient à dire que si x /∈ V , alors V [x] ⊗V k(mV ) = 0 (théorème 1.34),
i.e. 1 ∈ mV · V [x]. Donc, il existe n ∈ N et a0, . . . , an ∈ mV tels que

(∗) 1 = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n.

Mais 1− a0 ∈ V × ; donc, avec bi := (1− a0)−1 · ai pour i = 1, . . . , n, il vient

1 = b1x+ · · ·+ bnx
n et b1, . . . , bn ∈ mV .

Le même argument s’applique au cas où x−1 /∈ V , et donne une identité :

(∗∗) 1 = c1x
−1 + · · ·+ cmx

−m avec c1, . . . , cm ∈ mV .

Choisissons maintenant des identités (∗) et (∗∗) avec n et m minimaux. Quitte à échanger
x et x−1, on peut aussi supposer que n ≥ m ; dans ce cas, on obtient

1 = a0 + a1x+ · · ·+ an−1x
n−1 + an(c1x

n−1 + · · ·+ cmx
n−m).

Cette dernière est une identité du type (∗), mais chaque puissance de x dans cette ex-
pression a degré < n, ce qui contredit la minimalité de n. □

Exercice 8.23. Dans la situation de la définition 8.20, soit (A,mA) ∈ LK avec dimA = 1
et K = FracA. Montrer qu’il existe un anneau de valuation (V,mV ) de K avec dimV = 1
et (A,mA) ≤ (V,mV ).

Le corollaire suivant généralise le théorème 7.49 :

Corollaire 8.24. Soient K un corps, A⊂K un sous-anneau. La fermeture intégrale de
A dans K est l’intersection de tous les anneaux de valuation de K contenant A.

Démonstration. On a déjà remarqué que tout anneau de valuation deK est intégralement
clos, donc l’intersection des anneaux de valuation de K contenant A est aussi intégrale-
ment close, et en particulier contient la fermeture intégrale de A dans K. Soit donc x ∈ K
un élément qui n’est pas entier sur A ; on doit exhiber un anneau de valuation V de K
tel que A ⊂ V et x /∈ V . Pour cela, posons y := x−1 ; l’idéal yA[y] de l’anneau A[y] ⊂ K
ne contient pas 1, car autrement on aurait une identité de la forme 1 = a1y+ · · ·+ any

n,
pour certains a0, . . . , an ∈ A, d’où l’identité xn − a1x

n−1 − · · · − an = 0, donc x se-
rait entier sur A, une contradiction. Il existe alors un idéal premier p ⊂ A[y] avec
yA[y] ⊂ pA[y] ⊂ pA[y]p (corollaire 1.35(ii)) ; par le théorème 8.21, l’anneau local A[y]p
est dominé par un anneau de valuation (V,mV ) de K. En particulier, y ∈ mV , et donc
x /∈ V , comme souhaité. □

Exercice 8.25. (i) Soient K un corps, A ∈ LK , et VK/A ⊂ LK l’ensemble des anneaux
de valuations V de K tels que A ≤ V . Montrer que

⋂
V ∈VK/A

V est la fermeture intégrale
de A dans K.

(ii) Soit K ⊂ E une extension de corps arbitraire. Montrer que toute valuation v de
K se prolonge en une valuation w de E (donc, avec Γv ⊂ Γw).

(iii) Soient B un anneau, v : B → Γ◦ une valuation, b, b′ ∈ B et ρ, ρ′ ∈ Γ. Montrer que
| · |v(b,ρ) = | · |

v
(b′,ρ′) ⇔ v(b− b′) ≥ ρ = ρ′ (notation de l’exercice 8.11(i)).
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(iv) Soient K un corps, w : K(X) → Γ◦ une valuation, (K+,mK) et (W,mW ) les
anneaux de valuation de v := w|K : K → Γ◦ et respectivement de w, et ρ := w(X).
Montrer que w = | · |v(0,ρ) si l’une des deux conditions suivantes est vérifiée :

— Zρ ∩ v(K×) = {0}
— il existe a ∈ K× tel que ρ = v(a), et l’image de a−1X dans k(mW ) est transcendante

sur k(mK).
(v) Dans la situation de (ii), soient (E+,mE) et (K+,mK) les anneaux de valuation

de w et de v ; montrer que (notation du corollaire 1.100) :

dimQQ⊗Z (Γw/Γv) + tr.deg(k(mE)/k(mK)) ≤ tr.deg(E/K).

Le cas d’une intersection d’un nombre fini d’anneaux de valuations de K peut être
analysé plus en détail ; pour cela, on utilisera l’astuce suivante due à Nagata :

Lemme 8.26. Soient K un corps, V1, . . . , Vn des anneaux de valuation de K, et A :=⋂n
i=1 Vi. Alors, pour tout a ∈ K il existe un entier s ≥ 2 tel que A contient

bs := (1 + a+ · · ·+ as−1)−1 et abs.

Démonstration. On considère chaque Vi séparement. Si a /∈ Vi, on a c := a−1 ∈ mi,
l’idéal maximal de Vi, d’où

bs = cs−1/(1 + c+ · · ·+ cs−1) ∈ Vi ∀s ≥ 1

et abs = cs−2/(1 + c + · · · + cs−1) ∈ Vi pour tout s ≥ 2. Ensuite, supposons que a ∈ Vi
et 1 − at ∈ K \ mi pour tout t ≥ 1 ; dans ce cas, 1 − at ∈ V ×i pour t ≥ 1, et l’identité
bs = (1− a)/(1− as) montre que bs, abs ∈ Vi pour tout s ≥ 1.

Si 1 − a ∈ mi \ {0}, noter que ct := (1 − at)/(1 − a) = 1 + a + · · · + at−1 ∈ Vi pour
t ≥ 1 ; pour tout s ≥ 2 non divisible par la caractéristique de k(mi) on a alors

cs = s+ (a− 1) + · · ·+ (as−1 − 1) = s+ (a− 1) · (c1 + · · ·+ cs−1) ∈ V ×i
et par suite bs, abs ∈ Vi pour ces mêmes entiers s. Il est en de même si a = 1.

En dernier lieu, supposons que a ∈ Vi, 1− a /∈ mi, et 1− at ∈ mi pour quelque t ≥ 2 ;
posons t0 := min(t ≥ 2 | 1−at ∈ mi). On remarque que 1−akt0 = (1−at0) ·(1+at0 + · · ·+
a(k−1)t0) ∈ mi pour tout k ≥ 1, et d’autre part, at0 , 1 − ar ∈ V ×i pour tout 0 < r < t0.
Si s ∈ N, écrivons s = kt0 + r avec 0 ≤ r < t0 ; il vient

1− as = 1− akt0 + akt0 · (1− ar) ∈ mi ⇔ r = 0.

Donc, bs, abs ∈ Vi si s ∈ N \ ({1} ∪ t0N). Ainsi, pour chaque i = 1, . . . , n il existe
di ∈ N \ {1} tel que bs, abs ∈ Vi pour tout s ∈ N \ ({1} ∪ diN), d’où le lemme. □

Théorème 8.27. Soient K un corps, n > 0 un entier, V1, . . . , Vn des anneaux de valua-
tions de K, avec Vi ⊈ Vj pour i ̸= j ; on pose A :=

⋂n
i=1 Vi. Pour tout i = 1, . . . , n, soit

aussi mi l’idéal maximal de Vi, et pi := mi ∩A. Alors on a :
(i) MaxA = {p1, . . . , pn}.
(ii) En outre, Api = Vi pour tout i = 1, . . . , n.

Démonstration. (ii) : Evidemment Api ⊂ Vi pour tout i = 1, . . . , n. De l’autre côté, soit
a ∈ Vi, et choisissons un entier s ≥ 2 vérifiant les conditions du lemme 8.26 ; on pose
b := (1 + a + · · · + as−1)−1, donc b, ab ∈ A, et par construction b ∈ V ×i . En particulier,
b ∈ A \ pi, d’où a = (ab)/b ∈ Api .

(i) : Il vient de (ii) que pi ⊈ pj pour i ̸= j. Or, si I ⊂ A est un idéal qui n’est contenu
dans aucun des p1, . . . , pn, il existe x ∈ I \

⋃n
i=1 pi (proposition 1.58) ; on déduit que

x ∈ V ×i pour i = 1, . . . , n, d’où x ∈ A×. L’assertion s’ensuit aussitôt. □

Problème 8.28. Soient K un corps, E une extension algébrique de K, et V un anneau
de valuation de K. On définit VE/V ⊂ LE comme dans l’exercice 8.25(i), et soit A la
fermeture intégrale de V dans E. Montrer que :
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(i) Si E est une extension finie de K, l’ensemble VE/V est fini.
(ii) Si E est une extension normale deK, le groupe de Galois Gal(E/K) agit transitive-

ment sur l’ensemble VE/V . (Noter que si σ ∈ Gal(E/K) et si W ∈ VE/V , le sous-anneau
σ(W ) ⊂ E est aussi un élément de VE/V .)
(iii) On a une bijection naturelle MaxA

∼→ VE/V : m 7→ Am.

Exercice 8.29. Soient V un anneau de valuation, M un V -module.
(i) On suppose que M soit de type fini et sans torsion (voir §1.1.4). Montrer que M

est libre (de rang fini).
(ii) Déduire de (i) que tout V -module sans torsion est plat.

(iii) On suppose que M soit de présentation finie, et on considère une surjection V -
linéaire ϕ : L→M avec L un V -module libre de rang fini. Noter que N := Kerϕ est un
V -module de type fini, par l’exercice 2.110(iv), donc aussi libre de rang fini, par (i). Soit
ensuite L∨ := HomV (L, V ) le dual de L, et notons

ε : N ⊗V L∨ → V x⊗ α 7→ α(x)

la restriction de l’application d’évaluation. Montrer qu’il existe α ∈ L∨ et x ∈ N tels que
Im(ε) = V · α(x), et en déduire que N = V x⊕ (N ∩Kerα).
(iv) Dans la situation de (iii), posons a := α(x). Montrer qu’il existe y ∈ L tel que
x = ay et L = V y ⊕Kerα.

(v) Déduire de (iii) et (iv) qu’il existe une base y1, . . . , yn de L, un entier k ≤ n et
des éléments a1, . . . , ak ∈ V tels que N = (V a1y1) ⊕ · · · ⊕ (V akyk). En particulier, tout
V -module de présentation finie est somme directe finie de V -modules cycliques.

8.1.2. Algèbres de type fini sur un anneau de valuation. Soit V un anneau de valuation
arbitraire ; on achève cette section avec un résultat de Nagata (voir [58, Th.3]) concernant
les modules sur les V -algèbres de type fini, qui nous sera utile plus tard, pour la preuve
d’un important théorème de Gruson et Raynaud.

Proposition 8.30. (Nagata) Soient V un anneau de valuation, (A, f : V → A) une
V -algèbre de type fini, M un A-module de type fini tel que M[f ] soit un V -module plat.
Alors M est un A-module de présentation finie.

Démonstration. Par hypothèse il existe n ∈ N et un homomorphisme surjectif de V -
algèbres A0 := V [T1, . . . , Tn]

g−→ A, et d’après l’exercice 3.17(v.c), il suffit de vérifier que
le A0-module M[g] soit de présentation finie. Ainsi, il suffit de prouver la proposition avec
A = V [T1, . . . , Tn]. Dans ce cas, pour tout i ∈ N soit A(i) ⊂ A[f ] le V -sous-module des
polynômes de degré total ≤ i, et posons

R(A(•)) :=
⊕

i∈N U
iA(i) ⊂ A[U ].

Donc, R(A(•)) est l’ensemble des Udad + · · · + a0 ∈ A[U ] de degré quelconque d ∈ N,
tels que ai(T1, . . . , Tn) ∈ A soit un polynôme de degré total ≤ i pour tout i = 0, . . . , d.
Comme U iA(i) · U jA(j) ⊂ U i+jA(i+j) pour tous i, j ∈ N, on voit que R(A(•)) est un
sous-anneau de A[U ], et il est même un anneau gradué (voir §1.1.6) : sa composante
homogène de degré i est U iA(i), pour tout i ∈ N.

Affirmation 8.31. Il existe un isomorphisme de V -algèbres

V [U,X1, . . . , Xn]
∼→ R(A(•)).

Preuve : On obtient un tel isomorphisme en posant : U 7→ U et Xi 7→ UTi pour
i = 1, . . . , n. Son inverse est l’homomorphisme de V -algèbres tel que UdT i11 · · ·T inn 7→
Ud−(i1+···+in)Xi1

1 · · ·Xin
n pour tous d, i1, . . . , in ∈ N tels que i1 + · · ·+ in ≤ d. ♢

Soit ensuite M [U ] := A[U ] ⊗A M ; noter que le système (U i | i ∈ N) est une base
du A-module libre A[U ], donc on peut identifier naturellement M [U ] avec l’ensemble
des termes de la forme Udxd + Ud−1xd−1 + · · · + x0 pour tout d ∈ N et toute suite
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x0, . . . , xd ∈ M . Soit aussi Σ := {y1, . . . , yr} un système fini de générateurs pour le A-
module M , et pour tout i ∈ N notons par M(i) ⊂ M [U ] le V -sous-module engendré par
la famille {U iay | a ∈ A(i), y ∈ Σ} ; on pose de même

R(M(•)) :=
⊕

i∈NM(i) ⊂M [U ].

Or, le A[U ]-module M [U ] devient un R(A(•))-module gradué après restriction des sca-
laires suivant l’inclusion R(A(•)) ⊂ A[U ], et on voit aisément que R(M(•)) est un
R(A(•))-sous-module gradué de M [U ]. En dernier lieu, soit ϕ : Ar → M la surjection
A-linéaire telle que ϕ(a1, . . . , ar) := a1y1+ · · ·+aryr pour tous a1, . . . , ar ∈ A ; noter que
U i · ϕ(Ar(i)) =M(i) pour tout i ∈ N, et on pose

M ′(i) := U i · (Ar(i) ∩Kerϕ) ⊂ R(A(•))
r ∀i ∈ N.

La somme directe R(M ′(•)) :=
⊕

i∈NM
′
(i) est un R(A(•))-sous-module gradué du R(A(•))-

module R(A(•))
r, d’où une suite exacte de R(A(•))-modules gradués :

C(•) : 0→ R(M ′(•))→ R(A(•))
r ϕ̃−→ R(M(•))→ 0

avec ϕ̃ l’application R(A(•))-linéaire telle que : (U i1a1, . . . , U
irar) 7→ U i1a1y1 + · · · +

U iraryr pour tous U i1a1, . . . , U irar ∈ R(A(•)). Par construction, C(•) est la somme
directe de ses composantes homogènes C(i) := (0→M ′(i) → Ar(i) →M(i) → 0), et chaque
complexe C(i) est une suite exacte courte de V -modules sans torsion ; de plus, chaque
M(i) est un V -module de type fini, donc libre de rang fini (exercice 8.29(i)). Mais alors
C(i) est un complexe scindé de V -modules libres, pour tout i ∈ N ; le produit tensoriel
k⊗V C(•) de C(•) avec le corps résiduel k de V est donc une suite exacte courte de k⊗V
R(A(•))-modules. D’après l’observation 8.31, l’anneau gradué R := k⊗V R(A(•)) (avec la
graduation induite par celle de R(A(•))) est isomorphe à k[U,X1, . . . , Xn] ; en particulier
il est noethérien, donc le noyau k⊗V R(M ′(•)) de k⊗V ϕ̃ est un R-module gradué de type
fini (dont la graduation est induite par celle de R(M ′(•))). Soit Σ′ := {Ud1x′1, . . . , Udsx′s}
une famille finie d’éléments homogènes de R(M ′(•)) (avec x′1, . . . , x′s ∈ Kerϕ) telle que
1 ⊗ Ud1x′1, . . . , 1 ⊗ Udsx′s soit un système de générateurs de k ⊗V R(M ′(•)), et notons
par R(M ′′(•)) ⊂ R(M ′(•)) le R(A(•))-sous-module engendré par Σ′. Donc R(M ′′(•)) est
la somme directe de ses composantes homogènes M ′′(i), et par construction l’inclusion
M ′′(i) → M ′(i) de V -modules de type fini induit une surjection k ⊗V M ′′(i) → k ⊗V M ′(i)
pour tout i ∈ N ; d’après le corollaire 3.50, il vient M ′′(i) = M ′(i) pour chaque i, d’où
R(M ′′(•)) = R(M ′(•)), i.e. Σ′ engendre le R(A(•))-module R(M ′(•)). On déduit aisément
que {x′1, . . . , x′s} engendre le A-module Kerϕ, donc M est bien de présentation finie. □

Remarque 8.32. (i) Par inspection directe, on constate que la solution du problème
7.42(i) se généralise aussitôt au cas d’un anneau (V,m) de valuation quelconque, et d’une
V -algèbre A intègre, fidèlement plate, de type fini : avec K := Frac(V ), on trouve ainsi
que toute composante irréductible de Spec k(m) ⊗V A a dimension dim K ⊗V A. Noter
aussi que, au vu du théorème 3.84(ii), du problème 3.83(i.c) et de l’exercice 8.29(ii), A
est fidèlement plate ⇔ A est sans torsion et k(m)⊗V A ̸= 0.

(ii) De plus, si dim V = 1, aussi la preuve de la partie (ii) du problème 7.42 se
généralise verbatim : on a dim A = 1 + dimK ⊗V A dans ce cas.

8.2. Ordres sur les anneaux et corps formellement réels. Ma présentation est
empruntée en partie à l’article [4] de I.Bertuccioni.

Définition 8.33. (i) Un anneau partiellement ordonné est la donnée (A,≤) d’un anneau
A et une relation d’ordre partiel sur A telle que pour tous a, b, c ∈ A on a :

— Si a ≤ b, alors a+ c ≤ b+ c
— Si a ≤ b et c ≥ 0, alors a · c ≤ b · c.
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Une partie S ⊂ A est convexe si elle satisfait la condition suivante. pour tous a ∈ A et
b ∈ S, si l’on a 0 ≤ a ≤ b, alors a ∈ S.

(ii) Un anneau totalement ordonné est un anneau partiellement ordonné (A,≤) dont
l’ordre ≤ est total.

(iii) Un morphisme d’anneaux partiellement ordonnés ϕ : (A,≤) → (B,≤) est un
homomorphisme d’anneaux ϕ : A → B qui est aussi un morphisme d’ensembles partiel-
lement ordonnés (définition 1.30(iv)). Les anneaux partiellement ordonnés et les mor-
phismes d’anneaux partiellement ordonnés forment une catégorie

poAnn.

Remarque 8.34. Soit f : (A,≤)→ (B,≤) un morphisme d’anneaux partiellement ordon-
nés tel que l’application f : A→ B est bijective.

(i) Noter que f est un isomorphisme dans la catégorie Z − Alg, mais il n’est pas
forcément un isomorphisme de la catégorie poAnn. Par exemple, on peut munir Z de son
ordre standard ≤, et de l’ordre trivial ≤′ tel que n ≤′ m si et seulement si n = m, pour
tous n,m ∈ Z ; l’identité IdZ : (Z,≤′)→ (Z,≤) est un morphisme de poAnn, mais il n’est
pas un isomorphisme de cette catégorie.

(ii) Toutefois, si de plus (A,≤) est un anneau totalement ordonné, alors f est un
isomorphisme de poAnn : la vérification sera laissée au lecteur.

(iii) Si (A,≤) est un anneau totalement ordonné, alors a2 ≥ 0 pour tout a ∈ A. En
effet, cela est clair si a ≥ 0 ; sinon, on a a < 0, car l’ordre ≤ est total ; d’où 0 = a−a ≤ −a,
et encore 0 ≤ (−a)2 = a2. Pour a ∈ A×, il s’ensuit que a > 0 si et seulement si 1/a > 0,
car a−1 = a · (1/a)2.

Exercice 8.35. Soient (A,≤) un anneau totalement ordonné, S ⊂ A une partie. Montrer
qu’il existe un ordre total unique ≤S sur S−1A tel que la localisation soit un morphisme
d’anneaux partiellement ordonnés (A,≤)→ (S−1A,≤S).

Exercice 8.36. (i) Soient (A,≤) un anneau partiellement ordonné, I ⊂ A un idéal,
π :A→A/I la projection. Le foncteur h(A,≤) :poAnn→Ens admet un sous-foncteur

FI : poAnn→ Ens (B,≤) 7→ {f : (A,≤)→ (B,≤) | I ⊂ Ker f}
(notation de la section 2.1). Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) On a sur A/I une unique structure (A/I,≤) d’anneau partiellement ordonné telle
que π : (A,≤) → (A/I,≤) soit un morphisme d’anneaux partiellement ordonnés, et le
couple ((A/I,≤), π) soit universel pour le sous-foncteur FI .

(b) L’idéal I est convexe (voir la définition 8.33(i)).
Si I est convexe, la relation d’ordre sur A/I caractérisée par (a) sera appelée l’ordre
partiel induit par (A,≤).

(ii) Si les conditions (a) et (b) de (i) sont vérifiées, montrer qu’un idéal J ⊂ A/I est
convexe si et seulement s’il en est de même pour π−1(J) ⊂ A.

Exercice 8.37. Soit ((A•,≤), g••) un système d’anneaux partiellement ordonnés, in-
dexé par un ensemble Λ filtrant (voir l’exercice 2.31 ; donc, gλµ : Aλ → Aµ est un
morphisme d’anneaux partiellement ordonnés, pour tous λ, µ ∈ Λ avec λ < µ). Soit aussi
(A, (iλ : Aλ → A |λ ∈ Λ)) un co-cône universel pour le système d’anneaux (non ordon-
nés) (A•, g••). Montrer qu’il existe un ordre partiel unique ≤ sur A, tel que (A,≤) soit
un anneau partiellement ordonné, les homomorphismes iλ soient tous des morphismes
d’anneaux partiellement ordonnés, et le co-cône ((A,≤), i•) soit universel pour le sys-
tème d’anneaux partiellement ordonnés ((A•,≤), g••). En particulier, (A,≤) représente
la limite directe de ce système dans la catégorie poAnn.

L’exemple fondamental pour nous est l’anneau partiellement ordonné (C (X),≤) as-
socié à tout espace topologique X, où pour tous f, g ∈ C (X) on déclare que

f ≤ g ⇔ f(x) ≤ g(x) ∀x ∈ X.
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Lemme 8.38. Pour tout espace topologique X on a :
(i) Soient f, g ∈ C (X) et on suppose que |f | ≤ |g|. Alors f2 ∈ g · C (X).
(ii) Tout idéal premier de C (X) est convexe.
(iii) Si p ⊂ C (X) est un idéal premier, le quotient C (X)/p, muni de l’ordre partiel

induit par (C (X),≤), est un anneau totalement ordonné.

Démonstration. (i) : Considérons la fonction h : X → R telle que h(x) := f(x)2/g(x) si
g(x) ̸= 0, et h(x) := 0 sinon. On voit aisément que h est continue, et f2 = g · h.

(ii) : Soient p ⊂ C (X) un idéal premier, g ∈ p et f ∈ C (X) tels que 0 ≤ f ≤ g ; par
(i) on déduit que f2 ∈ g · C (X) ⊂ p, d’où f ∈ p.

(iii) : Quel que soit f ∈ C (X), on a évidemment |f | ≥ 0 et −|f | ≤ 0. D’autre part,
0 = f2 − |f |2 = (f − |f |) · (f + |f |), d’où soit f ≡ |f | ≥ 0 (mod p), soit f ≡ −|f | ≤ 0
(mod p), d’où l’assertion. □

Remarque 8.39. Soit X un espace topologique.
(i) Evidemment, si (A,≤) est un anneau totalement ordonné, et si I, J ⊂ A sont deux

idéaux convexes, on a soit I ⊂ J , soit J ⊂ I : les détails sont laissés au lecteur. Au vu du
lemme 8.38(ii,iii) et de l’exercice 8.36(ii), l’ensemble SpecC (X)/p est alors totalement
ordonné par inclusion, pour tout p ∈ SpecC (X), comme déjà vu pour le spectre premier
des anneaux de valuation (proposition 8.14(ii)).

(ii) Par suite, C (X)/p est un anneau local. En outre, le radical de tout idéal I de
C (X)/p est premier : car rad(I) est l’intersection des idéaux premiers contenant I (co-
rollaire 1.53), et l’intersection d’une famille d’idéaux premiers totalement ordonnée par
inclusion est un idéal premier (voir la solution de l’exercice 1.61).
(iii) Supposons que X soit complètement régulier, fixons x ∈ X, et notons par m ⊂

C (X) l’idéal maximal des fonctions qui s’annulent en x. D’après l’exercice 4.95, la locali-
sation C (X)m est identifiée naturellement à l’anneau des germes des fonctions continues
autour de x. Noter que pour toute inclusion U ⊂ V de voisinages de x dans X, l’ho-
momorphisme de restriction ρUV : C (V ) → C (U) est un morphisme d’anneaux ordon-
nés ; au vu de l’exercice 8.37, il existe alors un ordre partiel unique sur C (X)m tel que
(C (X)m,≤) représente la colimite dans poAnn du système (C (U), ρUV |x ∈ U ⊂ V ⊂ X).
En particulier, pour tout voisinage ouvert U de x dans X, l’homomorphisme canonique
ρU : C (U) → C (X)m est un morphisme d’anneaux partiellement ordonnés. On déduit
que tout idéal premier p ⊂ C (X)m est convexe : en effet, soient f ∈ C (X)m, g ∈ p avec
0 ≤ f ≤ g ; on vient de remarquer qu’il existe un voisinage ouvert U de x et des fonctions
continues f ′, g′ : U → R avec ρU (f ′) = f et ρU (g′) = g, et quitte à remplacer U par un
voisinage plus petit, on peut supposer que 0 ≤ f ′ ≤ g′. En particulier, g′ ∈ q := ρ−1U p, et
q est un idéal convexe de C (U), par le lemme 8.38(ii) ; donc f ′ ∈ q, d’où f ∈ p.
(iv) Dans la situation de (iii), soit p un idéal premier de C (X) contenu dans m, et mu-

nissons C (X)/p (resp. C (X)m/pC (X)m) de l’ordre induit par C (X) (resp. par C (X)m) ;
en vertu de (ii), l’homomorphisme naturel de C (X)-algèbres

C (X)/p→ C (X)m/pC (X)m

est un isomorphisme ; de plus, une inspection directe montre que cette application est
un morphisme d’anneaux partiellement ordonnés. Compte tenu du lemme 8.38(iii) et de
la remarque 8.34(ii), on déduit qu’il s’agit d’un isomorphisme d’anneaux partiellement
ordonnés.

(v) Toujours pour X comme dans (iii), remarquons aussi que tout a ∈ mC (X)m est
“infinitésimal”, i.e. −ρ < a < ρ pour tout nombre réel ρ > 0 (on identifie tout réel ρ avec
la fonction constante X → R de valeur ρ). En effet, a correspond à un germe de fonction
continue autour de x, i.e. la classe d’un couple (U,α), composé d’un voisinage ouvert U
de x, et d’une fonction continue α : U → R telle que α(x) = 0 ; quitte à restreindre U , on
peut alors supposer que −ρ < α(t) < ρ pour tout t ∈ U , d’où l’assertion. Au vu de (iv),
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le même résultat reste valable pour C (X)/p : tout élément non inversible de cet anneau
est infinitésimal.

On est maintenant prêt pour montrer :

Théorème 8.40. Soient X un espace topologique compact et séparé, x0 ∈ X, et m ⊂
C (X) l’idéal maximal des fonctions qui s’annulent en x0. Supposons que l’homomor-
phisme naturel R→ C (X)m ne soit pas un isomorphisme. Alors

dimC (X)m = +∞.

Démonstration. Montrons d’abord que C (X)m contient un idéal premier non maximal.
En effet, sinon mC (X)m serait l’unique idéal premier, et il serait donc le nilradical de
C (X)m (théorème 1.50(ii)). Mais évidemment le nilradical de C (X) est l’idéal 0, donc de
même pour sa localisation C (X)m (exercice 3.38) ; ainsi, mC (X)m = 0, d’où C (X)m =
(C (X)/m)m = R, et cela contredit notre hypothèse.

Soit donc p ⊂ m un idéal premier non maximal ; évidemment il suffit de montrer qu’il
existe un autre idéal premier q de C (X) tel que p ⊊ q ⊊ m. Pour cela, choisissons un
élément non nul a de l’idéal maximal m/p de A := C (X)/p ; en vertu du lemme 8.38(iii)
on peut supposer que a > 0. Notons par q le radical de l’idéal aA ; on sait que q est
un idéal premier de A (remarque 8.39(ii)), et on est donc ramené à montrer que q est
strictement contenu dans mA. Or, comme l’ordre de A est induit par C (X), on peut
trouver a ∈ m tel que a > 0 et dont la classe dans A coïncide avec a. On considère la
fonction b : X → R telle que

b(x) :=

{
| log a(x)|−1 si a(x) ̸= 0

0 si a(x) = 0.

On vérifie aisément que b est continue sur X, et comme b(x0) = 0, on a b ∈ m ; notons b
la classe de b dans A. Rappelons que pour tout entier k > 0 il existe un réel δk > 1 tel que
| log y| < y/k pour tout réel y > δk, autrement dit, | log y|k < 1/y pour 0 < y < 1/δkk ; il
s’ensuit aisément que b(x)k ≥ a(x) pour tout x ∈ Uk := a−1([0, 1/δkk [), et évidemment Uk
est un voisinage ouvert de x0 dans X. On déduit que bk ≥ a dans la localisation C (X)m,
donc dans A on a :

(∗) bk ≥ a ∀k > 0.

Pour conclure, il suffit de montrer que b /∈ q. On raisonne par l’absurde : si b ∈ q, il existe
n ∈ N et c ∈ A tels que bn = a · c, donc bn+1 = a · c · b ≤ a/2, par la remarque 8.39(v) ;
compte tenu de (∗), il vient ā ≤ ā/2, i.e. ā ≤ 0, contradiction. □

Exemple 8.41. Soit m ⊂ C ([0, 1]) l’idéal des fonctions f : [0, 1]→ R telles que f(0) = 0.
Comme A := C ([0, 1])m est l’anneau des germes de fonctions continues autour de 0,
on voit que le noyau de l’homomorphisme de localisation C ([0, 1]) → A est l’idéal des
fonctions qui s’annulent dans un voisinage de 0. En particulier, la fonction g telle que
g(x) = x pour tout x ∈ [0, 1] n’est ni nulle ni inversible dans A, ce qui montre que l’homo-
morphisme naturel R → A n’est pas un isomorphisme. Donc, d’après le théorème 8.40,
pour tout idéal premier non maximal p de A il existe une chaîne strictement ascendante
p0 ⊂ p1 ⊂ · · · de longueur infinie, avec p0 = p. Pour compléter cette discussion, on va
montrer qu’il existe aussi des chaînes infinies strictement descendantes d’idéaux premiers
de A ; plus précisément, on va exhiber une suite décroissante infinie de filtres premiers de
[0, 1] : en vertu du lemme 1.138(ii,iv), on en déduira la chaîne d’idéaux premiers cherchée.
J’ai appris les constructions suivantes de J.-F.Burnol.

8.2.1. Une chaîne descendante de filtres premiers. Pour tout n ∈ N, soit Dn ⊂ [0, 1[ la
partie des réels dont l’écriture décimale comporte exactement n fois le chiffre 1, et que
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des zéros ailleurs (e.g. D0 = {0} et D1 = {10−n−1 |n ∈ N}). Pour n ≥ 1 et tout x ∈ Dn,
on dénote k1(x) < k2(x) < · · · < kn(x) les entiers tels que

x = 10−k1(x) + 10−k2(x) + · · ·+ 10−kn(x).

On pose aussi k0(0) := 0. Pour tout n ≥ 1, on considère l’application

∂n : Dn → Dn−1 x 7→ 10−k1(x) + 10−k2(x) + · · ·+ 10−kn−1(x)

et pour toute partie W ⊂ Dn−1 et toute fonction f :W → N \ {0}, on définit

Z(W, f) := {y ∈ Dn | ∂n(y) ∈W et y − ∂n(y) ≤ 10−f(∂n(y))−kn−1(y)}

et on dénote par Z(W, f) l’adhérence de Z(W, f) dans [0, 1].

Remarque 8.42. (i) Notons que pour tout W ⊂ Dn−1 on a

W = {∂n(z) | z ∈ Z(W, f)} pour toute fonction f :W → N \ {0}.
De plus, si g :W → N\{0} est une autre fonction, on a Z(W, f) = Z(W, g) si et seulement
si f = g : cela se voit en remarquant que, pour x1, x2 ∈ Dn−1 avec x1 < x2, les intervalles
[x1, x1 + 10−1−kn−1(x1)] et [x2, x2 + 10−1−kn−1(x2)] sont disjoints, car :

x1 + 10−1−kn−1(x1) < x2.

(ii) Soient W1, . . . ,Wk ⊂ Dn−1 et fi : Wi → N \ {0} une fonction donnée pour tout
i = 1, . . . , k ; si W := W1 ∩ · · · ∩ Wk et si g(w) := max{f1(w), . . . , fk(w)} pour tout
w ∈W , on voit aisément que

Z(W1, f1) ∩ · · · ∩ Z(Wk, fk) = Z(W, g).

Lemme 8.43. Avec la notation ci-dessus, pour tout n ∈ N on a :
(i) L’adhérence Dn de Dn dans [0, 1] est D0 ∪D1 ∪ · · · ∪Dn.
(ii) La topologie de [0, 1] induit la topologie discrète sur Dn.
(iii) Si une suite (yj | j ∈ N) de points de Dn+1 converge vers un point x ∈ Dn, il existe
i ∈ N tel que ∂n+1(yj) = x pour tout j ≥ i.
(iv) Pour toute partie W ⊂ Dn et toute fonction f :W → N \ {0} on a

Z(W, f) ∩Dn =W.

Démonstration. (i) : En effet, il est clair que la réunion des D0, . . . , Dn est dans l’adhé-
rence de Dn. Si x ∈ [0, 1] n’est pas dans cette réunion :

— soit il existe k ∈ N tel que le dernier chiffre de la partie entière N de 10kx est dans
{3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, et alors ](N − 1)/10k, (N + 1)/10k[ est un voisinage ouvert de x
qui ne rencontre pas Dn

— soit x n’a que des 0, 1 et 2 dans son écriture décimale, et il existe k ∈ N tel que
le dernier chiffre de la partie entière N de 10kx est 2. Or, si 10kx n’est pas un
entier, tout réel de ]N/10k, (N + 1)/10k[ (qui est un voisinage ouvert de x) ont le
chiffre 2 dans leur écriture décimale. Si 10kx = N est un entier, alors tous les réels
de ]x − 10−k−1, x + 10−k[ ont soit le chiffre 2, soit le chiffre 9 dans leur écriture
décimale

— soit x n’a que des 0 et 1 dans son écriture décimale, et donc au moins n + 1 fois
le chiffre 1. Soit k := kn+1(x) et N la partie entière de 10kx ; donc l’intervalle
](N − 1)/10k, (N + 1)/10k[ contient x, et tous les réels de cet intervalle soit ont
au moins N + 1 fois le chiffre 1, soit ont N fois le chiffre 1, et au moins un chiffre
distinct de 0 et 1. Donc, ici aussi x n’est pas dans l’adhérence de Dn.

(iii) : On raisonne par récurrence sur n. Pour n = 0 il n’y a rien à montrer, donc
supposons que n > 0. En remarquant que

∑∞
k=1 10

−k = 1/9, on voit aisément que
x ∈] 89 · 10

−k1(x), 109 · 10
−k1(x)[ et yj ∈] 89 · 10

−k1(yj), 109 · 10
−k1(yj)[ pour tout j ∈ N ;

ces intervalles étant séparés si k1(x) ̸= k1(yj), on en déduit qu’il existe i ∈ N tel que
k1(x) = k1(yj) pour tout j ≥ i. Quitte à éliminer un nombre fini de termes, on peut alors
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supposer que k1(x) = k1(yj) pour tout j ∈ N ; dans ce cas, posons x′ := x− 10−k1(x) et
y′j := yj − 10−k1(x) pour chaque j ∈ N. Ainsi x′ ∈ Dn−1, y′j ∈ Dn pour tout j ∈ N, et la
suite (y′j | j ∈ N) converge vers x′ ; par hypothèse de récurrence, on conclut qu’il existe
i ∈ N tel que ∂n(y′j) = x′ pour tout j ≥ i, et finalement ∂n+1(yj) = x pour tout j ≥ i.

(ii) : La preuve de (iii) ci-dessus montre aussi bien que toute suite (yj | j ∈ N) de Dn

convergente vers un point de Dn doit être stationnaire, d’où l’assertion.
(iv) : Soit x ∈ Z(W, f) ∩ Dn ; si (yk | k ∈ N) est une suite de points de Z(W, f) qui

converge vers x, la partie (iii) nous donne k ∈ N tel que ∂n+1(yk) = x, donc x ∈ W

(remarque 8.42(i)). Evidemment on a aussi W ⊂ Z(W, f), d’où l’assertion. □

On construit maintenant, par récurrence sur n, un ultrafiltre Gn de Dn, pour chaque
n ∈ N. Evidemment, on prend G0 := {{0}}. Soit n ≥ 0, et on suppose que Gn a déjà été
construit ; on considère la famille Qn+1 des parties de Dn+1 de la forme Z(W, f) avec
W ∈ Gn et f : W → N \ {0} une fonction arbitraire. Comme la topologie de Dn+1 est
discrète (lemme 8.43(ii)), tout élément de Qn+1 est trivialement une partie fermée de
Dn+1. De plus, une simple récurrence sur n montre que ∅ /∈ Qn+1, et Qn+1 est stable par
intersections finies, en vertu de la remarque 8.42(ii). Par l’exemple 1.136(ii) et le lemme
1.135, on déduit que Qn+1 est contenu dans un ultrafiltre Gn+1 de Dn+1. Montrons que

Hn := {Z ∩Dn |Z ∈ Gn+1} = Gn ∀n ∈ N

(où Z dénote, comme toujours, l’adhérence de Z dans [0, 1]). En effet, évidemment toute
intersection finie d’éléments de Hn contient un élément de Hn, et le lemme 8.43(iv)
implique que Gn ⊂ Hn ; comme Gn est maximal, il suffit de vérifier que ∅ /∈ Hn, car
dans ce cas Hn engendre un filtre de Dn (voir l’exemple 1.136(ii)) et doit donc coïncider
avec Gn. On raisonne par l’absurde : si Z ∈ Gn+1 et Z ∩Dn = ∅, pour tout x ∈ Dn on
peut chosir un entier f(x) ≥ 1 tel que Z ne rencontre pas Ix := [x, x + 10−f(x)−kn(x)].
Mais l’ensemble Dn+1 ∩

⋃
x∈Dn Ix est par définition un élément de la famille Qn+1, donc

un élément du filtre Gn+1 ; comme l’intersection avec Z est vide, on a une contradiction.
Or, en vertu de l’exemple 1.136(iii,iv), l’image directe Fn de Gn suivant l’inclusion

Dn → [0, 1] est un filtre premier de [0, 1]. On obtient ainsi une suite (Fn |n ∈ N) de filtres
premiers de [0, 1], et il suffit de montrer que cette suite est strictement décroissante. Mais
notons que Dn ∈ Fn pour tout n ∈ N ; par contre, pour m > n, les éléments de Fm ont
intersection non vide avec Dm, et comme Dm ∩ Dn = ∅ (lemme 8.43(i)), on voit déjà
que Fn ̸= Fm pour m > n.

Il reste donc à montrer que Fn+1 ⊂ Fn pour tout n ∈ N. Pour cela, soit W ∈ Fn+1 ;
alors Z := W ∩ Dn+1 ∈ Gn+1. D’autre part, on vient de voir que Z ∩ Dn ∈ Gn, d’où
Z ∈ Fn ; mais évidemment Z ⊂W , donc W ∈ Fn, CQFD.

Remarque 8.44. Une publication récente (voir [62]) montre qu’il existe des familles stric-
tement décroissantes (Fλ |λ ∈ Λ) de filtres premiers de [0, 1] indexées par l’ensemble
bien ordonné Λ des nombres ordinaux de cardinalité ≤ ℵ1 (la cardinalité de Λ est ℵ2), et
aussi des familles strictement croissantes de filtres premiers indexées par ce même Λ. Plus
généralement, l’article montre que ces résultats sont valables pour la classe des espaces
polonais de cardinalité ≥ ℵ1.

Problème 8.45. (Compactifications de Stone-Čech) Notons

csTop et crTop

les sous-catégories pleines de Top dont les objets sont respectivement les espaces compacts
et séparés et les espaces complètement réguliers (voir l’exercice 1.119(v)), et soient jcs :
csTop→ Top et jcr : crTop→ Top les foncteurs d’inclusion. Au §1.2.1 on a associé à tout
espace topologique T une application continue

ϕT : T → β(T ) := MaxC (T ).
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(i) Montrer que l’application ϕT a image dense et que β(T ) ∈ Ob(csTop).
(ii) Montrer que T est complètement régulier ⇔ ϕT est injective et la topologie de T

est induite par β(T ) via ϕT .
(iii) Soit f : T → S une application continue entre espaces topologiques. Montrer

qu’il existe une unique application continue β(f) : β(T ) → β(S) telle que le diagramme
suivant commute (on pourra utiliser le corollaire 4.80) :

(∗)
T

f //

ϕT ��

S

ϕS��
β(T )

β(f) // β(S).

(iv) Déduire de (iii) que les associations T 7→ β(T ) et (f : T → S) 7→ β(f) définissent
un foncteur β : Top → csTop, et l’association T 7→ ϕT est une transformation naturelle
ϕ : 1Top → jcs ◦ β.

(v) Montrer que β est adjoint à gauche de jcs. Si T est complètement régulier, l’espace
β(T ) est (homéomorphe à) la compactification de Stone-Čech de T .
(vi) Pour tout espace topologique T , munissons γ(T ) := ϕT (T ) de la topologie induite

par l’inclusion dans β(T ), et pour toute application continue f : T → S, soit γ(f) :
γ(T )→ γ(S) la restriction de β(f). Montrer que les associations T 7→ γ(T ) et f 7→ γ(f)
définissent un foncteur γ : Top→ crTop adjoint à gauche de jcr.

Remarque 8.46. (i) Pour tout espace topologique T , considérons l’anneau

Cb(T ) :=
⋃
r>0 Top(T, [−r, r])

des fonctions continues bornées T → R. Si T est compact, on a Cb(T ) = C (T ) (exercice
1.26(i.c)) ; en particulier, Cb(βT ) = C (βT ) avec la notation du problème 8.45, et d’autre
part on a pour tout réel r > 0 une bijection :

Top(βT, [−r, r]) ∼→ Top(T, [−r, r]) f 7→ f ◦ ϕT
en vertu du problème 8.45(v), d’où un isomorphisme de R-algèbres :

C (βT )
∼→ Cb(T ).

(ii) Soit ensuite R un anneau avec Cb(T ) ⊂ R ⊂ C (T ) ; noter que pour tout f ∈ R,
les fonctions g := 1/(1 + f2) et h := f/(1 + f2) sont bornées et f = g−1h. Ainsi
R = S−1Cb(T ), avec S := {1/(1 + f2) | f ∈ R}. Donc, R est aussi isomorphe à une
localisation de C (βT ) ; par suite, tout p ∈ SpecR est de la forme Rq pour quelque q ∈
SpecC (βT ), et l’espace topologique SpecR/p s’identifie avec une partie de SpecC (βT ).
En particulier, SpecR/p est totalement ordonné par inclusion (remarque 8.39(i)), pour
tout p ∈ SpecR ; le corollaire 4.80 nous dit alors que MaxR ∈ Ob(csTop). Ensuite, pour
tout t ∈ T soit mt := ϕT (t) ∈ β(T ), de sorte que mt est un idéal maximal de C (T ), et
l’inclusion R → C (T ) induit un isomorphisme R ∼→ C (T )/mt ; on déduit aisément que
nt := R ∩ mt ∈ MaxR. On obtient ainsi une application continue ϕRT : T → MaxR :
t 7→ nt. En raisonnant comme dans la solution du problème 8.45(i,v) on voit que l’image
de ϕRT est dense dans MaxR, et que (MaxR,ϕRT ) est un couple universel pour le foncteur
hT ◦ jcs : csTop → Ens : les détails sont confiés aux soins du lecteur. Au vu du lemme
2.4(i), il existe alors un homéomorphisme unique ω : MaxR

∼→ β(T ) tel que ω ◦ϕRT = ϕT .

8.2.2. Corps formellement réels. On a déjà constaté le rôle privilégié joué par les corps
valués dans la théorie des valuations ; de même, on verra que l’étude des corps ordonnés
est fondamentale pour la théorie des ordres des anneaux généraux. Je suis essentiellement
la présentation du premier chapitre de [6].

Définition 8.47. (i) Un corpsK est dit formellement réel, s’il existe une relation d’ordre
≤ sur K tel que (K,≤) soit un anneau totalement ordonné.
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(ii) Un corps formellement réel clos est un corps formellement réel K qui n’admet
aucune extension algébrique non triviale K ⊊ E avec E formellement réel.

(iii) Un cône d’un corps K est une partie C ⊂ P telle que :
— pour tous x, y ∈ C on a x+ y ∈ C et xy ∈ C
— pour tout x ∈ K on a x2 ∈ C.

De plus, on dit que le cône C est propre si −1 /∈ C.
(iv) Si (K,≤) est un corps totalement ordonné, on dénote

|x| := max(x,−x) ∀x ∈ K.

Remarque 8.48. (i) Si (K,≤) est un corps totalement ordonné, la partie

C(K,≤) := {x ∈ K |x ≥ 0}

est évidemment un cône propre de K, appelé le cône positif de (K,≤). Noter que

C(K,≤) ∪ −C(K,≤) = K avec − C(K,≤) := {−x |x ∈ C(K,≤)}.

Noter aussi que C(K,≤) contient l’image de N dans K ; il s’ensuit aussitôt que la carac-
téristique de tout corps totalement ordonné est zéro.

(ii) Réciproquement, si C est un cône propre d’un corps K avec C ∪ −C = K, alors
C ∩ −C = {0}, et C est le cône positif de (K,≤), pour la relation ≤ telle que :

x ≤ y ⇔ y − x ∈ C ∀x, y ∈ K.

En effet, il est clair que si x ≤ y, on a x + z ≤ y + z pour tout z ∈ K, et xz ≤ yz
pour tout z ≥ 0. Aussi, la réflexivité et transitivité de la relation ≤ sont évidentes.
Ensuite, soit x ∈ K tel que x,−x ∈ C ; il vient −x2 ∈ C, et si x ̸= 0, on déduit que
−1 = (−x2) · (1/x)2 ∈ C, contradiction. Donc x = 0, d’où l’antisymétrie de ≤.

Autrement dit, l’association : (K,≤) 7→ C(K,≤) établit une bijection entre les struc-
tures de corps totalement ordonné sur K et les cônes propres maximaux de K.

(iii) La partie ΣK2 des sommes de carrés d’éléments de K est un cône contenu dans
tous les cônes de K. Noter que ΣK2 est un cône propre si et seulement si, pour tout
n ≥ 1, l’équation

∑n
i=1 x

2
i = 0 admet dans K l’unique solution x1 = · · · = xn = 0 (les

détails sont laissés aux soins du lecteur).

Lemme 8.49. Soient K un corps, et C un cône propre de K. Alors il existe un ordre
≤ sur K tel que (K,≤) soit un corps totalement ordonné et C ⊂ C(K,≤).

Démonstration. On remarque d’abord :

Affirmation 8.50. Si −a ∈ K \ C, alors C[a] := {x + ay |x, y ∈ C} est encore un cône
propre de K.
Preuve : Si −1 = x+ ay avec x, y ∈ C, on doit avoir y ̸= 0, car C est propre ; mais alors
−a = (1/y)2y(1 + x) ∈ C, contradiction. Donc, −1 /∈ C[a], et on voit aisément que C[a]
est un cône de K. ♢

Soit C l’ensemble des cônes propres de K contenant C, partiellement ordonné par
l’inclusion de cônes ; on a C ̸= ∅, car C ∈ C , et si (Cλ |λ ∈ Λ) est une partie totalement
ordonnée de C avec Λ ̸= ∅, on a

⋃
λ∈Λ Cλ ∈ C . Par le lemme de Zorn, C admet donc

un élément maximal Q, et il suffit de montrer que Q est le cône positif d’un ordre de K.
Pour cela il suffit de vérifier que Q ∪ −Q = K (remarque 8.48(ii)). Or, soit a ∈ K \ Q ;
d’après l’observation 8.50, le cône Q[−a] est propre, et par maximalité de Q on a donc
Q = Q[−a], i.e. −a ∈ Q, d’où l’assertion. □

Théorème 8.51. Soit K un corps de caractéristique zéro.
(i) ΣK2 est l’intersection des cônes positifs de tous les ordres totaux de K.
(ii) (Artin-Schreier) K est formellement réel ⇔ ΣK2 est un cône propre de K.
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Démonstration. (Rappelons que l’intersection d’une famille vide de parties de K est K.)
L’assertion (ii) est une conséquence immédiate du lemme 8.49 et de la remarque 8.48(iii).
Cette remarque montre aussi que ΣK2 est contenu dans l’intersection Q des cônes positifs
des ordres totaux de K. D’autre part, s’il existe a ∈ K \ ΣK2, le cône ΣK2 est propre,
car si −1 ∈ ΣK2, on a a = (1+a2 )2 + (−1) · ( 1−a2 )2 ∈ ΣK2 ; mais alors le cône ΣK2[−a]
est encore propre, d’après l’observation 8.50, donc il existe un ordre total ≤ sur K tel
que ΣK2[−a] ⊂ C(K,≤), d’où a /∈ Q. Cela achève de montrer (i). □

Exercice 8.52. Soient K un corps, et n ∈ N. Montrer que si K est formellement réel, il
en est de même pour le corps des fractions rationnelles K(X1, . . . , Xn).

Proposition 8.53. Soit K un corps. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(a) K est formellement réel clos.
(b) K admet un unique ordre tel que (K,≤) soit un corps totalement ordonné, dont

le cône positif est la partie Q := {x2 |x ∈ K}, et tout polynôme de K[X] de degré
impair a une racine dans K.

(c) On a −1 /∈ Q et le corps K[i] := K[X]/(X2 + 1) est algébriquement clos.

Démonstration. (a)⇒(b) : Soit a ∈ K \ Q ; alors E := K[a1/2] est une extension non
triviale de K, et donc n’est pas formellement réel, d’après (a). Par le théorème 8.51(ii),
il existe ainsi un entier n ≥ 1 et x1, y1, . . . , xn, yn ∈ K tels que

(x1 + a1/2y1)
2 + · · ·+ (xn + a1/2yn)

2 = −1.
Soit u :=

∑n
i=1 x

2
i , v :=

∑n
i=1 y

2
i et w := 2

∑n
i=1 xiyi ; on déduit la relation K-linéaire

(1+u+av)+a1/2w = 0, et comme {1, a1/2} est une base du K-espace vectoriel E, il vient
1 + u+ av = w = 0. Ainsi, −a = v−1 · (1 + u) = v · (1/v)2 · (1 + u) ∈ ΣK2. Cela montre
que ΣK2 ∪−ΣK2 = K, donc d’après la remarque 8.48(ii) il n’y a sur K qu’un seul ordre
possible ≤ tel que (K,≤) soit un corps totalement ordonné, et son cône positif est ΣK2.
On déduit aussi que si un élément de K n’est pas un carré, il est négatif pour cet ordre,
et donc Q = ΣK2. En dernier lieu, vérifions que tout P ∈ K[X] de degré d impair admet
une racine dans K ; on raisonne par récurrence sur d. L’assertion est trivial si d = 1,
donc on peut supposer que d ≥ 3 ; en outre on peut supposer que P soit irréductible sur
K, car si P = P1P2 avec P1, P2 ∈ K[X], un de ces facteurs doit à son tour avoir degré
impair. Ainsi, E := K[X]/P ·K[X] est une extension non triviale de K ; d’après (a) et
le théorème 8.51(ii), il existe alors un entier n ≥ 1 et R1, . . . , Rn ∈ K[X] tels que

R := R2
1 + · · ·+R2

n ≡ −1 (mod P )

dans K[X], et on peut aussi supposer que di := deg(Ri) < d pour i = 1, . . . , n. Soit
Ri := ai0 + ai1X + · · · + aidiX

di pour tout i = 1, . . . , n ; noter que a2idi est le terme
de plus haut degré de R2

i . On pose e := max(d1, . . . dn) et S := {i ≤ n | di = e}, et on
remarque que a :=

∑
i∈S a

2
idi

> 0 ; par suite deg(R) = 2e, et le terme de plus haut degré
de R est a. Noter aussi que e > 0, car sinon R1, . . . , Rn ∈ K, et comme d > 0, on aurait
R2

1 + · · · + R2
n = −1 dans K, ce qui est absurde, car K est formellement réel. Disons

que R + 1 = P · T avec T ∈ K[X] ; on vient de voir que 0 < deg(R + 1) = 2e ≤ 2d− 2,
et comme deg(P ) = d est impair, il en est alors de même pour deg(T ), et ce dernier
est ≤ d − 2. Par hypothèse de récurrence, T admet une racine x dans K ; mais alors
−1 = R1(x)

2 + · · ·+Rn(x)
2, contradiction.

(b)⇒(c) : Soit P ∈ K[X] de degré d = 2mn avec n impair ; montrons par récurrence
sur m que P admet une racine dans K[i]. La condition (b) nous donne l’assertion pour
m = 0 ; soit doncm > 0, et on suppose que l’assertion soit déjà connue pour les polynômes
de degré 2m−1n avec n impair. Fixons une clôture algébrique Ka de K, et disons que
P = (X−y1) · · · (X−yd) pour certains y1, . . . , yd ∈ Ka ; soit aussi A := Z[X,T1, . . . , Td],
et posons

Rh(X,T1, . . . , Td) :=
∏

1≤i<j≤d(X − Ti − Tj − hTiTj) ∀h ∈ Z.
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Le groupe symétrique Sd agit naturellement sur A par automorphismes de Z[X]-algèbre :
pour tout σ ∈ Sd et tout i = 1, . . . , d on fait σ(Ti) := Tσ(i). Rappelons que la Z[X]-sous-
algèbre des invariants de A pour cette action de Sd est engendrée par les polynômes
symétriques s1, . . . , sd des indéterminées T1, . . . , Td. On voit aisément que chaque Rh est
Sd-invariant avec degX(Rh) = N := d(d− 1)/2, d’où :

Rh =
∏N
i=1ai(T1, . . . , Tn)X

i avec a1, . . . , aN ∈ Z[s1, . . . , sn].
Il s’ensuit aussitôt que rh(X) := Rh(X, y1, . . . , yd) ∈ K[X]. Noter que N = 2m−1n avec
n impair ; par hypothèse de récurrence, rh admet donc une racine dans K[i], i.e. il existe
i, j ∈ {1, . . . , n} avec yi(h) + yj(h) + hyi(h)yj(h) ∈ K[i]. On trouve alors i0, j0 ∈ {1, . . . , n}
et une partie infinie Σ ⊂ Z telle que i(h) = i0 et j(h) = j0 pour tout h ∈ Σ, et on conclut
aisément que u := yi0 + yj0 ∈ K[i] et v := yi0yj0 ∈ K[i]. Mais yi0 et yj0 sont les racines
du polynôme F := X2 − uX + v ∈ K[i][X], donc on est ramené à montrer :

Affirmation 8.54. Le polynôme F est scindé dans K[i][X].
Preuve : Le racines de F sont (−u ±

√
u2 − 4v)/2, donc il suffit de vérifier que tout

élément de K[i] admet ses racines carrés dans K[i]. Soit donc a+ ib ∈ K[i] ; on cherche
x, y ∈ K satisfaisant l’identité :

a+ ib = (x+ iy)2 = (x2 − y2) + i2xy i.e. a = x2 − y2 b = 2xy

Il vient : a2+ b2 = (x2+ y2)2, et a2+ b2 ≥ 0 est le carré d’un c ∈ K positif, par (b) ; d’où
c = x2 + y2, et noter que c ≥ |a|. Par suite, x (resp. y) est une racine carré de (c+ a)/2
(resp. (c− a)/2). ♢

(c)⇒(a) : Vérifions que K est formellement réel : comme −1 /∈ Q, d’après le théorème
8.51(ii) il suffit de montrer que Q = ΣK2 ; cela revient à vérifier que pour tous a, b ∈ K
on a a2 + b2 ∈ Q. Or, comme K[i] est algébriquement clos, il existe c, d ∈ K avec
a + ib = (c + id)2, et il vient a2 + b2 = (c2 + d2)2. En dernier lieu, il est clair que K[i]
est la seule extension algébrique non triviale de K, car toute telle extension devrait être
contenue dans K[i] ; cela achève de montrer (a). □

Exercice 8.55. Soient K un corps formellement réel clos, P ∈ K[X], et a, b ∈ K avec
a < b. On notera [a, b] := {x ∈ K | a ≤ x ≤ b} et ]a, b[:= [a, b] \ {a, b}.

(i) Montrer que si P (a)P (b) < 0, il existe c ∈]a, b[ avec P (c) = 0.
(ii) Montrer que si P (a) = P (b) = 0, il existe c ∈]a, b[ avec P ′(c) = 0 (ici P ′ dénote le

polynôme dérivé du polynôme P ).
(iii) Montrer qu’il existe c ∈]a, b[ tel que P (b)− P (a) = (b− a) · P ′(c).
(iv) Montrer que si P ′(x) est strictement positif (resp. strictement négatif) sur ]a, b[,

alors P est strictement croissant (resp. strictement décroissant) sur [a, b].

8.2.3. Algorithme de Sturm. Soient K un corps formellement réel, et P ∈ K[X] \K sans
racines multiples, de sorte que P et P ′ sont premiers entre eux. Dans cette situation, on
dispose d’un algorithme effectif pour compter le nombre de racines de P dans l’intervalle
[a, b] (notation de l’exercice 8.55). Pour cela, soit

P0, P1, . . . , Pk

la suite des polynômes obtenue par l’algorithme euclidien de calcul du pgcd(P, P ′) ; donc
P0 := P , P1 := P ′, et Pn pour n > 1 est défini inductivement par l’identité

Pn−2 = Pn−1Qn − Pn avec Qn ∈ K[X] et degPn < degPn−1.

Le dernier polynôme Pk est un élément de K×, car pgcd(P, P ′) = 1. Soit x ∈ K ; noter
que si Pi(x) = 0 pour quelque i ∈ {0, . . . , k − 1}, alors Pi+1(x) ̸= 0, car sinon une
simple récurrence donnerait Pj(x) = 0 pour tout j = i+1, . . . , k, et cela est absurde, car
Pk ∈ K×. Si x n’est pas une racine de P , on note le nombre

v(x) := σ0(x) + · · ·+ σk−1(x)
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de changements de signe dans la suite P0(x), P1(x), . . . , Pk(x), calculé comme suit. Pour
i = 0, . . . , k − 1 on pose σi(x) := 1 s’il existe l ∈ {i+ 1, . . . , k} tel que Pi(x)Pl(x) < 0 et
Pj(x) = 0 pour tout l ∈ N avec i < j < l ; sinon, σi(x) := 0.

Théorème 8.56. (Sturm) Avec la notation du §8.2.3, supposons que P (a), P (b) ̸= 0.
Alors le nombre de racines de P dans l’intervalle [a, b] est v(a)− v(b).
Démonstration. Soit c1 < c2 < · · · < cr la suite ordonnée des racines de R := P0P1 · · ·Pk
dans [a, b]. Si r = 0, compte tenu de l’exercice 8.55(i), on voit que chaque fonction σi est
constante sur [a, b], et alors l’assertion est trivialement vérifiée dans ce cas. Si r > 0, le
même raisonnement montre que pour tout i = 0, . . . , k − 1 la fonction σi est constante
sur chaque intervalle ]cj , cj+1[, et si a < c1 (resp. si b > cr), alors chaque σi est aussi
constante sur [a, c1[ (resp. sur ]cr, b]). Donc, il suffit de montrer que s’il existe une unique
racine c de R dans [a, b], alors v(a)− v(b) est égal à 1 si c est une racine de P , et est égal
à 0 sinon.
• Or, dans le cas où c est une racine de P , on a P ′(c) ̸= 0, et comme c est l’unique

racine de R dans [a, b], on voit que P ′(x) ̸= 0 pour tout x ∈ [a, b]. Le signe de P ′ est alors
constant sur [a, b], par l’exercice 8.55(i) ; donc P est strictement monotone sur l’intervalle
[a, b], d’après l’exercice 8.55(iv). On déduit aisément que P0(x)P1(x) < 0 pour x ∈ [a, c[
et P0(x)P1(x) > 0 pour x ∈]c, b]. Cela donne σ0(x) = 1 pour x ∈ [a, c[ et σ0(x) = 0 pour
x ∈]c, b].
• Ensuite, si Pi(c) ̸= 0 pour tout i = 1, . . . , k, il s’ensuit que les polynômes P1, . . . , Pk

n’ont aucune racine dans [a, b] (car c est l’unique racine de R), et leurs signes sont
constants sur cet intervalle, d’après l’exercice 8.55(i), donc de même pour les fonctions
σ1, . . . , σk−1.
• En dernier lieu, si c ∈ [a, b] est racine de Pi avec i > 0, on a déjà remarqué que

Pi−1(c), Pi+1(c) ̸= 0, et comme Pi−1(c) = Pi(c)Qi+1(c) − Pi+1(c) = −Pi+1(c), il vient
Pi−1(c)Pi+1(c) < 0. De plus, comme c est l’unique racine de R dans [a, b], on a Pi(x) ̸= 0
pour tout x ∈ [a, b] \ {c}, et le signe de Pi−1(x) (resp. de Pi+1(x)) est égal au signe
de Pi−1(c) (resp. de Pi+1(c)) pour tout x ∈ [a, b], encore grâce à l’exercice 8.55(i). On
conclut que σi−1(c) = 1, σi(c) = 0, et pour x ̸= c, si σi−1(x) = 1 (resp. σi−1(x) = 0) on
doit avoir σi(x) = 0 (resp. σi(x) = 1).

L’assertion souhaitée s’obtient maintenant par inspection de ces trois cas. □

Définition 8.57. Soient (K,≤) un corps totalement ordonné, K ⊂ E une extension
de corps. On dit que E est une clôture formellement réelle de (K,≤) si E est à la fois
formellement réel clos et une extension algébrique de K, et l’unique ordre ≤ de E tel que
(E,≤) soit un corps totalement ordonné, prolonge l’ordre de K.

Exemple 8.58. (i) Evidemment R est formellement réel clos. Avec le critère (b) de
la proposition 8.53, on voit qu’il en est de même pour son sous-corps Ralg des nombres
algébriques réels : ceci est alors une clôture formellement réelle de Q.

(ii) Le corps des fractions rationnelles R(X) est formellement réel, mais il n’est pas
clos : ses ordres totaux peuvent se décrire comme suit. Si (R(X),≤) est un corps tota-
lement ordonné, notons J− := {a ∈ R | a < X} et J+ := {a ∈ R | a > X} ; évidemment
J− ⊔ J+ = R. Supposons d’abord que J− =]−∞, 0] ; donc X est positif et infinitesimal
dans (R(X),≤), i.e. plus petit de tout réel strictement positif, et cette condition déter-
mine ≤ : car pour tout polynôme P (X) = akX

k + ak+1X
k+1 + · · ·+ ak+nX

k+n ∈ R[X]
avec ak ̸= 0 on aura P > 0 si et seulement si ak > 0 (les détails sont laissés aux
soins du lecteur) ; puis, pour Q(X) = bk′X

k′ + bk′+1X
k′+1 + · · ·+ bk′+n′X

k′+n′ ∈ R[X]
avec bk′ ̸= 0 on aura P (X)/Q(X) > 0 si et seulement si P (X)Q(X) > 0, i.e. si et
seulement si akbk′ > 0. Réciproquement, on voit aisément que l’ensemble des frac-
tions rationnelles vérifiant cette condition est un cône propre maximal de R(X), d’où
l’existence et unicité d’un tel ordre total, que l’on notera ≤0+. Plus généralement, si
J− =] − ∞, a] (resp. si J− =] − ∞, a[) pour quelque a ∈ R, soit ϕa : R(X)

∼→ R(X)
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(resp. ψa : R(X)
∼→ R(X)) l’automorphisme de R-algèbre tel que ϕa(X) := X − a

(resp. ψa(X) := a − X), et noter que X − a (resp. a − X) est positif et infinitesi-
mal dans (R(X),≤) ; par ce qui précède, il s’ensuit que 0 < P/Q si et seulement si
0 <0+ ϕ−1a (P/Q) (resp. si et seulement si 0 <0+ ψ−1a (P/Q)). Donc il existe un unique tel
ordre total ≤a+(resp. ≤a−) sur R(X). En dernier lieu, si J− = ∅ (resp. si J− = R)
soit ϕ−∞ : R(X)

∼→ R(X) (resp. ϕ+∞ : R(X)
∼→ R(X)) l’automorphisme tel que

ϕ−∞(X) := −1/X (resp. ϕ+∞(X) := 1/X), et noter que −1/X (resp. 1/X) est po-
sitif et infinitesimal dans (R(X),≤), donc 0 < P/Q ⇔ 0 <0+ ϕ−1−∞(P/Q) (resp. ⇔
0 <0+ ϕ−1+∞(P/Q)) ; à nouveau, on déduit l’existence et unicité d’un tel ordre ≤−∞ (resp
≤+∞).

Théorème 8.59. Tout corps totalement ordonné (K,≤) admet une clôture formellement
réelle, unique à isomorphisme unique près d’extensions de corps de K.

Démonstration. Fixons une clôture algébrique Ka de K, et soit E la famille des corps
totalement ordonnés (E,≤) tels que K ⊂ E ⊂ Ka, et tels que l’ordre de E prolonge
l’ordre de K. On munit E de la relation d’ordre partiel ⪯ telle que (E,≤) ⪯ (E′,≤′)
si et seulement si E ⊂ E′ et l’ordre de E′ prolonge l’ordre de E. Si ((Eλ,≤λ) |λ ∈ Λ)
est une partie totalement ordonnée non vide de E , il est clair que le corps E :=

⋃
λEλ

admet un ordre unique ≤E tel que (Eλ,≤λ) ⪯ (E,≤E) pour tout λ ∈ Λ ; par le lemme
de Zorn, E a alors un élément maximal (F,≤), et on va montrer que F est formellement
réel clos. Tout d’abord, soit a > 0 un élément de F ; si a n’est pas un carré dans F , soit
C ⊂ F [a1/2] ⊂ Ka la partie des éléments :∑n

i=1bi(ci + dia
1/2)2

pour n > 0 arbitraire, avec b1, c1, d1, . . . , bn, cn, dn ∈ F et b1, . . . , bn > 0. On voit aisément
que C est un cône de F [a1/2], et il est en fait un cône propre, car si

∑n
i=1 bi(ci+dia

1/2) =
−1, en raisonnant comme dans la preuve de la proposition 8.53, on trouverait −1 =∑n
i=1 bi(c

2
i + ad2i ) > 0 dans F , contradiction. Mais alors C est contenue dans le cône

positif d’un ordre de F [a1/2], d’après le lemme 8.49 ; comme C(F,≤) ⊂ C, cela contredit
la maximalité de F . Donc tout élément a > 0 de F est un carré dans F , et cela entraîne
qu’il existe une unique structure de corps totalement ordonné sur F . Or, si F ′ ⊂ Ka est
une autre extension formellement réelle de K avec F ⊂ F ′, il s’ensuit que toute structure
de corps totalement ordonné sur F ′ doit nécessairement prolonger l’unique telle structure
de F ; par maximalité de F , on doit ainsi avoir F = F ′, i.e. F est formellement réel clos.

Affirmation 8.60. Si i : (K,≤) → (F ′,≤) est un homomorphisme de corps totalement
ordonnés, avec F ′ formellement réel clos, il existe un unique homomorphisme de corps
totalement ordonnés j : (F,≤)→ (F ′,≤) tel que j|K = i.
Preuve : Soit F la famille des homomorphismes de corps totalement ordonnés

ϕ : (E,≤)→ (F ′,≤) avec K ⊂ E ⊂ F
tels que l’ordre de E est la restriction de l’ordre de F . On munit F de la relation
d’ordre partiel ⪯ telle que pour deux tels homomorphismes ϕ et ϕ′ : (E′,≤) → (F ′,≤)
on a ϕ ⪯ ϕ′ si et seulement si E ⊂ E′ et ϕ′|E = ϕ. Evidemment, si (ϕλ : (Eλ,≤
) → (F ′,≤) |λ ∈ Λ) est une partie totalement ordonné non vide de F , il existe un
unique homomorphisme ϕ :

⋃
λEλ → F ′ avec ϕ|Eλ = ϕλ pour tout λ ∈ Λ, et ϕ ∈ F .

Par le lemme de Zorn, F admet alors un élément maximal Φ : L → F ′, et on doit
montrer que L = F . Supposons donc que a ∈ F \ L, et soit P = Xq +

∑q−1
i=0 ciX

i

son polynôme minimal sur L ; rappelons que K est de caractéristique nulle (remarque
8.48(i)), donc P n’a pas de racines multiples. Soient a1 < · · · < an les racines de P
dans F , et disons que a = aj pour un indice j ≤ n. Par le théorème de Sturm 8.56, il
s’ensuit que Φ(P ) := Xq +

∑q−1
i=0 Φ(ci)X

i a aussi n racines distinctes b1 < · · · < bn dans
F ′, et on peut ainsi prolonger Φ en un homomorphisme Ψ : L[a] → F ′ par Ψ(a) := bj .
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Montrons maintenant que Ψ est un homomorphisme de corps ordonnés. En effet, soit
y ∈ L[a] un élément positif, et choisissons x1, . . . , xn−1, z ∈ F tels que x2i = ai+1 − ai
pour i = 1, . . . , n − 1 et z2 = y. Comme L est un corps de caractéristique nulle, son
extension finie L′ := L[a1, x1, . . . , xn, z] admet un élément primitif α, et en raisonnant
comme ci-dessus on voit que Φ se prolonge en un homomorphisme Φ′ : L′ = L[α]→ F ′.
Noter que L[a1, . . . , an] ⊂ L′, et Φ′(ai) est évidemment une racine de Φ(P ), pour tout
i = 1, . . . , n ; comme Φ′(ai+1) − Φ′(ai) = Φ′(xi)

2 > 0 pour tout i = 1, . . . , n − 1, il
vient Φ′(ai) = bi pour i = 1, . . . , n, et en particulier Φ′(a) = bj , donc Φ′|L[a] = Ψ. Alors
Ψ(y) = Φ′(y) = Φ′(z)2 > 0, ce qui montre que Ψ préserve l’ordre. Cela contredit la
maximalité de Φ.

Il reste à vérifier l’unicité de l’homomorphisme j : (F,≤) → (F ′,≤). Soit donc j′ :
(F,≤)→ (F ′,≤) un autre homomorphisme de corps totalement ordonnés, et pour a ∈ F ,
soient a1 < · · · < an les racines dans F du polynôme minimal P ∈ K[X] de a sur K ;
alors j(a1) < · · · < j(an) est la suite des racines de P dans F ′, et de même pour
j′(a1) < · · · < j′(an). Donc j(ai) = j′(ai) pour tout i = 1, . . . , n, et en particulier
j(a) = j′(a), d’où j = j′, comme souhaité. ♢

On peut maintenant vérifier l’unicité à isomorphisme unique près de F : si F ′ est
une autre clôture formellement réelle de K, d’après l’observation 8.60 il existe des ho-
momorphismes uniques j : F → F ′ et j′ : F ′ → F de corps totalement ordonnés avec
j|K = j′|K = IdK ; de même, les compositions j′ ◦ j : F → F et j ◦ j′ : F → F ′ doivent
coïncider avec IdF et IdF ′ , encore par l’observation 8.60. En dernier lieu, noter que tout
homomorphisme de corps F → F ′ préserve les ordres de ces corps, car les cônes positifs
respectifs sont les ensembles des carrés (proposition 8.53) ; en résumé, il existe un unique
K-isomorphisme F ∼→ F ′, et cela achève la preuve. □

Voici une application qui complète le lemme 8.38, et généralise [32, Th.13.4] ; ce résultat
m’a été communiqué par O.Gabber.

Proposition 8.61. Soient T un espace topologique, et p ⊂ C (T ) un idéal premier.
(i) Le corps résiduel k(p) est formellement réel clos.
(ii) Le quotient C (T )/p est un anneau intègre intégralement clos.

Démonstration. (i) : D’après le lemme 8.38(iii), le quotient A := C (T )/p est un anneau
totalement ordonné, pour l’ordre induit par la projection C (T ) → A. D’après l’exercice
8.35, l’ordre de A se prolonge naturellement à k(p) : explicitement, pour x, y ∈ k(p),
on écrit x = a/b, y = c/d avec a, b, c, d ∈ A et b, d > 0, et on déclare que x ≤ y
si et seulement si ad ≤ bc. Si x ∈ k(p) est un élément strictement positif, on a alors
x = a/b avec a, b > 0 dans A ; par définition, a et b sont les classes de fonctions continues
f, g : X → R avec f(t), g(t) ≥ 0 pour tout t ∈ T . Mais alors f1/2, g1/2 : T → R≥0
sont bien définies et continues, et leurs classes dans A sont des racines carrés positives
de a et b ; cela montre que tout élément positif de k(p) est un carré, i.e. le cône positif
de (k(p),≤) est l’ensemble des carrés. D’après la proposition 8.53, il reste à vérifier que
tout polynôme P ∈ k(p)[X] de degré impair admet une racine dans k(p). Pour cela,
on considère pour tout entier n > 0 l’application ρn : Rn → Rn définie comme suit.
Pour tout a := (a1, . . . , an) ∈ Rn, notons Pa := Xn + a1X

n−1 + · · · + an ; soit Z (a)
l’ensemble des racines complexes de Pa, et pour tout z ∈ Z (a) soit ν(a, z) > 0 la
multiplicité de la racine z, de sorte que

∑
z∈Z (a) ν(a, z) = n. Pour tout z ∈ C, on dénote

par ℜ(z) ∈ R la partie réelle de z ; on pose R(a) := {ℜ(z) | z ∈ Z (a)} et pour tout
x ∈ R(a) soit Z (a, x) := {z ∈ Z (a) | ℜ(z) = x} et ν′(a, x) :=

∑
z∈Z (a,x) ν(a, z), de

sorte que
∑
x∈R(a) ν

′(a, x) = n. Alors ρn(a) ∈ Rn est l’unique suite (b1, . . . , bn) telle que
b1 ≤ b2 ≤ · · · ≤ bn et dans laquelle chaque valeur x ∈ R(a) apparaît ν′(a, x) fois.

Affirmation 8.62. Pour tout n > 0, l’application ρn : Rn → Rn est continue.
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Preuve : Munissons Rn de la norme || · || : Rn → R≥0 telle que

||a|| := max(|a1|, . . . , |an|) ∀a := (a1, . . . , an) ∈ Rn.
On doit montrer que pour tout ε > 0 et tout a ∈ Rn il existe δ > 0 tel que si ||a− b|| < δ,
alors ||ρn(a) − ρn(b)|| < ε. Si R(a) (resp. Z (a)) contient un unique point, soit M := 1
(resp. M ′ := 1), et sinon soit M := min(|x − x′| |x, x′ ∈ R(a), x ̸= x′) (resp. M ′ :=
min(|z− z′| | z, z′ ∈ Z (a), z ̸= z′)). On peut supposer que ε < 1

2 ·min(M,M ′). Pour tout
z ∈ Z (a), soit aussi γz : [0, 1] → C l’application telle que t 7→ z + ε · e2πit pour tout
t ∈ [0, 1] ; donc γz est un lacet simple, le bord d’un disque D(z, ε) centré en z et de rayon
ε. Par notre condition sur ε, il est clair que ces disques D(z, ε) et D(z′, ε) sont disjoints
pour tous z, z′ ∈ Z (a) distincts, et en particulier Pa(γz(t)) ̸= 0 pour tout t ∈ [0, 1] et
tout z ∈ Z (a) ; on voit aussi aisément qu’il existe δ > 0 tel que :

||a− b|| < δ ⇒ |Pa(γz(t))− Pb(γz(t))| < |Pa(γz(t))| ∀t ∈ [0, 1],∀z ∈ Z (a).

D’après le théorème de Rouché (voir e.g. [11, Ch.III, Ex.19]), on a alors∑
w∈Z (b)∩D(z,ε)

ν(b, w) = ν(a, z)

pour tout z ∈ Z (a) et tout b ∈ Rn tel que ||a − b|| < δ. Cela veut dire que les ra-
cines de Pb sont contenues dans

⋃
z∈Z (a) D(z, ε). En outre, soient (t1, . . . , tn) := ρn(a),

(s1, . . . , sn) := ρn(b), et x ∈ R(a), et disons que tj = tj+1 = · · · = tj+ν′(a,x)−1 = x ; notre
condition sur ε entraîne que chaque sj , . . . , sj+ν′(a)−1 est la partie réelle d’une racine w
de Pb avec w ∈ D(z, ε) pour une racine z de Pa avec ℜ(z) = x (les détails sont laissés
aux soins du lecteur). Par suite |tk − sk| < ε pour tout k = j, . . . , j + ν′(a, x)− 1, et cela
pour tout x ∈ R(a), d’où finalement ||ρn(a)− ρn(b)|| < ε. ♢

Or, soit P ∈ k(p)[X] un polynôme unitaire de degré n, et a ∈ A \ {0} tel que aP ∈
A[X] ; alors Q := anP (a−1X) ∈ A[X] et les racines de Q sont de la forme ax, avec
x une racine de P . En particulier, P admet une racine dans k(p) si et seulement s’il
en est de même pour Q, et on peut donc supposer que P soit l’image dans A[X] d’un
polynôme unitaire P̃ ∈ C (T )[X]. Disons que P̃ = P̃ (t,X) = Xn +

∑n
j=1 αjX

n−j pour
certaines fonctions continues α1(t), . . . , αn(t) : T → R. On obtient ainsi une application
continue α : T → Rn : t 7→ (α1(t), . . . , αn(t)). Noter que pour tout t ∈ T , le coordonnées
r1,t, . . . , rn,t du vecteur r•,t := ρn◦α(t) ∈ Rn sont les parties réelles des racines complexes
de P̃ (t,X) ∈ R[X], et d’après l’observation 8.62, chaque application t 7→ rj,t est une
fonction continue rj ∈ C (T ). Soit alors

R(t) := P̃ (t, r1,t) · · · P̃ (t, rn,t) ∀t ∈ T.

Noter que si n est impair, pour tout t ∈ T au moins une des racines de P̃ (t,X) est réelle,
donc elle est une des coordonnées rj,t ; cela veut dire que dans ce cas R(t) = 0 pour tout
t ∈ T , donc R = 0 dans A. Comme A est intègre, un des facteurs P (rj) est déjà égal à
zéro dans A, i.e. l’image rj ∈ A de rj est la racine cherchée de P .

(ii) : Il nous faudra l’observation générale suivante :

Affirmation 8.63. Soit A ⊊ B une extension entière d’anneaux, telle que pour tout
q ∈ SpecB l’extension résiduelle k(A ∩ q) ⊂ k(q) soit de degré ≤ 2. Alors il existe
b ∈ B \A et un polynôme unitaire P ∈ A[X] de degré 2 avec P (b) = 0.
Preuve : Noter que si A ⊊ C ⊊ B, pour tout p ∈ SpecC il existe q ∈ SpecB tel que
p = C ∩ q (corollaire 6.20(i)), et on a k(p ∩ A) = k(q ∩ A) ⊂ k(p) ⊂ k(q), donc le degré
de k(p) sur k(p ∩ A) est encore ≤ 2. On peut donc remplacer B par C := A[c] pour
n’importe quel c ∈ B \ A, et supposer du départ que B soit une extension finie de A.
Dans ce cas, Z := SuppA(B/A) est une partie fermée de SpecA (remarque 3.58(ii)) ; soit
p ∈ MaxZ, i.e. le point générique d’une composante irréductible de Z (voir l’exercice
6.109(i)). On a (B/A)p ̸= 0, i.e. Ap ⊊ Bp, et cette inclusion est une extension entière et
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finie ; supposons qu’il existe b′ ∈ Bp \Ap et Q ∈ Ap[X] unitaire de degré 2 avec Q(b′) = 0
dans Bp. Il existe alors s ∈ A\p tel que

b′ = c/s et Q := X2 + (a/s)X + (a′/s)

pour certains c ∈ B et a, a′ ∈ A, et il vient c2 + ac + a′s = 0 dans Bq, donc il existe
t ∈ A \ p tel que t(c2 + ac+ a′s) = 0 dans B, et l’élément b := tc ∈ B vérifie la condition
souhaitée (noter que b /∈ A, car b′ /∈ Ap). On peut ainsi remplacer A et B par Ap et Bp,
et supposer du départ que (A,m) soit local, et Supp(B/A) = {m} (remarque 3.58(iii)).
Cette dernière condition revient à dire que m est le radical de AnnA(B/A) (remarque
3.58(ii)), et il s’ensuit aisément que pour tout sous-idéal I ⊂ m de type fini il existe n ∈ N
tel que In(B/A) = 0 : les détails sont laissés aux soins du lecteur.

Rappelons que J (B) = rad(mB) (exercice 6.22(ii)) ; or, si m ⊊ J (B), soit f ∈
J (B) \ m ; alors il existe m ∈ N tel que fm ∈ mB, et donc il existe aussi un sous-idéal
I ⊂ m de type fini tel que fm ∈ IB. Par ce qui précède, on trouve n ∈ N tel que
fnm(B/A) = 0, d’où fnm ∈ A ; soit alors p le plus grand entier tel que b := fp ∈ B \ A.
On a a := b2 ∈ A, et l’assertion suit dans ce cas avec P := X2 − a.

Donc, on est ramené au cas où m = J (B). Or, si (B,mB) est local, par hypothèse
l’extension résiduelle k(m) ⊂ k(mB) a degré d ≤ 2 ; mais comme m = mB et B ̸= A, on a
k(m) ̸= k(mB), donc d = 2. Soit b ∈ B dont l’image b dans k(mB) n’est pas dans k(m),
et soit Q ∈ A[X] unitaire de degré 2 dont l’image dans k(m)[X] est le polynôme minimal
de b ; il vient a := Q(b) ∈ m, et l’assertion suit avec P := Q− a.

En dernier lieu, si m = J (B) et B n’est pas local, soit {m1, . . . ,mk} = MaxB
(corollaire 6.20(v)) ; par le lemme chinois, on trouve b ∈ B tel que b− 1 ∈ m1 et b ∈ mj
pour tout j = 2, . . . , k. Comme m1 ∩ A = m2 ∩ A, il vient b /∈ A, et a := b2 − b ∈
m1 ∩ · · · ∩mk = m, donc l’assertion suit avec P := X2 −X − a. ♢

Or, supposons par l’absurde que A := C (T )/p ne soit pas intégralement clos, et soit
B la clôture intégrale de A dans son corps des fractions k(p). Au vu de (i) et de la
proposition 8.53, l’extension résiduelle k(p ∩ A) ⊂ k(p) est alors de degré ≤ 2 pour
tout p ∈ SpecB. D’après l’observation 8.63, il existe ainsi b ∈ B \ A et un polynôme
P := X2+aX+ c ∈ A[X] tel que P (b) = 0 ; pour x := b+a/2, il vient x2 = a2/4− c ∈ A
et x ∈ B \ A. Mais la classe de x2 est un élément positif du corps formellement réel
clos k(p ∩ A), donc x2 est positif pour l’ordre de A, et alors est la classe d’une fonction
f : T → R continue et partout non négative ; la racine carré f1/2 : T → R≥0 est encore
un élément de C (T ), et sa classe y ∈ A fournit une racine carré de x2, i.e. x = ±y, d’où
x ∈ A, contradiction. □

8.3. Le spectre réel. L’exemple fondamental (C (X),≤) de la section 8.2, est un cas
particulier de la construction générale suivante. Soient A un anneau, (pλ |λ ∈ Λ) une
famille d’idéaux premiers de A, dont les corps résiduels k(pλ) sont formellement réels ;
choisissons pour chaque λ ∈ Λ une structure de corps totalement ordonné (k(pλ),≤λ)
sur k(pλ), et soit I :=

⋂
λ∈Λ pλ. Pour tout a ∈ A/I et tout λ ∈ Λ, notons par āλ ∈ k(pλ)

la classe de a ; on obtient une relation d’ordre sur A/I par :

a ≤ b ⇔ āλ ≤λ b̄λ ∀λ ∈ Λ.

En effet, ≤ est évidemment réflexive et transitive ; elle est aussi antisymétrique, car si
a ≤ b ≤ a, on a āλ = b̄λ pour tout λ ∈ Λ, d’où a = b. On voit alors aisément que (A/I,≤)
est un anneau partiellement ordonné. Par exemple, pour un corps K formellement réel, et
A := K[T ], on peut prendre la famille (ma | a ∈ K), où ma ⊂ A dénote comme d’habitude,
l’idéal maximal engendré par T − a, pour tout a ∈ K. Comme K est un corps infini,⋂
a∈K ma = 0 ; en choisissant pour tout a ∈ K un ordre ≤a sur k(ma), on déduit ainsi une

structure d’anneau partiellement ordonné sur A. Pour un anneau arbitraire, ce procédé
ne produit pas nécessairement toutes les structures d’anneau partiellement ordonné sur
A, comme illustré par l’exemple suivant :
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Exemple 8.64. Soit A := Z[T ]/T 2Z[T ]. Tout élément de A admet un représentant
unique aT + b ∈ Z[T ] avec a, b ∈ Z, et on défini une relation d’ordre sur A par :

a+ bT ≤ a′ + b′T ⇔ a < a′ ou a = a′ et b ≤ b′.

On vérifie aisément que (A,≤) est un anneau partiellement ordonné, mais comme l’image
de T est nilpotent dans A, cet ordre ≤ ne s’obtient d’aucune famille d’ordres sur des corps
résiduels de A, par la méthode expliquée ci-dessus.

Néanmoins, ces considérations suggèrent de regarder de plus près l’ensemble de tous
les ordres sur tous les corps résiduels de A : cela conduit à la définition suivante, due aux
géomètres M.Coste et M-F. Roy :

Définition 8.65. (i) Soit A un anneau. Le spectre réel de A est l’ensemble

SprA

des couples λ := (p,≤λ), où p ∈ SpecA et ≤λ est un ordre sur le corps résiduel k(p) tel
que (k(p),≤λ) soit un corps totalement ordonné.

(ii) Pour tout a ∈ A et λ := (p,≤λ) ∈ SprA, notons āλ ∈ k(p) l’image de a, et

D+(a) := {λ ∈ SprA | āλ >λ 0} D±(a) := D+(a) ∪D+(−a).

On munit SprA de la topologie TA engendrée par la prébase (D+(a) | a ∈ A).

L’exercice suivant généralise aux éléments de SprA la correspondance de la remarque
8.48 entre cônes propres et ordres totaux sur les corps.

Exercice 8.66. (Cônes premiers) Soit A un anneau. On dénote par CA l’ensemble des
cônes C ⊂ A, i.e. des parties telles que :

(a) pour tous a, b ∈ C on a a+ b ∈ C et ab ∈ C
(b) C ∪ (−C) = A, avec −C := {−a | a ∈ C}.

Le support d’un cône C ∈ CA est la partie SuppC := C ∩ (−C).
(i) Montrer que SuppC est un idéal de A, pour tout C ∈ CA. Pour tout idéal I ⊂ A,

on pose CA(I) := {C ∈ CA |SuppC = I}.
(ii) Pour tout idéal I ⊂ A, soit πI : A → A/I la projection, et OA/I l’ensemble des

relations d’ordre ≤ sur A/I telles que (A/I,≤) soit un anneau totalement ordonné ; à
tout (A/I,≤) ∈ OA/I on associe le cône positif

C(A/I,≤) := π−1I {a ∈ A/I | a ≥ 0} ⊂ A.

Montrer que l’application : (A/I,≤) 7→ C(A,≤) est une bijection OA/I
∼→ CA(I).

(iii) Un cône C ∈ CA est premier si SuppC est un idéal premier de A. Soit C p
A ⊂ CA

la partie des cônes premiers de A. Déduire de (ii) une bijection naturelle :

SprA
∼→ C p

A.

(iv) Soit C ̸= A un cône de A. Montrer que C est premier si et seulement s’il satisfait
la condition suivante. Pour tous a, b ∈ A tels que a /∈ C et ab ∈ C, on a −b ∈ C.

Théorème 8.67. (i) Pour tout anneau A, l’espace topologique SprA est spectral.
(ii) D+(a) est une partie ouverte compacte de SprA, pour tout a ∈ A.

Démonstration. Munissons l’ensemble {0, 1} de la topologie discrète, et P := {0, 1}A de
la topologie du produit (voir l’exemple 2.20(iii)) ; on associe à tout λ := (p,≤λ) ∈ SprA
l’application ελ : A → {0, 1} telle que ελ(a) = 1 ⇔ ā ≥λ 0, où ā ∈ k(p) dénote la classe
de a. D’après l’exercice 8.66(iii), on a ainsi une injection

ε : SprA→P λ 7→ ελ

et soit T ′A la topologie sur SprA induite par P via ε. Explicitement, T ′A est la topologie
engendrée par toutes les parties D+(a) et par leurs complémentaires.
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Affirmation 8.68. L’image de ε est une partie fermée de P.
Preuve : Soit x• := (xa | a ∈ A) ∈P un point dans l’adhérence de l’image de ε. On doit
vérifier que x• est dans l’image de ε, et d’après l’exercice 8.66(iii), il suffit de montrer
que C := {a ∈ A |xa = 1} est un cône premier de A. Soient donc a, b ∈ A avec a, b ∈ C,
et supposons par l’absurde que a + b /∈ C ; cela revient aux conditions : xa = xb = 1
et xa+b = 0. Soit alors U ⊂ P la partie ouverte des suites (yc | c ∈ A) telles que
ya = yb = 1 et ya+b = 0 ; on a x• ∈ U , donc par hypothèse U rencontre l’image de ε. Soit
λ := (p,≤λ) avec ελ ∈ U ; cela veut dire que ā, b̄ ≥λ 0 mais a+ b <λ 0, une contradiction.
De même on montre que ab ∈ C : les détails sont laissés aux soins du lecteur. Ensuite,
montrons que C ∪ (−C) = A : sinon, il existerait a ∈ A tel que xa = x−a = 0 ; soit
alors U ⊂ P la partie ouverte des suites y• telles que ya = y−a = 0. On a x• ∈ U ,
donc par hypothèse U rencontre l’image de ε ; soit λ := (p,≤λ) avec ελ ∈ U . Il vient
ā <λ 0 et −ā <λ 0, contradiction. Cela achève de montrer que C est bien un cône. Il
reste à vérifier que C est premier, et noter que C ̸= A : en effet, puisque −1 < 0 dans
tout corps totalement ordonné, l’image de ε est contenue dans la partie fermée V ⊂ P
formée des suites (yc | c ∈ A) avec y−1 = 0, et par suite C ∈ V , i.e. −1 /∈ C. Au vu de
l’exercice 8.66(iv), on est alors ramené à montrer que pour tous a, b ∈ A tels que xa = 0
et xab = 1, on a x−b = 1. Pour cela, on raisonne par l’absurde comme ci-dessus : pour
tels a, b supposons que x−b = 0 ; alors x• est dans la partie ouverte U ⊂ P des suites
y• telles que ya = y−b = 0 et yab = 1. Mais alors U rencontre l’image de ε, et on déduit
aisément une contradiction. ♢

D’après le théorème de Tychonoff (problème 2.25(ii)), P est un espace topologique
compact et séparé ; l’observation 8.68 entraîne alors qu’il en est de même pour (SprA,T ′A).
D’autre part, si C et C ′ sont les cônes premiers correspondants à deux éléments distincts
λ et λ′ de SprA, il existe soit a ∈ C \ C ′, soit a′ ∈ C ′ \ C ; dans le premier cas on a
λ ∈ D+(a) et λ′ /∈ D+(a), et dans le deuxième cas on a λ′ ∈ D+(a

′) et λ /∈ D+(a
′).

Cela montre que l’espace topologique (SprA,TA) de la définition 8.65(ii) est de type T0
(voir la définition 1.25(i)). En dernier lieu, il est clair que toute partie D+(a) de SprA
est ouverte et fermée pour la topologie T ′A ; on conclut alors avec la proposition 4.57. □

Exemple 8.69. Soient A un anneau, et a ∈ A. D’après le théorème 8.67, les parties
D+(a) et D±(a) sont ouvertes et constructibles dans SprA ; donc la partie W (a) :=
(SprA) \D±(a) est fermée et constructible.

(ii) Plus généralement, soient a• := (a1, . . . , an) et b• := (b1, . . . , bm) deux suites finies
d’éléments de A. Les parties

D+(a•) := D+(a1) ∩ · · · ∩D+(an) et W (b•) :=W (b1) ∩ · · · ∩W (bm)

sont respectivement ouverte constructible et fermée constructible dans SprA, et

R+
A(b•; a•) :=W (b•) ∩D+(a•)

est une partie constructible. Noter que W (b•) = W (b21 + · · · + b2m) (remarque 8.48(iii)).
Noter aussi que R+

A(0; a•) = D+(a•) et R+
A(b•; 1) =W (b•).

Remarque 8.70. (i) Soient f : A → B un homomorphisme d’anneaux, (p,≤λ) ∈ SprB,
et p′ := f−1(p) ; la relation d’ordre ≤λ de k(p) induit par restriction, via l’extension de
corps résiduels f(p) : k(p′)→ k(p), une structure de corps totalement ordonné (k(p′),≤′λ)
sur k(p′) ; on obtient ainsi une application bien définie

Spr f : SprB → SprA (p,≤λ) 7→ (p′,≤′λ).
Par simple inspection, on voit que (Spr f)−1D+(a) = D+(f(a)) pour tout a ∈ A. En
particulier, Spr f est une application continue et compacte. Au vu de l’exercice 8.66(iii),
Spr f correspond à une application naturelle C p

B → C p
A : encore par inspection directe,

on trouve que cette dernière associe à tout cône premier C ⊂ B son image réciproque
f−1C ⊂ A : les détails sont confiés aux soins du lecteur.
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(ii) Pour tout (p,≤λ) ∈ SprB, on fixera une clôture formellement réelle

k(p,≤λ)
du corps totalement ordonné (k(p),≤λ). Noter que dans la situation de (i), d’après l’ob-
servation 8.60, l’extension de corps résiduels f(p) : k(p′)→ k(p) se prolonge en un unique
homomorphisme de corps totalement ordonnés

f (p) : k(p
′,≤′λ)→ k(p,≤λ).

(iii) Pour tout anneau A on a aussi une application naturelle de support :

σA : SprA→ SpecA (p,≤λ) 7→ p.

Noter que σ−1A (D(a)) = D±(a) pour tout a ∈ A. Ainsi, σA est continue et compacte. Les
associations : A 7→ SprA et (f : A→ B) 7→ Spr f définissent un foncteur

Spr : (Z− Alg)op → Top

et l’association : A 7→ σA est une transformation naturelle σ : Spr→ Spec.
(iv) La preuve du théorème 8.67 montre aussi que toute partie constructible de SprA

est une réunion finie de parties de la forme
⋂n
i=1D+(ai) \D+(bi), pour n ∈ N arbitraire,

et a1, b1, . . . , an, bn ∈ A. Mais, avec la notation de l’exemple 8.69, on a :

D+(a) \D+(b) = D+(a,−b) ∪R+
A(b; a).

Donc, toute partie constructible de SprA est une réunion finie de parties R+
A(b•; a•)

associées aux suites finies a•, b• d’éléments de A.

Exemple 8.71. (i) Pour tout espace topologique T , l’application

σC (T ) : SprC (T )→ SpecC (T )

est un homéomorphisme. En effet, la proposition 8.61(i) entraîne aisément que σC (T ) est
une bijection ; d’après la proposition 4.69(ii), il suffit alors de montrer que σC (T ) est une
application spécialisante. Cela revient à vérifier l’assertion suivante. Si λ := (p,≤λ) et
µ := (q,≤µ) sont deux points de SprC (T ) avec q ⊂ p, alors λ est une spécialisation de
µ dans SprC (T ). Or, soit f ∈ C (T ), et notons par fp ∈ k(p) et fq ∈ k(q) les classes
de f ; supposons que µ /∈ D+(f). Comme k(q) est formellement réel clos, il existe alors
x ∈ k(q) tel que x2 = −fq (proposition 8.53(ii)), et d’après la proposition 8.61(ii) on a
x ∈ C (T )/q ; si xp ∈ C (T )/p dénote l’image de x, il vient x2p = −fp, d’où λ /∈ D+(f),
comme souhaité.

(ii) Soit (p,≤λ) ∈ SprR[X] ; si p est un idéal maximal de R[X], l’extension de corps
résiduels R → k(p) doit être un isomorphisme, donc p est engendré par X − a pour un
unique a ∈ R, et ≤λ est l’unique ordre total de k(p) ; ainsi, on identifie naturellement
R avec une partie de SprR[X]. Sinon, p = 0 et ≤λ est un des ordres totaux du corps
R(X), qui ont été classifiés par l’exemple 8.58 : en résumé, pour tout a ∈ R on a deux
tels points a+ := (0,≤a+) et a− := (0,≤a−) de SprR[X], auxquels il faut ajouter les
points +∞ := (0,≤+∞) et −∞ := (0,≤−∞). Il vient :

SprR[X] = {−∞,+∞} ∪ {a−, a, a+ | a ∈ R}.
Munissons SprR[X] de l’ordre total tel que −∞ < a− < a < a+ < b < +∞ pour
tous a, b ∈ R tels que a < b ; puis, pour tous x, y ∈ SprR[X] avec x < y on posera
[x, y] := {z ∈ SprR[X] |x ≤ z ≤ y}. Noter que si P,Q ∈ R[X], on a D+(PQ) =
D+(P,Q) ∪ D+(−P,−Q) ; il s’ensuit aussitôt que les parties D+(P ) avec P ∈ R[X]
irréductible dans R[X] forment une prébase de la topologie de SprR[X]. Mais si P est
irréductible et unitaire de degré 2, on a P = (X − a)2 + b2 pour a, b ∈ R et b ̸= 0, et
alors D+(P ) = SprR[X]. Donc en fait l’ensemble {D+(X − a), D+(a − X) | a ∈ R} est
déjà une prébase pour SprR[X]. Noter que

D+(X − a) = [a+,+∞] D+(a−X) = [−∞, a−] ∀a ∈ R.
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Par suite, toute partie ouverte de SprR[X] est la réunion d’intervalles [a+, b−] avec a < b
réels, et de demi-droites [a+,+∞] et [−∞, a−]. Noter aussi que

Min (SprR[X]) = {−∞,+∞} ∪ R
est homéomorphe à l’intervalle fermé [0, 1] de R (notation de la remarque 4.62(i)).

Exercice 8.72. Soient A un anneau, I ⊂ A un idéal, et p : A→ A/I la projection.
(i) Montrer que l’application ϕ := Spr(p) : SprA/I → SprA est injective, et son

image est σ−1A (V (I)), où σA est définie comme dans la remarque 8.70(iii). De plus, la
topologie de SprA/I coïncide avec la topologie induite par SprA via ϕ.

(ii) Si I est engendré par une suite finie b1, . . . , bn ∈ A, montrer que l’image de ϕ est
la partie fermée constructible W (b1, . . . , bn) (notation de l’exemple 8.69(ii)).

Exercice 8.73. Soient A un anneau, S⊂A une partie, j : A→S−1A la localisation.
(i) Montrer que ϕ := Spr(j) : SprS−1A → SprA est injective, et son image est

T := σ−1A (U), où U :=
⋂
s∈S D(s) est l’image de Spec(j) : SpecS−1A→ SpecA. De plus

la topologie de SprS−1A coïncide avec celle induite par SprA via ϕ.
(ii) En particulier, si S = {f} pour quelque f ∈ A, l’image de ϕ : SprAf → SprA est

la partie ouverte constructible D±(f).

Remarque 8.74. Soit f : A → B un homomorphisme d’anneaux. On dit que Spr f est
une immersion constructible si son image est constructible dans SprA, la topologie de
SprB coïncide avec celle induite par SprA via Spr f , et l’extension de corps résiduels
f(p) : k(f

−1p)→ k(p) est un isomorphisme pour tout (p,≤λ) ∈ SprB.
(i) Noter que si Spr f est une immersion constructible, alors elle est injective, car SprB

est un espace de type T0 (remarque 4.51(iv)). D’après le lemme 6.111, pour toute partie
constructible Z ⊂ SprB, la partie (Spr f)(Z) est constructible dans SprA ; par suite,
si g : B → C est un autre homomorphisme d’anneaux tel que Spr g est une immersion
constructible, il en de même pour Spr(g ◦ f).

(ii) Considérons un diagramme cocartésien d’anneaux :

A
f //

f ′

��

B
g
��

B′
g′ // B′′

tel que Spr(f) soit une immersion constructible. Alors il vient une bijection :

SprB′′
∼→ SprB ×Spr(A) SprB

′ ν 7→ (Spr g(ν),Spr g′(ν)).

En effet, soient µ := (p,≤µ) ∈ SprB, et λ := (q,≤λ) := (Spr f)(µ) ; par l’exercice
8.66(iii) et la remarque 8.70(i), la partie (Spr f ′)−1(λ) ⊂ SprB′ correspond naturellement
à l’ensemble des cônes premiers C ⊂ k(q)⊗AB′ tels que k(q)∩C soit le cône positif C(λ)
du corps totalement ordonné (k(q),≤λ). De même, (Spr g)−1(µ) ⊂ SprB′′ correspond à
l’ensemble des cônes premiers C ⊂ k(p)⊗B B′′ tels que k(p)∩C soit le cône positif C(µ)
de (k(p),≤µ). Mais par hypothèse, l’extension k(q)→ k(p) est un isomorphisme envoyant
C(λ) sur C(µ) ; donc g′ induit un isomorphisme k(q) ⊗A B′

∼→ k(p) ⊗B B′′, induisant
à son tour une bijection entre les cônes premiers de k(q) ⊗A C et ceux de k(p) ⊗B B′′.
L’assertion s’ensuit aussitôt.
(iii) Soient A un anneau, S ⊂ A une partie. Une filtration constructible adaptée à S est

la donnée d’une famille (fλ : A → Aλ |λ ∈ Λ) d’homomorphismes d’anneaux, vérifiant
les conditions suivantes :

(a) On a fλ(S) ⊂ A×λ ∪ {0} pour tout λ ∈ Λ.
(b) Spr fλ : SprAλ → SprA est une immersion constructible pour tout λ ∈ Λ.
(c) SprA est la réunion disjointe des images des applications Spr fλ.

Si S est une partie finie, il existe une filtration constructible finie adaptée à S. Pour
la preuve, on raisonne par récurrence sur la cardinalité c de S : si c = 0, on prend
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la famille triviale (IdA : A → A), et il n’y a rien à montrer. Soit donc c > 0, et
supposons que l’assertion soit déjà connue pour toute partie de cardinalité < c ; on
choisit a ∈ S, et une filtration constructible (fλ : A → Aλ |λ ∈ Λ) adaptée à S \ {a}.
Pour tout λ ∈ Λ, soit gλ,1 : Aλ → Aλ,1 := Aλ/fλ(a)Aλ la projection naturelle et
gλ,2 : Aλ → Aλ,2 := Aλ[fλ(a)

−1] la localisation ; avec les exercices 8.72 et 8.73 on voit
aisément que (gλ,i : Aλ → Aλ,i | i = 1, 2) est une filtration constructible adaptée à
{fλ(a)}. Il s’ensuit aussitôt que (gλ,i ◦ fλ : A → Aλ,i |λ ∈ Λ, i = 1, 2) est une filtration
constructible adaptée à S.

Problème 8.75. Soient A un anneau, f : A → A[X] l’homomorphisme structurel,
π := Spr(f) : SprA[X]→ SprA, et P1, . . . , Pq ∈ A[X]. Montrer que :

π(D+(P1, . . . , Pq)) =
⋃q
i,j=1Z

(1)
ij ∪ Z

(2)
i ∪ Z

(3)
j ∪ Z

(4)

où, pour tous i, j = 1, . . . , q et tout λ := (p,≤λ) ∈ SprA on a :

(a) λ ∈ Z(1)
ij s’il existe a, b ∈ k(p,≤λ) avec a <λ b et Pi(a) = Pj(b) = 0, et tels que Pt

ne s’annule pas sur ]a, b[ et Pt(a+b2 ) >λ 0 pour tout t = 1, . . . , q.

(b) λ ∈ Z(2)
i s’il existe a ∈ k(p,≤λ) avec Pi(a) = 0, tel que Pt(a + 1) >λ 0 et Pt ne

s’annule pas sur ]a,+∞[, pour tout t = 1, . . . , q.

(c) λ ∈ Z(3)
j s’il existe b ∈ k(p,≤λ) avec Pj(b) = 0, tel que Pt(b − 1) >λ 0 et Pt ne

s’annule pas sur ]−∞, b[, pour tout t = 1, . . . q.
(d) λ ∈ Z(4) si Pt ne s’annule pas sur k(p,≤λ) et Pt(0) > 0 pour tout t = 1, . . . , q.

Le théorème suivant est l’homologue pour spectres réels du théorème de Chevalley
6.115. Il est aussi une reformulation du principe de Tarski-Seidenberg, un outil clef de la
géométrie algébrique réelle.

Théorème 8.76. Soient f : A → B un homomorphisme d’anneaux de présentation
finie, Z ⊂ SprB une partie constructible. Alors (Spr f)(Z) est une partie constructible
de SprA.

Démonstration. Rappelons que pour tout (p,≤λ) ∈ SprA, le corps résiduel k(p) est
de caractéristique zéro (remarque 8.48(i)) ; au vu de l’exercice 8.73(i), la localisation
j : A → Q ⊗Z A induit alors un homéomorphisme Spr(j) : SprQ ⊗Z A

∼→ SprA, et de
même on a une identification naturelle SprQ ⊗Z B

∼→ SprB. Sous ces identifications,
l’application Spr f correspond à Spr(Q⊗Z f) : SprQ⊗Z B → SprQ⊗Z A. On peut donc
supposer du départ que A et B soient des Q-algèbres.

Affirmation 8.77. On peut supposer que f soit l’homomorphisme structurel de la A-
algèbre de polynômes A[X].
Preuve : Evidemment, si le théorème est vrai pour des homomorphismes f : A → B et
g : B → C, il est vrai aussi pour g ◦ f . Or, supposons que le théorème soit déjà connu
pour l’homomorphisme structurel A → A[X] de toute A-algèbre de polynômes à une
indéterminée X, pour tout anneau A et toute partie constructible Z de SprA[X] ; par
récurrence sur n, on déduit alors le théorème pour l’homomorphisme structurel jn : A→
A[X1, . . . , Xn], pour tout n ∈ N, car ce dernier est la composition des homomorphismes
A → A[X1] → A[X1, X2] → · · · → A[X1, . . . , Xn], pour lesquels l’assertion est déjà
connue par hypothèse. Mais on a un isomorphisme de A-algèbres ω : A[X1, . . . , Xn]/I

∼→
B pour quelque n ∈ N et un idéal de type fini I ⊂ C := A[X1, . . . , Xn] ; l’homomorphisme
f est ainsi la composition de jn, de la projection p : C → C/I, et de ω. On est donc
ramené à montrer le théorème pour p. Mais pour ce dernier, il suffit d’invoquer l’exercice
8.72 et le lemme 6.111. ♢

Donc, on supposera par la suite que f : A → B := A[X] soit l’homomorphisme
structurel, et on pose ϕ := Spr f . Au vu de la remarque 8.70(iv), on peut aussi supposer
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que Z = R+
B(b•; a•) pour des suites de polynômes a• := (a1(X), . . . , an(X)) et b• :=

(b1(X), . . . , bm(X)) de B. On notera par degXP le degré de tout P ∈ B non nul, et
on posera degX 0 := −1 ; pour toute suite finie c• := (c1, . . . , ck) d’éléments de B,
on pose aussi N(c•) := max(degX ci | i = 1, . . . , k) et on raisonne par récurrence sur
N(a•, b•). Disons que ai :=

∑di
j=0 aijX

di−j pour i = 1, . . . , n et bi :=
∑ei
j=0 bijX

ei−j

pour i = 1, . . . ,m.

Affirmation 8.78. Le théorème est vrai pour Z = R+
B(b•; a•) si N(a•, b•) ≤ 0.

Preuve : Dans ce cas, a1, . . . , an, b1, . . . , bm ∈ A, et évidemment ϕ(Z) ⊂ T := R+
A(b•; a•).

Soit p : B → A l’homomorphisme d’anneaux tel que p(P ) := P (0) pour tout P (X) ∈ B,
et posons ψ := Spr(p) ; on a p ◦ f = IdA, d’où ϕ ◦ ψ = IdSprA. Evidemment ψ(T ) ⊂ Z,
d’où T = ϕ ◦ ψ(T ) ⊂ ϕ(Z), et donc ϕ(Z) = T . ♢

Supposons donc que N := N(a•, b•) > 0, et que l’assertion soit déjà connue pour tout
couple de suites finies r•, s• d’éléments de B avec N(r•, s•) < N .

Affirmation 8.79. Si b10 ∈ A×, il existe r2, . . . , rm, s1, . . . sn ∈ B tels que

N(r•, s•) < e1 et Z = R+
B(b1, r2, . . . , rm; s•).

Preuve : Il suffit de remarquer que la division euclidienne par b1 est disponible dans
l’anneau B, i.e. pour tout P ∈ B il existe Q,R ∈ B tels que P = b1Q+R et degXR < e1.
Pour cela, on raisonne par récurrence sur le degré d de P . Si d < e1, l’assertion est
trivialement vérifiée avec Q = 0 et R = P . Soit alors d ≥ e1, et supposons que l’assertion
soit déjà connue pour tout polynôme de degré< d ; disons que P (X) =

∑d
i=0 αiX

d−i ∈ B.
Alors P = α0b

−1
10 X

d−e1b1 +R1, avec degXR1 < d ; par récurrence, on a R1 = Q1b1 +R2

avec degX R2 < e1, donc on pourra prendre Q := Q1 + α0b
−1
10 X

d−e1 et R := R2. Cela
étant, pour i = 1, . . . , n et j = 2, . . . ,m écrivons ai = Pib1 + si et bj = Qjb1 + rj avec
Pi, si, Qj , rj ∈ B et degX rj ,degX si < e1 ; il est clair que Z = R+

B(b1, r2, . . . , rm; s•). ♢

Affirmation 8.80. Soit c :=
∑d
i=0 ciX

d−i ∈ B avec d < N et c0 ∈ A×. Pour toute partie
constructible T ⊂ SprB, la partie ϕ(W (c) ∩ T ) est constructible dans SprA.
Preuve : On peut supposer que T = R+

B(r•; s•) pour des suites r• := (r2, . . . , rm), s• :=
(s1, . . . , sn) d’éléments de B, et donc W (c) ∩ T = R+

B(r
∗
•; s•), avec r∗• := (c, r2, . . . , rm).

Au vu de l’observation 8.79, on peut supposer que N(r∗•, s•) = d, et l’assertion vient
alors de notre hypothèse de récurrence. ♢

Affirmation 8.81. On peut supposer que ai0 ∈ A× pour tout i = 1, . . . , n, et que l’une
des deux conditions suivantes soit vérifiée :

(a) m = 1, b10 ∈ A× et N(a•) < N .
(b) Z = D+(a•).

Preuve : Soit S l’ensemble des coefficients des polynômes b1, . . . , bm. D’après la remarque
8.74(iii), il existe une filtration constructible (gλ : A → Aλ |λ ∈ Λ) finie et adaptée à la
partie S. Pour tout λ ∈ Λ, soit hλ := gλ ⊗A A[X] : A[X]→ Aλ[X], et fλ : Aλ → Aλ[X]
l’homomorphisme structurel ; on pose ϕλ := Spr fλ. Il vient un diagramme commutatif
d’espaces topologiques :

SprAλ[X]
Sprhλ //

ϕλ
��

SprA[X]

ϕ
��

SprAλ
Spr gλ // SprA.

Evidemment Zλ := (Sprhλ)
−1(Z) = R+

Aλ[X](hλ(b•);hλ(a•)) ; d’autre part, d’après la
remarque 8.74(ii) on a ϕλ(Zλ) = (Spr gλ)

−1(ϕZ), et au vu de la remarque 8.74(i), il suffit
alors de montrer que ϕλ(Zλ) est une partie constructible de SprAλ, pour tout λ ∈ Λ ;
noter que N(hλ(a•), hλ(b•)) ≤ N pour tout tel λ. Or, si hλ(b1) = · · · = hλ(bm) = 0, la
condition (b) est vérifiée. Sinon, quitte à permuter les polynômes bi et à remplacer A,B
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par Aλ, Bλ, on est ramené au cas où b10 ∈ A×, et grâce à l’observation 8.79, on peut
ensuite modifier b2, . . . , bm, a1, . . . , an pour avoir aussi :

(c) N(b2, . . . , bm, a•) < e1.
Après cette modification, les coefficients non nuls des b2, . . . , bm ne sont plus forcément
inversibles ; soit alors S′ l’ensembles des coefficients de ces polynômes, et prenons une fil-
trations constructible (g′λ : A→ A′λ |λ ∈ Λ′) adaptée à S′. Soit h′λ := g′λ⊗AA[X], notons
f ′λ : A′λ → A′λ[X] l’homomorphisme structurel, et Z ′λ := R+

A′λ[X](h
′
λ(b•);h

′
λ(a•)) pour

tout λ ∈ Λ′ ; en raisonnant comme ci-dessus, on se ramène à montrer que (Spr f ′λ)(Z
′
λ)

est constructible dans SprA′λ pour tout λ ∈ Λ′. On peut donc supposer que (c) est
vérifiée, et que tous les coefficients non nuls de b1, . . . , bm soient inversibles. Or, si
b2 = · · · = bm = 0, la condition (a) est vérifiée. Sinon, disons que b2 ̸= 0, et donc
b20 ∈ A× ; on a Z =W (b2) ∩Z, et dans ce cas l’assertion du théorème suit de l’observa-
tion 8.80.
En dernier lieu, pour se ramener au cas où chaque coefficient non nul de a1, . . . , an
est inversible, on considère une filtration constructible finie adaptée à l’ensemble des
coefficients de ces polynômes, et on raisonne à nouveau comme ci-dessus : les détails sont
laissés aux soins du lecteur. Noter que si ai = 0 pour quelque i ∈ {1, . . . , n}, on a Zλ = ∅,
et l’assertion est trivial dans ce cas ; on peut donc supposer que le coefficient principal
de a1, . . . , an soit inversible dans A. ♢

• On considère d’abord la condition (a) de l’observation 8.81, i.e. Z = R+
B(b; a•), avec

b(X) ∈ B de degré N dont le coefficient principal b0 est inversible dans A, et a1, . . . , an de
degrés < N et coefficients principaux a10, . . . , an0 ∈ A×. Noter que le coefficient principal
de la dérivée b′ de b (par rapport à l’indéterminée X) est Nb0, et comme N > 0 et que
A est une Q-algèbre, on a Nb0 ∈ A× aussi. Posons

Z1 :=W (b′) ∩ Z Z2 := D+(b
′) ∩ Z Z3 := D+(−b′) ∩ Z.

Comme Z = Z1∪Z2∪Z3, il suffit de montrer que ϕ(Zi) est constructible dans SprA pour
i = 1, 2, 3. Or, l’assertion pour Z1 suit de l’observation 8.80, car degX b′ < N ; l’assertion
pour Z3 est ramenée aussitôt à celle pour Z2, quitte à remplacer b par −b. Pour Z2, on
pose an+1 := b′, et on remarque :

Affirmation 8.82. Avec la notation ci-dessus (et celle de la remarque 8.70(ii)) :

ϕ(Z2) =
⋃n+1
i,j=1T

(1)
ij ∪ T

(2)
i ∪ T (3)

j ∪ T (4)

où, pour tous i, j = 1, . . . , n+ 1 et tout λ := (p,≤λ) ∈ SprA on a :

(a) λ ∈ T (1)
ij s’il existe y, z ∈ k(p,≤λ) avec

y <λ z b(y) <λ 0 <λ b(z) ai(y) = aj(z) = 0

tels que at ne s’annule pas sur ]y, z[ et at(y+z2 ) >λ 0 pour tout t = 1, . . . , n+ 1.

(b) λ ∈ T (2)
i s’il existe y, z ∈ k(p,≤λ) avec

b(y) <λ 0 ai(y) = 0 b(x) >λ 0 ∀x ∈ [z,+∞[

tels que at ne s’annule pas sur ]y,+∞[ et at(y + 1) > 0 pour t = 1, . . . , n+ 1.

(c) λ ∈ T (3)
j s’il existe y, z ∈ k(p,≤λ) avec

b(z) >λ 0 aj(z) = 0 b(x) <λ 0 ∀x ∈]−∞, y]

tels que at ne s’annule pas sur ]−∞, z[ et at(z − 1) > 0 pour t = 1, . . . , n+ 1.

(d) λ ∈ T (4) s’il existe y, z ∈ k(p,≤λ) avec

b(x) <λ 0 ∀x ∈]−∞, y] b(x) >λ 0 ∀x ∈ [z,+∞[

et at(x) > 0 pour tout x ∈ k(p,≤λ) et tout t = 1, . . . , n+ 1.
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Preuve : On raisonne comme dans la solution du problème 8.75 : d’abord, si λ ∈ T (1)
ij pour

quelque i, j ∈ {1, . . . , n + 1}, soient y, z ∈ k(p,≤λ) comme dans (a) ; d’après l’exercice
8.55(i), il existe x ∈]y, z[ tel que b(x) = 0, et at a signe constant sur l’intervalle ]y, z[, pour
tout t = 1, . . . , n+ 1. Par suite at(x) > 0 pour t = 1, . . . , n+ 1. Or, soit p : A→ k(p) la
projection, et q : A[X]→ k(p,≤λ) l’unique homomorphisme d’anneaux tel que q◦f = p et
q(X) = x. On pose q := Ker(q) ; évidemment q se factorise à travers un homomorphisme
k(q) → k(p,≤λ), et on munit k(q) de l’ordre total ≤µ induit par celui de k(p,≤λ). Il
vient

(∗) µ := (q,≤µ) ∈ Z2 et ϕ(µ) = λ.

Ensuite, si λ ∈ T (2)
i pour quelque i ∈ {1, . . . , n+1}, il existe x ∈]y, z[ tel que b(x) = 0, et

at a signe constant sur la demi-droite ]y,+∞[ pour tout t = 1, . . . , n+ 1 ; en particulier
a1(x), . . . , an+1(x) > 0. Si l’on définit q et ≤µ comme dans le cas précédent, on trouve
encore (∗). On raisonne de même si λ ∈ T

(3)
j pour quelque j ∈ {1, . . . , n + 1} ou si

λ ∈ T (4) : les détails sont laissés aux soins du lecteur.
Réciproquement, soit λ ∈ ϕ(Z2) ; notons par α1 < · · · < αk les racines dans k(p,≤λ)

des polynômes a1, . . . , an+1. Soit (q,≤µ) ∈ Z2 avec λ = ϕ(q,≤µ) ; comme dans la solution
du problème 8.75, on identifie naturellement k(p,≤λ) avec un sous-corps de k(q,≤µ), et on
voit que toutes les racines dans k(q,≤µ) des polynômes a1, . . . , an+1 et b se trouvent déjà
dans ce sous-corps. Or, soit β ∈ k(q)∩k(p,≤λ) la classe de X, et supposons que αl < β <
αl+1 pour quelque l ∈ {1, . . . , k − 1} ; les polynômes a1, . . . , an+1 ont signe constant sur
l’intervalle ]αl, αl+1[ de k(q,≤µ), car ils n’ont aucune racine dans cet intervalle. Comme
at(β) >µ 0 pour t = 1, . . . , n+ 1, il vient :

at((αl + αl+1)/2) > 0 ∀t = 1, . . . , n+ 1.

De plus, comme b(β) = 0 et b′(x) = an+1(x) > 0 pour tout x ∈]αl, αl+1[, on a b(al) <λ
0 <λ b(al+1) (exercice 8.55(iv)). Si αl est racine de ai et αl+1 est racine de aj , on a ainsi
λ ∈ T

(1)
ij . Ensuite, supposons que β >µ αk ; les polynômes a1, . . . , an+1 n’ont aucune

racine dans la demi-droite ]αk,+∞[, donc ils ont signe constant sur cette demi-droite, et
par hypothèse at(β) >µ 0 pour tout t = 1, . . . , n+ 1. Il vient :

at(αk + 1) >λ 0 ∀t = 1, . . . , n+ 1.

De plus, comme b(β) = 0 et b′(x) > 0 pour tout x ∈]ak,+∞[, on a b(ak) < 0 et b(x) >λ 0

pour tout x >λ β, encore par l’exercice 8.55(iv)). Si ai(αk) = 0, cela montre que λ ∈ T (2)
i .

De même, on voit que si β <µ α1, on a λ ∈ T (3)
j pour quelque j ∈ {1, . . . , n+1} : les détails

sont laissés aux soins du lecteur. En dernier lieu, si k = 0, i.e. si aucun des polynômes
a1, . . . , an+1 ne s’annule sur k(p,≤λ), alors ces polynômes ne s’annulent non plus sur
k(q,≤µ), donc ils ont signe constant sur ce corps, et at(β) >µ 0 pour t = 1, . . . , n+1 ; de
plus, comme b(β) = 0 et b′(x) > 0 pour tout x ∈ k(p,≤λ), il vient b(x) <λ 0 pour tout
x ∈],−∞, β[ et b(x) >λ 0 pour tout x ∈]β,+∞[. Cela montre que λ ∈ T (4). ♢

On est ainsi ramené à montrer que les parties T (1)
ij , T

(2)
i , T

(3)
j et T (4) sont constructibles

dans SprA. Pour cela, soit B′ := A[X, y, z], la A-algèbre polynomiale libre aux indéter-
minées X, y, z, et B′′ := A[y, z] ⊂ B′ ; notons par π : SprB′ → SprB′′ l’application
continue induite par l’inclusion B′′ → B′. On pose

U1 := D+(−b(y), b(z)) \
⋃n+1
t=1 π

(
W (at(X)) ∩D+(X − y, z −X)

)
⊂ SprB′′.

Pour tout (q,≤µ) ∈ SprB′, soient X, y, z ∈ k(q) les classes de X, y, z.

Affirmation 8.83. On a (p,≤λ) ∈ U1 si et seulement si b(y) <λ 0, b(z) >λ 0, et at ne
s’annule par sur l’intervalle ]y, z[ du corps k(p,≤λ), pour tout t = 1, . . . , n+ 1.
Preuve : Si β ∈]y, z[ est une racine de at, la projection B′′ → k(p) ⊂ k(p,≤λ) se pro-
longe en un unique homomorphisme d’anneaux g : B′ → k(p,≤λ) tel que g(X) = β ;
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soit q := Ker(g), de sorte que g se factorise à travers un homomorphisme de corps
g : k(q) → k(p,≤λ), et munissons k(q) de l’ordre ≤µ induit par ≤λ via g. Evidemment
(q,≤µ) ∈ Vt := W (at(X)) ∩D+(X − y, z −X), et π(q,≤µ) = (p,≤λ). Réciproquement,
supposons que (p,≤λ) = π(q,≤µ) pour (q,≤µ) ∈ Vt, et comme d’habitude, on identifie
naturellement k(p,≤λ) avec un sous-corps de k(q,≤µ). Or, le corps k(p,≤λ)[X] est une
extension algébrique de k(p,≤λ) contenue dans le corps totalement ordonné k(q,≤µ) ;
par la maximalité de k(p,≤λ), il vient X ∈ k(p,≤λ), donc at admet une racine dans
]y, z[. ♢

Soient maintenant π′ : SprB′′ → SprA[z] et π′′ : SprA[z] → SprA les applications
continues induites par les inclusions A[z]→ B′′ et A→ A[z] ; on pose

U ′1 := π′
(
W (ai(y)) ∩D+

(
z − y, a1

(y + z

2

)
, . . . , an+1

(y + z

2

))
∩ U1

)
U ′′1 := π′′(W (aj(z)) ∩ U ′1).

D’après l’observation 8.80, la partie U1 est constructible dans SprB′′ ; de même, U ′1
est constructible dans SprA[z], et U ′′1 est constructible dans SprA, toujours en vertu
de l’observation 8.80. Mais compte tenu de l’observation 8.83, on voit aisément que
U ′′1 = T

(1)
ij : les détails seront confiés aux soins du lecteur. Ensuite, posons

U2 := D+(−b(z)) \
⋃n+1
t=1 π

′(W (at(y)) ∩D+(y − z)
)
⊂ SprA[z]

U ′2 := π′′
(
W (ai(z)) ∩D+(b0, a1(z + 1), . . . , an+1(z + 1)) ∩ U2

)
.

Affirmation 8.84. (i) Soient (K,≤) un corps totalement ordonné, et P (X) := c0X
n +

c1X
n−1 + · · ·+ cn ∈ K[X] avec c0 ̸= 0. Pour tout x ∈ K on a :

|x| > d := |c0|−1(|c0|+ · · ·+ |cn|) ⇒ P (x)/(c0x
n) > 0.

(ii) D+(b0) = {(p,≤λ) ∈ SprA | ∃z ∈ k(p,≤λ)∀x ∈ [z,+∞[ b(x) >λ 0}.
(iii) D+((−1)N+1b0) = {(p,≤λ) ∈ SprA | ∃z ∈ k(p,≤λ)∀x ∈]−∞, z] b(x) <λ 0}.

Preuve : On a y := P (x)/(c0x
n) = 1 + c−10 c1x

−1 + · · · + c−10 cnx
−n pour tout x ̸= 0.

Noter que d ≥ 1 ; donc, si |x| > d, on a |x|−k ≤ |x|−1 pour tout k ≥ 1, d’où y ≥
1−|xc0|−1

∑n
i=1 |ci| > 1−|x|−1d > 0. Cela achève la preuve de (i). L’assertion (ii) (resp.

(iii)) découle de (i), avec P (X) := b(X) (resp. avec P (X) := −b(−X)). ♢

En raisonnant comme dans le cas précédent, et compte tenu de l’observation 8.84(ii), on
voit aisément que d’un côté U2 et U ′2 sont des parties constructible de SprA[z] et respecti-
vement SprA ; de l’autre côté U ′2 = T

(2)
i . De même, on vérifie que T (3)

j est constructible :
les détails sont laissés aux soins du lecteur. En dernier lieu, avec l’observation 8.84(ii,iii)
on voit aussitôt que :

T (4) = D+(b0, (−1)N+1b0) ∩
⋂n+1
t=1

(
D+(at(0)) \ π′′(W (at(z))

)
et cela est une partie constructible de SprA, d’après l’observation 8.80.

Affirmation 8.85. Soit c :=
∑d
i=0 ciX

d−i ∈ B avec d ≤ N et c0 ∈ A×. Pour toute partie
constructible T ⊂ SprB, la partie ϕ(W (c) ∩ T ) est constructible dans SprA.
Preuve : On peut supposer que T = R+

B(r•; s•) pour des suites r• := (r2, . . . , rm), s• :=
(s1, . . . , sn) d’éléments de B, et doncW (c)∩T = R+

B(r
∗
•; s•), avec r∗• := (c, r2, . . . , rm). Au

vu de l’observation 8.79, on peut de plus supposer que N(r•, s•) < N . Ensuite, on choisit
une filtration constructible adaptée à l’ensemble des coefficients de r2, . . . , rm, s1, . . . , sn,
et on raisonne comme dans la preuve de l’observation 8.81, pour se ramener au cas où
les coefficients principaux de tous ces polynômes sont inversibles. Or, si m ≥ 2, on a
R+
B(r
∗
•, s•) = W (b2) ∩ R+

B(r
∗
•, s•), et l’assertion suit déjà de l’observation 8.80. Sinon, la

suite r∗• ne contient que le polynôme c de degré N , et N(s•) < N , i.e. la condition (a)
de l’observation 8.81 est vérifiée, et ce cas vient d’être traité. ♢
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• Il ne reste qu’à considérer le cas où Z satisfait la condition (b) de l’observation
8.81, i.e. Z = D+(a1, . . . , an) avec N(a•) = N et les coefficients principaux de a1, . . . , an
sont inversibles dans A. Or, le problème 8.75 nous fournit une décomposition de ϕ(Z)
en des parties Z(1)

ij , Z
(2)
i , Z

(3)
j et Z(4), analogue à celle de l’observation 8.82. La preuve

de la constructibilité de ces parties se fait, mutatis mutandis, comme pour les parties
correspondantes T (1)

ij , T
(2)
i , T

(3)
j et T (4) : on détaille la vérification pour T (1)

ij et on laisse
les autres cas au lecteur. En effet, soient :

U :=

n⋂
t=1

D+

(
at

(y + z

2

))
\ π
(
W (at(X)) ∩D+(X − y, z −X)

)
⊂ SprB′′

U ′ := π′
(
W (ai(y)) ∩D+(z − y) ∩ U

)
U ′′ := π′′

(
W (aj(z)) ∩ U ′

)
.

Avec l’observation 8.85, on voit que U1, U
′
1 et U ′′1 sont des parties constructibles de SprB′′,

SprA[z] et respectivement SprA ; mais U ′′ = T
(1)
ij , d’où l’assertion. □

Remarque 8.86. Le polonais Alfred Tarski (1901-83), l’un des plus éminents logiciens
du 20ème siècle, est notamment célébré comme le fondateur de la théorie des modèles,
dont le théorème 8.76 fut l’une des premières applications : en effet, dans sa formulation
originaire, le principe de Tarski-Seidenberg établit l’élimination des quantificateurs pour
la théorie du premier ordre des corps formellement réels clos. Une exposition plus proche
en esprit à la théorie des modèles est proposée dans l’article [69] de Swan, auquel je me
suis inspiré pour ma présentation.

Problème 8.87. (Le théorème d’homomorphisme d’Artin-Lang) Soient K un corps
formellement réel clos, A une K-algèbre ; on pose X := SpecA, et rappelons que X(K)
dénote l’ensemble des K-points du K-schéma X (voir la remarque 5.49(v)). Pour tout
m ∈ X(K), l’extension de corps résiduels K → k(m) est un isomorphisme, en particulier
k(m) est un corps formellement réel clos, et si ≤m dénote son ordre total, le couple
(m,≤m) est un point de SprA. On a ainsi une application injective

X(K)→ SprA m 7→ (m,≤m)

qui identifie l’ensemble des K-points de X avec une partie de SprA.
(i) Soit A une K-algèbre de type fini. Montrer que l’image de X(K) est dense dans

la topologie constructible de SprA. Cet énoncé est l’homologue du problème 6.117(iv) ;
il est aussi une forme du théorème d’homomorphisme d’Artin-Lang.

(ii) Soit Q ⊂ A la partie multiplicative des éléments de la forme 1 +
∑r
i=1 a

2
i , pour

tout r ∈ N et tout a1, . . . , ar ∈ A. Supposons à nouveau que A soit une K-algèbre de
type fini ; montrer que X(K) ̸= ∅ si et seulement si 0 /∈ Q.
(iii) Soit A une K-algèbre intègre et de type fini. Montrer que X(K) est dense dans X

si et seulement si le corps des fractions E de A est formellement réel.
(iv) (Reelnullstellensatz) Soient n ∈ N un entier, I ⊂ A := K[T1, . . . , Tn] un idéal,
P ∈ A, et VK(I) := {x• ∈ Kn | f(x•) = 0∀f ∈ I}. Montrer que P (x•) = 0 pour tout
x• ∈ V (I) ⇔ il existe r, s ∈ N et Q1, . . . , Qr ∈ A avec P 2s +

∑r
i=1Q

2
i ∈ I.

Une autre application célèbre est le théorème suivant de E.Artin, qui donne une re-
ponse positive au XVIIème problème de Hilbert :

Théorème 8.88. Soient K un corps formellement réel clos, n ∈ N un entier, et P ∈
K[X1, . . . , Xn] tel que P (a1, . . . , an) ≥ 0 pour tous a1, . . . , an ∈ K. Alors P est une
somme de carrés dans le corps des fractions rationnelles E := K(X1, . . . , Xn).

Démonstration. Si P n’est pas une somme de carrés dans E, il existe un ordre total ≤λ
sur E tel que P <λ 0 (théorème 8.51(i)), d’où un point λ := (0,≤λ) ∈ SprK[X1, . . . , Xn]
tel que λ ∈ D+(−P ). Soit X := SpecK[X1, . . . , Xn] ; d’après le problème 8.87(i), il existe
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alors m ∈ X(K) tel que (m,≤m) ∈ D+(−P ). Mais m correspond à un point a• ∈ Kn tel
que −P (a•) > 0, contradiction. □

Exercice 8.89. Soit A• := (Aλ |λ ∈ Λ) un système d’anneaux indexé par un ensemble
partiellement ordonné filtrant Λ, et soit A la limite directe de A•. Montrer que le cône
induit (SprA→ SprAλ |λ ∈ Λop) est universel, i.e. il identifie SprA avec la limite inverse
du système cofiltrant d’espaces topologiques (SprAλ |λ ∈ Λ).

Problème 8.90. (i) Soient K un corps formellement réel clos, et E,F deux extensions
formellement réelles de K. Montrer que E ⊗K F est un anneau intègre, et que son corps
des fractions est formellement réel.

(ii) Soient C g←− A f−→ B deux homomorphismes d’anneaux. Montrer que g′ := B⊗Ag :
B → D := B ⊗A C et f ′ := f ⊗A C : C → D induisent une surjection :

SprD → SprB ×SprA SprC λ 7→ (Spr(g′)(λ),Spr(f ′)(λ)).

8.3.1. Spécialisations dans le spectre réel. Pour tout anneauA, munissons SprA de l’ordre
partiel ≤ induit par les spécialisations (voir la remarque 4.62(i)). Aussi, rappelons que
pour tout λ := (p,≤λ) ∈ SprA , le cône positif C(λ) de λ est un cône premier (exercice
8.66(iii)). Une partie convexe du corps totalement ordonné (k(p),≤λ) sera appelé aussi
brièvement λ-convexe (voir la définition 8.33(i)).

Proposition 8.91. Avec la notation ci-dessus, soient λ, µ ∈ SprA. On a :
(i) λ ≤ µ⇔ C(µ) ⊂ C(λ).
(ii) L’adhérence {λ} de λ dans SprA est une partie totalement ordonnée.
(iii) Soit {p} l’adhérence de p := σA(λ) dans SpecA (notation de la remarque 8.70(iii)).

Alors σA induit par restriction une injection {λ} ↪→ {p}.

Démonstration. (i) : Disons que λ = (p,≤λ) et µ = (µ,≤µ) ; pour tout a ∈ A notons par
ap ∈ k(p) et aq ∈ k(q) les classes de a. Par définition, on a λ ≤ µ si et seulement si la
condition suivante est vérifiée. Pour tout a ∈ A tel que 0 <λ ap, on a 0 <µ aq ; autrement
dit : si 0 ≤µ −aq, alors 0 ≤λ −ap, d’où l’assertion.

(ii) : Soient µ, µ′ ∈ {λ} avec µ ⩽̸ µ′ et µ′ ⩽̸ µ ; d’après (i), on trouve alors a ∈
C(µ) \ C(µ′) et b ∈ C(µ′) \ C(µ). On a soit a − b ∈ C(λ), soit b − a ∈ C(λ) ; comme
C(λ) ⊂ C(µ) ∩ C(µ′), dans le premier cas il vient a = (a − b) + b ∈ C(µ′), et dans le
deuxième cas b = (b− a) + a ∈ C(µ), contradiction.

(iii) : Soient µ, µ′ ∈ {λ} ; d’après (i) et (ii) on peut supposer que C(µ) ⊂ C(µ′). Soit
x ∈ C(µ′)\C(µ) ; comme C(µ)∪(−C(µ)) = A, il vient −x ∈ C(µ), donc x ∈ Supp(C(µ′))
(notation de l’exercice 8.66) et x /∈ Supp(C(µ)), d’où l’assertion. □

Corollaire 8.92. Pour tout anneau A il existe une rétraction continue

SprA→ Min(SprA)

et Min(SprA) est compact et séparé pour la topologie induite par SprA.

Démonstration. D’après la proposition 8.91(ii) (et avec le corollaire 4.72(i)), tout point de
SprA admet une spécialisation unique dans MinA. L’assertion suit alors des corollaires
4.72(ii) et 4.80. □

Lemme 8.93. Soient A un anneau, et λ := (p,≤λ) ∈ SprA. On a :
(i) Pour tout sous-anneau B ⊂ k(p), la partie

B∗ := {x ∈ k(p) | ∃b ∈ B tel que |x| ≤λ b}
est un anneau de valuation λ-convexe de k(p), appelé l’enveloppe λ-convexe de B.

(ii) Si, de plus, (B,m) est un sous-anneau local de k(p) et si m est une partie convexe
de (B,≤λ), alors B∗ domine B (définition 8.20), et son idéal maximal est

m∗ := {x ∈ k(p) | |x| <λ 1/(1 + |b|) ∀b ∈ B}.
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(iii) Soit (V,m) un anneau de valuation de k(p). Alors V est λ-convexe si et seulement
si l’on a 0 <λ 1 + x pour tout x ∈ m.
(iv) Soient (V,m) un anneau de valuation λ-convexe de k(p), et π : V → k(m) la

projection. Alors il existe un unique point λ∗ := (0,≤λ∗) ∈ Spr k(m) tel que :

(∗) 0 <λ∗ π(x) ⇔ 0 <λ x ∀x ∈ V ×.
On appelle ≤λ∗ l’ordre induit par ≤λ sur k(m).

Démonstration. (i) : On vérifie sans peine que B∗ est un sous-anneau λ-convexe de k(p).
Pour voir que B∗ est un anneau de valuation, il suffit de remarquer que pour tout
x ∈ k(p)× on a soit |x| ≤λ 1, soit |x−1| ≤λ 1 (lemme 8.16).

(ii) Noter que 0 < 1 ≤λ 1 + |b| pour tout b ∈ B ; comme m est λ-convexe, il vient
1 + |b| ∈ B× pour tout b ∈ B. Or, soit mB∗ l’idéal maximal de B∗ ; si x ∈ mB∗ \ {0}, on
a x−1 ∈ k(p) \B∗, i.e. b <λ |x−1| pour tout b ∈ B, et en particulier 1 + |b| <λ |x−1|, i.e.
|x| <λ 1/(1 + |b|). Cela montre que mB∗ ⊂ m∗. Pour l’inclusion réciproque, noter que si
x ∈ m∗\{0}, on a b ≤λ 1+|b| <λ |x−1| pour tout b ∈ B, d’où x−1 /∈ B∗, et donc x ∈ mB∗ .
Ensuite, comme B ⊂ B∗, on a B× ⊂ (B)∗×, d’où m∗ ∩B ⊂ m. Réciproquement, soit par
l’absurde x ∈ m \m∗ ; alors il existe b ∈ B tel que 0 <λ 1/(1 + |b|) ≤λ |x|. Mais on vient
de voir que 1 + |b| ∈ B× ; la convexité de m donne alors 1/(1 + |b|) ∈ m, contradiction.

(iii) : Si V est λ-convexe et si x ∈ k(p) vérifie 1 + x ≤λ 0, il vient 1 ≤λ −x, d’où
0 <λ −x−1 ≤λ 1, donc x−1 ∈ V , et ainsi x /∈ m. Réciproquement, supposons que
0 <λ 1 + x pour tout x ∈ m, et soient a ∈ k(p), b ∈ V avec 0 ≤λ a ≤λ b ; si a /∈ V , il
vient a−1b ∈ m et 0 <λ a

−1, d’où 1 ≤λ a−1b, i.e. 1− a−1b ≤λ 0, contradiction.
(iv) : Montrons d’abord que si a, b ∈ V × ont la même image dans k(m) et si 0 <λ a,

alors 0 <λ b : en effet, la condition veut dire que c := a − b ∈ m, d’où cb−1 ∈ m
et b = a(1 + cb−1) ; l’assertion suit alors de (iii). Cela établi, on voit aussitôt que la
condition (∗) définit un ordre ≤λ∗ tel que (k(m),≤λ∗) soit un corps totalement ordonné :
les détails sont laissés aux soins du lecteur. □

Proposition 8.94. Soient A un anneau, et λ := (p,≤λ), µ := (q,≤µ) ∈ SprA, avec
λ ≥ µ. Soit aussi B∗ ⊂ k(p) l’enveloppe λ-convexe de B := (A/p)q. On a :

(i) L’anneau de valuation (B∗,m∗) domine B.
(ii) L’ordre ≤λ∗ induit par ≤λ sur k(m∗) étend l’ordre ≤µ du sous-corps k(q).

Démonstration. (i) : Soient a ∈ B et b ∈ m := (q/p)q avec 0 ≤λ a ≤λ b ; compte tenu du
lemme 8.93(ii), il suffit de montrer que a ∈ m. Soit π : B → k(q) la projection. Comme
0 ≤λ b− a et 0 ≤λ a, on a λ /∈ D+(a− b)∪D+(−a), donc µ /∈ D+(a− b)∪D+(−a), d’où
π(a − b) ≤µ 0 et π(−a) ≤µ 0. Mais π(a − b) = π(a), donc finalement π(a) = 0, comme
souhaité.

(ii) : D’après (i), on a k(q) ⊂ k(m∗), donc (q,≤λ∗) est un point de SprA ; mais la
condition (∗) du lemme 8.93(iv) entraîne aisément que (q,≤λ∗) est une spécialisation de
λ. Au vu de la proposition 8.91(iii), l’assertion suit aussitôt. □

Soient A un anneau, λ := (p,≤λ) ∈ SprA, et {λ} l’adhérence de λ dans SprA. Notons
par V (A, λ) l’ensemble des anneaux de valuation λ-convexes de k(p) contenant A/p. Avec
la proposition 8.94 on obtient une injection naturelle

ω : {λ} ↪→ V (A, λ) (q,≤µ) 7→ (A/p)∗q

qui associe l’enveloppe λ-convexe de (A/p)q à toute spécialisation (q,≤µ) de λ. En effet,
comme (A/p)∗q domine (A/p)q, l’injectivité de ω suit aussitôt de la proposition 8.91(iii).
L’application ω admet l’inverse à gauche ψ : V (A, λ) → {λ} suivante : soit (V,m) ∈
V (A, λ), munissons k(m) de l’ordre ≤λ∗ induit par ≤λ (lemme 8.93(iv)), et posons q :=
(A/p) ∩m ; alors V domine (A/p)q, et si ≤µ est la restriction de ≤λ∗ au sous-corps k(q)
de k(m), on voit aisément que µ := (q,≤µ) est une spécialisation de λ dans SprA, et on
pose ψ(V ) := µ. En général, ω n’est pas une bijection.
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Comme application, on déduit l’homologue suivant du théorème 6.19 :

Théorème 8.95. Soit f : A → B un homomorphisme entier d’anneaux. Alors Spr f :
SprB → SprA est une application fermée.

Démonstration. Au vu de la proposition 4.69(i), il suffit de montrer que Spr f est spé-
cialisante. Soient donc λ := (p,≤λ), µ := (q,≤µ) ∈ SprA avec λ ≥ µ, et λ′ := (p′,≤λ′
) ∈ SprB tel que Spr(f)(λ′) = λ. Posons C := (A/p)q, et notons par (V,mV ) l’enveloppe
λ′-convexe de C : il est un anneau de valuation λ′-convexe du corps résiduel k(p′) (lemme
8.93(i)) ; de plus, la preuve de la proposition 8.94(i) montre que l’idéal maximal mC de C
est une partie convexe de (C,≤λ), et l’ordre ≤λ′ de k(p′) prolonge l’ordre ≤λ de son sous-
corps k(p), donc V domine C (lemme 8.93(ii)). Par hypothèse, f induit une extension
entière d’anneaux A/p → B/p′ ; or, V contient A/p et il est intégralement clos dans le
corps des fractions k(p′) de B/p′ (voir §8.1.1), d’où B/p′ ⊂ V . Soit q′ ⊂ B l’unique idéal
premier tel que q′/p′ = mV ∩ (B/p′) ; en résumé, on a obtenu des chaînes d’inclusions :

C ⊂ (B/p′)q′ ⊂ V k(mC) ⊂ k(q′) ⊂ k(mV ).

Soit aussi ≤β l’ordre induit par ≤λ′ sur k(mV ) (lemme 8.93(iv)), de sorte que (mV ,≤β)
est une spécialisation de (0,≤λ′) dans SprV . Comme V domine C, on voit aisément
que β := (mC ,≤β) est l’unique spécialisation de (0,≤λ) dans SprC avec σC(β) = mC
(proposition 8.91(iii)). Rappelons que l’homomorphisme naturel A → C identifie SprC
(resp. SpecC) avec une partie de SprA (resp. de SpecA) ; sous cette identification, le
point (0,≤λ) de SprC correspond à λ et le point mC de SpecC correspond à q, donc
finalement le point β de SprC correspond à µ. En dernier lieu, la restriction ≤µ′ de ≤β
au sous-corps k(q′) de k(mV ) donne un point µ′ := (q′,≤µ′) de SprB, qui spécialise λ′,
et par construction Spr(f)(µ′) = µ. □

Remarque 8.96. D’autre part, signalons que les théorèmes du type going down 3.84 et
6.28 n’ont pas des homologues pour le spectre réel : par exemple, soient A := R[X] et
B := A[Y ]/I, où I ⊂ A[Y ] est l’idéal engéndré par X2 + Y 2 ; alors l’inclusion A → B
est un homomorphisme plat et fini, mais l’application induite SprB → SprA n’est pas
générisante. En effet, on a SprB = {(m,≤m)} où m ⊂ B est l’idéal maximal engendré
par (X,Y ) et ≤m est l’unique ordre de B/m ≃ R ; mais l’image de (m,≤m) dans SprA
admet deux générisations strictes 0+ et 0− (notation de l’exemple 8.71(ii)). Voir toutefois
le problème 8.98(ii).

Exercice 8.97. Soient K un corps et (V,m) un anneau de valuation de K.
(i) Montrer que l’application σV : SprV → SpecV est générisante (voir la remarque

8.70(iii)). Donc, si k(m) est formellement réel, il en est de même pour K.
(ii) Supposons que K soit formellement réel clos, et que V soit convexe par rapport à

l’ordre unique ≤ de K. Montrer que k(m) est formellement réel clos.

Problème 8.98. (i) Soient K ⊂ K ′ une inclusion de corps formellement réels clos ;
montrer que l’inclusion i : K(T )→ K ′(T ) de corps des fractions rationnelles induit une
surjection Spr(i) : SprK ′(T )→ SprK(T ).

(ii) Soient A un anneau, et n ∈ N ; montrer que, malgré la remarque 8.96, l’inclu-
sion naturelle f : A → A[T1, . . . , Tn] induit une application continue ouverte Spr f :
SprA[T1, . . . , Tn]→ SprA.

8.4. Le spectre valuatif. Pour tout anneau A on considère l’ensemble

SpvA

des classes d’équivalence des valuations de A (avec la notation de l’exercice 8.2, il s’agit
de l’ensemble quotient VA/∼). pour tous a, b ∈ A soit aussi

RA
(
a
b

)
:= {v ∈ SpvA | v(a) ≥ v(b) ̸= +∞}.
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Noter que si v et v′ sont deux valuations équivalentes de A, on a v(b) ̸= +∞ si et
seulement si v′(b) ̸= +∞, et v(a) ≥ v(b) si et seulement si v′(a) ≥ v′(b), donc la défi-
nition de cette partie de SpvA est bien posée. Plus généralement, à tout n ∈ N et tout
a1, . . . , an, b1, . . . , bn ∈ A on associe le sous-ensemble rationnel

RA
(
a1
b1
, . . . , anbn

)
:=
⋂n
i=1RA

(
ai
bi

)
.

Définition 8.99. Soit TA la topologie sur SpvA engendrée par les sous-ensembles ra-
tionnels. Le spectre valuatif de A est l’espace topologique (SpvA,TA).

Théorème 8.100. Pour tout anneau A, le spectre valuatif SpvA est un espace spectral,
dont les sous-ensembles rationnels forment une base d’ouverts compacts.

Démonstration. Munissons l’ensemble {0, 1} de la topologie discrète, et P := {0, 1}A×A
de la topologie du produit (voir l’exemple 2.20(iii)) ; à toute valuation v de A on associe
l’application ϕv : A × A → {0, 1} telle que ϕv(a, b) = 1 si et seulement si v(a) ≥ v(b).
D’après l’exercice 8.19, deux valuations v et w de A sont équivalentes si et seulement si
ϕv = ϕw, d’où une injection bien définie

ϕ : SpvA→P v 7→ ϕv

et soit T ′A la topologie de SpvA induite par P via ϕ. Explicitement, posons

QA
(
a
b

)
:= {v ∈ SpvA | v(a) ≥ v(b)} ∀a, b ∈ A.

On voit aisément que T ′A est la topologie engendrée par la prébase formée de toutes les
parties QA

(
a
b

)
et des leurs complémentaires.

Affirmation 8.101. L’image de ϕ est l’ensemble des applications f : A × A → {0, 1}
vérifiant les conditions suivantes, pour tous a, b, c ∈ A :

(a) On a f(a, b) = 1 ou f(b, a) = 1
(b) Si f(a, b) = f(b, c) = 1, alors f(a, c) = 1
(c) On a f(a+ b, a) = 1 ou f(a+ b, b) = 1
(d) Si f(a, b) = 1, alors f(ac, bc) = 1
(e) Si f(ac, bc) = 1 et f(c, 0) = 0, alors f(a, b) = 1
(f) f(1, 0) = 0.

Preuve : Evidemment, toute application f dans l’image de ϕ satisfait ces conditions.
Réciproquement, soit f : A×A→ {0, 1} vérifiant (a)--(f) ; de (a), (f) et (d) il vient :

(g) f(0, x) = 1 pour tout x ∈ A.
Soit p := {a ∈ A | f(a, 0) = 1}. Montrons que p est un idéal de A. En effet, (a) implique
que 0 ∈ p. Ensuite, soient a, b ∈ p ; d’après (c) on peut supposer que f(a + b, a) = 1, et
avec (b) il vient f(a + b, 0) = 1, i.e. a + b ∈ p. En dernier lieu, si a ∈ p et b ∈ A, on
déduit ab ∈ p avec (d), d’où l’assertion. De plus, (e) et (f) impliquent que p est un idéal
premier ; soit alors K := k(p). Noter aussi que :

(h) f(a, a+ x) = f(a+ x, a) = 1 pour tous a ∈ A et x ∈ p.
En effet, supposons par l’absurde que f(a, a + x) = 0 ; avec (c) on déduit f(a,−x) = 1,
et au vu de (b) il vient f(a, 0) = 1. Mais d’après (g) on a aussi f(0, a+ x) = 1, et encore
par (b) on déduit f(a, a+ x) = 1, contradiction. Ensuite, posons b := a+ x ; par ce qui
précède on a f(b, b−x) = 1, d’où la deuxième identité de (h). Montrons que f se factorise
à travers la projection A×A→ A/p×A/p et une application

f : A/p×A/p→ {0, 1}.

En effet, soient a, b ∈ A et c ∈ p, et supposons d’abord que f(a, b) = 1 ; il faut montrer
que f(a + c, b) = 1. Pour cela, il suffit d’invoquer (b) et (h) ; de même on montre que
f(a, b+ c) = 1 dans ce cas. D’autre part, si f(a, b) = 0, on doit avoir f(a+ c, b) = 0, car
sinon par ce qui précède on aurait f(a, b) = f(a+c−c, b) = f(a+c, b) = 1, contradiction ;
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de même on voit que f(a, b+ c) = 0. Cela achève de vérifier que f est bien définie, et par
construction on a :

(i) f(x, 0) = 0 pour tout x ∈ A/p \ {0}.
Or, soit x ∈ k(p), et disons que x = b−1a pour certains a, b ∈ A/p ; on dira que x est
f -positif si f(a, b) = 1. Avec (d), (e) et (i) on voit aisément que cette condition ne dépend
pas des choix de a et b, et on dénote par V ⊂ k(p) la partie des éléments f -positifs. Soient
x, y ∈ V , et disons que x = b−1a, y = b−1a′ pour certains a, a′, b ∈ A/p avec b ̸= 0 ; au
vu de (c) on peut supposer que f(a+ a′, a) = 1, et avec (b) il vient alors f(a+ a′, b) = 1,
i.e. x + y ∈ V . De même, avec (d) on obtient f(aa′, ba′) = f(ba′, bb′) = 1, et (b) donne
alors f(aa′, bb′) = 1, i.e. xy ∈ V . De plus (a) implique que l’on a soit f(−1, 1) = 1,
soit f(1,−1) = 1, et dans les deux cas on conclut que −1 ∈ V ; puis 1 = (−1)2 ∈ V et
0 = 1+ (−1) ∈ V . Cela achève de montrer que V est un sous-anneau de k(p), et (a) et le
lemme 8.16 entraînent alors qu’il est l’anneau de valuation d’une valuation w de k(p) ; la
composition de w avec la projection A→ k(p) est ainsi une valuation v de A, et il suffit
maintenant de constater que ϕv = f : les détails seront laissés aux soins du lecteur. ♢

L’observation 8.101 entraîne aisément que l’image de ϕ est une partie fermée de P ;
or, d’après le théorème de Tychonoff (problème 2.25(ii)), P est un espace topologique
compact et séparé, donc de même pour (SpvA,T ′A).

Affirmation 8.102. (SpvA,TA) est un espace de type T0 (voir la définition 1.25(i)).
Preuve : Soient v, w ∈ SpvA deux valuations non équivalentes, et supposons d’abord
qu’il existe b ∈ A tel que w(b) = +∞ et v(b) ̸= +∞ ; dans ce cas il vient v ∈ RA

(
b
b

)
et

w /∈ RA
(
b
b

)
. On raisonne de même s’il existe b ∈ A tel que v(b) = +∞ et w(b) ̸= +∞.

On est donc ramené au cas où Supp(v) = Supp(w), et d’après l’exercice 8.19, quitte à
échanger v et w on peut supposer qu’il existe a, b ∈ A tel que v(a) ≥ v(b) et w(a) < w(b).
Dans ce cas on a w(a) ̸= +∞, d’où aussi v(a) ̸= +∞ et alors v(b) ̸= +∞ ; il vient
v ∈ RA

(
a
b

)
et w /∈ RA

(
a
b

)
. ♢

Noter aussi que tout sous-ensemble rationnel de SpvA est une partie ouverte et fermée
pour la topologie T ′A, car on a RA

(
a
b

)
= QA

(
a
b

)
\ QA

(
b
0

)
pour tous a, b ∈ A. Au vu de

l’observation 8.102 et de la proposition 4.57, cela achève la preuve. □

Remarque 8.103. (i) La preuve du théorème 8.100 montre aussi que toute partie construc-
tible de SpvA est réunion finie de parties de la forme(

QA
(
a1
b1

)
∩ · · · ∩QA

(
an
bn

))
\
(
QA
(
c1
d1

)
∪ · · · ∪QA

(
cm
dm

))
avec a•, b• et c•, d• des suites d’éléments de A de longueur n et m arbitraire.

(ii) Soit f : A→ B un homomorphisme d’anneaux ; pour toute valuation v : B → Γ◦
de B, la composition v ◦f : A→ Γ◦ est évidemment une valuation de A, et si v′ : B → Γ′◦
est une autre valuation équivalente à v, les valuations v ◦ f et v′ ◦ f sont évidemment
équivalentes ; on obtient ainsi une application bien définie

Spv f : SpvB → SpvA v 7→ v ◦ f.

De plus, par inspection directe des définitions on voit que

(Spv f)−1RA
(
a
b

)
= RB

( f(a)
f(b)

)
∀a, b ∈ A.

Donc Spv f est continue et compacte, et on obtient ainsi un foncteur contravariant

Spv : (Z− Alg)op → Top A 7→ SpvA f 7→ Spv f

de la catégorie des anneaux vers la catégorie des espaces topologiques.
(iii) Noter aussi que l’application

σA : SpvA→ SpecA v 7→ Supp(v)
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(notation de la définition 8.10) est continue et compacte, car on a :

σ−1A (D(a)) = RA
(
a
a

)
∀a ∈ A.

On voit aisément que l’association A 7→ σA définit une transformation naturelle

σ : Spv→ Spec.

(iv) En outre, pour tout p ∈ SpecA on a un homéomorphisme naturel

Spv k(p)
∼→ σ−1A (p)

où l’on munit la fibre σ−1A (p) de la topologie induite par l’inclusion dans SpvA. En effet,
on a déjà observé que toute valuation v avec support p se factorise à travers la projection
π : A → k(p) et une unique valuation résiduelle v : k(p) → Γv◦ (et évidemment deux
valuations v et w de A avec support p sont équivalentes si et seulement s’il en est de
même pour leurs respectives valuations résiduelles). Donc l’application continue Spv π :
Spv k(p)→ SpvA est injective et son image est σ−1A (p). Il reste à vérifier que la topologie
de Spv k(p) coïncide avec celle induite par SpvA via Spv π. Pour cela, soient x, y ∈ k(p),
et écrivons x = π(a)/π(c), y = π(b)/π(c) avec a, b ∈ A et c ∈ A\p ; comme v(π(c)) ̸= +∞
pour toute valuation v de k(p), on a Rk(p)

(
x
y

)
= Rk(p)

(π(a)
π(b)

)
= (Spv π)−1RA

(
a
b

)
, d’où

l’assertion.
(v) Noter aussi que σA admet une section continue et compacte

τA : SpecA→ SpvA

qui associe à tout p ∈ SpecA l’unique valuation triviale τA(p) de A avec support p
(définition 8.6(ii)). Noter que τ−1A (RA

(
a
b

)
) = D(b) pour tous a, b ∈ A.

(vi) Pour tout v ∈ SpvA, on notera :

k(v)+

l’anneau de valuation de la valuation résiduelle v : k(v)→ Γv◦ de v.

Exercice 8.104. (i) Soient A un anneau, S ⊂ A une partie, i : A → S−1A la locali-
sation, et munissons Z :=

⋂
s∈S RA(

s
s ) de la topologie induite par SpvA via l’inclusion

j : Z → SpvA. Montrer que Spv(i) : SpvS−1A→ SpvA est la composition d’un homéo-
morphisme SpvS−1A

∼→ Z et de j.
(ii) Soient A un anneau, I ⊂ A un idéal, π : A → A/I la projection, et munissons

Z :=
⋂
a∈I(Spv(A) \ RA(

a
a )) de la topologie induite par SpvA via l’inclusion j : Z →

SpvA. Montrer que Spv(π) : SpvA/I → SpvA est la composition d’un homéomorphisme
SpvA/I

∼→ Z et de j.
(iii) Soient f : A → B et g : A → A′ deux homomorphismes d’anneaux, et B′ :=

A′ ⊗A B. Montrer que les homomorphismes canoniques f ′ : A′ → B′ et g′ : B → B′

induisent une surjection continue d’espaces topologiques

ϕ : SpvB′ → SpvA′ ×SpvA SpvB v 7→ (v ◦ f ′, v ◦ g′).

Problème 8.105. (Spécialisations dans SpvA) Soient v : A→ Γ◦ une valuation, ∆ ⊂ Γ
un sous-groupe convexe ; le sous-groupe caractéristique de v, noté :

cΓv

est le plus petit sous-groupe convexe de Γv contenant v(A) \ Γ+
◦ . Soit ρ◦ : Γ◦ → ∆◦

l’application telle que ρ◦(γ) := γ si γ ∈ ∆ et ρ◦(γ) := +∞ sinon. On pose

v∆ := ρ◦ ◦ v : A→ ∆◦

(i) Montrer que v∆ est une valuation si et seulement si cΓv ⊂ ∆.
(ii) On suppose que cΓv ⊂ ∆. Montrer que v∆ est une spécialisation de v dans SpvA.

Dans ce cas, on dit que v∆ est la spécialisation primaire de v associée à ∆, et aussi que
v est une générisation primaire de v∆.
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(iii) Rappelons qu’il existe un unique ordre total sur Γ/∆ tel que la projection π : Γ→
Γ/∆ soit un morphisme de groupes ordonnés (exercice 8.5(ii)). On voit aussitôt que la
composition de v avec π◦ : Γ◦ → (Γ/∆)◦ est une valuation

v∆ : A→ (Γ/∆)◦ a 7→ π◦ ◦ v(a).
Montrer que v∆ est une générisation de v. On dit que v∆ est la générisation secondaire
de v associée à ∆, et aussi que v est une spécialisation secondaire de v∆.

Remarque 8.106. (i) Soient A un anneau et v, w, u ∈ SpvA ; on écrira

v ⪰p w et v ⪰s u (resp. v ⪯p w et v ⪯s u)
pour signifier que v est une générisation primaire de w et secondaire de u (resp. que v
est une spécialisation primaire de w et secondaire de u) dans SpvA.

(ii) Si v ⪰p w, et si l’on a v(a) ≥ v(b) pour certains a, b ∈ A, alors w(a) ≥ w(b). En
effet, soit ∆ ⊂ Γv un sous-groupe convexe avec cΓv ⊂ ∆, tel que w = v∆ ; l’assertion est
trivial si v(a) /∈ ∆. Si v(a) ∈ ∆ et v(b) < 0, on a v(b) ∈ cΓv, d’où l’assertion, dans ce cas.
En dernier lieu, si v(a) ∈ ∆ et v(b) ≥ 0, on a encore v(b) ∈ ∆, par convexité de ∆, et on
déduit à nouveau l’inégalité souhaitée.

Lemme 8.107. Soient A un anneau intègre, vK une valuation de K := FracA, et
∆ ⊂ ΓvK un sous-groupe convexe. Posons p := p(∆) ⊂ k(vK)+ (notation de la proposition
8.14(i)), A′ := k(vK)+p , et soient v : A→ Γv◦, v′ : A′ → Γv◦ les restrictions de vK . Alors :

(i) A′ = k(v∆)
+ et vK(A′) = ∆ · Γ+

v◦.
(ii) On a A ⊂ A′ si et seulement si cΓv ⊂ ∆.
(iii) cΓv′ = ∆, de sorte que w := v′∆ est bien définie, et k(w)+ = k(v)+/p.
(iv) Si cΓv ⊂ ∆, alors Supp(v∆) = p ∩A et k(v∆)+ = k(v∆) ∩ k(v)+/p.

Démonstration. (i) : On a v−1K (∆+) = k(vK)+ \ p (proposition 8.14(ii)), d’où vK(A′) =
∆ · Γ+

v◦. Pour vérifier que A′ = k(v∆)
+, il suffit de montrer que :

(∗) v−1K (∆ · Γ+
v◦) = A′.

Soit donc x ∈ K avec v(x) ∈ ∆ · Γv ; si v(x) ≥ 0, on a x ∈ k(vK)+ ⊂ A′. Sinon, on a
v(x) = δ + γ < 0 avec δ ∈ ∆ et γ ≥ 0 ; par suite 0 ≤ γ < −δ, d’où γ ∈ ∆, car ∆ est
convexe, donc v(x) ∈ ∆ \∆+, et alors x−1 ∈ k(vK)+ \ p, d’où finalement x ∈ A′.

(ii) : Si cΓv ⊂ ∆, on a v(A) ⊂ Γ+
v ∪∆, d’où A ⊂ A′, au vu de (∗). Réciproquement, si

A ⊂ A′, il vient v(A) \ Γ+
v◦ ⊂ (∆ · Γ+

v ) \ Γ+
v . On est alors ramené à vérifier que le sous-

groupe ∆′ engendré par (∆ · Γ+
v ) \ Γ+

v coïncide avec ∆. Or, évidemment ∆ \∆+ ⊂ ∆′,
d’où ∆ ⊂ ∆′ ; réciproquement, si γ ∈ (∆ ·Γ+

v ) \Γ+
v , en raisonnant comme dans la preuve

de (i) on voit que γ ∈ ∆, d’où l’assertion.
(iii) : Avec (i) et la preuve de (ii) on voit déjà que cΓv′ = ∆. Ensuite, soit x ∈ A′, et

écrivons x = a/s avec a ∈ k(vK)+ = k(v)+ et s ∈ k(v)+ \ p, de sorte que v(s) ∈ ∆+ ;
ainsi, v′(x) = v(a)− v(s), et on a w(x) = +∞ ⇔ v′(x) /∈ ∆ ⇔ v(a) /∈ ∆ ⇔ a ∈ p. Cela
achève de vérifier que Supp(w) = pA′, d’où k(w) = k(p). En dernier lieu, w(x) ∈ Γ+

w ⇔
v(x) ∈ ∆+ ⇔ x ∈ k(v)+ \ p. Cela montre que k(w)+ = k(v)+/p.

(iv) découle aussitôt de (ii) et (iii). □

Problème 8.108. Soient A un anneau, v ∈ SpvA et q := Supp(v).
(i) Soit w ∈ SpvA une générisation de v. Montrer que w ⪰s v ⇔ Supp(w) = q.

(ii) On dit qu’un idéal I ⊂ A est v-convexe si pour tout a ∈ A tel qu’il existe b ∈ I
avec v(a) ≥ v(b), on a a ∈ I. Montrer que les supports des spécialisations primaires de v
sont les idéaux premiers v-convexes de A.
(iii) Soit p ⊂ q un idéal premier de A ; montrer qu’il existe w ∈ SpvA avec w ⪰p v et

Supp(w) = p. Ainsi, l’application σA de la remarque 8.103(iii) est générisante.
(iv) Soient w,w′ ∈ SpvA tels que v ⪰p w ⪰s w′. Montrer qu’il existe v′ ∈ SpvA tel

que
v ⪰s v′ ⪰p w′.
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Proposition 8.109. Soient A un anneau et v ∈ SpvA. Toute spécialisation de v dans
SpvA est une spécialisation primaire d’une spécialisation secondaire de v.

Démonstration. Soient w une spécialisation de v, et p := Supp(w) ; supposons d’abord
que cΓv = {0} = v(A \ p). Dans ce cas, v{0} est une spécialisation primaire de v et
Supp(v{0}) ⊂ p. D’après le problème 8.108(iii) il existe w′ ∈ SpvA avec w′ ⪰p w et
Supp(w′) = Supp(v{0}), et évidemment v{0} ⪰s w′. En résumé, on a une chaîne de
spécialisations :

v ⪰p v{0} ⪰s w′ ⪰p w.
D’après le problème 8.108(iv) il existe alors v′ ∈ SpvA avec v ⪰s v′ ⪰p w′ ; par suite,
v′ ⪰p w, d’où l’assertion. On peut ainsi supposer que soit cΓv ̸= {0}, soit il existe x ∈ A\p
avec v(x) > 0. Remarquons maintenant :

Affirmation 8.110. (i) p est un idéal premier v-convexe.
(ii) Si a, b ∈ A et v(a) ≥ v(b), w(a) ̸= +∞, w(b) = +∞, alors v(a) = v(b) ̸= +∞.

Preuve : (ii) : En effet, les hypothèses donnent w ∈ RA
(
b
a

)
, d’où v ∈ RA

(
b
a

)
; i.e.

v(b) ≥ v(a) ̸= +∞, et l’assertion s’ensuit.
(i) : Soient x, y ∈ A avec v(x) ≥ v(y) et w(y) = +∞, et supposons par l’absurde

que w(x) ̸= +∞. D’après (ii) on a alors v(x) = v(y) ̸= +∞. Or, s’il existe a ∈ A avec
v(a) < 0, on déduit v(x) > v(ay) et w(ay) = +∞ ; mais alors (ii) donne v(x) = v(ay),
contradiction. En dernier lieu, si v(a) > 0 pour quelque a ∈ A \ p, il vient v(ax) > v(y)
et w(ax) ̸= +∞, auquel cas (ii) donne v(ax) = v(y), contradiction. ♢

D’après l’observation 8.110(i) et le problème 8.108(ii) il existe u ∈ SpvA avec v ⪰p u
et Supp(u) = Supp(w) ; montrons que w est une spécialisation de u. Pour cela, soient
a, b ∈ A tels que w ∈ RA

(
a
b

)
; puisque v est une générisation de w, on a v ∈ RA

(
a
b

)
, et

comme u est une spécialisation primaire de v, il vient u(a) ≥ u(b) (remarque 8.106(ii)).
En outre, u(b) ̸= +∞, car Supp(w) = Supp(v) ; donc u ∈ RA

(
a
b

)
, d’où l’assertion. On a

ainsi la chaîne de spécialisations : v ⪰p u ⪰s w (problème 8.108(i)). Il suffit maintenant
d’invoquer le problème 8.108(iv). □

Lemme 8.111. Soient f : A → B un homomorphisme d’anneaux, v, w ∈ SpvB deux
valuations, et posons v′ := Spv(f)(v) et w′ := Spv(f)(w). On a :

(i) Si v ⪰p w, alors v′ ⪰p w′, et si v ⪰s w, alors v′ ⪰s w′.
(ii) Spv f induit des surjections :

{u ∈ SpvB |u ⪰s v} → {u′ ∈ SpvA |u′ ⪰s v′}
{u ∈ SpvB | v ⪰s u} → {u′ ∈ SpvA | v′ ⪰s u′}.

Démonstration. (i) découle aussitôt des définitions.
(ii) : Evidemment l’homomorphisme induit i : Γv′ → Γv est injectif, et Spec(i) est alors

surjectif (exercice 8.5(iii)), donc Spv f induit une surjection des générisations secondaires
de v sur les générisations secondaires de v′. Ensuite, soit u′ ∈ SpvA avec v′ ⪰s u′, et
notons par m (resp. m′) l’idéal maximal de k(v)+ (resp. de k(v′)+). Avec le lemme 8.107(i)
on voit que :

k(u′) = k(v′) et m ∩ k(v′) = m′ ⊂ k(u′)+ ⊂ k(v′)+.
Donc, k(m′) est un sous-corps de k(m), et V := k(u′)+/m′ est un anneau de valuation
de k(m′) (remarque 8.17(iii)). D’après l’exercice 8.25(ii), il existe alors un anneau de
valuation W de k(m) avec V = k(m′) ∩W , et d’après l’exercice 8.18, l’image réciproque
W ⊂ k(v)+ de W est l’anneau de valuation d’une valuation u de k(v) ; la composition
u : B → Γu◦ de la projection B → k(v) avec u est donc une valuation de B. Par
construction, k(u′)+ = W ∩ k(u′) et v ⪰s u (remarque 8.17(ii)) ; par suite v ⪰s u, et
Spv(f)(u) = u′. □

Les résultats suivants sont les homologues des théorèmes 3.84, 6.19 et 6.28.
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Théorème 8.112. Soit f : A→ B un homomorphisme plat d’anneaux. On a :
(i) Pour tout v ∈ SpvB, l’application Spv f induit une surjection :

{w ∈ SpvB |w ⪰p v} → {w′ ∈ SpvA |w′ ⪰p Spv(f)(v)}.
(ii) L’application Spv f est générisante.

Démonstration. (i) : Soit wA ∈ SpvA avec wA ⪰p vA := Spv(f)(v) ; on cherche w ∈
SpvB avec w ⪰p v et Spv(f)(w) = wA. Soit q := Supp(wA) et notons par πA : A →
A/q et πB : B → B/qB les projections ; évidemment il existe sA, tA ∈ SpvA/q et
s ∈ SpvB/qB avec tA ⪰p sA, tels que

Spv(πA)(sA) = vA Spv(πA)(tA) = wA Spv(πB)(s) = v Spv(f ⊗A A/q)(s) = sA.

Si l’on trouve t ∈ SpvB/qB avec t ⪰p s et Spv(f ⊗A A/q)(t) = tA, on pourra prendre
w := Spv(πB)(t) (lemme 8.111(i)). Quitte à remplacer f par f ⊗AA/q (qui est encore un
homomorphisme plat, par la remarque 3.74(vi)), on peut alors supposer que A soit intègre
et q = 0, donc wA est la restriction d’une valuation wK de K := FracA. Soit ∆ ⊂ ΓwA un
sous-groupe convexe avec cΓwA ⊂ ∆ et vA = w∆

A ; la proposition 8.14(i) associe à ∆ un
idéal premier p de k(wA)+. Posons A′ := k(wA)

+
p , et soit wA′ : A′ → ΓwK◦ la restriction

de wK . D’après le lemme 8.107(ii,iv), A ⊂ A′ et cΓwA′ = ∆, de sorte que vA′ := w∆
A′ est

une spécialisation primaire bien définie de wA′ qui prolonge vA, et k(vA′)+ = k(wA′)
+/p.

Soit B′ := A′ ⊗A B ; d’après l’exercice 8.104(iii), les homomorphismes canoniques
f ′ := A′⊗Af : A′ → B′ et g : B → B′ induisent une surjection ϕ : SpvB′ → SpvA′×SpvA

SpvB, donc il existe vB′ ∈ SpvB′ avec ϕ(vB′) = (vA′ , v). On est ainsi ramené à exhiber
wB′ ∈ SpvB′ telle que wB′ ⪰p vB′ et Spv(f ′)(wB′) = wA′ , car on prendra alors w :=
Spv(g)(wB′). En outre, f ′ est plat (remarque 3.74(vi)) ; quitte à remplacer f par f ′ on
peut ainsi supposer que (A, p) soit un anneau local avec :

(∗) k(wA)
+ ⊂ A et k(vA)

+ = k(wA)
+/p.

D’après le théorème 3.84(ii), il existe un idéal premier r ⊂ s := Supp(v) de B avec
f−1(r) = 0 ; posons B := Bs/rBs, de sorte que v se factorise à travers l’homomorphisme
naturel h : B → B et une unique valuation vB de B (voir l’exercice 8.9). Noter que f :=

h ◦ f : A → B est injectif, et p = Supp(vA) = f−1(sB) ; évidemment il suffit d’exhiber
wB ∈ SpvB telle que wB ⪰p vB et Spv(f)(wB) = wA. Pour cela, soit (V,m) un anneau
de valuation de E := FracB qui domine l’anneau local intègre (B, sB) (théorème 8.21) ;
soit πV : V → k(m) la projection, et noter que k(v) = k(vB) = k(s) ⊂ k(m). Evidemment
les valuations résiduelles de v et vB coïncident, et se prolongent en une valuation w de
k(m) (exercice 8.25(ii)). Par l’exercice 8.18, le sous-anneau W := π−1V (k(w)+) ⊂ V est
l’anneau de valuation d’une valuation wE de E. Montrons que la restriction de wE au
sous-anneau B est la valuation wB souhaitée. Pour cela, noter que m = Ker(πV |W ) est un
idéal premier de W avec V =Wm ; la proposition 8.14(i) associe alors à m le sous-groupe
convexe ∆′ := ∆(m) de ΓwE , et puisque B ⊂ V , d’après le lemme 8.107(ii,iv) on a

cΓwB ⊂ ∆′ et k(w∆′

B
)+ = k(s) ∩ k(w)+ = k(vB)

+

d’où w∆′

B
= vB . D’autre part, avec (∗) il vient aisément W ∩ f(A) = f(k(wA)

+), d’où
Spv(f)(wB) = wA.

(ii) découle de (i), du lemme 8.111(ii) et de la proposition 8.109. □

Théorème 8.113. Soient f : A→ B un homomorphisme entier d’anneaux, v et v′ deux
valuations de B, et posons w := Spv(f)(v), w′ := Spv(f)(v′). On a :

(i) Si v′ est une spécialisation de v et si w = w′, alors v = v′.
(ii) Spv f induit une bijection

Sv := {u ∈ SpvB | v ⪰p u}
∼→ Sw := {u′ ∈ SpvA |w ⪰p u′}.

(iii) L’application Spv f est fermée.
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(iv) Si f est injectif, l’application Spv f est surjective et la topologie de SpvA coïncide
avec la topologie induite par SpvB via Spv f .

Démonstration. Soient q et q′ les supports de v et v′.
(i) : Par hypothèse on a Supp(w) = f−1(q) = f−1(q′), et q′ est une spécialisation de

q dans SpecB (remarque 8.103(iii)) donc q = q′ (corollaire 6.18(ii)). D’après le problème
8.108(i), v′ est alors une spécialisation secondaire de v, et noter que k(v) = k(v′) est une
extension algébrique de k(w), car f est entier. D’après l’exercice 8.15(ii,iii), l’inclusion
j : Γw → Γv′ induit une bijection Spec j : Spec Γv′

∼→ Spec Γw ; d’autre part, le noyau de
la projection π : Γv′ → Γv est un sous-groupe convexe ∆ avec ∆ ∩ Γw = {0}, car aussi
π ◦ j : Γw → Γv est injective. D’où ∆ = {0}, et v = v′.

(ii) : Par définition, on a une surjection

πv : Spec(Γv/cΓv)→ Sv ∆/cΓv 7→ v∆

et de même pour Sw ; en outre, ces surjections sont des morphismes d’ensembles partielle-
ment ordonnés, pour l’ordre induit par spécialisation de valuations. Comme les spectres
des groupes abéliens ordonnés sont totalement ordonnés (voir l’exemple 8.4), il en est
alors de même pour Sv et Sw ; compte tenu de (i), il s’ensuit déjà que Spv f se restreint
en une injection Spv(f)|Sv : Sv → Sw.

Affirmation 8.114. Pour tout b ∈ B il existe a ∈ A avec w(a) ≤ v(b).
Preuve : Soient a1, . . . , an ∈ A tels que bn + a1b

n−1 + · · · + an = 0 ; on alors v(bn) ≥
v(aib

n−i) pour quelque i > 0. Si v(b) ≥ 0, l’assertion est triviale ; sinon, on déduit
v(b) > v(bi) ≥ w(ai). ♢

Noter le diagramme commutatif d’ensembles totalement ordonnés :

Spec(Γv/cΓv)
Spec(ȷ̄) //

πv
��

Spec(Γw/cΓw)

πw
��

Sv
Spv(f)|Sv // Sw

où l’homomorphisme ȷ̄ : Γw/cΓw → Γv/cΓv est induit par l’inclusion j : Γw → Γv. Mais
l’observation 8.114 implique aisément que cΓw = cΓv ∩ Γw, et d’autre part on a déjà
remarqué que Spec j : Spec Γv → Spec Γw est une bijection ; par suite Spec(ȷ̄) est bijective,
et finalement, Spv(f)|Sv est une bijection.

(iii) : Il vient aussitôt de (ii), lemme 8.111(ii) et proposition 8.109 que Spv f est
spécialisante. L’assertion suit alors de la proposition 4.69(i) et la remarque 8.103(ii).

(iv) : On a vu que Spec f est surjective sous ces hypothèses (corollaire 6.20(i)). Soit
alors w ∈ SpvA, et q ⊂ B un idéal premier avec f−1(q) = Supp(w) ; donc k(w) est un
sous-corps de k(q), et d’après l’exercice 8.25(ii), la valuation résiduelle de w se prolonge
en une valuation v de k(q). La composition v : B → Γv de la projection B → k(q) avec v
est une valuation telle que Spv(f)(v) = w, d’où la surjectivité de Spv f . L’assertion sur
la topologie de SpvA découle avec la proposition 4.69(ii). □

Exercice 8.115. Soient A un anneau intègre et intégralement clos, B la fermeture
intégrale de A dans une extension normale E de K := FracA, et j : A → B l’inclusion.
Tout K-automorphisme σ de E induit par restriction un A-automorphisme σ|B de B,
d’où un homéomorphisme Spv(σ|B) : SpvB

∼→ SpvB. On obtient ainsi une action du
groupe G des K-automorphismes de E sur l’espace topologique SpvB. Montrer que G
agit transitivement sur (Spv j)−1(w) pour tout w ∈ SpvA.

Théorème 8.116. Soit f : A→ B un homomorphisme injectif et entier d’anneaux, avec
B intègre et A intégralement clos, et soit v une valuation de B. On a :

(i) Spv f induit une surjection :

{u ∈ SpvB |u ⪰p v} → {u′ ∈ SpvA |u′ ⪰p Spv(f)(v)}.
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(ii) L’application Spv f est générisante.

Démonstration. (i) : Soient w := Spv(f)(v) et w′ ∈ SpvA avec w′ ⪰p w ; on cherche
v′ ∈ SpvB avec v′ ⪰p v et Spv(f)(v′) = w′. Pour cela, choisissons une extension normale
E du corps FracA contenant FracB, et soit C la fermeture intégrale de A dans E.
Notons par g : A → C et h : B → C les inclusions ; d’après le théorème 8.113(iv) il
existe vC , w′C ∈ SpvC avec Spv(g)(w′C) = w′ et Spv(h)(vC) = v. D’après le théorème
8.113(ii) il existe wC ∈ SpvC avec w′C ⪰p wC et Spv(g)(wC) = w. Par construction on
a Spv(g)(wC) = Spv(g)(vC) ; d’après l’exercice 8.115, il existe alors un automorphisme
σ de la A-algèbre C tel que Spv(σ)(wC) = vC , et on voit aisément que la valuation
v′ := Spv(σ ◦ h)(w′C) convient.

(ii) découle aussitôt de (i), lemme 8.111(ii) et proposition 8.109. □

8.5. Complexes doubles. On a déjà observé (voir la remarque 7.64(i)) que pour tout
i ∈ N l’association (M,N) 7→ TorAi (M,N) définit un foncteur biadditif sur la catégorie
(A−Mod)× (A−Mod), qui pour i = 0 est isomorphe au foncteur −⊗A− de la remarque
3.7. Cela étant, on peut se demander si l’isomorphisme canonique

M ⊗A N
∼→ N ⊗AM

se prolonge pour tout i ∈ N en un système d’isomorphismes de foncteurs

TorAi (M,N)
∼→ TorAi (N,M).

Dans cette section on étudiera cette question à l’aide des complexes doubles, qui inter-
viendront plus tard aussi en d’autres situations.

Définition 8.117. Soit A une catégorie abélienne ; un complexe double de A est “un
complexe de complexes d’objets de A ”, i.e. la donnée (Mp,• | p ∈ Z) d’un système de
complexes de A et de morphismes de complexes :

· · · →Mp+1,•
dp+1,•−−−−→Mp,•

dp,•−−→Mp−1,• → · · · tel que dp,• ◦ dp+1,• = 0 ∀p ∈ Z.

De façon équivalente, un complexe double peut être vu comme un système (Mp,q | p, q ∈
Z) d’objets de A , muni de deux systèmes de différentielles

Mp,q

dhp,q //

dvp,q
��

Mp−1,q

dvp−1,q

��
Mp,q−1

dhp,q−1 // Mp−1,q−1

tels que

dhp,q ◦ dhp+1,q = 0 = dvp,q ◦ dvp,q+1 et dvp−1,q ◦ dhp,q = dhp,q−1 ◦ dvp,q ∀p, q ∈ Z.

On appelle dh•• et dv•• respectivement les différentielles horizontales et verticales.
• Le formalisme des complexes doubles est complètement analogue à celui des com-

plexes (ordinaires) de A : tout d’abord, un morphisme de complexes doubles f•• :M•• →
N•• est la donnée d’un système de morphismes de complexes

· · · // Mp+1,•
dMp+1,• //

fp+1,•
��

Mp,•
dMp,• //

fp,•
��

Mp−1,• //

fp−1,•
��

· · ·

· · · // Np+1,•
dNp+1,• // Np,•

dNp,• // Np−1,• // · · ·

tels que fp,• ◦ dMp+1,• = dNp+1,• ◦ fp+1,• pour tout p ∈ Z. Ces morphismes peuvent être
composés de la façon évidente.
• Pour un tel f••, le noyau Ker f•• est le complexe double (Ker fp,• | p ∈ Z), dont les

différentielles sont les restrictions des dM••.
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• Le conoyau Coker f•• et l’image Im f•• de f•• sont respectivement les suites

(Coker fp,• | p ∈ Z) et (Im fp,• | p ∈ Z)

avec les différentielles induits par les dN••.
• Si f••, g•• :M•• → N•• sont deux morphismes de complexes doubles, une homotopie

de f•• vers g•• est la donnée d’un système de morphismes de complexes

sp,• :Mp,• → Np+1,• tels que fp,• − gp,• = dNp+1,• ◦ sp,• + sp−1,• ◦ dMp,• ∀p ∈ Z.

8.5.1. Evidemment les complexes doubles et leurs morphismes forment une catégorie ;
avec la notation de la remarque 2.97(iii), il s’agit simplement de la catégorie C(C(A ))
(rappelons que C(A ) est une catégorie abélienne, voir l’exercice 2.98(ii)). On peut bien
sûr itérer ces définitions, et obtenir la notion de complexe triple qui sera un complexe de
complexes doubles (et ainsi de suite). En particulier, une suite exacte courte de complexes
doubles est la donnée de morphismes

Σ• : 0→M••
f1
••−−→ N••

f2
••−−→ P•• → 0

de complexes doubles, tels que Ker f1•• = Coker f2•• = 0 et Ker f2•• = Im f1••. Cela revient
à dire que Σ• est un système de suites exactes courtes de A

0→Mp,q

f1
p,q−−→ Np,q

f2
p,q−−→ Pp,q → 0 ∀p, q ∈ Z.

Le deux opérations suivantes sur les complexes doubles n’ont pas des analogues pour
les complexes ordinaires :
• En échangeant les lignes avec les colonnes d’un complexe double P•• (et les diffé-

rentielles horizontales avec les verticales), on obtient un autre complexe double

fl(P )••

qu’on appellera le flip de P•• : donc fl(P )p,q := Pq,p pour tous p, q ∈ Z. De même, à tout
morphisme de complexes doubles f•• :M•• → N•• on associe son flip

fl(f)•• : fl(M)•• → fl(N)•• avec fl(f)p,q := fq,p ∀p, q ∈ Z.

• Si A est cocomplète, on peut aussi associer à (P••, d
h
••, d

v
••) un complexe ordinaire,

appelé le complexe total de P••, en posant :

Tot(P )n :=
⊕

p+q=nPp,q ∀p, q ∈ Z.

La différentielle dn : Tot(P••)n → Tot(P••)n−1 est l’unique morphisme de A dont la
restriction au facteur direct Pp,q (pour tous p, q ∈ Z tels que p+ q = n) est :

dhp,q + (−1)p · dvp,q : Pp,q → Pp−1,q ⊕ Pp,q−1 ⊂ Tot(P••)n−1.

Vérifions que l’on a bien dn−1 ◦ dn = 0. Pour cela, il suffit de vérifier que la restriction
Pp,q →

⊕2
i=0 Pp−i,q−2+i de dn−1 ◦ dn est le morphisme nul pour chaque p, q ∈ Z avec

p + q = n ; noter que la cocomplètude de A n’intervient pas dans cette assertion. En
raisonnant comme dans la remarque 5.2 on peut ainsi supposer que A soit une sous-
catégorie pleine et exacte de A−Mod, pour un anneau associatif unitaire A convenable ;
on calcule alors pour tout x ∈ Pp,q :

dn−1◦dn(x) = dn−1(d
h
p,q(x) + (−1)p · dvp,q(x))

= (dhp−1,q + (−1)p−1dvp−1,q)(dhp,q(x))+(dhp,q−1 + (−1)pdvp,q−1)(dvp,q(x))

= (−1)p−1 · dvp−1,q ◦ dhp,q(x) + (−1)p · dhp,q−1 ◦ dvp,q(x) = 0.

Tout morphisme f•• :M•• → N•• de complexes doubles induit un morphisme

Tot(f)• : Tot(M)• → Tot(N)•

de complexes totaux : à savoir, Tot(f)n :=
⊕

p+q=n fp,q pour tout n ∈ Z.
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Remarque 8.118. Soit P•• un complexe double de la catégorie abélienne A .
(i) S’il existe p0, q0 ∈ Z tels que Pp,q = 0 pour tout p ≤ p0 et tout q ≤ q0, alors l’ex-

pression
⊕

p+q=n Pp,q est une somme directe finie pour tout n ∈ Z, et donc le complexe
Tot(P )• est bien défini même si A n’est pas cocomplète.

(ii) Si A est une catégorie de Grothendieck, le corollaire 4.27 entraîne aisément que
toute suite exacte courte Σ• de complexes doubles comme au §8.5.1 induit une suite
exacte courte de complexes totaux :

Tot(Σ)• : 0→ Tot(M)•
Tot(f1)•−−−−−→ Tot(N)•

Tot(f2)•−−−−−→ Tot(P )• → 0.

En outre, si les complexes doubles M••, N••, P•• vérifient la condition de (i), la suite
Tot(Σ)• sera exacte courte même si A n’est pas de Grothendieck.
(iii) P•• et fl(P••) ne sont pas, en général, isomorphes ; néanmoins, on a :

Lemme 8.119. (i) Si A est cocomplète, alors pour tout complexe double P•• de A il
existe un isomorphisme naturel de complexes de A :

ϕP• : Tot(P )•
∼→ Tot(fl(P ))•.

(ii) En outre, tout morphisme de complexes doubles f•• : P•• → Q•• de A induit un
diagramme commutatif de complexes :

Tot(P )•
ϕP• //

Tot(f)•
��

Tot(fl(P ))•

Tot(fl(f))•
��

Tot(Q)•
ϕQ• // Tot(fl(Q))•.

(iii) Si A n’est pas cocomplète, les assertions (i) et (ii) sont encore vérifiées pour les
complexes doubles P•• et Q•• satisfaisant la condition de la remarque 8.118(i).

Démonstration. (i) : En tout degré n ∈ Z, les termes des ces complexes sont la somme
directe des mêmes objets Pp,q avec p + q = n, et l’isomorphisme cherché sera juste
une somme directe de morphismes de la forme (−1)sp,q · IdPp,q . La preuve consiste à
déterminer les bons signes (−1)sp,q qui produisent un morphisme de complexes totaux.
Or, sur le facteur direct Pp,q, la différentielle de Tot(P )• est donnée par dhp,q+(−1)p ·dvp,q ;
sur ce même facteur direct fl(P )q,p = Pp,q, la différentielle de Tot(fl(P ))• est donnée par
dvp,q+(−1)q ·dhp,q. Il faut donc choisir les entiers s•• de telle façon à obtenir un diagramme
commutatif

Pp,q
dhp,q //

(−1)sp,q ))
(−1)p·dvp,q

��

Pp−1,q
(−1)sp−1,q

))
Pp,q−1

(−1)sp,q−1 ))

Pp,q
(−1)q·dhp,q //

dvp,q
��

Pp−1,q

Pp,q−1.

Cela conduit au système d’équations récursives

s0,0 = 0 et p+ sp,q−1 = q + sp−1,q = sp,q ∀p, q ∈ Z.
On a la solution (sp,q := pq | p, q ∈ Z). Les assertions (ii) et (iii) sont immédiates. □

Exemple 8.120. Soient A un anneau (commutatif) et (M•, d
M
• ), (N•, dN• ) deux com-

plexes de A-modules. On obtient un complexe double

M• ⊠A N•

dont le terme de bidegré (p, q) ∈ Z× Z est Mp ⊗A Nq, et dont les différentielles sont

dhp,q := dMp ⊗A Nq dvp,q :=Mp ⊗A dNq .
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Si f• :M• →M ′• et g• : N → N ′• sont deux morphismes de complexes de A-modules, on
déduit un morphisme de complexes doubles

f• ⊠A g• :M• ⊠A N• →M ′• ⊠A N
′
• avec : (f• ⊠A g•)p,q := fp ⊗A gq ∀p, q ∈ Z.

On pose

M• ⊗A N• := Tot(M• ⊠A N•)• et f• ⊗A g• := Tot(f• ⊠A g•)•.

En général, M• ⊠A N• et N• ⊠AM• ne sont pas isomorphes, mais on a :

Corollaire 8.121. Avec la notation de l’exemple 8.120, on a :
(i) Il existe un isomorphisme naturel de complexes de A-modules :

M• ⊗A N•
∼→ N• ⊗AM•.

(ii) Le diagramme suivant est commutatif :

M• ⊗A N•
∼ //

f•⊗Ag• ��

N• ⊗AM•
g•⊗Af•��

M ′• ⊗A N ′•
∼ // N ′• ⊗AM ′•.

Démonstration. D’abord, soit C•• le complexe double tel que Cp,q := Nq⊗AMp, et dont
les différentielles horizontales (resp. verticales) sont dhp,q := Nq ⊗A dMp (resp. dvp,q :=

dNq ⊗AMp) pour tous p, q ∈ Z. Les isomorphismes canoniques Mp ⊗A Nq
∼→ Nq ⊗AMp

de la proposition 3.20 induisent un isomorphisme de complexes doubles

M• ⊠A N•
∼→ C••.

Evidemment fl(C)• = N• ⊠AM•, donc on conclut avec le lemme 8.119. □

Exemple 8.122. (i) Voici une variante de l’exemple 8.120 qui est parfois utile. Soit A
une catégorie abélienne ; pour tout X ∈ Ob(A ) et tout n ∈ N notons par X ⊗Z Zn un
objet fixé représentant la somme directe X ⊕ · · · ⊕X de n copies de X (e.g. X1 = X, et
X0 = 0A est un objet zéro choisi de A ), et soient

X
eX,ni−−−→ X ⊗Z Zn

pX,ni−−−→ X ∀i = 1, . . . , n

les injections et projections canoniques. pour tous n,m ∈ N, toute application Z-linéaire
f : Zn → Zm est une matrice d’entiers f•• := (fij | i = 1, . . . ,m; j = 1, . . . , n), et pour
tout X ∈ Ob(A ) on dénote par X⊗Z f : X⊗ZZn → X⊗ZZm le morphisme de A donné
par la matrice (fij · 1X | i = 1, . . . ,m; j = 1, . . . , n), i.e.

X ⊗Z f :=
∑m
i=1

∑n
j=1 fij · e

X,m
i ◦ pX,nj .

On voit aisément que X ⊗Z 1Zn = 1X⊗ZZn pour tout X ∈ Ob(A ) et tout n ∈ N,
et X ⊗Z (g ◦ f) = (X ⊗Z g) ◦ (X ⊗Z f) pour tout couple d’applications Z-linéaires
Zn f−→ Zm g−→ Zp. En outre, pour tout morphisme ϕ : X → Y de A posons

ϕ⊗Z Zn :=
∑n
i=1 e

Y,n
i ◦ ϕ ◦ pX,n : X ⊗Z Zn → Y ⊗Z Zn ∀n ∈ N.

On vérifie de même aussitôt que (ψ◦ϕ)⊗ZZn = (ψ⊗ZZn)◦(ϕ⊗ZZn) pour tout couple de
morphisme X ϕ−→ Y

ψ−→ Z de A . Avec cette notation, soient alors (C•, d
C
• ) un complexe

de Z-modules libres de rangs finis, et (X•, d
X
• ) ∈ Ob(C(A )) ; on obtient un complexe

double de A , noté :
X• ⊠Z C•

dont le terme de bidegré (p, q) ∈ Z× Z est Xp ⊗Z Cq et dont les différentielles sont

dhp,q := dXp ⊗Z Cq dvp,q := Xp ⊗Z d
C
q .
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Si ϕ• : X• → Y• est un morphisme de C(A ) et f• : C• → D• est un morphisme
de complexes de Z-modules libres de rangs finis, on obtient de même un morphisme
ϕ• ⊠ f• : X• ⊠Z C• → Y• ⊠Z D•, comme dans l’exemple 8.120 ; on définit alors :

X• ⊗Z C• := Tot(X• ⊠Z C•) et ϕ• ⊗Z f• := Tot(ϕ• ⊠Z f•).

En outre, on pose C• ⊠Z X• := fl(X• ⊠ C•) et C• ⊗Z X• := Tot(C• ⊠Z X•).
(ii) Par exemple, soit (∆•, d

∆
• ) le complexe de Z-modules concentré aux degrés 0 et

1, tel que ∆0 = Z⊕Z, ∆1 = Z, avec différentielle Z
d∆1−−→ Z⊕Z : a 7→ (a,−a). On a deux

morphismes évidents de complexes

t1•, t
2
• : Z[0]• → ∆• avec t10(a) := (a, 0) et t20(a) := (0, a) ∀a ∈ Z.

Noter aussi que Z[0]•⊗ZX• = X• pour tout X• ∈ Ob(C(A )). Or, la donnée d’un couple
de morphismes ϕ1•, ϕ2• : X• → Y• de C(A ) et d’une homotopie s• de ϕ1• vers ϕ2• équivaut
à celle d’un morphisme de complexes de A

ψ• : ∆• ⊗A X• → Z[0]• ⊗Z Y• tel que ψ• ◦ (ti• ⊗A X•) = Z[0]• ⊗Z ϕ
i
• ∀i = 1, 2.

En effet, par définition on a

(∆• ⊗Z X•)n = (∆0 ⊗Z Xn)⊕ (∆1 ⊗Z Xn−1) = Xn ⊕Xn ⊕Xn−1 ∀n ∈ Z

et sous ces identifications, la différentielle de ∆• ⊗A X• en degré n est le morphisme
Xn ⊕Xn ⊕Xn−1→Xn−1 ⊕Xn−1 ⊕Xn−2 de A donné par la matrice en blocs :dXn 0 1Xn−1

0 dXn −1Xn−1

0 0 −dXn−1

 .

Un calcul direct que l’on confiera aux soins du lecteur montre que le système de mor-
phismes (ψn : Xn ⊕Xn ⊕Xn−1 → Yn |n ∈ Z) donnés par les matrices en blocs :(

ϕ1n ϕ2n sn−1
)

∀n ∈ Z

définissent le morphisme ψ• souhaité. Réciproquement, si un tel ψ• est donné, on en
déduit une homotopie s• de ϕ1• vers ϕ2• : à savoir, on pose sn := ψn+1 ◦ in : Xn → Yn+1,
où in : Xn → Xn+1 ⊕Xn+1 ⊕Xn est l’injection naturelle, pour tout n ∈ Z.

Exercice 8.123. Soient (M•, d
M
• ), (N•, dN• ) et (P•, d

P
• ) trois complexes de A-modules.

Montrer qu’il existe un isomorphisme naturel de complexes de A-modules

(M• ⊗A N•)⊗A P•
∼→M• ⊗A (N• ⊗A P•).

Proposition 8.124. Soient A un anneau, et (P••, d
h
••, d

v
••) un complexe double de A-

modules vérifiant l’une des conditions suivantes :
(a) Pp,q = 0 si p < 0 et le complexe (Pp,•, d

v
p,•) est exact pour tout p ∈ N.

(b) Pp,q = 0 si q < 0 et le complexe (P•,q, d
h
•,q) est exact pour tout q ∈ N.

Alors, le complexe total (T•, dT• ) := Tot(P )• est exact.

Démonstration. On vérifie d’abord la proposition sous la condition (a). Soit donc n ∈ Z
et x•• := (xp,q | p + q = n) ∈ Zn(T•) ; cela veut dire que tout xp,q ∈ Pp,q, et il existe
q0 ∈ Z tel que xp,q = 0 pour tout q < q0. De plus :

dhp,q(xp,q) + (−1)p−1 · dvp−1,q+1(xp−1,q+1) = 0 ∀p, q ∈ N tels que p+ q = n.

Il faut trouver y•• := (yp,q | p+ q = n+ 1) ∈ Tn+1 tel que dTn+1(y••) = x•• i.e.

(∗) dhn+1−k,k(yn+1−k,k) + (−1)n−k · dvn−k,k+1(yn−k,k+1) = xn−k,k ∀k ∈ Z

On va construire les yn+1−k,k ∈ Pn+1−k,k par récurrence sur k, de sorte que

(∗∗) zk := xn−k,k − dhn+1−k,k(yn+1−k,k) ∈ Ker dvn−k,k.
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On pose yn+1−k,k := 0 pour tout k ≤ q0 ; comme xp,q = 0 si q < q0, la condition (∗) est
trivialement vérifiée pour k < q0, et (∗∗) est vérifiée pour k ≤ q0.

Ensuite, soit r ≥ q0 tel que les éléments yn+1−k,k ont déjà été exhibés pour tout k ≤ r,
de telle façon que (∗) est vérifiée pour tout k < r et (∗∗) est vérifiée pour tout k ≤ r. En
particulier, comme (Pn−r,•, d

v
n−r,•) est exact, la condition (∗∗) pour k = r implique qu’il

existe yn−r,r+1 ∈ Pn−r,r+1 tel que

zr = (−1)n−r · dvn−r,r+1(yn−r,r+1).

Avec ce choix, la condition (∗) est maintenant vérifiée pour tout k ≤ r. Il reste à montrer
que (∗∗) est vérifiée pour k = r + 1. On calcule :

dvn−r−1,r+1(zr+1) = dvn−r−1,r+1(xn−r−1,r+1)− dhn−r,r ◦ dvn−r,r+1(yn−r,r+1)

= dvn−r−1,r+1(xn−r−1,r+1)− (−1)n−r · dhn−r,r(zr)

= dvn−r−1,r+1(xn−r−1,r+1) + (−1)n−r−1 · dhn−r,r(xn−r,r) = 0.

Puisque Pp,q = 0 pour tout p < 0, on a trivialement yn+1−k,k = 0 pour tout k > n + 1,
donc la suite (yp,q | p+ q = n+1) est bien un élément de Tn+1 avec dTn+1(y••) = x••. En
dernier lieu, si P•• vérifie la condition (b), son flip fl(P••) vérifie (a), et compte tenu du
lemme 8.119(i), on conclut par le cas précédent. □

Remarque 8.125. Soient A une catégorie abélienne, et P•• un complexe double de A
vérifiant l’une des conditions suivantes :

(a) le complexe (Pp,•, d
v
p,•) est exact pour tout p ∈ Z

(b) le complexe (P•,q, d
h
•,q) est exact pour tout q ∈ Z

ainsi que la condition de la remarque 8.118(i), de sorte que le complexe Tot(P )• soit
bien défini. Dans ce cas, la conclusion de la proposition 8.124 est encore assurée : le
complexe Tot(P )• est exact. Pour la preuve on se ramène, en raisonnant comme dans
la remarque 5.2, au cas où A est une sous-catégorie pleine et exacte de A − Mod, et
noter que la formation du complexe total Tot(P )• commute avec le foncteur d’inclusion
A → A−Mod, car elle ne fait intervenir que des sommes directes finies d’objets de A .
Par suite, on peut même supposer que A = A−Mod, et dans ce cas l’assertion découle
aussitôt de la proposition 8.124.

On est maintenant prêt pour repondre à la question posée ci-dessus :

Théorème 8.126. Il existe un isomorphisme de foncteurs additifs

τ iM : TorAi (M,−) ∼→ TorAi (−,M)

pour tout i ∈ N et tout A-module M . En outre, tout homomorphisme de A-modules
f :M →M ′ induit un diagramme commutatif de morphismes de foncteurs :

(□)

TorAi (M,−)
τ iM //

TorAi (f,−)
��

TorAi (−,M)

TorAi (−,f)
��

TorAi (M
′,−)

τ i
M′ // TorAi (−,M ′).

Démonstration. Soit N un A-module, et choisissons des résolutions projectives PM•
εM−−→

M , PN•
εN−−→ N . Notons (PM•, d

PM
• ) le complexe augmenté de (PM•, εM ) (voir la défini-

tion 5.6). On a une suite exacte courte de complexes évidente

0→M [1]• → PM• → PM• → 0

(avec M [1]• comme dans la remarque 2.97(ii)) d’où une suite de complexes doubles

(∗) 0→M [1]• ⊠A PN• → PM• ⊠A PN• → PM• ⊠A PN• → 0.
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Or, chaque A-module P iN est plat (corollaire 4.100(i)), donc la suite (∗) est exacte courte,
et on déduit une suite exacte courte de complexes totaux :

(∗∗) 0→M [1]• ⊗A PN• → PM• ⊗A PN• → PM• ⊗A PN• → 0

(voir l’exemple 8.120). En outre, le complexe PM• est exact, donc PM•⊗APN,p est exact
pour tout p ∈ Z, par la proposition 2.102(iii) ; compte tenu de la proposition 8.124, on
déduit que PM• ⊗A PN• est exact. Remarquons aussi que le terme en degré i ∈ Z du
complexe M [1]•⊗A PN• est simplement M ⊗A PN,i+1, et la différentielle de ce complexe
en degré i est (−1)i+1 · IdM ⊗A dNi+1 ; par suite

Hi(M [1]• ⊗A PN•) = TorAi+1(M,N) ∀i ≥ −1.

Si maintenant on considère la suite exacte longue d’homologie associée à (∗∗) on trouve
les suites exactes

0→ Hi+1(PM• ⊗A PN•)
∂i−→ Hi(M [1]• ⊗A PN•)→ 0 ∀i ≥ −1.

Autrement dit, on a obtenu un isomorphisme naturel

(†) Hi(PM• ⊗A PN•)
∼→ TorAi (M,N) ∀i ∈ N.

Si l’on échange les rôles de M et N , on obtient de même un isomorphisme naturel

(††) Hi(PN• ⊗A PM•)
∼→ TorAi (N,M) ∀i ∈ N.

De l’autre côté, l’isomorphisme naturel PM• ⊗A PN•
∼→ PN• ⊗A PM• du corollaire 8.121

induit des isomorphismes de A-modules

(† † †) Hi(PM• ⊗A PN•)
∼→ Hi(PN• ⊗A PM•) ∀i ∈ N.

Finalement, on peut combiner ces isomorphismes, pour obtenir

τM,N
i : TorAi (M,N)

∼→ TorAi (N,M) ∀i ∈ N.

En dernier lieu, soient f : M → M ′ et g : N → N ′ deux homomorphismes de A-
modules ; comme d’habitude, on choisit des résolutions PM ′•

εM′−−→ M ′, PN ′•
εN′−−→ N ′ et

des morphismes de complexes f• : PM• → PM ′• et g• : PN• → PN ′• qui se prolongent en
des morphismes f• : PM• → PM ′• et g• : PN• → PN ′• tels que f−1 := f et g−1 := g.
On déduit un diagramme de A-modules

Hi(PN• ⊗A PM•) //

Hi(g•⊗Af•)

��

TorAi (N,M)

TorAi (g,f)

��

Hi(PM• ⊗A PN•) //

jj

Hi(f•⊗Ag•)
��

TorAi (M,N)

TorAi (f,g)
��

τM,Ni

66

Hi(PM ′• ⊗A PN ′•) //

tt

TorAi (M
′, N ′)

τM
′,N′

i ((
Hi(PN ′• ⊗A PM ′•) // TorAi (N

′,M ′)

dont les flèches horizontales sont les isomorphismes (†) et (††) et les deux flèches dia-
gonales non étiquetées sont les isomorphismes († † †). Pour montrer que l’application
N 7→ τM,N

i est un isomorphisme de foncteurs additifs, et établir la commutativité du
diagramme de foncteurs additifs (□), il suffit de vérifier que le trapèze à droite commute.
Or, les deux trapèzes centraux en haut et en bas commutent par définition, et le trapèze
à gauche commute en vertu du corollaire 8.121(ii). On est donc ramené à montrer que
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les deux rectangles à l’intérieur et à l’exterieur commutent. Mais on a un diagramme
commutatif de complexes

0 // M [1]• ⊗A PN• //

f [1]•⊗Ag•
��

PM• ⊗A PN• //

f•⊗Ag•��

PM• ⊗A PN• //

f•⊗Ag•
��

0

0 // M ′[1]• ⊗A PN ′• // PM ′• ⊗A PN ′• // PM ′• ⊗A PN• // 0

dont les deux lignes horizontales sont exactes ; compte tenu de la remarque 2.111, on
déduit la commutativité du rectangle intérieur, et quitte à échanger les rôles de M et N
et de M ′ et N ′, le même argument s’applique au rectangle exterieur. □

Remarque 8.127. On peut aussi montrer que l’isomorphisme τM,N
i du théorème 8.126

ne dépend pas -- à isomorphisme canonique près -- du système de résolutions P :=
((PM•, εM ) |M ∈ Ob(A −Mod)) choisi pour construire nos foncteurs dérivés. En effet,
soit P ′ := ((QM•, ε

′
M ) |M ∈ Ob(A−Mod)) un autre tel système ; on notera TorAi,P(−,−)

et TorAi,P′(−,−) les foncteurs dérivés de M⊗A−, obtenus avec P et respectivement avec
P ′. Il vient un diagramme commutatif de foncteurs :

TorAi,P(M,−)
τMi,P //

ωP,P′
i,(M,−) ��

TorAi,P(−,M)

ωP,P′
i,(−,M)��

TorAi,P′(M,−)
τM
i,P′ // TorAi,P′(−,M)

où l’application τMi,P est l’isomorphisme τMi construit dans la preuve du théorème à l’aide
des résolutions PM• et PN•, et τMi,P′ est l’isomorphisme analogue obtenu avec QM• et

QN•. Les applications ωP,P′

i,(M,−) et ωP,P′

i,(−,M) sont les isomorphismes canoniques fournis
par la remarque 7.61(iv). En effet, on sait qu’il existe des morphismes de complexes
βM• : PM• → QM• et βN• : PN• → QN• tels que

ε′M ◦ βM0 = εM et ε′N ◦ βN0 = εN

d’où un diagramme de A-modules

Hi(QM• ⊗A QN•) //

��

TorAi,P′(M,N)

τM
i,P′

��

Hi(PM• ⊗A PN•) //

��

Hi(β
M
• ⊗Aβ

N
• )

hh

TorAi,P(M,N)

τMi,P
��

ωP,P′
i,(M,N)

77

Hi(PN• ⊗A PM•) //

Hi(β
N
• ⊗Aβ

M
• )

vv

TorAi,P(N,M)

ωP,P′
i,(N,M)

''
Hi(QN• ⊗A QM•) // TorAi,P′(N,M)

dont les quatre flèches horizontales sont les isomorphismes (†) et (††) (et les analogues
isomorphismes obtenus remplacant PM• et PN• par QM• et QN•). Les autres deux flèches
verticales sont les isomorphismes († † †). Avec ces notations, notre objectif est de montrer
que le diagramme en forme de trapèze à droite commute. Or, les rectangles intérieurs
et exterieurs commutent par définition, et le trapèze de gauche commute en vertu du
corollaire 8.121(ii). Il suffit donc de montrer la commutativité des deux trapèzes centraux,
en haut et en bas du diagramme. Pour cela, on remarque que βM• se prolonge en un
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morphisme de complexes augmentés

βM• : PM• → QM• tel que βM−1 = IdM

et compte tenu de la suite exacte correspondante 0 → M [1]• → QM• → QM• → 0, on
obtient le diagramme commutatif de complexes

0 // M [1]• ⊗A PN• //

M [1]•⊗AβN• ��

PM• ⊗A PN• //

βM• ⊗Aβ
N
•��

PM• ⊗A PN• //

βM• ⊗Aβ
N
•

��

0

0 // M [1]• ⊗A QN• // QM• ⊗A QN• // QM• ⊗A QN• // 0.

La commutativité du trapèze en haut s’ensuit aussitôt, par la remarque 2.111. Quitte à
échanger M et N , il vient de même la commutativité du trapèze en bas.

Exemple 8.128. Comme première application, on peut donner une nouvelle solution
du problème 4.24(ii) : soit Σ une suite exacte courte comme dans la partie (i) de ce
problème ; pour tout A-module N , on déduit une suite exacte longue

(∗) TorA1 (N,M2)→ TorA1 (N,M3)→ N ⊗AM1
N⊗Aϕ−−−−→ N ⊗AM2 → N ⊗AM3 → 0

(voir l’exemple 7.69). De l’autre côté, le théorème 8.126 nous fournit un isomorphisme
TorA1 (N,M3)

∼→ TorA1 (M3, N) ; si M3 est plat, on a TorA1 (M3, N) = 0 (proposition 7.70),
et cela montre que N ⊗A Σ est encore exacte courte.

De même, si M2 est plat et si Σ est universellement exacte, on a TorA1 (N,M2)
∼→

TorA1 (M2, N) = 0, et on extrait de (∗) la suite exacte

0→ TorA1 (N,M3)→ Ker(N ⊗A ϕ) = 0

d’où 0 = TorA1 (N,M3)
∼→ TorA1 (M3, N) pour tout A-module N ; d’après la proposition

7.70, cela montre que M3 est un A-module plat ; avec l’exercice suivant on déduit aussi
la platitude de M1.

Exercice 8.129. (i) Soient A un anneau, Σ := (0 → M ′ → M → M ′′ → 0) une suite
exacte courte de A-modules, et on suppose que M ′′ soit un A-module plat. Montrer que
M est un A-module plat si et seulement s’il en est de même pour M ′.

(ii) Soit f : A→ B un homomorphisme d’anneaux. Montrer que f est fidèlement plat
⇔ f est injectif et B[f ]/f(A) est un A-module plat.

(iii) Soit f : A→ B un homomorphisme d’anneaux fidèlement plat. Montrer que si B
est intègre (resp. intègre et intégralement clos), il en est de même pour A.

Problème 8.130. (Résolutions F -acycliques) Soient A,B deux catégories abéliennes,
et supposons que A ait assez d’objets projectifs ; soient en outre F : A → B un foncteur
additif exact à droite, M ∈ Ob(A ), et (Q•, d

Q
• )

ε−→M une résolution F -acyclique de M ,
i.e. telle que LiFQn = 0 pour tout n ∈ N et tout i > 0. Exhiber un isomorphisme
naturel :

LiFM
∼→ Hi(FQ•) dans B ∀i ∈ N.

Exercice 8.131. (i) Soit (P ••, d••h , d
••
v ) un complexe double de A-modules avec in-

dexation cohomologique, i.e. avec différentielles A-linéaires dp,qh : P p,q → P p+1,q et
dp,qv : P p,q → P p,q+1 pour tous p, q ∈ Z. On associe à P •• le complexe total

(TotΠ(P )•, d•) tel que TotΠ(P )n :=
∏
p+q=nP

p,q ∀n ∈ Z

et dont la différentielle est définie comme pour Tot(P )• : explicitement, pour tout n ∈ Z
et tout x•• := (xp,q | p+ q = n) ∈ TotΠ(P )n on pose

dn(x••) := (dp,qh (xp,q)− (−1)p · dp+1,q−1
v (xp+1,q−1) | p+ q = n) ∈ TotΠ(P )n+1.

Montrer que TotΠ(P )• est exact dans chacun des deux cas suivants :
(a) P p,q = 0 si p < 0, et le complexe (P p,•, dp,•v ) est exact pour tout p ∈ N.
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(b) P p,q = 0 si q < 0, et le complexe (P •,q, d•,qh ) est exact pour tout q ∈ N.
(ii) Soient M,N deux A-modules, et pour tout i ∈ N notons par LiHomA(−, N) le
i-ème foncteur dérivé à gauche du foncteur additif contravariant HomA(−, N). Exhiber
un isomorphisme de foncteurs biadditifs :

ExtiA(M,N)
∼→ LiHomA(M,N) ∀i ∈ N.

(Choisir une résolution projective P• →M et une résolution injective N → I• et adapter
la preuve du théorème 8.126 à l’aide de (i)).

8.5.2. Une application au complexe de Čech. Revenons à la situation du §5.1.8 : on consi-
dère un espace topologique T , un préfaisceau F de groupes abéliens sur T , une partie
ouverte U ⊂ T , et deux recouvrements U := (Uλ |λ ∈ Λ),V := (Vµ |µ ∈ Σ) de U . A
cette donnée on associe maintenant un complexe double :

Čp,q(U ,V ;F ) :=
∏

λ∈Λp+1,µ∈Σq+1

F (Uλ ∩ Vµ,F ) ∀p, q ∈ N

où, comme d’habitude, on pose Uλ := Uλ0
∩· · ·∩Uλp pour tout λ := (λ0, . . . , λp) ∈ Λp+1,

et de même on définit Vµ pour tout µ ∈ Σq+1. Les différentielles horizontales et verticales
sont les applications telles que :

dp,qh (f••)λ,µ :=
∑p+1
i=0 (−1)

i+q · (fτi(λ),µ)Uλ∩Vµ
dp,qv (f••)λ,µ :=

∑q+1
j=0(−1)

p+j · (fλ,τj(µ))Uλ∩Vµ
∀f•• ∈ Čp,q(U ,V ;F ).

Par inspection directe des définitions, on trouve des isomorphismes de complexes :

(Č•,q(U ,V ;F ), d•,qh )
∼→
∏
µ∈Σq+1 Č•(U ∧ Vµ,F )

(Čp,•(U ,V ;F ), dp,•v )
∼→
∏
λ∈Λp+1 Č•(V ∧ Uλ,F )

∀p, q ∈ N

où U ∧ Vµ := (Uλ ∩ Vµ |λ ∈ Λ) est un recouvrement de Vµ, pour tout µ ∈ Σq+1, et de
même pour V ∧ Uλ ; rappelons aussi que les produits de complexes se calculent terme à
terme (exercice 2.98(ii)). De plus, les augmentations des complexes de Čech fournies par
la remarque 5.26(i) induisent des augmentations

εqh :=
∏
µ∈Σq+1 εU ∧Vµ,F : Čq(V ,F )→ (Č•,q(U ,V ;F ), d•,qh )

εpv :=
∏
λ∈Λp+1 εV ∧Uλ,F : Čp(U ,F )→ (Čp,•(U ,V ;F ), dp,•v )

∀p, q ∈ N

et les systèmes (εqh | q ∈ N) et (εpv | p ∈ N) définissent des morphismes

Z[0]• ⊠Z Č
•(V ,F )

ε•h−−→ Č••(U ,V ;F )
ε•v←−− Č•(U ,F )⊠Z Z[0]•

de complexes doubles. Avec cette notation, on a :

Proposition 8.132. Supposons que pour tous λ ∈
⋃
p∈N Λp+1 et µ ∈

⋃
q∈N Σq+1 les

recouvrements U ∧ Vµ et V ∧ Uλ soient F -acycliques (voir la remarque 5.26(i)). Alors
U est F -acyclique si et seulement s’il en est de même pour V .

Démonstration. Soit (C••, d••h , d
••
v ) le complexe double tel que Cp,q := 0 si p < −1

ou q < −1, dont la colonne (C−1,•, d−1,•v ) coïncide avec le complexe de Cech aug-
menté Č•aug(V ,F ), la ligne (C•,−1, d•,−1h ) coïncide avec Č•aug(U ,F ), et avec Cp,q :=

Čp,q(U ,V ;F ) pour tout p ≥ 0 et tout q ≥ 0. Les différentielles dp,qh et dp,qv coïncident
avec les différentielles du complexe double Č••(U ,V ;F ) pour tout p ≥ 0 et tout q ≥ 0.
Les différentielles d−1,qh et dp,−1v sont respectivement les applications εqh et εpv pour tous
p, q ∈ N. (Donc, C−1,−1 = F (U), et les différentielles d−1,−1h et d−1,−1v sont les augmen-
tations εU ,F et εV ,F de la remarque 5.26(i).)

Soit de plus Č••h.aug (resp. Č••v.aug) le complexe double obtenu de C•• après troncature
de la ligne C−1,• (resp. troncature de la colonne C•,−1) ; donc Čp,qh.aug = Cp,q si p ≥ 0, et
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Č−1,qh.aug = 0 pour tout q ∈ Z. De même Čp,qv.aug = Cp,q si q ≥ 0 et Čp,−1v.aug = 0 pour tout
p ∈ Z. Il vient des suites exactes de complexes doubles :

0→ Č••v.aug → C•• → Z[0]• ⊠Z Č
•
aug(V ,F )→ 0

0→ Č••h.aug → C•• → Č•aug(U ,F )⊠Z Z[0]• → 0

induisant des suites exactes de complexes :

(∗) 0→ TotΠ(Čv.aug)
• → TotΠ(C)• → Č•aug(V ,F )→ 0

0→ TotΠ(Čh.aug)
• → TotΠ(C)• → Č•aug(U ,F )→ 0.

Or, les hypothèses de la proposition entraînent que les complexes Čp,•v.aug et Č•,qh.aug soient
exacts pour tous p, q ∈ N. Les complexes TotΠ(Čv.aug)

• et TotΠ(Čh.aug)
• sont alors

exacts, d’après l’exercice 8.131(i). Les suites exactes longues d’homologie associée aux
suites (∗) nous fournissent ainsi des isomorphismes :

Hp(Č•aug(V ,F ))
∼← Hp(TotΠ(C)•)

∼→ Hp(Č•aug(U ,F )) ∀p ∈ Z
d’où l’assertion. □

Corollaire 8.133. Si V ∧ Uλ est F -acyclique pour tout λ ∈
⋃
p∈N Λp+1, on a :

(i) U ∧ V := (Uλ ∩ Vµ |λ ∈ Λ, µ ∈ Σ) est F -acyclique ⇔ U est F -acyclique.
(ii) Si de plus V raffine U , alors U est F -acyclique ⇔ V est F -acyclique.

Démonstration. (ii) : Au vu de la proposition 8.132, il suffit de montrer que U ∧ Vµ est
F -acyclique pour tout µ ∈

⋃
q∈N Σq+1. Mais noter que U ∧ Vµ raffine le recouvrement

trivial {Vµ}, et d’autre part {Vµ} raffine U ∧Vµ (car V raffine U : les détails sont laissés
aux soins du lecteur). D’après le lemme 5.30(iii), il s’ensuit que ρi({Vµ},U ∧ Vµ) est un
isomorphisme pour tout i ∈ N (son inverse est ρi(U ∧ Vµ, {Vµ})). L’assertion suit alors
du lemme 5.30(iv).

(i) : On voit aisément que Vλ := V ∧ Uλ raffine Wλ := (U ∧ V ) ∧ Uλ, et Wλ raffine
Vλ, pour tout λ ∈

⋃
p∈N Λp+1. Ainsi ρi(Vλ,Wλ) est un isomorphisme pour tout i ∈ N

(lemme 5.30(iii)) ; il en est de même pour ρi({Uλ},Vλ), d’après le lemme 5.30(iv). Donc,
ρi({Uλ},Wλ) = ρi(Vλ,Wλ) ◦ ρi({Uλ},Vλ) est un isomorphisme pour tout i ∈ N, et alors
Wλ est F -acyclique pour tout λ ∈

⋃
p∈N Λp+1, toujours par le lemme 5.30(iv). Or, U ∧V

raffine U , donc l’assertion suit maintenant de (ii). □

Remarque 8.134. Les résultats de ce paragraphe, ainsi que l’essentiel du §5.1.8 remontent
au célèbre article [65] de J.-P. Serre : la cohomologie des faisceaux inventée dans ce travail
fondateur a radicalement transformé la géométrie algébrique moderne.

8.6. Solutions aux exercices et problèmes.
Exercice 8.2, partie (i) : La réflexivité et symétrie de la relation ∼ sont claires. Pour

la transitivité, soient (vi : A → Γi◦ | i = 1, 2, 3) des valuations avec v1∼v2∼v3, de sorte
qu’il existe des valuations v′i : A → ∆i◦ pour i = 1, 2 et des morphismes injectifs de
groupes ordonnés fi : ∆i → Γi et gi : ∆i → Γi+1 pour i = 1, 2 avec

v1 = f1◦ ◦ v′1 v2 = g1◦ ◦ v′1 = f2◦ ◦ v′2 v3 = g2◦ ◦ v′2.
On pose ∆ := ∆1 ×Γ2

∆2 := {(δ, δ′) ∈ ∆1 ×∆2 | g1(δ) = f2(δ
′)} ; on voit aisément que

∆ est un sous-groupe du groupe ∆1 ×∆2, et comme g1 et f2 sont injectifs, il en est de
même pour les projections pi : ∆ → ∆i, pour i = 1, 2. Il existe alors sur ∆ une unique
structure de groupe ordonné (∆,≤) telle que p1 soit un morphisme de groupes ordonnés,
et on vérifie aisément que p2 est elle aussi un morphisme de groupes ordonnés pour cette
même structure sur ∆. De plus, il existe une unique application v′ : A → ∆◦ telle que
pi◦ ◦ v′ = v′i pour i = 1, 2, et on voit aisément que v′ est une valuation de A. Donc
f ′1 := f1 ◦ p1 et g′2 := g2 ◦ p2 sont des morphismes injectifs de groupes ordonnés avec
f ′1 ◦ v′ = v1 et g′2 ◦ v′ = v3, d’où v1 ∼ v3, CQFD.
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Partie (ii) : Posons w := f◦ ◦ v ◦ ϕ : B → Γ′◦ ; évidemment w(0) = +∞ et w(1) = 0.
Ensuite, soient b, b′ ∈ B ; on a :

w(b+ b′) = f◦ ◦ v(ϕ(b) + ϕ(b′)) ≥ f◦(min(v ◦ ϕ(b), v ◦ ϕ(b′))) = min(w(b), w(b′)).

On voit de même que w(b · b′) = w(b) + w(b′), d’où l’assertion.

Exercice 8.5, partie (i) : En effet, soient γ ∈ Γ\{0} et n > 1 un entier tel que n ·γ = 0 ;
quitte à remplacer γ par −γ on peut supposer que γ > 0, d’où −k · γ < 0 pour tout
entier k > 0 ; d’autre part on a γ = (1 − n) · γ, contradiction. Ensuite, évidemment
le sous-groupe trivial {0} est convexe ; si en outre le rang convexe de Γ est 0, le seul
sous-groupe convexe doit être {0}, d’où Γ = {0}.

Partie (ii) : Si (Γ/∆,≤) est un groupe ordonné et si la projection π : Γ → Γ/∆ est
un morphisme de groupes ordonnés, ∆ = Ker(π) est convexe. Réciproquement, si ∆ est
convexe, on définit une relation ≤ sur Γ/∆ en posant

π(γ) ≤ π(γ′) ⇔ ∃δ ∈ ∆ tel que γ ≤ γ′ + δ

pour tous γ, γ′ ∈ Γ. On voit aisément que ≤ est bien définie sur le quotient Γ/∆, i.e. ne
dépend pas du choix des représentants γ, γ′ des classes π(γ), π(γ′). Ensuite, si π(γ) ≤
π(γ′) et π(γ′) ≤ π(γ′′), il existe δ, δ′ ∈ ∆ tels que γ ≤ γ′ + δ et γ′ ≤ γ′′ + δ′, d’où γ ≤
γ′′+δ+δ′, et donc π(γ) ≤ π(γ′′). Pour montrer que ≤ est une relation d’ordre, il ne reste
qu’à montrer que si π(γ) ≤ π(γ′) et π(γ′) ≤ π(γ′′), on a π(γ) = π(γ′) ; or, par hypothèse
il existe δ, δ′ ∈ ∆ tels que γ ≤ γ′ + δ et γ′ ≤ γ + δ′, d’où −δ′ ≤ γ − γ′ ≤ δ, autrement
dit 0 ≤ γ − γ′ + δ′ ≤ δ + δ′, et la convexité de ∆ donne γ − γ′ + δ′ ∈ ∆, d’où l’identité
souhaitée. Il est aussi évident que si π(γ) ≤ π(γ′), alors π(γ) + π(γ′′) ≤ π(γ′) + π(γ′′)
pour tout γ′′ ∈ Γ, d’où l’assertion.

Partie (iii) : Pour tout sous-groupe convexe ∆′ de ∆, notons :

c(∆′)

le plus petit sous-groupe convexe de Γ contenant ∆′ (i.e. l’intersection des sous-groupes
convexes Γ′ ⊂ Γ contenant ∆′). Noter que c(∆′) est l’ensemble des γ ∈ Γ tels qu’il
existe δ ∈ ∆′ avec −γ, γ ≤ δ ; en effet, évidemment si γ satisfait cette condition, alors
γ ∈ c(∆′), et de l’autre côté, on voit aisément que l’ensemble des éléments γ satisfaisant
cette condition est un sous-groupe convexe de Γ, d’où l’assertion. Il suffit de montrer que
c(∆′)∩∆ = ∆′ pour tout ∆′ ∈ Spec∆. Or, évidemment ∆′ ⊂ c(∆′)∩∆ ; de l’autre côté,
si δ ∈ c(∆′) ∩∆, par ce qui précède il existe δ′ ∈ ∆′ tel que −δ, δ ≤ δ′, d’où δ ∈ ∆′, car
∆′ est convexe dans ∆.

Ensuite, montrons que Spec(i) est injective si Γ/∆ est de torsion. En effet, soient
Γ′′ ⊂ Γ′ deux sous-groupes convexes de Γ avec Γ′′ ∩∆ = Γ′ ∩∆, on déduit un homomor-
phisme de groupes surjectif Γ′/(Γ′ ∩∆)→ Γ′/Γ′′, et de l’autre côté Γ′/(Γ′ ∩∆) ⊂ Γ/∆ ;
en particulier, Γ′/Γ′′ est de torsion. Mais (ii) nous dit que Γ′/Γ′′ est un groupe ordonné,
d’où Γ′ = Γ′′, compte tenu de (i).

Exercice 8.9 : On peut supposer que S soit une partie multiplicative. On pose

w(a/s) := v(a)− v(s) ∀a ∈ A, ∀s ∈ S.
Montrons d’abord que w(a/s) ne dépend que de la classe de a/s dans S−1A : en effet, si
a′ ∈ A et si s′ ∈ S, on a a/s = a′/s′ si et seulement s’il existe t ∈ S tel que as′t = a′st,
d’où v(a) + v(s′) + v(t) = v(a′) + v(s) + v(t). Or, par hypothèse v(t) ̸= +∞ ; il s’ensuit
aisément que v(a)− v(s) = v(a′)− v(s′), d’où l’assertion. Ensuite, pour tous a, b ∈ A et
tous s, t ∈ S on calcule

w(s−1a+ t−1b) =v(at+ bs)− v(st)
≥min(v(a) + v(t), v(b) + v(s))− v(s)− v(t)
≥min(v(a)− v(s), v(b)− v(t)) = min(w(a/s), w(b/t)).



§ 8.6: Solutions 557

On voit aussi aisément que w((a/s) · (b/t)) = w(a/s) + w(b/t), ce qui achève de mon-
trer que w est une valuation, et évidemment c’est l’unique valuation sur S−1A telle que
w(a/1) = v(a) pour tout a ∈ A, comme souhaité.

Exercice 8.11, partie (i) : Noter que | · |a,ρ est la composition de | · |0,ρ : A[X] → Γ◦
avec l’automorphisme A[X]

∼→ A[X] : P (X) 7→ P (X + a). Par l’exercice 8.2(ii), on peut
donc prendre a = 0. Si P (X) =

∑n
i=0 biX

i et si Q(X) =
∑n
i=0 ciX

i, il vient :

v(bk + ck) + kρ ≥ min(v(bk), v(ck)) + kρ = min(v(bk) + kρ, v(ck) + kρ) ∀k ≤ n

d’où |P + Q|0,ρ ≥ min(|P |0,ρ, |Q|0,ρ). Ensuite, disons que PQ =
∑m
k=0 dkX

k, et soit i
(resp. j) le plus petit des entiers k = 0, . . . , n tel que |P |0,ρ = v(bk) + kρ (resp. tel que
|Q|0,ρ = v(ck) + kρ). Il vient dk =

∑k
t=0 btck−t, pour tout k = 0, . . . ,m, et on a

v(btck−t) + kρ = (v(bt) + tρ) + (v(ck−t) + (k − t)ρ) ≥ γ := |P |0,ρ + |Q|0,ρ
d’où |dkXk|0,ρ ≥ γ pour k = 0, . . . ,m, et ainsi |PQ|0,ρ ≥ γ. D’autre part, on a
v(btci+j−t)+(i+j)ρ > γ si t ̸= i, et v(bicj)+(i+j)ρ = γ, d’où v(di+j)+(i+j)ρ = γ (re-
marque 8.8(ii)), et finalement |PQ|0,ρ = γ, d’où l’assertion. Il est clair que Supp(|·|(a,ρ)) =
p[X], d’où l’existence et unicité de l’extension de | · |(a,ρ) à k(X).

Partie (ii) : D’après (i), |·|v(aλ,ρλ) est une valuation sur A[X], et il en est de même pour
l’application A[X] → Γ◦ : P (X) 7→ w(P (x)) ; par suite, il suffit de montrer l’assertion
pour P (X) = X−a, avec a ∈ A arbitraire. Mais d’un côté, comme w(x−aλ) = w(aλ−x)
(remarque 8.8(i)), on a :

min(w(x− a), w(x− aλ)) = min(w(x− aλ), w(aλ − a)) = |X − a|v(aλ,ρλ) ∀λ ∈ Λ

et de l’autre côté, l’hypothèse sur (aλ |λ ∈ Λ) entraîne qu’il existe λ0 ∈ Λ tel que
min(w(x− a), w(x− aλ)) = w(x− a) pour tout λ ≥ λ0, d’où l’assertion.

Problème 8.12, partie (i) : On a w(1) = w(1 · 1) ≥ w(1) + w(1) ≥ 0 + 0 = 0,
d’où w(1) ∈ {0,+∞}. Si w(1) = +∞, on a w(a) = w(1 · a) ≥ w(a) +∞ = +∞, i.e.
w(a) = +∞ pour tout a ∈ A. Ensuite, w(−a) ≥ min(w(0), w(a)) = w(a) pour tout
a ∈ A, donc aussi w(a) ≥ w(−a), d’où w(a) = w(−a) pour tout a ∈ A. Il vient alors
w(a+ b) ≥ min(w(a), w(b)) pour tous a, b ∈ A, d’où la dernière assertion.

Partie (ii) : Soit a ∈ A, et posons vn := w(an)/n pour tout n ∈ N \ {0} ; on doit
vérifier la convergence dans R◦ de la suite (vn |n ∈ N \ {0}). Si vk = +∞ pour quelque
k > 0, il vient vn = +∞ pour tout n ≥ k, d’où l’assertion, dans ce cas. Donc, on peut
supposer que vn ∈ R pour tout n > 0. Noter que :

vkn ≥ vn ∀k, n ∈ N \ {0}.

Par suite, pour tous k, n ∈ N \ {0} et tout r = 0, . . . , n− 1, on a :

vkn+r ≥ 1
kn+r (w(a

kn) + w(ar)) = kn
kn+r · vkn + w(ar)

kn+r ≥
kn
kn+r · vn + w(ar)

kn+r .

Or, pour n ∈ N\{0} et un nombre réel ε > 0 donnés, choisissons k ∈ N tel que r/(kn+r) <
ε et |w(ar)/(kn+ r)| < ε pour tout r = 0, . . . , n− 1 ; il vient vt ≥ min(vn, (1− ε) · vn)− ε
pour tout t ≥ kn. Par suite :

lim sup
n→+∞

vn = lim inf
n→+∞

vn

d’où l’assertion. Ensuite, puisque w(an) ≥ n · w(a) pour tout n ∈ N \ {0}, on a w∗(a) ≥
w(a), et la définition de w∗ entraîne aussitôt que w∗(an) = n·w∗(a) pour tout n ∈ N\{0}.
Vérifions que w∗ est une semi-norme : soient a, b ∈ A avec w∗(b) ≥ w∗(a), et ε > 0 un
nombre réel ; par ce qui précède, il existe k0 ∈ N tel que

w(ak)/k > w∗(a)− ε w(bk)/k > w∗(b)− ε ∀k ≥ k0.
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Prenons un entier t ≥ 2k0 suffisamment grand, de sorte que :

w(ai)/n > −ε w(bi)/n > −ε ∀n ≥ t, ∀i ≤ k0
et posons aussi M := min(w∗(a)− ε, (w∗(a)− ε) · (1− ε)). D’un côté, avec (i) on a :

w((a+ b)n)/n ≥ min(w(ai)/n+ w(bn−i)/n | i = 0, . . . , n) ∀n ∈ N \ {0}
et de l’autre côté, pour tout entier n ≥ t avec k0/n < ε, on a :

w(ai)/n+ w(bn−i)/n ≥

{
w∗(a)− ε si i, n− i ≥ k0
M − ε sinon.

On déduit aussitôt que w∗(a+b) ≥ w∗(a) = min(w∗(a), w∗(b)). En dernier lieu, l’inégalité
w∗(ab) ≥ w∗(a) + w∗(b) découle aussitôt de la même inégalité pour w(ab).

Partie (iii) : Soient (B, u) un anneau semi-normé uniforme, et f : (A,w)→ (B, u) un
morphisme d’anneaux semi-normés ; il existe alors C ∈ R tel que u(f(a)) ≥ C + w(a)
pour tout a ∈ A, d’où u(f(a)) = u(f(a)n)/n ≥ C/n + w(an)/n pour tout n ∈ N \ {0}.
Par suite, u(f(a)) ≥ w∗(a) pour tout a ∈ A, i.e. f est un morphisme (A,w∗) → (B, u)
de AnUni. L’assertion s’ensuit aussitôt.

Partie (iv) : On vérifie aisément que A+ est un sous-anneau de A, et que I est un
idéal radical de A+ ; de même, on voit aussitôt que J est un idéal radical de A et de
A+ : les détails sont confiés au lecteur. Ensuite, soient x ∈ A et a1, . . . , an ∈ A+ tels que
xn+a1x

n−1+ · · ·+an = 0 ; par suite, n ·w(x) ≥ min(w(ai)+(n− i) ·w(x) | i = 1, . . . , n),
d’après (i). Soit alors j ∈ {1, . . . , n} tel que n · w(x) ≥ w(aj) + (n − j) · w(x) ; il vient
j ·w(x) ≥ w(aj) ≥ 0, d’où w(x) ≥ 0, i.e. x ∈ A+, et cela montre que A+ est intégralement
fermé dans A. En dernier lieu, il est clair que w(a + b) = w(a) pour tout a ∈ A et tout
b ∈ J , donc w est la composition de la projection A → A et d’une unique application
w : A→ R◦, et on vérifie sans peine que w est une semi-norme p-multiplicative.

Exercice 8.15, partie (i) : Soient x1, . . . , xr ∈ K ′ \ {0} tels que les classes des valeurs
v′(x1), . . . , v

′(xr) dans Γ′/Γ sont deux à deux distinctes. et y1, . . . , ys ∈ K ′+ dont les
images ȳ1, . . . , ȳs ∈ k′ soient k-linéairement indépendantes ; noter que v′(y1) = · · · =
v′(ys) = 0. Il suffit de montrer que les éléments (xiyj | i = 1, . . . , r; j = 1, . . . , s) sont
K-linéairement indépendants. Soit donc

∑r
i=1

∑s
j=1 aijxiyj = 0 une relation K-linéaire

(avec aij ∈ K pour tous i, j) ; en vertu de la remarque 8.8(ii) on déduit aisément qu’il
existe deux couples d’indices (i, j) et (i′, j′) tels que aij , ai′j′ ̸= 0 et v′(aijxiyj) =
v′(ai′j′xi′yj′), donc v(aij) + v′(xi) = v(ai′j′) + v′(xi′), contradiction.

Partie (ii) : Remarquons que Γ′/Γ est un groupe de torsion. En effet, si γ ∈ K ′, il
existe x ∈ K ′ avec v′(x) = γ, et une sous-extension finie E ⊂ K ′ de K avec x ∈ E ; il
vient [v′(E×) : Γ] ≤ [E : K], par la partie (i), d’où l’assertion. Soit ∆′ ⊂ Γ′ un sous-
groupe convexe, et notons ∆ := ∆′ ∩ Γ ; par inspection de la solution l’exercice 8.5(iii),
on voit que ∆′ est l’ensemble des éléments γ ∈ Γ′ tels qu’il existe δ ∈ ∆ avec −γ, γ ≤ δ.
Or, notons p(∆′) ∈ SpecK ′ et p(∆) ∈ SpecK comme dans la proposition 8.14(i) ; on
doit montrer que p(∆) = K ∩ p(∆′), et l’inclusion K ∩ p(∆′) ⊂ p(∆) vient aussitôt des
définitions. Si x ∈ p(∆), on a γ < v(x) pour tout γ ∈ ∆, donc aussi pour tout γ ∈ ∆′,
par ce qui précède, i.e. x ∈ p(∆′), d’où l’assertion.

Partie (iii) : Cela découle de (ii) et de l’exercice 8.5(iii).
Partie (iv) : Soit π : K+ → k la projection, et P (X) := Xn+a1X

n−1+· · ·+an ∈ k[X]
un polynôme unitaire ; choisissons ai ∈ K+ avec π(ai) = ai pour i = 1, . . . , n, et soit
α ∈ K une racine du polynôme Q(X) := Xn + a1X

n−1 + · · ·+ an. Si v(α) < 0, il vient
v(aiα

n−i) > v(αn) pour tout i = 1, . . . , n, d’où v(Q(α)) = v(αn) ̸= +∞ (remarque
8.8(ii)), contradiction. Ainsi, α ∈ K+, et P (π(α)) = 0.

Exercice 8.18 : Soit x ∈ K \ π−1V ′ ; si x /∈ V , on a x−1 ∈ m, d’où x ∈ π−1V ′, contra-
diction. Donc x ∈ V , et on doit avoir x ∈ V ×, car sinon x ∈ m ⊂ π−1V ′, contradiction ;
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or π(x) ∈ k(m) \ V ′, d’où π(x−1) = π(x)−1 ∈ V ′, i.e. x−1 ∈ π−1V ′, et l’assertion suit du
lemme 8.16.

Exercice 8.19 : Evidemment, la condition est vérifiée si v et w sont équivalentes. Pour
la réciproque, remarquons d’abord que la condition implique que pour tout a ∈ A on
a v(a) = +∞ si et seulement si w(a) = +∞, i.e. v et w ont le même support, donc
K := k(v) = k(w), et v et w se factorisent à travers des valuations uniques v et w de K.
Il suffit alors de montrer que v est équivalente à w, et on est ainsi ramené au cas où A est
un corps. Dans ce cas, la condition implique que pour tout a ∈ A on a v(a) ≥ v(1) = 0
si et seulement si w(a) ≥ w(1) = 0, donc v et w ont le même anneau de valuation.
L’assertion découle alors de la remarque 8.17(i).

Exercice 8.23 : D’après le théorème 8.21, il existe un anneau de valuation (W,mW )
de K avec (A,mA) ≤ (W,mW ) ; posons F := {p ∈ SpecW | p ∩ A = mA}, et noter que
mW ∈ F , et q :=

⋂
p∈F p est l’élément minimal de F (pour l’ordre donné par inclusion

d’idéaux). Soient alors V := Wq, et mV := qV ; d’après la remarque 8.17(ii), V est un
anneau de valuation de V , et on a mV ∩ A = mV ∩W ∩ A = q ∩ A = mA, i.e. (V,mV )
domine (A,mA). Il reste à vérifier que dimV = 1. Or, par hypothèse mA ̸= 0, donc
mV ̸= 0, d’où dimV ≥ 1 ; soit alors p ̸= 0 un idéal premier de V , et prenons a ∈ p \ {0}.
Puisque FracA = K, on a a = b/b′ pour certains b, b′ ∈ A \ {0}, et alors b ∈ p, d’où
p ∩ A = mA ; par suite, r := p ∩W ∈ F , et ainsi q ⊂ r, donc mV ⊂ rV = p (lemme
3.30(i)), i.e. p = mV , d’où l’assertion.

Exercice 8.25, partie (i) : Au vu du corollaire 8.24, il suffit de montrer que pour
tout anneau de valuation (V,m) de K contenant A, il existe un anneau de valuation V ′

de K tel que V ′ ⊂ V et A ≤ V ′. Pour cela, soit p := A ∩ m ; donc A/p ∈ Lk(m), et
par le théorème 8.21 il existe un anneau de valuation W de k(m) avec A/p ≤ W . Soit
π : V → k(m) la projection ; V ′ := π−1W est un anneau de valuation de K (exercice
8.18), et on voit aisément que A ≤ V ′.

Partie (ii) : Soit (V,mV ) l’anneau de valuation de v ; d’après le théorème 8.21, il
existe un anneau de valuation (W,mW ) de E avec V ⊂ W et mV = mW ∩ V . Montrons
que V = K ∩ W . Pour cela, il suffit de vérifier que K ∩ W ⊂ V ; on raisonne par
l’absurde : si x ∈ (K ∩W ) \V , on a x−1 ∈ mV (lemme 8.16), d’où x−1 ∈ mW , mais alors
x /∈ W , contradiction. On voit aisément que la valuation w de E d’anneau de valuation
W convient (rappelons que Γv = K×/V × et Γw = E×/W×, à isomorphisme de groupes
ordonnés près : voir la preuve du lemme 8.16).

Partie (iii) : Si | · |v(b,ρ) = | · |
v
(b′,ρ′), il vient :

ρ = |X − b|v(b,ρ) = |X − b|
v
(b′,ρ′) = min(v(b− b′), ρ′)

ρ′ = |X − b′|v(b′,ρ′) = |X − b
′|v(b,ρ) = min(v(b− b′), ρ)

d’où ρ ≤ ρ′ ≤ ρ, i.e. ρ = ρ′ ; par suite ρ = min(v(b − b′), ρ), i.e. v(b − b′) ≥ ρ. Pour
la réciproque, soit k := k(v) ; d’après l’exercice 8.11(i), | · |v(b,ρ) et | · |v(b′,ρ) ont le même
support, et se factorisent à travers des valuations de Gauss k(X) → Γ◦. Donc, on peut
supposer que B = k. Soit K une clôture algébrique de k ; par (ii), il existe une valuation
w de K prolongeant v, et notons par | · |w(b,ρ) et | · |w(b′,ρ) les valuations de Gauss de K[X]

de rayon ρ et centres b et b′. Evidemment il suffit de montrer que si v(b − b′) ≥ ρ alors
| · |w(b,ρ) = | · |

w
(b′,ρ). Or, pour tout α ∈ K il vient

|X − α|w(b,ρ) = min(ρ, w(b− α)) = min(ρ, w((b− b′) + (b′ − α))).
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Si |X −α|w(b,ρ) = ρ, on doit avoir w(b′−α) ≥ ρ (remarque 8.8(ii)), d’où |X −α|w(b′,ρ) = ρ,
et si |X − α|w(a,ρ) < ρ, il vient w(b′ − α) < ρ, d’où w(b − α) = w(b′ − α), et à nouveau
|X − α|w(b,ρ) = |X − α|

w
(b′,ρ). Mais tout polynôme de K[X] est scindé, d’où l’assertion.

Partie (iv) : Soit E une clôture algébrique de K ; d’après (ii) on trouve une valuation
w′ de E(X) prolongeant w, et soient (W ′,mW ′) et (E+,mE) les anneaux de valuation de
w′ et de v′ := w′|E . L’exercice 8.15(i) entraîne aisément que v′(E×) ⊂ Q⊗Z v(K

×), et que
k(mE) est une extension algébrique de k(mK). Ainsi, d’une part, s’il existe a ∈ K tel que
v(a) = ρ et si l’image de a−1X dans k(mW ) est transcendante sur k(mK), alors l’image
de a−1X dans k(mW ′) est transcendante sur k(mE) ; d’autre part, si Zρ ∩ v(K×) = {0},
on a Zρ ∩ v′(E×) = {0}. Par suite, on peut remplacer K, v par E,w, et supposer que
K soit algébriquement clos. Or, soit Λ := {w(X − b) | b ∈ K}, et pour tout λ ∈ Λ,
fixons bλ ∈ K tel que w(X − bλ) = λ ; d’après l’exercice 8.11(ii) il existe λ0 ∈ Λ tel que
w(X) = |X|v(bλ,λ) pour tout λ ∈ Λ avec λ ≥ λ0. Si ρ /∈ v(K×), il vient aussitôt ρ = λ et
v(bλ) > ρ pour tout tel λ, i.e. ρ = λ0 est l’élément maximal de Λ, et | · |v(0,ρ) = | · |

v
(bρ,ρ)

,
par (iii). Toujours avec l’exercice 8.11(ii), on déduit que w(P (X)) = |P (X)|v(0,ρ) pour
tout P (X) ∈ K[X], d’où l’assertion, dans ce cas. En dernier lieu, supposons que v(a) = ρ
pour quelque a ∈ K, et que l’image Y ∈ k(mW ) de Y := a−1X soit transcendante
sur k(mK) ; soit aussi b ∈ K. Si v(b) ̸= ρ, il vient w(X − b) = |X − b|v(0,ρ) (remarque
8.8(ii)) ; si v(b) = ρ, on a w(X − b) ≥ ρ = |X − b|v(0,ρ). Supposons par l’absurde, que
w(X− b) > ρ ; alors w(Y −a−1b) > 0, et ainsi Y est l’image x de x := a−1b dans k(mW ).
Mais x ∈ k(mK), alors que Y est transcendant sur k(mK), contradiction. Comme tout
P ∈ K[X] est scindé sur K, cela achève de montrer que w = | · |v(0,ρ).

Partie (v) : Soient x1, . . . , xr ∈ E+ dont les images x1, . . . , xr ∈ k(mE) sont algébri-
quement indépendantes sur k(mK), et y1, . . . , ys ∈ E tels que les images de w(y1), . . . , w(ys)
dans Q⊗Z (Γw/Γv) sont Q-linéairement indépendantes. Posons F := K(x•, y•) ⊂ E. On
montrera plus précisément :

(a) les éléments x1, . . . , xr, y1, . . . , ys sont algébriquement indépendants sur K
(b) le corps résiduel de l’anneau de valuation F+ := E+ ∩ F est k(mK)(x•)
(c) le groupe des valeurs de w|F est Γv ⊕ Zw(y1)⊕ · · · ⊕ Zw(ys) ⊂ Γw.

Pour cela, on raisonne par récurrence sur r + s ∈ N. Si r + s = 0, l’assertion est triviale.
Ensuite, si r = 1 et s = 0 (resp. si r = 0 et s = 1), l’exercice 8.15(i) montre que x1 (resp.
y1) est transcendant sur K ; de plus, (iv) entraîne que w|F = | · |(0,ρ) avec ρ := 0 (resp.
ρ := w(y1)), d’où (b) et (c). En dernier lieu, soient r′ ≤ r, s′ ≤ s avec 1 ≤ r′+ s′ < r+ s,
et supposons que l’assertion soit déjà connue pour les suites x′• := (x1, . . . , xr′) et
y′• := (y1, . . . , ys′). Posons F ′ := K(x′•, y

′
•), F ′+ := E+ ∩ F ′, mF ′ := mE ∩ F ′+, et Γ′ :=

Γv⊕Zw(y1)⊕· · ·⊕Zw(ys′). Il suffit alors de vérifier que : (a’) xr′+1, . . . , xr, ys′+1, . . . , ys
sont algébriquement indépendants sur F ′, (b’) k(mF ′)(xr′+1, . . . , xr) est le corps résiduel
de F+, et (c’) le groupe des valeurs de w|F est Γ′ ⊕Zw(ys′+1)⊕ · · · ⊕Zw(ys). Cela nous
ramène au cas où r + s = 1, déjà connu.

Problème 8.28, partie (i) : Remarquons d’abord que VE/V est l’ensemble des anneaux
de valuation W de E tels que W ∩ K = V . En effet, si mV ⊂ V et mW ⊂ W sont les
idéaux maximaux, la condition W ∩K = V implique que mW ∩V = mW ∩K = mV , d’où
V ≤W ; réciproquement, si W ∈ VE/V , évidemment W ∩K est un anneau de valuation
de K avec V ≤ W ∩ K, donc l’assertion suit du théorème 8.21. De plus, pour toute
extension algébrique F de E on a une surjection

πF/E : VF/V → VE/V W 7→W ∩ E.
En effet, siW ∈ VF/V , on aW∩E ∈ VE/V par l’observation précédente. Réciproquement,
si W ′ ∈ VE/V , on a VF/W ′ ̸= ∅ (encore par le théorème 8.21), et pour tout W ∈ VF/W ′
on a W ∩ E =W ′, d’où W ∈ VF/V . Remarquons aussi :
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Lemme 8.135. Si W,W ′ ∈ VE/V sont deux éléments distincts, on a W ⊈W ′.

Démonstration. Supposons par l’absurde que W ⊂ W ′ ; notons par m et m′ les idéaux
maximaux de W et W ′, et posons p := W ∩ m′. On sait que p ⊊ m, car sinon on
aurait W ≤ W ′, d’où W = W ′, par le théorème 8.21. Mais comme V ≤ W,W ′, il vient
V ∩ p = V ∩m, et d’autre part l’exercice 8.15(iii) nous dit que l’inclusion V →W induit
une bijection SpecW

∼→ SpecV , contradiction. □

Or, soit F une extension finie et normale de K contenant E ; on est ramené à montrer
que VF/V est un ensemble fini, i.e. on peut supposer que E soit une extension normale
finie de K, et dans ce cas il suffit de vérifier que l’action naturelle de Gal(E/K) sur VE/V
est transitive. Pour cela, soit W1 ∈ VE/V , et notons {W1,W2, . . . ,Wk} ⊂ VE/V l’orbite
de W1 sous l’action de Gal(E/K), i.e. pour tout i = 2, . . . , k il existe σ ∈ Gal(E/K)
avec Wi = σ(W1). Supposons, par l’absurde, qu’il existe Wk+1 ∈ VE/V \ {W1, . . . ,Wk},
on pose B := W1 ∩ · · · ∩Wk+1 et on dénote mi l’idéal maximal de Wi, et pi := B ∩ mi,
pour tout i = 1, . . . , k + 1.

Compte tenu du lemme 8.135 et du théorème 8.27, on a MaxB = {p1, . . . , pk+1}.
En particulier, il existe x ∈ (p1 ∩ · · · ∩ pk) \ pk+1 (lemme 1.55). Donc, x /∈ mk+1, mais
x ∈ σ−1(m1), i.e. σ(x) ∈ m1 pour tout σ ∈ Gal(E/K) ; soit

P (T ) :=
∏
σ∈Gal(E/K)(T − σ(x)) ∈ E[T ].

On a σ(P ) = P pour tout σ ∈ Gal(E/K), donc il existe une puissance q de la caractéris-
tique du corps K telle que P (T )q = T r + a1T

r−1 + · · ·+ ar ∈ K[T ]. Il s’ensuit aisément
que a1, . . . , ar ∈ m1 ∩K, l’idéal maximal de V . Mais alors xr = −

∑r
i=1 aix

r−i n’est pas
inversible dans Wk+1, i.e. x ∈ mk+1, contradiction.

Partie (ii) : La preuve de (i) donne déjà l’assertion pour E une extension normale
finie de K. Pour le cas général, soit F l’ensemble des sous-extensions finies et normales
du corps K contenues dans E ; évidemment F est un ensemble partiellement ordonné
filtrant, pour l’ordre défini par l’inclusion de sous-extensions. De plus, à toute inclusion
F ⊂ F ′ d’éléments de F on a associé dans la preuve de (i) une application naturelle
πF ′/F : VF ′/V → VF/V , et on voit aisément que (VF/V , πF ′/F |F, F ′ ∈ F , F ⊂ F ′) est
un système d’ensembles finis indexé par F (voir l’exemple 2.23(i)). Avec cette notation,
on a une bijection naturelle

VE/K
∼→ lim

←−
F∈F

VF/V W 7→ (W ∩ F |F ∈ F ).

De l’autre côté on a un isomorphisme naturel de groupes

Gal(E/K)
∼→ lim

←−
F∈F

Gal(F/K) σ 7→ (σ|F |F ∈ F ).

Choisissons W ∈ VE/V ; par (i), on a une surjection

ωF : Gal(F/K)→ VF/V σ 7→ σ(W ∩ F ) ∀F ∈ F

et on voit aisément que (ωF |F ∈ F ) est un morphisme de systèmes indexés

(Gal(F/K) |F ∈ F )→ (VF/V |F ∈ F ).

L’assertion suit, par la remarque 2.33(ii).
Partie (iii) : Soit G l’ensemble des sous-extensions finies de K contenues dans E. Pour

tout F ∈ G , soit AF la fermeture intégrale de V dans F ; le théorème 8.27 et l’exercice
8.25(i) nous donnent une bijection canonique

ηF : VF/V
∼→ MaxAF (W,mW ) 7→ mW ∩AF .

Si F ⊂ F ′ sont deux éléments de G , on a évidemment AF = F ∩AF ′ , et l’inclusion iF ′/F :
AF → AF ′ est une extension entière d’anneaux. Par le corollaire 6.18(i), l’application
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Spec iF ′/F se restreint alors en une application Max iF ′/F : MaxAF ′ → MaxAF , et on a
un diagramme commutatif :

VF ′/V
ηF ′ //

πF ′/F
��

Max AF ′

Max iF ′/F
��

VF/V
ηF // Max AF .

En raisonnant comme dans la solution de (ii) on voit que VE/V représente la limite du
système (VF/V , πF ′/F |F, F ′ ∈ G , F ⊂ F ′), et on déduit une bijection naturelle

VE/V
∼→ lim

←−
F∈G

MaxAF .

D’autre part, aussi les inclusions AF → A =
⋃
G∈G AG sont des extensions entières

d’anneaux, d’où -- toujours grâce au corollaire 6.18(i) -- une application bien définie

τ : MaxA→ lim
←−
F∈G

MaxAF m 7→ (m ∩AF |F ∈ F ).

Par une simple inspection des définitions, on est alors ramené à vérifier que τ est bijective.
L’injectivité suit aussitôt des définitions : les détails seront laissés aux soins du lecteur.
Pour la surjectivité, considérons une suite cohérente m• := (mF |F ∈ F ) telle que mF
est un idéal maximale de AF pour tout F ∈ G ; on voit aisément que m :=

⋃
F∈G mF est

un idéal de A, et on a m ∩ AF = mF pour tout F ∈ G , d’où m ∈ MaxA, encore par le
corollaire 6.18(i), et en outre τ(m) = m•, d’où l’assertion.

Exercice 8.29, partie (i) : On montrera plus précisément que tout système minimal
x1, . . . , xn de générateurs de M est une base. Pour cela, il suffit de vérifier que la seule
solution (a1, . . . , an) ∈ V n de l’équation

∑n
i=1 aixi = 0 est (0, . . . , 0). On raisonne par

l’absurde, et notons par v : V → Γv◦ la valuation de V ; si (a1, . . . , an) est une solution
non nulle de cette équation, on peut supposer que a1 ̸= 0 et v(a1) ≤ v(ai) pour tout
i = 2, . . . , n. Dans ce cas, posons bi := ai/a1 pour tout i = 2, . . . , n ; on a b2, . . . , bn ∈ V
et x1 = −

∑n
i=2 bixi, car M est sans torsion. Donc, le système x2, . . . , xn engendre M ,

une contradiction.
Partie (ii) : Tout V -module est la limite directe du système filtrant de ses sous-

modules de type fini. Avec (i), il s’ensuit que tout V -module sans torsion est la colimite
d’un système filtrant de V -modules libres, donc il est plat (exercice 3.76(iii)).

Partie (iii) : Evidemment I := Im(ε) est un idéal de type fini de V , donc I est
principal. Soit t :=

∑n
i=1 xi ⊗ αi ∈ N ⊗V L∨ tel que ε(t) engendre I ; a fortiori, le

système d’éléments (ε(xi ⊗ αi) | i = 1, . . . , n) engendre I, et donc l’un de ces termes
l’engendre déjà, d’où la première assertion. Ensuite, si x ∈ N et α : L → V sont choisis
tels que α(x) engendre I, la restriction α|N : N → I est surjective, et I est un V -module
libre de rang un ; la deuxième assertion s’ensuit aussitôt.

Partie (iv) : Soit x1, . . . , xn une base de L ; donc x =
∑n
i=1 aixi pour certains éléments

a1, . . . , an ∈ V . Pour tout i = 1, . . . , n, soit aussi πi : L → V la forme linéaire telle que
πi(xi) = 1 et πi(xj) = 0 pour tous j ̸= i. Evidemment πi(x) = ai ∈ I, d’où bi := ai/a ∈ V
pour i = 1, . . . , n, et on pose y :=

∑n
i=1 bixi. Par suite α(y) = α(x)/a = 1, et donc

L = V y ⊕Kerα.
Partie (v) : On raisonne par récurrence sur le rang n de L. Si n = 0, il n’y a rien

à montrer. Supposons donc que n > 0, et que l’assertion soit déjà connue pour tout
V -module libre L′ de rang n− 1 et toute application V -linéaire surjective L′ →M ′ avec
M ′ de présentation finie. Par (iii),(iv) on trouve y ∈ L, a ∈ V et α ∈ L∨ avec

N = (V ay)⊕ (N ∩Kerα) et L = V y ⊕Kerα.

Posons N ′ := N ∩ Kerα, L′ := Kerα et M ′ := L′/N ′. Noter que N ′ et L′ sont de type
fini, car il sont facteurs direct de N et respectivement L. De plus, L′ est sans torsion,



§ 8.6: Solutions 563

donc libre, en vertu de (i), et rkV L
′ = n − 1. Par suite M ′ est de présentation finie, et

par hypothèse de récurrence, il existe une base y2, . . . , yn de L′, un entier k ≤ n et des
éléments a2, . . . , ak ∈ V tels que N ′ = (V a2y2) ⊕ · · · ⊕ (V akyk). Si l’on pose y1 := y et
a1 := a, il est ainsi clair que y1, . . . , yn est une base de L et N = (V a1y1)⊕· · ·⊕(V akyk).
La deuxième assertion suit aussitôt.

Exercice 8.35 : On peut supposer que S soit une partie multiplicative. Pour tout
a ∈ A, soit a∗ := a si a ≥ 0, et a∗ := −a si a < 0 ; la partie S∗ := {s∗ | s ∈ S} est
encore multiplicative, car tout produit d’éléments non négatifs de A est non négatif, et
S∗−1A = S−1A. Quitte à remplacer S par S∗, on peut ainsi supposer que tout s ∈ S soit
non négatif. On considère la relation binaire suivante sur S−1A :

a/s ≤S b/t ⇔ ∃u ∈ S tel que uat ≤ ubs.

La relation ≤S est évidemment réflexive. Pour vérifier la transitivité, supposons que
a/s ≤S b/t ≤S c/v. Par définition, il existe u1, u2 ∈ S tels que u1at ≤ u1bs et u2bv ≤ u2ct.
Comme u1, u2, v, s ≥ 0, il vient u1u2tav ≤ u1u2vbs ≤ u1u2tcs, d’où a/s ≤S c/v. De
même, si a/s ≤S b/t ≤S a/s, on trouve u1, u2 ∈ S tels que u1at ≤ u1bs et u2bs ≤ u2at.
Comme u1, u2 ≥ 0, il vient u1u2at ≤ u1u2bs ≤ u1u2at, d’où u1u2at = u1u2bs, et fi-
nalement a/s = b/t. Cela achève de montrer l’antisymétrie de ≤S . Noter que a/s ≥ 0
si et seulement s’il existe u ∈ S tel que au ≥ 0 ; comme ≤ est un ordre total, il en
est alors de même pour ≤S . Ensuite, soit a/s ≤S b/t ; pour tout c/v ∈ S−1A on a
a/s + c/v = (av + cs)/(sv) et b/t + c/v = (bv + ct)/(tv), et on doit trouver u ∈ S tel
que (av + cs)tvu ≤ (bv + ct)svu. Mais par hypothèse, il existe u ∈ S tel que uat ≤ bsu ;
comme v2 ≥ 0, l’inégalité souhaitée découle aussitôt. De même on vérifie aisément que
si a/s ≤ b/t et si uc ≥ 0 pour quelque u ∈ S et c ∈ A, alors (a/s) · (c/v) ≤ (b/t) · (c/v)
pour tout v ∈ S : les détails sont laissés aux soins du lecteur. Donc, (S−1A,≤S) est bien
un anneau totalement ordonné, et on voit aussitôt que la localisation est un morphisme
d’anneaux partiellement ordonnés (A,≤)→ (S−1A,≤S). En dernier lieu, soit ≤′ un ordre
total sur S−1A tel que la localisation est un morphisme d’anneaux partiellement ordonnés
(A,≤) → (S−1A,≤′) ; soient aussi a/s, b/t ∈ S−1A. S’il existe u ∈ S tel que uat ≤ ubs,
il vient a/s = (uat)/(ust) ≤′ (ubs)/(ust) = b/s, car 1/(ust) ≥ 0 (remarque 8.34(iii)).
Réciproquement, supposons que a/s ≤′ b/t ; si at ≤ bs, évidemment a/s ≤S b/t. Sinon,
on a bs ≤ at, car l’ordre ≤ est total ; mais alors b/s = (bs)/(st) ≤′ (at)/(st) = a/s (car
1/(st) ≥ 0), d’où a/s = b/t , et en particulier a/s ≤S b/t. Cela achève de montrer que
≤′ coïncide avec ≤S .

Exercice 8.36, partie (i) : On voit aisément que (a)⇒(b).
(b)⇒(a) : Soit donc I convexe ; on définit comme dans l’exercice 8.5(ii) une structure

d’ordre partiel sur A/I telle que π soit un morphisme d’ensembles partiellement ordonnés
et telle que si π(a) ≤ π(a′), alors π(a) + π(b) ≤ π(a′) + π(b) pour tous a, a′, b ∈ A. Or,
soient a, a′, b ∈ A avec π(a) ≤ π(a′) et π(b) ≥ 0 ; par inspection de la définition de
l’ordre de A/I, on voit qu’il existe c, c′ ∈ I tels que a ≤ a′ + c et 0 ≤ b + c′. Il vient
a · (b+ c′) ≤ (a′ + c) · (b+ c′), i.e.

ab ≤ a′b+ cb+ a′c′ + cc′ − ac′

ce qui montre que π(a) · π(b) ≤ π(a′) · π(b). En dernier lieu, l’universalité du couple
((A/I,≤), π) suit aisément de la construction : les détails seront confiés au lecteur.

Partie (ii) : Posons A := A/I ; d’après (i), J est convexe si et seulement si A/J est
muni d’un ordre partiel ≤ tel que la projection π : A → A/J soit un morphisme d’an-
neaux partiellement ordonnés, et par l’universalité du couple ((A,≤), π), cela est à son
tour vérifié si et seulement si la projection π ◦π : A→ A/J = A/π−1J est un morphisme
d’anneaux partiellement ordonnés. Mais toujours d’après (i), cette dernière condition
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équivaut à la convexité de π−1J .

Exercice 8.37, partie (i) : Comme Λ est filtrant, la limite directe A est (isomorphe
à) l’anneau des classes d’équivalence [λ, a] des couples (λ, a) avec λ ∈ Λ, a ∈ Aλ (voir
l’exercice 2.31(iv)) ; on pose

(λ, a) ≤ (λ′, a′) ⇔ ∃λ′′ ≥ λ, λ′ tel que gλλ′′(a) ≤ gλ′λ′′(a′).
Evidemment la relation ≤ ainsi définie sur l’ensemble des couples (λ, a) est réflexive ;
montrons qu’elle est aussi transitive : en effet, si (λ, a) ≤ (λ′, a′) et (λ′, a′) ≤ (λ′′, a′′), on
peut trouver µ ≥ λ, λ′ et µ′ ≥ λ′, λ′′ tels que

gλµ(a) ≤ gλ′µ(a′) et gλ′µ′(a
′) ≤ gλ′′µ′(a′′).

Or, soit µ′′ ≥ µ, µ′ ; il vient gλµ′′(a) = gµµ′′gλµ(a) ≤ gµµ′′gλ′µ(a′), et ainsi :

gλµ′′(a) ≤ gλ′µ′′(a′) = gµ′µ′′gλ′µ′(a
′) ≤ gµ′µ′′gλ′′µ′(a′′) = gλ′′µ′′(a

′′)

d’où l’assertion. Ensuite, montrons que si (λ, a) ≤ (λ′, a′), (λ, a) ∼ (µ, b) et si (λ′, a′) ∼
(µ′, b′), alors (µ, b) ≤ (µ′, b′). En effet, par hypothèse il existe ν ≥ λ, µ et ν′ ≥ λ′, µ′

tels que gλν(a) = gµν(b) et gλ′ν′(a′) = gµ′ν′(b
′), ainsi que λ′′ ≥ λ, λ′ tel que gλλ′′(a) ≤

gλ′λ′′(a
′). Choisissons ρ ≥ λ′′, ν, ν′ ; il vient

gµρ(b) = gνρgµν(b) = gνρgλν(a) = gλρ(a) = gλ′′ρgλλ′′(a) ≤ gλ′′ρgλ′λ′′(a′) = gλ′ρ(a
′)

et d’autre part gλ′ρ(a′) = gν′ρgλ′ν′(a
′) = gν′ρgµ′ν′(b

′) = gµ′ρ(b
′), d’où l’assertion. On

conclut déjà que la relation ≤ induit une relation ⪯ réflexive et transitive sur A. Montrons
que la relation ⪯ est antisymétrique : en effet, si [λ, a] ⪯ [λ′, a′] et si [λ′, a′] ⪯ [λ, a], il
existe µ, µ′ ≥ λ, λ′ tels que gλµ(a) ≤ gλ′µ(a

′) et gλ′µ′(a′) ≤ gλµ′(a). Soit µ′′ ≥ µ, µ′ ; il
vient gλµ′′(a) = gµµ′′gλµ(a) ≤ gµµ′′gλ′µ(a′), et ainsi :

gλµ′′(a) ≤ gλ′µ′′(a′) = gµ′µ′′gλ′µ′(a
′) ≤ gµ′µ′′gλµ′(a) = gλµ′′(a)

d’où gλµ′′(a) = gλ′µ′′(a
′), en particulier [λ, a] = [λ′, a′]. Cela achève de montrer que ⪯

est un ordre partiel sur A, et on vérifie aisément que les homomorphismes canoniques
Aλ → A sont des morphismes d’ensembles partiellement ordonnés.

Il reste à montrer que si [λ, a] ≤ [λ′, a′], alors [λ, a] + [µ, b] ≤ [λ′, a′] + [µ, b], et que si
[µ, b] ≥ 0, alors [λ, a] · [µ, b] ≤ [λ′, a′] · [µ, b]. Mais, par ce qui précède, on peut supposer
que λ = λ′ = µ, auquel cas ces inégalités sont immédiates.

Pour vérifier l’universalité de ((A,≤), i•), soit (fλ : (Aλ,≤) → (B,≤) |λ ∈ Λ) un
co-cône ; l’universalité de (A, i•) nous donne un homomorphisme unique d’anneaux (non
ordonnés) f : A → B avec f ◦ iλ = fλ pour tout λ ∈ Λ. Rappelons que f [λ, a] = fλ(a)
pour tout [λ, a] ∈ A (voir l’exercice 2.31(iv)). Or, si [λ, a] ≤ [λ′, a′], il faut montrer que
f [λ, a] ≤ f [λ′, a′] ; mais par ce qui précède, on peut supposer que λ = λ′, auquel cas
l’assertion est immédiate.

Problème 8.45, partie (i) : Disons que ϕT (T ) ⊂ V (f), pour quelque f ∈ C (T ) ; cela
revient à dire que f(t) = 0 pour tout t ∈ T , i.e. f = 0, donc V (f) = β(T ), ce qui
montre que ϕT (T ) est une partie dense de β(T ). Pour voir que β(X) ∈ Ob(csTop), il
suffit d’invoquer la proposition 1.42, la remarque 8.39(ii) et le corollaire 4.80.

Partie (ii) : Evidemment tout sous-espace d’un espace complètement régulier est com-
plètement régulier, donc si ϕT (T ) est injective, et si la topologie de T est induite par β(T )
via ϕT , alors T est complètement régulier, au vu de (i). Réciproquement, si T est com-
plètement régulier, soient U ⊂ T une partie ouverte, et t ∈ U ; on pose Z := T \ U . Par
hypothèse, il existe une fonction continue f : T → [0, 1] telle que f(t) = 1 et f(Z) = 0 ;
ainsi t ∈ U ′ := ϕ−1T (D(f)) et U ′ ⊂ U , donc la topologie de T est induite par β(T ), et
comme T est séparé, il s’ensuit que ϕT est injective.

Partie (iii) : Joignant le corollaire 4.80 et la remarque 8.39(ii), on obtient pour tout
espace topologique T une rétraction continue rT : SpecC (T ) → β(T ) ; on note aussi
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par jT : β(T ) → SpecC (T ) l’inclusion, et par f∗ : C (S) → C (T ) l’homomorphisme de
R-algèbres induit par f . Cela étant, on pose

β(f) := rS ◦ (Spec f∗) ◦ jT : β(T )→ β(S).

Donc, β(f) est continue, et on voit aisément que β(f) ◦ ϕT = ϕS ◦ f (détails laissés
aux soins du lecteur). Pour montrer l’unicité de l’application β(f) faisant commuter le
diagramme (∗), il suffit de noter que -- d’après (i) -- l’image de ϕT est dense dans β(T ),
et β(S) est séparé, et d’invoquer l’exercice 1.26(iv).

Partie (iv) : Si g : S → S′ est une deuxième application continue d’espaces topolo-
giques, la propriété d’unicité de β(g ◦ f) implique aisément que cette dernière coïncide
avec β(g) ◦ β(f) ; aussi, on voit directement des définitions que β(IdT ) = Idβ(T ) pour
tout espace topologique T , d’où l’assertion.

Partie (v) : Par le lemme de Stone, ϕT est un homéomorphisme pour T compact et
séparé ; on peut alors reproduire, mutatis mutandis, l’argument utilisé dans la solution
du problème 4.77(ii.d) : les détails seront laissés au lecteur.

Partie (vi) : Par ce qui précède, ϕ induit par restriction une transformation naturelle
ψ : 1Top → jcr ◦ γ, et ψT est un homéomorphisme pour T ∈ Ob(crTop), par (ii) ; on peut
alors raisonner encore comme dans la solution du problème 4.77(ii.d).

Exercice 8.52 : En raisonnant sur la chaîne d’extensions de corps

K ⊂ K(X1) ⊂ K(X1, X2) ⊂ · · · ⊂ K(X1, . . . , Xn)

on est ramené au cas où n = 1. Or, soit E := K(X) ; par le théorème d’Artin-Schreier, il
suffit de montrer que −1 /∈ ΣE2. Soient par l’absurde Q,P1, . . . , Pr ∈ K[X] non nuls avec
−1 =

∑r
i=1(Pi/Q)2. Comme K est un corps infini, on trouve a ∈ K tel que Q(a) ̸= 0,

d’où −1 =
∑r
i=1(Pi(a)/Q(a))2 dans K, contradiction.

Exercice 8.55, partie (i) : D’après la proposition 8.53, les facteurs irréductibles de P
sur K sont soit du premier degré, soit de la forme :

(X − u− iv)(X − u+ iv) = (X − u)2 + v2 avec u, v ∈ K et i2 = −1.

Une somme de carrés étant toujours positive dans K, il s’ensuit que P admet un facteur
linéaire L(X) = X − c tel que L(a)L(b) < 0 ; cela entraîne que a < c < b, et évidemment
P (c) = 0.

Partie (ii) : On se ramène aisément au cas où a et b sont deux racines consecutives de
P , i.e. P (x) ̸= 0 pour tout x ∈]a, b[. On a ainsi P = (X−a)m(X−b)nQ0 pour des entiers
m,n > 0 et un polynôme Q0 tel que Q0(x) ̸= 0 pour tout x ∈ [a, b] ; d’après (i), cela
entraîne que le signe de Q0 est constant sur [a, b]. Il vient P ′ = (X−a)m−1(X−b)n−1Q1,
avec Q1 := m(X− b)Q0+n(X−a)Q0+(X−a)(X− b)Q′0. Donc Q1(a) = m(a− b)Q0(a)
et Q1(b) = n(b− a)Q0(b) sont de signes opposés ; d’après (i), le polynôme Q1 a donc une
racine c ∈]a, b[, et évidemment P ′(c) = 0.

Partie (iii) : On applique (ii) au polynôme P − λ(X − a) − P (a), avec la constante
λ := (P (b)− P (a))/(b− a). La partie (iv) suit aussitôt de (iii).

Exercice 8.66, partie (i) : Il est clair que si a, b ∈ SuppC, alors a + b ∈ SuppC. Soit
a ∈ SuppC et b ∈ A ; si b ∈ C, il vient ab ∈ C et (−a) · b ∈ C, d’où ab ∈ SuppC. Sinon
−b ∈ C, et donc a · (−b) ∈ C et (−a)(−b) ∈ C, d’où encore ab ∈ SuppC.

Partie (ii) : Tout d’abord, il est clair que le cône positif de tout anneau totalement
ordonné (A/I,≤) est un élément de CA(I). De même, deux ordres totaux ≤ et ≤′ sur A/I
ont le même cône positif si et seulement s’ils coïncident. Réciproquement, soit C ∈ CA(I) ;
pour tous a, b ∈ A, on pose πI(a) ≤C πI(b) si et seulement si b− a ∈ C ; cette condition
ne dépend que des images πI(a), πI(b) de a et b dans A/I, car si πI(a) = πI(a

′), πI(b) =
πI(b

′), et b−a ∈ C, on a a′−a, b′−b ∈ SuppC, d’où b′−a′ = (b′−b)+(b−a)+(a−a′) ∈ C.
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On vérifie aisément que (A/I,≤C) est un anneau totalement ordonné, et évidemment
C(A/I,≤C) = C.

Partie (iii) : Soit p ⊂ A un idéal premier ; d’après l’exercice 8.35, toute structure
d’anneau totalement ordonné (A/p,≤) sur A/p se prolonge en une unique structure de
corps totalement ordonné (k(p),≤) sur le corps résiduel k(p). Evidemment, si C(p,≤)
est le cône positif de (k(p),≤), alors (A/p) ∩ C(p,≤) est le cône positif de (A/p,≤). Au
vu de (ii), on déduit que la bijection souhaitée est l’application :

SprA→ C p
A λ := (p,≤λ) 7→ π−1I ((A/p) ∩ C(p,≤λ)).

Partie (iv) : Si C est premier, soient, par l’absurde, a, b ∈ A tels que a,−b /∈ C et
ab ∈ C. Il vient −a, b ∈ C, d’où ab ∈ C ∩ (−C), mais a et b n’appartiennent pas à l’idéal
premier C∩(−C) ; contradiction. Réciproquement, si C vérifie la condition de (iv), soient,
par l’absurde, a, b ∈ A avec ab ∈ C ∩ (−C) et a, b /∈ C ∩ (−C). Si b /∈ C, l’hypothèse
entraîne que −a ∈ C, car ab ∈ C, et aussi a ∈ C, car (−a)b ∈ C ; contradiction. On
raisonne de même si −b /∈ C : les détails sont laissés au lecteur.

Exercice 8.72, partie (i) : Soient p ∈ SpecA/I et p′ := Spec(p)(p) = p−1(p) ∈ SpecA ;
évidemment l’extension de corps résiduels p(p) : k(p′)→ k(p) est bijective. Par suite ϕ se
restreint en une bijection entre σ−1A/I(p) et σ−1A (p′) ; l’injectivité de ϕ suit alors de celle de
Spec(p). De même on déduit aisément que l’image de ϕ est σ−1A (V (I)). En dernier lieu,
noter que D+(p(a)) = ϕ−1(D+(a)) pour tout a ∈ A. Cela montre que la topologie de
SprA/I est induite par celle de SprA.

Partie (ii) : Evidemment on a W (a) = σ−1A (V (Aa)) pour tout a ∈ A. Au vu de (i), il
suffit alors de rappeler que V (I) = V (Ab1) ∩ · · · ∩ V (Abn).

Exercice 8.73, partie (i) : Pour l’injectivité de ϕ et la détermination de son image,
on raisonne, mutatis mutandis, comme dans la solution de l’exercice 8.72(i) : les détails
sont laissés aux soins du lecteur. Ensuite, soit a/sn ∈ S−1A ; on a a/sn = (sna)/(s2n), et
s2n ≥λ 0 pour tout (p,≤λ) ∈ SprA, donc Spr(j)−1(D+(s

na)) = D+(a/s
n) ; cela montre

que la topologie de SprS−1A est induite par celle de SprA.
Partie (ii) : Evidemment σ−1A (D(f)) = D±(f), d’où l’assertion, au vu de (i).

Problème 8.75, partie (i) : Si λ ∈ Z
(1)
ij pour quelque i, j ∈ {1, . . . , q}, soient a, b ∈

k(p,≤λ) avec a <λ b et Pi(a) = Pj(b), tels que pour tout t = 1, . . . , q le polynôme Pt
ne s’annule pas sur l’intervalle ]a, b[ de k(p,≤λ), et Pt(a+b2 ) > 0. Soit p : A → k(p) la
projection, et q : A[X]→ k(p,≤λ) l’unique homomorphisme d’anneaux tel que q ◦ f = p
et q(X) = (a + b)/2. On pose q := Ker(q) ; évidemment q se factorise à travers un
homomorphisme k(q) → k(p,≤λ), et on munit k(q) de l’ordre total ≤µ induit par celui
de k(p,≤λ). Il vient :

(∗) (q,≤µ) ∈ D+(P1, . . . , Pq) et π(q,≤µ) = λ.

Ensuite, si λ ∈ Z
(2)
i pour quelque i ∈ {1, . . . , q}, soit a ∈ k(p,≤λ) avec Pi(a) = 0, tel

que pour tout t = 1, . . . , q le polynôme Pt ne s’annule pas sur la demi-droite ]a,+∞[ de
k(p,≤λ), et Pt(a+1) > 0. Soit q : A[X]→ k(p,≤λ) l’unique homomorphisme d’anneaux
tel que q ◦ f = p et q(X) = a + 1 ; on pose encore q := Ker(q), et on munit le corps
résiduel k(q) de l’ordre total ≤µ induit comme ci-dessus par celui de k(p,≤λ). Avec cette
notation, la condition (∗) est encore vérifiée. On raisonne de même si λ ∈ Z

(3)
j pour

quelque j ∈ {1, . . . , q} : les détails sont laissés aux soins du lecteur. En dernier lieu, si
λ ∈ Z(4), soit q ∈ SpecA[X] l’idéal premier engendré par X et p ; l’extension de corps
résiduels k(p) → k(q) est bijective, et on munit k(q) de l’ordre ≤µ induit par ≤λ ; la
condition (∗) est toujours vérifiée dans ce cas.
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Réciproquement, soit λ ∈ π(D+(P1, . . . , Pq)) ; notons par a1 < · · · < aN les racines
dans k(p,≤λ) des polynômes P1, . . . , Pq. Soit (q,≤µ) ∈ D+(P1, . . . , Pq) avec λ = π(q,≤µ
) ; par abus de notation, on peut identifier k(p,≤λ) avec un sous-corps de k(q,≤µ), via
l’homomorphisme induit f (q) : k(p,≤λ) → k(q,≤µ) (remarque 8.70(ii)). Soit x ∈ k(q)

la classe de X ; noter que x /∈ {a1, . . . , aN}. Noter aussi que si y ∈ k(q,≤µ) est racine
de l’un des polynômes P1, . . . , Pq, alors y est algébrique sur le sous-corps k(p,≤λ), et
k(p,≤λ)[y] ⊂ k(q,≤µ) est un corps réel ; comme k(p,≤λ) est formellement réel clos, il
vient y ∈ k(p,≤λ). Supposons d’abord que l’on ait

al <µ x <µ al+1 pour quelque l ∈ {1, . . . , N − 1}.

Les polynômes P1, . . . , Pt ont signe constant dans l’intervalle ]al, al+1[ de k(q,≤µ), car
ils n’ont aucune racine dans cet intervalle (exercice 8.55(i)). Comme Pt(x) >µ 0 pour
t = 1, . . . , q, il vient

Pt((al + al+1)/2) >λ 0 ∀t = 1, . . . , q.

Si al est racine de Pi et si al+1 est racine de Pj , on a ainsi λ ∈ Z(1)
ij . Ensuite, suppo-

sons que x >µ aN ; les polynômes P1, . . . , Pq n’ont aucune racine dans la demi-droite
]aN ,+∞[ de k(q,≤µ), donc ils ont signe constant sur cette demi-droite, et par hypothèse
Pt(x) >µ 0 pour t = 1, . . . , q. Il vient Pt(aN +1) >λ 0 pour t = 1, . . . , q, et en particulier
λ ∈ Z

(2)
i , si Pi(aN ) = 0. De même, si x <µ a1 et Pj(a1) = 0, on voit aisément que

λ ∈ Z(3)
j : les détails sont laissés aux soins du lecteur. En dernier lieu, si N = 0, i.e. si

aucun des P1, . . . , Pq ne s’annule sur k(p,≤λ), alors ces polynômes ne s’annulent non plus
sur k(q,≤µ), donc ils ont signe constant sur ce corps, et Pt(x) >µ 0 pour t = 1, . . . , q. Il
vient Pt(0) >λ 0 pour t = 1, . . . , q, d’où λ ∈ Z(4).

Problème 8.87, partie (i) : Soit Z ⊂ SprA une partie constructible non vide ; on doit
montrer que Z rencontre X(K). Par hypothèse, il existe n ∈ N et un homomorphisme
surjectif de K-algèbres f : B := K[T1, . . . , Tn]→ A ; soient

Y := SpecB j := Spec f : X → Y i := Spr f : SprA→ SprB.

Avec la notation de la remarque 5.49(iv,vi), on déduit un diagramme commutatif :

X(K)
j(K) //

��

Y (K)

��
SprA

i // SprB.

Or, la partie i(Z) est constructible dans SprB (théorème 8.76), et on voit aisément que
i(Z) ∩ Y (K) = i(X(K)) ; il suffit alors de montrer que i(Z) rencontre Y (K), et on peut
donc supposer du départ que A = K[T1, . . . , Tn]. On raisonne par récurrence sur n ;
l’assertion est triviale pour n = 0. Soit ensuite n = 1 ; on est ramené aussitôt au cas
où Z = R+

K[T ](Q;P•) pour des polynômes Q,P1, . . . , Pr ∈ K[T ]. Supposons d’abord que
Q ̸= 0 ; dans ce cas, pour tout (p,≤λ) ∈ Z on a Q ∈ p, donc p est un idéal maximal et
(k(p),≤λ) est à la fois un corps formellement réel et une extension finie de K. Comme K
est formellement réel clos, il vient k(p) = K, d’où l’assertion. Si Q = 0, on a Z = D+(P•),
et on doit exhiber x ∈ K avec P1(x), . . . , Pr(x) > 0 ; ceci est fourni par le problème 8.75.

En dernier lieu, soit n > 1, et supposons que l’assertion soit déjà connue pour toute
partie constructible de A′ := K[T1, . . . , Tn−1]. Soit g : A′ → A l’inclusion et π :=
Spr g : SprA → SprA′. D’après le théorème 8.76, la partie π(Z) est constructible dans
SprA′ ; par hypothèse de récurrence, π(Z) contient alors un K-point m de SpecA′. Soient
p : A′ → k(m) la projection, q := p⊗A′ A : A→ C := k(m)⊗A′ A, et im := Spr(p), jm :=
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Spr(q). Il vient un diagramme commutatif :

SprC
jm //

��

SprA

π
��

Spr k(m)
im // SprA′.

Evidemment l’image de im est la partie {(m,≤m)} ; de l’autre côté, la partie Z ′ :=
j−1m (Z) est constructible dans SprC, et comme im est une immersion constructible, on
a Z ∩ π−1(m,≤m) = jm(Z

′) (remarque 8.74(ii)). En particulier, Z ′ ̸= ∅, et il suffit de
montrer que Z ′ rencontre l’ensemble des k(m)-points du k(m)-schéma SpecC. Mais on a
un isomorphisme de k(m)-algèbre k(m)[T ]

∼→ C ; donc on est finalement ramené au cas
où A = K[T ], qui vient d’être traité.

Partie (ii) : La condition est nécessaire, d’après le théorème 8.51(ii). Réciproquement,
supposons que 0 /∈ Q, de sorte que B := Q−1A ̸= 0 ; soient m ⊂ B un idéal maximal,
et p ⊂ A l’image réciproque de m. Notons par Q l’image de Q dans A := A/p, et soit
X := SpecA ; par construction, on a 0 /∈ Q, et il suffit de montrer que X(K) ̸= ∅. Donc,
on est ramené au cas où A est intègre, et E := Q−1A est son corps des fractions ; d’après
(i), il suffit de vérifier que SprA ̸= ∅, et pour cela, on va montrer que E est formellement
réel, i.e. que −1 /∈ ΣE2. En effet, soit par l’absurde −1 =

∑r
i=1(ai/b)

2 pour certains
a1, . . . , ar ∈ A et b ∈ Q ; il vient c := b2 +

∑r
i=1 a

2
i = 0 dans A, mais noter que c ∈ Q,

contradiction.
Partie (iii) : D’après le corollaire 4.68(i), la partie σA(SprA) ⊂ X est pro-constructible

et contient X(K) ; si X(K) est dense dans X, alors le point générique de X est dans
σA(SprA) (corollaire 4.67(i)), i.e. E est formellement réel. Si X(K) n’est pas dense dans
X, il existe a ∈ A \ {0} tel que X(K) ⊂ V (a), et donc l’image de X(K) dans SprA est
contenue dans la partie fermée W (a) ; d’autre part, d’après (i) l’image de X(K) est dense
dans SprA, donc SprA =W (a), et en particulier, E ne peut pas être formellement réel.

Partie (iv) : La condition est évidemment suffisante. Réciproquement, si P (x•) = 0
pour tout x• ∈ VK(I), on pose B := (A/I)P , X := SpecA, et T := SpecB ; comme
d’habitude on identifie T avec une partie constructible de X, et noter que X(K) = Kn

et T (K) = {x• ∈ VK(I) |P (x•) ̸= 0} = ∅. Soit b ∈ A/I la classe de P ; d’après (ii), on
trouve alors a1, . . . , ar ∈ A/I et t ∈ N tels que

∑r
i=1(ai/b

t)2 = −1 dans B. On déduit
que b2t

′
(b2t+

∑r
i=1 a

2
i ) = 0 dans A/I pour quelque t′ ∈ N ; on peut alors faire s := t+ t′,

et prendre pour Q1, . . . , Qr des représentants quelconques des classes de bt
′
a1, . . . , b

t′ar.

Exercice 8.89 : pour tous λ, µ ∈ Λ avec λ ≤ µ, soit jλµ : Aλ → Aµ l’homomorphisme
de transition du système filtrant d’anneaux A•, et soit aussi (jλ : Aλ → A |λ ∈ Λ) le
co-cône universel ; rappelons que la limite X du système cofiltrant d’espaces topologiques
(SprAλ |λ ∈ Λop) est représentée par l’ensemble des suites cohérentes ((pλ,≤λ) |λ ∈ Λ)
avec (pλ,≤λ) ∈ SprAλ pour tout λ ∈ Λ, et (pλ,≤λ) = Spr(jλµ)(pµ,≤µ) pour tous
λ, µ ∈ Λ avec λ ≤ µ (voir le problème 2.25(iii)) ; la topologie de X est induite par
l’inclusion X →

∏
λ∈Λ SprAλ. On déduit une application continue unique ω : SprA→ X

dont la composition avec la projection πλ : X → SprAλ coïncide avec Spr(jλ), pour tout
λ ∈ Λ, et il reste à montrer que ω est un homéomorphisme. Explicitement, pour tout
(p,≤) ∈ SprA on a ω(p,≤) = ((j−1λ p,≤λ) |λ ∈ Λ), où ≤λ est l’ordre sur le corps k(j−1λ p)

induit par l’ordre ≤ de k(p) via l’extension de corps résiduels jλ,(p) : k(j−1λ p) → k(p).
Comme A est la réunion du système filtrant de sous-anneaux (jλ(Aλ) |λ ∈ Λ), on voit
aisément que k(p) est la réunion du système filtrant de ses sous-corps (k(j−1λ p) |λ ∈ Λ) ;
par suite l’ordre ≤ de k(p) est déterminé par la famille de ses restrictions ≤λ à tous les
sous-corps k(pλ). Cela montre l’injectivité de ω. Pour la surjectivité, soit ((pλ,≤λ) |λ ∈
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Λ) ∈ X ; la solution du problème 2.51(ii) montre que la réunion filtrante

p :=
⋃
λ∈Λ jλ(pλ)

est l’unique idéal premier de A tel que j−1λ p = pλ pour tout λ ∈ Λ. Alors k(pλ) s’identifie
via jλ,(p) avec un sous-corps de k(p), et on voit aisément qu’il existe un unique ordre total
≤ sur k(p) dont la restriction à k(pλ) coïncide avec ≤λ, pour tout λ ∈ Λ : les détails sont
laissés aux soins du lecteur. Pour conclure, il reste à vérifier que la topologie de SprA
est moins fine que celle induite par X via ω ; pour cela, il suffit de montrer que :

D+(jλ(a)) = ω−1(π−1λ D+(a)) ∀λ ∈ Λ, ∀a ∈ Aλ.

Il s’agit d’un calcul direct : cf. la solution du problème 2.51(ii).

Problème 8.90, partie (i) : Comme K est formellement réel clos, et que E et F sont
formellement réels, il est clair que K est algébriquement fermé dans E et F , donc E⊗KF
est intègre (problème 6.119(iii,iv)) ; il reste à montrer que son corps de fractions L est
formellement réel. Or, soient (Eλ |λ ∈ Λ) et (Fλ′ |λ′ ∈ Λ′) les systèmes partiellement
ordonnés filtrants des extensions finiment engendrés de K contenues dans E et respecti-
vement F , et notons Lλλ′ := Frac(Eλ⊗K Fλ′) pour tout (λ, λ′) ∈ Λ×Λ′. L’exercice 3.14
nous dit que L est la réunion filtrante du système de ses sous-corps (Lλλ′ | (λ, λ′) ∈ Λ×Λ′).
Au vu du théorème d’Artin-Schreier 8.51(ii), on déduit que L est formellement réel si et
seulement si Lλλ′ est formellement réel pour tout (λ, λ′) ∈ Λ × Λ′. On est ainsi ramené
au cas où E et F sont les corps des fractions de K-algèbres intègres de type fini A et B,
et noter que A⊗K B est un sous-anneau de E ⊗K F , en particulier il est intègre et son
corps des fractions est L. Compte tenu du problème 8.87(iii), on est ramené à montrer :

Lemme 8.136. Soient K un corps et A,B deux K-algèbres de type fini. On pose X :=
SpecA, Y := SpecB, Z := SpecA ⊗K B. Si X(K) et Y (K) sont des parties denses de
X et Y , alors Z(K) est une partie dense de Z.

Démonstration. L’homomorphisme naturel A→ A⊗KB est plat et de présentation finie,
donc il induit une application ouverte π : Z → X (corollaire 6.116(ii)). Soit alors U ⊂ Z
une partie ouverte non vide ; par hypothèse, π(U) contient un point m ∈ X(K), et la fibre
π−1(m)

∼→ Spec k(m) ⊗A (A ⊗K B) est un k(m)-schéma naturellement identifié au K-
schéma Y , au vu de l’isomorphisme de corps résiduelsK ∼→ k(m). Par suite Z(K)∩π−1(m)
est dense dans π−1(m), et comme U ∩ π−1(m) ̸= ∅, on a ainsi U ∩ Z(K) ̸= ∅, comme
souhaité. □

Partie (ii) : Soient µ := (q,≤µ) ∈ SprB et ν := (q′,≤ν) ∈ SprC avec

Spr(f)(µ) = Spr(g)(ν) := λ := (p,≤λ)

et notons par π(q) : B → k(q), π(q′) : C → k(q′) les projections et f(q) : k(p)→ k(q), g(q′) :
k(p) → k(q′) les extensions de corps résiduels ; on doit exhiber un point α ∈ SprD tel
que Spr(g′)(α) = µ et Spr(f ′)(α) = ν. Pour cela, il suffit de trouver un corps totalement
ordonné (K,≤β) avec des morphismes de corps ordonnés hµ : (k(q),≤µ) → (K,≤β)
et hν : (k(q′),≤ν) → (K,≤β) tels que hµ ◦ f(q) = hν ◦ g(q′) ; car on déduira ensuite un
homomorphisme unique d’anneaux h : D → K tel que h◦g′ = hµ◦π(q) et h◦f ′ = hν◦π(q′),
et on pourra prendre β := Spr(h)(0,≤β).

Or, soient k(p), k(q), k(q′) des clôtures formellement réelles de (k(p),≤λ), de (k(q),≤µ)
et de (k(q′),≤ν), et rappelons qu’il existe des homomorphismes de corps uniques f (q) :
k(p) → k(q), g(q′) : k(p) → k(q′) prolongeant f(q) et g(q′) ; il suffit de trouver un corps
formellement réel K avec des homomorphismes de corps

hµ : k(q)→ K et hν : k(q′)→ K tels que hµ ◦ f (q) = hν ◦ g(q′)
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car hµ et hν sont alors des morphismes de corps ordonnés, pour tout ordre total de K.
D’après (i), on peut prendre pour K le corps des fractions de k(q)⊗k(p) k(q′).

Exercice 8.97, partie (i) : Soit λ := (p,≤λ) ∈ SprV et q ⊂ p une inclusion d’idéaux
premiers de V ; on doit exhiber une générisation µ de λ dans SprV avec σV (µ) = q.
Quitte à remplacer V par (V/q)p, on peut supposer que q = 0 et p = m (remarque
8.17(ii,iii)). Notons par π : V → k(m) la projection, et soit

C := {x ∈ K | ∃y ∈ K ∃z ∈ V × tels que 0 <λ π(z) et x = y2z}.

Montrons que C est un cône propre deK. En effet, il est clair que si a, b ∈ C, alors ab ∈ C,
et y2 ∈ C pour tout y ∈ K. Supposons par l’absurde que −1 ∈ C ; alors il existe y ∈ K
et z ∈ V × avec 0 <λ π(z) et z = −1/y2. Si y ∈ V ×, il vient π(z) = −1/π(y)2 <λ 0,
contradiction ; sinon, il vient 1/y ∈ m, d’où π(z) = 0, encore contradiction. Il reste à
vérifier que si a1, a2 ∈ C \ {0}, alors a1 + a2 ∈ C ; or, écrivons :

ai = y2i zi avec yi ∈ K, zi ∈ V × et 0 <λ π(zi) ∀i = 1, 2.

Quitte à échanger a1 et a2, on peut supposer que y2y−11 ∈ V ; il vient

a1 + a2 = z1y
2
1(1 + t) avec t := z−11 z2y

−2
1 y22 ∈ V

et noter que 0 ≤λ π(t), donc 0 <λ π(z1(1 + t)), d’où l’assertion. Il existe alors un ordre
total ≤µ de K dont le cône positif contient C (lemme 8.49). Par construction, on a
1 + x ∈ C pour tout x ∈ m, donc V est µ-convexe (lemme 8.93(iii)). En dernier lieu, il
est clair que si z ∈ V × et 0 <λ π(z), alors 0 <µ z ; par suite µ ≥ λ.

Partie (ii) : D’après le lemme 8.93(iv), l’ordre de K induit un ordre ≤λ sur k(m) ; au
vu de la proposition 8.53, il ne reste qu’à montrer que tout élément positif de (k(m),≤λ)
est un carré, et tout polynôme unitaire de degré impair P (T ) ∈ k(m)[T ] admet une racine
dans k(m). Or, soit π : V → k(m) la projection ; si x ∈ V × et si 0 <λ π(x), on a 0 < x,
donc x est un carré dans le corps formellement réel clos K. Mais V est intégralement
clos dans K (voir §8.1.1), donc x est un carré dans V , et finalement π(x) est un carré
dans k(m). De même, soit Q(T ) ∈ V [T ] un polynôme unitaire dont l’image dans k(m)[T ]
coïncide avec P (T ) ; par la proposition 8.53, il existe a ∈ K tel que Q(a) = 0, et comme
V est intégralement clos dans K, on a a ∈ V , et donc π(a) est une racine de P .

Problème 8.98, partie (i) : Soit λ := (0,≤λ) ∈ SprK(T ), et fixons une clôture
formellement réelle E de (K(T ),≤λ) ; d’après le problème 8.90(i), le corps des frac-
tions F de K ′ ⊗K E est formellement réel, donc soit µ := (0,≤µ) ∈ SprF . Soit aussi
f : K ′[T ]→ K ′⊗KE l’unique homomorphisme de K ′-algèbres tel que f(T ) = 1⊗T ; évi-
demment f est injectif, donc se prolonge en un homomorphisme de corps g : K ′(T )→ F .
Soient j : K ′ ⊗K E → F l’inclusion, et h : K(T )→ K ′ ⊗K E l’homomorphisme de corps
tel que h(a) = 1 ⊗ a pour tout a ∈ K(T ) ; on voit aisément que j ◦ h = g ◦ i. Avec
ν := Spr(g)(µ), il vient alors Spr(i)(ν) = λ.

Partie (ii) : En raisonnant comme dans la preuve du corollaire 6.116, on se ramène à
montrer que ϕ := Spr f est générisante. Ensuite, comme une composition d’applications
générisantes est générisante, une simple récurrence sur n nous ramène au cas où n =
1. Donc, soient λ := (p,≤λ), µ := (q,≤µ) ∈ SprA avec λ ≥ µ, et µ′ := (q′,≤µ′) ∈
SprA[T ] tel que ϕ(µ′) = µ. Fixons une clôture formellement réelle k(p,≤λ) de (k(p),≤λ)
et k(q,≤µ) de (k(q),≤µ), notons par λ := (0,≤λ) l’unique point de Spr k(p,≤λ), et soit
(V,m) ⊂ k(p,≤λ) l’enveloppe λ-convexe de B := (A/p)q, qui est un anneau de valuation
de k(p,≤λ) (lemme 8.93(i)) ; de plus, la preuve de la proposition 8.94(i) montre que l’idéal
maximal de B est une partie convexe de (B,≤λ), donc V domine B (lemme 8.93(ii)). Par
l’exercice 8.97(ii), le corps k(mV ) est formellement réel clos, et son ordre ≤λ∗ est induit
par ≤λ.
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• Supposons d’abord que l’extension de corps résiduels f(q′) : k(q) → k(q′) soit
algébrique, et notons π(p) : A→ k(p) la projection. Dans ce cas, l’inclusion k(q) ⊂ k(mV )
se factorise à travers f(q′) et un morphisme de corps ordonnés

i : (k(q′),≤µ′)→ (k(mV ),≤λ∗).

Soit t ∈ k(q′) la classe de T , et τ ∈ V un élément dont l’image dans k(mV ) coïncide
avec i(t) ; soit g : A[T ] → V l’unique homomorphisme d’anneaux tel que g(T ) = τ et
g(a) = π(p)(a) pour tout a ∈ A, de sorte que l’on a un diagramme commutatif :

A
f //

��

A[T ]
g //

��

V

��
k(q)

f(q′) // k(q′)
i // k(mV )

dont les flèches verticales sont les projections. Ainsi, Spr(g) envoie (m,≤λ∗) ∈ SprV
sur µ′, et Spr(g ◦ f) : SprV → SprA envoie (0,≤λ) ∈ SprV sur λ ; par suite λ′ :=
Spr(g)(0,≤λ) est une générisation de µ′ dans SprA[T ] avec ϕ(λ′) = λ.
• Si k(q′) est une extension transcendante de k(q), fixons aussi une clôture formelle-

ment réelle k(q′,≤µ′) de (k(q′),≤µ′) ; on a

k(q′) = k(q)(T ) ⊂ k(q,≤µ)(T ) ⊂ k(q′,≤µ′)

et l’unique ordre de k(q′,≤µ′) induit par restriction un point

ν := (0,≤ν) ∈ Spr k(q,≤µ)(T )

tel que ≤ν prolonge l’ordre ≤µ′ de k(q′). D’autre part, l’inclusion k(q) ⊂ k(mV ) se
factorise à travers une extension de corps formellement réels clos k(q,≤µ) ⊂ k(mV ) ;
d’après (i), l’ordre ≤ν se prolonge en un ordre ≤ν′ de k(mV )(T ). Soit r ⊂ V [T ] le noyau
de la projection V [T ]→ k(mV )[T ], et W := V [T ]r.

Lemme 8.137. W est un anneau de valuation de k(p,≤λ)(T ).

Démonstration. Noter que r = mV [T ], l’ensemble des polynômes P (T ) ∈ V [T ] à coeffi-
cients dans mV . Or, disons que V est l’anneau de valuation d’une valuation v : K → Γ◦ et
soient P :=

∑n
i=0 aiT

i et Q :=
∑m
i=0 biT

i deux polynômes non nuls de V [T ] ; soient aussi
j, k ∈ N tels que v(aj) = min(v(a0), . . . , v(an)) et v(bk) = min(v(b0), . . . , v(bm)). Il vient
a−1j P, b−1k Q ∈ V [T ] \ r, et si v(bk) ≤ v(aj) on a P/Q = (aj/bk) · (a−1j P )/(b−1k Q) ∈W ; de
même, si v(aj) < v(bk) on a Q/P ∈W . L’assertion suit alors du lemme 8.16. □

En résumé, on obtient un diagramme commutatif d’anneaux :

A //

��

A[T ]
π //

��

B[T ]
j // W

��
k(q) // k(q′) // k(mV )(T )

et (rW,≤ν′) ∈ SprW admet une générisation β := (0,≤β) ∈ SprW (exercice 8.97(i)) ;
alors λ′ := Spr(j ◦ π)(β) ∈ SprA[T ] est une générisation de µ′, et ϕ(λ′) = λ.

Exercice 8.104, partie (i) : En remarquant que RA( ss ) ∩ RA(
t
t ) = RA(

st
st ) pour tous

s, t ∈ S, on se ramène aussitôt au cas où S est une partie multiplicative de A. Or,
évidemment Z = {v ∈ SpvA | v(s) ̸= +∞ pour tout s ∈ S} ; avec l’exercice 8.9, il
s’ensuit que Spv(i) induit une bijection continue ϕ : SpvS−1A

∼→ Z. Pour voir que ϕ est
un homéomorphisme, soient x, y ∈ S−1A et R := RS−1A(

x
y ) ; si x = a/s, y = b/s avec

a, b ∈ A et s ∈ S, il est clair que R = ϕ−1(Z ∩RA(ab )), d’où l’assertion.
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Partie (ii) : Avec la remarque 8.103(iv) on voit aussitôt que Spv(π) est injective et
son image est Z. Ensuite, RA/I

(π(a)
π(b)

)
= Spv(π)−1(Z ∩RA(ab )) pour tous a, b ∈ A, donc

Spv(π) induit un homéomorphisme SpvA/I
∼→ Z.

Partie (iii) : Soient vA′ ∈ SpvA′ et vB ∈ SpvB avec vA := Spv(g)(vA′) = Spv(f)(vB),
et notons par vA ∈ Spv k(vA), vA′ ∈ Spv k(vA′) et vB ∈ Spv k(vB) les respectives valua-
tions résiduelles ; on cherche une valuation vB′ de B′ telle que ϕ(vB′) = (vA′ , vB). Les
homomorphismes f et g induisent des extensions de corps k(vB)← k(vA)→ k(vA′), ainsi
qu’un homomorphisme d’anneaux h : B′ → C := k(vA′)⊗k(vA) k(vB) ; or, si vC ∈ SpvC
est une valuation dont l’image dans Spv k(vA′)×Spv k(vA)Spv k(vB) est le couple (vA′ , vB),
on pourra prendre vB′ := Spv(h)(vC). On est ainsi ramené au cas où A, B et A′ sont des
corps ; on notera par A+, B+ et A′+ les anneaux de valuation de vA, vB et vA′ , et on
pose B′+ := A′+ ⊗A+ B+. Les restrictions de f et g sont des homomorphismes injectifs
B+ ← A+ → A′+, et en particulier A′+ et B+ sont des A+-modules sans torsion, donc
plat (exercice 8.29(ii)) ; par suite l’homomorphisme naturel

B′+ → A′ ⊗A+ B+ → A′ ⊗A+ B
∼→ B′

est injectif. Rappelons maintenant que l’application naturelle

SpecB′+ → SpecA′+ ×SpecA+ SpecB+

est surjective (exercice 3.72) ; donc il existe p ∈ SpecB′+ dont les images dans SpecA′+

et SpecB+ sont les idéaux maximaux respectifs mA′ et mB . La localisation B′+p → B′p
est encore injective, ainsi B′p ̸= 0, et soit m ⊂ B′p un idéal maximal. L’image de B′+p dans
le corps résiduel k(m) est un anneau local (D,mD), et il existe une valuation v de k(m)
dont l’anneau de valuation (V,mV ) domine (D,mD) (théorème 8.21). Soit π : B′ → k(m)
la projection ; montrons que vB′ := Spv(π)(v) convient. En effet, par construction on a
vB′(x) ≥ 0 pour tout x ∈ B′+p et vB′(x) > 0 pour tout x ∈ pB′+p ; par suite vB′ ◦f ′(a) ≥ 0
pour tout a ∈ A′+ et vB′ ◦ f ′(a) > 0 pour tout a ∈ mA′ . Au vu du lemme 8.16 il s’ensuit
aisément que vB′ ◦ f ′ est équivalente à vA′ ; de même on voit que vB′ ◦ g′ est équivalente
à vB .

Problème 8.105, partie (i) : Supposons d’abord que cΓv ⊂ ∆ ; soient a, b ∈ A, et
vérifions que v∆(a+b) ≥ min(v∆(a), v∆(b)). Cela est clair si v(a), v(b) ∈ ∆◦, donc on peut
supposer que v(b) /∈ ∆◦, le cas écheant on aura v(b) > 0, car cΓv ⊂ ∆. Or, si v(a) ∈ ∆◦,
on doit avoir v(b) > v(a), car ∆ est convexe, d’où v(a + b) = v(a) (remarque 8.8(ii)),
et l’inégalité souhaitée s’ensuit. En dernier lieu, si v(a), v(b) /∈ ∆◦, on a v(a), v(b) > 0,
et quitte à échanger les rôles de a et b, on peut supposer que v(a + b) ≥ v(a), d’où
v(a+b) /∈ ∆, car ∆ est convexe ; l’assertion suit aussitôt. Ensuite, vérifions que v∆(ab) =
v∆(a)+v∆(b) ; à nouveau, cela est clair si v(a), v(b) ∈ ∆◦, donc supposons que v(b) /∈ ∆◦.
Si v(a) ∈ ∆◦, on déduit aisément que v(ab) /∈ ∆, et l’égalité souhaitée suit aussitôt. En
dernier lieu, si v(a), v(b) /∈ ∆◦, il vient +∞ > v(a), v(b) > 0, d’où v(ab) > v(a) > 0, et
donc v(ab) /∈ ∆, car ∆ est convexe ; l’assertion suit encore aussitôt.

Réciproquement, si cΓv ̸⊂ ∆, il existe a ∈ A avec v(a) < 0 et v(a) /∈ ∆ ; soit b := 1−a.
D’après la remarque 8.8(ii) il vient v(b) = v(a), d’où v∆(a) = v∆(b) = +∞, mais
v∆(a+ b) = v(1) = 0, donc v∆ n’est pas une valuation.

Partie (ii) : Soient a, b ∈ A avec v∆ ∈ RA
(
a
b

)
; il faut montrer que v ∈ RA

(
a
b

)
. Par

hypothèse on a v∆(a) ≥ v∆(b) ̸= +∞, d’où v(b) ∈ ∆. Or, si v(a) /∈ ∆, il vient v(a) > 0,
car cΓv ⊂ ∆, et alors v(b) < v(a), car ∆ est convexe, d’où l’assertion. Si v(a) ∈ ∆, on a
v(a) = v∆(a), et de même pour v(b), d’où encore l’assertion.

Partie (iii) : Soient a, b ∈ A avec v ∈ RA
(
a
b

)
; il faut montrer que v∆ ∈ RA

(
a
b

)
.

Par hypothèse on a v(a) ≥ v(b) ̸= +∞, d’où v∆(b) ̸= +∞ ; pour conclure, il suffit de
remarquer que π0 est un morphisme d’ensembles ordonnés : les détails seront laissés aux
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soins du lecteur.

Problème 8.108, partie (i) : Il est clair que w ⪰s v ⇒ Supp(v) = Supp(w). Pour
la réciproque, au vu de la remarque 8.103(iv) on peut supposer que A soit un corps.
Dans ce cas, soient V et W les anneaux de valuation de v et w ; noter que V = {a ∈
A | v ∈ RA

(
a
1

)
}, et de même pour W . Comme w est une générisation de v, il vient

V ⊂W . D’autre part, les groupes des valeurs de v et w sont respectivement Γv := A×/V ×

et Γw := A×/W× (voir la preuve du lemme 8.16) ; ainsi, la projection A× → Γw se
factorise à travers la projection A× → Γv et un morphisme surjectif de groupes ordonnés
π : Γv → Γw. Soit ∆ := Kerπ ; par inspection directe des définitions, on voit que w = v∆.

Partie (ii) : Soit ∆ ⊂ Γv un sous-groupe convexe contenant cΓv ; soient aussi a ∈ A
et b ∈ Supp(v∆) tels que v(a) ≥ v(b). Il vient v(b) /∈ ∆, d’où v(b) > 0, car cΓv ⊂ ∆ ;
mais alors v(a) /∈ ∆, car ∆ est convexe. Donc a ∈ Supp(v∆) ; cela montre que Supp(v∆)
est v-convexe. Réciproquement, soit p ⊂ A un idéal premier v-convexe. En particulier,
v(x) ̸= +∞ pour tout x ∈ A \ p, et on dénote par ∆0 ⊂ Γv le sous-groupe engendré par
v(A \ p). Montrons que γ < v(x) pour tout γ ∈ ∆0 et tout x ∈ p. En effet, soient par
l’absurde γ ∈ ∆0 et x ∈ p avec γ ≥ v(x) ; comme A\p est une partie multiplicative de A,
on trouve a, b ∈ A\p tels que γ = v(a)−v(b), d’où v(a) ≥ v(bx) ; comme p est v-convexe,
il vient a ∈ p, contradiction. Soit maintenant ∆ ⊂ Γv le plus petit sous-groupe convexe
contenant ∆0 (i.e. l’intersection de tous les sous-groupes convexes de Γv contenant ∆0) ;
on voit aisément que l’on a toujours γ < v(x) pour tout γ ∈ ∆ et tout x ∈ p. De l’autre
côté, par construction on a v(A \ p) ⊂ ∆, donc p = {x ∈ A | v(x) > γ pour tout γ ∈ ∆}.
En outre, si a ∈ A et si v(a) ≤ 0 = v(1), on a a ∈ A \ p, car p est v-convexe et 1 /∈ p ;
donc v(a) ∈ ∆, et cela montre que cΓv ⊂ ∆. Pour conclure, il suffit de remarquer que
Supp(v∆) = p.

Partie (iii) : La valuation v se factorise à travers la projection A → A′ := A/p et
une valuation v′ de A′ ; quitte à remplacer A et v par A′ et v′, on peut alors supposer
que A soit intègre et p = 0. D’après le théorème 8.21, l’anneau local Aq est dominé par
un anneau de valuation (V,m) de K := FracA ; noter que k(v) = k(q) ⊂ k(m). D’après
l’exercice 8.25(ii), la valuation résiduelle de v se prolonge alors en une valuation w de
k(m). Soient W l’anneau de valuation de w, et πV : V → k(m) la projection ; d’après
l’exercice 8.18, le sous-anneau W := π−1V (W ) est l’anneau de valuation d’une valuation
wK de K, et soit w sa restriction à A. Noter que m = Ker(πV : W → W ) est un idéal
premier de W avec V =Wm et q = A∩m ; la bijection de la proposition 8.14(i) lui associe
le sous-groupe convexe ∆ := ∆(m) de Γw = ΓwK , tel que m = p(∆). D’après le lemme
8.107(ii,iv) on a cΓw ⊂ ∆, Supp(w∆) = q et k(w∆)+ = k(q) ∩W = k(v)+, d’où w∆ = v.

Partie (iv) : Quitte à remplacer A par A/Supp(v), on peut supposer que A soit
intègre, et k(v) = K := FracA, donc v est la restriction d’une valuation vK de K. Soient
(K+,m) l’anneau de valuation de vK , et ∆ ⊂ Γv un sous-groupe convexe tel que cΓv ⊂ ∆
et w = v∆. La proposition 8.14(i) associe à ∆ l’idéal premier p := p(∆) de K+, et d’après
le lemme 8.107(ii,iv) il vient :

A ⊂ K+
p Supp(w) = p ∩A k(w)+ = k(w) ∩K+/p.

D’autre part, k(w′) = k(w), et k(w′)+ ⊂ k(w)+ (lemme 8.107(i)). Soient mw,mw′ res-
pectivement les idéaux maximaux de k(w)+, k(w′)+ ; il vient

k(w)+ ∩m/p = mw ⊂ mw′ .

Ainsi, mw est un idéal de k(w′)+, et on a des homomorphismes injectifs d’anneaux :

C := k(w′)+/mw → k(mw)→ k(m).

Or, C est un anneau de valuation de KC := FracC (remarque 8.17(iii)), et d’après
l’exercice 8.25(ii) il existe un anneau de valuation C ′ de k(m) avec C = C ′∩KC . D’après
l’exercice 8.18, l’image réciproque V ′ de C ′ dans K+ est l’anneau de valuation d’une
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valuation v′K de K. Montrons que la restriction v′ de v′K au sous-anneau A convient. En
effet, comme V ′ ⊂ K+, on sait que K+ est une localisation de V ′ (remarque 8.17(ii)),
d’où vK ⪰s v′K , donc v ⪰s v′. Ensuite, noter que p est aussi un idéal de V ′, et V ′p = K+

p ,
de sorte que A ⊂ V ′p. La proposition 8.14(i) associe à p un sous-groupe convexe ∆′ :=
∆(p) ⊂ Γv′ , et d’après le lemme 8.107(ii,iv) on a

cΓv′ ⊂ ∆′ Supp(v′∆
′
) = p ∩A k(v′∆

′
)+ = k(v′∆

′
) ∩ V ′/p.

Par suite, k(v′∆
′
) = k(w) et k(v′∆

′
)+ = k(w) ∩ V ′/p = k(w′)+, d’où v′∆

′
= w′.

Exercice 8.115 : Soient v, v′ ∈ (Spv j)−1(w), et notons q, q′ les supports de v et
respectivement v′ ; évidemment p := A ∩ q = A ∩ q′, donc il existe σ ∈ G tel que
Spec(σ|B)(q

′) = q (exercice 6.27(i)). Quitte à remplacer v′ par Spv(σ|B)(v
′), on peut

ainsi supposer que q = q′. Soient w, v et v′ les valuations résiduelles de w sur k(p) et de
v, v′ sur k(q). Par hypothèse les restrictions de v et v′ au sous-corps k(p) sont équivalentes
à w, donc il existe τ ∈ Gal(k(q)/k(p)) tel que Spv(τ)(v′) = v (problème 8.28(ii)). D’après
l’exercice 6.27(ii), il existe alors τ ′ ∈ Gal(E/K) avec Spec(τ ′)(q) = q et tel que l’action
induite de τ ′ sur k(q) coïncide avec celle de τ . Evidemment, on obtient Spv(τ ′)(v′) = v,
d’où l’assertion.

Exercice 8.123 : Notons Q1
• := (M• ⊗A N•) ⊗A P• et Q2

• := M• ⊗A (N• ⊗A P•). Par
définition, on a

Q1
• :=

⊕
i+j+k=n

(Mi ⊗A Nj)⊗A Pk Q2
n :=

⊕
i+j+k=n

Mi ⊗A (Nj ⊗A Pk) ∀n ∈ Z.

En outre, la différentielle de Q1
• en degré n est l’unique application A-linéaire d1n : Q1

n →
Q1
n−1 dont la restriction au facteur direct (Mi ⊗A Nj)⊗A Pk est

(dMi ⊗A Nj)⊗A Pk + (−1)i · (Mi ⊗A dNj )⊗A Pk + (−1)i+j · (Mi ⊗A Nj)⊗A dPk .

De même, la différentielle de Q2
• en degré n est l’unique application A-linéaire d2n : Q2

n →
Q2
n−1 dont la restriction au facteur direct Mi ⊗A (Nj ⊗A Pk) est

dMi ⊗A (Nj ⊗A Pk) + (−1)i ·Mi ⊗A (dNj ⊗A Pk) + (−1)i+j ·Mi ⊗A (Nj ⊗A dPk ).

On conclut que l’isomorphisme souhaité de complexes de A-modules Q1
•
∼→ Q2

• est donné,
en tout degré n ∈ Z, par la somme directe des isomorphismes canoniques

(Mi ⊗A Nj)⊗A Pk
∼→Mi ⊗A (Nj ⊗A Pk).

Exercice 8.129, partie (i) : Soit N un A-module arbitraire ; en joignant l’exemple 7.69
et le théorème 8.126, on déduit de Σ la suite exacte :

TorA2 (M
′′, N)→ TorA1 (M

′, N)
u−→ TorA1 (M,N)→ TorA1 (M

′′, N).

Comme M ′′ est plat, le premier et le dernier terme de cette suite sont nuls, donc u est
un isomorphisme. L’assertion suit alors aussitôt de la proposition 7.70.

Partie (ii) : Supposons que f soit fidèlement plat ; alors f est injectif, d’après le
problème 3.83(i.c), et on obtient ainsi une suite exacte courte de A-modules :

Σ′ : 0→ A
f−→ B[f ]

p−→ Q := B[f ]/f(A)→ 0.

Pour voir que Q est un A-module plat, il suffit de vérifier que B ⊗A Q est un B-module
plat (problème 3.83(ii.b)). Or, comme B est une A-algèbre plate, B ⊗A Σ′ est encore
exacte courte, et B ⊗A B[f ] est un B-module plat (remarque 3.74(vi)) ; au vu de la
remarque 3.74(iii), il suffira alors de montrer que la suite B ⊗A Σ′ est scindée. Pour
cela, soit µ : B ⊗A B[f ] → B l’application B-linéaire telle que µ(b⊗ b′) := bb′ pour tous
b, b′ ∈ B ; évidemment µ ◦ (B ⊗A f) = IdB , d’où l’assertion.
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Réciproquement, si f est injectif et si Q est un A-module plat, on déduit avec (i) que
B est une A-algèbre plate, et que Σ′ est une suite universellement exacte (exemple 8.128),
i.e. f ⊗AM :M → B[f ]⊗AM est injective pour tout A-module M . Noter que pour tout
homomorphisme ϕ :M → N de A-modules, on a (f ⊗AN)◦ϕ = (B[f ]⊗A ϕ)◦ (f ⊗AM) ;
en particulier, on obtient une injection :

HomA(M,N)→ HomB(B ⊗AM,B ⊗A N) ϕ 7→ B ⊗A ϕ

i.e. le foncteur B ⊗A − : A−Mod→ B −Mod est fidèle, i.e. f est fidèlement plat.
Partie (iii) : Si B est intègre, il en est de même pour A, car f est injectif, d’après (ii).

Supposons de plus que B soit intégralement clos, et soient K et L les corps des fractions
de A et respectivement B. L’homomorphisme f se prolonge en une inclusion de corps
K → L, et pour vérifier que A est intégralement clos, il suffit de montrer que A = K ∩B
dans L. Or, la suite Σ′ induit un diagramme commutatif :

0 // A
f //

jA
��

B
p //

jB
��

Q //

jQ
��

0

0 // K
K⊗Af // K ⊗A B

K⊗Ap // K ⊗A Q // 0

dont les lignes horizontales sont exactes courtes, d’après la preuve de (ii). De plus, Q est
un A-module plat, toujours d’après (ii), donc jQ = jA ⊗A Q est injective, et K ⊗A B
s’identifie naturellement à une localisation de B contenue dans L et contenant les images
de B et de K (voir §3.4.2). Soient alors x ∈ K et b ∈ B tels que y := (K⊗Af)(x) = jB(b)
dans K⊗AB ; il vient (K⊗Ap)(y) = 0, d’où p(b) = 0, car jQ est injective. Donc b ∈ f(A),
CQFD.

Problème 8.130 : Soit εM : PM• → M une résolution projective de M ; il existe
un morphisme de complexes f• : PM• → Q•, unique à équivalence homotopique près,
tel que ε ◦ f0 = εM (théorème 5.9), et on va montrer que f• induit un isomorphisme
Hi(Ff•) : LiF (M) = Hi(FPM•)

∼→ Hi(FQ•) pour tout i ∈ N, mais la preuve sera
quelque peu indirecte. Pour tout n ∈ N on construit un complexe (Pn,•, d

v
n,•) de A et

un morphisme de complexes dhn+1,• : Pn+1,• → Pn,•, comme suit. On choisit d’abord
des résolutions projectives εR0 : R0,• → M , εRk : Rk,• → Im dQk de M et respectivement
Im dQk , et soit (Rk,•, d

R
k,•) le complexe augmenté de (Rk,•, ε

R
k ), pour tout k ∈ N. Si l’on

applique la proposition 7.65 à la suite exacte courte

0→ Im dQ1 → Q0
ε−→M → 0

on obtient une résolution εP0 : P0,• → Q0 et une suite exacte courte de complexes

0→ R1,•
α0−−→ P 0,•

β0−−→ R0,• → 0

où (P 0,•, d
v
0,•) est le complexe augmenté de (P0,•, ε

P
0 ). De même, pour tout k > 0 on a la

suite exacte courte 0→ Im dQk+1 → Qk → Im dQk → 0, d’où une résolution εPk : Pk,• → Qk
et une suite exacte courte de complexes

0→ Rk+1,•
αk−−→ P k,•

βk−−→ Rk,• → 0

où (P k,•, d
v
k,•) est le complexe augmenté de (Pk,•, ε

P
k ). Cela posé, le morphisme dhn+1,•

souhaité est la composition Pn+1,•
βn+1−−−−→ Rn+1,•

αn−−→ Pn,•. Evidemment dhn+1,• ◦
dhn+2,• = 0 pour tout n ∈ N, donc P •• := (Pn,•, d

v
n,•, d

h
n+1,• |n ∈ N) est un complexe

double. De même, la donnée P•• := (Pn,•, d
v
n,•, d

h
n+1,• |n ∈ N) est le complexe double

obtenu de P •• après troncature de la ligne horizontale en degré −1, i.e. des termes de
bidegrés (n,−1), pour tout n ∈ N. Cette ligne horizontale contient le complexe Q• ; avec
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la notation de l’exemple 8.122(i), on aboutit alors à une suite exacte courte de complexes
doubles :

(∗) 0→ Q• ⊠Z Z[1]• → P •• → P•• → 0.

Soit (T •, d
T
• ) (resp. (T•d

T
• )) le complexe total de P •• (resp. de P••), et noter que le

complexe total de Q•⊠ZZ[1]• est naturellement isomorphe au décalage Q•[1] du complexe
Q• ; il vient une suite exacte courte de complexes ordinaires

Σ : 0→ Q•[1]→ T • → T• → 0.

De plus, par construction le complexe P k,• est exact pour tout k ∈ N, donc T • est exact
(remarque 8.125) ; la suite exacte longue d’homologie associée à Σ nous donne alors des
isomorphismes naturels

∂Σi : Hi(T•)
∼→ Hi−1(Q•[1]) = Hi(Q•) ∀i ∈ Z.

Autrement dit, T• est exact en tout degré homologique > 0, et si l’on compose la projec-
tion T0 → H0(T•) avec ∂Σ0 : H0(T•)

∼→ H0(Q•) et ensuite avec l’isomorphisme H0(Q•)
∼→

M induit par l’augmentation εM , on obtient une augmentation ε′M : T0 →M qui fait du
couple (T•, ε

′
M ) une résolution projective de M , d’où un morphisme h• : PM• → T• de

C(A ) avec ε′M ◦ h0 = εM , induisant des isomorphismes

Hi(Fh•) : LiFM
∼→ Hi(FT•) ∀i ∈ N.

De l’autre côté, considérons la suite exacte de complexes doubles :

(†) 0→ F (Q• ⊠Z Z[1]•)→ FP •• → FP•• → 0

obtenue en appliquant F terme à terme dans (∗). Par inspection directe on trouve :

F (Q• ⊠Z Z[1]•) = (FQ•)⊠Z Z[1]•.
En outre, pour tout k ∈ N on a par hypothèse Hi(FPk,•) ≃ LiFQk = 0 si i > 0, et
FεPk : FPk,0 → FQk induit un isomorphisme H0(FPk,•) ≃ L0FQk

∼→ FQk, car F est
exact à droite (exercice 7.62(ii)) ; autrement dit, FP k,• est un complexe exact, pour tout
k ∈ N, et donc le complexe total FT • de FP •• est exact, toujours d’après la remarque
8.125. Ainsi, (†) induit la suite exacte courte de complexes

FΣ : 0→ FQ•[1]→ FT • → FT• → 0

et la suite exacte longue d’homologie associée à cette derniere donne des isomorphismes
naturels de B :

∂FΣ
i : Hi(FT•)

∼→ Hi−1(FQ•[1]) = Hi(FQ•) ∀i ∈ N.
Il suffit alors de vérifier que ∂FΣ

i ◦Hi(Fh•) = (−1)i ·Hi(Ff•) pour tout i ∈ N. Pour cela,
soit gn : Tn → Qn la composition de εPn avec la projection naturelle Tn =

⊕
p+q=n Pp,q →

Pn,0, pour tout n ∈ N. On voit aisément que g• : T• → Q• est un morphisme de complexes
avec ε′M = ε ◦ g0 ; par suite g• ◦ h• est homotopiquement équivalent à f• (théorème 5.9),
d’où Hi(Fg•) ◦Hi(Fh•) = Hi(Ff•) pour tout i ∈ N (remarque 5.5(iii,v)). On est ainsi
ramené à montrer que ∂FΣ

i = (−1)i ·Hi(Fg•).
Or, Σ est formé des suites exactes courtes 0 → Qn+1

jn−→ Tn ⊕Qn+1
πn−−→ Tn → 0, où

jn et πn sont respectivement les injections et projections naturelles, en tout degré n ∈ N.
Avec cette notation, la différentielle dTn : Tn ⊕ Qn+1 → Tn−1 ⊕ Qn est donnée par la
matrice en blocs : (

dTn 0

(−1)ngn dQn+1

)
.

Puisque la différentielle de FT • en degré i est F (dTi ) : FTi ⊕ FQi+1 → FTi−1 ⊕ FQi,
l’assertion découle alors aisément de la définition du morphisme de bord dans la suite du
serpent (proposition 2.106).
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Exercice 8.131, partie (i) : On montre d’abord l’assertion sous la condition (a). Soit
donc n ∈ Z et x•• := (xp,q | p + q = n) ∈ TotΠ(P )n avec dn(x••) = 0 ; on doit exhiber
y•• := (yp,q | p+ q = n− 1) ∈ TotΠ(P )n−1 avec dn−1(y••) = x••, i.e.

(∗) dk−1,n−kh (yk−1,n−k) + (−1)k · dk,n−k−1v (yk,n−k−1) = xk,n−k ∀k ∈ Z.
On va construire les yk−1,n−k ∈ P k−1,n−k par récurrence sur k, de sorte que

(∗∗) zk := xk,n−k − dk−1,n−kh (yk−1,n−k) ∈ Ker dk,n−kv .

On pose yk−1,n−k := 0 pour tout k ≤ 0. Evidemment (∗) est alors vérifiée pour k < 0, et
(∗∗) est vérifiée pour k ≤ 0. Ensuite, soit r ≥ 0 tel que yk−1,n−k ait déjà été exhibé pour
tout k ≤ r, de telle façon que (∗) est vérifiée pour tout k < r et (∗∗) est vérifiée pour
tout k ≤ r. En particulier, comme (P r,•, dr,•v ) est exact, la condition (∗∗) implique qu’il
existe yr,n−r−1 ∈ P r,n−r−1 tel que

zr = (−1)r · dr,n−r−1v (yr,n−r−1).

Avec ce choix, la condition (∗) est maintenant vérifiée pour tout k ≤ r. Un calcul direct
que l’on laissera aux soins du lecteur montre de même que (∗∗) est vérifiée pour k = r+1.
En dernier lieu, si P •• satisfait la condition (b) du problème, on raisonne avec le flip de
P •• pour se ramener au cas précédent, comme dans la preuve de la proposition 8.124.

Partie (ii) : Soient (P•, d
P
• )

εM−−→ M une résolution projective, N εN−−→ (I•, d•I) une
résolution injective, et notons (P •, d

P
• ) et (I•, d•

I
) les complexes augmentés respectifs

(définition 5.6 et remarque 5.10). Pour tout i ≥ −1 on considère le complexe

(Qi,•, di,•v ) := HomA(P i, I
•).

La différentielle dPi : P i → P i−1 induit un morphisme de complexes

di−1,•h := HomA(d
P
i , I•) : Q

i−1,• → Qi,•

et la donnée Q•• := (Qi,•, di,•h , di,•v | i ∈ Z) est évidemment un complexe double. On
dénote aussi par Q′•• (resp. Q′′••) le complexe double obtenu à partir de Q•• après
troncature de la ligne horizontale (resp. verticale) en degré cohomologique −1 ; donc,
Q′p,q = 0 pour q < 0 et Q′′p,q = 0 pour p < 0. Soit en outre Q•• le complexe double
obtenu à partir de Q′••, après troncature de la ligne verticale en degré cohomologique −1 ;
évidemment on peut obtenir ce complexe double aussi à partir de Q′′••, par troncature
de la ligne horizontale en degré cohomologique −1. Il vient des suites exactes courtes de
complexes doubles

(∗) 0→ Q•• → Q′•• → A[1]• ⊠A HomA(M, I•)→ 0
0→ Q•• → Q′′•• → HomA(P•, N)⊠A A[1]• → 0.

Or, le complexe (Q′•,q, d•,qh ) = HomA(P •, I
q) est exact pour tout q ∈ N, car P • est exact

et Iq est injectif ; donc T ′• := TotΠ(Q′••) est exact, d’après (i). De même, le complexe
(Q′′p,•, dp,•v ) = HomA(Pp, I

•) est exact pour tout p ∈ N, car P• est projectif et I• est
exact, donc T ′′• := TotΠ(Q′′••) est exact, toujours d’après (i). De l’autre côté, (∗) induit
des suites exactes de complexes totaux :

(†) 0→ T • → T ′• → HomA(M, I•)[1]→ 0
0→ T • → T ′′• → HomA(P•, N)[1]→ 0

avec T • := TotΠ(Q••). Les suites exactes longues d’homologie associées à (†) nous
donnent ainsi des isomorphismes naturels

ExtiA(M,N)
∼→ Hi−1(HomA(M, I•)[1])

∼→ Hi(T •)

LiHomA(M,N)
∼→ Hi−1(HomA(P•, N)[1])

∼→ Hi(T •)
∀i ∈ N

d’où l’isomorphisme souhaité ExtiA(M,N)
∼→ LiHomA(M,N). En dernier lieu, en rai-

sonnant comme dans la preuve du théorème 8.126 et dans la remarque 8.127, on voit
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aisément que cet isomorphisme est naturel en M et N , et il ne dépend pas des choix
auxiliaires : les détails sont laissés aux soins du lecteur.



9. Sagittaire è

AU §7.4.2 on a vu comment des simples considérations analytiques peuvent être utiles
pour déterminer la dimension de la variété analytique complexe correspondant à

une C-algèbre de type fini, et pour calculer des invariants algébriques associés à l’algèbre
elle-même. Dans cette leçon on développera des méthodes mélangeant algèbre et topo-
logie, qui nous permettront d’étendre à des anneaux arbitraires ce genre d’arguments.
Dans un premier temps, il s’agit de dégager de l’analyse complexe les aspects plus combi-
natoires, qui ne s’appuient que sur la manipulation formelle des développements en séries
de puissances, et qui donc peuvent être reproduits sur l’anneau C[[T1, . . . , Tn]] des séries
de puissances à coefficients complexes. Mais on s’aperçoit rapidement qu’avec l’opération
fondamentale de complétion d’un anneau topologique, les mêmes idées deviennent perti-
nentes dans des situations bien plus générales : notamment, les complétions adiques des
corps de nombres sont depuis longtemps un outil efficace dans des nombreuses questions
arithmétiques, ainsi qu’un sujet majeur de recherche en elles-mêmes.

La section 9.1 recueille les premières notions élémentaires concernant les anneaux
et les modules topologiques : on s’intéresse surtout aux topologies linéaires, les plus
utiles à l’algébriste ; on se penche en particulier sur une importante classe d’anneaux
topologiques isolés par R.Huber, qui dans ses travaux [39, 40, 41] sont appelés anneaux f-
adiques, mais on préfère ici les nommer simplement anneaux de Huber : voir la section 9.4.
Les sections 9.2 et 9.3 expliquent la technique de complétion des anneaux linéairement
topologisés, et présentent quelques propriétés remarquables des anneaux topologiques
complets : signalons les problèmes 9.32 et 9.33, proposant des versions assez générales du
théorème de Baire et respectivement du théorème de l’application ouverte de Banach, et
l’exercice 9.57 sur le lemme de Hensel pour les anneaux locaux complets.

La section 9.5 considère le cas d’un anneau noethérien Amuni d’une topologie I-adique
(pour un idéal I ⊂ A arbitraire) : on montre que la complétion de A est une A-algèbre
plate et noethérienne (corollaire 9.103(i) et théorème 9.113). L’outil clef pour acceder
à ce résultat majeur est un lemme élémentaire prouvé indépendamment par E.Artin et
D.Rees, assurant que les topologies I-adiques des A-modules de type fini sont hérités par
les sous-modules. On retrouvera notamment le lemme de Artin-Rees dans la section 10.4
et dans la leçon 11, lors de l’étude de la dimension des anneaux locaux noethériens.

9.1. Anneaux et modules topologiques. Tout d’abord, un anneau topologique est la
donnée d’un anneau A et d’une topologie TA sur A telle que l’addition et la multiplication
de A soient des applications continues

A×A→ A

où A × A est muni de la topologie du produit de l’espace topologique (A,TA) avec lui
même : voir l’exemple 2.20(iii). De même, un A-module topologique est la donnée d’un A-
module M et d’une topologie TM sur M telle que l’addition et la multiplication scalaire
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de M soient des applications continues

M ×M →M A×M →M

pour les produits d’espaces topologiques (M,TM )× (M,TM ) et (A,TA)× (M,TM ). Les
anneaux commutatifs topologiques et les A-modules topologiques forment des catégories

Z− AlgTop (A,TA)−ModTop

dont les morphismes sont les homomorphismes continus d’anneaux et respectivement les
applications A-linéaires continues.

Exemple 9.1. (i) Les corps R et C, munis des topologies standards, sont des exemples
d’anneaux topologiques (et tout R-espace topologique au sens usuel est un R-module
topologique), mais dans cette leçon on étudiera plutôt les topologies dont il s’agit dans
la définition 9.2(ii) ci-dessous.

(ii) Noter que si A est l’anneau Z des entiers muni de sa topologie discrète T d
Z , un

(Z,T d
Z )-module topologique n’est rien d’autre qu’un groupe abélien topologique.

Définition 9.2. (i) Soient (T,T ) un espace topologique, t un point de T , et U• :=
(Uλ |λ ∈ Λ) une famille de voisinages ouverts de t dans T .

(a) On dit que U• est un système fondamental de voisinages ouverts de t dans T , si
pour tout voisinage V de t dans T il existe λ ∈ Λ tel que Uλ ⊂ V .

(b) On dit que T est à voisinages dénombrables si tout point de T admet un système
fondamental dénombrable de voisinages ouverts.

(ii) Soient (A,TA) un anneau topologique, (M,TM ) un A-module topologique. On
dit que la topologie TM est Z-linéaire (resp. A-linéaire), si elle admet un système fon-
damental de sous-groupes ouverts (resp. de A-sous-modules ouverts), i.e. s’il existe un
système fondamental de voisinages ouverts de l’élément neutre 0M dans M , formé de
sous-groupes additifs de M (resp. formé de A-sous-modules de M).

(iii) On a ainsi les sous-catégories pleines de (A,TA)−ModTop et de Z− AlgTop :

(A,TA)−ModTopB−lin Z− AlgTopZ−lin

dont les objets sont les A-modules topologiques avec topologie B-linéaire (pour B = Z
ou B = A), et les anneaux topologiques avec topologie Z-linéaire.

Remarque 9.3. Soient A un anneau topologique, (M,TM ) un A-module topologique, et
(Uλ |λ ∈ Λ) un système fondamental de voisinages ouverts de 0M dans M .

(i) Noter que pour tout x ∈M , la translation M →M : y 7→ x+ y est un homéomor-
phisme ; il s’ensuit aisément que toute partie ouverte de M est une réunion de parties
de la forme x + Uλ := {x + u |u ∈ Uλ}. En particulier, la famille (Uλ |λ ∈ Λ) déter-
mine complètement TM , et TM est à voisinages dénombrables ⇔ 0M admet un système
fondamental dénombrable de voisinages ouverts.

(ii) De même, si N est un deuxième A-module topologique, et f : M → N une
application A-linéaire, alors f est continue si et seulement si elle est continue au point
0M . En effet, la condition est évidemment nécessaire. Réciproquement, si f est continue
en 0M , soient x ∈M et V un voisinage de f(x) dans N ; alors V − f(x) est un voisinage
de l’élément neutre 0N de N , donc f−1(V −f(x)) est un voisinage de 0M , et x+f−1(V −
f(x)) = f−1V est un voisinage de x dans M . Comme x est arbitraire, cela montre que f
est continue (exercice 1.21(i)).
(iii) Avec la notation de (ii), on voit aussi que f est une application ouverte si et

seulement si f(Uλ) est une partie ouverte de N , pour tout λ ∈ Λ.
(iv) Soient M ′ ⊂ M un sous-module, et U ⊂ M un voisinage ouvert de 0M , que

l’on munit de la topologie induite par M . Alors M ′ est ouvert (resp. fermé) dans M ⇔
M ′∩U est ouvert (resp. fermé) dans U . En effet, la condition est évidemment nécessaire ;
réciproquement, si M ′ ∩ U est ouvert dans U , il est ouvert aussi dans M , donc M ′ =⋃
x∈M ′ x + (M ′ ∩ U) est ouvert dans M . Ensuite, si M ′ ∩ U est fermé dans U , soit M ′
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l’adhérence de M ′ dans M , et supposons par l’absurde qu’il existe x ∈ M ′ \M ′ ; alors
on trouve y ∈ (x − U) ∩M ′, d’où x ∈ (y + U) \M ′ = y + (U \M ′), une partie ouverte
de M qui ne rencontre pas M ′, contradiction.

Exercice 9.4. (i) Pour tout anneau topologique A := (A,TA), et pour B = Z ou A,
montrer que les catégories A−ModTop, et A−ModTopB−lin sont complètes.

(ii) Montrer que les catégories Z− AlgTop et Z− AlgTopZ−lin sont complètes.

Lemme 9.5. Soient A un anneau topologique, M un A-module topologique, N ⊂M un
sous-module, I ⊂ A un idéal. On munit M :=M/N et A := A/I des topologies TM ,TA

induites par M,A via les projections πM :M →M,πA : A→ A. On a :
(i) (M,TM ) est un A-module topologique et (A,TA) est un anneau topologique.
(ii) Les applications πM et πA sont ouvertes.
(iii) L’adhérence N de N dans M est un sous-module de M .

Démonstration. (i,ii) : Si U ⊂ M est une partie ouverte, il en est de même pour la
partie π−1M πM (U) =

⋃
x∈N x + U , donc πM (U) est ouverte dans M ; cela montre que

l’application πM est ouverte, et de même pour πA. Remarquons ensuite :

Affirmation 9.6. Soient M,M ′ deux A-modules topologiques, N ⊂ M,N ′ ⊂ M ′ deux
sous-modules ; on munit M ′′ := M ×M ′ de la topologie du produit, et on dénote πM :
M →M :=M/N , πM ′ :M ′ →M ′ :=M ′/N ′ et πM ′′ :M ′′ →M ′′ :=M ′′/(N ′ ×N ′′) les
projections. Munissons aussi M,M ′,M ′′ des topologies induites par M,M ′ et M ′′ via
πM , πM ′ et πM ′′ , et M×M ′ de la topologie du produit. Alors πM ×πM ′ :M ′′ →M×M ′
est la composition de πM ′′ et d’un homéomorphisme :

M ′′
∼→M ×M ′.

Ainsi, la topologie de M ×M ′ est induite par celle de M ×M ′ via πM × πM ′ .
Preuve : πM×πM ′ est continue, donc se factorise à travers πM ′′ et une bijection A-linéaire
continue ω :M ′′ →M ×M ′ ; or, comme πM et πM ′ sont des applications ouvertes, il en
est de même pour πM × πM ′ , et puisque πM ′′ est continue, on conclut que ω est ouverte,
d’où l’assertion. ♢

Montrons que l’addition β : M ×M → M est continue : si U ⊂ M est une partie
ouverte, il faut que la partie β−1U soit ouverte dans M ×M ; d’après l’observation 9.6,
il suffit alors de remarquer que la partie (πM × πM )−1(β−1U) = β−1(π−1M U) est ouverte
dans M ×M (où β est l’addition de M). Il reste à vérifier que la multiplication scalaire
σM : A ×M → M est continue. Pour cela, soit σM : A ×M → M la multiplication
scalaire de M ; d’après l’observation 9.6, la topologie de A ×M est induite par celle de
A ×M via IdA × πM , et on a σM ◦ (IdA × πM ) = πM ◦ σM . Comme πM et σM sont
continues, l’assertion s’ensuit aussitôt.

Vérifions que A est un anneau topologique ; par ce qui précède, il suffit de montrer
que la loi de multiplication σA : A×A→ A est continue. Pour cela, soit σ : A×A→ A
la loi de multiplication de A ; il vient πA ◦ σA = σA ◦ (πA× πA), et la topologie de A×A
est induite par A×A via πA × πA (observation 9.6), d’où l’assertion.

(iii) : Si β : M ×M → M dénote la loi d’addition de M , la partie β−1N contient
N ×N , donc aussi son adhérence N ×N dans M ×M , i.e. N est un sous-groupe additif
de M ; de même, si σM : A ×M → M dénote la loi de multiplication scalaire, σ−1M N

contient A×N , donc aussi son adhérence A×N , d’où l’assertion. □

Remarque 9.7. (i) Soient A un anneau topologique, f : M → N un homomorphisme
continu de A-modules topologiques, et munissons Q := Coker f (resp. P := Ker f) de la
topologie TQ (resp. TP ) induite par N via la projection naturelle N → Q (resp. par M
via l’inclusion P → M). On déduit aisément du lemme 9.5(i) que (Q,TQ) représente le
conoyau de f dans la catégorie A−ModTop : les détails sont laissés au lecteur. De même,
(P,TP ) représente le noyau de f dans A−ModTop.
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(ii) Par suite, l’image (resp. la coimage) de f est le A-module topologique (f(M),T )
(resp. (f(M),T ′)), où T (resp. T ′) est la topologie induite parN via l’inclusion f(M)→
N (resp. par M via la projection M → f(M)) . En particulier f est un morphisme strict
de A − ModTop (voir la définition 2.68) si et seulement si T = T ′. Cela montre que
A−ModTop n’est pas une catégorie abélienne.

Exercice 9.8. Soient A un anneau topologique, M et N deux A-modules topologiques,
M0 ⊂ M (resp. N0 ⊂ N) un sous-module ouvert que l’on munit de la topologie induite
par M (resp. par N), et f : M → N une application A-linéaire avec f(M0) ⊂ N0.
Montrer que f est un morphisme strict de A − ModTop si et seulement s’il en est de
même pour la restriction f0 :M0 → N0 de f .

Exercice 9.9. Soient A un anneau topologique et M un A-module topologique.
(i) Montrer que M est séparé ⇔ {0M} est une partie fermée de M .

(ii) Soit {0M} l’adhérence de {0M} dans M . Le quotient maximal séparé de M

M sep :=M/{0M}

est un A-module (lemme 9.5(iii)), que l’on munit de la topologie induite par M via la
projection πM : M → M sep. Montrer que M sep est un A-module topologique séparé.
Tout homomorphisme continu de A-modules topologiques M → M ′ avec M ′ séparé se
factorise par πM et une unique application A-linéaire continue M sep →M ′.
(iii) Montrer que tout homomorphisme continu d’anneaux topologiques A→ B avec B

séparé se factorise à travers la projection A → Asep := A/{0A} et un unique homomor-
phisme continu d’anneaux topologiques Asep → B.

Exercice 9.10. Soient A un anneau topologique, Λ ̸= ∅ un ensemble, M un A-module,
M• := (Mλ |λ ∈ Λ) une famille de sous-groupes additifs de M .

(i) Supposons que M soit un A-module topologique et M• un système fondamental
de voisinages ouverts de 0M dans M . Montrer que :

(a) pour tous λ, µ ∈ Λ il existe ν ∈ Λ tel que Mν ⊂Mµ ∩Mλ.
(b) Pour tout x∈M , tout a ∈ A et tout λ ∈ Λ, il existe un voisinage U de 0A

dans A et µ ∈ Λ tels que (a+ U) · (x+Mµ) ⊂ ax+Mλ.
(ii) Réciproquement, supposons que la famille M• vérifie les conditions (a) et (b) ci-

dessus. Montrer qu’alors il existe une unique topologie TM sur M qui fait de ce dernier
un A-module topologique, et pour laquelle M• est un système fondamental de voisinages
ouverts de 0M . On appelle TM la topologie définie par la famille M•.
(iii) En particulier, en déduire que si A est un anneau, une famille (Iλ |λ ∈ Λ) non vide

de sous-groupes additifs de A est un système fondamental de voisinages de 0A pour un
anneau topologique (A,TA) si et seulement si elle vérifie les conditions suivantes :

(a) pour tous λ, µ ∈ Λ il existe ν ∈ Λ tel que Iν ⊂ Iλ ∩ Iµ.
(b) Pour tout λ ∈ Λ et tout a, b ∈ A il existe µ ∈ Λ tel que

(a+ Iµ) · (b+ Iµ) ⊂ ab+ Iλ.

Remarque 9.11. (i) Si (Iλ |λ ∈ Λ) est une famille d’idéaux de A, la condition (b) de
l’exercice 9.10(iii) est superflue, car elle est toujours vérifiée avec µ = λ.

(ii) De même, dans la situation de l’exercice 9.10(ii), si le système fondamental M•
est formé de A-sous-modules de M , la condition (b) peut être remplacée par :

(c) pour tous x∈M et λ∈Λ, il existe un voisinage U⊂A de 0A avec Ux⊂Mλ.
En effet, évidemment (b)⇒(c), et si (c) est vérifiée, alors (b) est vérifiée avec µ = λ.

Proposition 9.12. Soient A un anneau topologique, (M,TM ) un A-module topologique
dont la topologie est Z-linéaire, (Mλ |λ ∈ Λ) un système fondamental de sous-groupes
ouverts de M , et P un A-module quelconque.
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(i) Tout sous-groupe additif ouvert N de M est aussi une partie fermée, et tout
sous-groupe N ′ de M qui contient N est aussi ouvert.

(ii) Si f : P → M est une application A-linéaire, la topologie TP induite sur P par
M via f est Z-linéaire, (P,TP ) est un A-module topologique, et (f−1Mλ |λ ∈ Λ) est un
système fondamental de sous-groupes ouverts de P , pour la topologie TP .
(iii) Si f : M → P est une surjection A-linéaire, la topologie TP sur P induite par
M via f est Z-linéaire, (P,TP ) est un A-module topologique, et (f(Mλ) |λ ∈ Λ) est un
système fondamental de sous-groupes ouverts de (P,TP ).

Démonstration. (i) : En effet, le complémentaire de N dans M est la partie ouverte⋃
x∈M\N (x+N). De même, on a N ′ =

⋃
x∈N ′(x+N), d’où la deuxième assertion.

(ii) : La dernière assertion est claire. Or, avec l’exercice 9.10(ii), on vérifie aisément qu’il
existe une unique topologie T ′P sur P telle que (P,T ′P ) soit un A-module topologique,
et (f−1Mλ |λ ∈ Λ) soit un système fondamental de voisinages ouvert de 0 dans P ; pour
voir que TP = T ′P , il suffit de remarquer que si λ ∈ Λ, x ∈ M , et y ∈ f−1(x+Mλ), on
a f−1(x+Mλ) = y + f−1Mλ.

(iii) : D’après le lemme 9.5, (P,TP ) est un A-module topologique, et l’application
f : (M,TM )→ (P,TP ) est ouverte. Ainsi, f(Mλ) est un sous-groupe ouvert de P , pour
tout λ ∈ Λ. D’autre part, si U ⊂ P est un voisinage ouvert de 0, alors Mλ ⊂ f−1U pour
quelque λ ∈ Λ, d’où f(Mλ) ⊂ U ; donc (f(Mλ) |λ ∈ Λ) est un système fondamental de
voisinages ouverts de 0 dans (P,TP ). □

Exemple 9.13. (i) Les topologies linéaires les plus importantes pour nous s’obtiennent
de la façon suivante. Soient A un anneau, I ⊂ A un idéal. Par la remarque 9.11(i), il
existe une topologie linéaire unique TA,I sur A telle que la famille d’idéaux

(In |n ∈ N)

soit un système fondamental de voisinages ouverts de 0. On appelle TA,I la topologie
I-adique de A ; si I = At est un idéal principal, on l’appelle aussi topologie t-adique. On
dit qu’une topologie T sur A est adique, si T = TA,I pour un idéal I ⊂ A.

(ii) De même, soit M un A-module, et munissons A de la topologie I-adique ; d’après
la remarque 9.11(ii), on a le système fondamental de sous-groupes ouverts

(InM |n ∈ N)

pour une unique topologie A-linéaire I-adique TM,I sur M .

Remarque 9.14. Soient A un anneau, I ⊂ A un idéal, M un A-module muni de sa
topologie I-adique TM,I , et N ⊂M un sous-module.

(i) On déduit sur N deux topologies : d’un côté, la topologie I-adique TN,I ; de
l’autre côté, la topologie T ′N induite par TM,I via l’inclusion de N dans M . Noter que
InN ⊂ InM ∩N pour tout n ∈ N ; compte tenu de la proposition 9.12(ii), la topologie
TN,I est alors plus fine de T ′N .

(ii) Si N est un sous-module ouvert de M , on a TN,I = T ′N , car dans ce cas il existe
n ∈ N tel que InM ⊂ N , d’où In+kM ⊂ IkN ⊂ IkM ⊂ N pour tout k ≥ n.

Si N n’est pas un sous-module ouvert, la topologie TN,I est souvent strictement plus
fine que T ′N . Par exemple, prenons A := Z, muni de la topologie t-adique, pour un
entier t ̸= ±1 ; évidemment la topologie t-adique du Z-module Q est triviale, i.e. TQ,tZ =
{∅,Q}, et induit sur son Z-sous-module Z la topologie triviale, qui est strictement moins
fine que la topologie t-adique de Z.

Toutefois, on verra plus tard que si A est noethérien et si M est de type fini, on a
l’égalité T ′N = TN,I pour tout sous-module N de M (proposition 9.100).
(iii) D’autre part, si f : M → P est une surjection A-linéaire, la proposition 9.12(iii)

implique que TM,I induit sur P via f la topologie I-adique de P .
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(iv) Si M =M1 ⊕ · · · ⊕Mk pour une suite finie de A-modules M1, . . . ,Mk, on a

(M,TM,I) = (M1,TM1,I
)× · · · × (Mk,TMk,I)

(voir l’exemple 2.20(iii) pour le produit de topologies). En effet, on voit aisément que
la topologie du produit ci-dessus admet le système fondamental de sous-groupes ouverts
(InM = (InM1)⊕ · · · ⊕ (InMk) |n ∈ N).

Exercice 9.15. Soient A un anneau topologique, M un A-module topologique dont la
topologie TM est Z-linéaire, et (Mλ |λ ∈ Λ) un système fondamental de sous-groupes
ouverts de M . Montrer que la topologie TM est séparée si et seulement si

⋂
λ∈ΛMλ = 0.

En particulier, dans la situation de l’exemple 9.13(ii), la topologie I-adique de M est
séparée si et seulement si

⋂
n∈N I

nM = 0.

Exemple 9.16. (i) Soit A un anneau ; la topologie T -adique de A[T ] est séparée.
(ii) Pour tout entier t ̸= ±1, la topologie t-adique de Z est séparée.

(iii) Si A est un anneau local artinien, d’idéal maximal m, on sait qu’il existe k ∈ N
tel que mk = 0, donc la topologie m-adique de A est séparée.

Exercice 9.17. Soient A := C ([0, 1]), t ∈ [0, 1], et mt ⊂ A, l’idéal maximal des fonctions
continues qui s’annulent au point t. Montrer que m2

t = mt, et en déduire que la topologie
mt-adique de A n’est pas séparée.

9.1.1. Parties bornées. Pour tout anneau A et tout S, T ⊂ A on notera

S + T := {s+ t | (s, t) ∈ S × T} S · T := {st | (s, t) ∈ S × T}.

Définition 9.18. Soit A un anneau topologique, S ⊂ A une partie, et a ∈ A.
(i) On dit que S est bornée si pour tout voisinage U de 0 dans A il existe un voisinage

V de 0 dans A tel que S · V ⊂ U .
(ii) Notons S(0) := {1} et S(n + 1) := S · S(n) pour tout n ∈ N. On dit que S est à

puissances bornées si la partie
⋃
n∈N S(n) est bornée.

(iii) On dit que a est à puissances bornées s’il en est de même pour la partie {a}.
(iv) On dit que a est topologiquement nilpotent si pour tout voisinage U ⊂ A de 0 il

existe n ∈ N tel que ak ∈ U pour tout k ≥ n.
(v) On dénote par A◦ l’ensemble des éléments de A à puissances bornées, et par A◦◦

l’ensemble des éléments topologiquement nilpotents de A.
(vi) On dit que A est analytique, si l’idéal engendré par A◦◦ est A.

Remarque 9.19. Soient A un anneau topologique, et S1, S2 ⊂ A deux parties.
(i) Si S1 et S2 sont bornées, il en est de même pour S1 ∪S2 et S1S2. En effet, cela est

clair pour S1 ∪ S2. Pour S1S2, soit U ⊂ A un voisinage de 0 ; par hypothèse on trouve
des voisinages V,W ⊂ A de 0 avec S1V ⊂ U et S2W ⊂ V , d’où S1S2W ⊂ U .

(ii) Si S1 et S2 sont à puissances bornées, il en est de même pour S1 ∪ S2. En effet,
pour i = 1, 2 posons S′i :=

⋃
n∈N Si(n) (notation de la définition 9.18(ii)) ; par définition,

S1 ∪ S2 est à puissances bornées si et seulement si la partie S′1S
′
2 est bornée, donc

l’assertion découle de (i).
(iii) Si S1 est bornée (resp. à puissances bornées), il en est de même pour son adhérence
S1 dans A. Pour la preuve, supposons d’abord que S1 soit bornée, et soit U ⊂ A un
voisinage de 0 ; on choisit un voisinage U ′ ⊂ A de 0 avec U ′ + U ′ ⊂ U , et par hypothèse
on trouve un voisinage V ⊂ A de 0 tel que S1V ⊂ U ′, d’où S1V ⊂ U ′, l’adhérence de
U ′ dans A. Mais noter que U ′ ⊂ U ′ + U ′ : en effet, si x ∈ U ′, on a (x − U ′) ∩ U ′ ̸= ∅,
d’où x ∈ U ′ + U ′. Il vient ainsi S1V ⊂ U , et cela achève de montrer que S1 est bornée.
Ensuite, supposons que S1 soit à puissances bornées, et soit S′1 comme dans (ii) ; par
définition S′1 est bornée, donc de même pour son adhérence S′1, par ce qui précède. Mais
noter que T :=

⋃
n∈N S1(n) ⊂ S′1, donc T est bornée, i.e. S1 est à puissances bornées.
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Exercice 9.20. Soient (A,TA) un anneau topologique, a ∈ A, et n > 0 un entier.
(i) Montrer que a ∈ A◦◦ ⇔ an ∈ A◦◦, et que a ∈ A◦ ⇔ an ∈ A◦.

(ii) Montrer que A◦◦ ⊂ A◦ et que A◦ ·A◦◦ ⊂ A◦◦.
(iii) Soit f : A→ B un homomorphisme continu et ouvert d’anneaux topologiques, tel

que TA induit la topologie discrète sur Ker f . Montrer que A◦ = f−1(B◦).

Exercice 9.21. Soit A un anneau topologique dont la topologie est Z-linéaire.
(i) Soit T ⊂ A une partie. Montrer que si T est bornée (resp. à puissances bornées),

il en est de même pour le sous-groupe additif ⟨T ⟩ ⊂ A engendré par T .
(ii) Montrer que A◦ est la réunion filtrante de tous les sous-anneaux bornés de A. En

particulier, A◦ est un sous-anneau de A.
(iii) Montrer que A◦ est intégralement fermé dans A.
(iv) Montrer que A◦◦ est un idéal radical de A◦.
(v) On dit que A est topologiquement local si A◦◦ ⊂J (A◦) (notation de la définition

1.48(i)). Soit B ⊂ A un sous-anneau ouvert. Montrer que A est topologiquement local si
et seulement s’il en est de même pour B.

Proposition 9.22. Soient A un anneau topologique dont la topologie est Z-linéaire, et
B,B′ ⊂ A deux sous-anneaux, munis des topologies induites par A. On a :

(i) Si B est une partie bornée de A, alors la topologie de B est B-linéaire.
(ii) Si B est une partie ouverte de A, et si la topologie de B est B-linéaire, alors B

est borné dans A.
(iii) Si B et B′ sont des sous-anneaux ouverts et bornés dans A, et si la topologie de
B est adique, il en est de même pour la topologie de B′.

Démonstration. (i) : Soit (Uλ |λ ∈ Λ) un système fondamental de sous-groupes ouverts
de A, de sorte que (B ∩Uλ |λ ∈ Λ) est un système fondamental de sous-groupes ouverts
de B ; pour tout λ ∈ Λ, l’idéal Iλ ⊂ B engendré par B ∩ Uλ est alors une partie ouverte
de B (proposition 9.12(i)). Vérifions que (Iλ |λ ∈ Λ) est un système fondamental de sous-
groupes ouverts de B. Cela revient à montrer que pour tout λ ∈ Λ il existe µ ∈ Λ tel
que Iµ ⊂ B ∩ Uλ ; mais puisque B est borné dans A, il existe µ ∈ λ tel que Uµ ·B ⊂ Uλ,
donc Uλ contient le sous-groupe additif ⟨Uµ · B⟩ engendré par Uµ · B, et évidemment
Iµ ⊂ ⟨Uµ ·B⟩, d’où l’assertion.

(ii) : Soit (Uλ |λ ∈ Λ) comme ci-dessus ; il suffit de montrer que pour tout idéal ouvert
J ⊂ B il existe λ ∈ Λ tel que Uλ ·B ⊂ J . Mais J est un voisinage de 0 dans A, car B est
ouvert dans A ; donc il existe λ ∈ Λ tel que Uλ ⊂ J , d’où l’assertion.

(iii) : Soit I ⊂ B un idéal tel que la topologie de B est I-adique ; puisque B′ est ouvert
dans A, il existe un entier n > 0 tel que In ⊂ B′ ; soit alors J := InB′. Montrons que
la topologie de B′ induite par l’inclusion dans A coïncide avec la topologie J-adique. En
effet, soit U ⊂ B′ un voisinage de 0 ; comme U est aussi un voisinage de 0 dans A, il
existe m1 ∈ N tel que Inm1 ⊂ U , et comme B′ est borné dans A, il existe m2 ∈ N tel
que Inm2 ·B′ ⊂ Inm1 , d’où Jm2 ⊂ U . Il est aussi clair que Jk est un idéal ouvert de B′,
pour tout k ∈ N ; donc (Jk | k ∈ N) est un système fondamental de sous-groupes ouverts
de B, d’où l’assertion. □

9.1.2. Topologie canonique des modules de type fini. Soient (A,TA) un anneau topolo-
gique, M un A-module de type fini, n ∈ N, et π : An → M une surjection A-linéaire ;
posons (A,TA)

n := (A,TA)×· · ·×(A,TA), le produit de n copies de (A,TA). Munissons
M de la topologie T A

M induite par (A,TA)
n via π.

Lemme 9.23. (i) La topologie T A
M est indépendante du choix de π.

(ii) (M,T A
M ) est un (A,TA)-module topologique.

(iii) L’application π : (A,TA)
n → (M,T A

M ) est ouverte.

Démonstration. (i) : Soient π′ : Am → M une autre surjection A-linéaire, et T ′M la
topologie de M induite par (A,TA)

m via π′. Notons par π′′ : An+m = An ⊕ Am → M
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la surjection A-linéaire qui coïncide avec π sur le facteur direct An ⊕ 0 ≃ An, et avec π′
sur le facteur direct 0 ⊕ Am ≃ Am. Il suffit de vérifier que T A

M et T ′M coïncident avec
la topologie T ′′M de M induite par (A,TA)

n+m via π′′. Ainsi, on est ramené à comparer
T A
M et T ′′M . Or, soit e1, . . . , en+m la base canonique de An+m, et pour tout i = 1, . . . ,m

choisissons fi ∈ An tel que π′′(fi, 0) = π(fi) = π′′(ei+n) (ici 0 := (0, . . . , 0) ∈ Am). On
considère l’automorphisme A-linéaire

ω : An+m
∼→ An+m ej 7→

{
ej pour j = 1, . . . , n

ej − (fj−n, 0) pour j = n+ 1, . . . , n+m.

Evidemment ω est un automorphisme du A-module topologique (A,TA)
n+m, et la res-

triction à An ⊕ 0 de π′′ ◦ ω coïncide toujours avec π. Quitte à remplacer π′′ avec π′′ ◦ ω,
on peut alors supposer que 0⊕ Am ⊂ Kerπ′′. Soit U ⊂ M une partie ; il vient U ∈ T A

M

⇔ π−1U est une partie ouverte de (A,TA)
n ⇔ (π−1U) × Am = π′′−1U est une partie

ouverte de (A,TA)
n+m ⇔ U ∈ T ′′M , d’où l’assertion.

(ii,iii) : On voit aussitôt que (A,TA)
n est un A-module topologique ; les assertions

découlent alors du lemme 9.5(i,ii). □

Définition 9.24. Dans la situation du §9.1.2, on appelle T A
M la topologie canonique du

A-module de type fini M .

Proposition 9.25. Soient (A,TA) un anneau topologique, M1, . . . ,Mk une suite finie
de A-modules de type fini, et (N,TN ) un A-module topologique ; soit aussi β :M1×· · ·×
Mk → N une application A-multilinéaire. Alors on a :

(i) La topologie canonique du A-module M1 × · · · ×Mk est le produit des topologies
canoniques T A

M1
, . . . ,T A

Mk
.

(ii) β est une application continue (M1,T A
M1

)× · · · × (Mk,T A
Mk

)→ (N,TN ).

Démonstration. (i) : Par récurrence sur k, on est ramené au cas où k = 2, pour lequel
l’assertion découle de l’observation 9.6.

(ii) : Choisissons des surjections A-linéaires πi : Ani → Mi pour i = 1, . . . , k ; soient
n :=

∑k
i=1 nk, et β′ := β ◦ (π1×· · ·×πk). On voit aisément que β′ : (A,TA)

n → (N,TN )
est une application continue (les détails sont laissés aux soins du lecteur). Or, soit U ∈
TN ; alors β−1U = (π1×· · ·×πk)(β′−1U) est ouverte dans M1×· · ·×Mk, car π1×· · ·×πk
est une application ouverte (lemme 9.23(iii)). □

Corollaire 9.26. Soient (A,TA) un anneau topologique, M et N deux A-modules de
type fini, f :M → N une surjection A-linéaire, et I ⊂ A un idéal. Alors on a :

(i) f : (M,T A
M )→ (N,T A

N ) est une application continue et ouverte.
(ii) Si la topologie TA est Z-linéaire (resp. I-adique), il en est de même pour T A

M .

Démonstration. (i) : La continuité de f découle du lemme 9.23(ii) et de la proposition
9.25(ii). Soit π : An → M la surjection A-linéaire choisie au §9.1.2 ; pour voir que f est
ouverte, il suffit de vérifier que f ◦ π : An → N est ouverte. Mais f ◦ π est surjective,
donc l’assertion découle du lemme 9.23(i,iii).

(ii) suit aussitôt de la proposition 9.12(iii). □

Remarque 9.27. Soient (A,TA) un anneau topologique, B une A-algèbre finie, et munis-
sons le A-module sous-jacent à B de sa topologie canonique T A

B . On déduit aussitôt de
la proposition 9.25(ii) que (B,T A

B ) est une A-algèbre topologique ; en outre, si I ⊂ A
est un idéal, et si TA est la topologie I-adique, alors T A

B est la topologie IB-adique
(corollaire 9.26(ii)).

Exercice 9.28. Dans la situation de la remarque 9.27, soit N un B-module de type fini,
que l’on munit de sa topologie canonique T B

N (relative à la topologie T A
B de B) ; par

restriction de scalaires, N est aussi un A-module de type fini, que l’on peut donc munir
de la topologie canonique T A

N . Montrer que ces topologies coïncident.
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9.2. Technique de complétion. On va maintenant développer les rudiments de l’ana-
lyse sur les modules topologiques :

Définition 9.29. Soient A un anneau topologique et M un A-module topologique.
(i) Un filet dans M est une famille (xλ |λ ∈ Λ) d’éléments de M , indexée par un

ensemble partiellement ordonné filtrant (Λ,≤).
(ii) On dit qu’un filet (xλ |λ ∈ Λ) dans M est de Cauchy, si pour tout voisinage U de

0 dans M il existe λ ∈ Λ avec xµ − xν ∈ U pour tous µ, ν ≥ λ.
(iii) On dit que deux filets x• := (xλ |λ ∈ Λ) et y• := (yλ′ |λ′ ∈ Λ′) sont équivalents si

pour tout voisinage U de 0 dans M il existe λ ∈ Λ et λ′ ∈ Λ′ tels que xµ − yµ′ ∈ U pour
tout µ ≥ λ et tout µ′ ≥ λ′. Dans ce cas, on écrit x• ∼ y•.
(iv) On dit qu’un élément l ∈ M est une limite du filet x• := (xλ |λ ∈ Λ) dans M ,

si x• est équivalent au filet trivial (l∅ := l) indexé par l’ensemble partiellement ordonné
{∅}. Dans ce cas, on dit aussi que x• converge vers l.

(v) On dit que M est un A-module topologique complet, si tout filet de Cauchy de
M est convergent dans M . On dit que A est un anneau topologique complet, si A est un
A-module topologique complet.

Remarque 9.30. Soient A et M comme dans la définition 9.29.
(i) Les filets dans M indexés par (N,≤) sont appelés aussi suites dans M ; de même,

une suite de Cauchy est un filet de Cauchy (xn |n ∈ N).
(ii) La relation ∼ sur les filets de Cauchy de M est bien d’équivalence : en effet, plus

précisément on voit qu’un filet x• := (xλ |λ ∈ Λ) est de Cauchy si et seulement si x• ∼ x•.
Ensuite, supposons que x• ∼ y• := (yλ′ |λ′ ∈ Λ′), et soit U ⊂M un voisinage de 0 ; alors
−U := {−u |u ∈ U} est aussi un voisinage de 0, donc il existe λ ∈ Λ et λ′ ∈ Λ′ tels que
xµ − yµ′ ∈ −U pour tous µ ≥ λ et µ′ ≥ λ′, i.e. yµ′ − xµ ∈ U . Cela donne y• ∼ x•. En
dernier lieu, si l’on a x• ∼ y• ∼ z• := (zλ′′ |λ′′ ∈ Λ′′), soit U ′ ⊂M un voisinage de 0 avec
U ′+U ′ := {u+ v |u, v ∈ U ′} ⊂ U (l’existence de U ′ suit de la continuité de l’addition de
M) ; il existe λ ∈ Λ et λ′1 ∈ Λ′ tels que xµ − yµ′ ∈ U ′ pour tous µ ≥ λ et µ′ ≥ λ′1, et de
même on trouve λ′2 ∈ Λ′ et λ′′ ∈ Λ′′ tels que yµ′−zµ′′ ∈ U ′ pour tous µ′ ≥ λ′2 et µ′′ ≥ λ′′.
Prenons λ′ ∈ Λ′ avec λ′ ≥ λ′1, λ

′
2 ; il vient xµ − zµ′′ = (xµ − yλ′) + (yλ′ − zµ′′) ∈ U pour

tous µ ≥ λ et µ′′ ≥ λ′′, d’où x• ∼ z•, CQFD.
(iii) Soient x• := (xλ |λ ∈ Λ) un filet de Cauchy dans M , et Γ ⊂ Λ une partie cofinale

(voir l’exercice 2.35) ; alors x• ∼ (xγ | γ ∈ Γ) : les détails sont confiés aux soins du lecteur.
(iv) Dans la situation de la définition 9.29(iv), il est clair que toute limite de x• est un

point de l’adhérence dans M de la partie {xλ |λ ∈ Λ}.
(v) Supposons de plus que la topologie de M soit séparée ; alors tout filet x• dans M

admet au plus une limite l ∈M . En effet, soient l, l′ ∈M deux limites de x•, et U ⊂M
un voisinage de 0 ; noter que l’application

M ×M →M (z, z′) 7→ z − z′

est continue, donc il existe un voisinage U ′ de 0 dans M tel que z − z′ ∈ U pour tous
z, z′ ∈ U ′. De l’autre côté, par hypothèse il existe λ ∈ Λ tel que l− xλ, l′− xλ ∈ U ′, d’où
l − l′ ∈ U . Comme U est arbitraire, il vient l − l′ = 0.
(vi) Soient f :M → N une application A-linéaire continue de A-modules topologiques,

et x• := (xλ |λ ∈ Λ) un filet de Cauchy dans M . On voit aisément que le filet f(x•) :=
(f(xλ) |λ ∈ Λ) est de Cauchy dans N , et si y• := (yλ′ |λ′ ∈ Λ′) est un autre filet dans
M équivalent à x•, alors f(x•) ∼ f(y•). En particulier, si x• converge vers l ∈ M , le
filet f(x•) converge vers f(l). (D’autre part, si f est continue mais non A-linéaire, le filet
f(x•) n’est pas forcément de Cauchy : exercice !)
(vii) Supposons que M soit complet et séparé, et soit N ⊂M un sous-module, que l’on

munit de la topologie induite par l’inclusion dans M . Au vu de (iv), on voit aisément
que N est complet (et séparé) si et seulement s’il est fermé dans M .
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Exercice 9.31. Soient I une catégorie, A un anneau topologique, M• : I → A−ModTop
et B• : I → Z−AlgTop deux foncteurs ; supposons queMi et Bi soient complets et séparés
pour tout i ∈ Ob(I). Montrer que les limites M et B de M• et respectivement B• sont
complets et séparés (voir l’exercice 9.4).

Problème 9.32. (Théorème de Baire) Soient A un anneau topologique, M un A-module
topologique complet, à voisinages dénombrables (définition 9.2(i.b)), et (Vn |n ∈ N) une
famille dénombrable de parties ouvertes et denses de M . Montrer que

⋂
n∈N Vn est une

partie dense de M .

Problème 9.33. (Théorème de l’application ouverte de Banach) Soient A un anneau
topologique analytique, et M,N deux A-modules topologiques complets, séparés, et à
voisinages dénombrables. Montrer que toute surjection continue A-linéaire u : M → N
est ouverte. (Emprunté à [45, Th.1.1.9].)

Exemple 9.34. On voit aisément que tout filet convergent de M est de Cauchy. La
réciproque est souvent fausse. En effet, reprenons les anneaux de l’exemple 9.16 :

(i) Dans A[T ] on a la suite de Cauchy (xn |n ∈ N) avec xn :=
∑n
i=0 T

i pour tout
n ∈ N. Si A ̸= 0, cette suite ne converge pas dans A[T ], car si P (T ) ∈ A[T ] est un
polynôme de degré d, on a xn − P (T ) /∈ T d+2A[T ], pour tout n ≥ d+ 1.

(ii) Dans Z, muni de la topologie t-adique, avec t ̸= 0, 1,−1, la suite (an |n ∈ N)
avec an :=

∑n
i=0 t

i est de Cauchy, mais on voit qu’elle ne converge pas, en raisonnant de
manière analogue au cas précédent.
(iii) Si (A,m) est un anneau local artinien, la topologie m-adique de A est trivialement

complète, car on sait que mk = 0 pour quelque k ∈ N, donc toute suite de Cauchy
(an |n ∈ N) est stationnaire, i.e. on a n ∈ N avec ai = an pour tout i ≥ n.

Exercice 9.35. Si un filet de Cauchy x• dans M ne converge pas, on peut essayer
d’inclure M dans un A-module topologique M ′ contenant une limite de x• ; e.g. :

(i) Soit x• la suite de Cauchy dans A[T ] de l’exemple 9.34(i) ; on munit l’anneau
B := A[T, 1/(1−T )] de sa topologie T -adique. Montrer que la topologie de B est séparée
et induit la topologie T -adique sur A, via l’inclusion A ⊂ B ; en outre, la suite x• converge
dans B vers 1/(1− T ).

(ii) De même, montrer que la suite a• dans Z de l’exemple 9.34(ii) converge dans
l’anneau topologique séparé Z[1/(1 − t)], muni de la topologie t-adique, et l’inclusion
Z ⊂ Z[1/(1− t)] induit sur Z la topologie t-adique.

Problème 9.36. (i) Trouver un anneau topologique A dont la topologie est Z-linéaire,
séparée et non discrète, et tel que toute suite de Cauchy de A est stationnaire. (Voir aussi
la remarque 9.59(ii).)

(ii) Soit A comme dans (i) ci-dessus, et (Iλ |λ ∈ Λ) un système fondamental de
sous-groupes ouverts de A. Montrer que la cardinalité de Λ est > ℵ0.

Remarque 9.37. (i) Le problème 9.36 montre que les topologies linéaires à voisinages
non dénombrables sont, en général, assez exotiques, et peuvent exhiber des propriétés
contre-intuitives : pour leur étude, les suites de Cauchy ne suffisent pas, et cela a motivé
l’introduction de la notion plus générale de filet de Cauchy. D’autre part, notre cours
s’interessera surtout aux topologies adiques (exemple 9.13), ou aux topologies qui se
déduisent d’une topologie adique (remarque 9.14).

(ii) Soit M un A-module topologique dont la topologie est Z-linéaire, définie par une
famille de sous-groupes (Mn |n ∈ N) ; comme expliqué dans la solution du problème 9.36,
on peut même supposer que M• soit une suite descendante :

Mn+1 ⊂Mn ∀n ∈ N.
(iii) Soient M un A-module topologique dont la topologie est Z-linéaire, et N un

système fondamental de sous-groupes ouverts de M . Noter que N est cofiltrant pour
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la relation d’ordre induite par l’inclusion de sous-groupes : N ≤ N ′ si et seulement si
N ⊂ N ′, pour tous N,N ′ ∈ N . Or, soit x• := (xλ |λ ∈ Λ) un filet de Cauchy dans
M , de sorte que pour tout N ∈ N il existe λ(N) ∈ Λ avec xλ − xµ ∈ N pour tous
λ, µ ≥ λ(N). Alors x∗• := (xλ(N) |N ∈ N op) est un filet de Cauchy : en effet, pour
tous N,N ′, N ′′ ∈ N avec N ′, N ′′ ⊂ N , soit λ ∈ Λ tel que λ ≥ λ(N ′), λ(N ′′) ; il vient
xλ(N ′) − xλ(N ′′) = (xλ(N ′) − xλ) + (xλ − xλ(N ′′)) ∈ N ′ + N ′′ ⊂ N , d’où l’assertion.
De plus x∗• ∼ x• : car, pour tous N,N ′ ∈ N avec N ′ ⊂ N et tout λ ≥ λ(N) on a
xλ(N ′) − xλ = (xλ(N ′) − xλ(N)) + (xλ(N) − xλ) ∈ N +N = N . Donc, tout filet de Cauchy
dans M est équivalent à un filet indexé par N op.

(iv) Avec (ii) et (iii), on voit que si la topologie de M est Z-linéaire et à voisinages
dénombrables, tout filet de Cauchy dans M est équivalent à une suite de Cauchy.

On utilisera les opérations suivantes sur les filets de Cauchy. Si x• := (xλ |λ ∈ Λ) et
y• := (yλ′ |λ′ ∈ Λ′) sont deux filets de Cauchy dans M , et a ∈ A, posons :

x• + y• := (xλ + yλ′ | (λ, λ′) ∈ Λ× Λ′) et a · x• := (axλ |λ ∈ Λ)

et munissons Λ × Λ′ de l’ordre partiel tel que (λ, λ′) ≤ (µ, µ′) si et seulement si λ ≤ λ′

et µ ≤ µ′, pour tous (λ, λ′), (µ, µ′) ∈ Λ × Λ′. On vérifie aisément que x• + y• et a · x•
sont des filets de Cauchy : pour x• + y• l’assertion est immédiate, et pour a · x• on
invoque la remarque 9.30(vi) avec f : M → M la multiplication scalaire par a, qui est
un endomorphisme continu de M .

Remarque 9.38. (i) Avec la notation ci-dessus, si Λ ̸= Λ′, on a Λ × Λ′ ̸= Λ′ × Λ, donc
x• + y• ̸= y• + x•. Toutefois, la bijection évidente Λ×Λ′

∼→ Λ′ ×Λ : (λ, λ′) 7→ (λ′, λ) est
un isomorphisme d’ensembles partiellement ordonnés, donc x• + y• ∼ y• + x• (notation
de la définition 9.29(iii)).

(ii) Si Λ = Λ′, noter que la diagonale ∆ := {(λ, λ) |λ ∈ Λ} est une partie cofinale de
Λ× Λ, donc x• + y• ∼ (xλ + yλ |λ ∈ Λ), d’après la remarque 9.30(iii).

(iii) De plus, si x′• et y′• sont deux autres filets de Cauchy dans M avec x• ∼ x′• et
y• ∼ y′•, alors a · x• ∼ a · x′• et x• + y• ∼ x′• + y′•.

La prochaine étape est la construction de la complétion de M , empruntée à l’analyse,
et formalisée par le théorème suivant :

Théorème 9.39. (i) Soient A un anneau topologique, M un A-module topologique dont
la topologie est Z-linéaire. Alors, il existe un couple

(M̂, jM )

formé d’un A-module topologique M̂ complet et séparé pour une topologie Z-linéaire, et un
homomorphisme continu jM :M → M̂ de A-modules, appelé application de complétion,
caracterisés à isomorphisme unique près par la propriété suivante :

— Tout homomorphisme continu f : M → P de A-modules topologiques avec P
complet et séparé pour une topologie Z-linéaire se factorise à travers jM :

M
f //

jM ��

P

M̂
f̂

<<

pour une unique application A-linéaire et continue f̂ .
(ii) jM (M) est dense dans M , et la topologie de M est induite par M̂ , via jM .

Démonstration. On souhaiterait définir M̂ comme l’ensemble des classes d’équivalence
des filets de Cauchy de M , mais cela se heurte à des difficultés logiques, car ces classes
d’équivalence ne sont pas des ensembles. On considère alors plutôt l’ensemble CM des
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filets de Cauchy de M indexés par N op, où N dénote un système fondamental de sous-
groupes ouverts de M ; d’après la remarque 9.37(iii), tout filet de Cauchy x• := (xλ |λ ∈
Λ) de M est équivalent à un élément de CM , donc sa classe d’équivalence [x•] est bien
définie dans le quotient :

M̂ := CM/∼ .
En outre, compte tenu de la remarque 9.38(i,iii), on voit que M̂ est muni d’une structure
de A-module telle que [x•] + [y•] := [x• + y•] et a · [x•] := [a · x•] pour tous x•, y• ∈ CM
et tout a ∈ A. On a une application naturelle jM : M → M̂ qui associe à tout x ∈ M
la classe du filet trivial (x∅ := x) indexé par {∅}. Pour tout sous-groupe additif ouvert
N ⊂M on considère le sous-groupe additif

N̂ ⊂ M̂

des classes des filets de Cauchy z• := (zγ | γ ∈ Γ) tels que zγ ∈ N pour tout γ ∈ Γ.

Affirmation 9.40. Pour tout sous-groupe additif ouvert N ⊂M on a :
(i) [x•] ∈ N̂ ⇔ il existe λ ∈ Λ tel que xµ ∈ N pour tout µ ≥ λ.

(ii) N = j−1M (N̂).
Preuve : (i) : La condition est suffisante, par la remarque 9.30(iii). Réciproquement, soit
x• ∼ z• := (zγ | γ ∈ Γ) avec zγ ∈ N pour tout γ ∈ Γ ; alors il existe λ ∈ Λ et γ ∈ Γ tels
que xµ − zν ∈ N pour tous µ ≥ λ et ν ≥ γ, donc xµ ∈ N pour µ ≥ λ.

(ii) : Cela découle aussitôt de (i). ♢

• Vérifions que (N̂ |N ∈ N ) est un système fondamental de voisinages ouverts de 0

pour une (unique) topologie Z-linéaire T
M̂

sur le A-module M̂ . D’après l’exercice 9.10(ii),
on doit exhiber pour tout a ∈ A, tout N ∈ N et tout filet de Cauchy x• := (xλ |λ ∈ Λ)
de M , un voisinage U de 0 dans A, et N ′ ∈ N tels que

(a+ U) · ([x•] + N̂ ′) ⊂ [a · x•] + N̂ .

Or, soit N ′ ∈ N tel que a · N ′ ⊂ N ; quitte à remplacer Λ par une partie cofinale, on
peut supposer que Λ admet un élément minimal λ0, et xλ ∈ xλ0

+N ′ pour tout λ ∈ Λ.
On peut alors choisir pour U un voisinage de 0 tel que U · (xλ0 +N ′) ⊂ N .
• Vérifions que T

M̂
est séparée : soit x• := (xλ |λ ∈ Λ) un filet de Cauchy dont

la classe [x•] ∈ M̂ est dans
⋂
N∈N N̂ ; il suffit de montrer que [x•] = 0. Mais d’après

l’observation 9.40(i), l’hypothèse veut dire que pour tout N ∈ N il existe λ ∈ Λ tel que
xµ ∈ N pour tout µ ≥ λ ; donc x• ∼ jM (0), d’où l’assertion.
• Vérifions que T

M̂
est complète : en effet, soit [x

(•)
• ] := ([x

(λ)
• ] |λ ∈ Λ) un filet de

Cauchy dans M̂ ; donc, [x(λ)• ] est la classe d’un filet de Cauchy x
(λ)
• de M , pour tout

λ ∈ Λ. D’après la remarque 9.37(iii), on peut supposer que pour tout λ ∈ Λ, le filet
x
(λ)
• soit indexé par l’ensemble filtrant N op, et que l’on a x

(λ)
N ′ − x

(λ)
N ′′ ∈ N pour tous

N,N ′, N ′′ ∈ N avec N ′, N ′′ ⊂ N . De même, quitte à remplacer [x
(•)
• ] par un filet

équivalent, on peut supposer que Λ = N , et que l’on a [x
(N ′)
• ]− [x

(N ′′)
• ] ∈ N̂ pour tous

N,N ′, N ′′ comme ci-dessus ; d’après l’observation 9.40(i), cela revient à dire qu’il existe
P (N,N ′, N ′′) ∈ N tel que x(N

′)
Q −x(N

′′)
Q ∈ N pour tout Q ∈ N avec Q ⊂ P (N,N ′, N ′′),

et on peut supposer que P (N,N ′, N ′′) ⊂ N ′ ∩N ′′. Soit z• := (zN |N ∈ N ) le filet avec
zN := x

(N)
P (N,N,N) pour tout N ∈ N . On écrit

zN ′ − zN ′′ = (zN ′ − x(N
′)

P (N,N ′,N ′′)) + (x
(N ′)
P (N,N ′,N ′′) − x

(N ′′)
P (N,N ′,N ′′)) + (x

(N ′′)
P (N,N ′,N ′′) − zN ′′)

d’où zN ′ − zN ′′ ∈ N pour tous N ′, N ′′ ⊂ N . Cela montre que z• ∈ CM . De plus, pour
tous N,N ′ ∈ N avec N ′ ⊂ N on a :

zN ′ − x(N)
N ′ = (zN ′ − x(N

′)
P (N,N ′,N)) + (x

(N ′)
P (N,N ′,N) − x

(N)
P (N,N ′,N)) + (x

(N)
P (N,N ′,N) − x

(N)
N ′ ) ∈ N
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i.e. la classe de z• − x(N)
• est dans N̂ pour tout N ∈ N , et donc le filet [x

(•)
• ] converge

vers la classe du filet de Cauchy z•, d’où l’assertion.
• Or, soit f : M → P une application A-linéaire continue vers un A-module P

complet et séparé pour une topologie Z-linéaire ; en vertu de la remarque 9.30(v,vi) on
peut prolonger f en l’application

g : CM → P (xλ |λ ∈ Λ) 7→ lim
λ∈Λ

f(xλ)

qui se factorise à travers une application A-linéaire f̂ : M̂ → P telle que f̂ ◦ jM = f .
Vérifions que f̂ est continue ; pour cela, on considère un sous-groupe ouvert Q ⊂ P , et il
suffit de montrer que f̂−1Q est un voisinage de 0 dans M̂ (voir la remarque 9.3(ii)). Mais
il existe N ∈ N tel que N ⊂ f−1Q ; par construction, il s’ensuit que f̂(N̂) est contenu
dans l’adhérence de Q dans P ; d’autre part, Q est une partie fermée de P , d’après la
proposition 9.12(i), donc f̂(N̂) ⊂ Q, d’où l’assertion.
• La continuité de jM découle aussitôt de l’observation 9.40(ii). Pour voir que l’image

de jM est dense dans M̂ , soient x• := (xλ |λ ∈ Λ) un filet de Cauchy de M , et N ∈ N ;
ainsi, il existe λ ∈ Λ tels que xλ−xµ ∈ N pour tout µ ≥ λ, et par suite jM (xλ) ∈ [x•]+N̂ ,
d’où l’assertion. Cela achève de vérifier (ii).
• L’unicité du prolongement f̂ découle de (ii) et de l’exercice 1.26(iv). En dernier lieu,

on voit comme d’habitude que le couple (M̂, jM ) est caractérisé à isomorphisme unique
près par sa propriété universelle. □

Remarque 9.41. Soit N un système fondamental de sous-groupes ouverts de M ; en vertu
de la remarque 9.37(iii), la cardinalité de M̂ est bornée par celle de MN . De plus, la
topologie de M̂ est définie par la famille de sous-groupes (N̂ |N ∈ N ).

Exercice 9.42. (i) Soient T un espace topologique, Z ⊂ T une partie dense, U et V
deux parties qui sont à la fois ouvertes et fermées dans T , et telles que U ∩ Z = V ∩ Z.
Montrer que U = V .

(ii) Soient A, M et (M̂, jM ) comme dans le théorème 9.39, et N,N ′ deux sous-groupes
additifs ouverts de M̂ tels que j−1M N = j−1M N ′. Déduire de (i) que N = N ′.

(iii) Dans la situation de (ii), soient (Q,TQ) un A-module topologique avec topologie
Z-linéaire TQ complète et séparée, f :M → Q une application A-linéaire telle que f(M)
soit dense dans Q et la topologie de M soit induite par TQ via f . Par le théorème 9.39(i),
on a une unique application A-linéaire continue f̂ : M̂ → Q avec f̂ ◦ jM = f ; montrer
que f̂ est un isomorphisme de A-modules topologiques.

Exercice 9.43. Soient A un anneau topologique, ((Mi,Ti) | i ∈ I) une famille de A-
modules topologiques dont les topologies Ti sont Z-linéaires, et on pose

(M,TM ) :=
∏
i∈I(Mi,Ti).

D’après l’exercice 9.4(i), la topologie TM est linéaire. Soient (M̂, jM : M → M̂) la
complétion de M , et (M̂i, jMi

: Mi → M̂i) la complétion de Mi pour tout i ∈ I ;
toujours en vertu de l’exercice 9.4(i), le produit

∏
i∈I M̂i est un A-module topologique

dont la topologie est Z-linéaire. Montrer qu’il existe un unique isomorphisme de A-
modules topologiques

ψ : M̂
∼→
∏
i∈I M̂i tel que ψ ◦ jM =

∏
i∈I jMi

.

Corollaire 9.44. Soit (Mλ |λ ∈ Λ) un système fini de A-modules topologiques dont les
topologies sont Z-linéaires, et notons par jλ : Mλ → M̂λ la complétion de Mλ, pour
tout λ ∈ Λ. Alors, pour toute application A-multilinéaire continue ϕ :

∏
λ∈ΛMλ → P
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avec P complet et séparé pour une topologie Z-linéaire, il existe une unique application
A-multilinéaire continue ϕ̂ faisant commuter la diagramme :∏

λ∈ΛMλ
ϕ //

∏
λ∈Λ jλ ��

P

∏
λ∈Λ M̂λ.

ϕ̂

::

Démonstration. L’assertion étant triviale si Λ = ∅, on supposera que Λ ̸= ∅. Or, pour
toute partie ∆ ⊊ Λ et tout h• := (hλ |λ ∈ ∆) ∈

∏
λ∈∆Mλ, soit

i∆,h• :
∏
λ∈Λ\∆Mλ →

∏
λ∈ΛMλ

l’application telle que i∆,h•(k•) := (lλ |λ ∈ Λ) pour tout k• := (kλ |λ ∈ Λ \ ∆), où
lλ := hλ si λ ∈ ∆, et lλ := kλ si λ ∈ Λ \∆. Montrons d’abord :

Affirmation 9.45. Pour toute application A-multilinéaire ψ :
∏
λ∈ΛMλ → P , les condi-

tions suivantes sont équivalentes :
(a) ψ est continue
(b) ψ ◦ i∆,h• est continue en (0, . . . , 0) pour tout ∆ ⊊ Λ et tout h• ∈

∏
λ∈∆Mλ.

Preuve : Evidemment, toute telle application i∆,h• est continue, donc (a)⇒(b). Pour
la réciproque, soit h• := (hλ |λ ∈ Λ) ∈

∏
λ∈ΛMλ, et pour toute partie ∆ ⊊ Λ posons

i∆ := i∆,k• , avec k• := (hλ |λ ∈ ∆) ; on voit aussitôt que :

ψ(h•+u•) = ψ(h•)+
∑

∆⊊Λ ψ ◦ i∆(uλ |λ ∈ Λ\∆) ∀u• := (uλ |λ ∈ Λ)∈
∏
λ∈ΛMλ

et cela entraîne aisément que (b)⇒(a) : les détails sont laissés au lecteur. ♢

Or, l’unicité de ϕ̂ est claire, car l’image de
∏
λ∈Λ jλ est dense dans

∏
λ∈Λ M̂λ (exercices

1.26(iv) et 9.43). Pour l’existence de ϕ̂, on se ramène aussitôt à exhiber pour tout µ ∈ Λ

une application ϕµ : M̂µ ×
∏
λ∈Λ\{µ}Mλ → P continue et A-multilinéaire, telle que

ϕµ ◦ (jµ ×
∏
λ∈Λ\{µ} IdMλ

) = ϕ. Pour tout h• ∈
∏
λ∈Λ\{µ}Mλ, la composition ϕh• :=

ϕ ◦ iΛ\{µ},h• : Mµ → P est une application A-linéaire continue, qui par adjonction se
factorise à travers jµ et une unique application A-linéaire continue ϕ̂h• : M̂µ → P ; on
pose :

ϕµ(x, h•) := ϕ̂h•(x) ∀x ∈ M̂µ,∀h• ∈
∏
λ∈Λ\{µ}Mλ.

Afin de vérifier que ϕµ est A-multilinéaire, soient

h• := (hλ |λ ∈ Λ \ {µ}) ∈
∏
λ∈Λ\{µ}Mλ ν ∈ Λ \ {µ} a ∈ A.

Posons h′• := (h′λ |λ ∈ Λ \ {µ}), h′′• := (h′′λ |λ ∈ Λ \ {µ}) et l• := (lλ |λ ∈ Λ \ {µ}),
avec lλ = h′′λ = h′λ := hλ si λ ̸= ν, et h′ν := k, h′′ν := hν + h′ν , lν := ahν . Puisque ϕ est
A-multilinéaire, on a ϕh′′• = ϕh•+ϕh′• et ϕl• = aϕh• , d’où ϕ̂h′′• = ϕ̂h•+ ϕ̂h′• et ϕ̂l• = aϕ̂h• ,
de sorte que ϕµ(x, h′′•) = ϕµ(x, h•) +ϕµ(x, h

′
•) et ϕµ(x, l•) = aϕµ(x, h•), d’où l’assertion.

Ensuite, pour tout x ∈ M̂µ soit aussi ϕµ,x :
∏
λ∈Λ\{µ}Mλ → P l’application telle que

ϕµ,x(h•) := ϕµ(x, h•) pour tout h• ∈
∏
λ∈Λ\{µ}Mλ ; afin de vérifier la continuité de ϕµ,

par l’observation 9.45 et une simple récurrence sur la cardinalité c de Λ on se ramène à
montrer que :

(a) ϕµ est continue en (0, . . . , 0) ∈ M̂µ ×
∏
λ∈Λ\{µ}Mλ

(b) Si c ≥ 2, alors ϕµ,x est continue en (0, . . . , 0), pour tout x ∈ M̂µ.
Pour cela, pour tout sous-groupe additif ouvert N de Mµ soit N̂ ⊂ M̂µ comme dans la
preuve du théorème 9.39, de sorte que N̂ est un sous-groupe ouvert de M̂µ, et jµ(N)

est une partie dense de N̂ . Soit V ⊂ P un sous-groupe ouvert ; puisque ϕ est continue,
il existe une famille N• := (Nλ |λ ∈ Λ) telle que Nλ soit un sous-groupe ouvert de Mλ
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pour chaque λ ∈ Λ, avec ϕ(
∏
λ∈ΛNλ) ⊂ V . Comme V est aussi une partie fermée de P ,

il vient alors ϕµ(N̂µ ×
∏
λ∈Λ\{µ}Nλ) ⊂ V , d’où (a).

En dernier lieu, soit x ∈ M̂µ la classe d’un filet de Cauchy (xi | i ∈ I) de Mµ, et
gardons N• comme ci-dessus ; soit i ∈ I tel que xj − xk ∈ Nµ pour tous j, k ∈ I avec
j, k ≥ i. Puisque ϕ est continue, il existe pour tout λ ∈ Λ \ {µ} un sous-groupe ouvert
N ′λ ⊂ Nλ tel que ϕ({xi} ×

∏
λ∈Λ\{µ}N

′
λ) ⊂ V . Par suite, ϕ({xj} ×

∏
λ∈Λ\{µ}N

′
λ) ⊂ V

pour tout j ≥ i, et finalement ϕµ({x} ×
∏
λ∈Λ\{µ}N

′
λ) ⊂ V , d’où (b). □

Exercice 9.46. Soient A un anneau topologique analytique, (Mλ |λ ∈ Λ) une famille
finie de A-modules topologiques, et ϕ :

∏
λ∈ΛMλ → P une application A-multilinéaire à

valeurs dans un A-module topologique P . Montrer que ϕ est continue ⇔ ϕ est continue
en (0, . . . , 0).

9.2.1. Complétion d’anneaux topologiques. Si la topologie de l’anneau A est Z-linéaire,
on peut appliquer le corollaire 9.44 à M = N := A et avec pour ϕ : A × A → A

la multiplication de l’anneau A. Il en découle une opération A-bilinéaire Â × Â → Â

qui munit Â d’une structure naturelle d’anneau topologique, telle que l’application de
complétion jA : A→ Â soit un homomorphisme continu d’anneaux.

De plus, si M est un A-module topologique dont la topologie est Z-linéaire, on peut
appliquer le corollaire 9.44 à la multiplication scalaire A ×M → M , et on obtient une
opération Â× M̂ → M̂ qui définit une structure naturelle de Â-module topologique sur
M̂ : les détails seront laissés au lecteur.

Remarque 9.47. (i) Explicitement, si a• := (aλ |λ ∈ Λ) et b• := (bλ′ |λ′ ∈ Λ′) sont deux
filets de Cauchy dans A, par inspection directe de la preuve du corollaire 9.44 on voit
que [a•] · [b•] est la classe du filet de Cauchy (aλbλ′ | (λ, λ′) ∈ Λ × Λ′). Si Λ = Λ′, la
diagonale ∆ := {(λ, λ) |λ} est cofinale dans Λ × Λ, et donc [a•] · [b•] est aussi la classe
de (aλbλ |λ ∈ Λ) (remarque 9.30(iii)). De même, si m• := (mλ′′ |λ′′ ∈ Λ′′) est un filet de
Cauchy dans M , le produit [a•] · [m•] est la classe de (aλmλ′′ | (λ, λ′′) ∈ Λ×Λ′′) dans M̂ .

(ii) Soient A un anneau topologique, M et N deux A-modules topologiques ; on
suppose que les topologies de A,M,N soient Z-linéaires, et on dénote (Â, jA), (M̂, jM ) et
(N̂ , jN ) leurs respectives complétions. La propriété universelle de la complétion implique
que toute application A-linéaire continue f : M → N induit une application Â-linéaire
continue unique

f̂ : M̂ → N̂ telle que f̂ ◦ jM = jN ◦ f.
Explicitement, f̂ envoie la classe de tout filet de Cauchy (xλ |λ ∈ Λ) de M dans la classe
du filet (f(xλ) |λ ∈ Λ).

(iii) De même, si A et B sont deux anneaux topologiques dont les topologies sont Z-
linéaires, tout homomorphisme continu d’anneaux ϕ : A→ B induit un homomorphisme
continu d’anneaux complets

ϕ̂ : Â→ B̂ tel que ϕ̂ ◦ jA = jB ◦ ϕ.

Exemple 9.48. (i) SoientA un anneau, n > 0 un entier, et munissonsB := A[T1, . . . , Tn]
de la topologie I-adique, où I ⊂ B est l’idéal engendré par T1, . . . , Tn. La complétion
de B est (naturellement isomorphe à) l’anneau A[[T1, . . . , Tn]] des séries formelles de
puissances à coefficients dans A (exercice !).

(ii) Soit t > 1 un entier, on munit Z de la topologie t-adique, et soit Ẑ la complétion
t-adique de Z. On peut représenter Ẑ comme l’anneau des séries formelles

(∗)
∑
n∈N ant

n avec an ∈ Z ∀n ∈ N.

En effet, les sommes partielles de toute série (∗) donnent une suite (
∑k
n=0 ant

n | k ∈ N)
de Cauchy, et on voit aisément que toute suite de Cauchy est équivalente à une suite de
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ce type. Avec cette notation, l’addition et la multiplication de deux séries
∑
n∈N ant

n,∑
n∈N bnt

n sont définies comme dans A[[T1, . . . , Tn]] : pour la somme on prend la série∑
n∈N(an + bn)t

n, et le produit est
∑
n∈N cnt

n avec cn :=
∑n
i=0 aibn−i pour tout n ∈ N.

Exercice 9.49. (i) Soient A un anneau topologique, M un A-module topologique dont
la topologie est Z-linéaire, et considérons une suite exacte courte de A-modules

Σ : 0→M ′
i−→M

p−→M ′′ → 0.

Munissons M ′ et M ′′ des topologies induites par M via i et respectivement p. Montrer
que la complétion de Σ est une suite exacte à gauche :

Σ̂ : 0→ M̂ ′
ı̂−→ M̂

p̂−→ M̂ ′′

(voir la remarque 9.47(ii)), et en outre, la topologie de M̂ ′ est induite par M̂ via ı̂.
(ii) Montrer aussi que ı̂(M̂ ′) est l’adhérence de l’image de i(M ′) dans M̂ .

(iii) Si M ′ est un sous-module ouvert de M , montrer que ı̂ identifie M̂ ′ avec un
sous-module ouvert de M̂ , et la complétion M → M̂ induit un isomorphisme :

M/M ′
∼→ M̂/M̂ ′.

9.3. Complétion et limites inverses. Soient (A,TA) un anneau topologique, M un
A-module topologique dont la topologie est A-linéaire, et N un système fondamental de
A-sous-modules de M . Pour tout N ∈ N , la topologie de M induit via la projection
πN : M → M/N la topologie discrète T d

M/N sur le quotient M/N , car π−1N (x̄) est une
partie ouverte de M , pour tout x̄ ∈ M/N (voir l’exemple 1.20(iii)). De plus, pour tout
N ′ ∈ N avec N ′ ⊂ N , la projection πN ′ se factorise à travers une application évidente
πN,N ′ : M/N ′ → M/N , et la donnée ((M/N,T d

M/N ) |N ∈ N ), π••) est un système
de A-modules topologiques indexé par l’ensemble cofiltrant N (voir l’exemple 2.23(i)) ;
d’après l’exercice 9.4(i), le cône (πN |N ∈ N ) induit un homomorphisme de A-modules
topologiques

iM :M → (L,TL) := lim
←−

N∈N

(M/N,T d
N ).

Si (pN : L→M/N |N ∈ N ) est le cône universel, TL est la topologie A-linéaire définie
par le système de sous-modules (Ker pN |N ∈ N). Soit aussi jM : M → M̂ l’application
de complétion ; par la remarque 9.41, la topologie de M̂ est A-linéaire, définie par le
système de sous-modules (N̂ |N ∈ N ), et chaque N̂ est aussi la complétion de N pour
la topologie induite par M . Cela posé, on a :

Proposition 9.50. Dans la situation ci-dessus, il existe un isomorphisme unique de
A-modules topologiques

ω : M̂
∼→ (L,TL) tel que ω ◦ jM = iM .

Démonstration. Toute topologie discrète est trivialement séparée et complète, ainsi L est
complet et séparé (exercice 9.31) ; par suite il existe une unique application A-linéaire
continue ω : M̂ → L avec ω ◦ jM = iM . Noter aussi que i−1M (Ker pN ) = KerπN = N
pour tout N ∈ N , donc la topologie de M est induite par TL via iM (proposition
9.12(ii) et remarque 9.3(i)) ; d’après l’exercice 9.42(iii), il suffit alors de vérifier que iM (M)
est dense dans L. Soit donc x• := (xN |N ∈ N ) ∈ L ; pour tout N ∈ N il vient
iM (xN )− x• ∈ Ker pN , d’où l’assertion. □

Remarque 9.51. Soit A un anneau topologique dont la topologie est A-linéaire. La pro-
position 9.50 nous fournit un isomorphisme naturel de A-modules topologiques :

ω : Â
∼→ lim

I∈I
A/I
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où chaque quotient A/I est muni de sa topologie discrète T d
A/I . Mais ((A/I,T d

A/I) | I ∈
I ) est aussi un système cofiltrant d’anneaux topologiques. Il s’ensuit aussitôt que ω est
un isomorphisme d’anneaux topologiques.

Exemple 9.52. (i) Soient A ̸= 0 un anneau, Σ un ensemble, et F un filtre de Σ, i.e.
une famille de parties de Σ soumise aux conditions suivantes : (a) pour tous F, F ′ ∈ F ,
on a F ∩F ′ ∈ F ; (b) pour tous F ⊂ F ′ ⊂ Σ avec F ∈ F , on a F ′ ∈ F . Munissons A de
la topologie discrète, et M := A(Σ) de la topologie A-linéaire TM définie par la famille
de sous-modules (A(F ) |F ∈ F ) (on identifie naturellement A(F ) avec un sous-module
de A(Σ), pour tout F ∈ F ). Noter que TM est séparée si et seulement si

⋂
F∈F F = ∅.

Noter aussi l’isomorphisme naturel de A-modules :

M/A(F ) ∼→ A(Σ\F ) ∀F ⊂ Σ.

Pour F ′ ⊂ F ⊂ Σ, ces isomorphismes identifient la projection M/A(F ′) → M/A(F ) avec
l’application πF,F ′ : A

(Σ\F ′) → A(Σ\F ) : (aσ |σ ∈ Σ \F ′) 7→ (aσ |σ ∈ Σ \F ). D’après la
proposition 9.50, la complétion de M est alors naturellement isomorphe à la limite du
système ((A(Σ\F ) |F ∈ F ), π••). Si TM est séparée, on voit aisément que cette limite est
représentée par le sous-module L de AΣ formé des suites (aσ |σ ∈ Σ) dont le Σ-support
Λ (voir l’exemple 1.12(i)) vérifie la condition suivante : pour tout F ∈ F , l’ensemble
Λ ∩ (Σ \ F ) est fini : les détails sont laissés aux soins du lecteur.

(ii) Dans la situation de (i), supposons de plus que pour toute partie finie ou dénom-
brable Λ ⊂ Σ il existe F ∈ F avec F ∩ Λ = ∅. Alors (M,TM ) est complet et séparé.
En effet, la condition entraîne que

⋂
F∈F F = ∅, donc M est séparé. Pour vérifier la

complétude de M , soit a• := (aσ |σ ∈ Σ) ∈ L ; si le Σ-support Λ de a• n’est pas une
partie finie, on trouve une partie dénombrable Λ′ ⊂ Λ, et par hypothèse il existe F ∈ F
avec Λ′ ∩ F = ∅. Mais alors Λ′ ⊂ Λ ∩ (Σ \ F ), et en particulier Λ ∩ (Σ \ F ) n’est pas
une partie finie, contradiction ; donc Λ est une partie finie de Σ, et ainsi a• ∈ M , d’où
l’assertion.

Problème 9.53. Soient K un corps, v : K → Γ◦ une valuation (avec Γ = Γv), et (V,m)
son anneau de valuation. On pose Uγ := {x ∈ K | v(x) > γ} pour tout γ ∈ Γ.

(i) Montrer que le système de sous-groupes (Uγ | γ ∈ Γ) définit une topologie Z-
linéaire TK sur K, qu’on appellera la v-topologie de K. De même, la v-topologie de V
est la topologie TV induite par TK sur V .

(ii) Soit T une topologie V -linéaire et séparée sur V ; montrer que T est soit la
topologie discrète, soit la v-topologie de V . Montrer en outre que (K,TK) et (V,TV )
sont topologiquement locaux (voir l’exercice 9.21(v)).
(iii) Soient (V̂ , T̂V ) et (K̂, T̂K) les complétions de (V,TV ) et (K,TK). Montrer que K̂

est un corps, et v admet un prolongement unique en une valuation v̂ de K̂ :

K

jK ��

v // Γ◦

K̂.
v̂

<<

En outre, V̂ s’identifie à l’anneau de valuation de v̂, et T̂K est la v̂-topologie de K̂.
(iv) Munissons m de la topologie induite par l’inclusion dans V . Montrer que la complé-

tion m̂ de m est l’idéal maximal de V̂ , et que l’inclusion V → V̂ induit un isomorphisme
de corps résiduels : k(m)

∼→ k(m̂).

Exercice 9.54. Soient K un corps, v : K → Γ◦ = Γv◦ une valuation non triviale
(définition 8.6(ii)), et munissons K de sa v-topologie TK (problème 9.53).

(i) Soit E un K-espace vectoriel topologique séparé de dimension un (i.e. E est
un (K,TK)-module topologique). Montrer que toute application K-linéaire non nulle
ϕ : K → E est un isomorphisme de K-espaces vectoriels topologiques.
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(ii) Soient E un K-espace vectoriel topologique, H ⊂ E (resp. L ⊂ E) un K-sous-
espace vectoriel de codimension un (resp. de dimension un, avec H ∩L = 0). On suppose
que H soit une partie fermée de E, et on munit H et L des topologies induites par E, et
H⊕L de la topologie du produit. Montrer que l’application ψ : H⊕L→ E : (h, l) 7→ h+l
est un isomorphisme de K-modules topologiques.
(iii) Supposons que la topologie TK soit complète, et soit E un K-espace vectoriel

topologique séparé de dimension finie n. Montrer que tout isomorphisme de K-espaces
vectoriels ω : Kn ∼→ E est un isomorphisme de K-modules topologiques.
(iv) Supposons que la topologie TK soit complète, et soit E un K-espace vectoriel

topologique séparé. Montrer que tout K-sous-espace vectoriel de dimension finie de E
est une partie fermée de E.

Exemple 9.55. Pour tout nombre premier p ∈ Z, soit vp : Q→ Z ∪ {+∞} la valuation
p-adique (voir l’exemple 7.41(i)) ; la vp-topologie de son anneau de valuation ZpZ coïncide
avec la topologie p-adique, et d’après le problème 9.53(iii), les complétions de ZpZ et de
Q pour leurs vp-topologies sont respectivement un anneau de valuation discrète et son
corps des fractions, traditionnellement notés :

Zp et Qp.

Pour le théoricien des nombres, le corps valué Qp revête la même importance que le corps
ordonné R, complétion de Q pour sa topologie (non linéaire) standard, engendrée par la
famille des intervalles ]a, b[, pour tous a, b ∈ Q avec a < b.

Problème 9.56. (i) Avec la notation de l’exemple 9.55, munissons aussi Z de sa to-
pologie p-adique Tp, et soit (Ẑ, T̂p) la complétion de (Z,Tp). Montrer que l’inclusion
i : Z→ ZpZ induit un isomorphisme d’anneaux î : Ẑ ∼→ Zp.

(ii) Soit q > 1 un entier tel que pgcd(q, p) = pgcd(q, p − 1) = 1. Montrer que pour
tout u ∈ Z×p l’équation xq = u admet une racine unique x ∈ Z×p .

(iii) Il est bien connu que le seul endomorphisme du corps R est l’identité (rappelons
brièvement la preuve : soit ϕ : R → R un tel endomorphisme ; comme tout élément de
Q est fixé par ϕ, on est ramené à vérifier que ϕ respecte l’ordre de R : si a, b ∈ R et
a > b, alors ϕ(a) > ϕ(b). Mais si a > b on a a − b = c2 pour quelque c ∈ R, donc
ϕ(a)− ϕ(b) = ϕ(c)2 > 0, d’où l’assertion). Déduire de (ii) qu’il en est de même pour les
endomorphismes du corps Qp, pour tout premier p.

Exercice 9.57. (Lemme de Hensel) Soient (A,m) un anneau local dont la topologie
m-adique est complète et séparée, k := A/m, et π : A[X]→ k[X] la projection naturelle.
Soient aussi F (X) ∈ A[X] et g(X), h(X) ∈ k[X] des polynômes unitaires tels que π(F ) =
g · h et pgcd(g, h) = 1. Montrer qu’il existe des polynômes unitaires G,H ∈ A[X] avec
F = G ·H, π(G) = g et π(H) = h.

Corollaire 9.58. Soit M un A-module topologique dont la topologie est A-linéaire et à
voisinages dénombrables. Soit aussi

0→M ′
i−→M

p−→M ′′ → 0

une suite exacte courte de A-modules, et on munit M ′ et M ′′ des topologies induites via
i et via p. Alors la suite induite d’homomorphismes de A-modules complets

(∗) 0→ M̂ ′
ı̂−→ M̂

p̂−→ M̂ ′′ → 0

est exacte courte, et les topologies de M̂ ′ et M̂ ′′ sont induites par M̂ via ı̂ et p̂.

Démonstration. D’après la remarque 9.37(ii), la topologie de M est définie par une suite
descendante de A-sous-modules (Mn |n ∈ N), et par la proposition 9.50 on a un isomor-
phisme naturel ω de M̂ avec la limite inverse L du système (M/Mn |n ∈ N). Comme les
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familles

(M ′n :=M ′ ∩ i−1(Mn) |n ∈ N) et (M ′′n := p(Mn) |n ∈ N)
définissent les topologies de M ′ et M ′′ (voir la proposition 9.12), on a de même des
isomorphismes ω′ de M̂ ′ avec la limite inverse L′ du système (M ′/M ′n |n ∈ N) et ω′′ de
M̂ ′′ avec la limite inverse du système (M ′′/M ′′n |n ∈ N). D’autre part, les applications i
et p induisent une suite exacte courte de systèmes projectifs

0→ (M ′/M ′n |n ∈ N)
i•−→ (M/Mn |n ∈ N)

p•−→ (M ′′/M ′′n |n ∈ N)→ 0

(voir l’exercice 2.109(iii)). Comme les applications de transition M ′/M ′m →M ′/M ′n sont
les projections évidentes pour tout m ≥ n, la suite induite

(∗∗) 0→ L′
i∞−−→ L

p∞−−→ L′′ → 0

est exacte courte (exercice 2.109(iv)). Pour montrer la première assertion, il suffit donc
de remarquer que les isomorphismes ω, ω′ et ω′′ identifient la suite (∗) avec la suite (∗∗) :
les détails seront laissés aux soins du lecteur.

D’après l’exercice 9.49(i), la topologie de M̂ ′ est induite par M̂ via ı̂ ; voici une preuve
alternative : il suffit de vérifier que la topologie de L′ est induite par L via i∞. Pour cela,
on considère le diagramme commutatif à lignes exactes courtes

0 // L′
i∞ //

q′n ��

L
p∞ //

qn
��

L′′ //

q′′n��

0

0 // M ′/M ′n
in // M/Mn

pn // M ′′/M ′′n // 0

dont les flèches verticales sont les projections canoniques ; la topologie de L est définie
par (Ker qn |n ∈ N) et celle de L′ est définie par (Ker q′n |n ∈ N). Mais on a

i−1∞ (Ker qn) = Ker in ◦ q′n = Ker q′n ∀n ∈ N
d’où l’assertion. De même, la topologie de L′′ est définie par (Ker q′′n |n ∈ N), et si l’on
applique le lemme du serpent au diagramme ci-dessus, on voit que

p∞(Ker qn) = Ker q′′n ∀n ∈ N.
Compte tenu de la proposition 9.12(iii), on conclut que la topologie de L′′ est induite par
celle de L, et donc la topologie de M̂ ′′ est induite par celle de M̂ . □

Remarque 9.59. (i) Soient A un anneau topologique, (M,TM ) et (M ′,TM ′) deux A-
modules topologiques dont les topologies TM et TM ′ sont Z-linéaires, et f :M →M ′ un
morphisme strict de A−ModTop. Supposons en outre que TM soit à voisinages dénom-
brables ; alors le corollaire 9.58 et l’exercice 9.49(i) entraînent aussitôt que la complétion
f̂ : M̂ → M̂ ′ de f est un morphisme strict de Â−ModTop.

(ii) Si en outre TM est complète et séparée, tout sous-module N ⊂ M est complet
et séparé pour la topologie induite par M , et le corollaire 9.58 montre que M/N est
de même complet et séparé pour la topologie induite par la projection M → M/N . Si
TM n’est pas à voisinages dénombrables, M/N sera toujours séparé, mais pas forcément
complet ; voici un exemple que j’ai appris de O.Gabber :

Exemple 9.60. Soient A0 ̸= 0 un anneau, Λ l’ensemble des nombres ordinaux de car-
dinalité finie ou dénombrable (la cardinalité de Λ est ℵ1), et A := A0[Xλ |λ ∈ Λ] ; pour
tout λ ∈ Λ soit Jλ ⊂ A l’idéal engendré par (Xµ |µ > λ). On munit A de la topologie
définie par la famille d’idéaux (Jnλ | (λ, n) ∈ Λ× N).

(i) L’anneau topologique A est évidemment séparé ; montrons que A est aussi complet.
En effet, A est le A0-module libre A(Σ)

0 , où Σ est l’ensemble des monômes unitaires des
indéterminées (Xλ |λ ∈ Λ) ; autrement dit, Σ est l’ensemble des applications β : Λ → N
telles que β−1(N \ {0}) est un ensemble fini. Noter que Jnλ est engendré par les monômes
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de la partie Σλ,n := Σ ∩ Jnλ , pour tout (λ, n) ∈ Λ × N ; soit alors F l’ensemble des
parties S ⊂ Σ telles qu’il existe (λ, n) ∈ Λ × N avec Σλ,n ⊂ S. L’ensemble F vérifie les
conditions (a) et (b) de l’exemple 9.52(i), et la topologie de A est définie par la famille
de A0-sous-modules (A

(F )
0 |F ∈ F ). D’après l’exemple 9.52(ii), il suffit alors de prouver

que pour toute partie dénombrable S ⊂ Σ il existe λ ∈ Λ avec S ∩Σλ,1 = ∅. Disons que
S = {βn |n ∈ N}, et pour tout n ∈ N prenons λn ∈ Λ tel que βn ∈ A0[Xµ |µ ≤ λn] ; alors
λ := sup(λn |n ∈ N) convient : les détails sont laissés aux soins du lecteur.

(ii) Or, soit I ⊂ A l’idéal engendré par (Xλ −Xµ |λ, µ ∈ Λ) ; on a un isomorphisme
naturel de A0-algèbres A/I ∼→ A0[X], et on voit aussitôt que la projection A → A/I
induit sur A0[X] la topologie X-adique, séparée mais non complète.

Corollaire 9.61. Soient A un anneau, I ⊂ A un idéal, M un A-module. Munissons A
et M de leurs topologies I-adiques, et pour tout sous-module N ⊂ M , notons par N̂ la
complétion de N pour la topologie induite par l’inclusion dans M . On a :

(i) Pour tout idéal J ⊂ A ouvert et de type fini, l’inclusion i : JM → M induit une
identification de A-modules topologiques ĴM ∼→ JM̂ , pour la topologie de JM̂ induite
par l’inclusion dans M̂ .

(ii) Si I est de type fini, la topologie du A-module M̂ est I-adique, et la complétion
M → M̂ induit un isomorphisme M/InM

∼→ M̂/InM̂ pour tout n ∈ N.
(iii) Supposons que A soit complet et M séparé pour les topologies I-adiques ; soit aussi
N ⊂M un sous-module de type fini avec N + IM =M . Alors N =M .

Démonstration. (i) : Soit a1, . . . , ak ∈ A un système fini de générateurs de J . On munit
Mk de sa topologie I-adique, et on considère l’application

ϕ :Mk →M (x1, . . . , xk) 7→ a1x1 + · · ·+ akxk.

Comme ϕ(InMk) = InJM pour tout n ∈ N, on a ϕ = i ◦ ψ pour une surjection A-
linéaire ψ :Mk → JM continue et ouverte pour la topologie I-adique de JM (remarque
9.3(ii,iii)). Donc, la topologie I-adique de JM est induite par celle de Mk via ψ ; en outre,
elle est induite par l’inclusion dans M (remarque 9.14(ii)). D’après le corollaire 9.58, la
complétion ψ̂ : M̂k → ĴM de ψ est encore surjective ; aussi, ı̂ : ĴM → M̂ est injective,
et la topologie de ĴM est induite par M̂ via ı̂. Mais l’isomorphisme naturel M̂k ∼→ (M̂)k

(exercice 9.43 et remarque 9.14(iv)) identifie ı̂ ◦ ψ̂ = ϕ̂ avec l’application

(M̂)k → M̂ (y1, . . . , yk) 7→ a1y1 + · · ·+ akyk.

Ainsi, l’image de ı̂ est JM̂ , d’où l’assertion.
(ii) : Soit in : InM →M l’inclusion ; par (i), l’image de în : ÎnM → M̂ est InM̂ pour

tout n ∈ N. Alors (InM̂ |n ∈ N) est un système fondamental de sous-modules ouverts de
M̂ (remarque 9.41), d’où l’assertion, au vu de l’exercice 9.49(iii).

(iii) : Noter que l’on ne peut pas invoquer le corollaire 3.50, car on ne sait pas encore
que M est de type fini. Soit x1, . . . , xn un système fini de générateurs de N ; soit aussi
y ∈ M . Par hypothèse, il existe a1, . . . , an ∈ A tels que y −

∑n
i=1 aixi ∈ IM . On va

exhiber par récurrence sur k des éléments ak,1, . . . , ak,n ∈ A tels que :

y −
∑n
i=1ak,ixi ∈ I

kM et ak+1,j − ak,j ∈ Ik ∀k ∈ N, ∀j = 1, . . . , n

(avec I0 := A). Pour cela, on fait d’abord a0,i := 0 et a1,i := ai pour i = 1, . . . , n.
Ensuite, soit k > 0, et supposons que l’on a déjà exhibé ak,1, . . . , ak,n ∈ A tels que
ak,j − ak−1,j ∈ Ik−1 pour tout j = 1, . . . , n, et z := y −

∑n
i=1 ak,ixi ∈ IkM . Comme

IkM = Ik(N+IM) = IkN+Ik+1M , il existe alors b1, . . . , bn ∈ Ik tels que z−
∑n
i=1 bixi ∈

Ik+1M , et on pose ak+1,j := ak,j + bj pour tout j = 1, . . . , n.
Pour tout j=1, . . . , n la suite (ak,j | k ∈ N) est de Cauchy dans A, et admet donc une

limite cj ∈ A ; par construction, y −
∑n
i=1 cixi∈

⋂
k∈N I

kM=0, d’où y ∈ N . □
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Remarque 9.62. La partie (i) du corollaire 9.61 sera généralisée plus tard à tout idéal J ,
pourvu que A soit noethérien et M de type fini : voir le corollaire 9.114(ii).

Le résultat suivant est emprunté à l’article [29].

Proposition 9.63. Soient A un anneau topologique, (M,T ) un A-module topologique
complet et séparé, dont la topologie est A-linéaire, et I ⊂ A un idéal tel que la topologie
I-adique de M soit plus fine que T . On suppose que l’une des deux conditions suivantes
soit vérifiée :

(a) InM est une partie fermée de M pour la topologie T , pour tout n ∈ N.
(b) I est de type fini.

Alors M est complet et séparé pour la topologie I-adique.

Démonstration. Soit (Jλ |λ ∈ Λ) un système fondamental de A-sous-modules ouverts
pour la topologie T , et posons Nn,λ := InM + Jλ pour tout n ∈ N et tout λ ∈ Λ ; la
condition (a) revient à dire que InM =

⋂
λ∈ΛNn,λ pour tout n ∈ N, donc l’application

naturelle
ϕn :M/InM → lim

λ∈Λ
M/Nn,λ

est injective, pour tout n ∈ N. En outre, la topologie I-adique II,M de M est séparé,
car elle est plus fine que la topologie séparée T , donc les deux applications

jM :M → lim
n∈N

M/InM ϕ := lim
n∈N

ϕn : lim
n∈N

M/InM → lim
n∈N

lim
λ∈Λ

M/Nn,λ

sont de même injectives (exercice 2.34(i)). D’autre part, soient

j′M :M → lim
λ∈Λ

M/Jλ ψλ :M/Jλ → lim
n∈N

M/Nn,λ

les applications naturelles, et ψ := limλ∈Λ ψλ. Noter que l’isomorphisme naturel

lim
n∈N

lim
λ∈Λ

M/Nn,λ
∼→ lim

λ∈Λ
lim
n∈N

M/Nn,λ

de la proposition 2.57(ii) identifie ϕ ◦ jM avec ψ ◦ j′M . Puisque TI,M est plus fine que
T , pour tout λ ∈ Λ il existe p ∈ N tel que Nn,λ = Jλ pour tout n ≥ p, donc ψλ est
un isomorphisme, et par suite il en est de même pour ψ. Puisque la topologie T est
complète et séparée, j′M est un isomorphisme (proposition 9.50), ainsi finalement ϕ ◦ jM
est un isomorphisme, donc de même pour jM (car ϕ est injective), et l’assertion découle
encore de la proposition 9.50.

Supposons ensuite que (b) soit vérifiée, et soit a1, . . . , ar un système fini de générateurs
de I. On sait déjà que TI,M de M est séparée, donc il reste à vérifier que toute suite
de Cauchy x• := (xn |n ∈ N) pour la topologie TI,M converge vers un élément de M .
Or, puisque TI,M est plus fine que T , la suite x• est de Cauchy aussi pour la topologie
T , donc elle converge pour cette topologie vers un élément x ∈M , et il suffit de vérifier
que x est aussi une limite de x• pour la topologie TI,M . Pour cela, on peut supposer
que xn − xm ∈ InM pour tous n,m ∈ N avec m ≥ n ; pour tout σ := (j1, . . . , jr) ∈ Nr,
posons

δ(σ) := j1 + · · ·+ jr et aσ := aj11 · · · ajrr .

pour tous k, l ∈ N on trouve par récurrence un système (yl,σ |σ ∈ δ−1(k)) d’éléments de
M avec y0,σ = 0 pour tout k ∈ N et tout σ ∈ δ−1(k), et tels que :

xk+l − xk =
∑
σ∈δ−1(k) a

σyl,σ et yl′,σ − yl,σ ∈ I lM ∀l′ ≥ l, ∀σ ∈ Nr

(les détails sont confiés aux soins du lecteur). Pour tout σ ∈ Nr, la suite (yl,σ | l ∈ N)
converge alors pour la topologie T vers un élément yσ ∈M , et par construction il vient
x− xk =

∑
σ∈δ−1(k) a

σyσ ∈ IkM pour tout k ∈ N, d’où l’assertion. □
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9.3.1. Anneaux et modules filtrés. Dans plusieurs questions, on rencontre la variante sui-
vante de la situation considérée au début de la section 9.3. Soit d’abord (G,+, 0) un
groupe abélien quelconque ; une filtration (décroissante) sur G est la donnée d’une fa-
mille G• := (Gn |n ∈ Z) de sous-groupes de G avec Gn+1 ⊂ Gn pour tout n ∈ Z. On
dira aussi que (G,G•) est un groupe filtré, et on dénote :

grn(G) := Gn/Gn+1 ∀n ∈ Z et gr•(G) :=
⊕

n∈Z grn(G).

On appelle gr•(G) le groupe gradué associé à (G,G•). On dit que la filtration G• est
exhaustive (resp. séparée) si

⋃
n∈ZGn = G (resp. si

⋂
n∈ZGn = {0}).

Soit (H,H•) un deuxième groupe abélien filtré, et f : G→ H un homomorphisme de
groupes ; on dit que f est filtré si l’on a f(Gn) ⊂ Hn pour tout n ∈ Z. Evidemment, un
tel f induit des homomorphismes de groupes :

grn(f) : grn(G)→grn(H) ∀n∈Z et gr•(f) :=
⊕

n∈Z grn(f) : gr•(G)→gr•(H).

Définition 9.64. (i) Un anneau filtré est la donnée (A,A•) d’un anneau A et d’une
filtration A• sur le groupe additif sous-jacent à A, telle que :

An ·Am ⊂ An+m ∀n,m ∈ Z et 1 ∈ A0.

(ii) Soit (A,A•) un anneau filtré. Un (A,A•)-module filtré est la donnée (M,M•) d’un
A-module M et d’une filtration M• sur le groupe additif de M , telle que

An ·Mn ⊂Mn+m ∀n,m ∈ Z.

(iii) Un morphisme d’anneaux filtrés f : (A,A•) → (B,B•) est un homomorphisme
d’anneaux f : A→ B qui est un homomorphisme filtré des groupes additifs sous-jacents
(A,+, 0) → (B,+, 0). De même, un morphisme u : (M,M•) → (N,N•) de (A,A•)-
modules filtrés est une application A-linéaire u : M → N qui est un homomorphisme
filtré des groupes additifs sous-jacents (M,+, 0)→ (N,+, 0).

Soient maintenant (A,A•) un anneau filtré, et (M,M•) un (A,A•)-module filtré ; pour
tous p, q ∈ Z, la restriction Ap ×Mq → Mp+q de la loi de multiplication par scalaires
induit une application Z-bilinéaire bien définie :

µMpq : grp(A)× grq(M)→ grp+q(M) (a,m) 7→ a ·m

car si a, a′ ∈ Ap et m,m′ ∈ Mq sont deux couples d’éléments avec a − a′ ∈ Ap+1 et
m −m′ ∈ Mq+1, il vient am − a′m′ = (a − a′)m + a′(m −m′) ∈ Mp+q+1, i.e. la classe
a · m de am dans grp+q(M) dépend seulement de la classe a de a dans grp(A) et de
la classe m de m dans grq(M). En particulier, avec (M,M•) = (A,A•), on obtient un
système d’applications (µp,q : grp(A) × grq(A) → grp+q(A) | p, q ∈ Z), dont la somme
directe fournit la loi de multiplication

µA•• : gr•(A)× gr•(A)→ gr•(A)

pour une structure d’anneau Z-gradué sur gr•(A) (voir §1.1.6). De même, la somme
directe des µMpq définit la loi de multiplication par scalaires

µM•• : gr•(A)× gr•(M)→ gr•(M)

d’une structure de gr•(A)-module Z-gradué sur gr•(M). On appelle gr•(A) l’anneau
gradué associé à la filtration A•, et gr•(M) le module gradué associé à M•.

Remarque 9.65. Soit f : (A,A•) → (B,B•) un morphisme d’anneaux filtrés ; on voit
aisément que gr•(f) : gr•(A)→ gr•(B) est un homomorphisme d’anneaux gradués (voir
§1.1.6). De même, tout morphisme u : (M,M•) → (N,N•) de (A,A•)-modules filtrés
induit un morphisme gr•(u) : gr•(M)→ gr•(N) de gr•(A)-modules gradués.
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Exemple 9.66. Soient A0 un anneau, n ∈ N, et A := A0[[X1, . . . , Xn]], l’anneau des
séries formelles à n indéterminées à coéfficients dans A0 ; soit aussi I ⊂ A l’idéal engendré
parX1, . . . , Xn. Munissons A de sa filtration I-adique A•, avec An := In pour tout n ∈ N,
et An := A pour tout n ∈ Z \ N. Evidemment, pour tout n ∈ N et tout f ∈ An il existe
un unique polynôme f∗ ∈ A0[X1, . . . , Xn] homogène de degré n tel que f − f∗ ∈ An+1 :
i.e. f∗ est la somme des termes de degré n de f . Il s’ensuit aussitôt que gr•(A) est
canoniquement isomorphe à l’anneau A0[X1, . . . , Xn].

Remarque 9.67. (i) Soit (A,A•) un anneau filtré dont la filtration A• est exhaustive ;
ainsi, pour tous a, b ∈ A il existe n ∈ Z tel que a, b ∈ An, et par suite (a+Ap) · (b+Ap) ⊂
ab+Aq pour tout q ∈ Z et tout p ≥ max(q−n, q/2) (les détails sont laissés aux soins du
lecteur). D’après l’exercice 9.10(iii), A• est alors un système fondamental de voisinages
ouverts de 0 pour un unique anneau topologique (A,TA•) ; on appelera TA• la topologie
induite par A• sur A.

(ii) Dans la situation de (i), soit aussi (M,M•) un (A,A•)-module filtré dont la
filtration est exhaustive ; de même, avec l’exercice 9.10(i) on voit aisément que M• est
un système fondamental de voisinages ouverts de 0 d’un (A,TA•)-module topologique
(M,TM•), et on dira que TM• est la topologie induite par M• sur M .

(iii) Dans la situation de (i) (resp. de (ii)), la topologie TA• (resp. TM•) est séparée
si et seulement si la filtration A• (resp. M•) est séparée (exercice 9.15).

(iv) Avec la remarque 9.3(ii) et la proposition 9.12(i), on voit que tout morphisme
d’anneaux filtrés (A,A•) → (B,B•) dont les filtrations sont exhaustives, est continu
pour les respectives topologies induites TA• et TB• ; de même pour tout morphisme de
(A,A•)-modules filtrés avec filtrations exhaustives.

(v) Dans la situation de (i), soient (Â, T̂A•) la complétion de l’anneau topologique
(A,TA•), et Ân l’adhérence de An dans Â, pour tout n ∈ Z. On voit aussitôt que
Â• := (Ân |n ∈ Z) est une filtration exhaustive de Â, et (Â, Â•) est un anneau filtré ;
de plus, T̂A• coïncide avec la topologie induite par Â• (remarque 9.41). De même, dans
la situation de (ii), si (M̂, T̂M ) dénote la complétion de (M,TM ), et M̂n l’adhérence de
Mn, pour tout n ∈ Z, alors M̂• := (M̂n |n ∈ N) est une filtration exhaustive de M̂ , et
(M̂, M̂•) est un (Â, Â•)-module filtré ; en outre, T̂M• coïncide avec la topologie induite
par M̂•. De plus, les complétions sont des morphismes

(A,A•)→ (Â, Â•) et (M,M•)→ (M̂, M̂•)

d’anneaux filtrés et respectivement de modules filtrés, induisant des isomorphisme des
anneaux et modules gradués associés (voir l’exercice 9.49(iii)) :

gr•(A)
∼→ gr•(Â) gr•(M)

∼→ gr•(M̂).

Proposition 9.68. Soient (A,A•) un anneau filtré, (M,M•)
u−→ (N,N•) un morphisme

de (A,A•)-modules filtrés, avec des filtrations exhaustives A•,M•, N•, et TM (resp. TN )
la topologie induite par M• sur M (resp. par N• sur N). Alors :

(i) gr•(u) est injectif si et seulement si u−1(Np) =Mp pour tout p ∈ Z.
(ii) Supposons vérifiée l’une des conditions suivantes :

(a) La topologie TM est complète, et la filtration N• est séparée.
(b) La topologie TN• est discrète.

Alors gr•(u) est surjectif si et seulement si u(Mp) = Np pour tout p ∈ Z.
(iii) Si la filtration M• est séparée et si gr•(u) est injectif, alors u est injectif.
(iv) Si la topologie TM• est complète et séparée, si TN• est séparée, et si gr•(u) est

bijectif, alors u : (M,TM•)→ (N,TN•) est un homéomorphisme.

Démonstration. (i) : Pour tout p ∈ Z, évidemment grp(u) est injectif si et seulement si
Mp ∩ u−1(Np+1) ⊂Mp+1. Donc, si u−1(Np) = Mp pour tout p ∈ Z, l’application gr•(u)
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est injective. Réciproquement, si gr•(u) est injectif, montrons que :

(∗) Mp−k ∩ u−1(Np+1) ⊂Mp+1 ∀p ∈ Z et ∀k ∈ N.

On raisonne par récurrence sur k : l’assertion pour k = 0 est déjà connue. Soit alors
k > 0, et supposons que Mp−k+1 ∩ u−1(Np+1) ⊂Mp+1 pour tout p ∈ Z ; il vient

Mp−k ∩ u−1(Np+1) =Mp−k ∩ u−1(Np) ∩ u−1(Np+1) ⊂Mp ∩ u−1(Np+1) ⊂Mp+1

comme souhaité. Comme M• est exhaustive, (∗) entraîne l’identité cherchée.
(ii) : Pour tout p ∈ Z, évidemment grp(u) est surjectif si et seulement si Np =

u(Mp) + Np+1. Donc, si u(Mp) = Np pour tout p ∈ Z, l’application gr•(u) est sur-
jective. Réciproquement, supposons que gr•(u) soit surjective, et soient p ∈ Z et y ∈ Np ;
on va exhiber par récurrence sur q une suite x• := (xq | q ∈ N) avec :

xq ∈Mp xq+1 − xq ∈Mp+q u(xq)− y ∈ Np+q ∀q ∈ N.

On pose x0 := 0 ; ensuite, soit q > 0, et supposons que l’on a déjà trouvé x0, . . . , xq−1
vérifiant les conditions ci-dessus. Il vient u(xq−1)− y ∈ u(Mp+q−1) +Np+q ; i.e. il existe
zq ∈Mp+q−1 avec u(xq−1)− y−u(zq) ∈ Np+q. Ainsi, xq := xq−1− zq ∈Mp, xq −xq−1 ∈
Mp+q−1, et u(xq) − y ∈ Np+q, comme souhaité. Or, si TN• est la topologie discrète, il
existe q ∈ N tel que Np+q = {0}, d’où u(xq) = y, et cela entraîne l’identité cherchée.
En dernier lieu, si M• induit une topologie complète sur M , et si TN• est séparée, noter
que x• est une suite de Cauchy dans Mp ; d’autre part, Mp est une partie fermée de M
(proposition 9.12(i)), donc x• admet une limite x ∈Mp (remarque 9.30(iv)) ; ainsi, u(x)
est l’unique limite de la suite de Cauchy u(x•) := (u(xq) | q ∈ N) (remarques 9.30(vi) et
9.67(iv)). Mais par construction, y est une limite de u(x•), donc u(x) = y, d’où encore
l’identité cherchée.

(iii) : D’après (ii), si gr•(u) est injectif, Keru ⊂
⋂
p∈ZMp, d’où l’assertion.

(iv) : D’après (ii) et (iii), sous ces conditions u est bijectif, et u(Mp) = Np pour tout
p ∈ Z, donc l’application u est ouverte (remarque 9.3(iii)), d’où l’assertion. □

Exercice 9.69. Soit (A,A•) un anneau filtré dont la filtration A• est exhaustive et
séparée. Montrer que si gr•(A) est un anneau intègre, il en est de même pour A.

9.4. Anneaux de Huber. La classe d’anneaux topologiques contemplée dans la défini-
tion suivante a été introduite par R.Huber dans [39].

Définition 9.70. Soit A un anneau topologique.
(i) On dit que A est un anneau de Huber, s’il existe un sous-anneau ouvert A0 ⊂ A

et un idéal de type fini I0 de A0 tels que la topologie de A0 induite par l’inclusion dans
A coïncide avec la topologie I0-adique. Dans ce cas, on dit que A0 est un sous-anneau de
définition de A, et que I0 est un idéal de définition.

(ii) A est un anneau de Tate, s’il est un anneau de Huber et si A× ∩A◦◦ ̸= ∅.
(iii) Soient A,B deux anneaux de Huber, et f : A→ B un homomorphisme d’anneaux.

On dit que f est adique s’il existe des sous-anneaux de définition A0 ⊂ A et B0 ⊂ B
avec f(A0) ⊂ B0, et un idéal de définition I0 ⊂ A0 tel que f(I0) engendre un idéal de
définition de B0 (évidemment, f est alors une application continue).

Proposition 9.71. Soient A un anneau de Huber, B ⊂ A un sous-anneau. Alors B est
un sous-anneau de définition si et seulement s’il est ouvert et borné dans A.

Démonstration. Les deux conditions sont nécessaires, d’après la proposition 9.22(ii).
Réciproquement, soit B ouvert et borné dans A, et choisissons un sous-anneau de

définition A0 de A et un idéal de définition I0 ⊂ A0. Il existe n ∈ N \ {0} avec In0 ⊂ B,
et la preuve de la proposition 9.22(iii) montre que la topologie TB de B induite par
l’inclusion dans A est J-adique, pour J := In0B. Toutefois, J n’est pas forcément un
idéal de type fini de B (sauf si A0 ⊂ B) ; soient alors T ⊂ A0 une partie finie engendrant
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l’idéal In0 de A0, et J ′ ⊂ B l’idéal engendré par T ; ainsi, J ′ ⊂ J et J2 = J ′In0 ⊂ J ′, donc
TB est aussi la topologie J ′-adique. □

Corollaire 9.72. Soit A un anneau de Huber. On a :
(i) Si A0 et A1 sont des sous-anneaux de définition de A, il en est de même pour

A0 ∩A1 et pour ⟨A0A1⟩ (notation de l’exercice 9.21(i)).
(ii) Soient B ⊂ C deux sous-anneaux de A, avec B borné et C ouvert dans A. Alors

il existe un sous-anneau de définition A0 de A avec B ⊂ A0 ⊂ C.
(iii) A◦ est la réunion filtrante de tous les sous-anneaux de définition de A.
(iv) La topologie de A est adique si et seulement si A est borné (dans lui-même).

Démonstration. (i) : L’assertion pour A0∩A1 suit aussitôt de la proposition 9.71. Ensuite,
la remarque 9.19(i) et l’exercice 9.21(i) montrent que ⟨A1A2⟩ est une partie bornée de A,
et elle est ouverte dans A, d’après la proposition 9.12(i) ; donc ⟨A1A2⟩ est un sous-anneau
de définition, encore par la proposition 9.71.

(ii) : Soit A1 ⊂ A un sous-anneau de définition ; d’après la proposition 9.71, le sous-
anneau C1 := A1 ∩ C est de définition pour A. Prenons A0 := ⟨BC1⟩. On voit comme
ci-dessus que A0 est borné dans A, et il est ouvert, car C1 ⊂ A0 (proposition 9.12(i)),
donc il est un sous-anneau de définition, toujours par la proposition 9.71.

(iii) : Soit B l’ensemble des sous-anneaux bornés de A. D’après l’exercice 9.21(ii),
l’ensemble B est filtrant pour l’ordre induit par l’inclusion de sous-anneaux, et A◦ =⋃
B∈B B. Or, tout sous-anneau de A contenant un sous-anneau ouvert est ouvert (pro-

position 9.12(i)), et B contient au moins un sous-anneau ouvert de A ; par suite la partie
C ⊂ B formée des sous-anneaux ouverts et bornés est cofinale dans B, donc elle est
filtrante et A◦ =

⋃
B∈C B (exercice 2.35(i,iii)). Mais C est précisément l’ensemble des

sous-anneaux de définition de A, par la proposition 9.71.
(iv) : Si la topologie de A est adique, A est évidemment borné dans lui-même. Réci-

proquement, si A est borné, il est un sous-anneau de définition (proposition 9.71), donc
sa topologie est adique. □

Corollaire 9.73. Soient A un anneau topologique, B ⊂ A un sous-anneau ouvert, que
l’on munit de la topologie induite par l’inclusion dans A. On a :

(i) A est un anneau de Huber si et seulement s’il en est de même pour B.
(ii) Si A est un anneau de Tate, et B un anneau de définition de A, alors :

(a) A× ∩B◦◦ ̸= ∅.
(b) Pour tout s ∈ A× ∩B◦◦, l’idéal sB est de définition pour B, et Bs = A.

(iii) Réciproquement, soient C un anneau quelconque, f ∈ C, et D l’image de C dans
la localisation Cf . Munissons Cf de la topologie Z-linéaire Tf définie par la famille de
sous-groupes (fnD |n ∈ N). Alors (Cf ,Tf ) est un anneau de Tate.

Démonstration. (i) : Si B est un anneau de Huber, évidemment il en est de même pour
A. Réciproquement, si A est de Huber, et si A0 ⊂ A est un sous-anneau de définition,
d’après la proposition 9.71, le sous-anneau B ∩ A0 est encore de définition pour A, et
donc aussi pour B.

(ii) : Soit a ∈ A× ∩ A◦◦ ; comme B est ouvert dans A, on a an ∈ B pour un entier
n > 0, et an ∈ A× ∩A◦◦, d’où (a). Ensuite, si s ∈ A× ∩B◦◦, noter que l’automorphisme
A → A : x 7→ sx est un homéomorphisme, donc snB est un sous-groupe ouvert de A,
pour tout n ∈ N. D’autre part, si U ⊂ A est un voisinage de 0, il existe un voisinage
V ⊂ A de 0 tel que V · B ⊂ U , car B est borné dans A ; puis on trouve n ∈ N tel
que sn ∈ V , d’où snB ⊂ U . Cela montre que (snB |n ∈ N) est un système fondamental
d’idéaux ouverts de B. En dernier lieu, pour tout x ∈ A il existe n ∈ N tel que snx ∈ B,
car B est ouvert dans A, d’où A = Bs.

(iii) : D’après l’exercice 9.10(iii), pour montrer que Tf est une topologie Z-linéaire
sur Cf il suffit de vérifier que pour tout n ∈ N et tout x, y ∈ Cf il existe m ∈ N tel
que (x + fmD) · (y + fmD) ⊂ xy + fnD. Or, si x = a/fk et y = b/fk, on pourra
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prendre m := n+ k. Par construction, (Cf ,Tf ) est alors un anneau de Huber, D est un
sous-anneau de définition, et fD est un idéal de définition, d’où l’assertion. □

Exercice 9.74. Soient A un anneau de Huber, et B une A-algèbre finie, que l’on munit
de sa topologie canonique T A

B (voir la remarque 9.27). Montrer que (B,T A
B ) est un

anneau de Huber, et que l’homomorphisme structurel A→ B est adique.

Exercice 9.75. Soient K un corps muni d’une valuation v, et TK la v-topologie de K
(voir le problème 9.53). Montrer que (K,TK) est un anneau de Tate si et seulement s’il
est un anneau de Huber non discret.

Problème 9.76. (Emprunté à [10, lemma 11].) Soient (Γ,+, 0) un groupe abélien sans
torsion, A un anneau Γ-gradué (voir le §1.1.6), A0 ⊂ A un sous-anneau Γ-gradué, I0 ⊂ A0

un idéal Γ-gradué de type fini (de sorte que A0,γ = A0 ∩Aγ et I0,γ = I0 ∩Aγ pour tout
γ ∈ Γ), et T une topologie sur A, telle que (A,T ) soit un anneau de Huber avec sous-
anneau de définition A0, et idéal de définition I0. Montrer que A◦ est un sous-anneau
Γ-gradué de A.

Lemme 9.77. Soient A,B deux anneaux de Huber, f : A → B un homomorphisme
adique d’anneaux, et A0 ⊂ A un sous-anneau de définition. On a :

(i) Pour toute partie bornée S ⊂ A, la partie f(S) est bornée dans B.
(ii) Si B0 ⊂ B est un sous-anneau de définition avec f(A0) ⊂ B0, et si I0 ⊂ A0 est

un idéal de définition, l’idéal I0B0 est de définition pour B0.
(iii) Si C ⊂ B est un sous-anneau ouvert avec f(A0) ⊂ C, il existe un sous-anneau de

définition B0 ⊂ B avec f(A0) ⊂ B0 ⊂ C.
(iv) f(A◦)⊂B◦.

Démonstration. (i,iv) : Soient A1 ⊂ A,B1 ⊂ B des sous-anneaux de définition tels que
f(A1) ⊂ B1, et I1 ⊂ A1 un idéal de définition tel que f(I1) engendre un idéal de définition
J1 de B1. Pour tout n ∈ N il existe m ∈ N tel que Im1 ·S ⊂ In1 ; on déduit Jm1 ·f(S) ⊂ Jn1 ,
d’où (i). L’assertion (iv) en découle aussitôt.

(ii) : Soient A1, B1, I1 et J1 comme ci-dessus. Il existe m,n, p ∈ N \ {0} tels que
Ip0 ⊂ In1 ⊂ I0 et Jm1 ⊂ B0 ; par suite Jm+n

1 = Jm1 · f(In1 ) ⊂ I0B0, et cela montre
que I0B0 est un idéal ouvert de B0. En outre, (I0B0)

pq ⊂ Jnq1 pour tout q ∈ N, donc
((I0B0)

r | r ∈ N) est un système fondamental d’idéaux ouverts dans B0, d’où l’assertion.
(iii) : D’après (i) et la proposition 9.71, le sous-anneau f(A0) est borné dans B ;

l’assertion découle alors du corollaire 9.72(ii). □

Proposition 9.78. Soient A,B,C trois anneaux de Huber, et f : A → B, g : B → C
deux homomorphismes d’anneaux. On a :

(i) Si f et g sont adiques, il en est de même pour g ◦ f .
(ii) Si f et g sont continus, et g ◦ f est adique, alors g est adique.
(iii) Soient A0 ⊂ A,B0 ⊂ B des sous-anneaux ouverts avec f(A0) ⊂ B0. Alors f est

adique si et seulement si sa restriction f0 : A0 → B0 est adique.
(iv) Si f est une application continue et ouverte, alors f est adique.

Démonstration. (i) : Soient A0 ⊂ A,B0 ⊂ B des sous-anneaux de définition avec f(A0) ⊂
B0 ; par le lemme 9.77(iii), on a un sous-anneau de définition C0 ⊂ C avec g(B0) ⊂ C0,
d’où g ◦ f(A0) ⊂ C0, et il suffit ainsi d’invoquer le lemme 9.77(ii).

(ii) : Soient A0 ⊂ A,C0 ⊂ C des sous-anneaux de définition avec g ◦ f(A0) ⊂ C0, et
I0 ⊂ A0 un idéal de définition ; d’après le corollaire 9.72(ii) il existe un sous-anneau de
définition B0 de B tel que B0 ⊂ g−1C0. Soient K0 ⊂ C0 l’idéal de définition engendré
par g ◦ f(I0), et g0 : B0 → C0 la restriction de g ; fixons un idéal de définition J0 de B0

avec J0 ⊂ g−10 K0, et un système fini de générateurs S ⊂ A de l’idéal I0. Comme S ⊂ A◦◦
et que f est continu, il existe n ∈ N tel que f(S(n)) ⊂ J0 (notation de la définition
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9.18(ii)). Il s’ensuit aisément que Kn
0 ⊂ g0(J0) ·C0 ⊂ K0, donc g0(J0) engendre un idéal

de définition de C0.
(iii) : Comme il existe des sous-anneaux de définition A1 de A et B1 de B avec

A1 ⊂ A0 et B1 ⊂ B0 (corollaire 9.72(ii)), il est clair que les inclusions iA : A0 → A et
iB : B0 → B sont des homomorphismes adiques. Or, si f0 est adique, il en est de même
pour iB ◦ f0 = f ◦ iA, d’après (i), et alors f est adique, d’après (ii). Réciproquement,
supposons que f soit adique ; pour A1 comme ci-dessus, il existe un sous-anneau de
définition B1 de B avec f(A1) ⊂ B1 ⊂ B0 (lemme 9.77(iii)), et comme A1 et B1 sont
aussi des sous-anneaux de définition pour A0 et respectivement B0, avec le lemme 9.77(ii)
on conclut que f0 est adique.

(iv) : Soient B1 ⊂ B un sous-anneau de définition, et A0 ⊂ f−1B1 un sous-anneau
de définition de A (corollaire 9.72(ii)) ; alors B0 := f(A0) est un sous-anneau ouvert de
B1, donc il est aussi un sous-anneau de définition de B (proposition 9.71). D’après (iii),
il suffit de montrer que la restriction f0 : A0 → B0 de f est adique ; mais comme f0 est
ouverte et surjective, pour tout idéal de définition I0 ⊂ A0, l’idéal f(I0) est de définition
pour B0, d’où l’assertion. □

Définition 9.79. Soit (A,T ) un anneau de Huber ; on pose XA := SpecA, et on dénote
par XA le schéma affine (XA,OXA) (voir la définition 5.38(i)). Les parties :

Xna
A := V (A◦◦A) ⊂ XA et Xan

A := XA \Xna
A

sont respectivement le lieu T -non-analytique et le lieu T -analytique de XA. Donc Xna
A

est une partie fermée de XA, et Xan
A est une partie ouverte ; en outre

Xan
A := Xan

A ×XA X
an

est un sous-schéma ouvert de XA qu’on appelera le sous-schéma T -analytique de XA.
Quand cela ne donne pas lieu à des ambiguïtés, on omettra de mentioner la topologie T ,
donc on appelera Xan

A et Xan
A simplement le lieu analytique et respectivement le sous-

schéma analytique de XA. Evidemment, Xna
A = ∅ si et seulement si A est analytique

(définition 9.18(vi)).

Proposition 9.80. Soient f : A→ B un homomorphisme continu d’anneaux de Huber,
et ϕ := Spec f : XB → XA le morphisme induit de schémas. On a :

(i) Xna
A = {p ∈ XA | p est ouvert dans A} et ϕ(Xna

B ) ⊂ Xna
A .

(ii) Soit J ⊂ A un idéal ; alors J est ouvert dans A si et seulement si V (J) ⊂ Xna
A .

(iii) Si A est un sous-anneau ouvert de B, et si f est l’inclusion, alors ϕ induit par
restriction un isomorphisme des sous-schémas analytiques :

Xan
B
∼→ Xan

A .

(iv) f est adique si et seulement si ϕ−1(Xna
A ) = Xna

B .

Démonstration. (i) : Soit p ∈ SpecA ; d’un côté, A◦◦ est une partie ouverte de A, donc
si A◦◦ ⊂ p, l’idéal p est ouvert dans A (proposition 9.12(i)). De l’autre côté, si p est
ouvert dans A, pour tout a ∈ A◦◦ il existe n ∈ N tel que an ∈ p, d’où a ∈ p, car
p est premier. Cela montre que Xna

A est l’ensemble des idéaux premiers ouverts de A ;
l’inclusion ϕ(Xna

B ) ⊂ Xna
A en découle aussitôt, car f est continu.

(ii) : Si J est ouvert, tout p ∈ V (J) est un idéal ouvert, d’où V (J) ⊂ Xna
A , par (i).

Réciproquement, si V (J) ⊂ Xna
A , alors A◦◦ ⊂ rad(J) (remarque 1.56(i)) ; soient A0 ⊂ A

un sous-anneau de définition, I0 ⊂ A0 un idéal de définition. Il vient I0 ⊂ rad(J), et
comme I0 est de type fini, on a alors In0 ⊂ J pour quelque n ∈ N : les détails sont laissés
au lecteur ; or, In0 est ouvert dans A, donc de même pour J .

Montrons ensuite que si f est adique, alors ϕ−1(Xna
A ) = Xna

B . Pour cela, soient A0 ⊂ A
et B0 ⊂ B des sous-anneaux de définition avec f(A0) ⊂ B0, et I0 ⊂ A0 un idéal de
définition tel que f(I0) engendre un idéal de définition J0 de B0. Il vient ϕ−1(V (I0A)) =
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V (J0B), et d’autre part (i) entraîne aisément que Xna
A = V (I0A) et Xna

B = V (J0B), d’où
l’assertion.

(iii) : Noter que l’inclusion f est adique (proposition 9.78(iii)) ; par ce qui précède, on
sait alors déjà que ϕ−1(Xna

A ) = Xna
B . Noter aussi que Xan

A =
⋃
a∈A◦◦ D(a), et ϕ−1D(a) =

D(f(a)) pour tout a ∈ A ; donc Xan
B =

⋃
a∈A◦◦ D(f(a)), et on est ramené à vérifier que

ϕ induit un isomorphisme de sous-schémas affines ouverts :

ϕa : D(f(a))×XB XB
∼→ D(a)×XA XA ∀a ∈ A◦◦.

Mais ϕa est naturellement identifié avec Spec fa : SpecBf(a) → SpecAa, où fa : Aa →
Bf(a) est la localisation de f ; on doit ainsi montrer que fa est un isomorphisme pour
tout a ∈ A◦◦. L’injectivité de fa découle de celle de f (corollaire 3.43) ; en dernier lieu,
pour tout b ∈ B il existe n ∈ N tel que c := anb ∈ A, donc b = c/an ∈ Aa, d’où la
surjectivité de fa.

(iv) : Par ce qui précède, on peut supposer que ϕ−1(Xna
A ) = Xna

B , et on doit montrer
que f est adique. Or, soit B0 ⊂ B un sous-anneau de définition, A0 un sous-anneau
de définition de A contenu dans le sous-anneau ouvert f−1B0 (corollaire 9.72(ii)), f0 :
A0 → B0 la restriction de f , et ϕ0 := Spec f0 : XB0

→ XA0
. On obtient un diagramme

commutatif de schémas affines :

XB

ϕ //

��

XA

��
XB0

ϕ0 // XA0

dont les flèches verticales sont les morphismes de schémas induits par les inclusions
iA : A0 → A et iB : B0 → B. Par hypothèse, ϕ−1(Xan

A ) = Xan
B ; compte tenu de (iii) il

vient alors ϕ−10 (Xan
A0

) = Xan
B0

. Au vu de la proposition 9.78(iii), on peut ainsi remplacer
A,B et f par A0, B0 et f0, et supposer que les topologies de A et B soient adiques, et
en particulier A◦◦ et B◦◦ sont des idéaux radicaux de A et respectivement B (exercice
9.21(iv)). On a alors ϕ−1(Xna

A ) = V (f(A◦◦)) = V (B◦◦), d’où rad(f(A◦◦) · B) = B◦◦.
Soit I ⊂ A un idéal de définition ; on déduit aisément que rad(f(I) · B) = B◦◦, et alors
J := f(I) ·B est ouvert dans B, d’après (ii). Comme J est de type fini et que J ⊂ B◦◦,
on conclut que J est un idéal de définition de B (les détails sont confiés aux soins du
lecteur), d’où l’assertion. □

Exercice 9.81. Soient (A,TA) un anneau de Huber, et I ⊂ A un idéal.
(i) Montrer que si A est topologiquement local, pour tout sous-groupe additif ouvert

U ⊂ A◦◦ avec U · U ⊂ U , la partie 1 + U est un sous-groupe de A×.
(ii) Montrer qu’il existe un anneau de Huber topologiquement local Aloc et un ho-

momorphisme adique j : A→ Aloc d’anneaux topologiques, caractérisés à isomorphisme
unique près par la propriété suivante. Tout homomorphisme continu f : A → B d’an-
neaux de Huber, avec B topologiquement local, admet une factorisation f = floc◦j, pour
un unique homomorphisme continu d’anneaux de Huber floc : Aloc → B. On appelle Aloc

la localisation topologique de A.
(iii) D’après le lemme 9.77(iv), l’homomorphisme j de (ii) se restreint en un homomor-

phisme adique j◦ : A◦ → (Aloc)
◦, et d’autre part (Aloc)

◦ est topologiquement local pour
la topologie induite par Aloc (exercice 9.21(v)), donc j◦ se factorise à travers un unique
homomorphisme continu d’anneaux de Huber j◦loc : (A◦)loc → (Aloc)

◦. Montrer que j◦loc
est un isomorphisme.
(iv) De même, j se restreint en une application A◦-linéaire j◦◦ : A◦◦ → (Aloc)

◦◦, qui se
factorise à travers une application (Aloc)

◦-linéaire j◦◦loc : A
◦◦ · (Aloc)

◦ → (Aloc)
◦◦. Montrer

que j◦◦loc est un isomorphisme de (Aloc)
◦-modules.

(v) Munissons A := A/I de la topologie TA induite par TA via la projection πA : A→
A. Montrer que (A,TA) est un anneau de Huber, et que π est adique.
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Proposition 9.82. Soient (A,TA), (B,TB), (C,TC) trois anneaux de Huber, f : A →
B, g : A→ C deux homomorphismes adiques d’anneaux. On a :

(i) Il existe une unique topologie TD sur D := B ⊗A C telle que (D,TD) soit un
anneau de Huber, et le diagramme induit :

(A,TA)
f //

g
��

(B,TB)

B⊗Ag
��

(C,TC)
f⊗AC // (D,TD)

soit un carré cocartésien de la catégorie Z− AlgTopZ−lin (voir la définition 9.2(iii)).
(ii) Dans la situation de (i), les homomorphismes B ⊗A g et f ⊗A C sont adiques.
(iii) Si f est une application ouverte, alors il en est de même pour f ⊗A C, et le

diagramme de (i) est un carré cocartésien dans la catégorie Z− AlgTop.

Démonstration. (i,ii) : L’unicité de TD découle comme d’habitude de la propriété uni-
verselle. Pour l’existence, soient A0 ⊂ A un sous-anneau de définition, I0 ⊂ A0 un idéal
de définition ; par le lemme 9.77(iii), on a des sous-anneaux de définition B0 ⊂ B et
C0 ⊂ C avec f(A0) ⊂ B0 et g(A0) ⊂ C0, et les restrictions f0 : A0 → B0, g0 : A0 → C0

de f et g sont adiques (proposition 9.78(iii)). Soit D0 ⊂ D l’image de l’homomorphisme
naturel B0 ⊗A0

C0 → D, et munissons D0 de sa topologie I0D0-adique ; il existe une
unique topologie TD sur D telle que (D,TD) soit un groupe abélien topologique, et que
l’inclusion D0 → D soit continue et ouverte, et on doit vérifier que (D,TD) est un an-
neau topologique. L’exercice 9.10(iii) nous ramène à montrer que pour tout x ∈ D et
tout n ∈ N il existe m ∈ N tel que x · Im0 D0 ⊂ In0D0, et évidemment on peut suppo-
ser que x = b ⊗ c pour quelque b ∈ B et c ∈ C. Mais comme f et g sont adiques, il
existe m1,m2 ∈ N tels que b · Im1

0 B0 ⊂ In0B0 et c · Im2
0 C0 ⊂ C0 ; on déduit aussitôt que

m := m1 + m2 convient. Par suite (D,TD) est un anneau de Huber avec sous-anneau
de définition D0 ; il est clair que les homomorphismes naturels B0 → D0 ← C0 sont
adiques, ainsi il en est de même pour B⊗A g et f⊗AC (proposition 9.78(iii)). En dernier
lieu, soient (E,TE) ∈ Ob(Z − AlgTopZ−lin), et g′ : B → E, f ′ : C → E des homo-
morphismes continus d’anneaux avec g′ ◦ f = f ′ ◦ g ; on a un unique homomorphisme
d’anneaux h : D → E avec h ◦ (B ⊗A g) = g′ et h ◦ (f ⊗A C) = f ′ (voir la section 3.4),
et il reste à vérifier que h est continu. Pour cela, il suffit de montrer que la restriction
h0 : D0 → E de h est continue (remarque 9.3(ii)) ; mais la topologie de D0 est induite
par la topologie I0-adique TD′0

de D′0 := B0 ⊗A0 C0 via la projection p : D′0 → D, donc
il suffit de montrer que h′0 := h0 ◦ p : (D′0,TD′0

)→ (E,TE) est continu au point 0. Ainsi,
soit U ⊂ E un voisinage de 0 ; comme la topologie de E est linéaire, on peut supposer
que U soit un sous-groupe additif de E. De plus, il existe un voisinage U ′ de 0 dans E
tel que U ′ · U ′ ⊂ U ; on trouve alors n ∈ N tel que g′(In0B0), f

′(In0 C0) ⊂ U ′, par suite
h′(I2n0 D′0) ⊂ U , d’où l’assertion.

(iii) : Si f est ouvert, on peut prendre B0 := f(A0) dans la preuve de (i) (proposition
9.71) ; alors f0 est ouvert et surjectif, et il en est de même pour f0 ⊗A0 C0 : C0 → D′0,
car ce dernier est adique. Mais aussi p : D′0 → D0 est ouvert, donc de même pour
p′ : p ◦ (f0 ⊗A0

C0) : C0 → D0, et finalement f ⊗A C est ouvert (remarque 9.3(iii)). En
dernier lieu, soient E un anneau topologique, et f ′, g′ et h comme dans la preuve de (ii) ;
en raisonnant comme ci-dessus, on est ramené à vérifier que la restriction h0 : D0 → E
de h est continue. Mais on vient de voir que la topologie de D0 est induite par celle de
C0 via la restriction p′ : C0 → D0 de f ⊗A C ; ainsi, h0 est continue si et seulement s’il
en est de même pour h0 ◦ p′ : C0 → E. Mais cette dernière est la restriction de f ′, d’où
l’assertion. □
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Définition 9.83. (i) Avec la notation de la proposition 9.82, on appelle (D,TD) le
produit tensoriel topologique des A-algèbres topologiques (B,TB) et (C,TC), noté

(B,TB)⊗A (C,TC) := (D,TD).

(ii) En outre, le produit tensoriel completé de (B,TB) et (C,TC), noté :

(B,TB)⊗̂A(C,TC) ou plus simplement B⊗̂AC

désignera la complétion de (B,TB)⊗A (C,TC).

9.4.1. Topologies des anneaux de polynômes. Soient A un anneau de Huber, et n ∈ N ;
on souhaite maintenant prolonger la topologie de A à l’A-algèbre de polynômes A[X•] :=
A[X1, . . . , Xn]. On supposera donnée une suite T• := (T1, . . . , Tn) de parties de A, telles
que ⟨Ti · A⟩ soit un idéal ouvert de A pour tout i = 1, . . . , n (rappelons que, pour toute
partie S ⊂ A, on dénote par ⟨S⟩ ⊂ A le sous-groupe additif engendré par S). Avec la
notation de la définition 9.18(ii), on pose

T (ν•) := T1(ν1) · · ·Tn(νn) ⊂ A et Xν• := Xν1
1 · · ·Xνn

n ∈ A[X•]

pour tout ν• := (ν1, . . . , νn) ∈ Nn. Soient A0 ⊂ A un sous-anneau de définition, I0 ⊂ A0

un idéal de définition, et U l’ensemble des sous-groupes additifs ouverts de A. Pour tout
U ∈ U posons :

U [T•X•] := {
∑
ν•∈Nnaν•X

ν• ∈ A[X•] | aν• ∈ ⟨T (ν•) · U⟩ ∀ν• ∈ Nn}.

Lemme 9.84. ⟨T (ν•) · U⟩ est ouvert dans A, pour tous ν• ∈ Nn et U ∈ U .

Démonstration. Soit N ∈ N avec IN0 ⊂ ⟨Ti · A⟩ pour i = 1, . . . , n, et IN0 ⊂ U ; avec
k := ν1 + · · · + νn, il vient IkN0 ⊂ ⟨T (ν•) · A⟩. Soit alors (aλ |λ ∈ Λ) un système fini de
générateurs de l’idéal IkN0 de A0, et pour tout λ ∈ Λ soit Sλ ⊂ T (ν•) une partie finie,
et (bλ,t | t ∈ Sλ) une famille d’éléments de A avec

∑
t∈Sλ t · bλ,t = aλ. On trouve M ∈ N

tel que bλ,tIM0 ⊂ A0 pour tout λ ∈ Λ et tout t ∈ Sλ, d’où IkN+M
0 ⊂ ⟨T (ν•) · A0⟩, et

finalement I(k+1)N+M
0 ⊂ ⟨T (ν•) · U⟩, d’où l’assertion. □

Proposition 9.85. Avec la notation ci-dessus, on a :
(i) La famille UT• := (U [T•X•] |U ∈ U ) est un système fondamental de voisinages

ouverts de 0 d’un unique anneau topologique A[X•]T• := (A[X•],TT•).
(ii) A[X•]T• est un anneau de Huber, A0[T•X•] est un sous-anneau de définition, et

I0[T•X•] ⊂ A0[T•X•] un idéal de définition.
(iii) L’homomorphisme structurel h : A → A[X•]T• est adique, et la partie Θ :=⋃n
i=1{tXi | t ∈ Ti} est à puissances bornées dans A[X•]T• .
(iv) Pour tout anneau de Huber B, tout b1, . . . , bn ∈ B, et tout homomorphisme continu

d’anneaux g : A→ B tel que la partie S :=
⋃n
i=1{g(t) ·bi | t ∈ Ti} est à puissances bornées

dans B, il existe un unique homomorphisme continu d’anneaux f : A[X•]T• → B tel que
f ◦ h = g et f(Xi) = bi pour i = 1, . . . , n.

Démonstration. (i) : Evidemment U [T•X•] est un sous-groupe additif de A[X•] pour
tout U ∈ U . Soient P,Q ∈ A[X•] et U ∈ U ; d’après l’exercice 9.10(iii), il suffit alors de
vérifier qu’il existe V ∈ U tel que (P + V [T•X•]) · (Q + V [T•X•]) ⊂ U [T•X•]. Or, soit
W ∈ U avec W ·W ⊂ U ; on voit aisément que W [T•X•] ·W [T•X•] ⊂ U [T•X•], donc
on est ramené à montrer que pour tout P ∈ A[X•] il existe V ∈ U avec V ⊂ W tel que
P · V [T•X•] ⊂ U [T•X•]. Disons que P =

∑
ν•∈Ω aν•X

ν• pour une partie finie Ω ⊂ Nn ;
au vu du lemme 9.84, il existe V ′ ∈ U tel que aν• · V ′ ⊂ ⟨T (ν•) · U⟩ pour tout ν• ∈ Ω,
et on voit aussitôt que V := V ′ ∩W convient.

(ii) : A0[T•X•] est un sous-anneau ouvert de A[X•]T• , et I0[T•X•] est un idéal ouvert
de A0[T•X•] ; en outre, il est clair que I0[T•X•]k = Ik0 [T•X•] pour tout k ∈ N, donc TT•

induit la topologie I0[T•X•]-adique sur A0[T•X•].
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(iii) : h se restreint en un homomorphisme h0 : A0 → A0[T•X•], et h0(I0) ·A0[T•X•] =
I0[T•X•], par suite h est adique. Comme Θ ⊂ A0[T•X•], il est clair que Θ est à puissances
bornées.

(iv) : Il existe un unique homomorphisme d’anneaux f : A[X•]→ B tel que f ◦ h = g
et f(Xi) = bi pour i = 1, . . . , n, et on doit montrer que f est continu pour la topologie
TT• . Or, pour tout sous-groupe additif ouvert U ⊂ B, soient V un voisinage de 0 dans
B avec

⋃
k∈N S(k) · V ⊂ U , et W := g−1V ; il vient f(W [T•X•]) ⊂ U , d’où l’assertion,

au vu de la remarque 9.3(ii). □

9.4.2. Complétion d’anneaux de Huber. Soient A un anneau topologique dont la topologie
est Z-linéaire, et B un sous-anneau ouvert, muni de la topologie induite par A. Alors A
est un B-module topologique, via l’inclusion i : B → A, donc l’exercice 9.49(i,iii) nous dit
que la complétion ı̂ : B̂ → Â de i est injective et ouverte, et la topologie de B̂ est induite
par celle de Â, via ı̂ ; on identifie ainsi naturellement B̂ avec un sous-anneau ouvert de
Â.

Proposition 9.86. Soient A un anneau de Huber, A0 ⊂ A un sous-anneau ouvert, et
jA : A→ Â, jA0 : A0 → Â0 les complétions. On a :

(i) Â est un anneau de Huber, et jA est un homomorphisme adique.
(ii) Si A0 est un sous-anneau de définition de A, alors Â0 est un sous-anneau de

définition de Â.
(iii) L’application Â0 ⊗A0

A→Â : x⊗ a 7→ x · jA(a) est un isomorphisme d’anneaux.

Démonstration. Comme d’habitude, on munit A0 de la topologie induite par l’inclusion
i : A0 → A ; alors ı̂ : Â0 → Â identifie Â0 avec un sous-anneau ouvert de Â, et si A0 est un
sous-anneau de définition avec idéal de définition I0, la topologie de Â0 est I0Â0-adique
(corollaire 9.61(ii)), d’où (i) et (ii).

(iii) : Supposons d’abord que A0 soit un sous-anneau de définition de A, et posons
B := A/A0. La topologie induite sur le A0-module B par la projection p : A → B est
discrète, car A0 est ouvert dans A ; donc l’application de complétion jB : B → B̂ est un
isomorphisme, et on déduit un diagramme commutatif de Â0-modules

0 // Â0

Â0⊗A0
i
// Â0 ⊗A0 A

Â0⊗A0
p
//

lA��

Â0 ⊗A0 B //

lB��

0

0 // Â0
ı̂ // Â

p̂ // B̂ // 0

où lA est l’application de (iii), et lB est l’application analogue : x⊗ b 7→ x · jB(b). Or, la
ligne horizontale en bas du diagramme est exacte, d’après le corollaire 9.58, et la ligne
horizontale en haut est exacte à droite, d’après la proposition 3.11 ; mais alors, une chasse
simple au diagramme montre que aussi cette ligne est exacte. Il suffit ainsi de montrer
que lB est un isomorphisme de Â0-modules (exercice 2.104). Pour cela, écrivons B comme
la limite directe du système filtrant (Bλ |λ ∈ Λ) de ses A0-sous-modules de type fini, et
munissons chaque Bλ de sa topologie discrète. Soit aussi I0 ⊂ A0 un idéal de définition.

Affirmation 9.87. Pour tout λ ∈ Λ il existe nλ ∈ N tel que Inλ0 Bλ = 0.
Preuve : Soit x1, . . . , xk un système fini de générateurs de Bλ. Comme la topologie du
A0-module topologique B est discrète, pour tout i = 1, . . . , k il existe ni ∈ N tel que
Ini0 x = 0, et on peut prendre nλ := max(n1, . . . , nk). ♢

Rappelons que le foncteur d’extensions des scalaires suivant l’homomorphisme jA0

admet un adjoint à droite (voir le §3.2.2), donc il commute avec toute colimite de A0−Mod

(proposition 2.49(ii)) ; d’autre part, B̂ est trivialement la colimite du système de ses sous-
modules (B̂λ |λ ∈ Λ), car chaque application de complétion jλ : Bλ → B̂λ est encore un
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isomorphisme. On est alors ramené à montrer que la restriction lλ : Â0 ⊗A0
Bλ → B̂λ

de lB est un isomorphisme pour tout λ ∈ Λ. Or, soit nλ comme dans l’observation 9.87,
et notons pλ : Â0 → Âλ := Â0/I

nλ
0 Â0 la projection ; il est clair que B̂λ est un Âλ-

module, et lλ = lλ ◦ (pλ ⊗A0
Bλ), avec lλ : Âλ ⊗A0

Bλ → B̂λ l’application Â0-linéaire
telle que x̄ ⊗ b 7→ x̄ · jλ(b). Le noyau de pλ ⊗A0 Bλ est l’image de InλÂ0 ⊗A0 Bλ dans
Â0 ⊗A0

Bλ ; comme InλBλ = 0, cette image est le sous-module nul, donc pλ ⊗A Bλ est
un isomorphisme, et on est ramené à vérifier que lλ est un isomorphisme. Mais d’après
le corollaire 9.61(ii), l’application naturelle iλ : A0/I

nλ
0 A0 → Âλ est bijective, donc il

suffit de montrer que lλ ◦ (iλ ⊗A0
Bλ) : A0/I

nλ
0 A0 ⊗A0

Bλ → B̂λ est un isomorphisme ;
par inspection directe, on voit que cette dernière est la composition de l’isomorphisme
naturel A0/I

nλ
0 A0 ⊗A0

Bλ
∼→ Bλ (exercice 3.6(ii)) et de jλ.

En dernier lieu, si A0 ⊂ A est un sous-anneau ouvert arbitraire, alors A0 est un
anneau de Huber (corollaire 9.73(i)) ; soit A1 ⊂ A0 un sous-anneau de définition, et
noter que A1 est aussi un sous-anneau de définition pour A. Par ce qui précède, on a les
isomorphismes l′A : Â1 ⊗A1 A

∼→ Â et l′′A : Â1 ⊗A1 A0
∼→ Â0. Par inspection directe, on

trouve un diagramme commutatif :

Â1 ⊗A1 A0 ⊗A0 A
∼ //

l′′A⊗A0
A
��

Â1 ⊗A1 A

l′A��
Â0 ⊗A0

A
lA // Â

donc lA est un isomorphisme, comme souhaité. □

Exercice 9.88. (i) Soient A un anneau avec une topologie Z-linéaire, B ⊂ A un sous-
anneau ouvert, C la fermeture intégrale de B dans A. Munissons B et C des topologies
induites par A, de sorte que les complétions B̂ et Ĉ de B et C s’identifient naturellement
à des sous-anneaux ouverts de la complétion Â de A. Montrer que Ĉ est la fermeture inté-
grale de B̂ dans Â. En particulier, B est intégralement clos dans A⇔ B̂ est intégralement
clos dans Â.

(ii) Dans la situation de (i), munissons A◦ et A◦◦ des topologies induites par les
inclusions dans A. Montrer que les complétions de A◦ et A◦◦ sont (Â)◦ et (Â)◦◦.

(iii) Soit A un anneau topologique dont la topologie est Z-linéaire, complète et séparée.
Montrer que A est topologiquement local (voir l’exercice 9.21(v)).

(iv) Soit A un anneau de Huber. Montrer que la localisation topologique iA : A→ Aloc

de l’exercice 9.81(ii) induit un isomorphisme d’anneaux topologiques complets

ı̂A : Â
∼→ Âloc.

Proposition 9.89. Soit (A,TA) un anneau de Huber analytique, complet, séparé et
noethérien (définition 9.18(vi)). Soient M,N des A-modules de type fini, que l’on munit
des topologies canoniques T A

M et T A
N (définition 9.24). On a :

(i) T A
M est complète et séparée, et tout sous-module de M est une partie fermée.

(ii) Si (M,T ) est un A-module topologique complet, séparé, et à voisinages dénom-
brables, alors T = T A

M .
(iii) Toute application A-linéaire f : M → N est un morphisme strict de la catégorie
A−ModTop (définition 2.68).

Démonstration. (i) : On considère d’abord le cas où M = Ak pour un entier k ∈ N. Dans
ce cas, (M,T A

M ) = (A,TA) × · · · × (A,TA) est complet et séparé, par l’exercice 9.31.
Soit N ⊂ Ak un sous-module ; d’après le lemme 9.5(iii), l’adhérence N de N dans Ak est
un sous-module, forcément de type fini, car A est noethérien. On trouve alors n ∈ N et
une surjection A-linéaire f : An → N . Soit e1, . . . , en la base canonique de An, et posons
ai := f(ei) pour i = 1, . . . , n. On voit aisément que f est continue pour la topologie du
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produit de An et la topologie de N induite par l’inclusion dans Ak. Ces topologies sont
complètes et séparées (remarque 9.30(vii) et exercice 9.31) ; d’après le problème 9.33, f est
alors une application ouverte. Ainsi, la partie U := f((A◦◦)n) est ouverte dans N , et pour
i = 1, . . . , n on trouve bi ∈ N∩f(ei+(A◦◦)n) = N∩(ai+U). Pour tout i = 1, . . . , n, il vient
bi = ai +

∑n
j=1 xijaj pour certains xi1, . . . , xin ∈ A◦◦. Donc, X := (xij | i, j = 1, . . . , n)

est une matrice carré de taille n×n, et si l’on pose a• := (a1, . . . , an) et b• := (b1, . . . , bn),
il vient b• = (Idn +X) · a• (ici Idn := (δij | i, j = 1, . . . , n) est la matrice diagonale de
taille n× n avec δii := 1 pour tout i = 1, . . . , n). Evidemment det(Idn +X) ∈ 1 + A◦◦,
et comme A est complet, on déduit que Idn + X est une matrice inversible (exercice
9.88(iii)). Par suite, b• engendre N , i.e. N = N .

Ensuite, soit M un A-module de type fini, et choisissons une surjection A-linéaire
π : Ak → M pour quelque k ∈ N ; alors T A

M est la topologie induite par (A,TA)
k via

π. On vient de voir que Ker(π) est un sous-module fermé de Ak, donc M est complet
et séparé (remarque 9.59(ii)). Soit N ⊂ M un sous-module ; comme π−1N est un sous-
module fermé de Ak, on déduit aisément que N est fermé dans M .

(ii) : D’après la proposition 9.25(ii), l’identité IdM : (M,T A
M ) → (M,T ) est une

application continue, et même ouverte, d’après le problème 9.33, d’où l’assertion.
(iii) : D’après la remarque 9.7(ii), il faut montrer que la topologie T ′ de N ′ := f(M)

induite par T A
N via l’inclusion dans N coïncide avec la topologie induite par M via la

surjection f : M → N ′. Or, d’après (i), le sous-module N ′ est fermé, donc complet et
séparé pour la topologie T ′. De plus N ′ est un A-module de type fini, car M est de type
fini (ou car A est noethérien) ; d’après (ii), il vient T ′ = T A

N ′ , la topologie canonique de
N ′. L’assertion découle alors du corollaire 9.26(i). □

Remarque 9.90. Les assertions (i) et (iii) de la proposition 9.89 seront généralisées plus
tard au cas des anneaux de Huber analytiquement noethériens (et même pour la classe
plus ample des A-modules analytiquement bornés : voir le §12.2.2). Par contre, l’assertion
(ii) peut tomber en défaut, si A n’est pas analytique : e.g. soit K un corps, munissons
A := K[[X,Y ]] de sa topologie X-adique TX , et soit aussi TX,Y la topologie (AX +
AY )-adique ; alors (A,TX) est un anneau de Huber complet, séparé et on verra qu’il
est noethérien (exemple 9.115), et M := (A,TX,Y ) est un (A,TX)-module topologique
complet, séparé de type fini, mais T A

M = TX ̸= TX,Y .

9.4.3. Topologies des anneaux de séries de puissances. Revenons à la situation du §9.4.1,
et considérons l’anneau A[[X•]] := A[[X1, . . . , Xn]] des séries de puissances à coefficients
dans l’anneau de Huber A, ainsi que sa partie

A⟨X•⟩T• ⊂ A[[X•]]

formée des séries
∑
ν•∈Nn aν•X

ν• telles que {ν• ∈ Nn | aν• /∈ ⟨T (ν•) · U⟩} soit une partie
finie de Nn, pour tout U ∈ U . Soit aussi

U⟨T•X•⟩ := {
∑
ν•∈Nnaν•X

ν• ∈ A⟨X•⟩T• | aν• ∈ ⟨T (ν•) · U⟩ ∀ν• ∈ Nn} ∀U ∈ U .

Rappelons que, par hypothèse, Ti engendre un idéal ouvert de A, pour i = 1, . . . , n. Si
Ti = {1} pour tout i = 1, . . . , n, on écrira simplement A⟨X•⟩ au lieu de A⟨X•⟩T• .

Proposition 9.91. Avec la notation ci-dessus, on a :
(i) La famille U⟨T•⟩ := (U⟨T•X•⟩ |U ∈ U ) est un système fondamental de voisinages

ouverts de 0 d’un unique anneau topologique (A⟨X•⟩T• ,T⟨T•⟩).
(ii) (A⟨X•⟩T• ,T⟨T•⟩) est un anneau de Huber, A0⟨T•X•⟩ est un sous-anneau de défi-

nition, et I0⟨T•X•⟩ ⊂ A0⟨T•X•⟩ un idéal de définition.
(iii) L’homomorphisme structurel h : A → (A⟨X•⟩T• ,T⟨T•⟩) est adique, et la partie

Θ :=
⋃n
i=1{tXi | t ∈ Ti} est à puissances bornées dans (A⟨X•⟩T• ,T⟨T•⟩).

(iv) Supposons que Ti soit une partie bornée de A pour tout i = 1, . . . , n. Alors A est
séparé (resp. complet) si et seulement s’il en est de même pour (A⟨X•⟩T• ,T⟨T•⟩).
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Démonstration. (i) : Remarquons d’abord :

Affirmation 9.92. Soient U ∈ U et
∑
ν•∈Nn aν•X

ν• ∈ A⟨X•⟩T• . Alors il existe V ∈ U
tel que aν• · V ⊂ ⟨T (ν•) · U⟩ pour tout ν• ∈ Nn.
Preuve : Soient V ′ ∈ U avec V ′ · V ′ ⊂ U , et Λ ⊂ Nn une partie finie telle que aν• ∈
⟨T (ν•) · V ′⟩ pour tout ν• ∈ Nn \ Λ ; alors, pour tout ν• ∈ Nn \ Λ il vient aν• · V ′ ⊂
⟨T (ν•) · V ′⟩ · V ′ ⊂ ⟨T (ν•) ·U⟩. Mais il existe V ′′ ∈ U tel que aν• · V ′′ ∈ ⟨T (ν•) ·U⟩ pour
tout ν• ∈ Λ (lemme 9.84). Ainsi, V := V ′ ∩ V ′′ convient. ♢

On voit aisément que A⟨X•⟩T• est un sous-groupe additif de A[[X•]]. Ensuite, soient
a :=

∑
ν•∈Nn aν•X

ν• , b :=
∑
ν•∈Nn bν•X

ν• des éléments de A⟨X•⟩T• , et U ∈ U ; posons
c := ab =

∑
ν•∈Nn cν•X

ν• . D’après l’observation 9.92, il existe V ∈ U avec aν• ·V, bν• ·V ∈
⟨T (ν•) ·U⟩ pour tout ν• ∈ Nn. Soit Λ ⊂ Nn une partie finie telle que aν• , bν• ∈ ⟨T (ν•) ·V ⟩
pour tout ν• ∈ Nn \ Λ. Alors, pour tous ν•, µ• ∈ Nn avec ν• /∈ Λ, on a aν• ∈ ⟨T (ν•) · V ⟩,
d’où aν•bµ• ∈ ⟨T (ν•) · V ⟩ · bµ• ⊂ ⟨T (ν• + µ•) · U⟩, et de même, si µ• /∈ Λ. Ainsi,
cν• ∈ ⟨T (ν•) ·U⟩ pour tout ν• ∈ Nn \(Λ+Λ), et cela achève de montrer que c ∈ A⟨X•⟩T• .
Donc, A⟨X•⟩T• est un sous-anneau de A[[X•]], et U⟨T•⟩ est un système fondamental de
voisinages ouverts de 0 pour un A-module topologique (A⟨X•⟩T• ,T⟨T•⟩) ; en outre, si
U, V ∈ U et si V · V ⊂ U , il est clair que V ⟨T•X•⟩ · V ⟨T•X•⟩ ⊂ U⟨T•X•⟩. En dernier
lieu, soient a comme ci-dessus et U ∈ U ; d’après l’observation 9.92, il existe V ∈ U tel
que aν• · V ⊂ ⟨T (ν•) · U⟩ pour tout ν• ∈ Nn, d’où a · V ⟨T•X•⟩ ⊂ U⟨T•X•⟩, et au vu de
l’exercice 9.10(iii), on déduit aussitôt que (A⟨X•⟩T• ,T⟨T•⟩) est un anneau topologique.

(ii) Par construction, A0⟨T•X•⟩ est un sous-anneau ouvert de A⟨X•⟩T• , et la famille
(Ik0 ⟨T•X•⟩ | k ∈ N) est un système fondamental d’idéaux ouverts de A0⟨T•X•⟩ ; il suffira
alors de montrer que Ik0 ⟨T•X•⟩ = Ik0 · A0⟨T•X•⟩ pour tout k ∈ N, et quitte à remplacer
I0 par Ik0 , on se ramène à vérifier que I0⟨T•X•⟩ ⊂ I0 · A0⟨T•X•⟩. Soit alors a1, . . . , am
un système fini de générateurs de I0 ; pour tout ν• ∈ Nn, tout k ∈ N \ {0} et tout
b ∈ ⟨T (ν•) ·Ik0 ⟩ il existe b1, . . . , bm ∈ ⟨T (ν•) ·Ik−10 ⟩ tels que b = a1b1+ · · ·+ambm. Comme
(Ik0 | k ∈ N) est un système fondamental d’idéaux ouverts de A0, s’ensuit aussitôt que
tout x ∈ I0⟨T•X•⟩ est une somme x = a1x1 + · · ·+ amxm avec x1, . . . , xm ∈ A0⟨T•X•⟩.

(iii) La première assertion suit de la preuve de (ii). La deuxième assertion est claire,
car Θ ⊂ A0⟨T•X•⟩.

(iv) Si (A⟨X•⟩T• ,T⟨T•⟩) est séparé, il en est de même pour A, car la topologie de A
est induite par T⟨T•⟩ via h. Réciproquement, si A est séparé et si chaque Ti est borné,
alors T (ν•) est borné pour tout ν• ∈ Nn (remarque 9.19(i)), d’où

⋂
U∈U ⟨T (ν•) · U⟩ = 0

pour tout tel ν• ; cela entraîne aussitôt que T⟨T•⟩ est séparée (exercice 9.15). Ensuite, si
A⟨X•⟩T• est complet, soit p : A⟨X•⟩T• → A l’homomorphisme continu d’anneaux tel que
p(
∑
ν∈Nn aν•X

ν•) := a0• pour tout
∑
ν∈Nn aν•X

ν• ∈ A⟨X•⟩T• (avec 0• := (0, . . . , 0) ∈
Nn) ; pour tout filet de Cauchy a• := (aλ |λ ∈ Λ) de A, le filet (h(aλ) |λ ∈ Λ) est encore
de Cauchy, donc il admet une limite l ∈ A⟨X•⟩T• , par suite p(l) est une limite de a•
dans A (remarque 9.30(vi)), et cela montre que A est complet. En dernier lieu, si A est
complet, soit a• := (aλ :=

∑
ν•∈Nn aλ,ν•X

ν• |λ ∈ Λ) un filet de Cauchy de A⟨X•⟩T• ;
comme T (ν•) est borné, il est clair que a•,ν• := (aλ,ν• |λ ∈ Λ) est un filet de Cauchy
de A, pour tout ν• ∈ Nn. Soit bν• ∈ A une limite de a•,ν• , pour tout tel ν•, et posons
b :=

∑
ν•∈Nn bν•X

ν• . Soit U ∈ U , et choisissons λ0 ∈ Λ tel que aλ − aµ ∈ U⟨T•X•⟩ pour
tous λ, µ ∈ Λ avec λ, µ ≥ λ0. Au vu du lemme 9.84 et de la proposition 9.12(i), il vient
bν• − aλ,ν• ∈ ⟨T (ν•) ·U⟩ pour tout ν• et tout λ ∈ Λ avec λ ≥ λ0. Soit Σ ⊂ Nn une partie
finie telle que aλ0,ν• ∈ ⟨T (ν•) · U⟩ pour tout ν• ∈ Nn \ Σ ; alors bν• ∈ ⟨T (ν•) · U⟩ pour
tout ν• ∈ Nn \Σ, et par suite b ∈ A⟨X•⟩T• . En outre, b− aλ ∈ U⟨T•X•⟩ pour tout λ ∈ Λ
avec λ ≥ λ0, donc b est une limite de a•. □

Rappelons que l’on a associé aussi à T• un anneau topologique (A[X]T• ,TT•) dont
l’anneau sous-jacent est A[X•] : voir la proposition 9.85.
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Corollaire 9.93. Dans la situation du §9.4.3, soit jA : A → Â la complétion. Pour
i=1, . . . , n, soit Ti ⊂ A une partie bornée, et T i := jA(Ti). On a :

(i) Il existe un unique morphisme de A-algèbres topologiques

h : A[X•]T• → Â⟨X•⟩T• tel que h(X1) = X1, . . . , h(Xn) = Xn.

(ii) h se factorise à travers la complétion A[X•]T• → Â[X•]T• et un isomorphisme

d’anneaux topologiques Â[X•]T•
∼→ Â⟨X•⟩T• .

(iii) Pour tout anneau de Huber B complet et séparé, tout b1, . . . , bn ∈ B, et tout
homomorphisme continu d’anneaux g : A → B tel que

⋃n
i=1{g(t) · bi | t ∈ Ti} soit à

puissances bornées dans B, il existe un unique homomorphisme continu d’anneaux f :

Â⟨X⟩T• → B tel que f ◦ h = g et f(Xi) = bi pour i = 1, . . . , n.

Démonstration. (i) : Cela découle des propositions 9.85(iv) et 9.91(ii,iii).
(ii) : Puisque jA est adique (proposition 9.86(i)), chaque Ti est une partie bornée de

Â (lemme 9.77(i)) ; par suite, Â⟨X•⟩T• est complet et séparé (proposition 9.91(iv)). Par
construction, l’image de h est dense dans Â⟨X•⟩T• , et comme la topologie de A est induite
par celle de Â via jA (théorème 9.39(ii)), on voit aisément que TT• est induite par T⟨T•⟩
via h. Alors l’assertion découle de l’exercice 9.42(iii).

(iii) : D’abord, en vertu de la proposition 9.85(iv) on prolonge g en unique homo-
morphisme continu d’anneaux f ′ : A[X•]T• → B, et ensuite on factorise f ′ à travers un
unique f : Â⟨X⟩T• → B, grâce à (ii). □

Remarque 9.94. (i) Dans la situation de la définition 9.83, et compte tenu des pro-
positions 9.82(i,ii) et 9.86(i), on voit que B⊗̂AC est un anneau de Huber, et que les
homomorphismes naturels B → B⊗̂AC ← C sont adiques.

(ii) Soient A un anneau de Huber complet et séparé, et T ′• := (T1, . . . , Tn), T ′′• :=
(Tn+1, . . . , Tn+m) deux suites de parties bornées de A, telles que ⟨Ti · A⟩ soit un idéal
ouvert de A, pour tout i = 1, . . . , n + m ; posons aussi T• := (T1, . . . , Tn+m). D’après
la proposition 9.91, on a alors les morphismes adiques d’anneaux de Huber complets et
séparés A→ A⟨X ′•⟩T ′• , A→ A⟨X ′′• ⟩T ′′• , et A→ A⟨X•⟩T• . Au vu de la propriété universelle
de A⟨X•⟩T• détaillée par le corollaire 9.93(iii), on déduit un unique isomorphisme de A-
algèbres topologiques complètes et séparées :

A⟨X ′•⟩T ′•⊗̂AA⟨X
′′
• ⟩T ′′•

∼→ A⟨X•⟩T• X ′i ⊗ 1 7→ Xi 1⊗X ′′j 7→ Xn+j .

Exemple 9.95. (i) Soit A un anneau de Huber complet et séparé, et notons

A⟨X±1⟩

l’anneau des séries formelles
∑
k∈Z akX

k avec ak ∈ A pour tout k ∈ Z, et telles que
pour tout voisinage U de 0 dans A il existe kU ∈ N avec ak ∈ U pour tout |k| ≥ kU . Si
a :=

∑
k∈Z akX

k, b :=
∑
k∈Z bkX

k ∈ A⟨X±1⟩, on définit

a+ b :=
∑
k∈Z(ak + bk)X

k et a · b :=
∑
k∈ZckX

k

avec ck :=
∑
i+j=k aibj pour tout k ∈ Z (on voit aisément que cette série converge vers

un unique ck ∈ A). On vérifie aisément que A⟨X±1⟩ est une A-algèbre bien définie avec
ces lois d’addition et multiplication : les détails sont laissés aux soins du lecteur. Soit U
l’ensemble des sous-groupes additifs ouverts de A ; pour tout U ∈ U , soit U⟨X±1⟩ ⊂
A⟨X±1⟩ la partie des

∑
k∈Z akX

k avec ak ∈ U pour tout k ∈ Z. On munit A⟨X±1⟩ de la
topologie T telle que (U⟨X±1⟩ |U ∈ U ) soit un système fondamental de sous-groupes
ouverts ; avec l’exercice 9.10(iii) on vérifie aisément que (A⟨X±1⟩,T ) est un anneau
topologique complet et séparé.
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(ii) Munissons B := A⟨X,Y ⟩/(1 − XY ) de la topologie induite par la projection
A⟨X,Y ⟩ → B ; alors B est un anneau de Huber (exercice 9.81(v)), et on a un isomor-
phisme de A-algèbres topologiques :

ω : A⟨X±1⟩ ∼→ B
∑
k∈Z akX

k 7→ a0 +
∑
k∈N\{0}(akX

k + a−kY
k).

En effet, soient T ′ la topologie de A[X±1] induite par T via l’inclusion dans A⟨X±1⟩,
et T ′′ la topologie de A[X,Y ] induite par l’inclusion dans A⟨X,Y ⟩ ; soit en outre
τ : A[X,Y ] → A[X±1] l’unique homomorphisme de A-algèbres avec τ(X) := X et
τ(Y ) := X−1. Puisque A[X±1] est une partie dense de A⟨X±1⟩, ce dernier s’identifie
naturellement avec la complétion de (A[X±1],T ′) (exercice 9.42(iii)), et de même, on
sait que A⟨X,Y ⟩ est la complétion de (A[X,Y ],T ′′) (corollaire 9.93(ii)). D’autre part,
on voit aisément que τ est continue pour les topologies T ′ et T ′′, donc il se prolonge en
un unique homomorphisme continu de A-algèbres topologiques τ̂ : A⟨X,Y ⟩ → A⟨X±1⟩
(remarque 9.47(iii)) ; explicitement, pour tout f :=

∑
i,j∈N aijX

iY j ∈ A⟨X,Y ⟩ on a
τ̂(f) =

∑
k∈Z bkX

k avec bk :=
∑
i−j=k aij pour tout k ∈ Z (les détails sont laissés au

lecteur). Evidemment, τ̂(1−XY ) = 0, donc τ̂ se factorise à travers un unique homomor-
phisme continu de A-algèbres topologiques λ : B → A⟨X±1⟩. Plus précisément, pour f
comme ci-dessus, on a τ̂(f) = 0 ⇔

∑
i−j=k aij = 0 pour tout k ∈ Z ; si cette condition

est vérifiée, définissons par récurrence : cij := aij si i = 0 ou si j = 0, et ci+1,j+1 :=
cij + ai+1,j+1 pour tous i, j ∈ N. On voit aisément que g :=

∑
i,j∈N cijX

iY j ∈ A⟨X,Y ⟩
et f = (1−XY ) ·g ; par suite, λ est un isomorphisme d’anneaux. En dernier lieu, il vient
aussitôt λ◦ω = IdA⟨X,X−1⟩, et on voit aisément que ω est une application continue, d’où
l’assertion. (Voir aussi l’exercice 10.20).

9.5. Le lemme d’Artin-Rees. Soient A un anneau, I ⊂ A un idéal, etM un A-module.
Dans la section 9.1, on a déjà évoqué la question suivante :

— Si N ⊂ M est un sous-module, la topologie I-adique de N est-elle induite par la
topologie I-adique de M ? (Voir la remarque 9.14.)

On montrera dans cette section que cette question a reponse affirmative, si A est noethé-
rien et si M est de type fini, et on en déduira plusieurs corollaires remarquables pour les
complétions adiques des anneaux noethériens. Pour cela, on utilisera la notion auxiliaire
suivante :

Définition 9.96. Soient A un anneau, I ⊂ A un idéal, M un A-module, et M• :=
(Mn |n ∈ N) une suite descendante de A-sous-modules de M . On dit que :

— M• est une I-filtration de M , si M0 =M et IMn ⊂Mn+1 pour tout n ∈ N.
— M• est une I-filtration stable, si elle est une I-filtration, et s’il existe N ∈ N tel

que IMn =Mn+1 pour tout n ≥ N .

Par exemple, la filtration I-adique de M , i.e. la suite descendante (InM |n ∈ N) est
trivialement une I-filtration stable.

Lemme 9.97. Soient A un anneau, I ⊂ A un idéal, M un A-module, et M•, M ′• deux
I-filtrations stables de M . Alors il existe k ∈ N tel que

Mn+k ⊂M ′n ⊂Mn−k ∀n ≥ k.

Démonstration. Supposons d’abord que M ′n = InM pour tout n ∈ N. Dans ce cas, une
simple récurrence donne M ′n ⊂ Mn pour tout n ∈ N. D’autre part, on a k ∈ N tel que
Mn+1=IMn pour tout n ≥ k, d’où Mn+k=I

nMk⊂InM pour tout n ≥ 0.
Ensuite, pour M ′• arbitraire, grâce au cas précédent on a k, k′ ∈ N tels que

Mn+k ⊂ InM ⊂Mn−k M ′n+k′ ⊂ InM ⊂M ′n−k′ ∀n ≥ k, k′.

D’où : Mn+k+k′ ⊂ In+k
′
M ⊂M ′n ⊂ In−k

′
M ⊂Mn−k−k′ pour tout n ≥ k + k′. □
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Soient maintenant A un anneau, I ⊂ A un idéal, M un A-module, et M• une I-
filtration de M . On munit la somme directe

R(A, I) :=
⊕

n∈N I
n

de la structure d’anneau gradué (voir §1.1.6) avec loi de multiplication donnée par
l’unique application Z-bilinéaire dont la restriction aux composantes homogènes de degrés
n et m est la multiplication de l’anneau A :

In × Im → In+m (a, b) 7→ ab ∀n,m ∈ N.

En particulier, la composante homogène de degré 0 de est I0 := A, et ce dernier est
donc naturellement un sous-anneau de R(A, I). On appelle R(A, I) l’algèbre de Rees de
(A, I). De même, on munit la somme directe

R(M•) :=
⊕

n∈NMn

de la structure de R(A, I)-module gradué pour laquelle la multiplication scalaire est
l’unique application Z-bilinéaire dont la restriction aux composantes homogènes

In ×Mm →Mn+m ∀n,m ∈ N

est donnée par la multiplication scalaire du A-module M . On appelle R(M•) le module
de Rees de la I-filtration M•.

Remarque 9.98. (i) Noter que la A-algèbre R(A, I) est engendrée par sa composante
homogène I de degré 1, qui est un A-module de type fini, si A est noethérien ; en par-
ticulier, si A est noethérien, R(A, I) est une A-algèbre de type fini, donc est aussi un
anneau noethérien (théorème 6.65).

(ii) Soient M et N deux A-modules, M• et N• des I-filtrations de M et N respec-
tivement. Soit aussi f : M → N un homomorphisme filtré de A-modules (i.e. tel que
f(Mn) ⊂ Nn pour tout n ∈ N : voir la définition 9.64(iii)). Alors f induit un morphisme
évident de R(A, I)-modules gradués (voir §1.1.6) :

R(f) : R(M•)→ R(N•)

dont la restriction aux composantes homogènes de degré n est f|Mn
: Mn → Nn pour

tout n ∈ N.

Lemme 9.99. Soient A un anneau noethérien, I ⊂ A un idéal, M un A-module de type
fini, M• une I-filtration de M . Les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) R(M•) est un R(A, I)-module de type fini.
(b) M• est une I-filtration stable.

Démonstration. Pour tout n ∈ N on définit le R(A, I)-sous-module de R(M•) :

Qn :=
(⊕n

i=0Mi

)
⊕
(⊕

j∈N I
j+1Mn

)
.

Evidemment,Qn ⊂ Qn+1 pour tout n ∈ N, et
⋃
n∈NQn = R(M•). De plus, chaqueQn est

un R(A, I)-module de type fini, car il est engendré par
⊕n

i=0Mi, et Mi est un A-module
de type fini pour tout i ∈ N. Comme on a déjà observé que R(A, I) est noethérien, il
s’ensuit que (a) ⇔ la suite (Qn |n ∈ N) est stationnaire ⇔ (b). □

Proposition 9.100. Soient A un anneau noethérien, I⊂A un idéal, M un A-module de
type fini, M ′⊂M un sous-module, M• une I-filtration stable de M . Alors :

(i) (Lemme d’Artin-Rees) (M ′ ∩Mn |n ∈ N) est une I-filtration stable de M ′.
(ii) Il existe k ∈ N tel que M ′ ∩ InM = In−k(M ′ ∩ IkM) pour tout n ≥ k.

Démonstration. (i) : On voit aisément que M ′• := (M ′ ∩Mn |n ∈ N) est une I-filtration
de M ′. On a une inclusion évidente de R(A, I)-modules

R(M ′•) ⊂ R(M•).
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De plus, R(A, I) est noethérien, et par le lemme 9.99, on sait que R(M•) est un R(A, I)-
module de type fini ; il s’ensuit que R(M ′•) est un R(A, I)-module de type fini, et l’as-
sertion découle encore du lemme 9.99.

(ii) découle de (i), quitte à prendre pour M• la filtration I-adique de M . □

Le lemme d’Artin-Rees fournit déjà la reponse à la question posée au début de la
section : il nous dit en particulier que la filtration (M ′∩InM |n ∈ N) est stable, et au vu
du lemme 9.97, la topologie I-adique de M ′ est alors induite par celle de M . L’estimation
plus précise de la proposition 9.100(ii) nous sera utile plus tard.

9.5.1. Complétions d’anneaux noethériens. Soient A un anneau, I ⊂ A un idéal, M un A-
module, et n ∈ N ; on munit A, M et In des topologies I-adiques. Dans cette situation, on
a déjà remarqué que la complétion Â de A est naturellement une A-algèbre topologique,
et la complétion M̂ de M (resp. În de In) est naturellement un Â-module (resp. un idéal
ouvert de Â). Les applications de complétion jA : A→ Â et jM :M → M̂ induisent une
application Â-linéaire

ωM : Â⊗AM → M̂ a⊗m 7→ a · jM (m)

et toute application A-linéaire f :M → N induit un diagramme commutatif

Â⊗AM
ωM //

Â⊗Af ��

M̂

f̂
��

Â⊗A N
ωN // N̂

où N̂ est la complétion de N pour la topologie I-adique, et f̂ est la complétion de f ,
comme expliqué par la remarque 9.47(ii).

Lemme 9.101. Dans la situation ci-dessus, soient I et M de type fini. Alors :
(i) În = InÂ = (Î)n.
(ii) L’application naturelle In/In+1 → În/În+1 est bijective.
(iii) La topologie du Â-module M̂ est IÂ-adique.
(iv) Î ⊂J (Â).

Démonstration. (i) : La première identité suit du corollaire 9.61(i). On déduit que În =

(IÂ)n = InÂ, d’où la deuxième identité.
(ii) : D’après l’exercice 9.49(iii) l’application naturelle In/In+1 → În/În+1 est bijec-

tive, donc il suffit d’appliquer (i).
(iii) : C’est un cas particulier du corollaire 9.61(ii).
(iv) : D’après (i) et (iii), la topologie de Â est Î-adique, donc Î ⊂ Â◦◦. L’assertion

découle alors de l’exercice 9.88(iii). □

Proposition 9.102. (i) Dans la situation du §9.5.1, supposons en outre que A soit
noethérien, et M de type fini. Alors ωM est un isomorphisme de Â-modules.

(ii) Si A est noethérien, et si la topologie I-adique de A est complète et séparée, alors
il en est de même pour la topologie I-adique de M .

Démonstration. (i) : Choisissons une surjection A-linéaire f : An →M , et munissons An
de la topologie I-adique TAn,I , et M ′ := Ker f de la topologie TM ′ induite par TAn,I

via l’inclusion M ′ → An. D’après la proposition 9.12(iii), la topologie I-adique de M est
induite par TAn,I via f . De plus, TM ′ est la topologie I-adique, d’après le lemme d’Artin-
Rees. Soit M̂ ′ la complétion de M ′ ; compte tenu du corollaire 9.58 et de la proposition
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3.11, on déduit un diagramme commutatif :

Â⊗AM ′ //

ωM′
��

Â⊗A An //

ωAn
��

Â⊗AM //

ωM
��

0

0 // M̂ ′ // Ân // M̂ // 0

à lignes exactes. Or, on voit aisément que ωAn est un isomorphisme (e.g. en vertu de
l’exercice 9.43), et par le lemme du serpent, on obtient une suite exacte

0→ KerωM → CokerωM ′ → 0→ CokerωM → 0

ce qui montre que CokerωM = 0, et cela pour tout A-module M de type fini. En particu-
lier, il vient aussi CokerωM ′ = 0, et la même suite exacte montre alors que KerωM = 0,
d’où l’assertion. L’assertion (ii) découle aussitôt de (i). □

Corollaire 9.103. Soient A un anneau noethérien, I ⊂ A un idéal, et munissons A de
la topologie I-adique. On a :

(i) La complétion Â de A est une A-algèbre plate.
(ii) Â est une A-algèbre fidèlement plate si et seulement si I ⊂J (A).

Démonstration. (i) : Soient J ⊂ A un idéal, i : J → A l’inclusion, et munissons J de sa
topologie I-adique TJ ; d’après la proposition 3.78, il suffit de montrer que l’application
Â ⊗A i : Â ⊗A J → Â ⊗A A

∼→ Â est injective. Mais cette dernière est identifiée natu-
rellement avec la complétion ı̂ : Ĵ → Â de i, par la proposition 9.102(i). D’autre part, le
lemme d’Artin-Rees identifie TJ avec la topologie induite via i par la topologie I-adique
de A, donc l’assertion suit du corollaire 9.58.

(ii) : D’après le lemme 9.101(ii), l’application de complétion j : A → Â induit un
isomorphisme A/I ∼→ Â/Î ; en particulier, l’image de l’application induite ϕ : Spec Â →
SpecA contient la partie fermée V (I). Si I ⊂J (A), il s’ensuit que l’image de ϕ contient
MaxA (corollaire 1.51(ii)), et alors ϕ est surjective, en vertu de (i) et du théorème 3.84(ii).
Si I ̸⊂J (A), soit m ∈ MaxA \V (I) ; pour conclure, il suffit de montrer que m n’est pas
dans l’image de ϕ. Supposons par l’absurde, qu’il existe p ∈ Spec Â tel que ϕ(p) = m, et
soit n ∈ Max Â une spécialisation de p ; il vient ϕ(n) = m, et d’autre part Î ⊂J (Â) ⊂ n

(exercice 9.88(iii)), d’où I = j−1(Î) ⊂ j−1(n) = m, contradiction. □

Corollaire 9.104. Soient (A,m) un anneau local noethérien, et I ⊂ m un idéal. On
munit A et mn (pour tout n ∈ N) des topologies I-adiques. Alors la complétion Â de A
est un anneau local dont l’idéal maximal est la complétion m̂ de m, et on a

(∗) m̂n = m̂n = mnÂ ∀n ∈ N.

Démonstration. On a I ⊂J (A) = m et Î ⊂J (Â), d’après l’exercice 9.88(iii) ; d’autre
part, l’application de complétion j : A → Â induit un isomorphisme d’anneaux A/I ∼→
Â/Î (lemme 9.101(ii)). Au vu du corollaire 1.51(ii), Spec(j) se restreint alors en un
homéomorphisme Max Â

∼→ MaxA. Cela montre que Â est un anneau local. En outre,
m est ouvert dans A, par la proposition 9.12(i), donc Â/m̂ = A/m est un corps, par
l’exercice 9.49(iii), i.e. m̂ est l’idéal maximal de Â.

Ensuite, on a InÂ ⊂ mnÂ ⊂ m̂n ⊂ m̂n, donc mnÂ, m̂n et m̂n sont des idéaux ouverts
pour tout n ∈ N, au vu du lemme 9.101(i) ; d’autre part, on a

mn ⊂ j−1A (mnÂ) ⊂ j−1A (m̂n) ⊂ j−1A (m̂n) = mn

(la dernière égalité découle de l’observation 9.40(ii)) d’où j−1A (m̂n) = j−1A (mnÂ) =

j−1A (m̂n), et il suffit d’utiliser l’exercice 9.42(ii) pour obtenir (∗). □
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Proposition 9.105. Soient A un anneau noethérien, I ⊂ A un idéal, M un A-module
de type fini. On a : ⋂

n∈N I
nM =

⋃
a∈I AnnM (1 + a).

Démonstration. Posons E :=
⋂
n∈N I

nM , et soit TE la topologie induite sur E par la
topologie I-adique de M ; évidemment l’unique voisinage de 0 dans E est le module E
lui même. D’autre part le lemme d’Artin-Rees nous dit que TE est aussi la topologie
I-adique de E, donc E = IE. Il existe alors a ∈ I tel que (1+a) ·E = 0 (corollaire 3.48).
Noter aussi que E est le noyau de l’application de complétion I-adique jM : M → M̂ .
Or, si x ∈M et si (1 + a) · x = 0 pour quelque a ∈ I, on déduit (1 + a) · jM (x) = 0, d’où
jM (x) = 0, en vertu du lemme 9.101(iv) et du théorème 1.50(i) ; par suite, x ∈ E, d’où
l’assertion. □

Corollaire 9.106. (Théorème d’intersection de Krull) Soient A un anneau noethérien,
I ⊂ A un idéal, et M un A-module de type fini. Alors on a :

(i) Si A est intègre et I ̸= A, la topologie I-adique de A est séparée.
(ii) Si I ⊂J (A), la topologie I-adique de M est séparée, et tout sous-module de M

est une partie fermée.

Démonstration. (i) : D’après l’exercice 9.15, on revient à montrer que
⋂
n∈N I

n = 0 ; cela
découle aussitôt de la proposition 9.105 (pour M := A).

(ii) : Soit N ⊂ M un sous-module ; alors N est une partie fermée si et seulement si
la topologie I-adique de M/N est séparée. Donc, il suffit de vérifier que M est séparé.
Cela revient à l’identité :

⋂
n∈N I

nM = 0 ; mais si I ⊂J (A) on a 1+ I ⊂ A× (théorème
1.50(i)), et on conclut encore avec la proposition 9.105. □

Problème 9.107. (Théorème de Chevalley) Soient (A,m) un anneau local noethérien
complet pour sa topologie m-adique, M un A-module de type fini. Montrer que toute
topologie séparée et A-linéaire sur M est plus fine que la topologie m-adique.

Exercice 9.108. Soient A un anneau, I ⊂ A un idéal, M un A-module fidèle de type
fini, et TM,I la topologie I-adique de M .

(i) Montrer que si TM,I est complète et séparée, alors I ⊂J (A).
(ii) Si en outre A est noethérien, montrer que TM,I est complète et séparée si et

seulement s’il en est de même pour la topologie I-adique de A.

9.5.2. Soient maintenant A un anneau, I ⊂ A un idéal, M un A-module, et M• :=
(Mn |n ∈ N) une I-filtration de M . On pose

G(A, I) := A/I ⊗A R(A, I) ≃
⊕

n∈N I
n/In+1 G(M•) :=

⊕
n∈NMn/Mn+1.

Remarque 9.109. (i) Noter que G(A, I) coïncide avec l’anneau gradué gr•(A) associé à
la filtration I-adique A• de A (voir §9.3.1) ; de même, (M,M•) est un (A,A•)-module
filtré, et G(M•) est le gr•(A)-module gradué gr•(M) associé à la filtration M•. Ainsi,
G(M•) est naturellement un G(A, I)-module gradué.

(ii) Posons M ′ := M1, et munissons M ′ de la I-filtration M ′• telle que M ′n := Mn+1

pour tout n ∈ N ; on déduit des inclusions de R(A, I)-modules :

I ·R(M•) ⊂ R(M ′•) ⊂ R(M•).

Ainsi, G(M•) = R(M•)/R(M ′•) est un quotient du G(A, I)-module A/I ⊗A R(M•).
(iii) Soit N un deuxième A-module muni d’une I-filtration N• := (Nn |n ∈ N) ; d’après

la remarque 9.65, tout homomorphisme filtré f : (M,M•)→ (N,N•) de A-modules filtrés
induit un morphisme de G(A, I)-modules gradués

G(f) := gr•(f) : G(M•)→ G(N•).
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Lemme 9.110. Avec la notation ci-dessus, supposons que A/I soit noethérien et que I
soit de type fini. Munissons A et I des topologies I-adiques ; on a :

(i) G(A, I) est un anneau noethérien.
(ii) La complétion A→ Â induit un isomorphisme : G(A, I) ∼→ G(Â, Î).

Démonstration. (i) : Si x• := (x1, . . . , xn) est un système fini de générateurs du A/I-
module de type fini I/I2, on voit aisément que la A/I-algèbre G(A, I) est engendré par
x•, donc l’assertion suit du théorème 6.65.

(ii) découle aussitôt du lemme 9.101(ii). □

Lemme 9.111. Soient A un anneau, I ⊂ A un idéal, M,N deux A-modules, M• et N•
des I-filtrations sur M et N respectivement, f : M → N un homomorphisme filtré de
A-modules. On munit M et N des topologies Z-linéaires TM et TN définies par les suites
M• et N•, et on dénote M̂ et N̂ les respectives complétions. On a :

(i) f : (M,TM )→(N,TN ) est continue, donc induit une application f̂ : M̂ → N̂ .
(ii) Si G(f) : G(M•)→ G(N•) est injective, f̂ : M̂ → N̂ est injective.
(iii) Si G(f) est surjective, f̂ est surjective.

Démonstration. L’assertion (i) découle aisément de la remarque 9.3(ii) et la proposition
9.12(i). Ensuite, pour tout n ∈ N, soit M̂n (resp. N̂n) la complétion de Mn (resp. de Nn)
pour la topologie induite par TM via l’inclusion Mn → M (resp. par TN via l’inclusion
Nn → N) ; d’après la remarque 9.41, la filtration M̂• := (M̂n |n ∈ N) (resp. N̂• :=

(N̂n |n ∈ N)) est un système fondamental de voisinages ouverts de 0 pour la topologie
de M̂ (resp. de N̂). Soit en outre A• la filtration I-adique de A ; puisque InMk ⊂Mk+n,
il vient InM̂k ⊂ M̂k+n pour tous k, n ∈ N, donc (M̂, M̂•) est un (A,A•)-module filtré,
et de même pour (N̂ , N̂•). Soient gr•(M̂) et gr•(N̂) les gr•(A)-modules gradués associés
respectifs. D’après l’exercice 9.49(iii), les complétions M → M̂ et N → N̂ induisent des
isomorphismes

G(M•)
∼→ gr•(M̂) G(N•)

∼→ gr•(N̂)

qui identifient G(f) avec gr•(f̂) : gr•(M̂)→ gr•(N̂). Les assertions (ii) et (iii) découlent
alors de la proposition 9.68(ii,iii). □

Proposition 9.112. Soient A un anneau, I ⊂ A un idéal, M un A-module, M• :=
(Mn |n ∈ N) une I-filtration de M . On suppose que :

— La topologie I-adique de A est complète.
— La topologie Z-linéaire de M définie par M• est séparée.
— G(M•) est un G(A, I)-module de type fini.

Alors M est un A-module de type fini.

Démonstration. Par hypothèse, il existe un système fini de générateurs x1, . . . , xn de
G(M•). On peut supposer chaque xi homogène de degré k(i) (cf. la solution de l’exercice
6.75(i)), et on choisit un représentant xi ∈ Mk(i) de la classe xi, pour tout i = 1, . . . , n.
On pose F (i) := A pour i = 1, . . . , n, ainsi que

F
(i)
j :=

{
A si j ≤ k(i)
Ij−k(i) sinon

∀j ∈ N.

On munit F := F (1) ⊕ · · · ⊕ F (n) = An de la I-filtration stable F• telle que

Fj := F
(1)
j ⊕ · · · ⊕ F (n)

j ∀j ∈ N.

Soit e1, . . . , en la base canonique de F ; on considère l’application A-linéaire

ϕ : F →M ei 7→ xi ∀i = 1, . . . , n.
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On voit aisément que ϕ(Fj) ⊂ Mj pour tout j ∈ N. En outre, on a ei ∈ Fk(i), et
l’application G(ϕ) : G(F•) → G(M•) envoie la classe ei ∈ Fk(i)/Fk(i)+1 de ei sur xi ∈
Mk(i)/Mk(i)+1, pour tout i = 1, . . . , n ; en particulier, G(ϕ) est surjective. Munissons
M et F des topologies Z-linéaires définies par les filtrations M• et F• ; on obtient un
diagramme commutatif de A-modules

F
ϕ //

jF ��

M
jM��

F̂
ϕ̂ // M̂

où jF et jM sont les applications de complétion, et ϕ̂ est l’application induite par ϕ sur les
complétions de F et M . Cette dernière est aussi surjective, en vertu du lemme 9.111(iii).
D’autre part, la topologie de F coïncide avec la topologie I-adique, par le lemme 9.97, et
comme A est complet pour la topologie I-adique, on voit que jF est surjective. En outre,
jM est injective, car la topologie de M est séparée ; on conclut que ϕ est aussi surjective,
d’où la proposition. □

Théorème 9.113. Soient A un anneau, I ⊂ A un idéal de type fini, Â la complétion
I-adique de A. Alors, si A/I est noethérien, il en est de même pour Â.

Démonstration. Il faut montrer que tout idéal J ⊂ Â est de type fini. Pour cela, rappelons
que la topologie de Â est Î-adique (lemme 9.101(i,iii)), et munissons J de la Î-filtration
J• telle que Jn := J ∩ În pour tout n ∈ N. En vertu du lemme 9.110(ii) il vient un
homomorphisme injectif de G(A, I)-modules :

G(J•)→ G(Â, Î) ≃ G(A, I)

et G(A, I) est noethérien d’après le lemme 9.110(i), donc G(J•) est un idéal de type fini
de G(A, I). En outre,

⋂
n∈N Jn ⊂

⋂
n∈N Î

n = 0. L’assertion découle maintenant aussitôt
de la proposition 9.112 et de l’exercice 9.15. □

Corollaire 9.114. Soient A un anneau noethérien, I, J ⊂ A deux idéaux, et M un
A-module de type fini. Munissons tout sous-module N ⊂ M de sa topologie I-adique, et
notons iN : N →M l’inclusion, et N̂ la complétion de N . Alors :

(i) Pour tout tel N , la complétion ı̂N : N̂ → M̂ de iN est injective, la topologie de N̂
est induite via ı̂N par M̂ , et ı̂N (N̂) est l’adhérence de l’image de N dans M̂ .

(ii) L’image de ı̂JM est le sous-module JM̂ , donc ı̂JM induit une identification de
A-modules topologiques ĴM ∼→ JM̂ , pour la topologie I-adique de JM̂ .

Démonstration. (i) : D’après le lemme d’Artin-Rees, la topologie de N est induite par
M via iN , donc les assertions suivent du corollaire 9.58 et de l’exercice 9.49(ii).

(ii) : Soit Â la complétion I-adique de A, et noter que M̂ est un Â-module de type fini
(proposition 9.102(i)) et sa topologie est IÂ-adique (lemme 9.101(iii)) ; en outre, Â est
noethérien, par le théorème 9.113, et IÂ ⊂ J (Â) (lemme 9.101(i,iv)). Par le corollaire
9.106(ii), le Â-sous-module JM̂ est alors une partie fermée de M̂ . En outre, la topologie
de ĴM est IÂ-adique (lemme 9.101(iii)), et d’après (i), l’application ı̂JM est injective,
et son image est l’adhérence de l’image JM de JM dans M̂ . Mais on voit aisément que
JM est dense dans JM̂ , d’où l’assertion. □

Exemple 9.115. Soient A un anneau noethérien, et I ⊂ A[T•] := A[T1, . . . , Tn] l’idéal
engendré par T1, . . . , Tn. La topologie I-adique de A[T•] est aussi appelée T•-adique.
L’anneau des séries formelles A[[T1, . . . , Tn]] est la complétion T•-adique de A[T•] ; il est
donc noethérien (théorème 9.113), et sa topologie est T•-adique.
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Exercice 9.116. Soit A un anneau ; pour tout idéal I ⊂ A notons par ÂI la complétion
I-adique de A, et par jA,I : A→ ÂI l’application de complétion.

(i) Si A est noethérien et si I est engendré par une suite a1, . . . , an d’éléments de A,
exhiber un isomorphisme d’anneaux topologiques

ψ : A[[T1, . . . , Tn]]/(T1 − a1, . . . , Tn − an)
∼→ ÂI

où l’on munit A[[T•]] := A[[T1, . . . , Tn]] de sa topologie T•-adique comme dans l’exemple
9.115, et son quotient A[[T•]]/(T1 − a1, . . . , Tn − an) de la topologie induite par A[[T•]]
via la projection. Cela fournit une description assez explicite de la complétion de A, en
termes de générateurs topologiques et relations algébriques.

(ii) Soient I ⊂ J ⊂ A deux idéaux. Montrer que jA,J : A → ÂJ se factorise à travers
jA,I et un unique homomorphisme continu d’anneaux

ϕI,J : ÂI → ÂJ .

(iii) Soient I, J ⊂ A deux idéaux. Par (ii) on déduit un diagramme commutatif d’ho-
momorphismes continus d’anneaux

(∗)
ÂI∩J

ϕI∩J,I //

ϕI∩J,J ��

ÂI

ϕI,I+J��
ÂJ

ϕJ,I+J // ÂI+J .

Montrer que si A est noethérien, (∗) est cartésien et cocartésien dans A −Mod et dans
la sous-catégorie pleine de Z− AlgTop formée des anneaux topologiques séparés, i.e. :

— L’application induite î : ÂI∩J → B := ÂI × ÂJ est injective et son image est le
sous-anneau C := {(a, a′) ∈ B |ϕI,I+J(a) = ϕJ,I+J(a

′)}.
— L’application A-linéaire p̂ : B → ÂI+J : (a, a′) 7→ ϕI,I+J(a) − ϕJ,I+J(a

′) est
surjective et son noyau est C.

Exercice 9.117. Soient A un anneau, I ⊂ A un idéal de type fini tel que A/I est
noethérien, P un A-module plat, et M un A-module. On dénote Â, P̂ ,M⊗̂AP les com-
plétions I-adiques de A, P , M⊗AP , et soit fM,P :M⊗A P̂ →M⊗̂AP l’homomorphisme
Â-linéaire naturel. Montrer que :

(i) Si M est de type fini, fM,P est un isomorphisme.
(ii) P̂ est un Â-module plat. (Voir aussi l’exercice 10.52.)

Problème 9.118. Soient A un anneau noethérien, I ⊂ J ⊂ A deux idéaux, M un
A-module ; notons par TM,I la topologie I-adique de M , et par TM,J (resp. TM,J) la
topologie J-adique de M (resp. de M := M/IM). Supposons en outre que M soit plat
ou de type fini. Montrer les assertions suivantes :

(i) Si TM,I est complète et séparée, alors TM,J est complète et séparée si et seulement
s’il en est de même pour TM,J .

(ii) Soit M̂I (resp. M̂J) la complétion I-adique (resp. J-adique) de M . Si TM,J est
complète et séparée, alors l’application naturelle α : M̂I → M̂J est bijective.

9.6. Solutions aux exercices et problèmes.
Exercice 9.4 : Soit I une catégorie, et considérons un foncteur

A• : I → Z− AlgTop i 7→ (Ai,Ti) (ϕ : i→ j) 7→ (Aϕ : Ai → Aj).

Notons aussi par FAlg : Z − AlgTop → Z − Alg et FTop : Z − AlgTop → Top les fonc-
teurs d’oubli évidents : ainsi, à tout anneau topologique (A,TA), le foncteur FAlg associe
l’anneau A, et le foncteur FTop associe l’espace topologique sous-jacent (A,TA). Rappe-
lons que la limite de FAlg ◦ A• : I → Z − Alg est représentée par l’ensemble des suites
cohérentes L ⊂ A :=

∏
i∈Ob(I)Ai, muni de la structure d’anneau héritée par celle du
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produit A (exemple 2.22(iii)) ; de même, la limite de FTop ◦A• : I → Top est représentée
par l’ensemble L, muni de la topologie TL induite par la topologie TA du produit A
des espaces topologiques (Ai,Ti) (problème 2.25(iii.a)). Soit (qi : L → Ai | i ∈ Ob(I))
le cône universel commun pour les limites de FAlg ◦ A• et FTop ◦ A• ; ainsi, pour tout
cône (fi : (B,TB) → (Ai,Ti) | i ∈ Ob(I)) de base A•, il existe une unique application
f : (B,TB) → (L,TL) avec qi ◦ f = fi pour tout i ∈ Ob(I), et telle que f soit à la
fois un homomorphisme d’anneaux et une application continue des espaces topologiques
sous-jacents. Il reste donc seulement à vérifier que (L,TL) est un anneau topologique,
et on est aussitôt ramené à montrer qu’il en est de même pour le couple (A,TA). Soient
alors x• := (xi | i ∈ Ob(I)), y• := (yi | i ∈ Ob(I)) ∈ A, et pour tout i ∈ Ob(I), soit
pi : A → Ai la projection canonique ; pour tout voisinage U de xi + yi dans Ai il existe
des voisinages U ′ de xi et U ′′ de yi dans Ai tels que u′ + u′′ ⊂ U pour tous u′ ∈ U ′ et
u′′ ∈ U ′′, d’où u′• + u′′• ∈ p−1i U pour tous u′• ∈ p−1i U ′ et u′′• ∈ p−1i U ′′. Cela montre la
continuité de l’addition de A, et de même on vérifie la continuité de la multiplication,
d’où l’assertion.

La preuve de la complétude de A −ModTop est analogue, compte tenu de l’exemple
2.22(ii) : les détails sont laissés aux soins du lecteur. Avec la notation ci-dessus, afin de
montrer que Z − AlgTopZ−lin est complète, d’après le lemme 2.52(i) il suffit de vérifier
que si Ti est une topologie Z-linéaire pour tout i ∈ Ob(I), alors TL est Z-linéaire ; mais
cela découle aussitôt par simple inspection des constructions. On raisonne de même pour
vérifier la complétude de A−ModTopB−lin.

Exercice 9.8 : D’après la remarque 9.3(ii), f est continue si et seulement s’il en est de
même pour f0, donc on peut supposer que f et f0 soient continues. MunissonsM := f(M)
(resp. M0 := f0(M0)) de la topologie induite par M (resp. par M0) via la projection
p : M → M (resp. p0 : M0 → M0) ; d’après la remarque 9.7(ii), M et M0 sont des
A-modules topologiques, et f (resp. f0) est la composition de p (resp. de p0) avec un
unique morphisme f : M → N (resp. f0 : M0 → N0) de A −ModTop. On voit aussitôt
que f (resp. f0) est strict si et seulement s’il en est de même pour f (resp. pour f0) ;
en outre, M0 s’identifie naturellement avec un sous-module ouvert de M , et sous cette
identification, la topologie de M0 est induite par celle de M . Ainsi, quitte à remplacer M
et M0 par M et M0, on peut supposer que f et f0 soient injectifs. Dans ce cas, soit U
un système fondamental de voisinages ouverts de 0N dans N0, et noter que U est aussi
un système fondamental de voisinages ouverts de 0N dans N , car N0 est un sous-module
ouvert de N ; pour que l’injection continue f (resp. f0) soit un morphisme strict il faut
et suffit que V := {f−1U |U ∈ U } (resp. V0 := {f−10 U |U ∈ U }) soit un système fonda-
mental de voisinages ouverts de 0M dans M ; mais on a f−10 U = M0 ∩ f−1U pour tout
U ∈ U , et comme M0 est un sous-module ouvert de M , la condition pour V équivaut à
celle pour V0, d’où l’assertion.

Exercice 9.9, partie (i) : La condition est évidemment nécessaire. Pour la réciproque,
soit δ :M ×M →M l’application continue telle que δ(x, y) := x−y pour tous x, y ∈M ;
si {0M} est une partie fermée, δ−1(0M ) est une partie fermée de M ×M , et donc M est
séparé, d’après l’exercice 2.21.

Partie (ii) : Comme π−1M (0Msep) = {0M}, la partie {0Msep} ⊂ M sep est fermée, donc
M sep est séparé, d’après (i), et il est un A-module topologique, d’après le lemme 9.5(i).
La dernière assertion de (ii) est claire par construction.

Partie (iii) : Cela découle aussitôt de (ii) et du lemme 9.5(i).

Exercice 9.10, partie (i) : Comme Mλ ∩Mµ est un voisinage de 0, la condition (a) est
évidemment nécessaire, et la condition (b) suit aussitôt de la continuité de la multiplica-
tion scalaire A×M →M .
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Partie (ii) : Soit TM l’ensemble des parties de M qui s’écrivent comme réunions
de parties de la forme x + Mλ, avec λ ∈ Λ et x ∈ M arbitraires. Montrons d’abord
que TM est une topologie : en effet, évidemment ∅,M ∈ TM , et si (Ui | i ∈ I) est
une famille arbitraire d’éléments de TM , on a

⋃
i∈I Ui ∈ TM . Il reste à vérifier que

TM est stable par intersections finies, et pour cela on est ramené à montrer que U :=
(x+Mλ) ∩ (y +Mµ) ∈ TM pour tous λ, µ ∈ Λ et tous x, y ∈M . Mais on voit aisément
que si z ∈ U , on a z+Mλ = x+Mλ et y+Mµ = z+Mµ ; si maintenant Mν ⊂Mλ∩Mµ,
il vient U =

⋃
z∈U (z +Mν), d’où l’assertion. Ensuite, on voit aisément que l’addition

de M est une application continue (M,TM )× (M,TM )→ (M,TM ). La continuité de la
multiplication scalaire A×M →M est une conséquence directe de la condition (b). En
dernier lieu, pour voir que M• est un système fondamental de voisinages ouverts de 0
pour TM , il suffit de remarquer que si 0 ∈ x+Mλ, alors x ∈Mλ, et donc x+Mλ =Mλ.

Partie (iii) : La preuve de (ii) donne déjà une unique topologie TA sur A telle que
l’addition de A soit une application continue (A,TA)× (A,TA)→ (A,TA), et telle que
la famille (Iλ |λ ∈ Λ) soit un système fondamental de voisinages ouverts de 0. De plus,
la condition (b) implique aisément la continuité de la multiplication de A. Donc, A est
un anneau topologique et sa topologie TA est évidemment linéaire.

Exercice 9.15 : Soit N :=
⋂
λ∈ΛMλ. Si x ∈ N \ {0}, tout voisinage de 0 dans M

contient aussi x, donc TM n’est pas séparée. Réciproquement, supposons que N = 0, et
soient x, y ∈ M deux éléments distincts ; donc, il existe λ ∈ Λ tel que x− y /∈ Mλ, d’où
(x+Mλ) ∩ (y +Mλ) = ∅, ce qui montre bien que TM est séparée.

Exercice 9.17 : Soit f ∈ mt ; pour tout x ∈ [0, 1] on pose f1(x) := max(0, f(x)) et
f2(x) := min(0, f(x)). Evidemment f = f1+f2 et f1, f2 ∈ mt. En outre, f1(x),−f2(x) ≥ 0

pour tout x ∈ [0, 1], donc g1 := f
1/2
1 et g2 := (−f2)1/2 sont bien définies et continues sur

[0, 1], avec g1, g2 ∈ mt et f = g21 − g22 , d’où l’assertion.

Exercice 9.20, partie (i) : Si a ∈ A◦◦, évidemment an ∈ A◦◦. Réciproquement, suppo-
sons que an ∈ A◦◦, et soit U ⊂ A un voisinage de 0 ; pour tout r = 0, . . . , n− 1 on trouve
un voisinage Vr ⊂ A de 0 tel que arVr ⊂ U , et on pose V :=

⋂n−1
r=0 Vr. Par hypothèse,

il existe k ∈ N tel que ajn ∈ V pour tout j ≥ k, d’où ar+jn ∈ U pour tous j ≥ k et
r = 0, . . . , n−1 ; cela montre que a ∈ A◦◦. Ensuite, évidemment si a ∈ A◦, alors an ∈ A◦ ;
réciproquement, si an ∈ A◦, la partie S := {ank | k ∈ N} est bornée, et de même pour la
partie finie T := {1, . . . , an−1}, donc aussi pour S · T = {ak | k ∈ N} (remarque 9.19(i)),
i.e. a ∈ A◦.

Partie (ii) : Pour la première inclusion, soit a ∈ A◦◦ et U ⊂ A un voisinage de 0 ;
on a un voisinage V ⊂ A de 0 tel que V · V ⊂ U , et n ∈ N tel que ak ∈ V pour tout
k ≥ n. De plus, il existe un voisinage V ′ ⊂ A de 0 tel que {1, a, . . . , an−1} · V ′ ⊂ U ;
avec V ′′ := V ∩ V ′ il vient {ak | k ∈ N} · V ′′ ⊂ U , d’où a ∈ A◦. Ensuite, si a ∈ A◦

et b ∈ A◦◦, pour tout voisinage U ⊂ A de 0 on trouve un voisinage V ⊂ A de 0 avec
{ak | k ∈ N} · V ⊂ U , et d’autre part il existe n ∈ N avec ak ∈ V pour tout k ≥ n ; ainsi
(ab)k ∈ U pour k ≥ n, d’où la deuxième inclusion.

Partie (iii) : D’abord, si a ∈ A◦ et si UB ⊂ B est un voisinage de 0, il existe un
voisinage UA ⊂ A de 0 avec f(UA) ⊂ UB , et un voisinage V ⊂ A de 0 tel que V · {an |n ∈
N} ⊂ UA, d’où f(V ) · {f(a)n |n ∈ N} ⊂ UB ; par hypothèse, f(V ) est un voisinage de 0
dans B, donc f(a) ∈ B◦. Ensuite, soient a ∈ f−1(B◦) et U ⊂ A un voisinage de 0 ; on
doit exhiber un voisinage V ⊂ A de 0 tel que V · {an |n ∈ N} ⊂ U . Or, comme TA induit
la topologie discrète sur Ker f , il existe un voisinage W ⊂ A de 0 avec W ∩Ker f = {0},
et on trouve un voisinage W ′ ⊂ A de 0 tel que aW ′−W ′ := {ax− x′ |x, x′ ∈W ′} ⊂W ;
quitte à remplacer U par U ∩W ′, on peut alors supposer que aU − U ⊂ W . Par hypo-
thèse, f(U) est un voisinage de 0 dans B, donc on trouve un voisinage V ′ ⊂ A de 0 tel
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que f(V ′) · {f(a)n |n ∈ N} ⊂ f(U), et on pose V := U ∩V ′ ; pour conclure, on va vérifier
par récurrence sur n ∈ N que V an ⊂ U . Cela est clair pour n = 0, car V ⊂ U . Soit alors
n > 0, et supposons que V an−1 ⊂ U ; par construction, pour tout x ∈ V il existe y ∈ U
tel que f(xan) = f(y), i.e. xan− y ∈ Ker f . D’autre part, xan−1 ∈ U , d’où xan ∈ aU , et
ainsi xan − y ∈ (aU − U) ∩Ker f , i.e. xan = y, d’où V an ⊂ U .

Exercice 9.21, partie (i) : Si T est bornée, et si U ⊂ A est un sous-groupe ouvert, il
existe un voisinage V ⊂ A de 0 avec T · V ⊂ U ; mais alors ⟨T ⟩ · V ⊂ U , et comme la
topologie de A est Z-linéaire, cela montre que ⟨T ⟩ est borné. Ensuite, si T est à puissances
bornées, posons S :=

⋃
n∈N T (n) (notation de la définition 9.18(ii)) ; par hypothèse S est

bornée, donc de même pour ⟨S⟩, par ce qui précède. Mais évidemment
⋃
n∈N⟨T ⟩(n) = ⟨S⟩,

donc ⟨T ⟩ est à puissances bornées.
Partie (ii) : D’après la remarque 9.19(i), l’ensemble P des parties de A à puissances

bornées est filtrant pour la relation d’ordre définie par l’inclusion de parties. Or, d’une
part, si T ∈ P, on déduit de (i) que le sous-anneau Z[T ] ⊂ A engendré par T est une
partie bornée de A ; d’autre part, pour tout sous-anneau borné B ⊂ A on a B = Z[B] ∈
P. Il vient ainsi A◦ =

⋃
T∈P Z[T ], d’où l’assertion.

Partie (iii) : Soit x ∈ A entier sur A◦. Donc, il existe n ∈ N et a1, . . . , an ∈ A◦ tels que
xn+ a1x

n−1 + · · ·+ an = 0 ; on pose B := Z[a1, . . . , an] ⊂ A. D’après (ii), le sous-anneau
B est borné dans A, et on a B[x] = ⟨B ∪ Bx ∪ · · · ∪ Bxn−1⟩, donc B[x] est aussi borné
d’après (i) et la remarque 9.19(i). Cela montre que x ∈ A◦.

Partie (iv) : Compte tenu de l’exercice 9.20, il ne reste qu’à montrer que A◦◦ est un
sous-groupe additif de A◦. Or, soient a, b ∈ A◦◦ et U ⊂ A un sous-groupe additif ouvert ;
on trouve un voisinage V ⊂ A de 0 avec V · V ⊂ U , et r ∈ N tel que ai, bi ∈ V pour tout
i ≥ r. Ensuite, on trouve un entier s ≥ r tel que aibj ∈ U pour tous i, j ∈ N avec i+j ≥ s
et min(i, j) < r : les détails sont laissés aux soins du lecteur. On déduit aisément que
(a+ b)n ∈ U pour tout n ≥ s, d’où a+ b ∈ A◦◦.

Partie (v) : Supposons que B soit topologiquement local, et soit a ∈ A◦◦ ; on trouve
n ∈ N tel que an+1 ∈ B◦◦, d’où 1− an+1 ∈ (B◦)× et on a :

(1− a)−1 = (1 + a+ · · ·+ an)/(1− an+1) ∈ A◦

d’où a ∈J (A). Cela montre que A est topologiquement local. Réciproquement, si A est
topologiquement local, soit b ∈ B◦◦ ; alors 1 − b ∈ (A◦)×, et on trouve n ∈ N tel que
bn+1/(1− b) ∈ B◦. Il vient :

(1− b)−1 = bn+1/(1− b) + 1 + b+ · · ·+ bn ∈ B◦

ce qui achève de montrer que b ∈J (B), et donc B est topologiquement local.

Exercice 9.28 Soient π : An → B une surjection A-linéaire, et π′ : Bm → N une
surjection B-linéaire ; il vient une surjection A-linéaire πm : Anm → Bm, et d’après la
proposition 9.25(i), la topologie de Bm = (B,T A

B ) × · · · × (B,T A
B ) coïncide avec la to-

pologie canonique T A
Bm , induite par Anm via πm. Par suite, T B

N est aussi la topologie
induite par Amn via π′ ◦ πm, d’où l’assertion.

Exercice 9.31 : Rappelons que la limite de M• est représentée par la partie des suites
cohérentes M ⊂ P :=

∏
i∈Ob(I)Mi, avec la topologie induite par celle du produit P des

espaces topologiques (Mi | i ∈ Ob(I)) ; de plus, M est fermé dans P , car chaque Mi est
séparé (voir la solution du problème 2.25(iii)). Alors M est séparé, et d’après la remarque
9.30(vii), il suffit de montrer que P est complet. Soit donc x• := (xλ |λ ∈ Λ) un filet
de P , et pour tout i ∈ Ob(I), soit pi : P → Mi la projection ; par inspection directe
des définitions on voit que x• est de Cauchy (resp. converge vers 0) dans P ⇔ le filet
(pi(xλ) |λ ∈ Λ) est de Cauchy (resp. converge vers 0) dans Mi pour tout i ∈ Ob(I).
L’assertion en découle aussitôt. On raisonne de même pour montrer que B est complet
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et séparé.

Problème 9.32 : Soit U• := (Un |n ∈ N) un système fondamental de voisinages ouverts
de 0 ∈ M . On construit par récurrence sur n une famille U ′• := (U ′n |n ∈ N) de parties
ouvertes de M , comme suit. On pose U ′0 := U0 ; ensuite, soit n ∈ N, et supposons
que U ′0, . . . , U ′n ont déjà étés exhibées ; comme la loi d’addition M ×M → M est une
application continue, on trouve un voisinage U ′′n+1 de 0 dans M tel que U ′′n + U ′′n ⊂ U ′n,
et on pose U ′n+1 := Un+1 ∩ U ′′n . Evidemment U ′• est encore un système fondamental de
voisinages ouverts de 0 ∈ M , et quitte à remplacer U• par U ′•, on peut ainsi supposer
que :

Un+1 + Un+1 ⊂ Un ∀n ∈ N.
Pour toute partie Z ⊂M , notons par Z l’adhérence de Z dans M ; montrons que :

(∗) Un+1 ⊂ Un ∀n ∈ N.

En effet, si x ∈ Un+1, on a (x − Un+1) ∩ Un+1 ̸= ∅, i.e. il existe y, z ∈ Un+1 avec
x− y = z, d’où x = y+ z ∈ Un+1+Un+1 ⊂ Un. Or, on doit vérifier que pour tout x ∈M
et tout n ∈ N on a (x+Un) ∩

⋂
k∈N Vk ̸= ∅. Pour cela, on va exhiber par récurrence sur

k une suite de Cauchy x• := (xk | k ∈ N), et une suite strictement croissante d’entiers
(n(k) | k ∈ N) tels que pour tout k ∈ N \ {0} l’on ait :

(∗∗) (xk + Un(k)−1) ⊂ (xk−1 + Un(k−1)) ∩ Vk−1.

En effet, posons n(0) := n et x0 := x. Ensuite, soit k ∈ N \ {0}, et supposons que l’on a
déjà exhibé xk−1 et n(k − 1) ; comme Vk−1 est une partie ouverte dense de M , il existe
xk ∈M et n(k) ∈ N vérifiants (∗∗), et évidemment on peut supposer que n(k) > n(k−1).
Par construction, xk+1 − xk ∈ Un(k) pour tout k ∈ N, d’où :

xk+m+1 − xk = (xk+m+1 − xk+m) + · · ·+ (xk+1 − xk) ∈ Un(k+m) + · · ·+Un(k) ⊂ Un(k−1)
pour tous k,m ∈ N \ {0}. Cela montre que la suite x• est de Cauchy, donc par hypothèse
elle admet une limite y ∈ M . De plus, pour tout k ∈ N, le point y est dans l’adhérence
de xk + Un(k) ; compte tenu de (∗), il suffit alors de remarquer :

y ∈ xk + Un(k) ⊂ xk + Un(k)−1 ⊂ (x+ Un) ∩ Vk−1 ∀k > 0.

Problème 9.33 : Pour toute partie Z ⊂ N , notons comme d’habitude par Z l’adhérence
de Z dans N . Par hypothèse, il existe k ∈ N et a1, . . . , ak ∈ A◦◦ tels que

∑k
i=1Aai = A.

Montrons d’abord que pour tout voisinage V ⊂M de 0, la partie u(V ) est un voisinage
de 0 dans N . Pour cela, soit V ′ ⊂ M un voisinage de 0 tel que x1 + · · · + xk ∈ V pour
tous x1, . . . , xk ∈ V ′. Soit ensuite V ′′ ⊂ M un voisinage de 0 tel que V ′′ + V ′′ ⊂ V ′ ;
quitte à remplacer V ′′ par V ′′ ∩ (−V ′′), on peut supposer que V ′′ = −V ′′. Il vient alors :

M =
⋃
n∈N{x ∈M | an1x, . . . , ankx ∈ V ′′}

d’où N =
⋃
n∈N{y ∈ N | an1y, . . . , anky ∈ u(V ′′)} (les détails sont laissés aux soins du lec-

teur). Noter en outre que la partie Zn := {y ∈ N | an1y, . . . , anky ∈ u(V ′′)} est fermée dans
N , pour tout n ∈ N. Au vu du théorème de Baire (problème 9.32), il existe par suite
n ∈ N tel que l’intérieur W de Zn est non vide. Soit x ∈W ; comme Zn = −Zn, on déduit
que 0 = x+(−x) est dans l’intérieur de Zn+Zn ⊂ Z ′n := {y ∈ N | an1y, . . . , anky ∈ u(V ′)}.
Soient aussi b1, . . . , bk ∈ A avec an1 b1 + · · · + ankbk = 1 ; on trouve alors un voisinage T
de 0 dans N , tel que biT ⊂ Z ′n pour tout i = 1, . . . k. Il vient aussitôt T ⊂ u(V ), d’où
l’assertion. Soient maintenant (Un |n ∈ N) et (Vn |n ∈ N) des systèmes fondamentaux de
voisinages ouverts de 0 pour M et respectivement pour N ; en raisonnant comme dans la
solution du problème 9.32, on peut supposer que Un+1+Un+1 ⊂ Un et Vn+1+Vn+1 ⊂ Vn
pour tout n ∈ N, et quitte à remplacer Un et Vn par Un ∩ (−Un) et Vn ∩ (−Vn), on peut
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aussi supposer que Un = −Un et Vn = −Vn pour tout n ∈ N. Par ce qui précède, pour
tout n ∈ N il existe k(n) ∈ N tel que

(∗) Vk(n) ⊂ u(Un)

et on peut supposer que la suite (k(n) |n ∈ N) soit strictement croissante.

Lemme 9.119. Pour tout n ∈ N on a Vk(n+2) ⊂ u(Un).

Démonstration. Soit y ∈ Vk(n+2) ; on va exhiber une suite x• := (xi | i ∈ N) avec :

x0 := 0 xi+1 ∈ xi + Un+i+2 u(xi) ∈ y + Vk(n+i+2) ∀i ∈ N.

On raisonne par récurrence sur i : comme Vk(n+2) = −Vk(n+2), on a bien u(x0) = u(0) =
0 ∈ y+ Vk(n+2). Supposons ensuite que pour i ∈ N on a déjà exhibé xi comme souhaité ;
donc y ∈ u(xi) + Vk(n+i+2), car Vk(n+i+2) = −Vk(n+i+2), et au vu de (∗) il vient

(y + Vk(n+i+3)) ∩ u(xi + Un+i+2) ̸= ∅.

On peut alors prendre xi+1 ∈ xi+Un+i+2 tel que u(xi+1) ∈ y+Vk(n+i+3). En raisonnant
comme dans la solution du problème 9.32, on voit aisément que x• est une suite de
Cauchy dans M ; soit alors l ∈M la limite de cette suite ; la suite (u(xi) | i ∈ N) converge
vers u(l), et comme y − u(xi) ∈ Vk(n+i+1) pour tout i ∈ N, il vient u(l) = y. De plus :

xi+1 ∈ Un+i+2 + Un+i+1 + · · ·+ Un+2 ⊂ Un+1 ∀i ∈ N

donc l ∈ Un+1 ⊂ Un (cf. la solution du problème 9.32), d’où l’assertion. □

Pour conclure, on doit montrer que u(Un) est ouvert dans N pour tout n ∈ N (re-
marque 9.3(iii)), i.e. que pour tout x ∈ Un il existe t(x, n) ∈ N avec u(x)+Vt(x,n) ⊂ u(Un).
Mais comme Un est une partie ouverte de M , il existe m ∈ N avec x + Um ⊂ Un, et
d’après le lemme 9.119 on peut alors prendre t(x, n) := k(m+ 2).

Exercice 9.35, partie (i) : Au vu de l’exercice 9.15, on doit montrer que
⋂
n∈N T

nB = 0.
Or, tout élément non nul f(t) de B s’écrit sous la forme

f(t) = (1− T )−k · Tn · P (T ) avec k, n ∈ N et P (T ) ∈ A[T ] tel que P (0) ̸= 0.

Noter aussi que 1 − T et T ne sont pas diviseurs de zéro dans A[T ] ; si l’on a aussi
f(T ) = Tm ·Q(T ) · (1− T )−i pour certains i,m ∈ N avec m ≥ n, il vient

P (T ) · (1− T )i = Tm−n ·Q(T ) · (1− T )k dans A[T ].

Si l’on évalue en 0 ces deux polynômes, on trouve que m = n (et Q(0) ̸= 0) ; d’où,
f(T ) /∈ Tn+1B, comme souhaité. Le même argument montre aussi que

TnB ∩A[T ] = TnA[T ] ∀n ∈ N

donc B induit sur A[T ] la topologie T -adique. Ensuite, pour tout n ∈ N on a :

(1− T ) · ((1− T )−1 − xn) = 1− (1− T ) · xn = 1− 1 + Tn+1 = Tn+1

d’où (1− T )−1 − xn ∈ Tn+1B, i.e. (1− T )−1 est l’unique limite de x• dans B.
La partie (ii) de l’exercice est analogue : les détails seront laissés au lecteur.

Problème 9.36, partie (i) : Soit Λ l’ensemble totalement ordonné des nombres ordinaux
dénombrables, et on considère l’anneau A := Z[Tλ |λ ∈ Λ] muni de la topologie A-linéaire
qui admet le système fondamental d’idéaux ouverts

(Iλ |λ ∈ Λ) avec Iλ :=
∑
µ>λ TµA ∀λ ∈ Λ.

Or, soit (Pn |n ∈ N) une suite de Cauchy de A. Comme la cardinalité de Λ est ℵ1, on
trouve µ ∈ Λ tel que Pn ∈ Z[Tλ |λ ≤ µ] pour tout n ∈ N. D’autre part, il existe n ∈ N
tel que Pi − Pj ∈ Iµ pour tous i, j ≥ n ; mais alors Pi = Pj pour tous i, j ≥ n.
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Partie (ii) : On raisonne par l’absurde ; donc, supposons que la cardinalité c de Λ
soit ≤ ℵ0. Si c est finie, J :=

⋂
λ∈Λ Iλ est un sous-groupe ouvert de A ; d’autre part,

J = 0, par l’exercice 9.15. Par suite la topologie de A est discrète, contradiction. Soit
donc c = ℵ0. Alors on peut supposer que Λ = N, et quitte à remplacer chaque In par⋂
i≤n Ii, on peut aussi supposer que In+1 ⊂ In pour tout n ∈ N. D’autre part, la suite

I• := (In |n ∈ N) ne peut pas être stationnaire, car sinon la topologie de A ne pourrait
pas être à la fois non discrète et séparée (toujours à cause de l’exercice 9.15). Donc, quitte
à remplacer I• par une sous-suite, on peut supposer que In ̸= In+1 pour tout n ∈ N ; i.e.
pour tout n ∈ N on trouve xn ∈ In \ In+1. La suite (xn |n ∈ N) est non stationnaire et
converge vers 0, contradiction.

Exercice 9.42, partie (i) : Il faut montrer que U \ V = V \ U = ∅ ; or, par hypothèse
U \ V est une partie ouverte de T , donc U \ V = ∅⇔ (U \ V ) ∩Z = ∅, car Z est dense
dans T . D’autre part, on a (U \ V ) ∩ Z = (U ∩ Z) \ (V ∩ Z) = ∅, d’où U \ V = ∅. De
même on voit que V \ U = ∅.

Partie (ii) : Posons M := jM (M) ; d’après la proposition 9.12(i), N et N ′ sont des
parties ouvertes et fermées dans M̂ , et l’hypothèse revient à dire que N ∩M = N ′ ∩M .
Comme M est dense dans M̂ (théorème 9.39(ii)), il suffit d’appliquer (i).

Partie (iii) : Soient TM et T
M̂

les topologies de M et respectivement M̂ . Comme
f(M) est dense dans Q, tout q ∈ Q est l’unique limite d’un filet de Cauchy de la forme
(f(xλ) |λ ∈ Λ), pour quelque ensemble filtrant Λ, et un filet x• := (xλ |λ ∈ Λ) de M ;
comme TM est induite par TQ via f , on voit aussitôt que x• est un filet de Cauchy de M .
Cela montre que f̂ est une surjection. Ensuite, soit y• := (yλ |λ ∈ Λ) un filet de Cauchy
dont la classe [y•] ∈ M̂ est dans Ker f̂ ; ainsi le filet (f(yλ) |λ ∈ Λ) converge vers 0 dans
Q, et comme TM est induite par TQ, il s’ensuit aussitôt que y• converge vers 0 dans M ,
d’où [y•] = 0. Cela achève de vérifier que f̂ est un isomorphisme de A-modules, et il reste
à prouver que la topologie induite sur M̂ par TQ via f̂ est plus fine que T

M̂
. Soit alors

N ⊂ M un sous-groupe additif ouvert ; par hypothèse il existe un sous-groupe additif
ouvert P ⊂ Q avec f−1P ⊂ N . Alors R := f̂−1P est un sous-groupe additif ouvert de
M̂ , et évidemment j−1M R ⊂ N ; avec N̂ comme dans la preuve du théorème 9.39, il vient :
j−1M (R ∩ N̂) = j−1M (R) ∩ j−1M (N̂) = j−1M (R) ∩ N = j−1M (R) (observation 9.40(ii)), d’où
R ∩ N̂ = R, d’après (ii), i.e. R ⊂ N̂ , d’où l’assertion.

Exercice 9.43 : D’après l’exercice 9.31, la topologie de P :=
∏
i∈I M̂i est complète et

séparée, donc il existe un unique homomorphisme de A-modules topologiques ψ : M̂ → P
avec ψ ◦ jM = j :=

∏
i∈I jMi . Rappelons que la topologie de chaque Mi est induite par

celle de M̂i via jMi
(théorème 9.39(ii)) ; il s’ensuit aisément que TM est induite par la

topologie de P via j. D’après l’exercice 9.42(iii), il suffit alors de vérifier que l’image de
j est dense dans P . Soit donc x• := (xi | i ∈ I) ∈ P , et J ⊂ I une partie finie ; pour tout
i ∈ J , soit aussi Ui ⊂ M̂i un voisinage de 0. Comme chaque jMi a image dense dans M̂i,
pour tout i ∈ J on trouve yi ∈Mi avec jMi(yi)−xi ∈ Ui ; soit alors z• := (zi | i ∈ I) ∈M
tel que zi = yi si i ∈ J , et zi = 0 si i ∈ I\J . Il vient j(z•)−x• ∈ (

∏
i∈J Uj)×(

∏
i∈I\J M̂i),

d’où l’assertion.

Exercice 9.46 : Evidemment, on peut supposer que ϕ soit continue en (0, . . . , 0), et
on doit vérifier que ϕ est continue ; noter que l’assertion est déjà connue si la cardina-
lité c de Λ est 1, car dans ce cas ϕ est A-linéaire (remarque 9.3(ii)), donc on supposera
que c ≥ 2. Pour tout µ ∈ Λ et tout h ∈ Mµ, soit ϕµ,h :

∏
λ∈Λ\{µ}Mλ → P l’ap-

plication telle que ϕµ,h(k•) := ϕ(k′λ |λ ∈ Λ) pour tout k• := (kλ |λ ∈ Λ \ {µ}), avec
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k′λ := kλ si λ ̸= µ, et k′µ := h ; d’après l’observation 9.45, et par une simple récur-
rence sur c, on est ramené à montrer que ϕµ,h est continue en (0, . . . , 0) ∈

∏
λ∈Λ\{µ}Mλ,

pour tous tels µ et h. Soit alors V ⊂ P un voisinage de 0 ; par hypothèse il existe
a1, . . . , an ∈ A◦◦ tels que a1A + · · · + anA = A ; choisissons alors un voisinage W ⊂ P
de 0 tel que w1 + · · · + wn ∈ V pour tous w1, . . . , wn ∈ W . Par la continuité de ϕ
en (0, . . . , 0), il existe une famille (Uλ |λ ∈ Λ) telle que Uλ ⊂ Mλ soit un voisinage
de 0 pour tout λ ∈ Λ, et ϕ(

∏
λ∈Λ Uλ) ⊂ W . Soient k ∈ N tel que hi := aki h ∈ Uµ

pour tous i = 1, . . . , n, et b1, . . . , bn ∈ A tels que ak1b1 + · · · + aknbn = 1 ; soit en
outre ν ∈ Λ \ {µ}, et choisissons un voisinage U ′ν ⊂ Mν de 0 tel que biU ′ν ⊂ Uν pour
tout i = 1, . . . , n. Pour tout u• := (uλ |λ ∈ Λ \ {µ}) ∈ U ′ν ×

∏
λ∈Λ\{µ,ν} Uλ, il vient

ϕµ,h(u•) =
∑n
i=1 ϕµ,hi(u

′
λ |λ ∈ Λ\{µ}), avec u′λ := uλ si λ ̸= ν, et u′ν := biuν ; noter que

ϕµ,hi(u
′
λ |λ ∈ Λ \ {µ}) ∈W pour tout i = 1, . . . , n. Donc ϕµ,h(U ′ν ×

∏
λ∈Λ\{µ,ν} Uλ) ⊂ V ,

d’où l’assertion.

Exercice 9.49, partie (i) : Fixons un système fondamental N de sous-groupes ouverts
de M , de sorte que N ′ := {i−1N |N ∈ N } est un système fondamental de sous-
groupes ouverts de M ′. Soient CM et CM ′ les ensembles des filets de Cauchy dans M
et respectivement M ′, indexés par N ; par définition, ı̂ : M̂ ′ → M̂ est induite par
l’application Ci : CM ′ → CM : (xN |N ∈ N ) 7→ (i(xN ) |N ∈ N ). Evidemment, si
x•, y• ∈ CM ′ , on a x• ∼ y• ⇔ Ci(x•) ∼ Ci(y•), d’où l’injectivite de ı̂. Il est clair que
p̂ ◦ ı̂ = p̂ ◦ ı = 0̂ est l’application nulle. Ensuite, soit x• := (xN |N ∈ N ) ∈ CM tel
que (p(xN ) |N ∈ N ) converge vers 0 ; cela revient à dire que pour tout N ∈ N il
existe λ(N) ∈ N tel que p(xN ′) ∈ p(N) pour tout N ′ ∈ N avec N ′ ⊂ λ(N), i.e.
xN ′ ∈ N + i(M ′) pour tout tel N ′, et on peut aussi supposer que λ(N) ⊂ N . En outre,
d’après la remarque 9.37(iii), on peut supposer que :

(∗) xN ′ − xN ′′ ∈ N ∀N ′, N ′′ ⊂ N.

Pour tout N ∈ N , soit alors yN ∈ M ′ tel que xλ(N) − i(yN ) ∈ N ; on voit aisément
que x′• := (xλ(N) |N ∈ N ) est un filet de Cauchy de M avec x′• ∼ x•. Vérifions que
y• := (yN |N ∈ N ) est un filet de Cauchy de M ′ : en effet, pour tous N,N ′, N ′′ ∈ N
avec N ′, N ′′ ⊂ N , noter que xλ(N ′) − xλ(N ′′) ∈ N , en vertu de (∗) ; par suite :

i(yN ′)− i(yN ′′) = (i(yN ′)− xλ(N ′)) + (xλ(N ′) − xλ(N ′′)) + (xλ(N ′′) − i(yN ′′)) ∈ N

d’où l’assertion. De même, on voit aisément que Ci(y•) ∼ x′•, et cela achève de montrer
que Ker(p̂) = Im(̂ı). Pour la dernière assertion, rappelons que la topologie sur ı̂(M̂ ′)
induite par M̂ est définie par la famille de sous-groupes (̂ı(M̂ ′)∩ N̂ |N ∈ N ) ; de l’autre
côté la topologie de la complétion M̂ ′ est définie par (î−1N |N ∈ N ) (rappelons que
chaque î−1N est le sous-groupe des classes des filets de Cauchy (xN ′ |N ′ ∈ N ′) dans M ′

tels que xN ′ ∈ i−1N pour tout N ′ ∈ N ′, et de même on définit chaque N̂). Donc, on est
ramené à montrer que

ı̂(î−1N) = ı̂(M̂ ′) ∩ N̂ ∀N ∈ N .

Cela découle aussitôt de l’observation 9.40(i).
Partie (ii) : Munissons ı̂(M̂ ′) de la topologie induite par l’inclusion dans M̂ ; d’après

(i), ı̂ induit alors un isomorphisme de A-modules topologiques M̂ ′ ∼→ ı̂(M̂ ′), donc ı̂(M̂ ′)
est complet et séparé, et il est alors une partie fermée de M̂ . D’autre part, l’image de
M ′ est dense dans M̂ ′ (théorème 9.39(ii)), donc l’image de i(M ′) est dense dans ı̂(M̂ ′),
d’où l’assertion.

Partie (iii) : L’image de ı̂ est l’ensemble des classes des filets de Cauchy (xλ |λ ∈ Λ)
avec xλ ∈ N pour tout λ ∈ Λ ; par inspection directe de la preuve du théorème 9.39, on
voit qu’il s’agit d’une partie ouverte de M̂ . Noter que M induit sur M/N la topologie
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discrète via la projection p :M →M/N (proposition 9.12(iii)) ; en particulier, M/N est
complet et séparé pour cette topologie, et donc p se factorise à travers une application
A-linéaire continue unique p̂ : M̂ → M/N . Comme p est surjective, il en est de même
pour p̂. Ensuite, soit K := Ker(p̂) ; noter que

j−1M (K) = Ker(p̂ ◦ jM ) = Ker(p) = N = j−1M (N̂)

(observation 9.40(ii)). D’après l’exercice 9.42(ii), il vient N̂ = K, i.e. p̂ induit un isomor-
phisme M̂/N̂

∼→M/N , et l’isomorphisme souhaité est l’inverse de celui-ci.

Problème 9.53, partie (i) : Au vu de l’exercice 9.10(iii), pour tous a, b ∈ K et tout
γ ∈ Γ on doit exhiber γ′ ∈ Γ tel que (a+Uγ′) · (b+Uγ′) ⊂ ab+Uγ . Pour cela, il suffit de
prendre γ′ = max(γ − v(a), γ − v(b), γ, 0) : les détails sont laissés aux soins du lecteur.

Partie (ii) : Soit x ∈ V \ {0} ; comme T est séparée, il existe un idéal I ⊂ V ouvert
pour la topologie T , avec x /∈ I. Alors I ⊂ Uγ , pour γ := v(x), et cela montre que T est
plus fine que la v-topologie de V . Si T n’est pas discrète, il existe y ∈ I \ {0}, et alors
Uγ′ ⊂ I, pour γ′ := v(y), donc dans ce cas T = TV . Ensuite, noter que V est un sous-
anneau ouvert de (K,TK), donc (V,TV ) est topologiquement local si et seulement s’il
en est de même pour (K,TK) (exercice 9.21(v)) ; en outre, on voit aussitôt que V = V ◦,
et évidemment 1 /∈ V ◦◦, donc V ◦◦ ⊂ m, i.e. (V,TV ) est topologiquement local.

Partie (iii) : La proposition 9.50 nous fournit un isomorphisme de groupes abéliens
topologiques (voir l’exemple 9.1(ii)) :

ω : K̂
∼→ LK := lim

γ∈Γ
K/Uγ

où chaqueK/Uγ est muni de sa topologie discrète. Soit x• := (xγ | γ ∈ Γ) ∈ LK , i.e. x• est
une suite cohérente avec xγ ∈ K/Uγ pour tout γ ∈ Γ. Si xγ = 0 pour tout γ ∈ Γ, on pose
v̂(ω−1(x•)) := +∞ ; sinon, soit γ ∈ Γ tel que xγ ̸= 0, et on pose v̂(ω−1(x•)) := v(xγ),
avec xγ ∈ K un représentant de la classe xγ . On vérifie aisément que cette définition ne
dépend ni de γ, ni du représentant xγ choisi. Soit y• ∈ LK une autre suite cohérente ;
si x•, y•, x• + y• ̸= 0, on trouve γ ∈ Γ tel que xγ , yγ , xγ + yγ ̸= 0, et si xγ , yγ ∈ K
représentent les classes xγ , yγ , alors xγ + yγ représente xγ + yγ . Dans ce cas il vient

v̂(ω−1(x• + y•)) = v(xγ + yγ) ≥ min(v(xγ), v(yγ)) = min(v̂(ω−1(x•)), v̂(ω
−1(y•))).

On a trivialement la même inégalité si l’un de x•, y•, x• + y• est égal à 0.
Ensuite, si δ := v̂(ω−1(x•)) ≤ δ′ := v̂(ω−1(y•))<+∞, prenons pour tout γ ∈ Γ des

représentants xγ , yγ ∈K des classes xγ , yγ ∈K/Uγ ; il existe alors γ∈Γ avec

v(xγ′) = δ et v(yγ′) = δ′ ∀γ′ ≥ γ.

et posons :

zγ′ :=

{
xγyγ si γ′≤ γ + δ

xγ′−δyγ′−δ si γ′ > γ + δ.

pour tous γ′, γ′′ ∈ Γ avec γ′′ ≥ γ′ ≥ γ + δ, il vient :

zγ′ − zγ′′ = xγ′−δ(yγ′−δ − yγ′′−δ) + (xγ′−δ − xγ′′−δ)yγ′′−δ
⊂ xγ′−δUγ′−δ + yγ′′−δUγ′−δ = Uγ′ .

Soit aussi zγ ∈ K/Uγ la classe de zγ , pour tout γ ∈ Γ, de sorte que z• := (zγ | γ ∈ Γ)

est l’image dans LK de la classe [z•] ∈ K̂ du filet de Cauchy z• := (zγ | γ ∈ Γ) ; en outre,
[z•] = [x•] · [y•], le produit des classes des filets de Cauchy x• := (xγ | γ ∈ Γ), y• :=
(yγ | γ ∈ Γ). Par construction on a v̂(ω−1(z•)) = δ + δ′. Mais on a aussi ω−1(z•) = [z•],
ω−1(x•) = [x•] et ω−1(y•) = [y•], d’où :

v̂(ω−1(x•) · ω−1(y•)) = v̂(ω−1(x•)) + v̂(ω−1(y•)).
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Cela achève de montrer que v̂ est une valuation de K̂, et évidemment v̂ ◦ jK = v. Pour
prouver que K̂ est un corps, soient x•, x• et δ comme ci-dessus, avec x• ̸= 0 dans LK ;
pour tout γ ∈ Γ on pose yγ := x−1γ si xγ ̸= 0, et yγ := 0 si xγ = 0. Noter que si yγ ̸= 0,
on a yγ′ ̸= 0 pour tout γ′ ≥ γ, et yγ′ − yγ = (xγxγ′)

−1 · (xγ − xγ′) ∈ Uγ−2δ. Cela montre
que y• := (yγ | γ ∈ Γ) est un filet de Cauchy dans K, et évidemment [x•] · [y•] = 1 dans
K̂, d’où l’assertion. Par construction, V̂ est l’anneau de valuation de v̂, et on voit aussi
aisément que T̂K est la v̂-topologie de K̂.

Partie (iv) : Evidemment m est ouvert dans V pour la v-topologie, donc m̂ est un
idéal ouvert de V̂ , et l’inclusion V → V̂ induit un isomorphisme V/m ∼→ V̂ /m̂ (exercice
9.49(iii)) ; cela montre que m̂ est l’idéal maximal de V̂ , d’où l’assertion.

Exercice 9.54, partie (i) : Soient e := ϕ(1), et Uγ := {x ∈ K | v(x) > γ} pour tout
γ ∈ Γ. Evidemment ϕ est un isomorphisme continu de K-espaces vectoriels ; il reste à
vérifier que ϕ−1 est continue ; cela revient à montrer que pour tout γ ∈ Γ, la partie
ϕUγ = {ae | v(a) > 0} est un voisinage de 0 dans E (remarque 9.3(ii)). Prenons aγ ∈ K
avec v(aγ) = γ ; comme E est séparé, il existe un voisinage U ′ de 0 dans E tel que
aγe /∈ U ′. Choisissons ν ∈ Γ et un voisinage U ′′ de 0 dans E tel que Uν · U ′′ ⊂ U ′,
et noter que K× ∩ Uν ̸= ∅, car v est non triviale. Soit alors b ∈ K× ∩ Uν ; montrons
que bU ′′ ⊂ ϕUγ . En effet, supposons par l’absurde qu’il existe a ∈ K avec v(a) ≤ γ et
ae ∈ bU ′′ ; il vient v(aγa−1b) = γ+v(b)−v(a) > ν, d’où aγe = (aγa

−1b)·(ab−1e) ∈ Uν ·U ′′,
donc aγe ∈ U ′, contradiction.

Partie (ii) : Munissons aussi E/H de la topologie induite par la projection πH :
E → E/H ; alors E/H est un K-espace vectoriel topologique séparé, car H est fermé
(exercice 9.9(i) et proposition 9.12(iii)). Or, évidemment ψ est un isomorphisme continu
de K-espaces vectoriels ; il reste à vérifier que ψ−1 est continue. Soit πL : H ⊕ L → L
la projection canonique ; il existe un unique isomorphisme de K-espaces vectoriels ω :
E/H

∼→ L tel que ω◦πH = λL := πL◦ψ−1, et (i) entraîne aisément que ω est continu, donc
de même pour λL : E → L. Ainsi, l’application λH : E → H telle que λH(e) := e−λL(e)
pour tout e ∈ E est continue, donc de même pour l’application λ : E → H ⊕ L telle que
λ(e) := (λH(e), λL(e)) pour tout e ∈ E. Mais on voit aussitôt que λ = ψ−1.

Partie (iii) : On raisonne par récurrence sur n ∈ N. Le cas n ≤ 1 suit aussitôt de (i).
Soit donc n > 1, et supposons que l’assertion soit connue pour tout K-espace vectoriel
de dimension n − 1. Munissons H := ω(Kn−1 × {0}) et L := ω({(0, . . . , 0)} ×K}) des
topologies induites par E ; par (i) et par hypothèse de récurrence, ω se restreint en des
isomorphismes de K-espaces vectoriels topologiques Kn−1 ∼→ H et K ∼→ L. Alors, H
est complet, car K est complet (exercice 9.31), donc H est une partie fermée de E ;
d’après (ii), on déduit que ω est la composition d’isomorphismes de K-espaces vectoriels
topologiques Kn−1 ⊕K ∼→ H ⊕ L ∼→ E.

Partie (iv) : Soit F ⊂ E un K-sous-espace vectoriel de dimension finie il suffit de
vérifier que F est complet, pour la topologie induite par E. Mais cela suit aussitôt de
(iii) et de l’exercice 9.31, car K est complet.

Problème 9.56, partie (i) : Cela est un cas particulier du lemme général suivant :

Lemme 9.120. Soient A un anneau, I ⊂ A un idéal tel que m := rad(I) est un idéal
maximal. Munissons A (resp. Am) de la topologie I-adique (resp. IAm-adique). La loca-
lisation j : A→ Am induit un isomorphisme d’anneaux topologiques complets

ȷ̂ : Â
∼→ Âm.

Démonstration. D’après la proposition 9.50, on a des isomorphismes naturels d’anneaux
topologiques

Â
∼→ lim

n∈N
A/In Âm

∼→ lim
n∈N

Am/I
nAm
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et on voit aisément que ces isomorphismes identifient ȷ̂ avec la limite du système projectif
d’homomorphismes d’anneaux (j⊗AA/In : A/In → Am/I

nAm |n ∈ N). Il suffit alors de
montrer que j⊗AA/In est un isomorphisme pour tout n ∈ N. Mais l’isomorphisme naturel
Am/I

nAm
∼→ (A/In)m identifie j ⊗A A/In avec la localisation jn : A/In → (A/In)m ;

donc il suffit de montrer que pour tout a ∈ A \m, la classe a ∈ A/In de a est un élément
inversible. Mais comme rad(In) = m, le nilradical de A/In est l’idéal maximal m/In,
donc ce dernier est l’unique idéal premier de A/In (corollaire 1.53), et l’assertion suit du
corollaire 1.35(ii). □

Partie (ii) : Noter que l’application a 7→ aq est un automorphisme du groupe abélien
(Z/pZ)× de cardinalité p−1. Noter aussi que l’inclusion ZpZ → Zp induit un isomorphisme
de corps résiduels Z/pZ ∼→ Zp/pZp (problème 9.53(iv)). Ainsi, il existe x1 ∈ Z tel que
xq1 ≡ u (mod pZp). Or, soient n ∈ N \ {0} et xn ∈ Zp vérifiant la congruence : xqn ≡ u
(mod pnZp). En particulier, xn ∈ Z×p . Remarquons que :

(xn + pna)q ≡ xqn + qxq−1n pna (mod pn+1Zp) ∀a ∈ Zp.

Comme q ∈ Z×p , on a an := (u−xqn)/(pnqxq−1n ) ∈ Zp, et si l’on pose xn+1 := xn+p
nan, il

vient ainsi : xqn+1 ≡ u (mod pn+1Zp). Evidemment (xn |n ∈ N) est une suite de Cauchy
dans Zp, et sa limite x ∈ Zp vérifie l’identité xq = u.

Il reste à prouver l’unicité de x dans Zp. Soient alors x, y ∈ Zp avec yq = u = xq, et
notons x, y, u ∈ (Z/pZ)× les classes de x, y et u ; comme xq = yq, on a x = y ; d’autre
part, si x ̸= y, le polynôme P := T q − u ∈ Zp[T ] est divisible par (T − x)(T − y), donc le
polynôme P := T q − u ∈ Z/pZ[T ] est divisible par (T − x)2. Mais P n’a aucune racine
multiple, car pgcd(P , P ′) = 1 ; contradiction.

Partie (iii) : On déduit de (ii) que le groupe abélien Z×p est q-divisible, i.e. l’applica-
tion : x 7→ xq est un endomorphisme surjectif de Z×p . Soit U le sous-groupe q-divisible
maximal de Q×p ; comme la valuation v̂p : Q×p → Z est un homomorphisme de groupes,
v̂p(U) est un sous-groupe q-divisible de Z, i.e. v̂p(a) = 0 pour tout a ∈ U . On a ainsi
U = Z×p . Or, soit ϕ un endomorphisme du corps Qp ; on voit aisément que ϕ(Z×p ) est
alors un sous-groupe q-divisible de Q×p , i.e. ϕ(Z×p ) ⊂ Z×p . Mais tout élément de Q×p s’écrit
sous la forme pnu avec n ∈ Z et u ∈ Z×p , donc ϕ(pnu) = pnϕ(u), i.e. v̂p ◦ ϕ = v̂p. En
particulier, ϕ est continu pour la v̂p-topologie de Qp, et ϕ(x) = x pour tout x ∈ Q.
Comme Q est une partie dense de Qp pour la v̂p-topologie, il vient ϕ = IdQp (exercice
1.26(iv)).

Exercice 9.57 : On va exhiber une suite ((Gn, Hn) |n ∈ N) de couples de polynômes
unitaires de A[X] tels que :

F −GnHn , Gn+1 −Gn , Hn+1 −Hn ∈ mn+1A[X] ∀n ∈ N.

On raisonne par récurrence sur n : choisissons d’abord deux polynômes unitaires ar-
bitraires G0, H0 tels que π(G0) = g et π(H0) = h ; ainsi F − G0H0 ∈ mA[X]. Sup-
posons maintenant que pour n ∈ N, on a déjà trouvé ((Gi, Hi) | i = 0, . . . , n) avec
F − GiHi ∈ mi+1A[X] pour i = 0, . . . , n et Gi+1 − Gi, Hi+1 − Hi ∈ mi+1A[X] pour
i = 0, . . . , n − 1. Noter que les conditions entraînent les identités : degX Gn = degX g,
degX Hn = degX h et degX g + degX h = d := degX F ; écrivons donc :

F −GnHn = a0 + a1X + · · ·+ ad−1X
d−1 avec a0, . . . , ad−1 ∈ mn+1.

Comme pgcd(g, h) = 1, pour tout j = 0, . . . , d− 1 il existe pj(X), qj(X) ∈ k[X] tels que
pjg+qjh = Xj ; la division euclidienne fournit bj(X), rj(X) ∈ k[X] tels que pj = bjh+rj
et degX rj < degX h, et si l’on remplace pj par rj et qj par qj + bjg, on peut supposer
que degX pj < degX h pour tout j = 0, . . . , d−1. Il vient : degX qjh = degX(Xj−pjg) <
degX F , d’où degX qj < degX g, pour j = 0, . . . , d − 1. Pour j = 0, . . . , d − 1 prenons
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Pj , Qj ∈ A[X] tels que

degX Pj = degX pj degX Qj = degX qj π(Pj) = pj π(Qj) = qj .

Avec Gn+1 := Gn +
∑d−1
j=0 ajQj et Hn+1 := Hn +

∑d−1
j=0 ajPj , on voit aisément que

F − Gn+1Hn+1 ∈ mn+2A[X], et évidemment Gn+1 − Gn, Hn+1 − Hn ∈ mn+1A[X] (les
détails sont laissés aux soins du lecteur). Or, (Gn |n ∈ N) et (Hn |n ∈ N) sont des suites
de Cauchy pour la topologie m-adique de A[X], et convergent vers G,H ∈ A[X] uni-
taires, car A est m-adiquement complet et séparé. Par construction, F = GH, π(G) = g
et π(H) = h.

Exercice 9.69 : Soient a, b ∈ A \ {0} ; les hypothèses entraînent qu’il existe des
uniques n,m ∈ Z tels que a ∈ An \ An+1 et b ∈ Am \ Am+1. Par suite, les images
a ∈ grnA, b ∈ grmA de a et b sont ̸= 0. Puisque gr•A est intègre, il vient a · b ̸= 0, d’où
ab ̸= 0, et cela montre que A est intègre.

Exercice 9.74 : Soient A0 ⊂ A un sous-anneau de définition, I0 ⊂ A0 un idéal de
définition, et (xλ |λ ∈ Λ) un système fini de générateurs de I0. Disons que B =

∑n
i=1Abi

pour une suite finie b1, . . . , bn d’éléments de B, avec b1 = 1, et soit π : An → B la
surjection A-linéaire telle que π(a1, . . . , an) :=

∑n
i=1 aibi pour tous a1, . . . , an ∈ A. On a

un système (cijk | i, j, k = 1, . . . , n) d’éléments de A avec :

bibj = cij1b1 + · · ·+ cijnbn ∀i, j = 1, . . . , n.

Quitte à remplacer I0 par Ir0 pour un r ∈ N \ {0} convenable, on peut supposer que
I0cijk ⊂ A0 pour tous i, j, k = 1, . . . , n. Soit B0 ⊂ B le A0-sous-module engendré par
{1}∪{bixλ | i = 2, . . . , n; λ ∈ Λ} ; on vérifie aisément que B0 est un sous-anneau de B, et
de plus J := π(I0×· · ·×I0) ⊂ B0, donc B0 est une partie ouverte de (B,T A

B ) (proposition
9.12(i) et corollaire 9.26(i,ii)). On voit aisément que J est un idéal de B0, et évidemment
I0B0 ⊂ J . En dernier lieu, (π(Ik0 × · · · × Ik0 ) | k ∈ N) est un système fondamental de
voisinages ouverts de 0 dans B, et pour tout k ∈ N on a π(Ik+1

0 × · · · × Ik+1
0 ) = Ik0 J ;

par suite, la topologie de B0 induite par l’inclusion dans (B,T A
B ) est I0B0-adique. Ainsi,

(B,T A
B ) est un anneau de Huber avec sous-anneau de définition B0 et idéal de définition

I0B0, et l’homomorphisme structurel A→ B se restreint en un homomorphisme adique
d’anneaux A0 → B0.

Exercice 9.75 : Evidemment, tout anneau de Tate A ̸= 0 est un anneau de Huber non
discret, car si la topologie de A est discrète, A◦◦ = {0}. Réciproquement, supposons que
(K,TK) soit un anneau de Huber ; noter que V est un sous-anneau ouvert et borné pour
la v-topologie de K, donc il est un sous-anneau de définition (proposition 9.71), et ainsi
TV coïncide avec la topologie I-adique, pour un idéal de type fini I ⊂ V . Un tel idéal
est principal, disons I = sV , avec s ̸= 0 si la topologie TK est non discrète ; mais alors
s ∈ K× ∩K◦◦, donc K est un anneau de Tate.

Problème 9.76 : Soit a ∈ A◦, de sorte qu’il existe une partie finie S ⊂ Γ et pour
tout γ ∈ S un élément homogène aγ ∈ Aγ avec

∑
γ∈S aγ = a ; il suffit de montrer que

aγ ∈ A◦ pour tout γ ∈ S, et pour cela on raisonne par récurrence sur la cardinalité c de
S. L’assertion est triviale si c ≤ 1. Soit donc c > 1, et supposons que l’assertion soit déjà
connue pour tout élément de A◦ qui est somme de c− 1 éléments homogènes. Puisque Γ
est sans torsion, S engendre un sous-groupe ∆ abélien libre, disons de rang r ; fixons alors
un isomorphisme de groupes ω : Zr ∼→ ∆, munissons Zr de son ordre lexicographique
(voir l’exemple 8.4(i)), et ∆ de l’ordre induit par (Zr,≤) via ω. Soit ensuite δ l’élément
minimal de S ; on voit aussitôt que an − anδ ∈

⊕
γ>nδ Aγ , pour tout n ∈ N. D’autre

part, noter que I0 admet un système fini de générateurs homogènes f1, . . . , fk, et par
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hypothèse il existe m ∈ N tel que anfmi ∈ A0 pour tout n ∈ N. Disons que fi ∈ Aγi pour
i = 1, . . . , k ; il vient fmi (an − anδ ) ∈

⊕
γ>mγi+nγ

Aγ , donc fmi anδ ∈ A0,mγi+nδ pour tout
n ∈ N, et en particulier aδ ∈ A◦. Par suite a − aδ ∈ A◦ ; mais a − aδ est un somme de
c − 1 éléments homogènes, donc toutes ses composantes homogènes sont dans A◦, par
hypothèse de récurrence, et alors il en est de même pour a.

Exercice 9.81, partie (i) : Soient a, b ∈ U ; il vient (1+a)(1+b) = 1+a+b+ab ∈ 1+U ;
ainsi, il ne reste qu’à montrer que (1 − a)−1 ∈ U . Or, comme U est ouvert dans A◦◦, il
existe n ∈ N tel que :

1/(1− a)− (1 + a+ · · ·+ an) = an+1/(1− a) ∈ U

d’où l’assertion, car a+ · · ·+ an ∈ U .
Partie (ii) : Soient A0 ⊂ A un sous-anneau de définition, et I0 ⊂ A0 un idéal de

définition ; on pose S := 1 + I0 et :

A0,loc := S−1A0 Aloc := S−1A.

Munissons A0,loc de sa topologie I0A0,loc-adique T loc
A0

, et Aloc de l’unique topologie T loc
A

telle que l’inclusion (A0,loc,T loc
A0

) → (Aloc,T loc
A ) soit un homomorphisme ouvert de

groupes additifs. Autrement dit, la famille (In0A0,loc |n ∈ N) est un système fondamental
de voisinages ouverts de 0 dans Aloc. On doit vérifier que (Aloc,T loc

A ) est un anneau
topologique ; d’après l’exercice 9.10(iii), cela revient à montrer que pour tout n ∈ N et
tout x, y ∈ Aloc il existe m ∈ N tel que

(∗) (x+ Im0 A0,loc) · (y + Im0 A0,loc) ⊂ xy + In0A0,loc.

Or, écrivons x = a/(1 + s), y = b/(1 + t) avec a, b ∈ A et s, t ∈ I0 ; comme I0 ⊂ A◦◦, et
que I0 est un idéal de type fini, on voit aisément qu’il existe k ∈ N tel que aIk0 , bIk0 ⊂ In0 :
les détails sont laissés aux soins du lecteur. La condition (∗) est alors vérifiée avec m :=
max(k, n). Par construction, A0,loc et Aloc sont des anneaux de Huber, et la localisation
A0 → A0,loc est adique, donc de même pour la localisation j : A → Aloc (proposition
9.78(iii)). D’après l’exercice 9.21(v), pour vérifier que Aloc est topologiquement local, il
suffit de montrer que A0,loc est topologiquement local. Soit donc a ∈ A◦◦0,loc ; il existe
n ∈ N avec an+1 ∈ I0A0,loc, i.e. an+1 = b/(1 + t) pour certains b, t ∈ I0. Il vient

1− an+1 = (1 + t− b)/(1 + t) ∈ A×0,loc
et en raisonnant comme dans la solution de l’exercice 9.21(v) on déduit que 1−a ∈ A×0,loc,
d’où a ∈J (A0,loc), comme souhaité. En dernier lieu, soit f : A→ B un homomorphisme
continu d’anneaux topologiques, avec B topologiquement local ; comme I0 ⊂ A◦◦, on a
f(I0) ⊂ B◦◦, d’où f(1 + a) ∈ (B◦)× ⊂ B× pour tout a ∈ I0. Donc f se factorise à
travers un unique homomorphisme d’anneaux floc : Aloc → B. Il reste à vérifier que floc
est continu ; pour cela, soit V ⊂ B◦◦ un sous-groupe additif ouvert tel que V · V ⊂ V , et
k ∈ N tel que f(Ik0 ) ⊂ V ; noter que dans Aloc on a :

a/(1− t) = a(1 + t+ · · ·+ tk−1)/(1− tk) ∀a ∈ A,∀t ∈ I0
donc :

floc(S
−1Ik0 ) = floc((1 + Ik0 )

−1 · Ik0 ) ⊂ (1 + V )−1 · V = (1 + V ) · V ⊂ V

compte tenu de (i), d’où l’assertion.
Partie (iii) : Avec la notation de la solution de (ii), on a (A◦)loc = S−1(A◦), qui est

naturellement identifié à un sous-anneau de Aloc = S−1A contenu dans (S−1A)◦, et sous
cette identification, j◦loc correspond à l’inclusion. En particulier, j◦loc est injectif, et il reste
à vérifier qu’il est surjectif. Soit ainsi a/s ∈ (S−1A)◦, pour quelque a ∈ A et s ∈ S ; il suffit
de montrer que a ∈ A◦. Mais par construction, s ∈ A◦, donc s/1 ∈ S−1(A◦) ⊂ (S−1A)◦,
d’où a/1 ∈ (S−1A)◦. Cela revient à dire que pour tout n ∈ N il existe m ∈ N tel que
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Im0 · (ak/1) ⊂ S−1In0 pour tout k ∈ N, et on peut supposer que m ≥ n. Soit (xλ |λ ∈ Λ)
un système fini de générateurs de Im0 ; alors pour tous λ ∈ Λ et k ∈ N il existe sλ,k ∈ S
tel que sλ,kxλak ∈ In0 . D’autre part, en raisonnant comme dans la solution de (ii), pour
tous λ ∈ Λ et k ∈ N on trouve tλ,k ∈ S et bλ,k ∈ I0 tel que tλ,ksλ,kak = ak + bλ,k (les
détails sont laissés aux soins du lecteur) ; ainsi tλ,ksλ,kxλak = xλ(a

k + bλ,k) ∈ In0 , d’où
xλa

k ∈ In0 pour tous λ ∈ Λ et k ∈ N, et finalement Im0 {ak | k ∈ N} ⊂ In0 , d’où l’assertion.
Partie (iv) : Gardons la notation ci-dessus. On sait déjà que

A◦◦ · (Aloc)
◦ = A◦◦ · (A◦)loc = S−1(A◦◦)

et j◦◦loc est injective. Pour la surjectivité, soit a/s ∈ (Aloc)
◦◦ ; comme s ∈ A◦, il vient

a/1 ∈ (Aloc)
◦◦. Cela revient à dire que pour tout n ∈ N il existe k ∈ N tel que ak/1 ∈

S−1In0 , i.e. il existe s ∈ S tel que sak ∈ In0 . Mais, en raisonnant comme dans la solution
de (ii), on trouve t ∈ S et b ∈ In0 tel que tsak = ak+b, par suite ak ∈ In0 , d’où l’assertion.

Partie (v) : D’après le lemme 9.5(i,ii), (A,TA) est un anneau topologique, et πA est
une application ouverte ; avec A0 et I0 comme ci-dessus, il s’ensuit que A0 := πA(A0) est
un sous-anneau ouvert de A, l’image I0 de I0 dans A0 est un idéal ouvert, et la topologie
de A0 induite par TA est I0-adique, d’où l’assertion.

Exercice 9.88, partie (i) : D’après l’exercice 9.49(ii), Ĉ est l’adhérence de l’image C de
C dans Â ; d’autre part, Ĉ contient le sous-anneau ouvert et fermé B̂ ·C de Â (proposition
9.12(i)), donc Ĉ = B̂ ·C. Cela montre que Ĉ est entier sur B̂, et on est ramené à vérifier
que B est intégralement clos dans A ⇔ B̂ est intégralement clos dans Â. Or, si B est
intégralement clos dans A, soit a ∈ Â entier sur B̂ ; on choisit un polynôme unitaire
P (T ) ∈ B̂[T ] avec P (a) = 0. Comme B est un sous-anneau ouvert de A, on trouve
a′ ∈ A et un polynôme unitaire Q(T ) ∈ B[T ] tels que

jA(a
′)− a, P (jA(a′)), jA(Q(a′))− P (jA(a′)) ∈ B̂

(avec jA : A→ Â l’application de complétion). Il vient Q(a′) ∈ j−1A (B̂) = B (observation
9.40(ii)). On pose R(T ) := Q(T ) − Q(a′) ; donc R(T ) ∈ B[T ] et R(a′) = 0, d’où, par
hypothèse, a′ ∈ B. On conclut que a ∈ B̂, comme souhaité. Réciproquement, si B̂ est
intégralement clos dans Â, soit a ∈ A entier sur B. On déduit aisément que jA(a) est
entier sur B̂, d’où jA(a) ∈ B̂, donc a ∈ j−1A (B̂) = B ; cela montre que B est intégralement
clos dans A.

Partie (ii) : Soient a ∈ A, S := {an |n ∈ N}, et U, V ⊂ A des sous-groupes ouverts ;
puisque j−1A (Û) = U (observation 9.40(ii)), on a S · V ⊂ U ⇔ jA(S) · V̂ ⊂ Û . Cela
entraîne que A◦ = j−1A ((Â)◦). De même, il est clair que A◦◦ = j−1A ((Â)◦◦). Il suffit alors
d’invoquer l’exercice 9.42(ii) et encore l’observation 9.40(ii).

Partie (iii) : Pour tout a ∈ A◦◦, la série
∑∞
n=0 a

n converge dans A vers un unique
élément b tel que b · (1− a) = 1. Or, b est dans l’adhérence B du sous-anneau B := Z[a]
de A, et noter que Z[a] est le sous-groupe additif de A engendré par T := {an |n ∈ N}.
Comme a ∈ A◦ (exercice 9.20(ii)), la partie T est évidemment à puissances bornées,
donc de même pour B (exercice 9.21(i) et remarque 9.19(iii)) ; en particulier, b ∈ A◦,
d’où l’assertion, compte tenu du théorème 1.50(i).

Partie (iv) : Soient H la sous-catégorie pleine de Z− AlgTop dont les objets sont les
anneaux de Huber, et Hcp.sép la sous-catégorie pleine de H des anneaux de Huber com-
plets et séparés. La remarque 9.47(iii) et la proposition 9.86(i) entraînent que l’inclusion
F : Hcp.sép →H est adjointe à droite du foncteur de complétion H →Hcp.sép : A 7→ Â.
D’autre part, si f : A → B est un morphisme de H , avec B complet et séparé, d’après
(iii) f se factorise à travers la localisation topologique iA : A→ Aloc et un unique homo-
morphisme continu d’anneaux topologiques floc : Aloc → B ; à son tour, floc se factorise à
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travers la complétion jAloc
: Aloc → Âloc et un unique homomorphisme d’anneaux topo-

logiques f̂loc : Âloc → B. Ainsi, l’association A 7→ Âloc pour tout A ∈ Ob(H ) définit un
autre adjoint à gauche de l’inclusion F . D’après l’exercice 2.14(i) (ou le lemme 2.4(i)) il
existe un unique isomorphisme ϕA : Â

∼→ Âloc tel que jAloc
◦ iA = ϕA ◦ jA, où jA : A→ Â

est la complétion ; par simple inspection, on trouve que ϕA = ı̂A.

Problème 9.107 : Soit (Mλ |λ ∈ Λ) un système fondamental de sous-modules ouverts
de M pour une topologie T séparée et A-linéaire, et pour tout n ∈ N soit πn : M →
M/mnM la projection ; posons

Jn,λ := πn(Mλ) ∀n ∈ N,∀λ ∈ Λ.

Pour tout n ∈ N, le quotient A/mn est noethérien de dimension zéro, donc il est artinien
(théorème 7.29), et par suite M/mnM est un A-module artinien (exercice 7.28(ii)) ; ainsi,
il existe λ ∈ Λ tel que Jn := Jn,λ ⊂ Jn,µ pour tout µ ∈ Λ, et il suffit de montrer que
Jn = 0 pour tout tel n. Or, il est clair que la projection A/mn+1 → A/mn induit par
restriction une surjection Jn+1 → Jn pour tout n ∈ N ; il suffira donc de vérifier que
J := limn∈N Jn = 0. Mais J est un sous-module de la complétion m-adique M̂ de M , et
puisque A est complet pour sa topologie m-adique, l’application de complétion M → M̂
est un isomorphisme (proposition 9.102(ii)) ; on peut ainsi identifier J avec un sous-
module de M , et par construction, si x ∈ J , on a x ∈Mλ+mnM pour tout λ ∈ Λ et tout
n ∈ N. Mais d’après le corollaire 9.106(ii), Mλ est une partie fermée pour la topologie
m-adique de M , donc

⋂
n∈N(Mλ +mnM) =Mλ pour tout λ ∈ Λ, et finalement

J ⊂
⋂
λ∈Λ

⋂
n∈N(Mλ +mnM) =

⋂
λ∈ΛMλ = 0

car T est séparée.

Exercice 9.108, partie (i) : Evidemment on peut supposer que A ̸= 0 ; en outre, notons
par Â la complétion I-adique de A, de sorte que M est naturellement un Â-module.
Soit alors m ⊂ A un idéal maximal, et supposons par l’absurde que I ̸⊂ m. Ainsi, il
existe a ∈ I et b ∈ m avec a + b = 1, d’où b ∈ (Â)×, car b−1 =

∑
n∈N a

n. Par suite,
M/mM = 0, d’où Mm = mMm, et alors Mm = 0 (corollaire 3.49) ; mais par hypothèse
on a AnnA(M) = 0, donc AnnAm

(Mm) = 0, car M est de type fini (remarque 3.58(ii)),
d’où Am = 0, contradiction.

Partie (ii) : Si la topologie I-adique TA,I de A est complète et séparée, il en est de
même pour TM,I , d’après la proposition 9.102(ii). Réciproquement, soit TM,I complète
et séparée ; d’après (i), on a alors I ⊂J (A). Soient m1, . . . ,mk un système fini de géné-
rateurs de M , et ϕ : A → Mk l’application A-linéaire telle que ϕ(a) := (am1, . . . , amk)
pour tout a ∈ A ; puisque M est un A-module fidèle, ϕ est injective. En outre, la to-
pologie I-adique TMk,I de Mk est évidemment complète et séparée, et ϕ(A) est une
partie fermée de Mk pour la topologie TMk,I (corollaire 9.106(ii)) ; mais TMk,I induit la
topologie I-adique sur le A-sous-module ϕ(A) ≃ A (proposition 9.100(ii)), donc TA,I est
complète et séparée (remarque 9.30(vii)).

Exercice 9.116, partie (i) : On munit A[T•] := A[T1, . . . , Tn] de sa topologie T•-adique
TT• , et on considère l’homomorphisme de A-algèbres

ψ0 : A[T•]→ A Ti 7→ ai ∀i = 1, . . . , n.

Evidemment ψ0 est surjectif, et K := Kerψ0 est l’idéal de A[T•] engendré par la suite
T1 − a1, . . . , Tn − an ; en outre, on voit aisément que la topologie I-adique sur A est
induite par TT• via ψ0, et d’après le lemme d’Artin-Rees, TT• induit sur K la topologie
T•-adique. D’après le corollaire 9.58, il vient une suite exacte courte

0→ K̂ → A[[T•]]
ψ−→ ÂI → 0
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et la topologie de ÂI est induite par celle de A[[T•]] via ψ. En outre, comme A[T•] est
noethérien, K̂ est l’idéal de A[[T•]] engendré par T1−a1, . . . , Tn−an (corollaire 9.114(ii)),
d’où l’assertion.

Partie (ii) : On a déjà observé que la topologie J-adique TA,J de A est induite par la
topologie de ÂJ via jA,J (théorème 9.39(ii)). De l’autre côté, comme In ⊂ Jn, l’idéal Jn
est ouvert dans la topologie I-adique TA,I de A pour tout n ∈ N (proposition 9.12(i)), et
donc l’identité IdA : (A,TA,I)→ (A,TA,J) est continue (remarque 9.3(ii)). Par le théo-
rème 9.39(i), on conclut que jA,J se factorise à travers jA,I : A→ ÂI et une application
unique ÂI → ÂJ comme souhaité.

Partie (iii) : On munit le A-module M := A⊕ A de la topologie linéaire TM définie
par la suite de sous-modules (In ⊕ Jn |n ∈ N). Soit i : A → M l’application A-linéaire
telle que i(a) := (a, a) pour tout a ∈ A, et munissons A et N := Coker i des topologies
TA et TN induites par TM respectivement via i et via la projection p : M → N . Par le
corollaire 9.58, on déduit une suite exacte de complétions

(∗∗) 0→ Â→ M̂ → N̂ → 0.

Or, TM est le produit des topologies I-adiques et J-adiques sur les deux facteurs respectifs
de M . De plus, la topologie TA est définie par la suite (In ∩ Jn |n ∈ N) et l’application
M → A : (a, a′) 7→ a−a′ induit un isomorphisme N ∼→ A identifiant TN avec la topologie
Z-linéaire T ′A de A définie par (In + Jn |n ∈ N). On remarque :

— (I + J)2n ⊂ In + Jn ⊂ (I + J)n pour tout n ∈ N, donc T ′A est la topologie
(I + J)-adique de A.

— Par le lemme d’Artin-Rees, pour tout n ∈ N il existe k ∈ N avec (I ∩ J)n+k ⊂
In+k ∩ Jn ⊂ (IJ)n ⊂ (I ∩ J)n, donc TA est la topologie (I ∩ J)-adique de A.

Finalement, on conclut que (∗∗) est naturellement isomorphe à la suite

0→ ÂI∩J
î−→ ÂI ⊕ ÂJ

p̂−→ ÂI+J → 0

(exercice 9.43). On déduit aisément que le diagramme (∗) est cartésien ; il est en outre
cocartésien dans la catégorie A −Mod. Pour vérifier qu’il est aussi cocartésien dans la
catégorie des anneaux topologiques séparés, considérons un anneau topologique B sé-
paré avec deux homomorphismes continus d’anneaux f : ÂI → B et g : ÂJ → B tels
que f ◦ ϕI∩J,I = g ◦ ϕI∩J,J ; on sait déjà qu’il existe une unique application A-linéaire
h : ÂI+J → B telle que f = h ◦ ϕI,I+J et g = h ◦ ϕJ,I+J , et il reste à vérifier que h est
un homomorphisme continu d’anneaux. Pour la continuité, soit U ⊂ B un voisinage de
0, et choisissons un voisinage U ′ ⊂ U de 0 dans B avec U ′+U ′ ⊂ U ; puisque f et g sont
continus, il existe n ∈ N tel que f(InÂI), g(JnÂJ) ⊂ U ′, et alors K := p̂(InÂI ⊕ JnÂJ)
est un voisinage de 0 dans ÂI+J avec h(K) ⊂ U , d’où l’assertion. En dernier lieu, noter
que l’image A de A est un sous-anneau dense de ÂI+J , et par construction, h se restreint
en un homomorphisme d’anneaux A→ B ; en vertu de l’exercice 1.26(iv) et de la conti-
nuité de h, il s’ensuit aisément que h est un homomorphisme d’anneaux.

Exercice 9.117, partie (i) : Soit j : A → Â l’application de complétion ; montrons
d’abord que hM := j ⊗A M : M → M∗ := Â ⊗A M induit un isomorphisme Â-linéaire
des complétions I-adiques ĥM : M̂

∼→ M̂∗. D’après la proposition 9.50, il suffit de montrer
que pour tout n ∈ N, l’homomorphisme A/In⊗AhM :M/InM →M∗/InM∗ est bijectif,
et on est ramené aussitôt à vérifier que A/In⊗A j est un isomorphisme pour tout n ∈ N.
Cela suit du corollaire 9.61(ii). De même, hP : P → P ∗ := Â⊗AP induit un isomorphisme
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des complétions I-adiques ĥP : P̂
∼→ P̂ ∗, et on déduit un diagramme commutatif de Â-

modules dont les flèches verticales sont des isomorphismes :

M ⊗A P̂
fM,P //

M⊗AĥP ��

M⊗̂AP

ĥM⊗AP��
M∗ ⊗Â P̂

∗ fM∗,P∗ // M∗⊗̂ÂP
∗

(noter l’identification naturelle M∗ ⊗Â P ∗
∼→ (M ⊗A P )∗). Il suffit donc de montrer

que fM∗,P∗ est un isomorphisme, et compte tenu de la remarque 3.74(vi), on peut ainsi
remplacer A, I,M et P par Â, IÂ,M∗ et P ∗, ce qui permet de supposer que A soit
noethérien, d’après le théorème 9.113. Ensuite, considérons une suite exacte de A-modules
de type fini

Σ : 0→M1
i−→M2 →M3 → 0.

On va montrer d’abord que la suite induite de complétions I-adiques :

Σ⊗̂AP : 0→M1⊗̂AP →M2⊗̂AP →M3⊗̂AP → 0

est encore exacte. En effet, la suite Σ⊗AP est évidemment exacte, car P est un A-module
plat ; au vu du corollaire 9.58 et de la proposition 9.12(iii), il suffit alors de montrer que
la topologie I-adique de M1⊗A P est induite par celle de M2⊗A P via i⊗A P . Mais par
la proposition 9.100(ii), il existe k ∈ N tel que

InM2 ∩M1 ⊂ In−kM1 ⊂ In−kM2 ∩M1 ∀n ≥ k.

Comme P est un A-module plat, il s’ensuit aussitôt que :

In(M2 ⊗A P ) ∩ (M1 ⊗A P ) ⊂ In−k(M1 ⊗A P ) ⊂ In−k(M2 ⊗A P ) ∩ (M1 ⊗A P ) ∀n ≥ k

d’où l’assertion. Or, soient ϕ : An → M une surjection A-linéaire, et M ′ := Kerϕ. Par
ce qui précède, on obtient un diagramme commutatif de Â-modules :

M ′ ⊗A P̂ //

fM′,P ��

An ⊗A P̂ //

fAn,P��

M ⊗A P̂ //

fM,P��

0

0 // M ′⊗̂AP // An⊗̂AP // M⊗̂AP // 0

dont la ligne horizontale en bas est exacte courte, et dont la ligne horizontale en haut est
exacte à droite. On voit aisément que fAn,P est un isomorphisme, et on déduit aussitôt
que fM,P est surjective, pour tout A-module M de type fini. Mais M ′ est un A-module
de type fini, car A est noethérien (proposition 6.64), donc fM ′,P est surjective. D’autre
part, le lemme du serpent fournit la suite exacte : Ker fAn,P → Ker fM,P → Coker fM ′,P .
Cela montre que fM,P est bien un isomorphisme.

Partie (ii) : On vient de voir que hP : P → P ∗ induit un isomorphisme des complé-
tion I-adiques ; quitte à remplacer A et P par Â et P ∗, on peut alors supposer que A
soit noethérien, et il suffit de montrer que dans ce cas P̂ est un A-module plat. Pour
cela, soit i : J → A l’inclusion d’un idéal ; par la proposition 3.78, on doit vérifier que
i⊗A P̂ : J ⊗A P̂ → P̂ est une injection. Mais avec (i), cette application est naturellement
identifiée avec la complétion I-adique i⊗̂AP : J⊗̂AP → P̂ de i⊗A P , et comme J est de
type fini, la preuve de (i) montre que i⊗̂AP est injective.

Problème 9.118, partie (i) : Posons A := A/I, et pour tout A-module N , notons
par N̂ la complétion J-adique de N . Si M est plat, l’exercice 9.117(i) entraîne que
l’application A-linéaire naturelle M̂/IM̂ → M̂ est un isomorphisme, et de même si
M est de type fini, d’après les corollaires 9.114(i,ii) et 9.58. Par suite, chaque de ces
deux conditions entraîne que si TM,J est complète et séparée, il en est de même pour
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TM,J . Réciproquement, supposons que TM,J soit complète et séparée ; si M est de type
fini, posons A0 := A/AnnA(M). Alors M est un A0-module fidèle de type fini, donc
la topologie J-adique de A0 est complète et séparée (exercice 9.108(ii)), et par suite il
en est de même pour la topologie J-adique de tout A0-module de type fini (proposition
9.102(ii)). En particulier, noter que, pour tout n ∈ N, le A-module Qn := InM/In+1M
est un quotient du A0-module In/In+1⊗AM , et donc sa topologie J-adique est complète
et séparée ; par suite, l’application naturelle Qn → Â ⊗A Qn est un isomorphisme pour
tout n ∈ N (proposition 9.102(i)). Posons aussi Mn :=M/InM pour tout n ∈ N ; compte
tenu des suites exactes courtes :

0→ Qn →Mn+1 →Mn → 0 ∀n ∈ N

et puisque Â est une A-algèbre plate (corollaire 9.103(i)), par une simple récurrence on
déduit que l’application naturelle ϕn :Mn → Â⊗AMn

∼→ M̂/InM̂ est un isomorphisme
pour tout n ∈ N. Or, la limite ϕ du système (ϕn |n ∈ N) est un isomorphisme de la
complétion I-adique de M avec la complétion I-adique de M̂ ; mais la topologie I-adique
de M̂ est complète et séparée, d’après la proposition 9.63, donc ϕ est un isomorphisme
M
∼→ M̂ , d’où l’assertion, dans ce cas.

En dernier lieu, si M est plat, il en est de même pour M̂ (exercice 9.117(ii)) ; compte
tenu des suites exactes courtes :

0→ In := In/In+1 → A/In+1 → A/In → 0 ∀n ∈ N
on déduit pour tout n ∈ N un diagramme commutatif de A-modules

In ⊗AM
∼ //

��

In ⊗AM // In ⊗A M̂/IM̂
∼ // In ⊗A M̂

��
Qn // InM̂/In+1M̂

dont les flèches verticales sont des isomorphismes. D’autre part, comme par hypothèse
TM,J est complète et séparée, l’exercice 9.117(i) nous dit que l’application naturelle
M → M̂/IM̂ est un isomorphisme ; ainsi, la composition des flèches horizontales en haut
est un isomorphisme, donc de même pour la flèche horizontale en bas. Par une simple
récurrence, on déduit alors que ϕn est encore un isomorphisme pour tout n ∈ N, et on
conclut comme dans le cas précédent.

Partie (ii) : Notons aussi par ÂI la complétion I-adique de A ; si M est de type fini
(resp. si M est plat), M̂I est un ÂI -module de type fini, d’après la proposition 9.102(i)
(resp. un ÂI -module plat, d’après l’exercice 9.117(ii)). En outre, d’après le corollaire
9.61(ii), l’application naturelle M/IM → M̂I/IM̂I est un isomorphisme, donc la topo-
logie J-adique de M̂I/IM̂I est complète et séparée, et alors il en est de même pour la
topologie J-adique de M̂I , d’après (i). Par le théorème 9.39(i), il existe alors une unique
application A-linéaire β : M̂J → M̂I dont la composition avec la complétion J-adique
iM,J : M → M̂I coïncide avec la complétion I-adique iM,I : M → M̂I . De même, par
définition on a α ◦ iM,I = iM,J , d’où :

α ◦ β ◦ iM,J = iM,J et β ◦ α ◦ iM,I = iM,I

et les propriétés universelles de iM,I et iM,J entraînent alors que α ◦β = Id
M̂J

et β ◦α =

Id
M̂I

, d’où l’assertion.
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PLUSIEURS thèmes développés dans notre cours convergent et trouvent leur abou-
tissement ici. Le lemme d’Artin-Rees intervient crucialement dans la section 10.4,

pour la preuve de l’important critère local de platitude. A son tour, ce dernier ouvre la
voie à diverses questions portant sur le lieu de platitude d’un A-module M , surtout dans
des situations relatives, i.e. lorsque M est de type fini sur une A-algèbre B. Notamment,
pour A noethérien et B de type fini, on montrera que l’ensemble des idéaux premiers
q ⊂ B tels que Mq soit un A-module plat, est une partie ouverte de SpecB (proposition
10.56) ; puis, d’après le problème 10.61, on pourra relâcher les hypothèses noethériennes,
quitte à supposer que M et B soient de présentation finie. On reconnaitra en le théorème
de platitude générique de la section 6.5 un précurseur de ces énoncés : comme celui-ci, ils
ne sont qu’un aspect d’une plus ample avenue centrale de l’algèbre commutative, bâtie
principalement par A.Grothendieck au milieu des années 60, et pour laquelle le chapitre
IV de ses Eléments [16] est encore la seule référence systématique.

Un autre théorème important de la quatrième section établit la compatibilité du lieu
de platitude avec les limites inductives de A-algèbres (théorème 10.59) ; les preuves de
tous ces résultats font un usage intensif des méthodes homologiques ; en particulier, ils
requièrent une investigation préalable du comportement des foncteurs TorA• vis-à-vis des
extensions des scalaires A→ B : la section 10.3 recueilli ces préliminaires de nature assez
technique.

La section 10.1 prolonge le thème du spectre valuatif amorcé dans les leçons précé-
dentes : on associe à chaque anneau topologique A son spectre des valuations continues
Cont(A), un sous-espace du spectre valuatif de A, muni d’un faisceau de fonctions algé-
briques OCont(A) qui en fait un espace localement annelé ; cette construction est surtout
intéressante quand A est un anneau de Huber, car dans ce cas Cont(A) est un espace
spectral. La section 10.2 associe un spectre adique SpaA à tout anneau affinoïde, i.e. à
tout couple A := (A,A+) constitué d’un anneau A de Huber, et d’un sous-anneau ouvert
A+ ⊂ A d’éléments à puissances bornées ; il s’agit d’une partie pro-constructible dense
de l’espace topologique Cont(A), et il devient même un espace localement annelé, avec
la restriction OSpaA du faisceau OCont(A). Ce faisceau admet le sous-faisceau O+

SpaA des
fonctions algébriques entières, d’où encore un espace localement annelé (SpaA,O+

SpaA) ;
le dernier résultat de la section 10.2 établit un isomorphisme naturel entre un certain
sous-espace annelé ouvert de cet espace et la limite inverse d’un système d’éclatements
du schéma SpecA+ : voir la proposition 10.31 pour l’énoncé précis.

La cinquième section revisite d’abord un lemme de pincement déjà vu au §6.4.1 : encore
une fois, la lumière apportée par la technologie homologique permet de le débarrasser
de quelques hypothèses superflues. Ce lemme de pincement amelioré, les renseignements
sur le lieu de platitude de la section précédente, et la présentation par éclatements de la
partie analytique du spectre adique (proposition 10.31) sont les ingrédients principaux
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pour démontrer le théorème 10.72 de Gruson et Raynaud, suivant une idée esquissée
par K.Fujiwara il y a une vingtaine d’années [27]. On verra quelques applications de ce
théorème dans la dernière leçon de notre cours.

10.1. Valuations continues. Cette section est consacrée à la théorie de R.Huber du
spectre des valuations continues sur les anneaux topologiques.

Tout d’abord, soit (Γ,+, 0,≤) un groupe abélien ordonné quelconque ; on prolonge
l’ordre et la loi d’addition de Γ à l’ensemble Γ◦ comme dans la définition 8.1(i), et on
munit Γ◦ de sa ◦-topologie, i.e. la topologie engendrée par les parties :

{γ} et Uγ := {δ ∈ Γ◦ | δ > γ} ∀γ ∈ Γ.

Donc, toute partie de Γ est ouverte pour la ◦-topologie, et une partie de U ⊂ Γ◦ avec
+∞ ∈ U est ouverte si et seulement s’il existe γ ∈ Γ tel que Uγ ⊂ U .

Remarque 10.1. Soit f : (Γ,≤)→ (Γ′,≤′) un morphisme de groupes ordonnés (définition
8.1(ii)) ; alors f se prolonge en un morphisme f◦ : Γ◦ → Γ′◦ d’ensembles totalement
ordonnés, avec f◦(+∞) := +∞, mais f◦ n’est pas forcément une application continue
pour les ◦-topologies ; par exemple on a :

(a) Si f est l’inclusion d’un sous-groupe Γ ⊂ Γ′, soit ∆ l’enveloppe convexe de Γ dans
Γ′, i.e. l’intersection des sous-groupes convexes de Γ′ contenant Γ ; alors f◦ est
continue si et seulement si ∆ = Γ′. Si cette condition est vérifiée, la ◦-topologie de
Γ est induite via f par la ◦-topologie de Γ′.

(b) Si Γ′ = Γ/∆ pour un sous-groupe propre convexe ∆ ⊂ Γ, et si f est la projection,
alors f◦ est continue pour les ◦-topologies (voir l’exercice 8.5(ii)).

(c) D’autre part, si Γ′ = {0} et si Γ ̸= {0}, alors f◦ n’est pas continue.

(d) Signalons aussi que pour tout sous-groupe convexe ∆ ⊂ Γ, la rétraction ρ◦ : Γ◦ →
∆◦ de l’inclusion ∆◦ → Γ◦ définie comme dans le problème 8.105, est trivialement
continue pour les ◦-topologies.

Les vérifications détaillées sont confiées aux soins du lecteur.

Définition 10.2. (i) Soient (A,TA) un anneau topologique, et v : A→ Γ◦ une valuation
sur A. Rappelons que Γv ⊂ Γ dénote le groupe des valeurs de v (définition 8.6(i)), et on
dénote par T ◦v la ◦-topologie de Γv◦. On dit que v est une valuation continue, si elle est
une application continue v : (A,TA)→ (Γv◦,T ◦v ).

(ii) On voit aisément que si v : A→ Γ◦ et v′ : A→ Γ′◦ sont deux valuations équivalentes
(définition 8.1(v)), alors v est continue si et seulement s’il en est de même pour v′. Le
spectre des valuations continues de (A,TA) est alors :

Cont(A) := {v ∈ SpvA | v est continue}

que l’on munit de la topologie induite par l’inclusion dans SpvA.

Remarque 10.3. Soient (A,TA) un anneau topologique, et v une valuation sur A.
(i) Soit v : k(v)→ Γv◦ la valuation résiduelle de v, et munissons k(v) de sa v-topologie

Tv (voir le problème 9.53(i)) ; par inspection directe de définitions, on voit que v est une
valuation continue du corps topologique (k(v),Tv). De plus, la valuation v est continue
si et seulement s’il en est de même pour la projection naturelle π : (A,TA)→ (k(v),Tv).
En effet, si π est continue, il en est de même pour v = v ◦ π. Réciproquement, soit v
continue ; il suffit de vérifier que π est continue en 0 ∈ A (remarque 9.3(ii)). Mais d’un
côté, (Uγ | γ ∈ Γv) est un système fondamental de voisinages ouverts de +∞ dans Γv◦, et
de l’autre côté (v−1Uγ | γ ∈ Γv) est un système fondamental de voisinages ouverts de 0
dans k(v), d’où l’assertion.

(ii) On déduit aussitôt de (i) que v est continue si et seulement si elle est une application
continue en 0 ∈ A pour les topologies TA et T ◦v .
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(iii) En particulier, (ii) montre que toute valuation dont le support est une partie ouverte
de A, est continue ; une telle valuation est dite non analytique. Les valuations continues de
A dont le support n’est pas ouvert dans A sont dites analytiques. La partie de Cont(A)
formée des valuations analytiques et celle formée des valuations non analytiques sont
notées respectivement :

Cont(A)an et Cont(A)na

et on munit ces parties des topologies induites par les inclusions dans Cont(A).
(iv) Soit w une générisation secondaire stricte de v dans SpvA (voir le problème

8.105(iii)). Compte tenu de la remarque 10.1(b,c), on voit que si v est continue, il en est
de même pour w, pourvu que Γw ̸= {0} ; par contre, si Γw = {0}, la valuation w peut
être non continue. De l’autre côté, si w est continue, il en est de même pour v : en effet,
soit π : Γv → Γw la projection, de sorte que w = π◦ ◦ v ; d’après (i) il suffit de montrer
que pour tout γ ∈ Γ la partie v−1(Uγ) est un voisinage de 0 dans A. Or, par hypothèse,
la partie W := w−1(Uπ(γ)) est ouverte dans A ; mais si x ∈ W , on a π◦ ◦ v(x) > π(γ),
d’où v(x) > γ, i.e. W ⊂ v−1(Uγ), d’où l’assertion.

(v) Au vu de (iv), de la remarque 10.1(d) et de la proposition 8.109, on conclut que
Cont(A) contient toutes les spécialisations dans SpvA de tous ses points. D’autre part,
en général Cont(A) n’est pas une partie fermée de SpvA.
(vi) Soient (B,TB) un autre anneau topologique, et f : A → B un homomorphisme

continu d’anneaux. Evidemment l’application Spv f : SpvB → SpvA induit par restric-
tion des applications continues :

Cont(f) : Cont(B)→ Cont(A)
Cont(f)na : Cont(B)na → Cont(A)na

v 7→ v ◦ f.

Les associations (A,TA) 7→ Cont(A) et f 7→ Cont(f) définissent ainsi un foncteur :

Cont : (Z− AlgTop)op → Top.

10.1.1. Le spectre des valuations continues d’un anneau de Huber est particulièrement
intéressant : on verra notamment qu’il est un espace spectral ; pour la preuve il nous
faudra quelques observations préliminaires. Tout d’abord, soit (Γ,+, 0,≤) un groupe
abélien ordonné, ∆ ⊂ Γ un sous-groupe, et γ ∈ Γ◦ ; on dira que γ est cofinal dans ∆ si
pour tout δ ∈ ∆ il existe n ∈ N avec n · γ > δ. On remarque :

Lemme 10.4. Soient A un anneau de Huber, et v ∈ Cont(A). On a :
(i) Cont(A) = {w ∈ SpvA |w(a) est cofinal dans Γw pour tout a ∈ A◦◦}.
(ii) Toute spécialisation primaire stricte de v dans Cont(A) est non analytique.

Démonstration. Soient A0 ⊂ A un sous-anneau de définition, I0 ⊂ A0 un idéal de défi-
nition, et a1, . . . an une suite finie de générateurs de I0 ; pour tout w ∈ SpvA on pose
γw := min(w(a1), . . . , w(an)).

(i) : Si w est continue, évidemment w(a) est cofinal dans Γw pour tout a ∈ A◦◦.
Réciproquement, si w vérifie cette condition, au vu de la remarque 10.3(ii) il suffit de
montrer que pour tout δ ∈ Γw il existe N ∈ N tel que w(a) > δ pour tout a ∈ IN0 .
Or, d’un côté on a w(a) > 0 pour tout a ∈ I0, car I0 ⊂ A◦◦ ; de l’autre côté, il existe
k ∈ N avec k · γw > δ. Mais tout a ∈ Ik+1

0 est une somme finie d’éléments de la forme
bai1 · · · aik , pour certains i1, . . . , ik ∈ {1, . . . , n} et b ∈ I0 ; par suite w(a) > k · γw pour
tout a ∈ Ik+1

0 , donc N := k + 1 convient.
(ii) : Soient ∆ ⊊ Γv un sous-groupe convexe, et w := v∆ ; évidemment γv /∈ ∆, donc

w(a1) = · · · = w(an) = +∞, et ainsi w(I0) = {+∞}, d’où l’assertion. □

Lemme 10.5. Soient A un anneau de Huber, et v ∈ SpvA. On a :
(i) Si v(A◦◦A)∩ cΓv = ∅, il existe un plus grand sous-groupe convexe ∆ ⊂ Γv tel que

v(a) soit cofinal dans ∆ pour tout a ∈ A◦◦A.
(ii) Si en outre v(A◦◦) ̸= {+∞}, alors v(A◦◦) ∩∆ ̸= ∅.
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Démonstration. Rappelons que cΓv dénote le sous-groupe caractéristique de v : voir le
problème 8.105. Si v(A◦◦) = {+∞}, évidemment ∆ = Γv. Sinon, soient A0 ⊂ A un
sous-anneau de définition, I0 ⊂ A0 un idéal de définition, et a1, . . . , an une suite finie de
générateurs de I0 ; on voit aisément que :

(∗) rad(I0A) = rad(A◦◦A)

(les détails sont laissés aux soins du lecteur). On pose γv := min(v(a1), . . . , v(an)) ; noter
que γv > 0 et γv ̸= +∞, car v(A◦◦A) ∩ cΓv = ∅ et v(A◦◦) ̸= {+∞}. On dénote ∆ ⊂ Γv
le plus petit sous-groupe convexe contenant γv. Montrons que v(a) est cofinal dans ∆
pour tout a ∈ A◦◦A. En effet, soit δ ∈ ∆ ; par construction, il existe k ∈ N tel que
k · γv > δ, et d’autre part, d’après (∗) il existe N ∈ N et x1, . . . , xn ∈ A tels que
aN = a1x1 + · · · + anxn. On a v(axi) > 0 pour i = 1, . . . , n, car v(A◦◦A) ∩ cΓv = ∅,
d’où v(aN+1) ≥ γv, et finalement k(N + 1) · v(a) > δ, comme souhaité. Evidemment ∆
vérifie la condition de (i), car il est le plus grand sous-groupe dans lequel γv est cofinal.
L’assertion (ii) est claire par construction. □

10.1.2. La rétraction canonique. Soit A un anneau de Huber ; en vertu du lemme 10.5,
on peut associer à tout v ∈ SpvA le sous-groupe

cΓ∗v ⊂ Γv

défini comme suit. Si v(A◦◦A) ∩ cΓv ̸= ∅, on pose cΓ∗v := cΓv ; sinon, soit cΓ∗v le plus
grand sous-groupe convexe de Γv dans lequel v(a) est cofinal pour tout a ∈ A◦◦A.

Lemme 10.6. Soit A un anneau de Huber. Pour tout v ∈ SpvA on a cΓv ⊂ cΓ∗v , et les
conditions suivantes sont équivalentes :

(a) Γv = cΓ∗v .
(b) Γv = cΓv ou v(a) est cofinal dans Γv pour tout a ∈ A◦◦A.
(c) Γv = cΓv ou v(a) est cofinal dans Γv pour tout a ∈ A◦◦.

Démonstration. L’équivalence de (a) et (b) suit aussitôt des définitions, et évidemment
(b)⇒(c). Pour montrer que (c)⇒(b), il suffit vérifier que si Γv ̸= cΓv, la partie

I := {a ∈ A | v(a) est cofinal dans Γv}
est un idéal de A. Evidemment, si a, a′ ∈ I, on a a + a′ ∈ I. Ensuite, soient a ∈ I et
b ∈ A ; si v(b) > 0, il est clair que ab ∈ I. Soit donc v(b) < 0, i.e. v(b) ∈ cΓv ; comme
Γv ̸= cΓv, il existe n ∈ N tel que v(an) > γ pour tout γ ∈ cΓv, d’où v(anbj) > 0 pour
tout j ∈ N. Il vient (n+ k) · v(ab) = k · v(a)+ v(anbn+k) > k · v(a) pour tout k ∈ N, ainsi
ab ∈ I.

Ensuite, pour montrer que cΓv ⊂ cΓ∗v , on peut supposer que v(A◦◦A) ∩ cΓv = ∅ ;
or, si v(A◦◦) = {+∞}, on a cΓ∗v = Γv, et l’inclusion est trivialement vérifiée. Sinon,
v(A◦◦) ∩ cΓ∗v ̸= ∅ (lemma 10.5(ii)) ; soient alors b ∈ A avec v(b) < 0 et a ∈ A◦◦ avec
v(a) ∈ cΓ∗v . Comme ab ∈ A◦◦A, la valeur v(ab) est cofinale dans cΓ∗v , et en particulier
v(ab) ≥ 0 ; ainsi v(a) ≥ −v(b) > 0, et comme cΓ∗v est convexe, on conclut que v(b) ∈ cΓ∗v ,
comme souhaité. □

Définition 10.7. (i) Pour tout anneau de Huber A on pose

Spv∗A := {v ∈ SpvA |Γv = cΓ∗v }
et on munit cette partie de la topologie induite par l’inclusion dans SpvA. Noter que
d’après les lemmata 10.4(i) et 10.6, on a Cont(A) ⊂ Spv∗A.

(ii) Un sous-ensemble rationnel de Spv∗A est une partie de la forme

RA
(
f1
f0
, · · · , fkf0

)
∩ Spv∗A

pour une suite finie f0, . . . fk d’éléments de A qui engendre un idéal ouvert de A.
(iii) Un sous-ensemble rationnel de Cont(A) est une partie de la forme

R ∩ Cont(A)
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où R est un sous-ensemble rationnel quelconque de Spv∗A.

Exercice 10.8. (i) Soit A un anneau de Huber ; montrer que l’on a une rétraction :

r : SpvA→ Spv∗A v 7→ vcΓ
∗
v .

(ii) Montrer que pour tout v ∈ SpvA on a (notation de la définition 9.79) :

Supp(v) ∈ (SpecA)an ⇔ Supp(r(v)) ∈ Spec(A)an.

Proposition 10.9. Pour tout anneau A de Huber on a :
(i) Spv∗A est un espace spectral.
(ii) La rétraction r de l’exercice 10.8 est une application continue et compacte.
(iii) Les sous-ensembles rationnels de Spv∗A sont constructibles dans Spv∗A et forment

une base de la topologie de Spv∗A stable par intersections finies.

Démonstration. Noter d’abord que si f• := (f0, . . . , fn) et g• := (g0, . . . , gm) sont deux
suites finies d’éléments de A, on a :

RA
(
f1
f0
, · · · , fnf0

)
∩RA

(
g1
g0
, · · · , gmg0

)
= RA

( figj
f0g0
| i = 0, . . . , n, j = 0, . . . ,m

)
(les détails sont laissés aux soins du lecteur). Or, soient A0 ⊂ A un sous-anneau de
définition, et I0 ⊂ A0 un idéal de définition ; si f• et g• engendrent des idéaux ouverts
J et J ′ de A, la suite (figj | 0 ≤ i ≤ n, 0 ≤ j ≤ m) engendre JJ ′, et il existe r, s ∈ N
tels que Ir0 ⊂ J et Is0 ⊂ J ′, d’où Ir+s0 ⊂ JJ ′. Donc JJ ′ est un idéal ouvert de A ; cela
montre que toute intersection finie de sous-ensembles rationnels de Spv∗A est encore un
sous-ensemble rationnel de Spv∗A. Pour la preuve des autres assertions de la proposition,
on s’appuyera sur le critère du problème 4.79. Pour cela, on considère l’ensemble S des
couples (v, w) de points de SpvA tels que :

— soit v = w
— soit v est une spécialisation primaire de w avec v(A◦◦) ̸= {+∞}.

Ainsi S est un ensemble de spécialisations de SpvA, et on remarque :

Affirmation 10.10. Spv∗A est la partie de SpvA formée des valuations qui n’admettent
aucune spécialisation S -admissible stricte dans SpvA.
Preuve : Soit v ∈ Spv∗A ; si Γv = cΓv, évidemment v n’admet aucune spécialisation
primaire stricte. Sinon, v(a) est cofinal dans Γv pour tout a ∈ A◦◦, d’après le lemme 10.6.
Dans ce cas, soit w := v∆ pour un sous-groupe convexe ∆ ⊊ Γv ; alors pour tout a ∈ A◦◦
il existe n ∈ N tel que pour tout δ ∈ ∆ on a n · v(a) > δ. Mais alors w(a) = +∞ pour
tout a ∈ A◦◦, i.e. w n’est pas une spécialisation S -admissible de v. Réciproquement,
si v ∈ SpvA n’admet aucune spécialisation S -admissible stricte, alors pour tout sous-
groupe convexe ∆ ⊊ Γv avec cΓv ⊂ ∆, et tout a ∈ A◦◦A on a v(a) /∈ ∆ ; si de plus
v(A◦◦A) ∩ cΓv = ∅, alors v(a) > 0, et donc v(a) > δ pour tout δ ∈ ∆. Dans ce cas,
le lemme 10.5(ii) entraîne que le plus grand sous-groupe convexe de Γv dans lequel v(a)
est cofinal pour tout a ∈ A◦◦A doit être Γv, d’où v ∈ Spv∗A, d’après le lemme 10.6. En
dernier lieu, s’il existe a ∈ A◦◦A avec v(a) ∈ cΓv, on vient de voir que v(a) /∈ ∆ pour
tout sous-groupe convexe ∆ ⊊ Γv. Mais alors cΓv = Γv, d’où encore v ∈ Spv∗A, toujours
par le lemme 10.6. ♢

Le lemme 10.5(ii) entraîne aussitôt que (v, r(v)) ∈ S pour tout v ∈ SpvA. Au vu du
problème 4.79(ii,iii), la proposition découle alors de l’observation suivante :

Affirmation 10.11. (i) Soit f0, . . . , fk une suite finie d’éléments de A qui engendre un
idéal ouvert de A. Alors R := RA

(
f1
f0
, · · · , fkf0

)
est une partie S -fermée de SpvA.

(ii) Soit v ∈ Spv∗A, et U un voisinage de v dans SpvA. Alors il existe k ∈ N et
f0, . . . , fk ∈ A qui engendrent un idéal ouvert, tels que v ∈ RA

(
f1
f0
, · · · , fkf0

)
⊂ U .

Preuve : (i) : Soient v ∈ R et w ∈ SpvA une spécialisation S -admissible de v. Si
v(A◦◦) = {+∞}, on a v = w, et il n’y a rien à montrer. Si v(A◦◦) ̸= {+∞}, on a aussi
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w(A◦◦) ̸= {+∞}. Comme w est une spécialisation primaire de v, on a w(fi) ≥ w(f0)
pour tout i = 1, . . . , k (remarque 8.106(ii)). Si par l’absurde w /∈ R, il vient w(f0) = +∞,
et ainsi w(fi) = +∞ pour i = 0, . . . , k. Donc Supp(w) est un idéal premier ouvert de A,
et en particulier A◦◦ ⊂ Supp(w), contradiction.

(ii) : On peut supposer que U = RA
(
g1
g0
, · · · , gng0

)
pour une suite finie g0, . . . , gn ∈ A.

Supposons d’abord que Γv = cΓv ; dans ce cas, comme v(g0) ̸= +∞, il existe a, b ∈ A
tels que v(a), v(b) < 0 et v(g0) = v(a) − v(b). Alors v ∈ RA

(
1
g0b

)
∩ U , et la suite

f• := (g0b, . . . , gnb, 1) convient. En dernier lieu, si Γv ̸= cΓv, choisissons une suite finie
a1, . . . , am d’éléments de A◦◦ qui engendre un idéal ouvert de A ; d’après le lemme 10.6 il
existe r ∈ N tel que v(ari ) ≥ v(g0) pour tout i = 1, . . . ,m. Ainsi v ∈ RA

(ar1
g0
, · · · , a

r
m

g0

)
∩U ,

et la suite f• := (g0, . . . , gn, a
r
1, . . . , a

r
m) convient. □

Théorème 10.12. Pour tout anneau A de Huber on a :
(i) Cont(A) = {v ∈ Spv∗A | v(a) > 0 pour tout a ∈ A◦◦}.
(ii) Cont(A) est un espace spectral.
(iii) Les sous-ensembles rationnels de Cont(A) sont constructibles dans Cont(A), et

forment une base de la topologie de Cont(A) stable par intersections finies.

Démonstration. (i) : On a déjà remarqué que Cont(A) ⊂ Spv∗A ; il reste à montrer que
toute valuation v ∈ Spv∗A avec v(a) > 0 pour tout a ∈ A◦◦ est continue. Pour cela,
compte tenu des lemmata 10.4(i) et 10.6, on peut supposer que Γv = cΓv. Soient alors
γ ∈ Γv et a ∈ A◦◦ ; on doit exhiber n ∈ N tel que n · v(a) > γ ; mais comme Γv = cΓv, il
existe b, c ∈ A avec v(b), v(c) ≤ 0 et γ = v(b) − v(c). Or, la suite (aic | i ∈ N) converge
vers 0, et A◦◦ est un voisinage de 0 dans A, donc il existe i ∈ N avec aic ∈ A◦◦ ; ainsi,
v(ai) > −v(c), et on peut prendre n := i.

(ii) : Avec (i), on voit que Cont(A) est une partie fermée de Spv∗A ; l’assertion découle
alors de la proposition 10.9(i) et de l’exemple 4.58.

(iii) : De même, cela découle de la proposition 10.9(iii) et de l’exemple 4.58. □

Exercice 10.13. Soit f : A→ B un homomorphisme continu d’anneaux de Huber.
(i) Montrer que si f est adique, alors pour tout sous-ensemble rationnel R de Cont(A),

la partie Cont(f)−1(R) est un sous-ensemble rationnel de Cont(B). En déduire que l’ap-
plication Cont(f) est compacte et montrer en outre qu’elle induit par restriction des
applications :

Cont(B)an → Cont(A)an Cont(B)na → Cont(A)na.

(ii) Si A est un sous-anneau ouvert de B et si f est l’inclusion, montrer que :
(a) Cont(B) = (Spv f)−1Cont(A).
(b) Cont(f) induit par restriction un homéomorphisme Cont(B)an

∼→ Cont(A)an.
(iii) Si B est topologiquement local (exercice 9.21(v)), montrer que f est adique ⇔
Cont(f) induit par restriction une application Cont(B)an → Cont(A)an.
(iv) Soit j : A→ Aloc la localisation topologique de A (voir l’exercice 9.81(ii)). Montrer
que Cont(j) est un homéomorphisme Cont(Aloc)

∼→ Cont(A) et induit par restriction un
homéomorphisme Cont(Aloc)an

∼→ Cont(A)an.

Corollaire 10.14. Soit A un anneau de Huber. On a :
(i) Cont(A) = ∅ si et seulement si Asep = 0 (notation de l’exercice 9.9(ii)).
(ii) Cont(A)an = ∅ si et seulement si la topologie de Asep est discrète.

Démonstration. (ii) : Noter que la topologie de Asep est discrète si et seulement si l’adhé-
rence {0} de {0} dans A est un idéal ouvert. Or, soit v ∈ Cont(A), et notons par v la
valuation résiduelle de k(v) ; évidemment la v-topologie de k(v) est séparée, et la pro-
jection π : A → k(v) est continue (remarque 10.3(i)). Donc π se factorise à travers un
homomorphisme continu d’anneaux πsep : Asep → k(v), i.e. {0} contenu dans Supp(v) ;
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ainsi, si la topologie de Asep est discrète, toute valuation continue de A est non analy-
tique. Réciproquement, si Cont(A)an = ∅, vérifions que {0} est un idéal ouvert. Pour
cela, soient A0 ⊂ A un anneau de définition, et I0 ⊂ A0 un idéal de définition ; noter que
A0 ∩ {0} est l’adhérence de 0 dans A0, et si A0 ∩ {0} est une partie ouverte de A0, alors
elle est aussi ouverte dans A, et dans ce cas l’idéal {0} est ouvert dans A (proposition
9.12(i)). Ainsi, on est ramené à montrer que la topologie de Asep

0 est discrète, i.e. que⋂
n∈N I

n
0 est un idéal ouvert (voir l’exercice 9.15). Pour cela, il suffira d’exhiber k ∈ N tel

que Ik0 = Ik+1
0 . On remarque :

Affirmation 10.15. I0A0,loc ⊂ N (A0,loc) (notation de l’exercice 9.21(v)).
Preuve : Soient par l’absurde p ⊂ A0,loc un idéal premier tel que I0A0,loc ⊈ p, et m ⊂
A0,loc un idéal maximal avec p ⊂ m ; rappelons que la topologie de A0,loc est I0A0,loc-
adique (exercice 9.81(ii)), et ainsi I0A0,loc ⊂ (A0,loc)

◦◦ ⊂ J (A0,loc) ⊂ m. Soit w une
valuation de k(p) dominant le sous-anneau local (A0,loc/p)m (théorème 8.21), et soit
w ∈ SpvA0,loc la composition de w avec la projection A0,loc → k(p). Posons u :=

wcΓ
∗
w (voir l’exercice 10.8) ; il vient u ∈ Cont(A0,loc) (théorème 10.12(i)), et u est non

analytique, car I0A0,loc ⊈ Supp(w) (exercice 10.8(ii)). Mais par l’exercice 10.13(ii,iii) on
a Cont(A0,loc)an = ∅, contradiction. ♢

L’observation 10.15 et le théorème 1.50(ii) entraînent que tout élément de I0A0,loc est
nilpotent ; comme cet idéal est de type fini, il s’ensuit aisément qu’il existe k ∈ N avec
Ik0A0,loc = 0. Rappelons que A0,loc = S−1A0, où S := 1 + I0 ; on trouve alors a ∈ I0 tel
que (1 + a) · Ik0 = 0, donc Ik0 ⊂ aIk0 ⊂ Ik+1

0 , comme souhaité.
(i) : On peut supposer que Cont(A) = ∅, donc l’adhérence {0} de {0} est ouverte

dans A, d’après (ii) ; or, si p ∈ SpecA et si {0} ⊂ p, soit v la valuation triviale de A avec
Supp(v) = p (remarque 8.103(v)). Avec la remarque 10.3(iii) et la proposition 9.12(i),
il vient v ∈ Cont(A). La contradiction montre que {0} n’est contenu dans aucun idéal
premier de A, d’où {0} = A (corollaire 1.35(i)), et ainsi Asep = 0. □

Problème 10.16. Soit A un anneau topologique dont la topologie est Z-linéaire.
(i) Montrer que l’application de complétion jA : A→ Â induit une bijection

Cont(jA) : Cont(Â)→ Cont(A).

(ii) Montrer en outre que Cont(jA) induit par restriction des bijections :

Cont(Â)an → Cont(A)an Cont(Â)na → Cont(A)na

ainsi qu’un isomorphisme d’ensembles partiellement ordonnés :

(Cont(Â),≤) ∼→ (Cont(A),≤)

pour les relations d’ordre sur Cont(Â) et Cont(A) définies par les spécialisations.
(iii) Montrer que si A est un anneau de Huber, Cont(jA) est un homéomorphisme.

Exercice 10.17. Soit f : A → B un homomorphisme continu d’anneaux de Huber.
Montrer que : f est adique ⇒ floc :Aloc→Aloc est adique ⇔ f̂ :Â→B̂ est adique.

Problème 10.18. (i) Soient A un anneau de Huber, A0 ⊂ A un sous-anneau de défini-
tion, I ⊂ A0 un idéal de définition. Posons I−n := {a ∈ A | aIn ⊂ A0} pour tout n ∈ N ;
la fonction d’ordre associée au couple (A0, I) est l’application :

wI : A→ R◦ a 7→ sup(n ∈ Z | a ∈ In).

Montrer que (A,wI) est un anneau semi-normé. D’après le problème 8.12(ii), l’unifor-
misation w∗I : A → R◦ de w est alors une semi-norme p-multiplicative, que l’on appelle
parfois la fonction de Samuel asymptotique de l’idéal I.
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(ii) Montrer que w∗I ne dépend que de I : soit A′0 ⊂ A un deuxième anneau de
définition tel que I soit aussi un idéal de définition de A′0, et soit u : A→ R◦ la fonction
d’ordre associé à (A′0, I) ; alors l’uniformisation u∗ de u coïncide avec w∗I .

(iii) Soient A0,loc (resp. Aloc) la localisation topologique de A0 (resp. de A), et Iloc :=
IA0,loc (voir l’exercice 9.81(ii)). Montrer que wI est la composition de la fonction d’ordre
wIloc : Aloc → R◦ associé au couple (A0,loc, Iloc) et de la localisation i : A → Aloc. En
déduire que w∗I = w∗Iloc ◦ i.

(iv) Montrer que A◦⊂A+ :={a ∈ A |w∗I (a) ≥ 0}, et que I+ :={a ∈ A |w∗I (a) > 0} est
le radical de l’idéal IA+ de A+, et aussi le radical de l’idéal IA◦ de A◦.

(v) Posons J := {a ∈ A |w∗I (a) = +∞} et rappelons que A := A/J est un anneau de
Huber, pour la topologie induite via la projection π : A→ A, avec anneau de définition
π(A0) et idéal de définition I := π(I) (exercice 9.81(v)). Notons par w∗

I
: A → R◦ la

fonction de Samuel asymptotique de I ; montrer que w∗I = w∗
I
◦ π.

(vi) Posons Kp := AnnA(I
p) pour tout p ∈ N, et K :=

⋃
p∈NKp ; de même, R := A/K

est un anneau de Huber pour la topologie induite via la projection πR : A → A, avec
anneau de définition R0 := πR(A0) et idéal de définition IR0. Soit w∗IR0

: R → R◦ la
fonction de Samuel asymptotique de IR0 ; montrer que :

w∗IR0
◦ πR(a) ≥ w∗I (a) et w∗I (a) ̸= 0⇒ w∗IR0

◦ πR(a) = w∗I (a) ∀a ∈ A.

(vii) Soit Σ un système fini de générateurs de I et supposons que le lieu analytique
Spec(A)an soit une partie dense de Spec(A) (définition 9.79). Montrer que

inf(w∗I (ab) | b ∈ Σ) = 1 + w∗I (a) ∀a ∈ A.

(viii) Soit q := inf(w∗I (b) | b ∈ Σ), et définissons A comme dans (v). Montrer que

q ∈ {1,+∞} et q = +∞⇔ IAloc = 0⇔ IAloc ⊂ N (Aloc).

(ix) Soient RI l’ensemble des valuations v : A → R◦ avec inf(v(b) | b ∈ I) = 1, et R′I
l’ensemble des valuations u : A→ {0,+∞} avec I ⊂ Supp(u). Montrer que

w∗I (a) = inf(v(a) | v ∈ RI ∪R′I) ∀a ∈ A.

(x) En outre, si Spec(A)an est une partie dense de Spec(A), montrer que

w∗I (a) = inf(v(a) | v ∈ RI) ∀a ∈ A.

(xi) Soient j0 : A0 → Â0 et j : A→ Â les complétions de A0 et de A, et wÎ : Â→ R◦
la fonction d’ordre associé au couple (Â0, Î), avec Î := IÂ0. Montrer que

wI = wÎ ◦ j et w∗I = w∗
Î
◦ j.

(xii) En dernier lieu, soit T ◦A la topologie linéaire sur A telle que (A,T ◦A ) soit un
anneau de Huber avec sous-anneau de définition A◦ et idéal de définition IA◦, et notons
par w∗IA◦ : A→ R◦ la fonction de Samuel asymptotique de IA◦. Montrer que w∗IA◦ = w∗I ;
en outre, (A,T ◦A )

◦ = A+ et A◦◦ = (A,T ◦A )
◦◦ = I+.

Problème 10.19. (i) Soient A un anneau de Huber complet et séparé, w : A→ R◦ une
semi-norme réelle (problème 8.12) continue pour la ◦-topologie de R◦ ; posons

|f |w := inf(w(an) |n ∈ Z) ∀f :=
∑
n∈Z anX

n ∈ A⟨X±1⟩

(voir l’exemple 9.95(i)). Montrer que | · |w : A⟨X±1⟩ → R◦ est une semi-norme réelle
continue pour la ◦-topologie de R◦ ; en outre, si w est p-multiplicative, il en est de même
pour | · |w. On appelle | · |w la semi-norme de Gauss induite par w.

(ii) Dans la situation de (i), soient A0 ⊂ A un sous-anneau de définition, I ⊂ A0 un
idéal de définition, w : A → R◦ la fonction d’ordre associée à (A0, I) (voir le problème
10.18), et | · |∗w : A⟨X±1⟩ → R◦ l’uniformisation de | · |w. Soient en outre

u := w∗ : A→ R◦ u⟨X⟩ : A⟨X⟩ → R◦ et u⟨X±1⟩ : A⟨X±1⟩ → R◦
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les fonctions de Samuel asymptotiques de I, de I⟨X⟩ := IA0⟨X⟩ et de I⟨X±1⟩ :=
IA0⟨X±1⟩. Montrer que :

| · |∗w = | · |u = u⟨X±1⟩ et u⟨X⟩ = (u⟨X±1⟩)|A⟨X⟩.

Exercice 10.20. Soient A un anneau de Huber complet et séparé, A0 ⊂ A un idéal de
définition, I ⊂ A0 un idéal de définition, et p, q ∈ N ; par itération de la construction de
l’exemple 9.95, on obtient la A-algèbre de Huber

A⟨X±1• , Y•⟩ := A⟨X±11 , . . . , X±1p , Y1, . . . , Yq⟩

munie du sous-anneau de définition A0⟨X±1• , Y•⟩ ⊂ A⟨X±1• , Y•⟩ et de l’idéal de définition
I⟨X±1• , Y•⟩ := IA0⟨X±1• , Y•⟩. Soit en outre f ∈ A0⟨X±1• , Y•⟩, et supposons que l’idéal de
A0 engendré par les coefficients de f contient 1. Montrer que la multiplication scalaire
par f est injective sur A⟨X±1• , Y•⟩, et en outre :

fIn⟨X±1• , Y•⟩ = In⟨X±1• , Y•⟩ ∩ fA⟨X±1• , Y•⟩ ∀n ∈ Z.

En particulier, fA⟨X±1• , Y•⟩ est une partie fermée de A⟨X±1• , Y•⟩.

10.2. Anneaux affinoïdes. Soit A un anneau de Huber ; à toute partie S ⊂ A on
associe la partie pro-constructible de Cont(A)

ZS := {v ∈ Cont(A) | v(a) ≥ 0 pour tout a ∈ S}

et on pose FA := {ZS |S ⊂ A} ; soit aussi GA l’ensemble des sous-anneaux ouverts de A
qui sont intégralement fermés dans A.

Proposition 10.21. (i) Avec la notation ci-dessus, l’association : B 7→ ZB pour tout
B ∈ GA définit une bijection σ : GA

∼→ FA, dont l’inverse est l’application

τ : FA
∼→ GA Z 7→ {a ∈ A | v(a) ≥ 0 pour tout v ∈ Z}.

(ii) Soit B ∈ GA avec B ⊂ A◦. Alors tout point de Cont(A) admet une générisation
secondaire dans σ(B). En particulier, σ(B) est une partie dense de Cont(A).

Démonstration. (i) : Soient S ⊂ A une partie, Z[S ∪A◦◦] ⊂ A, le plus petit sous-anneau
de A contenant S∪A◦◦, et B la fermeture intégrale de Z[S∪A◦◦] dans A ; alors B ∈ GA, et
noter que ZS = ZB , car v(a) > 0 pour tout v ∈ Cont(A) et tout a ∈ A◦◦ : les détails sont
laissés aux soins du lecteur. Cela montre que σ est surjective. Ensuite, soit B ∈ GA ; il
reste à vérifier que B′ := τ(σ(B)) = B. Evidemment B⊂B′ ; soit par l’absurde a ∈ B′\B.
On pose C := B[a−1] ⊂ A[a−1], on dénote i : C → A[a−1] l’inclusion, et on remarque :

Affirmation 10.22. a−1 n’est pas inversible dans C.
Preuve : Sinon on aurait a = b0 + b1a

−1 + · · · + bna
−n dans C pour certains n ∈ N et

b0, . . . , bn ∈ B, d’où an+m+1 − b0am+n − b1am+n−1 + bna
m = 0 dans A pour un entier

m ∈ N ; i.e. a serait entier sur B, et ainsi a ∈ B, contradiction. ♢

D’après l’observation 10.22 et le corollaire 1.35(ii), il existe p ∈ SpecC avec a−1 ∈ p ;
soit aussi q ⊂ p un idéal premier minimal de C (exercice 1.61(ii)), et posons C := C/q
et p := pC. Prenons une valuation v du corps des fractions k(q) de C dont l’anneau de
valuation domine l’anneau local Cp (théorème 8.21). Soit v : C → Γv◦ la composition
de v avec la projection C → k(q) ; donc v ∈ SpvC est une valuation de support q, avec
v(b) ≥ 0 pour tout b ∈ B, et v(a−1) > 0.

Affirmation 10.23. Il existe w ∈ SpvA[a−1] avec Spv(i)(w) = v.
Preuve : D’après l’exercice 3.37(i), il existe r ∈ SpecA[a−1] avec r ∩ C = q, et soit
ir : k(q) → k(r) l’extension de corps résiduels. D’après l’exercice 8.25(ii), la valuation v
se prolonge en une valuation w de k(r), i.e. Spv(ir)(w) = v. La valuation w cherchée est
la composition de w avec la projection A[a−1]→ k(r). ♢



648 é Capricorne

Soit w comme dans l’observation 10.23, notons par u : A→ Γw◦ la composition de w
avec la localisation A→ A[a−1], et soit t := ucΓ

∗
u : A→ cΓu◦. On remarque :

(a) t(a) < 0 et t(b) ≥ 0 pour tout b ∈ B
(b) t(b) > 0 pour tout b ∈ A◦◦
(c) t ∈ Spv∗A (voir la définition 10.7(i)).

En effet, (a) et (c) suivent aussitôt par construction de t. Ensuite, soit b ∈ A◦◦ ; comme B
est ouvert dans A, il existe n ∈ N tel que bn, bna ∈ B, d’où b ∈ B, car B est intégralement
fermé dans A, et avec c := bna il vient bn = a−1c dans C. Comme a−1 ∈ p, on a ainsi
b ∈ p, d’où v(b) > 0, et finalement t(b) > 0.

D’après (b),(c) et le théorème 10.12(i), on a t ∈ Cont(A) ; mais (a) nous dit que
t ∈ σ(B) et a /∈ B′, contradiction.

(ii) : Soit v ∈ Cont(A) ; si le support de v est ouvert dans A, alors w := vΓv ∈ Cont(A)
(remarque 10.3(iii)), et évidemment w ∈ σ(B). Supposons donc que la valuation v soit
analytique ; alors il existe a ∈ A◦◦ avec v(a) ̸= +∞. Soit ∆ ⊂ Γv le plus grand sous-
groupe convexe avec v(a) /∈ ∆ ; on sait que u := v∆ ∈ Cont(A) (remarque 10.3(iv)), et on
va montrer que u ∈ σ(B). Pour cela, soit b ∈ B, et supposons par l’absurde que u(b) < 0 ;
comme v(a) est cofinal dans Γv (lemme 10.4(i)), on voit aisément que le rang convexe
de Γu = Γv/∆ est 1 (les détails sont laissés aux soins du lecteur) et u(a) ̸= +∞, donc il
existe n ∈ N tel que u(bna) < 0. Mais par hypothèse b ∈ A◦, d’où bna ∈ A◦◦ (exercice
9.20(ii)), donc u(bna) > 0 (théorème 10.12(i)), contradiction. □

Soit A un anneau de Huber ; pour plusieurs applications, il est nécessaire de considérer
des sous-espaces Z ⊂ Cont(A) avec Z ∈ FA ; mais on veut aussi pouvoir encore étudier
ces sous-espaces à partir de la donnée de A, ainsi il faudrait que Z ne soit pas trop petit,
et en particulier, il est naturel de demander que Z soit dense dans Cont(A). Cela motive
la définition suivante :

Définition 10.24. (i) Soit A un anneau de Huber. Un sous-anneau d’éléments entiers
de A est un sous-anneau ouvert de A◦ qui est intégralement fermé dans A.

(ii) Un anneau affinoïde est un couple A := (A,A+) où A est un anneau de Huber,
et A+ ⊂ A◦ est un sous-anneau d’éléments entiers de A. On munit la partie

SpaA := {v ∈ Cont(A) | v(a) ≥ 0 pour tout a ∈ A+}

de la topologie induite par celle de Cont(A) ; il s’agit ainsi d’un espace spectral (théorème
10.12(ii) et exemple 4.58), appelé le spectre adique de A. On dira que A est topologique-
ment local (resp. complet, resp. séparé) s’il en est de même pour A.

(iii) Soient A := (A,A+), B := (B,B+) deux anneaux affinoïdes ; un morphisme
d’anneaux affinoïdes f : A → B est un homomorphisme continu d’anneaux f : A → B
avec f(A+) ⊂ B+. Noter que Cont(f) se restreint en une application continue

Spa(f) : SpaB → SpaA.

Evidemment les anneaux affinoïdes et leurs morphismes forment une catégorie :

Afd

et on obtient ainsi un foncteur bien défini Spa : Afdop → Top.
(iv) Le lieu analytique et le lieu non analytique de SpaA sont respectivement

Spa(A)an := Spa(A) ∩ Cont(A)an et Spa(A)na := Spa(A) ∩ Cont(A)na.

(v) Un sous-ensemble rationnel de SpaA est une partie de la forme

R ∩ SpaA

où R est un sous-ensemble rationnel quelconque de Cont(A) (définition 10.7(iii)).
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Remarque 10.25. (i) Soient A := (A,A+) un anneau affinoïde, et a1, . . . , an une suite finie
d’éléments de A◦◦ qui engendre un idéal ouvert de A ; on voit aisément que Spa(A)an =⋃n
i=1

(
Spa(A)∩RA

(
a1
ai
, · · · , anai

))
, donc le lieu analytique est une partie ouverte construc-

tible de SpaA.
(ii) Si f : A → B := (B,B+) est un morphisme adique d’anneaux affinoïdes, i.e. si

f : A → B est un homomorphisme adique d’anneaux de Huber, alors l’exemple 4.58 et
l’exercice 10.13(i) entraînent que Spa(f) est une application compacte.

Exercice 10.26. Soit A := (A,A+) un anneau affinoïde.
(i) Montrer que SpaA = ∅ ⇔ A = 0.

(ii) Montrer que (SpaA)an = ∅ ⇔ la topologie de Asep est discrète.
(iii) Montrer que si A est topologiquement local, alors pour tout m ∈ MaxA il existe
v ∈ SpaA avec Supp(v) = m.

Problème 10.27. (i) Montrer que le foncteur Spv : Z− Algop → Top commute avec le
limites cofiltrantes (voir le problème 2.51(ii)).

(ii) Soit A• := (Aλ := (Aλ, A
+
λ ) |λ ∈ Λ) un système d’anneaux affinoïdes, indexé

par l’ensemble filtrant (Λ,≤), avec morphismes de transition adiques fλµ : Aλ → Aµ
pour tous λ, µ ∈ Λ avec λ ≤ µ, et supposons qu’il existe un système compatible de sous-
anneaux de définition (A0λ ⊂ A+

λ |λ ∈ Λ) tels que fλµ(A0λ) ⊂ A0µ pour tout λ ≤ µ.
Soient A0, A

+, A les colimites des systèmes induits d’anneaux (A0,λ |λ ∈ Λ), (A+
λ |λ ∈ Λ),

(Aλ |λ ∈ Λ), et soit (fλ : Aλ → A |λ ∈ Λ) un co-cône universel.
(a) Montrer qu’il existe une unique topologie TA sur A telle que (A,TA) soit un an-

neau de Huber avec sous-anneau de définition A0, et telle que fλ soit un homomorphisme
adique pour tout λ ∈ Λ. Montrer en outre que A◦◦ =

⋃
λ∈Λ fλ(A

◦◦
λ ).

(b) En déduire que A+ est un sous-anneau d’éléments entiers de A, de sorte que
chaque fλ : Aλ → A := (A,A+) est un morphisme d’anneaux affinoïdes.

(c) Montrer que le co-cône (fλ : Aλ → A |λ ∈ Λ) induit un cône universel d’espaces
topologiques (Spa fλ : SpaA→ SpaAλ |λ ∈ Λ).

10.2.1. Le faisceau des fonctions algébriques. Soient A := (A,A+) un anneau affinoïde,
et σA : SpaA → SpecA la restriction de l’application continue σA : SpvA → SpecA de
la remarque 8.103(iii) ; on munit SpaA du faisceau de A-algèbres

OSpaA := σ̃−1A (OSpecA)

(notation du §4.3.2). Soient v ∈ SpaA et p := σA(v) = Supp(v) ; d’après l’exercice
4.98(ii), on a des identifications naturelles :

(∗) OSpa(A),v
∼→ OSpec(A),p

∼→ Ap

et une inspection directe montre qu’il s’agit d’isomorphismes de A-algèbres. Ainsi, le
couple (SpaA,OSpaA) est un espace localement annelé. La valuation v se prolonge en
une unique valuation de Ap, et avec (∗) on déduit une valuation que l’on notera

| · |v : OSpa(A),v → Γv◦ s 7→ |s|v
dont le support est l’idéal maximal de OSpa(A),v. Comme d’habitude, pour tout voisinage
ouvert U ⊂ SpaA de v, et tout s ∈ OSpaA(U), on dénote sv ∈ OSpa(A),v le germe de s.
On obtient un sous-faisceau des fonctions algébriques entières

O+
SpaA ⊂ OSpaA U 7→ {s ∈ OSpaA(U) | 0 ≤ |sv|v ∀v ∈ U}.

Lemme 10.28. Soient A := (A,A+) un anneau affinoïde, et v ∈ SpaA. On a :
(i) O+

Spa(A),v = {s ∈ OSpa(A),v | 0 ≤ |s|v}.
(ii) O+

Spa(A),v est un anneau local, dont le corps résiduel s’identifie naturellement avec
celui de l’anneau de valuation k(v)+ de la valuation résiduelle de v.
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Démonstration. (i) : Evidemment |s|v ≥ 0 pour tout s ∈ O+
Spa(A),v. Réciproquement,

soient s ∈ OSpa(A),v avec |s|v ≥ 0, et p := Supp(v) ⊂ A ; sous l’identification naturelle
OSpa(A),v

∼→ Ap, la section s correspond à une fraction a/t ∈ Ap, avec a ∈ A et t ∈ A \ p.
En particulier, v ∈ U := RA

(
a
t

)
∩ SpaA ; noter que U ⊂ σ̃−1A (D(t)) et OSpecA(D(t)) =

A[t−1], d’où un homomorphisme induit ϕ : A[t−1] → OSpa(A)(U) de A-algèbres, et s est
le germe de la section ϕ(a/t) ∈ O+

Spa(A)(U), donc s ∈ O+
Spa(A),v.

(ii) : Soient πv : Ap → k(v) la projection, et m ⊂ k(v)+ l’idéal maximal ; sous
l’identification OSpa(A),v

∼→ Ap, le sous-anneau O+
Spa(A),v correspond à π−1v (k(v)+), donc

π−1v (m) = {s ∈ OSpa(A),v | 0 < |s|v} est un idéal maximal de O+
Spa(A),v (remarque

1.45(iii)), et il suffit de vérifier que (O+
Spa(A),v)

× = {s ∈ OSpa(A),v | 0 = |s|v}. Mais si
|s|v = 0, on a s ∈ (OSpa(A),v)

× et |s−1|v = 0, d’où l’assertion. □

Remarque 10.29. (i) Soient A := (A,A+), B := (B,B+) deux anneaux affinoïdes, f :
A→ B un morphisme d’anneaux affinoïdes ; on pose

XA := SpecA XB := SpecB ϕ := Spec f ψ := Spa f

de sorte que l’on a un diagramme commutatif d’espaces topologiques :

SpaB
ψ //

σB
��

SpaA

σA
��

XB
ϕ // XA.

Le morphisme de faisceaux d’anneaux ϕ♯ : ϕ̃−1(OXA)→ OXB induit un morphisme

σ̃−1B (ϕ♯) : σ̃−1B ◦ ϕ̃
−1(OXA)→ OSpaB

et avec les isomorphismes σ̃−1B ◦ϕ̃−1
∼→ (ϕ̃ ◦ σB)−1 = (σ̃A ◦ ψ)−1

∼→ ψ̃−1◦σ̃−1A de l’exercice
4.98(ii), celui-ci s’identifie naturellement avec un morphisme

ψ♯ : ψ̃−1(OSpaA)→ OSpaB .

En outre, ψ♯ est l’unique morphisme qui fait commuter le diagramme suivant :

(†)
OSpa(A),ψ(w)

��

ψ̃−1(OSpaA)w
∼oo ψ♯w // OSpa(B),w

��
Ap

fq // Bq

∀w ∈ SpaB

avec q := Supp(w), p := Supp(ψ(w)) = ϕ(q), et dont les flèches verticales sont les iden-
tifications naturelles ; de même, l’isomorphisme ψ̃−1(OSpaA)w

∼→ OSpa(A),ψ(w) est celui
fourni par l’exercice 4.98(ii), et fq est la localisation de f . On a ainsi associé à f un
morphisme d’espaces localement annelés

Spa f := (ψ,ψ♯) : (SpaB,OSpaB)→ (SpaA,OSpaA).

(ii) De plus, par inspection directe des constructions, on voit que :

|ψ♯w(s)|w = |s|ψ(w) ∀w ∈ SpaB, ∀s ∈ OSpa(A),ψ(w).

Par suite, ψ♯ induit par restriction un morphisme de faisceaux

ψ+♯ : ψ̃−1(O+
SpaA)→ O+

SpaB

d’où un deuxième morphisme d’espaces localement annelés associé à f :

Spa(f)+ := (ψ,ψ+♯) : (SpaB,O+
SpaB)→ (SpaA,O+

SpaA).
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(iii) Si C := (C,C+) est un troisième anneau affinoïde, et g : B → C un deuxième
morphisme d’anneaux affinoïdes, la commutativité des diagrammes (†) entraîne aisément
l’identité de morphismes d’espaces localement annelés :

Spa(g ◦ f) = Spa(f) ◦ Spa(g).
La vérification détaillée est laissée en exercice au lecteur.

(iv) Soient Xan
A et Xan

B les lieux analytiques de XA et XB (définition 9.79) ; noter
que Spa(A)an = σ−1A (Xan

A ), et de même pour Spa(B)an. Si f : A → B est l’inclusion
d’un sous-anneau ouvert, on sait que Spec f se restreint en un isomorphisme de schémas
(Xan

B ,OXan
B
)
∼→ (Xan

A ,OXan
A
) (proposition 9.80(iii)) ; si de plus B+ est la fermeture inté-

grale de A+ dans B, alors Cont(f) induit un homéomorphisme Spa(B)an
∼→ Spa(A)an

(exercice 10.13(ii)), et il s’ensuit aussitôt que Spa f se restreint en un isomorphisme
d’espaces localement annelés :

Spa(B)an ×Spa(B) (SpaB,OSpaB)
∼→ Spa(A)an ×Spa(A) (SpaA,OSpaA).

10.2.2. Centres des valuations. Soient A := (A,A+) un anneau affinoïde, XA := SpecA,
X+
A := SpecA+. On a un morphisme évident d’espaces localement annelés

(σA, σ
♯
A) : (SpaA,OSpaA)→ (XA,OXA)

tel que σ♯A soit l’identité de OSpaA. Mais le lemme 10.28(ii) fournit aussi l’espace locale-
ment annelé (SpaA,O+

SpaA), et on veut maintenant exhiber un morphisme

(σ+
A , σ

+♯
A ) : (SpaA,O+

SpaA)→ Xna
A+ ×XA+ (XA+ ,OXA+ )

d’espaces localement annelés. Pour cela, remarquons d’abord que pour tout v ∈ SpaA la
partie σ+

A(v) := {a ∈ A+ | v(a) > 0} est un idéal premier ouvert de A+ : la vérification
détaillée est laissée aux soins du lecteur ; traditionellement on appelle σ+

A(v) le centre
de la valuation v. On obtient ainsi une application bien définie σ+

A : SpaA → Xna
A+ ; en

outre, pour tout a ∈ A+ il vient

(σ+
A)
−1(D(a)) = Ua := Spa(A) ∩RA

(
1
a

)
donc σ+

A est continue et compacte (par contre σ−1A (D(a)) = U ′a := Spa(A)∩RA
(
a
a

)
, donc

σA n’est pas forcément compacte). Noter ensuite que la composition

A[a−1]
σ♭A,D(a)−−−−−→ σA,∗OSpaA(D(a)) = OSpaA(U

′
a)→ OSpaA(Ua) ∀a ∈ A+

envoie A+[a−1] ⊂ A[a−1] dans le sous-anneau O+
SpaA(Ua) ⊂ OSpaA(Ua) (car v(a) = 0

pour tout v ∈ Ua). On obtient ainsi un homomorphisme d’anneaux

σ+♭
A,D(a) : OXA+ (D(a))→ σ+

A,∗O
+
SpaA(D(a))

et il est clair que l’association : D(a) 7→ σ+♭
A,D(a) pour tout a ∈ A+, définit un morphisme

de faisceaux sur le site des parties ouvertes {D(a) | a ∈ A+} (voir la définition 5.34(iii,iv)) ;
d’après l’exercice 5.35(ii), ce dernier se prolonge en un unique morphisme de faisceaux
σ+♭
A : OXA+ → σ+

A,∗O
+
SpaA sur XA+ , et le couple (σ+

A , σ
+♭
A ) est un morphisme d’espaces

annelés
(SpaA,O+

SpaA)→ (XA+ ,OXA+ )

avec σ+
A(SpaA) ⊂ Xna

A+ . Ce morphisme se factorise alors à travers un unique morphisme
(SpaA,O+

SpaA)→ Xna ×XA+ (XA+ ,OXA+ ) que l’on notera encore (σ+
A , σ

+♭
A ). En dernier

lieu, soient v ∈ SpaA et p := σ+
A(v) ; par inspection directe, on voit que l’homomorphisme

induit sur les fibres (σ+♯
A )v : A+

p → O+
Spa(A),v est local, comme souhaité : les détails sont

laissés aux soins du lecteur.
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10.2.3. Spectre adique et éclatements. Soit encore A := (A,A+) un anneau affinoïde ; à
tout idéal I ⊂ A+, la remarque 5.68(i) associe l’idéal quasi-cohérent IOXA+ ; pour tout
morphisme f : (Y,OY ) → (XA+ ,OXA+ ) d’espaces annelés posons IOY := f−1(IOXA+ ) ·
OY (voir la remarque 5.68(iv)) ; il s’agit de l’idéal de OY tel que pour toute partie ouverte
U ⊂ Y on a :

IOY (U) := {a ∈ OY (U) | ay ∈ IOY,y ∀y ∈ U}.

Par exemple, on peut prendre pour f le morphisme (σ+
A , σ

+♯
A ) du §10.2.2 ; ainsi l’idéal

IO+
SpaA de O+

SpaA est bien défini. Soit I l’ensemble des idéaux ouverts I de type fini de
A+ ; on munit I de l’ordre partiel tel que pour tous I, I ′∈I on a

I ′ ≤ I ⇔ il existe J ∈ I tel que I ′ = IJ.

Evidemment l’ensemble (I ,≤) est cofiltrant. Posons O+
Spa(A)an

:= (O+
SpaA)|Spa(A)an , et

pour tout I∈I , soit πI :EI→XA+ l’éclatement de l’idéal quasi-cohérent IOXA+ .

Lemme 10.30. IO+
Spa(A)an

est un idéal inversible de O+
Spa(A)an

, pour tout I ∈ I .

Démonstration. Soient a1, . . . , an un système fini de générateurs de I, et v ∈ Spa(A)an.
On peut supposer que v(a1) ≤ v(ai) pour tout i = 1, . . . , n, et comme v est analytique,
on a alors v(a1) ̸= +∞. Ainsi, v ∈ U := RA

(
a2
a1
, · · · , ana1

)
, et il vient ai/a1 ∈ O+

Spa(A)(U)

pour tout i = 1, . . . , n, d’où IO+
Spa(A),v = a1O

+
Spa(A),v. De plus, a1 ∈ (OSpa(A),v)

×, car
v(a1) ̸= +∞ ; donc a1 est un élément régulier du sous-anneau O+

Spa(A),v, et par suite
IO+

Spa(A),v est un O+
Spa(A),v-module libre de rang un. L’assertion découle alors du lemme

5.70(i). □

D’après le lemme 10.30 et le théorème 5.97, la restriction de (σ+
A , σ

+♯
A )

(σ+
A,an, σ

+♯
A,an) : Spa(A)an ×SpaA (SpaA,O+

SpaA)→ (XA+ ,OXA+ )

se factorise à travers πI et un unique morphisme d’espaces localement annelés

(SpaA,O+
SpaA)an := Spa(A)an ×SpaA (SpaA,O+

SpaA)
ϕI−−→ (EI ,OEI ).

Evidemment ϕI(SpaA) est contenu dans la partie fermée Ena
I := π−1I (Xna

A+), donc ϕI se
factorise à son tour par un unique morphisme d’espaces localement annelés

ϕnaI : (SpaA,O+
SpaA)an → (EI ,OEI )na := Ena

I ×EI (EI ,OEI ).

De même, par le lemme 5.70(ii), pour tous I, J ∈ I , le morphisme πIJ : EIJ → XA+ se
factorise à travers πI et un unique morphisme de schémas ψIJ,I : EIJ → EI . Par l’unicité
de ϕnaI il vient ψIJ,I ◦ ϕnaIJ = ϕnaI pour tous I, J ∈ I , et de même on a

ψIJ,I ◦ ψIJK,IJ = ψIJK,I ∀I, J,K ∈ I .

On obtient ainsi un système cofiltrant de XA+ -schémas E• := (EI | I ∈ I ) dont les mor-
phismes de transition sont les ψIJ,I , et un cône ϕna• := (ϕnaI | I ∈ I ) de base (E•,OE•)na
et de sommet (SpaA,O+

SpaA)an. Le résultat principal de cette section est la proposi-
tion suivante, qui nous servira pour la preuve d’un important théorème de Gruson et
Raynaud :

Proposition 10.31. Avec la notation ci-dessus, le cône ϕna• est universel, donc il induit
un isomorphisme d’espaces localement annelés :

(SpaA,O+
SpaA)an

∼→ lim
I∈I

(EI ,OEI )na.
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Démonstration. D’après la remarque 10.29(ii,iv) on peut supposer que A = A+ (et donc,
XA = XA+). Or, soit I ∈ I ; on veut expliciter l’application continue ϕI : Spa(A)an →
EI . Pour cela, soit a1, . . . , an un système fini de générateurs de I, et pour tout i =
1, . . . , n soit Bi := A

[
a1
ai
, · · · , anai

]
⊂ A[a−1i ] ; rappelons que EI admet le recouvrement

EI = Ω1 ∪ · · · ∪ Ωn où chaque partie ouverte Ωi est isomorphe au XA-schéma SpecBi.
Posons aussi Ui := ϕ−1I (Ωi) pour i = 1, . . . , n.

Affirmation 10.32. ai ∈ OSpaA(Ui)
× pour tout i = 1, . . . , n.

Preuve : Il suffit de vérifier que v(ai) ̸= +∞ pour tout v ∈ Ui (observation 5.48). Mais
une inspection de la construction de ϕI montre que l’idéal IOSpa(A),v est engendré par
l’image de ai, pour tout tel v ; puisque v est non analytique, son support ne contient pas
I, d’où l’assertion. ♢

D’après l’observation 10.32 et l’exercice 8.9, tout v ∈ Ui se prolonge alors en une
unique valuation vi : A[a−1i ]→ Γv◦.

Affirmation 10.33. Pour tout i = 1, . . . , n et tout v ∈ Ui on a :
(i) Ui = Spa(A)an ∩RA

(
a1
ai
, · · · , anai

)
(ii) ϕI(v) = {b ∈ Bi | vi(b) > 0} ∈ SpecBi.

Preuve : Par inspection de la construction de ϕI (voir la preuve du théorème 5.97), il
vient Spa(A)an ∩RA

(
a1
ai
, · · · , anai

)
⊂ Ui. De l’autre côté, la restriction Ui → Ωi de ϕI est

le morphisme d’espaces localement annelés correspondant à (ϕI)
♭
Ωi

: Bi → O+
SpaA(Ui)

sous l’adjonction du théorème 5.47 ; donc, l’image de Bi dans OSpaA(Ui) est contenue
dans O+

SpaA(Ui), et par suite vi(aj/ai) ≥ 0 pour j = 1, . . . , n. En outre, v(ai) ̸= +∞, car
v est analytique, d’où v ∈ RA

(
a1
ai
, · · · , anai

)
.

(ii) : La preuve du théorème 5.47 montre que ϕI(v) est l’image réciproque dans Bi de
l’idéal maximal de O+

Spa(A),v, d’où l’assertion. ♢

Or, soit Ena la limite du système cofiltrant d’espaces topologiques (Ena
I | I ∈ I ) ; le

cône ϕna• induit une application continue

ϕ : (SpaA)an → Ena

et l’observation 10.33(i) entraîne aisément que la topologie de (SpaA)an est induite par
celle de Ena via ϕ. Comme SpaA est spectral, et en particulier de type T0 (remarque
4.51(iv)), il s’ensuit aussitôt que ϕ est injective.

Affirmation 10.34. Si I ⊂ A◦◦, l’application ϕnaI : Spa(A)an → Ena
I est surjective.

Preuve : Soient i ∈ {1, . . . , n} et j : A → Bi l’homomorphisme naturel d’anneaux. Soit
aussi p ⊂ Bi un idéal premier tel que j−1p est un idéal premier ouvert de A ; d’après les
exercices 1.61(ii) et 3.37(i), il existe un idéal premier q ⊂ A[a−1i ] tel que q′ := q∩Bi ⊂ p ;
on pose C := (Bi/q

′)p. Le sous-anneau local C est dominé par l’anneau de valuation d’une
valuation v deK := Frac(C) (théorème 8.21). La composition de v avec l’homomorphisme
naturel d’anneaux Bi → K est une valuation u de Bi avec u(b) ≥ 0 pour tout b ∈ Bi, et
u(b) > 0 ⇔ b ∈ p ; de plus, u(ai) ̸= +∞. Avec la notation de l’exercice 10.8, on pose

t := u ◦ j : A→ Γu◦ et w := tcΓ
∗
t .

Il vient w(a) ≥ 0 pour tout a ∈ A, et w(a) > 0 ⇔ a ∈ j−1p, et noter que A◦◦ ⊂ j−1p,
car j−1p est ouvert. Cela montre que w ∈ Spa(A) (théorème 10.12(i)) ; de plus on a
t(ai) ̸= +∞ par l’observation 10.33(i), et par hypothèse ai ∈ A◦◦, donc w est analytique,
d’après l’exercice 10.8(ii). Ensuite, par inspection directe on trouve w(ak) ≥ w(ai) pour
tout k = 1, . . . , n ; mais alors w(ai) ̸= +∞, car w est analytique et I est ouvert. Cela
montre que w ∈ RA

(
a1
ai
, · · · , anai

)
, donc ϕI(w) ∈ SpecBi. En dernier lieu, notons par

ui, ti et wi les uniques valuations de A[a−1i ] qui prolongent respectivement u, t et w ;
évidemment ti = ui. Pour tout a/ani ∈ A[a

−1
i ] on a alors ui(a/ani ) > 0⇔ t(a) > t(ani ), et

comme t(ai) = w(ai) ̸= +∞, cela équivaut à w(a) > w(ani ), ou encore, à wi(a/ani ) > 0.



654 é Capricorne

Avec l’observation 10.33(ii) on conclut aussitôt que ϕI(w) = p (les détails sont laissés
aux soins du lecteur). ♢

Remarquons ensuite que Ωi∩Ωj est une partie ouverte compacte de Ωi et de Ωj , pour
tous i, j = 1, . . . , n ; l’espace EI est alors spectral, pour tout I ∈ I (exercice 4.52), et
de même pour sa partie fermée Ena

I . Suivant la définition 4.50(ii), à tout espace espace
spectral (X,T ) on associe l’espace topologique (Xc,T c) avec Xc = X et où T c est
la topologie constructible de (X,T ) ; d’après le théorème 4.54(ii), il s’agit d’un espace
topologique compact et séparé.

Affirmation 10.35. (i) ψIJ,I : EIJ → EI est compacte pour tous I, J ∈ I .
(ii) Pour tout I ∈ I l’application ϕnaI : Spa(A)an → Ena

I est compacte.
Preuve : (i) : On a πI ◦ ψIJ,I = πIJ , et on sait que πI et πIJ sont séparés et de type fini
(corollaire 5.101(i,ii)) ; l’assertion découle alors de l’exercice 5.93(iii).

(ii) : Pour i = 1, . . . , n la partie Ωna
i := Ena

I ∩ Ωi est ouverte et constructible dans
Ena
I , et Ena

I = Ωna
1 ∪ · · · ∪ Ωna

n ; d’après le lemme 4.60, il suffit alors de vérifier que
chaque restriction ϕnaI,i : Ui → Ωna

i de ϕnaI est compacte. Or, soit a/asi ∈ Bi ; au vu de
l’observation 10.33(ii), on a

ϕ−1I,i (D(a/asi )) = Spa(A)an ∩RA
(
a1
ai
, · · · , anai

)
∩RA

(asi
a

)
= Spa(A)an ∩RA

(
a1
ai
, · · · , anai

)
∩RA

(as1
a , · · · ,

asn
a

)
.

On voit aisément que la suite as1, . . . , asn, a engendre un idéal ouvert de A, d’où l’assertion,
par le théorème 10.12(iii). ♢

L’observation 10.35(i) entraîne aisément que la restriction ψna
IJ,I : Ena

IJ → Ena
I de

ψIJ,I est encore une application compacte, pour tous I, J ∈ I ; d’après la remarque
4.59(ii), elle est alors continue aussi pour les topologies constructibles, et avec l’observa-
tion 10.35(ii) il en est de même pour ϕnaI : Spa(A)can → (Ena

I )c. Noter de plus que la partie
I ′ := {I ∈ I | I ⊂ A◦◦} est finale dans I (voir l’exercice 2.35), donc l’application natu-
relle Ena → F := limI∈I ′ E

na
I est un homéomorphisme. Soit aussi F c := limI∈I ′(E

na
I )c,

et rappelons que les ensembles sous-jacents à F et F c sont égaux ; d’autre part, au vu
du problème 2.32(ii) et de l’observation 10.34, l’application Spa(A)can → F c induite par
le cône (ϕnaI : Spa(A)can → (Ena

I )c | I ∈ I ′) est surjective ; on déduit ainsi que ϕ est de
même surjective, et comme on sait déjà qu’elle est injective et qu’elle induit la topologie
de Spa(A)an, on conclut finalement que ϕ est un homéomorphisme.

Soit ensuite v ∈ Spa(A)an, et pour tout I ∈ I posons pI := ϕI(v) ∈ Ena
I ; la construc-

tion de Ena (voir la solution du problème 5.51(ii)) montre que la fibre OEna,ϕ(v) du
faisceau OEna représente la colimite du système filtrant OE•,p• := (OEI ,pI | I ∈ I op)

d’anneaux locaux, dont les homomorphismes de transition sont les (ψ♯IJ,I)pIJ : OEI ,pI →
OEIJ ,pIJ , pour tous I, J ∈ I . Pour conclure la preuve, il ne reste donc qu’à vérifier que
le co-cône (ϕ♯I,v : OEI ,pI → O+

Spa(A),v | I ∈ I op) de base OE•,p• et sommet OSpa(A),v est
universel, i.e. qu’il induit un isomorphisme :

ω : lim
−→

I∈I op

OEI ,pI
∼→ O+

Spa(A),v.

Or, soit p := Supp(v) ; la valuation v se prolonge en une unique valuation v : Ap → Γv◦,
et sous l’identification naturelle OSpa(A),v

∼→ Ap, le sous-anneau O+
Spa(A),v correspond à

A+
v := {s ∈ Ap | v(s) ≥ 0}. Fixons a1, . . . , an ∈ A◦◦ qui engendrent un idéal ouvert de

A, et soit a ∈ A+
v ; on a a = b/s pour certains b, s ∈ A avec v(b) ≥ v(s) ̸= +∞, et

d’après le lemme 10.4(i) il existe N ∈ N tel que v(aNi ) ≥ v(s) pour tout i = 1, . . . , n. Il
vient ainsi v ∈ RA

(aN1
s , · · · ,

aNn
s ,

b
s

)
et l’idéal I engendré par s, b, aN1 , . . . , aNn est ouvert

dans A ; compte tenu de l’observation 10.33(i), il s’ensuit que OEI ,pI contient l’image
de A

[aN1
s , · · · ,

aNn
s ,

b
s

]
⊂ A[s−1]. Cela achève de montrer que ω est surjective. Ensuite,
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soient I ∈ I et x ∈ OEI ,pI tel que ϕ♯I,v(x) = 0 ; afin de vérifier l’injectivité de ω, il
suffira d’exhiber J ∈ I tel que (ψ♯IJ,I)pIJ (x) = 0. Pour cela, soit aussi a1, . . . , an un
système fini de générateurs de I, et disons que pI ∈ SpecBi ⊂ EI , avec comme ci-dessus,
Bi := A

[
a1
ai,
, · · · , anai

]
. On a alors x = b/s avec b ∈ Bi et s ∈ Bi \ pI ; il vient ϕ♯I,v(b) = 0,

et il suffira d’exhiber J ∈ I tel que (ψ♯IJ,I)pIJ (b) = 0. De même b = a/aki pour quelque
a ∈ A et k ∈ N, d’où ϕ♯I,v(a) = 0, et à nouveau il suffira d’exhiber J ∈ I tel que
(ψ♯IJ,I)pIJ (a) = 0, car l’image de ai dans OEIJ ,pIJ est un élément régulier, pour tout tel

J . Mais sous l’identification O+
Spa(A),v

∼→ A+
v , la composition A→ OEI ,pI

ϕ♯I,v−−−→ O+
Spa(A),v

correspond à l’homomorphisme structurel A → A+
v de la A-sous-algèbre A+

v de Ap ;
la condition ϕ♯I,v(a) = 0 nous dit alors qu’il existe t ∈ A \ p tel que ta = 0 dans A.
D’après le lemme 10.4(i) il existe N ∈ N tel que v(aNi ) ≥ v(t) pour tout i = 1, . . . , n ;
soit J ∈ I l’idéal engendré par la suite t, aN1 , . . . , aNn . D’après l’observation 10.33(i) on a
pJ ∈ SpecB′ ⊂ EJ , avec B′ := A

[aN1
t , · · · ,

aNn
t

]
, et évidemment ta = 0 dans B′. Mais t est

un élément régulier de B′, d’où a = 0 dans B′. On déduit aisément que (ψ♯IJ,I)pIJ (a) = 0,
comme souhaité : les détails sont confiés aux soins du lecteur. □

10.3. Foncteurs Tor et extension des scalaires. Au §3.2.6 on a réinterprété le produit
tensoriel comme un foncteur sur la catégorie AlgMod. On souhaite maintenant prolonger
les mêmes considérations aux foncteurs dérivés du produit tensoriel ; pour cela, fixons un
système de résolutions projectives

P := (PA,N• → N | (A,N) ∈ Ob(AlgMod))

(i.e. PA,N,i est un A-module projectif, pour tout i∈N et tout (A,N)∈Ob(AlgMod)) et
soit (f, g, h) : (A,M,N) → (A′,M ′, N ′) un morphisme de AlgMod ×Z−Alg AlgMod (voir
le §3.2.6). Le complexe augmenté de A′-modules PA′,N ′• → N ′ induit par restriction
des scalaires un complexe exact de A-modules (PA′,N ′• → N ′)[f ], et d’après le théorème
5.9, l’application A-linéaire h : N → N ′[f ] se prolonge en un morphisme de complexes de
A-modules h• : PA,N• → (PA′,N ′•)[f ], unique à équivalence homotopique près ; d’où un
morphisme de C(A−Mod) :

g ⊗f h• :M ⊗A PA,N• → (M ′ ⊗A′ PA′,N ′•)[f ]
donné en chaque degré i ∈ N par l’application A-linéaire g ⊗f hi : M ⊗A PA,N,i →
(M ′ ⊗A′ PA′,N ′,i)[f ]. Si k• : PA,N• → (PA′,N ′•)[f ] est un autre morphisme de complexes
de A-modules prolongeant h, et si s• := (si : PA,N,i → (PA′,N ′,i+1)[f ] | i ∈ N) est une
homotopie de h• vers k•, on voit aussitôt que g⊗f s• := (g⊗f si | i ∈ N) est une homotopie
de g ⊗f h• vers g ⊗f k•. Donc, l’application A-linéaire

Torfi (g, h) := Hi(g ⊗f h•) : TorAi (M,N)→ TorA
′

i (M ′, N ′)[f ]

est indépendante du choix de h•, pour tout i ∈ N (remarque 5.5(iii)). En particulier, si
(f ′, g′, h′) : (A′,M ′, N ′)→ (A′′,M ′′, N ′′) est un autre morphisme, on a :

Torf
′◦f
i (g′ ◦ g, h′ ◦ h) = Torf

′

i (g′, h′) ◦ Torfi (g, h) ∀i ∈ N.

On a ainsi obtenu pour tout i ∈ N un foncteur bien défini

Tori : AlgMod×Z−Alg AlgMod→ AlgMod (A,M,N) 7→ (A,TorAi (M,N))

indépendant, à isomorphisme unique près, du choix de P et P ′.

Remarque 10.36. Soient A un anneau, f : A→ B une A-algèbre, et i ∈ N.
(i) A − Mod × A − Mod est naturellement identifiée avec la sous-catégorie CA de

AlgMod×Z−Alg AlgMod telle que Ob(CA) := {(A,M,N) |M,N ∈ Ob(A−Mod)}, et dont
les morphismes sont les données (IdA, g, h), pour tout homomorphisme de A-modules
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g, h ; évidemment, la restriction du foncteur Tori à cette sous-catégorie redonne le fonc-
teur TorAi (−,−) de la remarque 7.64(i).

(ii) SoientM un B-module,N un A-module, et (P•, d•)→ N une résolution projective.
Rappelons que M ⊗A Pj est naturellement un B-module, et M ⊗A dj est une application
B-linéaire pour tout j ∈ N (voir le §3.2.1), i.e. M ⊗A P• est un complexe de B-modules,
et son homologie est un B-module en tout degré. Ainsi, le A-module TorAi (M[f ], N) hérite
de M une structure naturelle de B-module, que l’on notera TorAi (M,N), telle que

TorAi (M,N)[f ] = TorAi (M[f ], N).

En outre, ce B-module est indépendant, à isomorphisme B-linéaire unique près, du
système auxiliaire P de résolutions projectives : i.e., pour deux tels systèmes auxi-
liaires P,P ′, l’isomorphisme naturel TorAi,P(M,N)

∼→ TorAi,P′(M,N) de la remarque
7.61(iv) est B-linéaire pour tout i ∈ N. De même, si ϕ : M → M ′ est une applica-
tion B-linéaire, et ψ : N → N ′ est une application A-linéaire, l’application induite
TorAi (ϕ, ψ) : TorAi (M,N) → TorAi (M

′, N ′) est B-linéaire : les détails sont laissés aux
soins du lecteur.
(iii) Soient C1

• , C
2
• deux complexes de A-modules, D1

•, D
2
• deux complexes de B-

modules, et ϕj• : Cj• → (Dj
•)[f ], un morphisme de complexes de A-modules, pour j = 1, 2 ;

on a un morphisme ϕ1• ⊠f ϕ2• : C1
• ⊠A C

2
• → (D1

• ⊠B D
2
•)[f ] de complexes doubles de A-

modules, avec (ϕ1• ⊠f ϕ
2
•)pq := ϕ1p ⊗f ϕ2q pour tous p, q ∈ Z. En prenant les complexes

totaux, on déduit un morphisme de complexes de A-modules :

ϕ1• ⊗f ϕ2• : C1
• ⊗A C2

• → (D1
• ⊗B D2

•)[f ].

Cela posé, on généralise le théorème 8.126 comme suit. On a un foncteur évident

Φ : AlgMod×Z−Alg AlgMod (A,M,N) 7→ (A,N,M)

qui associe à tout morphisme (f, g, h) de AlgMod×Z−Alg AlgMod le morphisme (f, h, g).
Alors, il existe un isomorphisme de foncteurs :

Tori
∼→ Tori ◦ Φ.

La preuve s’obtient aisément, par inspection de la démonstration du théorème 8.126 : les
détails seront laissés en exercice au lecteur.

Exercice 10.37. Soient f : A → B, g : B → C deux homomorphismes d’anneaux, M
un B-module, N un A-module, et P un C-module.

(i) Montrer que si A et B sont noethériens, et si M et N sont de type fini, alors
TorAi (M,N) est un B-module de type fini pour tout i ∈ N.

(ii) Montrer que si P[g] est un B-module plat, on a un isomorphisme C-linéaire

P ⊗B TorAi (M,N)
∼→ TorAi (P ⊗B M,N) ∀i ∈ N.

(iii) Montrer que si B est une A-algèbre plate, on a un isomorphisme B-linéaire :

TorAi (M,N)
∼→ TorBi (M,B ⊗A N) ∀i ∈ N.

10.3.1. Considérons un homomorphisme d’anneaux f : A→ A′, une suite exacte courte

de A-modules Σ := (0 → M ′
f1

−→ M
g1−→ M ′′ → 0), et une suite exacte courte de

A′-modules Σ′ := (0 → N ′
f2

−→ N
g2−→ N ′′ → 0) ; on choisit des résolutions projec-

tives QM ′•
ε′−→ M ′, QM ′′•

ε′′−→ M ′′ des A-modules M ′,M ′′, et des résolution projectives

QN ′•
µ′−→ N ′, QN ′′•

µ′′−−→ N ′′ des A′-modules N ′, N ′′. D’après la proposition 7.65, on
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déduit un diagramme commutatif de résolutions projectives

0 // QM ′•
f1
• //

ε′ ��

QM•
g1• //

ε
��

QM ′′• //

ε′′��

0

0 // M ′
f1

// M
g1 // M ′′ // 0

avec QM,i := QM ′,i ⊕QM ′′,i pour tout i ∈ N, et on a également une suite exacte courte
0 → (QN ′•, µ

′) → (QN•, µ) → (QN ′′•, µ
′′) → 0 de résolution projectives de A′-modules

pour la suite Σ′. Par restriction des scalaires, Σ′ nous donne une suite exacte courte
de A-modules, que l’on notera Σ′[f ] ; soit alors Σ → Σ′[f ] un homomorphisme de suites
exactes de A-modules, composés d’applications A-linéaires h′ :M ′ → N ′[f ], h :M → N[f ]

et h′′ : M ′′ → N ′′[f ]. D’après le théorème 5.9, il existe des morphismes de complexes
de A-modules h′• : QM ′• → (QN ′•)[f ] et h′′• : QM ′′• → (QN ′′•)[f ] tels que µ′′ ◦ h′′0 =
h′′ ◦ ε′′ et µ′ ◦ h′0 = h′ ◦ ε′. Or, les complexes (QN•)[f ], (QN ′•)[f ] et (QN ′′•)[f ] ne sont pas
nécessairement des résolutions projectives de A-modules, mais comme ils se déduisent,
pas restriction des scalaires, de trois résolutions projectives de A′-modules, il est clair
que la suite exacte courte de A-modules 0→ (QN ′,i)[f ] → (QN,i)[f ] → (QN ′′,i)[f ] → 0 est
scindée en tout degré i ∈ N. D’après la remarque 7.68(ii), il existe alors un morphisme de
complexes de A-modules h• : QM• → QN• tel que µ ◦ h0 = h ◦ ε, et faisant commuter le
diagramme (∗∗∗) de la proposition 7.67. Soient de plus T un A-module, T ′ un A′-module,
et t : T → T ′[f ] une application A-linéaire ; on obtient ainsi un diagramme commutatif de
complexes de A-modules :

0 // T ⊗A QM ′•
T⊗Af1

• //

t⊗fh′• ��

T ⊗A QM•
T⊗Ag1• //

t⊗fh•
��

T ⊗A QM ′′• //

t⊗fh′′•��

0

0 // T ′ ⊗A′ QN ′•
T ′⊗A′f

2
• // T ′ ⊗A′ QN•

T ′⊗A′g
2
• // T ′ ⊗A′ QN ′′• // 0.

En raisonnant comme dans la remarque 7.68(iii), on déduit, pour tout i ∈ N, le diagramme
commutatif de A-modules (les détails sont laissés aux soins du lecteur) :

TorAi+1(T,M
′′)

∂iΣ //

Torfi+1(t,h
′′)
��

TorAi (T,M
′)

Torfi (t,h
′)��

TorA
′

i+1(T
′, N ′′)[f ]

∂i
Σ′ // TorA

′

i (T ′, N ′)[f ].

10.3.2. Soient A un anneau, f : A→ A′ et g : A→ C deux A-algèbres, M un A-module,
N un C-module. Posons C ′ := C ⊗A A′, M ′ := A′ ⊗AM , N ′ := C ′ ⊗C N , et notons par
ϕM : M → M ′ (resp. ϕN : N → N ′) l’application A-linéaire (resp. C-linéaire) naturelle.
L’application A-linéaire Torf1 (ϕN , ϕM ) : TorA1 (N,M) → TorA

′

1 (N ′,M ′)[f ] induit, par
l’adjonction du §3.2.2, une application A′-linéaire

(∗) A′ ⊗A TorA1 (N,M)→ TorA
′

1 (N ′,M ′).

Lemme 10.38. Dans la situation du §10.3.2, si N ⊗A M est un C-module plat, alors
(∗) est une surjection.

Démonstration. Soient Q un A-module projectif et ε : Q→M une surjection A-linéaire ;
posons R := Ker ε, Q′ := A′ ⊗A Q, ε′ := A′ ⊗A ε : Q′ →M ′, R′ := Ker ε′, et considérons
le diagramme commutatif de A-modules :

Σ

��

0 // R
j //

r
��

Q
ε //

f⊗AQ
��

M //

f⊗AM
��

0

Σ′[f ] 0 // R′[f ]
j′ // Q′[f ]

ε′ // M ′[f ]
// 0.
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Noter que Q′ est un A′-module projectif (exercice 4.102(ii)), d’où TorA
′

1 (N ′, Q′) = 0
(exercice 7.62(i)). La discussion du §10.3.1, nous donne alors le diagramme commutatif
suivant, dont la ligne horizontale en bas est exacte :

(†)

A′ ⊗A TorA1 (N,M)
A′⊗A∂1

Σ //

(∗)

��

A′ ⊗A (N ⊗A R)
A′⊗A(N⊗Aj)//

α
��

A′ ⊗A (N ⊗A Q)

β
��

N ′ ⊗A′ (A′ ⊗A R)
N ′⊗A′ (A

′⊗Aj) //

N ′⊗A′s��

N ′ ⊗A′ Q′

0 −→ TorA
′

1 (N ′,M ′)
∂1
Σ′ // N ′ ⊗A′ R′

N ′⊗A′ j
′

// N ′ ⊗A′ Q′

où α et β sont les isomorphismes A′-linéaires naturels de la proposition 3.20, et l’appli-
cation A′-linéaire s : A′ ⊗A R→ R′ est l’adjointe de r (voir le §3.2.2). Le lemme découle
alors de l’observation suivante, et d’une chasse simple au diagramme, que l’on laissera
aux soins du lecteur :

Affirmation 10.39. N ′ ⊗A s est une surjection, et si N ⊗A M est un C-module plat, la
ligne horizontale en haut du diagramme (†) est exacte.

Preuve : Pour la première assertion, d’après la proposition 3.11 il suffit de montrer la
surjectivité de s, et cette dernière suit encore de la proposition 3.11.

Ensuite, soit RN := Ker(N ⊗A ε) ; on a deux suites exactes de C-modules :

Ω1 : TorA1 (N,M)→ N ⊗A R→ RN → 0

Ω2 : 0→ RN → N ⊗A Q→ N ⊗AM → 0.

La suite A′ ⊗A Ω1 est encore exacte, par la proposition 3.11, et de même pour la suite
C ′ ⊗C Ω2 ≃ A′ ⊗A Ω2, d’après le problème 4.24(ii.a) (ou l’exemple 8.128). La deuxième
assertion s’ensuit aussitôt. □

10.3.3. Foncteurs Tor et colimites filtrantes. On souhaite maintenant montrer que les
foncteurs Tori des paragraphes précédents commutent aux colimites filtrantes.
• Le cas où i = 0 est réglé par le lemme suivant :

Lemme 10.40. Le foncteur − ⊗ − commute avec la colimite de tout système filtrant
d’objets de AlgMod×Z−Alg AlgMod.

Démonstration. Soit (A•,M•, N•) := (Aλ,Mλ, Nλ |λ ∈ Λ) un tel système filtrant, avec

morphismes de transition (Aλ
fλµ−−→ Aµ,Mλ

gλµ−−→ (Mµ)[fλµ], Nλ
hλµ−−→ (Nµ)[fλµ]) pour tous

λ, µ ∈ Λ avec λ ≤ µ. On déduit deux systèmes filtrants d’objets de AlgMod :

(A•,M•) := (Aλ,Mλ |λ ∈ Λ) et (A•, N•) := (Aλ, Nλ |λ ∈ Λ)

et si l’on dénote par (A,M), (A,N) ∈ Ob(AlgMod) les colimites respectives, on vérifie ai-
sément que (A,M,N) représente dans AlgMod×Z−AlgAlgMod la colimite de (A•,M•, N•) :
les détails sont laissés aux soins du lecteur. D’après la solution de l’exercice 3.22, on sait
aussi que A est la colimite du système d’anneaux (A•, f••), et M (resp. N) est la colimite
du système induit de A-modules (A⊗Aλ Mλ |λ ∈ Λ) (resp. (A⊗Aλ Nλ |λ ∈ Λ)). Comme
Λ est filtrant, M est donné par le A-module des classes d’équivalence [p, λ] des couples
(p, λ) avec λ ∈ Λ et p ∈ A ⊗Aλ Mλ (voir l’exercice 2.31(iii)), et de même pour N . Soit
aussi (fλ : Aλ → A |λ ∈ Λ) le co-cône universel pour la colimite de (A•, f••) ; le co-cône
universel pour la colimite de (A•,M•) est alors donné par les couples :

(Aλ
fλ−→ A,Mλ

gλ−→M[fλ]) avec gλ(x) := [1⊗ x, λ] ∀λ ∈ Λ,∀x ∈Mλ
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et de même pour le co-cône universel (fλ, Nλ
hλ−−→ N[fλ] |λ ∈ Λ) de (A•, N•). Avec cette

notation, on doit vérifier l’universalité du co-cône induit :

(Aλ
fλ−→ A,Mλ ⊗Aλ Nλ

gλ⊗Aλhλ−−−−−−→ (M ⊗A N)[fλ] |λ ∈ Λ).

Or, l’exercice 3.14 nous dit que M ⊗A N est la colimite du système de A-modules

((A⊗Aλ Mλ)⊗A (A⊗Aµ Nµ) | (λ, µ) ∈ Λ× Λ)

où l’on munit Λ × Λ de l’ordre partiel tel que (λ, µ) ≤ (λ′, µ′) si et seulement si λ ≤ λ′

et µ ≤ µ′. Plus précisément, on a un co-cône universel naturel :

(A⊗Aλ Mλ)⊗A (A⊗Aµ Nµ)→M ⊗A N p⊗ q 7→ [p, λ]⊗ [q, µ] ∀λ, µ ∈ Λ× Λ.

Noter maintenant que la partie {(λ, λ) |λ ∈ Λ} est cofinale dans Λ×Λ, car Λ est filtrant ;
d’après l’exercice 2.35(iii), il s’ensuit que M⊗AN représente aussi la colimite du système
filtrant ((A ⊗Aλ Mλ) ⊗A (A ⊗Aλ Nλ) |λ ∈ Λ), et la restriction du co-cône universel
ci-dessus est un co-cône universel pour cette colimite. Rappelons l’isomorphisme naturel
(A⊗AλMλ)⊗A(A⊗AλNλ)

∼→ A⊗Aλ (Mλ⊗AλNλ) de A-modules fourni par la proposition
3.20 ; on a ainsi un co-cône universel :

A⊗Aλ (Mλ ⊗Aλ Nλ)→M ⊗A N 1⊗ (x⊗ y) 7→ [1⊗ x, λ]⊗ [1⊗ y, λ] ∀λ ∈ Λ.

L’universalité du co-cône (fλ, gλ ⊗Aλ hλ |λ ∈ Λ) s’ensuit aussitôt, par inspection de la
solution de l’exercice 3.22. □

Remarque 10.41. Gardons la notation de la preuve du lemme 10.40 ; d’après la remarque
3.23, la colimite de (A•,M•) est aussi représentée par le couple (A,M ′), où M ′ est le
A-module des classes d’équivalence [x, λ] des couples (x, λ) avec λ ∈ Λ et x ∈ Mλ, et le
co-cône universel correspondant est donné par les couples

(Aλ
fλ−→ A,Mλ

g′λ−→M ′[fλ]) avec g′λ(x) := [x, λ] ∀λ ∈ Λ.

De même on décrit la colimite des systèmes (A•, N•) et (Aλ,Mλ⊗AλNλ |λ ∈ Λ) d’objets
de AlgMod. Le lemme 10.40 (avec la remarque 2.36) nous donne alors un isomorphisme
canonique de A-modules :

lim
−→
λ∈Λ

Mλ ⊗Aλ Nλ
∼→ (lim

−→
λ∈Λ

Mλ)⊗A (lim
−→
λ∈Λ

Nλ) [x⊗ y, λ] 7→ [x, λ]⊗ [y, λ].

• Considérons ensuite le foncteur d’oubli

F : AlgMod→ C := Z− Alg × Ens (A,M) 7→ (A, |M |)

qui associe à tout objet (A,M) de Z− Alg le couple (A, |M |) formé de l’anneau A et de
l’ensemble |M | sous-jacent le A-module M , et à tout morphisme (f, g) : (A,M)→ (B,N)
de AlgMod le couple (f, |g|), où |g| : |M | → |N | est l’application ensembliste sous-jacente
à l’application A-linéaire g :M → N . En raisonnant comme dans la solution du problème
2.10(ii), on voit aisément que F admet un foncteur adjoint à gauche

G : C → AlgMod (A,S) 7→ (A,A(S))

associant à tout couple (A,S) l’objet (A,A(S)) de AlgMod constitué de A et du A-
module libre A(S) sur l’ensemble S, et à tout morphisme (f, ϕ) : (A,S)→ (A′, S′) de C

le morphisme (f, f (ϕ)) : (A,A(S)) → (A′, A′(S
′)) de AlgMod, où f (ϕ) : A(S) → (A′(S

′))[f ]
est l’application A-linéaire telle que f (ϕ)(es) := e′ϕ(s) pour tout s ∈ S (ici on dénote
par (es | s ∈ S) et (e′s′ | s′ ∈ S′) les bases canoniques de A(S) et respectivement A′(S

′)).
Plus précisément, on a une adjonction canonique pour le couple de foncteurs (G,F ), qui
associe à tout (A,S) ∈ Ob(C ) et tout (B,N) ∈ Ob(AlgMod) la bijection naturelle :

C ((A,S), (B, |N |)) ∼→ AlgMod((A,A(S)), (B,N)) (f, ϕ) 7→ (f, ϕ∗)
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où ϕ∗ : A(S) → N[f ] est l’application A-linéaire telle que ϕ∗(es) := ϕ(s) pour tout s ∈ S
(les détails sont laissés aux soins du lecteur). Noter que la coünité de cette adjonction
associe à tout (A,M) ∈ Ob(AlgMod) la surjection A-linéaire

εA,M : A(M) →M ex 7→ x ∀x ∈M

qui fournit l’augmentation d’une résolution libre canonique du A-module M , notée :

(L A,M
• , dA,M• )

εA,M−−−→M

que l’on construit de proche en proche, comme suit. On pose d’abord

L A,M
−1 :=M L A,M

0 := A(M) et dA,M0 := εA,M : L A,M
0 → L A,M

−1 .

Ensuite, si L A,M
i et dA,Mi : L A,M

i → L A,M
i−1 sont déjà définis, on pose ZA,Mi := Ker dA,Mi ,

et L A,M
i+1 := A(ZA,Mi ), et la différentielle en degré i+ 1 sera la composition

dA,Mi+1 : L A,M
i+1

εi+1
A,M−−−→ ZA,Mi ↪→ L A,M

i avec εi+1
A,M := εA,ZA,Mi

.

En outre, à tout morphisme (f, g) : (A,M)→ (B,N) de AlgMod on associe de proche en
proche un morphisme de complexes de A-modules

L f,g
• : L A,M

• → (L B,N
• )[f ].

Pour cela, on pose L f,g
−1 := g : M → N[f ] et L f,g

0 := f (g) : A(M) → B
(N)
[f ] . Ensuite, si

L f,g
j est déjà défini pour tout j ≤ i, de sorte qu’on a un diagramme commutatif

(∗)
L A,M
j

dA,Mi //

L f,g
j ��

L A,M
j−1

L f,g
j−1��

(L B,N
j )[f ]

dB,Ni // (L B,N
j−1 )[f ]

∀j ≤ i

on remarque que L f,g
i induit par restriction une application A-linéaire hf,gi : ZA,Mi →

(ZB,Ni )[f ] ; on déduit qu’avec L f,g
i+1 := f (h

f,g
i ) : A(ZA,Mi ) → B(ZB,Ni ), le diagramme (∗)

commute aussi pour j = i+ 1. On a ainsi un foncteur bien défini

L• : AlgMod→ C(AlgMod) (A,M) 7→ (A,L A,M
• ) (f, g) 7→ (f,L f,g

• )

où l’on dénote par C(AlgMod) la catégorie dont les objets sont les couples (A,C•) formés
d’un anneau A et d’un complexe C• de A-modules, et dont les morphismes (f, g•) :
(A,C•) → (B,D•) sont les couples formés d’un homomorphisme f : A → B d’anneaux,
et d’un morphisme de complexes de A-modules g• : C• → D•[f ], avec la loi de composition
évidente.

Exercice 10.42. (i) Pour tout i ∈ Z on a un foncteur d’évaluation évident

evn : C(AlgMod)→ AlgMod (A,C•) 7→ (A,Cn)

qui associe à tout morphisme (f, g•) : (A,C•) → (B,D•) de C(AlgMod) le morphisme
(f, gn) : (A,Cn)→ (B,Dn) de AlgMod. Montrer que la catégorie C(AlgMod) est complète
et cocomplète, et que evn commute avec toute petite limite et toute petite colimite de
C(AlgMod), pour tout n ∈ Z.

(ii) Soient la catégorie Morph(AlgMod) comme dans la remarque 2.69(i), et

Ker : Morph(AlgMod)→ AlgMod
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le foncteur qui associe à tout morphisme (f, g) : (A,M)→ (A′,M ′) de AlgMod le couple
(A,Ker g), et à tout diagramme commutatif

(A1,M1)
(f1,g1) //

(h,k)
��

(A′1,M
′
1)

(h′,k′)
��

(A2,M2)
(f2,g2) // (A′2,M

′
2)

le morphisme (h, t) : (A1,Ker g1) → (A2,Ker g2), où t est la restriction de k : M1 →
M2,[h]. Montrer que Ker commute avec toute colimite filtrante.

Lemme 10.43. Le foncteur L• commute avec toute colimite filtrante.

Démonstration. D’après l’exercice 10.42(i), il suffit de montrer que Ln := evn ◦ L• :
AlgMod→ AlgMod commute avec toute colimite filtrante, pour tout n ∈ N. On raisonne
par récurrence sur n. Par définition, L0 = G ◦ F , et il est clair que le foncteur F d’oubli
commute avec toute colimite filtrante ; il en est de même pour son adjoint à gauche G,
d’après la proposition 2.49(ii), et donc aussi pour L0.

Ensuite, supposons que n ≥ 0, et que l’assertion soit déjà connue pour tout entier
k ≤ n ; on considère le foncteur

L[n,n−1] : AlgMod→ Morph(AlgMod) (A,M) 7→ L A,M
[n,n−1]

où L A,M
[n,n−1] est le morphisme (IdA, d

A,M
n ) : (A,L A,M

n ) → (A,L A,M
n−1 ) de AlgMod. A

tout morphisme (f, g) : (A,M) → (B,N) de AlgMod, le foncteur L[n,n−1] associe le
diagramme commutatif

(A,L A,M
n )

(IdA,d
A,M
n ) //

(f,L f,g
n )
��

(A,L A,M
n−1 )

(f,L f,g
n−1)��

(B,L B,N
n )

(IdB ,d
B,N
n ) // (B,L B,N

n−1 ).

Avec cette notation, Ln+1 est la composition :

AlgMod
L[n,n−1]−−−−−→ Morph(AlgMod)

Ker−−→ AlgMod
L0−−→ AlgMod.

Par hypothèse de récurrence (et par l’exercice 10.42(i)), le foncteur L[n,n−1] commute
avec toute colimite filtrante ; il en est de même pour L0, et aussi pour Ker, d’après
l’exercice 10.42(ii). Donc Ln+1 commute avec toute colimite filtrante. □

Proposition 10.44. Pour tout i ∈ N, le foncteur Tori commute avec la colimite de tout
système filtrant d’objets de AlgMod×Z−Alg AlgMod.

Démonstration. On peut supposer que Tori soit le foncteur donné par l’association :
(A,M,N) 7→ Hi(M ⊗A L A,N

• ) pour tout (A,M,N) ∈ Ob(AlgMod ×Z−Alg AlgMod).
L’assertion découle alors aussitôt des lemmata 10.40 et 10.43, et de l’exercice 2.100. □

Corollaire 10.45. Soient A un anneau, f : A → B une A-algèbre, M un A-module,
n ∈ N \ {0}, et MB := B ⊗AM . Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) MB est un B-module plat, et TorAi (M,B[f ]) = 0 pour tout i = 1, . . . , n.
(b) TorAi (M,N[f ]) = 0 pour tout B-module N et tout i = 1, . . . , n.

Démonstration. (b) ⇒ (a) : Pour tout B-module N , l’exercice 3.6(ii) et la proposition
3.18(i) nous donnent des isomorphismes naturels de B-modules : M ⊗A N

∼→ M ⊗A
(B ⊗B N)

∼→ MB ⊗B N , et si u : N → N ′ est un homomorphisme de B-modules, ces
isomorphismes identifient M ⊗A u :M ⊗A N →M ⊗A N ′ avec MB ⊗B u :MB ⊗B N →
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MB ⊗B N ′. Or, si 0 → N ′ → N → N ′′ → 0 est une suite exacte courte de B-modules,
avec l’exemple 7.69 on déduit une suite exacte :

0 = TorA1 (M,N ′′)→MB ⊗B N ′ →MB ⊗B N →MB ⊗B N ′′ → 0.

D’après la proposition 2.102(ii), cela montre que MB est un B-module plat.
(a) ⇒ (b) : On raisonne par récurrence sur n. Si n = 1, choisissons une suite exacte

courte de B-modules 0 → N ′
u−→ L → N → 0, avec L = B(S) pour un certain ensemble

S ; comme ci-dessus, on déduit une suite exacte :

TorA1 (M,L)→ TorA1 (M,N)→MB ⊗B N ′
MB⊗Bu−−−−−→MB ⊗B L

et noter que MB ⊗B u est injective, car MB est un B-module plat. On est ainsi ramené
à vérifier que TorA1 (M,L) = 0. Or, comme TorA1 (M,B) = 0, le problème 2.76(i) entraîne
que TorA1 (M,B(S′)) = 0 pour toute partie finie S′ ⊂ S. D’autre part, L est la colimite du
système filtrant (B(S′) |S′ ∈ Σ), où Σ est l’ensemble des parties finies de S ; l’assertion
découle alors de la proposition 10.44.

Ensuite, soit n > 1, et supposons que TorAi (M,N[f ]) = 0 pour tout B-module N
et i = 1, . . . , n − 1. La suite exacte courte ci-dessus nous donne alors une surjection :
TorAn (M,L) → TorAn (M,N), car TorAn−1(M,N ′) = 0 ; on est ainsi ramené à vérifier que
TorAn (M,L) = 0, et pour cela on raisonne comme dans le cas n = 1. □

Proposition 10.46. Soient A un anneau, I ⊂ A un idéal de type fini, ϕ : A → B un
homomorphisme plat d’anneaux, M un B-module tel que M[ϕ] soit un A-module plat, et
posons (X,OX) := SpecB, U := X \ V (IB), OU := OX|U , et M := OU ⊗̃BM . Alors les
deux conditions suivantes sont équivalentes :

(a) M/IM est un B/IB-module plat, et M est un OU -module plat.
(b) M est un B-module plat.

Démonstration. Evidemment (b)⇒(a). Pour la réciproque, soit f1, . . . , fn un système
fini de générateurs de I ; on raisonne par récurrence sur n. Donc, supposons d’abord que
I = Af soit un idéal principal, de sorte que U = SpecBf ; la condition (a) revient à dire
que M/fM est un B/fB-module plat, et Mf est un Bf -module plat (exercice 5.80(ii)),
et il suffit de montrer que TorB1 (M,N) = 0 pour tout B-module N (proposition 7.70).
Soient j : N → Nf la localisation, K := Ker(j), N := j(N), et C := Coker(j) ; on
considère les suites exactes courtes :

0→ K → N → N → 0 0→ N → Nf → C → 0.

D’après l’exercice 10.37(iii) et le théorème 8.126(i), on a

TorBi (M,Nf ) = TorBi (Nf ,M) = Tor
Bf
i (Nf ,Mf ) = 0 ∀i > 0

car Mf est un Bf -module plat. Les suites exactes longues des foncteurs TorB• (M,−) nous
donnent alors des suites exactes :

TorBi (M,K)→ TorBi (M,N)→ TorBi (M,N) ∀i ∈ N

ainsi que des identifications naturelles : TorBi+1(M,C)
∼→ TorBi (M,N) pour tout i > 0.

Par suite, on est ramené à vérifier :

Affirmation 10.47. TorB1 (M,K) = TorB2 (M,C) = 0.
Preuve : Noter que K =

⋃
r∈N AnnK(fr), et de même pour C ; au vu de la proposition

10.44, on est alors ramené à montrer que TorBi (M,Q) = 0 pour i = 1, 2, tout entier
r > 0, et tout B-module Q tel que frQ = 0. Ensuite, noter que la suite exacte courte
0→ fQ→ Q→ Q/fQ→ 0 induit une suite exacte

TorBi (M,fQ)→ TorBi (M,Q)→ TorBi (M,Q/fQ) ∀i ∈ N
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donc une simple récurrence sur r nous ramène au cas où fQ = 0, i.e. Q est un B/fB-
module ; avec le corollaire 10.45 on est ensuite ramené au cas où Q = B/fB.

Soit alors P• → A/fA une résolution de A/fA par des A-modules libres ; puisque B
est une A-algèbre plate, B⊗AP• → B/fB est une résolution de B/fB par des B-modules
libres, donc on a pour tout i ∈ N des isomorphismes naturels :

TorBi (M,B/fB)
∼→ Hi(M ⊗B (B ⊗A P•))

∼→ Hi(M ⊗A P•)
∼→ TorAi (M,A/fA)

et TorAi (M,A/fA) = 0 pour tout i > 0, car M[ϕ] est un A-module plat. ♢

Soit ensuite n > 1, et supposons que l’assertion soit déjà connue pout tout anneau
A′ et tout idéal I ′ ⊂ A′ engendré par n − 1 éléments. Posons A′ := A/fnA, I ′ := IA′,
B′ := B/fnB, etM ′ :=M/fnM . Alors, l’homomorphisme induit ϕ′ : A′ → B′ est plat, et
M ′[ϕ′] est un A′-module plat. Soient en outre (X ′,OX′) := SpecB′, U ′ := (X ′ \ V (I ′B)),
OU ′ := OX′|U ′ , et M ′ := OU ′⊗̃B′M ′ ; évidemment B′/I ′B′ = B/IB, et M ′/I ′M ′ =
M/IM est un B′/IB′-module plat ; en outre, l’immersion fermée (U ′,OU ′) → (U,OU )
identifie M ′ avec OU ′⊗̃OUM (les détails sont laissés aux soins du lecteur), donc M ′

est un OU ′-module plat. Par hypothèse de récurrence, M ′ est alors un B′-module plat.
Posons alors V := X \V (Bfn), OV := OX|V , et N := M|V ; ainsi, N est un OV -module
plat, et par le cas n = 1, on conclut que M est un B-module plat. □

10.4. Le critère local de platitude. Cette section présente quelques résultats sur la
platitude des modules, dont les preuves reposent sur le lemme d’Artin-Rees, et donc ne
seront valables que pour les modules sur les anneaux noethériens, ou en tout cas leur
démonstration exigera une réduction préalable au cas noethérien.

Soient A un anneau, I ⊂ A un idéal, et M un A-module. On pose

An := A/In+1 et Mn := An ⊗AM =M/In+1M ∀n ∈ N
et on dénote par a ∈ An et x ∈ Mn les classes de tout a ∈ A et x ∈ M . On a une
application A-linéaire naturelle

αA,Mn : In ⊗AM → InM a⊗ x 7→ ax

et noter que le noyau de la composition

γn : In ⊗AM
αA,Mn−−−→ InM → InM/In+1M a⊗ x 7→ ax 7→ ax

contient l’image de l’application naturelle βn : In+1 ⊗A M → In ⊗A M (induite par
l’inclusion In+1 ⊂ In), dont le conoyau est In/In+1 ⊗A M (proposition 3.11) ; de plus,
comme In/In+1 est évidemment un A0-module, on a une identification naturelle de A0-
modules : In/In+1⊗AM

∼→ (In/In+1⊗A0 A0)⊗AM
∼→ (In/In+1)⊗A0 M0 (proposition

3.18(i)). Donc, γn se factorise à travers une application A0-linéaire

γn : (In/In+1)⊗A0
M0 → InM/In+1M a⊗ x 7→ ax.

Théorème 10.48. (Critère local de platitude) Avec la notation ci-dessus, on considère
les conditions suivantes :

(a) M est un A-module plat.
(b) M0 est un A0-module plat et TorA1 (M,A0) = 0.
(c) M0 est un A0-module plat, et γn est un isomorphisme pour tout n ∈ N.
(d) Mn est un An-module plat pour tout n ∈ N.

On a : (a)⇒ (b)⇒ (c)⇒ (d). En outre, (d)⇒ (a) si l’une des conditions suivantes est
vérifiée :

— l’idéal I est nilpotent.
— A est noethérien, et la topologie I-adique de J ⊗A M est séparée, pour tout idéal

J ⊂ A.

Démonstration. (b)⇒ (c) : Remarquons d’abord :
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Affirmation 10.49. (i) (b) ⇒ αA,Mn est un isomorphisme pour tout n ∈ N.
(ii) αA,M1 est un isomorphisme ⇔ TorA1 (M,A0) = 0.

Preuve : (i) : On montre la condition par récurrence sur n. Pour n = 0, l’assertion
est l’exercice 3.6(ii). Soit ensuite n ≥ 0 tel que αA,Mn est un isomorphisme. D’après le
corollaire 10.45, on a TorA1 (M, In/In+1) = 0 ; d’après l’exemple 7.69, la suite exacte
courte 0→ In+1 → In → In/In+1 → 0 induit alors une suite exacte courte

0→ In+1 ⊗AM
βn−−→ In ⊗AM → (In/In+1)⊗AM → 0.

Par inspection directe, on voit que αA,Mn ◦βn est la composition de αA,Mn+1 avec l’inclusion
In+1M → InM , et l’hypothèse de récurrence implique que αA,Mn ◦βn soit injective ; donc
αA,Mn+1 est injective, et elle est aussi évidemment surjective.

(ii) : La suite exacte 0→ I → A→ A0 → 0 induit une suite exacte

0 = TorA1 (M,A)→ TorA1 (M,A0)→ I ⊗AM
αA,M1−−−→ IM → 0

(voir l’exercice 7.62(i)) d’où l’assertion. ♢

L’observation 10.49(i) entraîne que le noyau de γn est l’image de βn, d’où (c).
(a)⇒ (b) : Cela découle de la proposition 7.70 et la remarque 3.74(vi).
(c)⇒ (d) : Remarquons d’abord :

Affirmation 10.50. (c) ⇒ αAn,Mn

i est un isomorphisme pour tous n, i ∈ N.
Preuve : On montre par récurrence sur j, que αAn,Mn

1+n−j est un isomorphisme pour tout
n ∈ N et tout j ≤ n + 1. Cela est clair pour j ≤ 0, car αAn,Mn

i est l’isomorphisme
0
∼→ 0 si i > n. Soit ensuite j ∈ {0, . . . , n} tel que αAn,Mn

1+n−j est un isomorphisme ; pour
i := n−j, la proposition 3.18(i) fournit un isomorphisme naturel ωi : (Ii/Ii+1)⊗AnMn

∼→
(Ii/Ii+1)⊗A0 M0, d’où le diagramme commutatif de A-modules :

Ii+1An ⊗An Mn
//

αAn,Mni+1 ��

IiAn ⊗An Mn
//

αAn,Mni��

(Ii/Ii+1)⊗An Mn
//

γi◦ωi��

0

0 // Ii+1Mn
// IiMn

// IiM/Ii+1M // 0

dont la ligne horizontale en bas est une suite exacte courte, et dont celle en haut est une
suite exacte à droite (proposition 3.11). Par hypothèse, αAn,Mn

i+1 et γi sont des isomor-
phismes ; il s’ensuit aisément que la ligne horizontale en haut est exacte courte, et alors
αAn,Mn

i = αAn,Mn

1+n−(j+1) est un isomorphisme (exercice 2.104). ♢

Les observations 10.49(ii) et 10.50 entraînent que TorAn1 (Mn, A0) = 0 pour tout n ∈ N ;
avec le corollaire 10.45, on obtient TorAn1 (Mn, N) = 0 pour tout A0-module N . On va
montrer par récurrence sur i, que TorAn1 (Mn, N) = 0 pour tout i ∈ {0, . . . , n} et tout Ai-
module N . Le cas i = 0 vient d’être établi ; soit ensuite i < n tel que TorAn1 (Mn, N

′) = 0
pour tout Ai-module N ′. Pour tout Ai+1-module N , on a la suite exacte 0 → IN →
N → N/IN → 0, et noter que IN et N/IN sont des Ai-modules ; par hypothèse de
récurrence, il vient une suite exacte

0 = TorAn1 (Mn, IN)→ TorAn1 (Mn, N)→ 0 = TorAn1 (Mn, N/IN)

d’où TorAn1 (Mn, N) = 0. Ainsi, Mn est un An-module plat, par la proposition 7.70.
Ensuite, si In = 0, on a A = An et M = Mn, donc trivialement (d) ⇒ (a) dans ce

cas. Il reste à montrer que (d) ⇒ (a), quand A est noethérien, et quand la topologie
I-adique de J ⊗A M est séparée pour tout idéal J ⊂ A. D’après la proposition 3.78,
il suffit de vérifier que l’inclusion J → A induit une injection j : J ⊗A M → M pour
tout tel J , et comme, par hypothèse

⋂
n∈N I

n(J ⊗A M) = 0, on est ramené à montrer
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que Ker j ⊂ In(J ⊗AM) pour tout n ∈ N. Or d’après le lemme d’Artin-Rees, pour tout
n ∈ N il existe k ∈ N tel que Ik+1 ∩ J ⊂ InJ ; noter l’identification naturelle :

J/(Ik+1 ∩ J) ∼→ JAk

(remarque 1.14(v)). La proposition 3.18(i) fournit alors un isomorphisme naturel ω :

J/(Ik+1 ∩ J)⊗AM
∼→ JAk ⊗Ak Mk de Ak-modules, et on a un diagramme commutatif :

J ⊗AM
j //

π⊗AM��

M

pk

��J ⊗AM
In(J ⊗AM)

=
J

InJ
⊗AM

J

Ik+1 ∩ J
⊗AM

ω //π′⊗AMoo JAk ⊗Ak Mk
jk // Mk

où π : J → J/(Ik+1 ∩ J), π′ : J/(Ik+1 ∩ J) → J/(InJ) et pk dénotent les projections
naturelles, et jk est induite par l’inclusion JAk → Ak. Mais jk est injective, car Mk est
un Ak-module plat ; ainsi :

Ker j ⊂ Ker pk ◦ j = Kerπ ⊗AM ⊂ Ker(π′ ◦ π)⊗AM = In(J ⊗AM)

comme souhaité. □

Remarque 10.51. (i) Soient h : A → B un homomorphisme d’anneaux noethériens,
I ⊂ A un idéal tel que IB ⊂ J (B), et N un B-module de type fini. Pour tout idéal
J ⊂ A, le B-module J⊗AN est de type fini, et par suite, la topologie I-adique de J⊗AN
est séparée (corollaire 9.106(ii)) ; dans ce cas, pour M := N[h] les conditions (a)− (d) du
théorème 10.48 sont alors toutes équivalentes.

(ii) Si A est local et si I est son idéal maximal, A0 est le corps résiduel k de A, donc
dans ce cas la condition (b) du théorème 10.48 revient à l’identité : TorA1 (M,k) = 0, et
au vu du théorème 3.82, la condition (d) équivaut à :

(d′) Mn est un An-module libre pour tout n ∈ N.

Exercice 10.52. Soient f : A → B un homomorphisme d’anneaux noethériens, I ⊂ A
un idéal tel que IB ⊂ J (B), et P un B-module de type fini. Munissons A et P[f ] de
leurs topologies I-adiques, et soient Â, P̂ les complétions de A et P[f ]. Montrer que P[f ]

est un A-module plat si et seulement si P̂ est un Â-module plat.

Exercice 10.53. Soient f : (A,mA) → (B,mB) un homomorphisme local d’anneaux
locaux noethériens, M et P deux B-modules de type fini, u : M → P une application
B-linéaire, et supposons que P[f ] soit un A-module plat. Montrer que k(mA) ⊗A u :
M(mA)→ P (mA) est injective ⇔ u est injective et (Cokeru)[f ] est un A-module plat.

10.4.1. Ouverture du lieu de platitude. Soient A un anneau, I ⊂ A un idéal, f : A→ A′

et g : A→ B deux A-algèbres, M un B-module. On pose

A0 := A/I A′0 := A′/IA′ B′ := A′ ⊗A B M ′ := B′ ⊗B M ≃ A′ ⊗AM
ainsi que f0 := f ⊗A A0 : A0 → A′0 et g′ := A′ ⊗A g : A′ → B′, et soit p′ ⊂ B′

un idéal premier tel que IB′ ⊂ p′. Notons aussi par ϕ : M → M ′p′ la composition de
f ⊗AM : M → M ′ avec la localisation M ′ → M ′p′ On déduit un morphisme (f, ϕ, f0) :

(A,M,A0)→ (A′,M ′p, A
′
0) de AlgMod×Z−Alg AlgMod, d’où l’application

ψ := Torf1 (ϕ, f0) : Tor
A
1 (M,A0)→ TorA

′

1 (M ′p′ , A
′
0).

Corollaire 10.54. Dans la situation du §10.4.1, supposons en outre que M0 := A0 ⊗A
M[g] soit un A0-module plat, que ψ soit l’application nulle, et que l’une des conditions
suivantes soit vérifiée :

(a) I est un idéal nilpotent.
(b) A′ est noethérien, g′ est de type fini, et M ′ est un B′-module de type fini.

Alors M ′p′ est un A′-module plat.
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Démonstration. Comme M0 est un A0-module plat, A′0⊗A′M ′ ≃ A′0⊗AM ≃ A′0⊗A0
M0

est un A′0-module plat (remarque 3.74(vi)). D’autre part, la proposition 3.18(i) fournit
des isomorphismes B′p′ -linéaires : A′0 ⊗A′ M ′p′

∼→ B′p′ ⊗B′ (A′0 ⊗A′ M ′) ; avec l’exercice
3.76(i), on déduit alors que A′0 ⊗A′ M ′p′ est un A′0-module plat.

Affirmation 10.55. TorA
′

1 (M ′p′ , A
′
0) = 0.

Preuve : D’après l’exercice 10.37(ii), on a un isomorphisme B′p′ -linéaire

ω : TorA
′

1 (M ′p′ , A
′
0)
∼→ TorA

′

1 (M ′, A′0)p′

et par inspection directe on voit que ω ◦ ψ : TorA1 (M,A0) → TorA
′

1 (M ′, A′0)p′ est la
composition de ψ′ := Torf1 (f ⊗AM,f0) : Tor

A
1 (M,A0)→ TorA

′

1 (M ′, A′0) avec la localisa-
tion ω′ : TorA

′

1 (M ′, A′0) → TorA
′

1 (M ′, A′0)p′ . Or, d’après la remarque 10.36(iii), on a un
diagramme commutatif de A-modules :

TorA1 (A0,M)
Torf1 (f0,f⊗AM) //

��

TorA
′

1 (A′0,M
′)[f ]

��
TorA1 (M,A0)

ψ′ // TorA
′

1 (M ′, A′0)[f ]

dont les flèches verticales sont des isomorphismes, et le lemme 10.38, appliqué avec
C := A0 et N := A0, montre que l’image de Torf1 (f0, f ⊗A M) engendre le A′-module
TorA

′

1 (A′0,M
′). Par suite, l’image de ψ′ engendre le A′-module TorA

′

1 (M ′, A′0), et évidem-
ment l’image de ω′ engendre le B′p′ -module TorA

′

1 (M ′, A′0)p′ ; de l’autre côté, ω′ ◦ψ′ = 0,
car ψ est l’application nulle. L’assertion s’ensuit aussitôt. ♢

Si I est nilpotent, il en est de même pour IA′, et le corollaire suit du théorème
10.48, appliqué à l’anneau A′, son idéal IA′, et le A′-module (M ′p′)[g], compte tenu de
l’observation 10.55. Sous la condition (b), on a IB′p′ ⊂ p′B′p′ = J (B′p′), et M ′p′ est un
B′p′ -module de type fini ; en outre, B′ est noethérien, car g′ est de type fini (théorème
6.65). On conclut alors encore avec l’observation 10.55, au vu de la remarque 10.51(i),
appliquée avec h égal à la composition de g′ et de la localisation B′ → B′p′ , et avec
N :=M ′p′ . □

Proposition 10.56. Soient A un anneau noethérien, ϕ : A→ B une A-algèbre de type
fini, et M un B-module de type fini. Alors la partie

U := {q ∈ SpecB | (Mq)[ϕ] est un A-module plat}

est ouverte dans SpecB.

Démonstration. Comme B est noethérien (théorème 6.65), SpecB est un espace spectral
noethérien (remarque 6.106(i)) ; d’après le corollaire 6.114(ii), il suffit alors de montrer
que pour tout q ∈ SpecB avec V (q)∩U ̸= ∅, il existe f ∈ B \q tel que V (q)∩D(f) ⊂ U .
Pour cela, remarquons d’abord que si q′ ∈ V (q) ∩ U , on a Mq = (Mq′)q

∼→ Bq ⊗B Mq′ ;
comme Bq est une B-algèbre plate (remarque 3.74(i)), il s’ensuit que (Mq)[ϕ] est un A-
module plat (exercice 3.76(i)). Donc V (q) ∩ U ̸= ∅ si et seulement si q ∈ U . Rappelons
aussi que TorA1 (M,N) est naturellement un B-module, pour tout A-module N , d’après
la remarque 10.36(ii).

Affirmation 10.57. Soient q ∈ U , et p := ϕ−1(q) ∈ SpecA. Alors il existe f ∈ B \ q tel
que (M/pM)f soit un A/p-module plat, et TorA1 (M,A/p)f = 0.
Preuve : D’après le théorème 6.102, il existe g ∈ A \ p tel que (M/pM)g soit un A/p-
module plat. D’autre part, comme Mq≃Bq ⊗BM est un A-module plat, on a :

0 = TorA1 (Mq, A/p)
∼→ Bq ⊗B TorA1 (M,A/p)

∼→ TorA1 (M,A/p)q
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(exercice 10.37(ii)). Mais TorA1 (M,A/p) est un B-module de type fini (exercice 10.37(i)),
donc son support est une partie fermée de SpecB qui ne contient pas q (remarque
3.58(ii)) ; par suite, il existe h ∈ B \ q tel que TorA1 (M,A/p)h = 0. Noter que (B/pB)h
est un B/pB-module plat (remarque 3.74(i)), et avec f := ϕ(g) ·h, on a un isomorphisme
B/pB-linéaire : (M/pM)f

∼→ (B/pB)h ⊗B/pB (M/pM)g, donc (M/pM)f est encore un
A/p-module plat (exercice 3.76(i)), d’où l’assertion. ♢

Soient alors q, p et f comme dans l’observation 10.57, et noter que q ∈ V (q) ∩D(f) ;
pour tout q′ ∈ V (q) ∩ D(f) on a évidemment pBq′ ⊂ q′Bq′ = J (Bq′), et il existe des
isomorphismes naturels de Bq′ -modules :

Mq′/pMq′
∼→ (M/pM)q′

∼→ ((M/pM)f )q′
∼→ Bq′ ⊗B (M/pM)f .

Par suite, (Mq′/pMq′)[ϕ] est un A-module plat (exercice 3.76(i)). De même, avec l’exercice
10.37(ii), il vient : TorA1 (Mq′ , A/p) = Bq′ ⊗B TorA1 (M,A/p) = Bq′ ⊗Bf Tor

A
1 (M,A/p)f =

0. La remarque 10.51(i) nous dit alors que Mq′ est un A-module plat, i.e. q′ ∈ U , comme
souhaité. □

Remarque 10.58. Voir le problème 10.61 pour une généralisation de la proposition 10.56
et de l’exercice 10.53 sans hypothèses noethériennes.

10.4.2. Lieu de platitude et limites directes d’algèbres. Soient A0 un anneau, B0 une A0-
algèbre de présentation finie, M0 un B0-module de présentation finie, A• := (Aλ |λ ∈ Λ)
un système filtrant de A0-algèbres et (jA,λ : Aλ → A |λ ∈ Λ) un co-cône universel. On
pose B := B0⊗A0 A, M := B⊗B0 M0, et Bλ := B0⊗A0 Aλ, Mλ := Bλ⊗B0 M0 pour tout
λ ∈ Λ. Rappelons que B représente la limite directe du système induit de B0-algèbres
(Bλ |λ ∈ Λ), et plus précisément, le co-cône induit (jB,λ := B0⊗A0

jA,λ : Bλ → B |λ ∈ Λ)
est universel (exercice 3.63(iv) et proposition 2.49(ii)). Soit aussi p ∈ SpecB, et pour tout
λ ∈ Λ posons pλ := j−1B,λ(pλ) ∈ SpecBλ.

Théorème 10.59. Dans la situation du §10.4.2, on a :
(i) Mp est un A-module plat ⇔ (Mλ)pλ est un Aλ-module plat pour un λ ∈ Λ.
(ii) M est un A-module plat ⇔ il existe λ ∈ Λ tel que Mλ est un Aλ-module plat.

Démonstration. Si (Mλ)pλ est un Aλ-module plat, A⊗Aλ(Mλ)pλ
∼→Mpλ est un A-module

plat (remarque 3.74(vi)), et comme Bp est un B-module plat, Bp⊗BMpλ ≃ (Mpλ)p ≃Mp

est alors un A-module plat (exercice 3.76(i)). De même, si Mλ est un Aλ-module plat,
M est un A-module plat.
• Réciproquement, soit Mp (resp. M) un A-module plat. Noter que A0 est la colimite

du système filtrant de ses Z-sous-algèbres de type fini ; d’après le problème 3.69(i), il
existe alors une Z-algèbre de type fini A′0 ⊂ A0, une A′0-algèbre B′0 de type fini, et un
B′0-module de type fini M ′0 avec des isomorphismes de A0-algèbres B0

∼→ B′0 ⊗A′0 A0 et
de B0-modules B0 ⊗B′0 M

′
0
∼→ M0. Noter que A′0 est un anneau noethérien (théorème

6.65). Par restriction des scalaires, A• est un système filtrant de A′0-algèbres, et on
déduit des isomorphismes naturels de B0-algèbres : Bλ

∼→ B′0⊗A′0 Aλ et de Bλ-modules :
Mλ

∼→ Bλ ⊗B′0 M
′
0 pour tout λ ∈ Λ (exercice 3.63(ii)). Ainsi, quitte à remplacer A0, B0

et M0 par A′0, B′0 et M ′0, on peut supposer que A0 soit noethérien.
• Ensuite, soit Λ′ l’ensemble des couples (λ,C) tels que λ ∈ Λ et C est une A0-sous-

algèbre de type fini de Aλ ; munissons Λ′ de l’ordre partiel tel que (λ,C) ≤ (µ,D)⇔ λ ≤ µ
et l’homomorphisme de transition fλµ : Aλ → Aµ envoie C dans D. On voit aisément
que Λ′ est filtrant, et on considère le système de A0-algèbres A′• := (A′(λ,C) | (λ,C) ∈ Λ′)

avec A′(λ,C) := C pour tout (λ,C) ∈ Λ′, et dont l’homomorphisme de transition A′(λ,C) →
A′(µ,D) est la restriction C → D de fλµ, pour tous (λ,C), (µ,D) ∈ Λ′ avec (λ,C) ≤ (µ,D).
Rappelons que la colimite de A• est représentée par l’ensemble des classes d’équivalence
[a, λ] des couples (a, λ) avec λ ∈ Λ et a ∈ Aλ (exercice 2.31(iv)), et de même pour la
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colimite A′ de A′•. Soit S :=
⋃

(λ,C)∈Λ′ A
′
(λ,C) × {(λ,C)}, de sorte que A′ = S/∼ ; on

considère l’application
ϕ : S → A (a, (λ,C)) 7→ [a, λ].

On voit aussitôt que (a, (λ,C)) ∼ (b, (µ,D)) ⇔ ϕ(a, (λ,C)) = ϕ(b, (µ,D)) (les détails
sont laissés aux soins du lecteur), donc ϕ se factorise à travers une bijection bien définie
ϕ : A′

∼→ A, et une inspection directe montre que ϕ est un isomorphisme de A0-algèbres.
Ainsi, B′ := B0⊗A0A

′ représente la colimite du système induit de B0-algèbres (B′(λ,C) :=

B0⊗A0 A
′
(λ,C) | (λ,C) ∈ Λ′), et ϕ induit un isomorphisme ψ : B′

∼→ B de B-algèbres. Soit
(j′(λ,C) : B

′
(λ,C) → B′ | (λ,C) ∈ Λ′) le co-cône universel ; on pose p′ := ψ−1(p) ∈ SpecB′,

p′(λ,C) := j′−1(λ,C)(p) ∈ SpecB′(λ,C) et M ′(λ,C) := B′(λ,C) ⊗B0 M0 pour tout (λ,C) ∈ Λ′, et
M ′ := B′⊗B0

M . Or, si Mp (resp. M) est un A-module plat, M ′p′ (resp. M ′) est alors un
A′-module plat, et si (M ′(λ,C))p′(λ,C)

est un A′(λ,C)-module plat pour quelque (λ,C) ∈ Λ′,
il s’ensuit que

M ′λ := Aλ ⊗A′
(λ,C)

(M ′(λ,C))p′(λ,C)
≃ Bλ ⊗B′

(λ,C)
(M ′(λ,C))p′(λ,C)

est à la fois un Aλ-module plat (remarque 3.74(vi)) et un Bλ-module, donc le Aλ-module
(Bλ)pλ ⊗Bλ M ′λ ≃ (Mλ)pλ est plat (exercice 3.76(i)). De même, si M(λ,C) est un A(λ,C)-
module plat, alors Mλ est un Aλ-module plat. Ainsi, quitte à remplacer A• par A′•, on
peut supposer que Aλ soit une A0-algèbre de type fini pour tout λ ∈ Λ. En particulier,
chaque Aλ est un anneau noethérien (théorème 6.65).

Affirmation 10.60. L’assertion (i) du théorème entraîne l’assertion (ii).
Preuve : Par ce qui précède, on peut supposer que chaque Aλ soit noethérien. Pour tout
λ ∈ Λ, la partie Uλ := {q ∈ SpecBλ | (Mλ)q est un Aλ-module plat} est alors ouverte
dans SpecBλ, d’après la proposition 10.56, car Bλ est une Aλ-algèbre de type fini. Ainsi,
Zλ := SpecBλ\Uλ est fermé dans SpecBλ, pour tout tel λ. Soient λ, µ ∈ Λ avec λ ≤ µ, et
qµ ∈ SpecBµ dont l’image qλ ∈ SpecBλ est dans Uλ ; alors M ′′µ := Aµ⊗Aλ (Mλ)qλ est un
Aµ-module plat (remarque 3.74(vi)), et de même pour le Aµ-module (Bµ)qµ ⊗Bµ M ′′µ ≃
(Mµ)qµ , car (Bµ)qµ est une Bµ-algèbre plate (exercice 3.76(i)), i.e. qµ ∈ Uµ. Cela montre
que l’application induite ϕλµ : SpecBµ → SpecBλ envoie Zµ dans Zλ. Munissons Zλ
de la topologie induite par l’inclusion iλ : Zλ → SpecBλ ; avec l’exemple 4.58 on voit
aussitôt que Zλ est un espace spectral, et que iλ est une application continue et compacte.
Il en est de même pour ϕλµ, d’après la remarque 4.59(iii), et alors on déduit aisément
que la restriction Zµ → Zλ de ϕλµ est de même continue et compacte. Or, si M est un
A-module plat, alors (i) entraîne que pour tout p ∈ SpecB il existe λ ∈ Λ tel que l’image
pλ ∈ SpecBλ de p soit dans Uλ. Cela revient à dire que

(∗)
⋂
λ∈Λ(Spec jB,λ)

−1Zλ = ∅.
D’autre part, le cône (Spec jB,λ : SpecB → SpecBλ |λ ∈ Λop) est universel dans la
catégorie des espaces topologiques (problème 2.51(ii)) ; par inspection de la construction
des limites d’espaces topologiques, on déduit aisément de (∗) que la limite inverse du
système (Zλ |λ ∈ Λ) est l’espace trivial ∅. Par suite, il existe λ ∈ Λ tel que Zλ = ∅
(remarque 4.59(iv)) ; la proposition 3.77 montre alors que Mλ est un Aλ-module plat. ♢

(i) : Soient g : A0 → B et gλ : A0 → (Bλ)pλ les homomorphismes structurels des
A0-algèbres B et (Bλ)pλ , pour tout λ ∈ Λ, et posons q := g−1(p) ; d’un côté, si Mp est un
A-module plat, alors Mp ≃ Aq ⊗A Mp est un Aq-module plat (remarque 3.74(i,vi)) ; de
l’autre côté, gλ se factorise à travers la localisation A0 → A0,q, et on a une identification
naturelle de (Bλ)pλ -modules : (Mλ)pλ

∼→ (Bλ)pλ ⊗B0,q M0,q. En outre, B0,q est une
A0,q-algèbre de type fini, M0,q est un B0,q-module de type fini, et si (Mλ)pλ est un
Aλ,q-module plat, alors il est aussi un Aλ-module plat (exercice 3.76(i)). Ainsi, on peut
remplacer A0 par A0,q, B0 par B0,q, M0 par M0,q, et supposer que (A0,m0) soit un
anneau local noethérien, et g−1(p) = m0.
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Avec cette notation, TorA0
1 (M0, k(m0)) est unB0-module de type fini (exercice 10.37(i)) ;

soit alors t1, . . . , tm un système fini de générateurs de ce module. D’autre part, comme
Mp est un A-module plat, on a 0 = TorA1 (Mp, A/m0A) = TorA1 (M,A/m0A)p (proposition
7.70 et exercice 10.37(ii)). L’homomorphisme structurel h : A0 → A de la A0-algèbre A,
et les applications h ⊗A0

M0 : M0 → M , h ⊗A0
k(m0) : k(m0) → A/m0A induisent une

application A0-linéaire

ψ := Torh1 (h⊗A0
M0, h⊗A0

k(m0)) : Tor
A0
1 (M0, k(m0))→ TorA1 (M,A/m0A)

et il existe alors b ∈ B \ p tel que b · ψ(ti) = 0 pour i = 1, . . . ,m (remarque 3.42(i)). En
dernier lieu, noter que (A,M,A/m0A) est la limite directe du système filtrant

((Aλ,Mλ, Aλ/m0Aλ) |λ ∈ Λ)

d’objets de AlgMod ×Z−Alg AlgMod ; d’après la proposition 10.44, on déduit un isomor-
phisme naturel de A0-modules

TorA1 (M,A/m0A)
∼→ lim
−→
λ∈Λ

TorAλ1 (Mλ, Aλ/m0Aλ).

Soit λ ∈ Λ tel que b = jB,λ(bλ) pour un élément bλ ∈ Bλ \ pλ, et pour tout µ ∈
Λ avec µ ≥ λ, soit bµ ∈ Bµ \ pµ l’image de bλ ; noter que pour tout tel µ, l’ho-
momorphisme de transition TorAλ1 (Mλ, Aλ/m0Aλ) → Tor

Aµ
1 (Mµ, Aµ/m0Aµ) est Bλ-

linéaire. Notons aussi ψµ := TorA0
1 (M0, k(m0)) → Tor

Aµ
1 (Mµ, Aµ/m0Aµ) l’application

A0-linéaire naturelle, pour tout µ ∈ Λ ; on conclut qu’il existe µ ∈ Λ avec µ ≥ λ, tel
que bµ · ψµ(ti) = 0 pour tout i = 1, . . . ,m. Donc, la composition de ψµ avec la locali-
sation ω : Tor

Aµ
1 (Mµ, Aµ/m0Aµ)→ Tor

Aµ
1 (Mµ, Aµ/m0Aµ)pµ est l’application nulle. Soit

ω′ : Tor
Aµ
1 (Mµ, Aµ/m0Aµ)pµ

∼→ Tor
Aµ
1 ((Mµ)pµ , Aµ/m0Aµ) l’isomorphisme de (Bµ)pµ-

modules fourni par l’exercice 10.37 ; par inspection directe on voit que ω′ ◦ω◦ψµ coïncide
avec l’application A0-linéaire

(∗) TorA0
1 (M0, k(m0))→ Tor

Aµ
1 ((Mµ)pµ , Aµ/m0Aµ)

induite par le morphisme évident de AlgMod×Z−Alg AlgMod :

(A0,M0, A0/m0)→ (Aµ, (Mµ)pµ , Aµ/m0Aµ).

Par suite, (∗) est l’application nulle ; en outre, le k(m0)-module k(m0)⊗A0 M0 est trivia-
lement plat, car k(m0) est un corps. Le corollaire 10.54 entraîne alors que (Mµ)pµ est un
Aµ-module plat, comme souhaité. □

Problème 10.61. Soient A un anneau, f : A→ B une A-algèbre de présentation finie,
M et M ′ deux B-modules de présentation finie, et ϕ := Spec f . Montrer que :

(i) U := {q ∈ SpecB | (Mq)[f ] est un A-module plat} est ouvert dans SpecB.
(ii) Avec la notation de (i), si SuppM = SpecB, alors la restriction U → SpecA de

ϕ : SpecB → SpecA est une application continue ouverte.
(iii) Supposons que M[f ] soit un A-module plat ; soient g : M ′ → M une application
B-linéaire, q ∈ SpecB, et p := ϕ(q). Notons gq : M ′q → Mq la localisation de g, et
gq,(p) := k(p)⊗A gq :M ′q(p)→Mq(p) (voir le §3.2.7). On pose

Ug := {r ∈ SpecB | gr,(ϕ(r)) :M ′r(ϕ(r))→Mr(ϕ(r)) est injective}.

(a) Montrer que Ug est une partie ouverte de SpecB.
(b) Montrer que q ∈ Ug ⇔ gq est injective et Coker (gq) est un A-module plat.
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10.5. Le théorème de Gruson et Raynaud. Revenons à la situation du §6.4.2 : on
a associé au diagramme cartésien d’anneaux (†) la catégorie D des données (M1,M2, ξ)

telles que Mi est un Ai-module pour i = 1, 2, et ξ : A3 ⊗A1
M1

∼→ A3 ⊗A2
M2 est

un isomorphisme A3-linéaire ; on a ensuite défini un foncteur F : A0 − Mod → D et
son adjoint à droite, le foncteur de pincement G : D → A0 − Mod, et on a vu, sous
certaines conditions (a) ou (b), que F se restreint en une équivalence de catégories Fplat :
A0 −Modplat → Dplat (resp. Fptf : A0 −Modptf → Dptf) entre la sous-catégorie pleine
des A0-modules plats (resp. projectifs de type fini) et celle des données (M1,M2, ξ) telles
que Mi est un Ai-module plat (resp. projectif de type fini) pour i = 1, 2 (proposition
6.98). On va maintenant montrer que les conditions (a) et (b) peuvent être simplement
omises :

Proposition 10.62. Avec la notation ci-dessus, les foncteurs Fplat et Fptf sont des équi-
valences de catégories, et la restriction Gplat : Dplat → A0 −Modplat (resp. Gptf : Dptf →
A0 −Modptf) de G est une quasi-inverse de Fplat (resp. de Fptf).

Démonstration. En raisonnant comme dans la preuve de la proposition 6.98, on est ra-
mené à vérifier que si (M1,M2, ξ) est un objet de Dplat (resp. de Dptf), alors M :=
G(M1,M2, ξ) est un A0-module plat (resp. projectif de type fini). Soient Ii := Ker fi et
Ji := Ker gi pour i = 1, 2. Remarquons d’abord :

Affirmation 10.63. Tout A0-module N admet des sous-modules N0 ⊂ N1 ⊂ N tels que
N0 et N/N1 sont des A1-modules, et N1/N0 est un A2-module.
Preuve : Soit α : A0 → A1 ⊕ A2 l’application telle que α(a) := (f1(a), f2(a)) pour tout
a ∈ A0 ; on pose N0 := Ker(α ⊗A0

N) ⊂ A0 ⊗A0
N
∼→ N . Avec la suite exacte courte

Σ du §6.4.2, l’exemple 7.69 et le théorème 8.126, on trouve une surjection A0-linéaire :
TorA0

1 (A3, N)→ N0. Or, TorA0
1 (A3, N) est un A3-module (remarque 10.36(ii)), par suite

TorA0
1 (A3, N)[g2] est un A2-module tel que J2 · TorA0

1 (A3, N)[g2] = 0. Mais noter que
f2 induit par restriction une bijection I1

∼→ J2, donc I1 · TorA0
1 (A3, N)[g2◦f2] = 0, d’où

I1N0 = 0 ; comme f1 : A0 → A1 est surjectif, cela montre que N0 est un A1-module. Soit
ensuite π : N → N/N0 la projection, et noter le diagramme cartésien de A0-modules :

N/N0
p2 //

p1
��

A2 ⊗A0
N

g2⊗A0
N

��
A1 ⊗A0 N

g1⊗A0
N
// A3 ⊗A0 N.

L’application p2 se restreint en une bijection deN1 := Ker p1 sur leA2-module Ker(g2⊗A0

N) ; posons alors N1 := π−1(N1) ⊂ N ; ainsi N1 est un A0-sous-module, et N1/N0 ≃ N1

est un A2-module. En dernier lieu, la surjection p1 induit un isomorphisme N/N1
∼→

(N/N0)/N1
∼→ A1 ⊗A0 N , donc N/N1 est un A1-module. ♢

• On a déjà remarqué que f2 induit par restriction une bijection I1
∼→ J2 ; considérons

alors le diagramme commutatif de A0-modules :

(∗)
M ⊗A0 I1

h //

k
��

M

k′

��
(A2 ⊗A0

M)⊗A2
J2

h′ // A2 ⊗A0
M

où h (resp. h′, resp. k, resp. k′) est l’application A0-linéaire telle que h(m⊗x) := xm (resp.
h′((a⊗m)⊗ y) := ay⊗m, resp. k(m⊗x) := (1⊗m)⊗ f2(x), resp. k′(m) := 1⊗m) pour
tous x ∈ I1, y ∈ J2, a ∈ A2 et m ∈ M . D’après le lemme 6.97(ii), on a un isomorphisme
Ai-linéaire Ai⊗A0

M
∼→Mi pour i = 1, 2, donc Ai⊗A0

M est un Ai-module plat. Par suite,
h′ est injective (proposition 3.78) ; mais, par construction k est un isomorphisme, donc
h est injective, d’où TorA0

1 (M,A1) = 0, d’après l’observation 10.49(ii). Avec le corollaire
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10.45, il vient TorA0
1 (M,N1) = 0 pour tout A1-module N1. D’autre part, la suite exacte

Σ du §6.4.2 et l’exemple 7.69 nous donnent la suite exacte :

0 = TorA0
1 (M,A0)→ TorA0

1 (M,A1)⊕ TorA0
1 (M,A2)→ TorA0

1 (M,A3).

Par ce qui précède on a TorA0
1 (M,A3) = 0, donc TorA0

1 (M,A2) = 0, et à nouveau on
conclut que TorA0

1 (M,N2) = 0 pour tout A2-module N2. Soit maintenant N un A0-
module quelconque, et N0 ⊂ N1 ⊂ N des sous-modules comme dans l’observation 10.63 ;
avec l’exemple 7.69, les suites exactes courtes

0→ N0 → N1 → N1/N0 → 0 0→ N1 → N → N/N1 → 0

induisent des suites exactes :

TorA0
1 (M,N0)→ TorA0

1 (M,N1)→ TorA0
1 (M,N1/N0)

TorA0
1 (M,N1)→ TorA0

1 (M,N)→ TorA0
1 (M,N/N1).

Mais N0 est un A1-module, et N1/N0 est un A2-module, donc le premier et le troisième
terme de la première suite sont nuls, et ainsi TorA0

1 (M,N1) = 0. De même, N/N1 est un
A1-module, donc aussi le premier et le troisième terme de la deuxième suite sont nuls, et
finalement TorA0

1 (M,N) = 0. Comme N est arbitraire, M est alors un A0-module plat
(proposition 7.70). Cela achève de montrer que Fplat et Gplat sont des équivalences.

Affirmation 10.64. (i) Pour tout A0-module M on a les équivalences :

M est de type fini ⇔ le Ai-module Mi := Ai ⊗A0
M est de type fini pour i = 1, 2.

(ii) Si en outre TorA2
1 (M2, A3) = 0, on a les équivalences :

M est de présentation finie ⇔ Mi est de présentation finie pour i = 1, 2.

Preuve : (i) : Evidemment, si M est de type fini, Mi est un Ai-module de type fini
pour i = 1, 2. Réciproquement, si cette condition est vérifiée, on trouve un A0-sous-
module de type fini M ′ ⊂ M tel que l’inclusion j : M ′ → M induit des surjections
Ai ⊗A0

j : Ai ⊗A0
M ′ → Mi pour i = 1, 2 (les détails sont laissées au lecteur) ; avec

M := M/M ′, il vient Ai ⊗A0
M = 0 pour i = 1, 2 (proposition 3.11). Mais g2 est

surjectif, donc de même pour f1 ; ainsi A1 ≃ A0/I1, d’où A1 ⊗A0 M ≃ M/I1M1, et
alors M = I1M1. Or, si l’on remplace M par M dans (∗), on obtient un diagramme
commutatif avec un isomorphisme k de M ⊗A0

I1 sur (A2⊗A0
M)⊗A2

J2 = 0 ; mais I1M
est l’image de h, donc I1M = 0, d’où M = 0, i.e. M =M ′.

(ii) : Evidemment, si M est de présentation finie, Mi est un Ai-module de présentation
finie pour i = 1, 2. Réciproquement, supposons que cette condition soit vérifiée ; d’après
(i), le A0-module M est alors de type fini, et on choisit une surjection A0-linéaire ϕ :
L→M avec un A0-module libre L de rang fini. Pour i = 1, 2 on déduit une suite exacte
Ai ⊗A0

Kerϕ → Li := Ai ⊗A0
L → Mi, et d’après l’exercice 2.110(iv), l’image Ri de

Ai ⊗A0
Kerϕ dans Li est un Ai-module de type fini. On trouve, par suite, un A0-sous-

module R ⊂ Kerϕ de type fini, tel que Ri soit l’image de l’application Ai ⊗A0
R → Li

induite par l’inclusion R→ L, pour i = 1, 2. Soit aussi ϕ′ :M ′ := L/R→M la surjection
induite par ϕ ; par construction, Ai ⊗A0 ϕ

′ : Ai ⊗A0 M
′ →Mi est un isomorphisme pour

i = 1, 2. Comme A1 ≃ A0/I1, il vientM ′/I1M ′
∼→M/I1M ; d’autre part, avec la bijection

I1
∼→ J2 induite par f2, on déduit des isomorphismes A0-linéaires :

I1⊗A0
M ′

∼→ J2⊗A0
M ′

∼→ J2⊗A2
(A2⊗A0

M ′)
∼→ J2⊗A2

M2
∼→ J2⊗A0

M
∼→ I1⊗A0

M

dont la composition est l’isomorphisme ψ : I1 ⊗A0
M ′

∼→ I1 ⊗A0
M tel que x ⊗ m′ 7→

x ⊗ ϕ′(m′) pour tout x ∈ I1 et tout m′ ∈ M ′. Avec cette notation, on a le diagramme



672 é Capricorne

commutatif :

I1 ⊗A0
M ′

h′ ��

ψ // I1 ⊗A0
M

h
��

k // J2 ⊗A0
M2

h2
��

I1M
′ ψ′ // I1M

k′ // J2M2

où ψ′ est la restriction de ϕ′, et h, h′, h2 et k sont les applications telles que h(x⊗m) :=
xm, h′(x⊗m′) := xm′, h2(y⊗(a⊗m)) := ay⊗m et k(x⊗m) := f2(x)⊗(1⊗m) pour tous
x ∈ I1, y ∈ J2, a ∈ A2, m ∈ M et m′ ∈ M ′. Aussi, k′ est la restriction de l’application
M → M2 : x 7→ 1 ⊗ x. On a déjà observé que ψ et k sont des isomorphismes ; il en est
de même pour h2, d’après l’observation 10.49(ii), car par hypothèse TorA2

1 (M2, A3) = 0.
Il est aussi clair que h′, ψ′, h et k′ sont des surjections ; on déduit aussitôt que toutes ces
applications sont bijectives. Considérons alors le diagramme commutatif :

0 // I1M ′ //

ψ′

��

M ′ //

ϕ′

��

M ′/I1M
′ //

A1⊗A0
ϕ′

��

0

0 // I1M // M // M/I1M // 0.

On vient de voir que la première et la troisième flèche verticale sont bijectives ; d’après
l’exercice 2.104, il s’ensuit que ϕ′ est bijective, d’où l’assertion. ♢

L’assertion concernant Fptf et Gptf suit aussitôt de celle concernant Fplat et Gplat,
compte tenu de l’observation 10.64(ii) et du corollaire 4.100(ii). □

Remarque 10.65. La partie de la proposition 10.62 concernant les foncteurs Fptf et Gptf

se trouve déjà dans [56, Th.2.1, 2.2, 2.3], avec une preuve différente. Aussi, la partie
concernant Fplat et Gplat est due à Ferrand ([22, Lemme]) dans le cas où g1 est injectif
(et g2 surjectif). D’ailleurs, ce cas seulement interviendra dans la suite.

10.5.1. Soient maintenant f : A → B un homomorphisme d’anneaux de présenta-
tion finie, M un B-module de type fini ; considérons les schémas (X,OX) := SpecA,
(Y,OY ) := SpecB, le morphisme de schémas ϕ := Spec f : Y → X, ainsi que le OY -
module quasi-cohérent M := OY ⊗̃BM , associé à M (voir la définition 5.57(i)). Soit en
outre U une partie ouverte compacte de X telle que :

— Mq est un A-module plat pour tout q ∈ U ′ := ϕ−1U
— la restriction M|U ′ est un (OY )|U ′ -module de présentation finie

(voir la définition 5.57(iii)). La partie Z := X\U est fermée et constructible, donc il existe
un idéal de type fini I ⊂ A avec V (I) = Z (brièvement : on trouve a1, . . . , an ∈ A tels que
U = D(a1)∪· · ·∪D(an), et on voit aisément que I := Aa1+· · ·+Aan convient). Munissons
A de la topologie I-adique, et considérons aussi l’anneau affinoïde A := (A,A). Rappelons
que le faisceau OSpaA des fonctions algébriques sur SpaA admet le sous-faisceau O+

SpaA

des fonctions algébriques entières, et pour tout v ∈ SpaA soit A+
v := O+

Spa(A),v. On
a un diagramme cartésien de A-algèbres, dont les flèches verticales sont les surjections
naturelles :

(∗)
A+
v

//

πv
��

Ap

πp

��
k(v)+ // k(p)

où p := Supp(v), et k(v)+ est l’anneau de valuation de la valuation résiduelle de v (lemme
10.28(ii)). Soient Bv := A+

v ⊗A B, Mv := A+
v ⊗AM , Iv := IA+

v , et posons

ΓIMv :=
⋃
n∈N AnnMv

(Inv ) et Mv :=Mv/ΓIMv.

Lemme 10.66. Dans la situation du §10.5.1, soit v ∈ Spa(A)an. Alors Mv est à la fois
un A+

v -module plat, et un Bv-module de présentation finie.
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Démonstration. Remarquons d’abord :

Affirmation 10.67. On peut supposer que B soit une A-algèbre plate.
Preuve : Par hypothèse, il existe n ∈ N et un homomorphisme surjectif de A-algèbres
pB : B0 := A[X1, . . . , Xn] → B, tel que J := Ker pB est un idéal de type fini, et
évidemment M0 := M[pB ] est un B0-module de type fini. Posons (Y0,OY0

) := SpecB0,
et M0 := OY0

⊗̃B0
M0. Notons aussi f0 : A → B0 l’homomorphisme structurel, ϕ0 :=

Spec f0 : Y0 → X, et U ′0 := ϕ−10 U . Rappelons que ψ := Spec pB : Y → Y0 identifie Y
avec la partie fermée V (J) ⊂ Y0 ; par suite SuppB0

(M0) ⊂ V (J), i.e. M0,q = 0 pour
tout q ∈ Y0 \ V (J), et d’autre part M0,q est un A-module plat pour tout q ∈ U ′0 ∩ V (J).
Donc M0,q est un A-module plat pour tout q ∈ U ′0. Or, soit a ∈ A tel que D(a) ⊂ U ,
et rappelons que la partie ouverte D(a) de X est représentée par la A-algèbre Aa, et
de même, la partie ouverte ϕ−1D(a) (resp. ϕ−10 D(a)) est représentée par la B-algèbre
Aa⊗AB ≃ Ba (resp. par la B0-algèbre Aa⊗AB0 ≃ B0,a) ; d’après le problème 5.58(ii.b),
le Ba-module Ba ⊗B M ≃ Ma est alors de présentation finie, i.e. il existe k ∈ N et
un isomorphisme Ba-linéaire Bka/N

∼→ Ma, pour un Ba-sous-module N ⊂ Bka de type
fini. Or, on a un isomorphisme naturel de B-modules B ⊗B0 B

k
0,a

∼→ Bka , et on trouve
ainsi un B0,a-sous-module N0 ⊂ Bk0,a de type fini tel que l’image de l’application induite
B ⊗B0

N0 → B ⊗B0
Bk0,a

∼→ Bka soit N ; il vient un isomorphisme B0,a-linéaire :

M0(ϕ
−1
0 D(a))

∼→M0,a
∼→ (B ⊗B0

(Bk0,a/N0))
∼→ Bk0,a/(N0 + JBk0,a)

et noter que N0 + JBk0,a est un B0,a-module de type fini, donc M0,a est un B0,a-module
de présentation finie. Cela montre que M0|U ′0 est un (OY0)|U ′0-module de présentation
finie. Ensuite, posons B0,v := A+

v ⊗AB0 ; au vu de l’isomorphisme naturel de B-algèbres
B0,v/JB0,v

∼→ Bv, l’exercice 3.17(v.c) entraîne que si leB0,v-moduleM0,v := A+
v ⊗AM0 =

Mv est de présentation finie, il en est de même pour le Bv-module Mv. Ainsi, afin de
démontrer le lemme on peut remplacer B par la A-algèbre plate B0, et M par M0. ♢

Noter que p ∈ U , car la valuation v est analytique, et par construction le support
de ΓIMv est contenu dans la partie fermée V (Iv) de SpecA+

v ; ainsi Ap ⊗A+
v
ΓIMv = 0,

et la projection p : Mv → Mv induit un isomorphisme Ap ⊗A+
v
Mv

∼→ Ap ⊗A+
v
Mv

(proposition 3.11). En particulier, Ap ⊗A+
v
Mv ≃ Mp est un Ap-module plat, et d’après

la proposition 10.62, pour vérifier la platitude du A+
v -module Mv, il suffit de montrer

que k(v)+ ⊗A+
v
Mv est un k(v)+-module plat. Or, comme v est analytique, le théorème

10.12(i) entraîne aisément que Γv ̸= 0 ; d’autre part, cΓv = 0, car A = A+. Au vu
du lemme 10.6, v(a) est alors cofinal dans Γv, pour tout a ∈ I. Rappelons aussi que
J := πv(Iv) est un idéal principal non nul de k(v)+ (voir le §8.1.1) ; il s’ensuit aisément
que la torsion de tout k(v)+-module N est le sous-module ΓJN :=

⋃
n∈N AnnN (Jn), et

le quotient N/ΓJN est un k(v)+-module sans torsion (voir le §1.1.4). Compte tenu de
l’exercice 8.29(ii), on est ramené à vérifier :

Affirmation 10.68. Ker (k(v)+ ⊗A+
v
p) = ΓJ(k(v)

+ ⊗A+
v
Mv).

Preuve : Noter que Iv est un idéal principal, engendré par un élément régulier α ∈ Iv
(lemme 10.30), et πv(α) ̸= 0, car J ̸= 0 ; d’autre part, Kerπv = Kerπp = P := pAp.
Donc α /∈ P, i.e. α ∈ A×p , et ainsi :

(∗∗) αP = P.

Les isomorphismes naturels k(v)+ ⊗A+
v
Mv

∼→Mv/PMv et k(v)+ ⊗A+
v
Mv

∼→Mv/PMv

identifient k(v)+ ⊗A+
v
p avec l’application p : Mv/PMv → Mv/PMv induite par la

projection Mv → Mv, dont le noyau est (ΓIMv)/(PMv ∩ ΓIMv) ; par suite, Ker p ⊂
ΓJ(Mv/PMv). Réciproquement, soit x ∈ ΓJ(Mv/PMv), et soit x ∈ Mv un représentant
de la classe x ; il existe n ∈ N tel que Jnx = 0, i.e. αnx ∈ PMv. Mais PMv = αnPMv,
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d’après (∗∗), donc soit y ∈ PMv tel que αny = αnx, et posons z := x − y ; alors la
classe de z dans Mv/PMv coïncide avec x, et αnz = 0, d’où z ∈ ΓIMv, et finalement
ΓJ(Mv/PMv) ⊂ Ker p. ♢

Il reste à montrer que Mv est un Bv-module de présentation finie, et grâce à l’obser-
vation 10.67 on supposera que B soit une A-algèbre plate ; en particulier, si l’on tensorise
avec B le diagramme (∗) on obtient encore un diagramme cartésien :

Bv //

��

Bp

��
k(v)+ ⊗A B // B(p).

Or, k(v)+ ⊗A+
v
Mv est un k(v)+ ⊗A B-module de type fini, car il est un quotient du

k(v)+ ⊗A B-module k(v)+ ⊗A+
v
Mv ≃ k(v)+ ⊗AM ≃ (k(v)+ ⊗A B)⊗B M (proposition

3.18(i) et remarque 3.15) ; avec la proposition 8.30, il s’ensuit que k(v)+ ⊗A+
v
Mv est un

k(v)+ ⊗A B-module de présentation finie. Il en est de même pour le Bp-module

Bp ⊗Bv Mv ≃ Ap ⊗A+
v
Mv ≃ Ap ⊗A+

v
Mv ≃ Ap ⊗AM ≃ Bp ⊗B M

car p ∈ U . En dernier, lieu, d’après l’exercice 10.37(iii) et la proposition 7.70 on a :
Tor

Bp

1 (Mp, B(p)) ≃ Tor
Ap

1 (Mp, k(p)) = 0, et pour conclure, il suffit alors d’invoquer
l’observation 10.64(ii). □

10.5.2. Transformées strictes des OY -modules. Soient A un anneau, (X,OX) := SpecA,
et ϕ : Y → X un morphisme de schémas ; pour tout idéal J ⊂ A, soit en outre πJ :
(EJ ,OEJ ) → (X,OX) l’éclatement de l’idéal quasi-cohérent JOX (théorème 5.97), et
considérons le diagramme cartésien de schémas :

E′J
ψJ //

π′J ��

EJ

πJ
��

Y
ϕ // X

(théorème 5.76). D’après l’exercice 5.62(i), le foncteur π′J∗ admet un adjoint à gauche
OE′J ⊗̃OY − : OY −Mod→ OE′J −Mod. Posons aussi

ZJ := π−1J (V (J)) ⊂ EJ et Z ′J := ψ−1J (ZJ) ⊂ E′J .
Définition 10.69. Avec la notation du §10.5.2, soit N un OY -module. La J-transformée
stricte de N est le OE′J -module

NJ := (OE′J ⊗̃OY N )/ΓZ′J (OE′J ⊗̃OY N )

(voir la définition 5.63(ii)). Rappelons que tout quotient d’un OE′J -module par un OE′J -
sous-module est représentable dans OE′J −Mod : voir la remarque 5.55(iii).

Remarque 10.70. (i) Tout morphisme h : N ′ → N de OY -modules induit un morphisme
OE′J -linéaire hE′J := OE′J ⊗̃OY h : OE′J ⊗̃OY N ′ → OE′J ⊗̃OY N ; noter que

hE′J (ΓZ′J (OE′J ⊗̃OY N ′)) ⊂ ΓZ′J (OE′J ⊗̃OY N ).

Par suite, hE′J induit un morphisme OE′J -linéaire hJ : N ′
J → NJ .

(ii) Soient UJ := X \ V (J), U ′J := ϕ−1UJ , WJ := EJ \ ZJ et W ′J := ψ−1J WJ ; alors le
morphisme de schémas (πJ)|UJ : WJ ×EJ (EJ ,OEJ ) → UJ ×X (X,OX) est l’éclatement
de l’idéal quasi-cohérent (JOX)|UJ = (OX)|UJ (observation 5.98). Ainsi, (πJ)|UJ est un
isomorphisme de schémas, et de même pour la restriction (π′J)|U ′J : W ′J ×E′J (E′J ,OE′J ) →
U ′J ×Y (Y,OY ) de π′J . En outre, évidemment la restriction (NJ)|W ′J de NJ coïncide avec
la restriction OW ′J ⊗̃OU′

J

(N|U ′J ) de OE′J ⊗̃OY N . Autrement dit, (π′J)|U ′J identifie le OW ′J -
module (NJ)|W ′J avec le OU ′J -module N|U ′J .
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(iii) Par construction, JOEJ est un idéal inversible de OEJ , donc ΓZJOEJ = 0. Si en
outre ϕ est un morphisme plat de schémas, il est en de même pour ψJ , par suite JOE′J
est un idéal inversible de OE′J , et ΓZ′JOE′J = 0 (exercice 3.75(i)).

Lemme 10.71. (i) Dans la situation du §10.5.1, il existe un B-module de présentation
finie M ′ et une surjection B-linéaire h : M ′ → M induisant un isomorphisme OU ′-
linéaire OU ′⊗̃Bh : OU ′⊗̃BM ′

∼→ OU ′⊗̃BM .
(ii) Dans la situation du §10.5.2, soit h : N ′ → N un épimorphisme de OY -modules

dont la restriction sur U ′J := ϕ−1(X \ V (J)) est un isomorphisme h|U ′J : N ′
|U ′J

∼→ N|U ′J .
Alors hJ : N ′

J → NJ est un isomorphisme.

Démonstration. (i) : Soient g : Bk →M une surjection B-linéaire, et a1, . . . , an ∈ A tels
que U = D(a1)∪· · ·∪D(an) ; par hypothèse, OU ′⊗̃BM est un OU ′ -module de présentation
finie, donc A[a−1i ]⊗AM est un B[a−1i ]-module de présentation finie (problème 5.58(ii.b)) ;
ainsi Ker(A[a−1i ]⊗A g) est un B[ai]-module de type fini, pour tout i = 1, . . . n (exercice
2.110(iv)). Par suite, pour i = 1, . . . , n il existe un B-sous-module de type fini Ni ⊂
Ker(g) tel que l’image de A[a−1i ]⊗ANi dans B[a−1i ]k engendre Ker(A[a−1i ]⊗A g) ; posons
M ′ := Bk/(N1 + · · · + Nn). Alors g se factorise à travers une surjection B-linéaire
h :M ′ →M , et il est clair que A[a−1i ]⊗A h est un isomorphisme pour tout i = 1, . . . , n,
d’où l’assertion.

(ii) : Posons W ′J := π′−1J U ′J . La remarque 10.70(ii) identifie naturellement les OW ′J -
modules (OE′J ⊗̃OY N )|W ′J et (OE′J ⊗̃OY N ′)|W ′J avec les OU ′J -module N|U ′J et respective-
ment N ′

|U ′J
. Sous ces identifications, la restriction (hE′J )|W ′J de hE′J := OE′J ⊗̃OY h cor-

respond évidemment à la restriction h|U ′J de h. Par hypothèse, h|U ′J est un isomor-
phisme, donc de même pour (hE′J )|W ′J . Il s’ensuit que Ker(hE′J ) ⊂ ΓZ′J (OE′J ⊗̃OY N ′),
donc Ker(hJ) = 0, i.e. hJ est un monomorphisme de OE′J − Mod. D’autre part, noter
que le foncteur OE′J ⊗̃OY − est exact à droite, car il est un adjoint à gauche (proposition
2.49(ii)) ; par suite, OE′J ⊗̃OY h est un épimorphisme de OE′J−Mod (exercice 2.66(iv)), donc
de même pour hJ . D’après l’exercice 5.65(i), on conclut que hJ est un isomorphisme. □

Le théorème suivant, l’un des résultats centraux de ce cours, fut démontré par Gruson
et Raynaud dans le leur article [35], paru en 1971 ; la preuve présentée ici, toutefois, suit
une idée de K.Fujiwara, suggérée dans son article [27] du 1998, et esquissée dans son
article [28], en collaboration avec F.Kato.

Théorème 10.72. (Gruson-Raynaud) Dans la situation du §10.5.2, soient M un OY -
module quasi-cohérent de type fini, U ⊂ X une partie ouverte compacte ; posons Z :=
X \ U , et supposons que :

— ϕ soit un morphisme de présentation finie
— en tout point de ϕ−1U , le OY -module M soit de présentation finie et ϕ-plat.

Alors il existe un idéal de type fini J ⊂ A avec V (J) = Z, tel que la J-transformée stricte
MJ de M soit un OE′J -module quasi-cohérent ψJ -plat de présentation finie.

Démonstration. Supposons d’abord que Y soit un schéma affine, disons Y = SpecB, de
sorte que ϕ = Spec f pour un homomorphisme d’anneaux de présentation finie f : A→ B,
et M = OY ⊗̃BM pour un B-module M de type fini. D’après le lemme 10.71, on peut
même supposer que M soit un B-module de présentation finie. Comme au §10.5.1, on
a Z = V (I) pour un idéal I ⊂ A de type fini, et on munit A de sa topologie I-adique,
de sorte que Z est le lieu non analytique Xna de X (définition 9.79). Soit I l’ensemble
des idéaux ouverts de type fini de A, partiellement ordonné comme au §10.2.3, et E• :=
((EJ ,OEJ )→ X | J ∈ I ) le système cofiltrant associé d’éclatements. pour tous J, J ′ ∈ I
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avec J ′ ≤ J on déduit alors un diagramme commutatif de schémas :

E′J′
ψJ′ //

p′
J′,J ��

EJ′

pJ′,J
��

E′J
ψJ // EJ

où pJ′,J dénote le morphisme de transition du système cofiltrant E•. Noter que pour tout
J ∈ I et toute partie ouverte affine U ⊂ E′J , la partie U ∩Z ′J est naturellement identifiée
avec la partie fermée constructible V (JOE′J (U)) ⊂ SpecOE′J (U) ≃ U ; d’après l’exercice
5.94(i), le OE′J -module ΓZ′J (OE′J ⊗̃BM) est alors quasi-cohérent, et par suite il en est de
même pour MJ (problème 5.58(ii.c)).

Ensuite, posons Ena
J := π−1J (Z) et (EJ ,OEJ )na := Ena

J ×EJ (EJ ,OEJ ) pour tout
J ∈ I . Noter que la partie I ′ := {J ∈ I |V (J) = Z} est finale dans I ; d’après
la proposition 10.31 et l’exercice 2.35(iv), l’espace localement annelé (SpaA,O+

SpaA)an
représente alors la limite inverse du système cofiltrant d’espaces localement annelés

((EJ ,OEJ )na | J ∈ I ′).

Notons aussi par (pJ : Spa(A)an → Ena
J | J ∈ I ′) le cône universel ; on remarque :

Affirmation 10.73. (i) Soit v ∈ Spa(A)an, et pour tout J ∈ I ′ soit xJ := pJ(v). Alors
il existe J ∈ I ′ tel que, pour tout y ∈ ψ−1J (xJ), la fibre MJ,y soit à la fois un OEJ ,xJ -
module plat et un OE′J ,y-module de présentation finie.

(ii) Soit J comme dans (i). Alors, pour tout J ′ ∈ I ′ tel que J ′ ≤ J , tout y ∈ ψ−1J (xJ)

et tout y′ ∈ p′−1J′,J(y) on a un isomorphisme OE′
J′ ,y

′ -linéaire

OE′
J′ ,y

′ ⊗OE′
J
,y

MJ,y
∼→MJ′,y′ .

Preuve : (i) : Posons A+
J := OEJ ,xJ , BJ := A+

J ⊗A B, et MJ := BJ ⊗B M pour tout
J ∈ I ′. Ainsi A+

v (resp. Bv : notation du §10.5.1) représente la colimite du système
de A-algèbres (A+

J | J ∈ I ′op) (resp. de B-algèbres (BJ | J ∈ I ′op)). D’après le lemme
10.66, le quotient Mv de Mv := A+

v ⊗A M est un A+
v -module plat, et un Bv-module

de présentation finie. D’après l’exercice 2.110(iv), le Bv-sous-module ΓIMv ⊂ Mv est
alors de type fini. Il s’ensuit aisément qu’il existe J ∈ I ′ et un BJ -sous-module de type
fini QJ ⊂ MJ tel que l’image de Bv ⊗B QJ dans Mv soit ΓIMv, et ainsi l’application
naturelle tJ : MJ → Mv induit un isomorphisme Bv-linéaire Bv ⊗BJ (MJ/QJ)

∼→ Mv.
Pour tout J ′ ∈ I ′ tel que J ′ ≤ J , soit QJ′ l’image de BJ′⊗BJ QJ dans MJ′ , de sorte que
BJ′ ⊗BJ (MJ/QJ) ≃ MJ′/QJ′ . Or, si x1, . . . , xn est un système fini de générateurs de
QJ , il existe k ∈ N tel que Ikv tJ(xi) = 0 pour tout i = 1, . . . , n ; par suite, il existe J ′ ∈ I ′

avec J ′ ≤ J tel que IkQJ′ = 0 pour i = 1, . . . , n, et quitte à remplacer J by J ′, on peut
alors supposer que IkQJ = 0. Comme J est un idéal de type fini avec V (J) = V (I), il
existe m ∈ N avec Jm ⊂ I (remarque 1.56(i)), d’où JkmQJ = 0. D’autre part, noter que
OE′J ,y est une localisation de BJ , et on a une identification naturelle

(OE′J ⊗̃BM)y
∼→My := OE′J ,y ⊗BJ MJ ∀y ∈ ψ−1J (xJ).

L’exercice 5.94(ii) fournit alors une identification naturelle :

MJ,y ≃My/ΓJMy avec ΓJMy :=
⋃
n∈N AnnMy

(Jn) ∀y ∈ ψ−1J (xJ)

et AnnMy
(Jn) = OE′J ,y⊗BJ AnnMJ

(Jn) pour tout n ∈ N, d’après l’exercice 3.75(i). Ainsi,
on déduit une identification naturelle pour tout y ∈ ψ−1J (xJ) :

MJ,y
∼→ OE′J ,y ⊗BJ (MJ/ΓJMJ) avec ΓJMJ :=

⋃
n∈N AnnMJ

(Jn)

et évidemment, la projection My →MJ,y se factorise par une surjection

(∗) My := OE′J ,y ⊗BJ (MJ/QJ)→MJ,y ∀y ∈ ψ−1J (xJ).
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En dernier lieu, d’après le théorème 10.59(ii), quitte à remplacer J par quelque J ′ ∈ I ′

tel que J ′ ≤ J , on peut aussi supposer que MJ/QJ soit un A+
J -module plat, donc de

même pour My (exercice 3.76(i)). Rappelons maintenant que la propriété universelle de
l’éclatement entraîne que l’idéal JA+

J soit inversible, i.e. principal et engendré par un
élément régulier, qui est donc aussi My-régulier (exercice 3.75(iii)). Ainsi, aucun élément
non nul de My n’a support contenu dans V (JA+

J ) ; mais par construction, le noyau de
(∗) est précisément le sous-module des sections à support dans V (JA+

J ). Finalement, (∗)
est alors un isomorphisme, et cela achève de vérifier que MJ,y est un A+

J -module plat.
De plus, comme M est un B-module de présentation finie, il en est de même pour le BJ -
module MJ , donc aussi pour le BJ -module MJ/QJ ; par suite, MJ,y est un OE′J ,y-module
de présentation finie.

(ii) : En raisonnant comme ci-dessus, on voit que pour tout J ′ ∈ I avec J ′ ≤ J ,
l’application A+

J′-linéaire naturelle OE′
J′ ,y

′ ⊗BJ MJ → MJ′,y′ se factorise à travers une
surjection OE′

J′ ,y
′⊗OE′

J
,y

MJ,y →MJ′,y′ dont le noyau est à support dans V (J ′A+
J′). Mais

J ′A+
J′ est un idéal inversible de A+

J′ , et OE′
J′ ,y

′ ⊗OE′
J
,y

MJ,y est un A+
J′ -module plat, donc

aucun de ses éléments non nuls n’a support dans V (J ′A+
J′), d’où l’assertion. ♢

Pour tout J ∈ I ′, soient :
— UJ ⊂ EJ la partie des x ∈ EJ tels que pour tout y ∈ ψ−1J (x) le OE′J -module MJ

soit à la fois ψJ -plat en y et de présentation finie en y (définition 5.57(ii))
— U ′J ⊂ EJ la partie des x ∈ EJ tels que MJ,y soit à la fois un OEJ ,x-module plat et

un OE′J ,y-module de présentation finie, pour tout y ∈ ψ−1J (x).
Noter que UJ ⊂ U ′J ; mais en fait, pour tous J, J ′ ∈ I ′ avec J ′ ≤ J on a :

Affirmation 10.74. (i) UJ = U ′J .
(ii) La partie UJ est ind-constructible dans l’espace spectral EJ .

(iii) Ean
J := EJ \ Ena

J ⊂ UJ .
(iv) p−1J,J ′(UJ) ⊂ UJ′ , et si UJ = EJ , on a un isomorphisme OE′

J′
-linéaire :

OE′
J′
⊗̃OE′

J

MJ
∼→MJ′ .

Preuve : (i) : Montrons que pour toute partie ouverte affine V ⊂ EJ , on a V ∩ UJ =
V ∩ U ′J . Soit alors V = SpecC, pour une A-algèbre C, et V ′ := ψ−1J V ≃ SpecC ′, avec
C ′ := B⊗AC. On peut en outre supposer que JC = Ca pour un élément régulier a ∈ C.
Posons OV := (OEJ )|V ,OV ′ := (OE′J )|V ′ , et soit

ψV : (V ′,OV ′)→ (V,OV )

la restriction de ψJ . Alors NV ′ := MJ(V
′) est le quotient de MV ′ := C ′ ⊗B M par

le sous-module ΓJMV ′ des éléments à support dans V (JC ′). Comme MV ′ est un C ′-
module de type fini, il en est de même pour NV ′ ; de plus, le OV ′ -module OV ′⊗̃C′NV ′
est naturellement identifié avec (MJ)|V ′ , et ainsi (OV ′⊗̃C′NV ′)|V ′\Z′J s’identifie natu-
rellement avec (MJ)|V ′\Z′J . Avec la remarque 10.70(ii), il en découle que pour tout
y ∈ V ′ \ Z ′J , le OV ′ -module OV ′⊗̃C′NV ′ est ψV -plat en y, et de présentation finie en
y. Cela montre que la donnée de l’homomorphisme naturel d’anneaux C → C ′, de l’idéal
JC ⊂ C et du C ′-module NV ′ vérifie les conditions du §10.5.1. Par suite, il existe un
C ′-module de présentation finie M ′ et une surjection C ′-linéaire g : M ′ → NV ′ avec
Supp(Ker g) ⊂ V (JC ′) (lemme 10.71(i)). Or, soit y ∈ V ′, et posons C ′y := OV ′,y ; suppo-
sons que C ′y ⊗C′ NV ′

∼→ MJ,y soit un C ′y-module de présentation finie et un C-module
plat. Alors le C ′y-module Ker(C ′y ⊗C′ g)

∼→ C ′y ⊗C′ Ker(g) est de type fini (exercice
2.110(iv)). Par suite, on trouve un C ′-sous-module M ′′ ⊂ Ker g de type fini tel que l’ho-
momorphisme induit g :M ′ :=M ′/M ′′ → NV ′ se localise en un isomorphisme C ′y ⊗C′ g.
Comme MJ,y est un C-module plat, il en est de même pour C ′y ⊗C′ M ′ ; d’autre part,
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M ′ est un C ′-module de présentation finie, donc d’après le problème 10.61(i), la partie

W ′ := {y′ ∈ V ′ |C ′y′ ⊗C′ M ′ est un C-module plat}

est ouverte dans V ′. Soit y′ ∈ W ′ ; alors a est (C ′y′ ⊗C′ M ′)-régulier (exercice 3.75(iii)),
et par construction Supp(C ′y′ ⊗C′ Ker g) ⊂ V (aC ′y′), donc C ′y′ ⊗C′ g est bijectif pour tout
y′ ∈W ′. SiW ′′ ⊂W ′ est un voisinage ouvert affine de y, on conclut que OV ′(W ′′)⊗C′g est
bijectif ; en particulier MJ(W

′′) ≃ OV ′(W ′′)⊗C′NV ′ est à la fois un OV ′(W ′′)-module de
présentation finie et un C-module plat (proposition 3.77). L’assertion en découle aussitôt.

(ii) : Notons par W ⊂ E′J la partie des y ∈ E′J tel que MJ soit ψV -plat en y et de
présentation finie en y ; évidemment EJ \ UJ = ψJ(E

′
J \W ), et la preuve de (i) montre

que W est ouverte dans E′J . De plus, le morphisme ψJ est compact et séparé (lemme
5.81(ii), remarque 5.88(iii) et exercice 5.89(ii)), et EJ et E′J sont des espaces spectraux
(proposition 5.90(ii) et corollaire 5.101(i)), donc EJ \ UJ est pro-constructible dans EJ
(corollaire 4.68(i)), d’où l’assertion.

(iii) : L’assertion suit aussitôt de la remarque 10.70(ii).
(iv) : Par inspection directe des définitions, pour tous y ∈ UJ et y′ ∈ p−1J,J ′(y) on

obtient une identification OE′
J′ ,y

′ -linéaire naturelle :

(OE′
J′
⊗̃OE′

J

MJ)y′
∼→ OE′

J′ ,y
′ ⊗OE′

J
,y

MJ,y.

Rappelons aussi que pJ est une surjection pour tout J ∈ I ′ (observation 10.34) ; l’asser-
tion découle alors de (i) et de l’observation 10.73(ii). ♢

On a déjà remarqué que EJ est un espace spectral pour tout J ∈ I , et pour tous
J, J ′ ∈ I avec J ′ ≤ J , le morphisme de transition pJ,J ′ : E

na
J′ → Ena

J est continu et
compact (voir la preuve de la proposition 10.31) ; d’après l’observation 10.74(ii,iii), la
partie TJ := EJ \ UJ est pro-constructible dans Ena

J pour tout J ∈ I ′, et au vu de
l’observation 10.74(iv), il vient pJ,J ′(TJ′) ⊂ TJ pour tous J, J ′ ∈ I avec J ′ ≤ J . D’autre
part, l’observation 10.73(i) entraîne que

⋂
J∈I ′ p

−1
J (TJ) = ∅. En raisonnant comme dans

la preuve de l’observation 10.60, on conclut qu’il existe J ∈ I tel que TJ = ∅, et cela
achève la preuve, si Y est un schéma affine.

Dans le cas général, comme ϕ est un morphisme compact, il existe un recouvrement
Y = Y1 ∪ · · · ∪ Yk constitué d’un nombre fini de parties ouvertes affines, telles que
OY (Yi) soit une A-algèbre de présentation finie pour tout i = 1, . . . , k. Pour chaque Yi,
d’après le cas précédent on trouve Ji ∈ I ′ tel que la restriction de MJi sur la partie
ouverte V ′i := π′−1Ji

(Yi) soit un OV ′i -module ψJi-plat de présentation finie. Soit alors
J := J1 · · · Jk ; au vu de l’observation 10.74(iv), on conclut aisément que MJ est ψJ -plat
de présentation finie. □

Remarque 10.75. Gardons la notation du théorème 6.32, et soit t1, . . . , tn un système
fini de générateurs de J . Pour i = 1, . . . , n, soit Ai := A

[
t1
ti
, · · · , tnti

]
⊂ Ati , et noter

que JAi = tiAi ; par inspection de la construction de (E,OE), on voit que E admet le
recouvrement E = U1 ∪ · · · ∪ Un, avec Ui := SpecAi pour i = 1, . . . , n. Ainsi

ΓJM (Ui) =
⋃
n∈N AnnAi⊗AM (tni ) = Ker(Ai ⊗AM →Mti)

i.e. MJ(Ui) est l’image de Ai ⊗AM dans la localisation Mti , pour tout i = 1, . . . , n.

10.6. Solutions aux exercices et problèmes.
Exercice 10.8, partie (i) : Soit v ∈ SpvA ; comme cΓv ⊂ cΓ∗v (lemme 10.6), l’application

w := r(v) est bien une valuation de A avec cΓw = cΓv. Or, si v(A◦◦A) ∩ cΓv ̸= ∅, on
a cΓ∗v = cΓv = Γw, d’où Γw = cΓw et ainsi w ∈ Spv∗A (lemme 10.6). Sinon, on a
v(A◦◦A)∩cΓv = ∅ = w(A◦◦A)∩cΓw, donc cΓ∗v (resp. cΓ∗w) est les plus grand sous-groupe
convexe de Γv (resp. de Γw) dans lequel v(a) (resp. w(a)) est cofinal pour tout a ∈ A◦◦A ;
il s’ensuit aisément que cΓ∗w = Γw, i.e. w ∈ Spv∗A.
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Partie (ii) : Evidemment, si Supp(w) ∈ Xan
A := (SpecA)an, alors Supp(v) ∈ Xan

A , car
Supp(v) ⊂ Supp(w) (proposition 9.12(i)). Réciproquement, supposons que Supp(v) ∈
Xan
A ; si v(A◦◦A)∩ cΓv ̸= ∅, il vient w = vcΓv , d’où A◦◦A ⊈ Supp(w), et ainsi Supp(w) ∈

Xan
A . Si v(A◦◦A) ∩ cΓv = ∅, l’assertion découle du lemme 10.5(ii).

Exercice 10.13, partie (i) : Si R = RA(
a1
a0
, · · · , aka0 ) ∩ Cont(A) avec a0, . . . , ak ∈ A qui

engendrent un idéal ouvert de A, on a Cont(f)−1(R) = RB(
f(a1)
f(a0)

, · · · , f(ak)f(a0)
)∩Cont(B),

et comme f est adique, on voit aisément que la suite f(a0), . . . , f(ak) engendre un idéal
ouvert de B, d’où la première assertion. Au vu du théorème 10.12(iii), cela entraîne
que Cont(f) est compacte. Ensuite, on sait déjà que Cont(f) envoie Cont(B)na dans
Cont(A)na (remarque 10.3(vi)) ; pour conclure, il suffit alors de vérifier que si v ∈ Cont(B)
et si w := Cont(f)(v) est non analytique, alors v est non analytique. Mais si p := Supp(w)
est un idéal ouvert, l’idéal f(p) ·B est contenu dans Supp(v), et il est ouvert dans B, car
f est adique, d’où l’assertion.

Partie (ii) : L’assertion (a) suit aisément de la remarque 10.3(ii). Pour montrer (b),
soient Xan

A , Xan
B les lieux analytiques de XA := SpecA et XB := SpecB (voir la définition

9.79), et considérons le diagramme commutatif d’espaces topologiques :

SpvB
Spv f //

σB
��

SpvA

σA
��

XB
Spec f // XA

avec σA et σB comme dans la remarque 8.103(iii). Evidemment, Cont(A)an ⊂ σ−1A (Xan
A ),

et de même pour Cont(B)an. Compte tenu de (a), il suffit alors de vérifier que Spv f
induit par restriction un homéomorphisme

σ−1B (Xan
B )

∼→ σ−1A (Xan
A ).

Rappelons que Xan
A =

⋃
a∈A◦◦ D(a), et (Spec f)−1D(a) = D(f(a)) pour tout a ∈ A◦◦ ;

de plus, on a des isomorphismes naturels de schémas :

D(a)
∼→ SpecAa et D(f(a))

∼→ SpecBf(a)

qui identifient la restriction D(f(a)) → D(a) de Spec f avec Spec fa : SpecBf(a) →
SpecAa, où fa : Aa → Bf(a) est la localisation de f . Avec ces notations, on obtient un
diagramme commutatif d’espaces topologiques :

SpvBf(a)
Spv fa //

))

σBf(a)

��

SpvAa

vv

σAa

��

RB(
f(a)
f(a) )

Spv f //

σB
��

RA(
a
a )

σA
��

D(f(a))
Spec f // D(a)

SpecBf(a)
Spec fa //

55

SpecAa

hh

dont les flèches diagonales sont des homéomorphismes (exercice 8.104(i)). On est ainsi
ramené à montrer que fa est un isomorphisme d’anneaux pour tout a ∈ A◦◦ ; cela suit
aussitôt de la proposition 9.80(iii,iv).

Partie (iii) : Au vu de (i), on peut supposer que Cont(f) induit une application
Cont(B)an → Cont(A)an, et on doit montrer que f est adique. Or, soient A0 ⊂ A, B0 ⊂ B
des sous-anneaux de définition avec A0 ⊂ f−1B0 (corollaire 9.72(ii)), et f0 : A0 → B0

la restriction de f . On sait que B0 est topologiquement local (exercice 9.21(v)), et f est
adique si et seulement s’il en est de même pour f0 (proposition 9.78(iii)) ; de plus, avec



680 é Capricorne

(ii) on voit que Cont(f0) induit une application Cont(B0)an → Cont(A0)an. Ainsi on
peut remplacer A,B par A0, B0, et supposer du départ que B = B◦, donc B◦◦ ⊂J (B).
Soient Xna

A et Xna
B les lieux non analytiques de XA := SpecA et XB := SpecB ; d’après

la proposition 9.80(iv), on revient à vérifier que (Spec f)−1(Xna
A ) = Xna

B . Supposons par
l’absurde qu’il existe p ∈ Xan

B tel que f−1p ∈ Xna
A , et soit m ⊂ B un idéal maximal avec

p ⊂ m ; on pose C := (B/p)m et on choisit une valuation v de Frac(C) dont l’anneau
de valuation domine C (théorème 8.21). Soit v la valuation de B avec Supp(v) = p,
et dont la valuation résiduelle est v ; on pose w := vcΓ

∗
v (voir l’exercice 10.8). Comme

B◦◦ ⊂J (B), on a B◦◦ ⊂ m, et donc w(b) > 0 pour tout b ∈ B◦◦ ; d’après le théorème
10.12(i) et l’exercice 10.8(ii), il vient w ∈ Cont(B)an. D’autre part, w′ := Cont(f)(w)
est une spécialisation primaire de v′ := Spv(f)(v) (lemme 8.111(i)) et par construction
le support de v′ est ouvert dans A, d’où w′ ∈ Cont(A)na, contradiction.

Partie (iv) : Soient A0 ⊂ A un sous-anneau de définition, I0 ⊂ A0 un idéal de dé-
finition, et S := 1 + I0 ; alors Aloc = S−1A, donc Spv(j) induit un homéomorphisme
entre SpvAloc et la partie Z :=

⋂
s∈S RA(

s
s ) de SpvA (exercice 8.104(i)). Par suite

(Cont j)(Cont(Aloc))⊂Z, et on est ramené à vérifier la surjectivité de Cont(j). Or, soit
v ∈ Cont(A), notons par v la valuation résiduelle de k(v), et munissons k(v) de sa v-
topologie ; par la remarque 10.3(i), la projection π : A→ k(v) est continue, et k(v) est
topologiquement local (problème 9.53(ii)), donc π = πloc ◦ j pour un homomorphisme
continu d’anneaux πloc : Aloc → k(v). Encore par la remarque 10.3(i), la valuation
w := v ◦ πloc est continue, et Cont(j)(w) = v. La dernière assertion de (iv) suit aussitôt,
au vu de (i).

Problème 10.16, partie (i) : Pour voir la surjectivité de Cont(jA), soit v ∈ Cont(A),
notons w la valuation résiduelle de v sur k(v), et πv : A → k(v) la projection, et mu-
nissons k(v) de sa w-topologie ; on sait que πv est un homomorphisme continu d’an-
neaux (remarque 10.3(i)), donc il se prolonge en un homomorphisme continu d’anneaux
complétés π̂v : Â → k̂(v) (remarque 9.47(iii)), et d’autre part w se prolonge en une
valuation ŵ : k̂(v) → Γv◦ telle que la topologie de k̂(v) coïncide avec la ŵ-topologie
(problème 9.53(iii)). Alors v̂ := ŵ ◦ π̂v ∈ Cont(Â) (encore d’après la remarque 10.3(i)) et
Cont(jA)(v̂) = v. Pour l’injectivité, montrons d’abord :

Lemme 10.76. Soient w ∈ Cont(Â) et v := Cont(jA)(w). On a :
(i) Γv = Γw et cΓv = cΓw.
(ii) Soit w la valuation résiduelle de k(w). L’extension i : k(v) → k(w) de corps

résiduels a image dense dans k(w) pour la w-topologie (problème 9.53(i)).

Démonstration. (i) : Soit a ∈ Â avec γ := w(a) ∈ Γw ; par continuité de w, il existe un
voisinage U ⊂ Â de 0 tel que w(b) > γ pour tout b ∈ U , d’où w(a+ b) = γ pour tout tel
b. Mais l’image de jA rencontre la partie ouverte a+ U , d’où γ ∈ Γv.

(ii) : Soit aussi v la valuation résiduelle de k(v) ; d’après la remarque 10.3(i), les
projections πv : A → k(v) et πw : Â → k(w) sont continues pour la v-topologie et la w-
topologie. Soient de plus k̂(v) et k̂(w) les complétions de k(v) et k(w) pour ces topologies,
et jv : k(v) → k̂(v), jw : k(w) → k̂(w) les applications de complétion ; noter que i est
continue pour ces topologies, donc se prolonge en un homomorphisme continu de corps
topologiques ı̂ : k̂(v) → k̂(w). Il existe un unique homomorphisme continu d’anneaux
f : Â→ k̂(v) avec f ◦ jA = jv ◦ πv (remarque 9.47(iii)), et on a :

ı̂ ◦ f ◦ jA = ı̂ ◦ jv ◦ πv = jw ◦ i ◦ πv = jw ◦ πw ◦ jA

d’où ı̂ ◦ f = jw ◦ πw, car l’image de jA est dense dans Â (exercice 1.26(iv)). Comme
k(w) est le corps des fractions de πw(Â), il vient jw(k(w)) ⊂ ı̂(k̂(v)), i.e. jw se factorise
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à travers ı̂ et une extension de corps ϕ : k(w)→ k̂(v). On a

ı̂ ◦ ϕ ◦ i = jw ◦ i = ı̂ ◦ jv

d’où ϕ ◦ i = jv. Or, d’un côté la topologie de k(w) est induite par celle de k(ŵ) via
l’inclusion jw (théorème 9.39(ii)), donc aussi par celle de k(v̂), via ϕ ; de l’autre côté,
l’image de jv est dense dans k(v̂). L’assertion en découle aussitôt. □

Or, soient w1, w2 ∈ Cont(Â) avec Cont(jA)(w1) = Cont(jA)(w2) ; par le lemme
10.76(i), on peut supposer que Γw1

= Γw2
et w1 ◦ jA = w2 ◦ jA. Comme l’image de

jA est dense dans Â et que la topologie de Γw1 est séparée, il vient w1 = w2 (exercice
1.26(iv)), CQFD.

Partie (ii) : Compte tenu de (i) et de la remarque 10.3(vi), on doit montrer que si
v̂ ∈ Cont(Â) et v := Cont(jA)(v̂) ∈ Cont(A)na, alors v̂ est non analytique. Or, munissons
p := Supp(v) de la topologie induite par l’inclusion dans A ; si p est un idéal ouvert de
A, la complétion p̂ est un idéal ouvert de Â (exercice 9.49(iii)), et par continuité de v̂, on
voit aisément que p̂ = Supp(v̂) : les détails sont laissés aux soins du lecteur ; l’assertion
en découle aussitôt.

Vérifions ensuite que Cont(jA) est un isomorphisme d’ensembles partiellement ordon-
nés : pour cela, soient u ∈ Cont(Â), et w′ ∈ Cont(A) une spécialisation de

u′ := Cont(jA)(u).

D’après la proposition 8.109, il existe une spécialisation secondaire v′ ∈ SpvA de u′ qui est
aussi une générisation primaire de w′, et par le lemme 8.111(ii) il existe une spécialisation
secondaire v ∈ Spv Â de u avec Spv(jA)(v) = v′. On a v ∈ Cont(Â) et v′ ∈ Cont(A)
(remarque 10.3(v)), et d’après le lemme 10.76(i) on a aussi Γv = Γv′ et cΓv = cΓv′ . Mais
alors il existe une spécialisation primaire w de Γv dans Spv Â avec Spv(jA)(w) = w′ ;
toujours par la remarque 10.3(v), il vient w ∈ Cont(Â), d’où l’assertion.

Partie (iii) : Si A est un anneau de Huber, il en est de même pour Â, et jA est
un homomorphisme adique (proposition 9.86(i)), donc Cont(A) et Cont(Â) sont des es-
paces spectrales (théorème 10.12(ii)) et Cont(jA) est une application compacte (exercice
10.13(i)). D’après (i), on sait déjà que Cont(jA) est une bijection, donc il suffit de vérifier
qu’elle est une application fermée, et la proposition 4.69(i) nous ramène à montrer que
Cont(jA) est spécialisante ; mais cela suit aussitôt de (ii).

Exercice 10.17 : Cela suit aussitôt de l’exercice 10.13(i,iii,iv), le problème 10.16(ii) et
l’exercice 9.88(iii).

Problème 10.18, partie (i) : Evidemment, wI(1) ≥ 0 et wI(0) = +∞. Ensuite, on a
In ⊂ Im pour tous n,m ∈ Z avec n ≥ m ; or, si a ∈ In et b ∈ Im, il vient a− b ∈ Im et
ab ∈ In+m, d’où l’assertion.

Partie (ii) : Evidemment on a wI(a) = u(a) pour tout a ∈ I, i.e. pour tout a ∈ A
avec wI(a) > 0 ; en particulier, wI(a) ≤ 0 ⇔ u(a) ≤ 0. Ensuite, si wI(a) = −n pour
quelque n ∈ N, on a aIn ⊂ A0, d’où aIn+1 ⊂ I ⊂ A′0, d’où u(a) ≥ −n− 1, et de même,
si u(a) = −n, alors wI(a) ≥ −n− 1, d’où l’assertion.

Partie (iii) : Posons S := 1 + I, de sorte que A0,loc = S−1A0 et Aloc = S−1Aloc.
Montrons que :

(∗) S−1(In) = Inloc ∀n ∈ Z.

Cela est clair pour n ≥ 0. Ensuite, pour n ∈ N \ {0}, fixons un système fini g1, . . . , gk de
générateurs de In ; noter que I−n est le noyau de l’application A-linéaire :

ϕ : A→ (A/A0)
k a 7→ (gia | i = 1, . . . , k)
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où gia dénote la classe de gia dans A/A0. Par suite, S−1I−n = Ker(S−1ϕ) = I−nloc , et
cela achève de vérifier (∗) pour n < 0. Noter ensuite que In/In+1 est un A0/I-module
pour tout n ∈ Z, donc la localisation In/In+1 → Inloc/I

n+1
loc est bijective pour tout n ∈ Z ;

en outre, pour tout m ≤ n on a un diagramme commutatif de A0-modules à lignes
horizontales exactes :

0 // In/In+1 //

��

Im/In+1 //

��

Im/In //

��

0

0 // Inloc/I
n+1
loc

// Imloc/I
n+1
loc

// Imloc/I
n
loc

// 0.

Par le lemme des cinq (exercice 2.104) et une simple récurrence sur m, on déduit que la
localisation Im/In+1 → Imloc/I

n+1
loc est bijective pour tous m,n ∈ Z avec m ≤ n. Mais

noter que A/In+1 =
⋃
m≤n I

m/In+1, et de même pour Aloc/I
n+1
Iloc

; donc la localisation
A/In+1 → Aloc/I

n+1
loc est bijective pour tout n ∈ Z ; on déduit aussitôt que wI = wIloc ◦ i,

et l’identité w∗I = w∗Iloc ◦ i est une conséquence immédiate.
Partie (iv) : Si a ∈ A◦, il existe k ∈ N tel que anIk ⊂ A0 pour tout n ∈ N, d’où

w∗I (a) ≥ 0. Ensuite, si a ∈ I+, il existe n0 ∈ N tel que wI(an) > 0 pour tout n ≥ n0, i.e.
an ∈ I pour tout tel n. Réciproquement, s’il existe n ∈ N \ {0} avec an ∈ IA+, on voit
aisément que w∗I (a

n) > 0, d’où a ∈ I+. Cet argument montre aussi que I+ ⊂ A◦, donc
I+ est aussi le radical de IA◦.

Partie (v) : Soit aussi wI : A → R◦ la fonction d’ordre associé au couple (π(A0), I) ;
on voit aisément que wI ◦ π(a) ≥ wI(a), d’où w∗

I
◦ π(a) ≥ w∗I (a) pour tout a ∈ A. Pour

l’inégalité opposée, soit a ∈ A, et supposons d’abord que t := w∗
I
◦ π(a) > 0 ; cela revient

à dire qu’il existe une application ϕ : N → Z telle que an ∈ Iϕ(n) + J pour tout n ∈ N,
et avec limn→+∞ ϕ(n)/n = t ; en particulier, il existe n0 ∈ N avec ϕ(n) ≥ 0 pour tout
n ≥ n0. Or, il est clair que wI(b) ≥ k pour tout k ∈ N et tout b ∈ Ik, d’où w∗I (b) ≥ k
pour tout b ∈ Ik + J , d’après le problème 8.12(i,ii) ; par suite n · w∗I (a) ≥ ϕ(n) pour
tout n ≥ n0, et finalement w∗I (a) ≥ t. Ensuite, supposons que t < 0, et soit N ∈ N avec
N + t > 0 ; fixons aussi un système fini a0, . . . , an de générateurs de I. On vient de voir
que w∗

I
◦ π(aNi ) ≥ N , d’où w∗

I
◦ π(aaNi ) ≥ N + t pour i = 0, . . . , n, et par ce qui précède,

il vient alors wI(aaNi ) ≥ t+N pour i = 0, . . . , n, i.e. il existe une application ψi : N→ Z
telle que akaNki ∈ Iψi(k) pour tout k ∈ N, et avec limk→+∞ ψi(k)/k = N + t. Posons :

ψ(k) := min(ψ0(k), . . . , ψn(k)) ∀k ∈ N.

Il vient akaNki ∈ Iψ(k) pour i = 0, . . . , n et tout k ∈ N, et limk→+∞ ψ(k)/k = N + t.
Ainsi, il existe k0 ∈ N tel que Nk > ψ(k) > 0 pour tout k ≥ k0. En outre, avec
M(k) := (n+ 1)(Nk − 1) + 1, on a IM(k) =

∑n
i=0 a

Nk
i IM(k)−Nk (les détails sont laissés

au lecteur). Posons R(k) :=M(k)−Nk + ψ(k) pour tout k ∈ N ; alors :

R(k) ≥ 0 et akINk−ψ(k)IR(k) ⊂ IR(k) ∀k ≥ k0.

Par une simple récurrence sur p ∈ N, on déduit que apkIp(Nk−ψ(k))IR(k) ⊂ IR(k) ⊂ A0

pour tout p ∈ N et tout k ≥ k0, d’où wI(apk) ≥ −R(k)− p(Nk − ψ(k)) pour tous tels p
and k. Par suite w∗I (a

k) ≥ ψ(k)−Nk pour tout k ≥ k0, et finalement

w∗I (a) ≥ lim
k→+∞

(ψ(k)−Nk)/k = t.

En dernier lieu, si t = 0, par ce qui précède on a nécessairement α := w∗I (a) ≤ 0.
Supposons par l’absurde que α < 0, et soit N ∈ N \ {0} tel que −Nα ≥ 1 ; on a

w∗
I
◦ π(aia2N ) ≥ w∗

I
◦ π(ai) ≥ 1 ∀i = 0, . . . , n

donc il existe q ∈ N\{0} tel que wI ◦π(a
q
i a

2Nq) ≥ 1, i.e. aqi a
2Nq ∈ I+J pour i = 0, . . . , n.

Par suite, w∗I (a
q
i a

2Nq) ≥ 1, donc il existe un multiple entier p > 0 de q tel que api a
2Np ∈ A0

pour i = 0, . . . , n ; d’autre part, comme dans le cas précédent, il existe un entier M ≥ p tel
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que IM =
∑n
i=0 a

p
i I
M−p, d’où a2NpIpIM−p ⊂ IM−p. Par récurrence sur k ∈ N, il vient

alors a2NpkIpkIM−p ⊂ IM−p ⊂ A0 pour tout k ∈ N, d’où wI(a
2Npk) ≥ −(pk +M − p)

pour tout tel k. Ainsi, wI(a2Npk)/(2Npk) ≥ −1/(2N) − (M − p)/(2Npk) pour tout
k ∈ N \ {0}, d’où w∗I (a) ≥ −1/(2N) ≥ α/2 > α, contradiction.

Partie (vi) : Posons a := πR(a) ; l’inégalité t := w∗IR0
(a) ≥ w∗I (a) découle aussitôt des

définitions (les détails sont confiés aux soins du lecteur). Ensuite, noter que wI(bq) ≥ −p
pour tous p, q ∈ N et tout b ∈ Kp ; par suite, w∗I (b) ≥ 0 pour tout b ∈ K. Or, si
t > 0, il existe une application ϕ : N → N et n0 ∈ N avec limn→+∞ ϕ(n)/n = t et
an ∈ Iϕ(n)R0 pour tout n ≥ n0, i.e. il existe b ∈ K avec an − b ∈ Iϕ(n), de sorte que
w∗I (a

n) ≥ min(ϕ(n), w∗I (b)), et ainsi w∗I (a) ≥ 0.
Supposons maintenant que w∗I (a) > 0, de sorte que t > 0 ; il existe alors en outre

n1 ≥ n0 avec an ∈ I pour tout n ≥ n1, d’où an ∈ Iϕ(n) + (K ∩ I) ; d’autre part,
évidemment K ∩ I ⊂ N (A), donc w∗I (b) = +∞ pour tout b ∈ K ∩ I, d’où finalement
w∗I (a

n) ≥ ϕ(n) pour tout n ≥ n1, par suite w∗I (a) ≥ t. En dernier lieu, si t ≤ 0, il existe
une application ψ : N → N avec alIψ(l) ⊂ R0 pour tout l ∈ N, et liml→+∞ ψ(l)/l = t.
Cela revient à dire que alIψ(l) ⊂ A0 + K, et puisque Iψ(l) est un idéal de type fini, il
existe alors une application p : N→ N telle que alIψ(l) ⊂ A0 +Kp(l) pour tout l ∈ N. Il
vient aklIkψ(l)+p(l) ⊂ A0 pour tous k, l ∈ N, d’où w∗I (a

l) ≥ ψ(l) pour tout l ∈ N, donc
finalement w∗I (a) ≥ t.

Partie (vii) : Posons µ := inf(w∗I (ab) | b ∈ Σ) ; on doit vérifier que µ = 1 + w∗I (a).
On sait déjà que w∗I (ab) ≥ w∗I (a) + w∗I (b) ≥ w∗I (a) + 1 pour tout b ∈ I, donc on peut
supposer que w∗I (a) < +∞. Supposons par l’absurde que µ > w∗I (a) + ε+ 1 avec ε > 0.
Cela revient à dire qu’il existe p ∈ N \ {0} tel que

wI(a
kbk) ≥ ⌈w∗I (ak) + kε⌉+ k ∀b ∈ Σ, ∀k ≥ p

(où ⌈w∗I (ak) + kε⌉ dénote le plus petit entier ≥ w∗I (a
k) + kε). Si w∗I (a) ≥ 0, noter que

β := ⌈w∗I (ap)+pε⌉ > w∗I (a
p) ≥ 0. Disons que Σ = {a0, . . . , an} ; comme dans la preuve de

(v), on trouve un entier M > p tel que IM =
∑n
i=0 a

p
i I
M−p, d’où apIM ⊂ Iβ+pIM−p =

IβIM . Puisque IM est un A0-module de type fini, il existe alors P (T ) = T d + c1T
d−1 +

· · · + cd ∈ A0[T ] avec ck ∈ Ikβ pour k = 1, . . . , d, tel que P (ap) · IM = 0 (proposition
3.47). Par suite, D(P (ap)) ⊂ V (IM ), i.e. Spec(A)an ⊂ V (P (ap)) ; mais par hypothèse,
Spec(A)an est dense dans SpecA, donc V (P (ap)) = SpecA, d’où P (ap) ∈ N (A), ainsi
w∗I (P (a

p)) = +∞, et :

w∗I (a
pd) = w∗I (P (a

p)−
∑d
k=1cka

p(d−k)) ≥ min(w∗I (cka
(d−k)p) | k = 1, . . . , d).

D’autre part, w∗I (cka
(d−k)p) ≥ w∗I (ck) +w∗I (a

(d−k)p) ≥ kβ + (d− k)p ·w∗I (a) > dp ·w∗I (a)
pour i = 1, . . . , k, d’où w∗I (a

dp) > dp · w∗I (a), contradiction.
En dernier lieu, si w∗I (a) < 0, on peut faire ε suffisamment petit, de sorte que β ≤ 0 ;

soit M ≥ p un entier avec N := M + β ≥ 0 et IM =
∑n
i=0 a

p
i I
M−p ; il vient alors

apI−βIN ⊂ Iβ+pIM−p = IN . Par récurrence sur k, on déduit que akpI−kβIN ⊂ IN ⊂ A0

pour tout k ∈ N, d’où wI(a
kp) ≥ kβ − N pour tout tel k, et ainsi w∗I (a

p) ≥ β ≥
w∗I (a

p) + pε, encore une contradiction.
Partie (viii) : D’après (iii), quitte à remplacer A par Aloc, on peut supposer que A soit

topologiquement local ; dans ce cas, on doit montrer que q ∈ {1,+∞}, et que q=+∞⇔
I⊂N (A). Evidemment, si I⊂N (A), alors q=+∞, et on sait que w∗I (b)≥wI(b)≥1 pour
tout b∈Σ, i.e. q≥1. Or, si q>1, soit p∈R avec q>p>1 ; l’hypothèse entraîne qu’il existe
k0∈N\{0} tel que bk∈I⌈pk⌉ pour tout b ∈ Σ et tout k ≥ k0, et évidemment ⌈pk⌉ > k pour
tout tel k, car p > 1. Disons que Σ = {a0, . . . , an}, et prenons M ∈ N tel que M ≥ k0
et IM =

∑
i=0 a

k0
i I

M−k0 ⊂ I⌈pk0⌉IM−k0 ⊂ IM+1. Puisque I ⊂ J (A0), il vient IM = 0

(corollaire 3.49), d’où I ⊂ N (A), comme souhaité. Noter aussi que Aloc = Aloc/JAloc ;
donc, IAloc = 0⇔ IAloc ⊂ JAloc ⇔ q = +∞, d’où la dernière équivalence.
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Partie (ix) : Noter que v(a) ≥ n pour tout a ∈ In et tout v ∈ RI ; d’autre part, a ∈ J
⇔ pour tout n ∈ N il existe m ∈ N \ {0} tel que wI(am) ≥ mn, d’où v(am) ≥ mn, i.e.
v(a) ≥ n pour tout n ∈ N, autrement dit, J ⊂ Supp(v) pour tout v ∈ RI . On a de
même J ⊂ Supp(u) pour tout u ∈ R′I , en vertu de (iv). Compte tenu de (v), on peut
alors supposer que J = 0, en particulier A est réduit (problème 8.12(iii)). On voit aussi
aisément que v(1 + a) = 0 pour tout a ∈ I et tout v ∈ RI ∪ R′I , donc toute telle v
est la composition de la localisation topologique i : A → Aloc et d’une unique valuation
u : Aloc → Γv◦ (exercice 8.9) ; en outre, évidemment v ∈ RI (resp. v ∈ R′I) si et seulement
si u ∈ RIloc (resp. u ∈ R′Iloc), pour Iloc := IA0,loc, et on a ainsi des bijections naturelles :

RIloc
∼→ RI R′Iloc

∼→ R′I u 7→ u ◦ i.
D’après (iii), w∗I = w∗Iloc ◦ i, et on voit aisément que {a ∈ Aloc |w∗Iloc(a) = +∞} = 0, car
J = 0 ; quitte à remplacer A par Aloc, on peut alors supposer que A soit topologiquement
local. Noter que si I = 0, alors w∗I (a) = 0 pour tout a ∈ A \ {0} (les détails sont laissés
au lecteur), d’où RI = ∅, et R′I est l’ensemble des valuations triviales v : A→ {0,+∞} ;
mais alors, pour tout a ∈ A \ {0} il existe p ∈ SpecA avec a /∈ p (car A est réduit).
Soient v : k(p) → R◦ la valuation triviale de k(p), et v : A → R◦ la composition de v
avec la projection A→ k(p), de sorte que v(a) = 0, d’où l’assertion. On supposera donc
que I ̸= 0, et par suite q = 1, d’après (viii).

Or, soit a ∈ A \ {0}, et vérifions d’abord que v(a) ≥ w∗I (a) pour tout v ∈ RI ∪R′I . En
effet, si w∗I (a) > 0, et si k ∈ N\{0}, soit n ∈ N tel que n+1 ≥ w∗I (ak) > n ; il existe alors
r0 ∈ N tel que wI(akr) > nr pour tout r ≥ r0, i.e. akr ∈ Inr. Par suite, v(akr) ≥ nr pour
tout tel r, i.e. v(ak) ≥ n, donc 1+v(ak) ≥ w∗I (ak), i.e. 1

k +v(a) > w∗I (a), d’où l’assertion,
dans ce cas. Si w∗I (a) ≤ 0, et si k ∈ N \ {0}, soit n ∈ N tel que n > −w∗I (ak) ≥ n − 1 ;
il existe alors r0 ∈ N tel que wI(akr) > −nr pour tout r ≥ r0, i.e. akrInr ⊂ A0. Par
suite, v(akr)+nr ≥ 0 pour tout tel r, donc v(ak) ≥ −n, et alors 1+ v(ak) ≥ w∗I (ak), i.e.
1
k + v(a) ≥ w∗I (a), d’où l’assertion.

Vérifions ensuite que w∗I (a) ≥ inf(v(a) | v ∈ RI ∪R′I). Pour cela, posons

F := {(b, n) ∈ A× N |w∗I (b) ≥ w∗I (an)} B0 := Z
[
b
an | (b, n) ∈ F

]
⊂ B := A

[
1
a

]
.

Noter que (b, 0) ∈ F pour tout b ∈ A+, donc B0 contient l’image de A+ dans B ;
en outre, pour tous (b, n), (b′, n′) ∈ F on a (bb′, n + n′), (bn′ + b′n, n + n′) ∈ F ; par
suite, tout élément de B0 est une fraction de la forme b/an avec (b, n) ∈ F . Posons
I0 := IB0, et munissons B0 de sa topologie I0-adique, et B de la topologie T telle
que (B,T ) soit un groupe topologique avec le sous-groupe ouvert B0 ; par l’exercice
9.10(iii), on voit aisément que (B,T ) est un anneau de Huber avec sous-anneau de
définition B0 et idéal de définition I0. Soit C0 (resp. C) la localisation topologique de
B0 (resp. de B), i.e. C0 = (1 + I0)

−1B0 et C = (1 + I0)
−1B. Montrons que 1 /∈ I0.

En effet, disons que Σ = {a0, . . . , an}, et supposons que 1 =
∑n
i=0 ai · (bi/ari) pour

certains (b0, r0), . . . , (bn, rn) ∈ F ; alors il existe k ∈ N avec ak =
∑n
i=0 aici pour certains

c0, . . . , cn ∈ A, avec w∗I (ci) ≥ w∗I (ak) pour tout i = 0, . . . n. D’où w∗I (a
k) ≥ min(w∗I (ai)+

w∗I (a
k) | i = 0, . . . , n), une contradiction. On a alors aussi I0C0 ̸= C0, car la localisation

B0/I0 → C0/I0C0 est un isomorphisme.

Lemme 10.77. Si I0C0 = 0, alors w∗I (a) = 0.

Démonstration. Montrons d’abord que a /∈ I+ : car sinon, d’après (iv) on aurait ak/1 = 0
dans C0 pour quelque k ∈ N, i.e. ak · (1 + x) = 0 dans B0 pour quelque x ∈ I0, et
noter que tout tel x est une fraction b/ai avec w∗I (b) > w∗I (a

i) ; d’où al · (ai + b) = 0
dans A pour quelque l ∈ N, et ainsi w∗I (a

l+i) = w∗I (a
lb) ≥ w∗I (a

l) + w∗I (b) > w∗I (a
l) +

w∗I (a
i), une contradiction. De l’autre côté, si I0C0 = 0, on a aussi a ∈ A+ : en effet,

l’hypothèse entraîne qu’il existe x ∈ I0 avec ai · (1 + x) = 0 dans B0 pour tout i =
0, . . . , n ; écrivons donc x =

∑n
i=0 aibi/a

r pour quelque (b0, r), . . . , (bn, r) ∈ F . On a
alors alai(ar −

∑n
i=0 aibi) = 0 dans A pour quelque l ∈ N et tout i = 0, . . . , n. Posons
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c := al(ar −
∑n
i=0 aibi) ; on vérifie aisément que l’on a soit w∗I (a) = +∞ (et alors,

l’assertion est claire), soit w∗I (
∑n
i=0 a

laibi) > w∗I (a
l+r), et dans ce cas, en raisonnant

comme dans la remarque 8.8(ii), on déduit que w∗I (c) = w∗I (a
l+r) = (l + r) · w∗I (a). Mais

puisque cI = 0, on a wI(ck) ≥ −1 pour tout k ∈ N, donc w∗I (c) ≥ 0, d’où l’assertion. □

Si I0C0 = 0, soit alors u : C → {0,+∞} une valuation triviale quelconque de C,
de sorte que u(a/1) = 0, et notons par v : A → {0,∞} la composition de u avec la
localisation A → C ; il vient w∗I (a) = v(a), et par construction on a v ∈ R′I , d’où
l’assertion, dans ce cas. Ainsi, on peut supposer que I0C0 ̸= 0. Puisque C est réduit
(exercice 3.38), il en est de même pour C0, et par suite, il existe p0 ∈ U := SpecC0 \
V (I0C0) (théorème 1.50(ii)) ; en outre U est une partie ouverte constructible de SpecC0,
car I0 est de type fini, donc U est un espace spectral, avec la topologie induite par
SpecC0, et ainsi p0 admet une spécialisation p1 ∈ MinU (corollaire 4.72(i)). D’autre
part, l’adhérence {p1} de {p1} dans SpecC0 rencontre V (I0C0), car I0C0 ⊂ J (C0)

(corollaire 1.51(ii)) ; soit alors q un point maximal de l’espace spectral non vide {p1} ∩
V (I0C0). L’image R de C0,q dans le corps résiduel k(p1) est ainsi un anneau local de
dimension un ; d’après l’exercice 8.23, il est par suite dominé par un anneau de valuation
de k(p1) de dimension un ; soit alors u : k(p1) → R◦ la valuation correspondante, et
u : C0 → R◦ la composition de u avec la projection C0 → k(p1). Comme I0 ̸⊂ p1,
on a q′ := min(u(a0), . . . , u(an)) < +∞, et comme I0 ⊂ q, on a q′ > 0 ; quitte à
remplacer u par 1

q′ · u, on peut alors supposer que q′ = 1, et quitte à permuter les
ai, on peut supposer que u(a0) = 1. Par construction, u(x) ≥ 0 pour tout x ∈ C0,
et u(x) ≥ 1 pour tout x ∈ I0C0. On voit aussitôt que l’inclusion B0 → B induit un
isomorphisme B0[1/a0]

∼→ B[1/a0], d’où un isomorphisme C0[1/a0]
∼→ C[1/a0] ; d’après

l’exercice 8.9, la valuation u se prolonge alors en une valuation u′ : C[1/a] → R◦, et
on dénote par v : A → R◦ la composition de u′ avec la localisation A → C[1/a0].
On a ainsi v(x) ≥ 0 pour tout x ∈ A+ et min(v(a0), . . . , v(an)) = 1, i.e. v ∈ RI ; en
outre 1 = v(a0) ≥ w∗I (a0) ≥ 1, d’où w∗I (a0) = 1. Or, si w∗I (a) ≥ 0, soient ε > 0 un
nombre réel, et r, s ∈ N \ {0} tels que ε ≥ r/s − w∗I (a) ≥ 0 ; il vient ar0/as ∈ B0, d’où
w∗I (a) + ε ≥ r/s = r

s · v(a0) ≥ v(a), et comme ε est arbitraire, on conclut finalement que
w∗I (a) ≥ v(a). Si w∗I (a) < 0, définissons l’idéal K ⊂ A, l’anneau de Huber R := A/K, et
son sous-anneau de définition R0 comme dans (vi) ; soient aussi πR : A→ R la projection,
et a := πR(a).

Lemme 10.78. (i) RI = {ν ◦ πR | ν ∈ RIR0
}.

(ii) Spec(R)an est une partie dense de Spec(R).

Démonstration. (i) : On voit aussitôt que {ν ◦ πR | ν ∈ RIR0} ⊂ RI . Réciproquement,
soit ν ∈ RI , et disons que ν(a0) = 1 ; il vient aisément K ⊂ Supp(ν), de sorte que
ν = ν ◦ πR pour une valuation ν : R→ R◦. Il est clair que inf(ν(b) | b ∈ IR0) = 1.

(ii) : Soient b ∈ A et b := πR(b), et supposons que Spec(R)an ⊂ V (b) ; cela revient à
dire que V (IR)∪V (b) = Spec(R), i.e. V (bIR) = Spec(R), d’où bIR ⊂ N (R) (corollaire
1.51(i)). Puisque I est un idéal de type fini, il existe alors n ∈ N tel que bnInR = 0
(les détails sont confiés aux soins du lecteur), i.e. bnIn ⊂ K ; mais alors bn ∈ K, i.e.
b ∈ N (R), et donc V (b) = Spec(R), d’où l’assertion. □

Or, évidemment il suffit de vérifier que w∗I (a) ≥ t(a) := inf(ν(a) | ν ∈ RI), et d’autre
part on a w∗I (a) = w∗IR0

(a), d’après (v) ; au vu du lemme 10.78(i), on est alors ramené à
vérifier que w∗IR0

(a) ≥ inf(ν(a) | ν ∈ RIR0
), et compte tenu du lemme 10.78(ii), on peut

ainsi remplacer A et a par R et a, et supposer que Spec(A)an soit dense dans SpecA. On
raisonne par récurrence sur n ∈ N tel que 1 − n > w∗I (a) ≥ −n. Le cas n = 0 est déjà
connu ; soit alors n > 0, et supposons que l’on ait w∗I (x) ≥ t(x) pour tout x ∈ A avec
w∗I (x) ≥ 1 − n. D’après (vii), il existe b ∈ Σ tel que w∗I (ab) = w∗I (a) + 1 ≥ 1 − n ; par
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hypothèse de récurrence, pour tout ε > 0 il existe alors vε ∈ RI ∪R′I avec

w∗I (ab) + ε ≥ vε(ab) = vε(a) + vε(b) ≥ 1 + vε(a)

i.e. w∗I (a) + ε ≥ vε(a), comme souhaité.
Partie (x) : Au vu de (ix), évidemment t(a) := inf(v(a) | a ∈ RI) ≥ w∗I (a) pour tout

a ∈ A. Si w∗I (a) = +∞, on a donc t(a) = +∞ ; on peut ainsi supposer que w∗I (a) ∈ R. Si
w∗I (a) > 0, il vient v(a) = +∞ pour tout v ∈ R′I , par (ix), donc t(a) = w∗I (a), toujours
par (viii). De même, si w∗I (a) < 0, on doit avoir t(a) = w∗I (a), car v(a) ≥ 0 pour tout
v ∈ R′I . En dernier lieu, si w∗I (a) = 0, d’après (vii) il existe b ∈ Σ tel que w∗I (ab) = 1,
donc pour tout ε > 0 il existe vε ∈ RI avec 1 ≤ vε(ab) < 1 + ε ; mais vε(b) ≥ 1, d’où
0 ≤ vε(a) < ε, et finalement t(a) = 0.

Partie (xi) : Evidemment il suffit de vérifier que wÎ ◦ j = wI , et cela revient à montrer
que In = j−1((Î)n) pour tout n ∈ Z. Or, si n ∈ N, l’assertion découle aussitôt du
lemme 9.101(i,ii). Considérons ensuite l’application ϕ de la solution de (iii) ; il vient un
diagramme commutatif

A
ϕ //

j
��

(A/A0)
k

��
Â

ϕ̂ // (Â/Â0)
k

où ϕ̂ dénote la complétion de ϕ, et où la flèche verticale à droite est une bijection, d’après
l’exercice 9.49(iii). On a I−n = Ker(ϕ) et (Î)−n = Ker(ϕ̂) (car (Î)n = InÂ0, toujours
d’après le lemme 9.101(i)), d’où l’identité souhaité pour la puissance I−n.

Partie (xii) : On vérifie aisément que w∗IA◦(a) ≥ w∗I (a) pour tout a ∈ A ; or, soient
a ∈ A et r ∈ R tels que w∗IA◦(a) ≥ r > 0, de sorte qu’il existe une fonction ϕ : N → N
et n0 ∈ N avec limn→+∞ ϕ(n)/n = r et an ∈ Iϕ(n)A◦ pour tout n ≥ n0. Avec (iv) il
vient w∗I (a

n) ≥ ϕ(n) pour tout n ≥ n0, d’où w∗I (a) ≥ r. Ensuite, soit a ∈ A tel que
r := w∗I (a) < 0, et pour tout n ∈ N notons par ψ(n) ∈ N le plus grand entier ≤ −rn ;
soient en outre R et R0 comme dans (vi), et a ∈ R l’image de a. D’après (vi) on a
w∗IR0

(a) = r, et d’après (vii) il existe b ∈ Iψ(n) avec w∗IR0
(anb) = w∗IR0

(an) + ψ(n) ≤ 0,
d’où w∗I (a

nb) ≤ 0 ; par ce qui précède on a alors w∗IA◦(a
nb) ≤ 0, donc w∗IA◦(a

n) ≤ −ψ(n)
pour tout n ∈ N, et finalement w∗IA◦(a) ≤ r. Ensuite, d’après (iv) on a (A,T ◦A )

◦ ⊂
(A,T ◦A )

+ = A+. Pour l’inclusion opposée, si w∗I (a) ≥ 0, alors pour tout n ∈ N il existe
p ∈ N \ {0} avec wI(anp) ≥ −p, d’où anpbp ∈ A0 pour tout b ∈ I, par suite anb ∈ A◦
pour tout tel b, car A◦ est intégralement fermé dans A (exercice 9.21(iii)) ; mais alors
a ∈ (A,T ◦A )

◦. En dernier lieu, A◦◦ ⊂ (A,T ◦A )
◦◦ car IdA : A → (A,T ◦A ) est continue. Si

a ∈ (A,T ◦A )
◦◦, il existe n ∈ N \ {0} tel que an ∈ IA◦, d’où a ∈ A◦ (exercice 9.20(i)), par

suite a ∈ I+, car d’après (iv), I+ est le radical de IA◦ ; cela montre que (A,T ◦A )
◦◦ ⊂ I+,

et puisque IA◦ ⊂ A◦◦, on a I+ ⊂ A◦◦ (exercice 9.21(iv)).

Problème 10.19, partie (i) : Soient f :=
∑
n∈Z anX

n et g :=
∑
n∈Z bnX

n deux élé-
ments de A⟨X±1⟩ ; il vient

w(an − bn) ≥ min(w(an), w(bn)) ≥ min(|f |w, |g|w) ∀n ∈ Z
d’où |f − g|w ≥ min(|f |w, |g|w). De même, pour toute partie finie S ⊂ Z et tout n ∈ Z
on a w(

∑
k∈S akbn−k) ≥ |f |w + |g|w ; puisque w est continue pour la ◦-topologie de R, il

vient alors w(
∑
k∈Z akbn−k) ≥ |f |w + |g|w, d’où |f · g|w ≥ |f |w + |g|w. Il est aussi évident

que |1|w ≥ 0 et |0| = +∞, donc | · |w est bien une semi-norme réelle. La continuité de
| · |w découle d’une inspection directe des définitions. Ensuite, soit w p-multiplicative,
et montrons que |fk|w ≤ k · |f |w pour tout k ∈ N \ {0} (l’inégalité opposée est déjà
connue). Cela est trivial si |f | = +∞, donc on peut supposer que |f |w ∈ R ; puisque w
est continue pour la ◦-topologie de R, il existe alors p ∈ N tel que w(an) > |f |w pour
tout |n| > p. Posons f1 :=

∑p
n=−p anX

n et f2 := f − f1 ; ainsi, |f2|w > |f |w = |f1|w,
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d’où |f i1fk−i2 |w > k · |f |w pour tout i = 0, . . . , k − 1, et en raisonnant comme dans la
remarque 8.8(ii), on est aussitôt ramené à vérifier que |fk1 |w ≤ k · |f1|w. En outre, il
est clair que |(Xpf1)

k|w = |fk1 |w pour tout k ∈ N \ {0}, donc on peut supposer que
f ∈ A[X]. Soit alors q := min(n ∈ N |w(an) = |f |w), et posons g1 :=

∑q−1
n=0 anX

n et
g2 := f − g1 ; il vient |g1|w > |g2|, et en raisonnant comme ci-dessus, on se ramène à
montrer que |gk2 |w ≤ k · |g2|w. Mais on a g2 = Xq · h avec h ∈ A[X], et il suffit alors de
vérifier que |hk|w ≤ k · |h|w pour tout k ∈ N \ {0} ; quitte à remplacer f par h, on est
ainsi ramené au cas où q = 0 ; dans ce cas, noter que fk = ak0 +Xr avec r ∈ A[X], d’où
|fk|w ≤ w(ak0) = k · |f |w, comme souhaité.

Partie (ii) : Remarquons d’abord que w et u sont continues pour la ◦-topologie de
R◦, donc la question est bien posée. Notons aussi par w⟨X±1⟩ : A⟨X±1⟩ → R◦ la fonction
d’ordre associée à (A0⟨X±1⟩, I⟨X±1⟩), de sorte que u⟨X±1⟩ = w∗⟨X±1⟩, l’uniformisation
de w⟨X±1⟩. Or, soient p ∈ N et f :=

∑
k∈Z akX

k ∈ A⟨X±1⟩ avec |f |w ≥ p, et fixons
un système fini (bi | i = 0, . . . , n) de générateurs de Ip ; pour tout k ∈ Z il existe alors
c0k, . . . , cnk ∈ A avec w(cik) ≥ w(ak) − p pour tout i = 0, . . . , n, et tels que ak =∑n
i=0 bicik. D’où, f =

∑n
i=0 bifi, avec fi :=

∑
k∈Z cikX

k ∈ A⟨X±1⟩ pour i = 0, . . . , n,
et par suite w⟨X±1⟩(f) ≥ p. Réciproquement, si w⟨X±1⟩(f) ≥ p, on voit aisément que
|f |w ≥ p. De même, on a |f |w ≥ −p ⇔ Ipf ⊂ A0⟨X±1⟩ ⇔ w⟨X±1⟩(f) ≥ −p. Cela achève
de vérifier que | · |w = w⟨X±1⟩, d’où | · |∗w = u⟨X±1⟩.

Ensuite, par inspection directe des définitions, on voit que :

I⟨X±1⟩n ∩A0X
p = InXp ∀n, p ∈ Z

d’où w⟨X±1⟩(aX
p) = w(a) pour tout a ∈ A et tout p ∈ Z, et par suite

(∗) u⟨X±1⟩(aX
p) = u(a) ∀a ∈ A, ∀p ∈ Z.

Montrons maintenant que ρ := u⟨X±1⟩(f) ≥ |f |u. On peut évidemment supposer que
ρ < +∞ ; soient alors N,M ∈ N avec N > ρ et ak ∈ IN pour tout |k| > M , et posons
g :=

∑M
k=−M akX

k, h := f − g. Comme h ∈ I⟨X±1⟩N , on a u⟨X±1⟩(h) ≥ N , d’où, par
(∗) :

u⟨X±1⟩(f) = u⟨X±1⟩(g) ≥ min(u(ak) | k = −M, . . . ,M)

d’où l’inégalité souhaitée. Ensuite, soient R′I (resp. R′I⟨X±1⟩) l’ensemble des valuations
triviales de A (resp. de A⟨X±1⟩) dont le support contient I, et RI (resp. RI⟨X±1⟩)
l’ensemble des valuations v : A → R◦ (resp. v : A⟨X±1⟩ → R◦) telles que inf(v(a) | a ∈
I) = 1 (resp. inf(v(g) | g ∈ I⟨X±1⟩) = 1). D’après le problème 10.18(ix) on a :

u⟨X±1⟩(f) = inf(v(f) | v ∈ RI⟨X±1⟩ ∪R′I⟨X±1⟩).

Noter que tout v ∈ RI ∪ R′I est une valuation continue de A (lemme 10.4(i)), donc
| · |v est une semi-norme bien définie sur A⟨X±1⟩, d’après (i). Cette semi-norme admet la
description alternative suivante : soit | · |v(0,0) : A[X]→ R◦ la valuation de Gauss de centre
0 et rayon 0 associée à v (voir l’exercice 8.11(i)) ; puisque |X|v(0,0) = 0, cette valuation se
prolonge en une valuation A[X±1]→ R◦ que l’on notera encore par | · |v(0,0) (exercice 8.9),
et on voit aisément que |Q|v(0,0) = inf(v(ck) | k ∈ Z) pour tout Q(X) :=

∑
k∈Z ckX

k ∈
A[X±1] (les détails sont laissés aux soins du lecteur). En particulier, | · |v(0,0) est continue
pour la topologie de A[X±1] induite par son inclusion dans A⟨X±1⟩ ; compte tenu de la
discussion de l’exemple 9.95(ii), elle se prolonge alors en une unique valuation continue
A⟨X±1⟩ → R◦ (problème 10.16(i)), et on vérifie aisément que cette dernière coïncide avec
| · |v. On voit ainsi que | · |v ∈ RI⟨X±1⟩ ∪R′I⟨X±1⟩ pour tout v ∈ RI ∪R′I . Il vient alors :

u⟨X±1⟩(f) ≤ inf(|f |v | v ∈ RI ∪R′I) = inf(v(ak) | v ∈ RI ∪R′I , k ∈ Z)
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pour tout f :=
∑
k∈Z akX

k ∈ A⟨X±1⟩. Mais, toujours d’après le problème 10.18(ix), on
a aussi u(ak) = inf(v(ak) | v ∈ RI ∪R′I) pour tout k ∈ Z. D’où, u⟨X±1⟩(f) ≤ |f |u, et on
obtient finalement l’identité u⟨X±1⟩ = | · |u.

En dernier lieu, on voit aisément que A⟨X⟩ ∩ I⟨X±1⟩n = I⟨X⟩n pour tout n ∈ Z, par
suite la fonction d’ordre w⟨X⟩ : A → R◦ associée à (A0⟨X⟩, I⟨X⟩) est la restriction de
w⟨X±1⟩, d’où u⟨X⟩ = (u⟨X±1⟩)|A⟨X⟩.

Exercice 10.20 : Munissons A et B := A⟨X±1• , Y•⟩ des filtrations séparées et exhaus-
tives telles que An := In et Bn := InB pour tout n ∈ Z (où les puissances négatives sont
définies comme pour le problème 10.18(i)) ; (A,A•) et (B,B•) sont alors des anneaux
filtrés (définition 9.64(i)), et on a des isomorphismes d’anneaux :

gr•(B,B•)
∼→ gr•(A,A•)[X

±1
• , Y•].

On a gr0(A,A0) = A0 := A0/I, et par hypothèse l’image de f dans A0[X
±1
• , Y•] est

un élément Q dont les coefficients engendrent l’idéal A0 ; soient r1, . . . , rp ∈ N tels que
P := Xr1

1 · · ·X
rp
p Q ∈ A[X•, Y•]. Evidemment l’idéal de A0 engendré par les coefficients

de P contient 1 ; d’après l’exercice 7.25(ii), P est alors un élément gr•(B,B•)-régulier,
donc de même pour Q ; d’autre part, il est clair que la multiplication par le scalaire f est
un endomorphisme filtré µf de (B,B•), et l’endomorphisme induit gr•(µf ) de gr•(B,B•)
coïncide avec la multiplication par le scalaire Q. La proposition 9.68(i) entraîne alors
que µf est un endomorphisme injectif strict de l’A-module topologique A⟨X±1• , Y•⟩, i.e.
il se factorise à travers un isomorphisme de A-modules topologiques A ∼→ fA⟨X±1• , Y•⟩,
pour la topologie de fA⟨X±1• , Y•⟩ induite par l’inclusion dans A⟨X±1• , Y•⟩ ; en particu-
lier, fA⟨X±1• , Y•⟩ est complet et séparé, donc il est une partie fermée de A⟨X±1• , Y•⟩
(remarque 9.30(vii)).

Exercice 10.26, partie (i,ii) : D’après la proposition 10.21(ii), la partie SpaA est dense
dans Cont(A), et la partie (SpaA)an est dense dans Cont(A)an. Les assertions suivent
alors du corollaire 10.14.

Partie (iii) : Munissons B := A/m de la topologie induite de A via la projection
π : A → B, et soit B+ ⊂ B la fermeture intégrale de π(A+) dans B. Alors B est
un anneau de Huber et π est adique (exercice 9.81(v)), donc π(A+) ⊂ B◦ (lemme
9.77(iv)) ; ainsi, B := (B,B+) est un anneau affinoïde, et π : A → B est un mor-
phisme d’anneaux affinoïdes. On voit aisément que l’image de Spa(π) est précisément la
partie {v ∈ SpaA |Supp(v) = m} ; par suite, on est ramené à vérifier que SpaB ̸= ∅,
et d’après (i), il suffit de montrer que Bsep ̸= 0. Or, noter que 1 + A◦◦ ⊂ A×, car A
est topologiquement local ; mais A◦◦ est une partie ouverte de A, donc de même pour
1 + A◦◦. Pour tout u ∈ A×, la partie u · (1 + A◦◦) est alors un voisinage ouvert de u
contenu dans A× ; ainsi, A× est une partie ouverte de A, et donc l’adhérence m de m
dans A est un idéal contenu dans A\A× (lemme 9.5(iii)) ; comme m est maximal, il vient
m = m, donc Bsep = B ̸= 0.

Problème 10.27, partie (i) : Soit A• := (Aλ |λ ∈ Λ) un système d’anneaux indexé par
un ensemble filtrant (Λ,≤), avec homomorphismes de transition fλµ : Aλ → Aµ pour
tous λ, µ ∈ Λ avec λ ≤ µ ; soit en outre (fλ : Aλ → A |λ ∈ Λ) un co-cône universel de
base A•. Notons par T la limite du système induit d’espaces topologiques (SpvAλ |λ ∈
Λop). Rappelons que les points de T sont les suites cohérentes v• := (vλ |λ ∈ Λop)
avec vλ ∈ SpvAλ pour tout λ ∈ Λ, et Spv(fλµ)(vµ) = vλ pour tous λ, µ comme ci-
dessus (voir le problème 2.25(iii)). Pour tout tel v• et tout λ ∈ Λ, soient pλ et k(vλ)
respectivement le support et le corps résiduel de vλ, et k(vλ)+ ⊂ k(vλ) l’anneau de
valuation de la valuation résiduelle vλ de vλ. D’après le problème 2.51(ii), il existe un
unique p ∈ SpecA tel que pλ = f−1λ (p) pour tout λ ∈ Λ, et on voit aisément que le corps
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résiduel k(p) représente la colimite du système des corps résiduels (k(vλ) |λ ∈ Λ) ; plus
précisément, le co-cône des extensions de corps residuels (fλ,(p) : k(vλ)→ k(p) |λ ∈ Λ) est
universel. Par construction, pour chaque extension de corps résiduels k(vλ)→ k(vµ) on a
k(vλ)

+ = k(vλ)∩k(vµ)+ ; ainsi, la colimite du système induit d’anneaux (k(vλ)
+ |λ ∈ Λ)

est représentée par un sous-anneau k(p)+ ⊂ k(p). Compte tenu du lemme 8.16, on vérifie
aisément que k(p)+ est un anneau de valuation de k(p), et k(vλ)+ = f−1λ,(p)(k(p)

+) pour
tout λ ∈ Λ. En résumant, cela montre déjà que le cône (Spv fλ : SpvA→ SpvAλ |λ ∈ Λ)
induit une surjection continue :

ω : SpvA→ T v 7→ (Spv fλ(v) |λ ∈ Λ).

Ensuite, par simple inspection on voit que la topologie de SpvA est induite par celle de
T , via ω ; comme SpvA est un espace T0, il s’ensuit aussitôt que ω est injective, et donc
ω est un homéomorphisme, d’où l’assertion.

Partie (ii.a) : Fixons λ0 ∈ Λ, ainsi qu’un idéal de définition I0 ⊂ Aλ00 ; quitte à
remplacer Λ par la partie cofinale {λ ∈ Λ |λ ≥ λ0}, on peut supposer que λ0 soit le plus
petit élément de Λ (exercice 2.35(iii,iv)). Dans ce cas, Iλ := fλ0λ(I0) · Aλ0 est un idéal
de définition de Aλ0 pour tout λ ∈ Λ ; en outre, si fλ est adique, il en est de même pour
sa restriction Aλ0 → A0, pour tout λ ∈ Λ, et par suite I := fλ0

(I0) · A0 est un idéal de
définition de A0 (lemme 9.77(ii)). Cela montre l’unicité de la topologie souhaitée sur A ;
d’autre part, il existe une unique topologie Z-linéaire TA sur le Z-module A telle que
(In |n ∈ N) soit un système fondamental de voisinages ouverts de 0. Il reste à montrer
que (A,TA) est un anneau topologique, car alors il sera évidemment un anneau de Huber.
D’après l’exercice 9.10(iii), cela revient à vérifier que pour tout a ∈ A il existe n ∈ N tel
que aIn ⊂ A0 ; mais pour tout tel a il existe λ ∈ Λ et aλ ∈ Aλ avec fλ(aλ) = a (exercice
2.31(iv)), et on trouve n ∈ N tel que aλInλ ⊂ A0λ, d’où aIn = fλ(aλI

n
λ ) · A0 ⊂ A0.

Ensuite, soit a ∈ A◦◦ ; ainsi, il existe n ∈ N, λ ∈ Λ, et aλ ∈ Aλ tels que an ∈ I et
a = fλ(aλ). Par suite, il existe λ′ ∈ Λ et b ∈ Iλ′ avec fλ(anλ) = fλ′(b) ; on trouve alors
µ ∈ Λ avec µ ≥ λ, λ′ tel que fλµ(anλ) = fλ′µ(b), et en particulier aµ := fλµ(aλ) ∈ A◦◦µ .
Comme fµ(aµ) = a, cela achève de montrer que A◦◦ =

⋃
λ∈Λ fλ(A

◦◦
λ ).

Partie (ii.b) : Par construction, on a A0 ⊂ A+, donc A+ est un sous-anneau ouvert
de A ; il reste à vérifier qu’il est intégralement fermé dans A. Soient alors a ∈ A, et
P (X) ∈ A+[X] un polynôme unitaire tel que P (a) = 0 ; on trouve λ ∈ Λ, un élément
aλ ∈ A, et un polynôme unitaire Pλ(X) := Xn + a1X

n−1 + · · · + an de A+
λ [X] tels que

fλ(aλ) = a et P = Xn +
∑n
i=1 fλ(ai)X

n−i, d’où fλ(Pλ(aλ)) = 0. Pour tout µ ∈ Λ avec
µ ≥ λ posons aµ := fλµ(aλ) ; il vient anµ + fλµ(a1)a

n
µ + · · ·+ fλµ(an) = 0 dans Aµ, pour

un tel µ ≥ λ, d’où aµ ∈ A+
µ , et finalement a = fµ(aµ) ∈ A+.

Partie (ii.c) : D’un côté, la topologie de SpaA est induite par l’inclusion dans SpvA,
et de l’autre côté, la topologie de la limite T du système (SpaAλ |λ ∈ Λ) est induite par
l’inclusion dans la limite du système induit (SpvAλ |λ ∈ Λ). Compte tenu de (i), il suffit
alors de montrer que l’application naturelle

SpaA→ T

est surjective. Soit alors (vλ |λ ∈ Λ) ∈ T , et notons par v ∈ SpvA l’unique valuation
telle que Spv(fλ)(v) = vλ pour tout λ ∈ Λ ; ainsi, vλ ∈ SpaAλ pour tout λ ∈ Λ, et en
particulier, vλ(A+

λ ) ⊂ Γ+
v◦. On déduit aussitôt que v(a) ≥ 0 pour tout a ∈ A+. D’après le

lemme 10.4(i), il reste à vérifier que v(a) est cofinal dans Γv, pour tout a ∈ A◦◦, et on voit
aisément que Γv représente la colimite du système de groupes ordonnés (Γvλ |λ ∈ Λ) :
les détails sont laissés aux soins du lecteur. Soient alors λ ∈ Λ et γ ∈ Γvλ , et notons par
γ ∈ Γv l’image de γ ; d’après (ii.a), quitte à remplacer λ par un indice µ ≥ λ et γ par
son image dans Γvµ , on peut supposer que a = fλ(aλ) pour quelque aλ ∈ A◦◦λ . Comme
vλ ∈ Cont(Aλ), il existe alors n ∈ N tel que vλ(anλ) > γ ; par suite v(an) > γ, d’où
l’assertion.
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Exercice 10.37, partie (i) : On va construire de proche en proche une résolution L• →
N du A-module N telle que chaque Li soit un A-module libre de rang fini. Pour i = 0,
comme par hypothèse N est de type fini, il existe une surjection A-linéaire ε : L0 → N
avec L0 libre de rang fini. Supposons ensuite, que pour i ∈ N donné, on a déjà exhibé
L0, . . . , Li avec les propriétés souhaités, ainsi que les différentielles dj : Lj → Lj−1 pour
j = 0, . . . , i (avec d0 := ε) ; comme A est noethérien, Ker di est alors un A-module de type
fini, et à nouveau on peut choisir une surjection A-linéaire π : Li+1 → Ker di avec Li+1

libre de rang fini ; la différentielle di+1 : Li+1 → Li sera évidemment la composition de π
avec l’inclusion Ker di → Li. Or, M ⊗A L• est un complexe de B-modules de type fini,
car M est un B-module de type fini ; comme B est noethérien, l’homologie de M ⊗A L•
est alors un B-module de type fini, en tout degré. Mais Hi(M ⊗AL•) est canoniquement
isomorphe au B-module TorAi (M,N), d’après la remarque 10.36(ii), d’où l’assertion.

Partie (ii) : Soit (L•, d•) → N une résolution projective du A-module N ; pour tout
i ∈ N on a un diagramme commutatif de C-modules

P ⊗B (M ⊗A Li+1)
∼ //

P⊗B(M⊗Adi+1)
��

(P ⊗B M)⊗A Li+1

(P⊗BM)⊗Adi+1
��

P ⊗B (M ⊗A Li)
∼ // (P ⊗B M)⊗A Li

dont les flèches horizontales sont les isomorphismes de la proposition 3.18(i). Or, le C-
module Hi((P ⊗B M) ⊗A L•) est canoniquement isomorphe à TorAi (P ⊗B M,N), pour
tout i ∈ N ; d’autre part, comme P[g] est un B-module plat, on des isomorphismes C-
linéaires naturels : Hi(P ⊗B (M ⊗A L•))

∼→ P ⊗B Hi(M ⊗A L•)
∼→ P ⊗B TorAi (M,L)

(proposition 2.102(iii)), d’où l’assertion.
Partie (iii) : Soit (L•, d•) → N comme dans la preuve de (ii) ; la platitude de la A-

algèbre B implique que B ⊗A L• → B ⊗A N est une résolution projective du B-module
B ⊗A N (exercice 4.102(ii)), et on a des isomorphismes B-linéaires :

Hi(M ⊗B (B ⊗A L•))
∼→ Hi((M ⊗B B)⊗A L•)

∼→ Hi(M ⊗A L•)
∼→ TorAi (M,N)

par la proposition 3.18(i) et l’exercice 3.6(ii). Mais Hi(M ⊗B (B ⊗A L•)) est canonique-
ment isomorphe à TorBi (M,B ⊗A N) pour tout i ∈ N, d’où l’assertion.

Exercice 10.42, partie (i) : Définissons le foncteur π : AlgMod→ Z−Alg : (A,M) 7→ A
comme dans le §3.2.6 ; soit CZ la catégorie associée à l’ensemble partiellement ordonné
(Z,≤) (voir l’exemple 1.114(vii)), et pour tous m,n ∈ Z avec m ≤ n soit ϕn,m : n → m
l’unique morphisme de C op

Z . De plus, pour tout anneau A et tout M,N ∈ Ob(A−Mod),
notons par 0(A,M),(A,N) : (A,M) → (A,N) le morphisme (IdA, 0MN ) de AlgMod, où
0MN :M → N dénote le morphisme zéro de M vers N (voir la section 2.4). La catégorie
C(AlgMod) s’identifie naturellement à la sous-catégorie pleine de Fun(C op

Z ,AlgMod) dont
les objets sont les foncteurs F : C op

Z → AlgMod vérifiant les conditions suivantes :
(a) le foncteur π ◦ F : C op

Z → Z− Alg est constant.
(b) Fϕn+2,n = 0F (n+2),Fn pour tout n ∈ Z.

Soit aussi j : C(AlgMod)→ Fun(C op
Z ,AlgMod) le foncteur d’inclusion. Considérons main-

tenant une petite catégorie I et un foncteur

C• : I → C(AlgMod) i 7→ (Ai, (Ci•, di•)).

D’après le lemme 2.55(ii) et l’exercice 3.22, la limite de j ◦C• : I → Fun(C op
Z ,AlgMod) est

représentable dans Fun(C op
Z ,AlgMod), et se calcule terme à terme, d’après la remarque

2.56. Soit alors (ηi : L→ j(Ai, Ci•) | i ∈ Ob(I)) un cône universel de base j ◦ F ; d’après
le lemme 2.52(i), pour montrer que C(AlgMod) est complète, il suffit de vérifier que

L : C op
Z → AlgMod
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est un objet de C(AlgMod). Or, par définition, Ln est un couple (Bn, Dn) ∈ Ob(AlgMod),
et ηi,n : Ln→ (Ai, Ci,n) est un morphisme (fi,n : Bn → Ai, gi,n : Dn → Ci,n) de AlgMod
pour tout i ∈ Ob(I) et tout n ∈ Z, et d’après la solution de l’exercice 3.22, le cône induit
(fi,n : Bn → Ai | i ∈ Ob(I)) d’homomorphismes d’anneaux est universel pour tout n ∈ Z,
et sa base est le foncteur π ◦ evn ◦ C• : I → Z − Alg, qui par définition est indépendant
de n. Il s’ensuit que, quitte à remplacer L par un objet isomorphe, on peut supposer que
B := Bn et fi := fi,n : B → Ai soient indépendants de n ∈ Z. De même, pour tout
n ∈ Z le cône (gi,n : Dn → (Ci,n)[fi] | i ∈ Ob(I)) est universel dans B − Mod, et pour
tout m ≤ n le morphisme Lϕn,m est caractérisé par la commutativité des diagrammes :

(B,Dn)
Lϕn,m //

(fi,gi,n)
��

(B,Dm)

(fi,gi,m)
��

(Ai, Ci,n)
(IdAi ,di,(n,m)) // (Ai, Ci,m)

∀i ∈ Ob(I)

avec di,(n,m) := di,m+1 ◦ · · · ◦ di,n : Ci,n → Ci,m pour tout i ∈ Ob(I). Il s’ensuit aussitôt
que Lϕn,m = (IdB , dn,m), où dn,m : Dn → Dm est la limite de la transformation naturelle
(di,(n,m) | i ∈ Ob(I)). Cela montre déjà que L vérifie la condition (a). En dernier lieu,
on voit aisément que la limite de la transformation naturelle (di,(n+2,n) = 0Ci,n+2Ci,n :
Ci,n+2 → Ci,n | i ∈ Ob(I)) est le morphisme zéro 0Dn+2Dn : Dn+2 → Dn, pour tout
n ∈ Z, donc L vérifie aussi la condition (b).

Afin de montrer que C(AlgMod) est cocomplète, on raisonne de manière analogue, avec
la remarque 2.58(ii) et le dual du lemme 2.52(i) : les détails sont laissés au lecteur.

Partie (ii) : Soit T : AlgMod → Z − Mod le foncteur d’oubli qui associe à tout
objet (A,M) de AlgMod le groupe abélien M sous-jacent, et à tout morphisme (f, g) :
(A,M) → (B,N) l’homomorphisme sous-jacent g : M → N de groupes abéliens. On a
une diagramme commutatif de catégories :

Morph(AlgMod)
Ker //

Morph(T )
��

AlgMod

T
��

Morph(Z−Mod)
Ker // Z−Mod

dont la flèche horizontale en bas est le foncteur Ker de la remarque 2.69(i), qui commute
avec les colimites filtrantes, d’après l’exercice 2.70(iii). Avec l’exercice 2.60, on déduit qu’il
en est de même pour le foncteur Morph(T ). Ainsi, T ◦ Ker commute avec les colimites
filtrantes. Or, soit ((fλ, gλ) : (Aλ,Mλ) → (A′λ,M

′
λ) |λ ∈ Λ) un système filtrant d’objets

de Morph(AlgMod) ; choisissons un co-cône universel :

(∗)
(Aλ,Mλ)

(fλ,gλ) //

(hλ,kλ)
��

(A′λ,M
′
λ).

(h′λ,k
′
λ)��

(A,M)
(f,g) // (A′,M ′)

∀λ ∈ Λ

et posons (Aλ,Kλ) := Ker(fλ, gλ) pour tout λ ∈ Λ, et (A,K) := Ker(f, g). On doit
vérifier que le co-cône ((hλ, tλ) : (Aλ,Kλ) → (A,K) |λ ∈ Λ) induit par (∗) est encore
universel. Pour cela, choisissons aussi un co-cône universel

((lλ, sλ) : (Aλ,Kλ)→ (B,N) |λ ∈ Λ).

Il existe ainsi un unique morphisme (l, s) : (B,N) → (A,K) de AlgMod tel que (l, s) ◦
(lλ, sλ) = (hλ, tλ) pour tout λ ∈ Λ. Comme les colimites de Morph(AlgMod) se calculent
terme à terme, on sait que le co-cône (hλ : Aλ → A |λ ∈ Λ) est universel dans la catégorie
Z− Alg, et de même pour le co-cône (lλ : Aλ → B |λ ∈ Λ). Donc, on peut supposer que
A = B et lλ = hλ pour tout λ ∈ Λ, d’où l = IdA, et s : N → K est alors une application
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A-linéaire. Or, comme T et T ◦ Ker commutent avec les colimites filtrantes, les deux co-
cônes (tλ : Kλ → K |λ ∈ Λ) et (sλ : Kλ → N |λ ∈ Λ) sont universels dans la catégorie
Z−Mod ; il s’ensuit que s est un isomorphisme de groupes abéliens, donc finalement s est
un isomorphisme de A-modules, et (l, s) est un isomorphisme de AlgMod, d’où l’assertion.

Exercice 10.52 : D’après l’exercice 9.117(ii), si P[f ] est un A-module plat, P̂ est un
Â-module plat ; supposons donc que P̂ soit un Â-module plat. Les applications de com-
plétion A → Â et P → P̂ induisent un isomorphisme d’anneaux hn : A/In

∼→ Â/InÂ

et de A/In-module P/InP ∼→ (P̂ /InP̂ )[hn] pour tout n ∈ N (corollaire 9.61(ii)) ; comme
P̂ /InP̂ est un Â/InÂ-module plat (remarque 3.74(vi)), il s’ensuit que P/InP est un
A/In-module plat, pour tout n ∈ N. Alors P est un A-module plat, par la remarque
10.51(i).

Exercice 10.53 : Posons M ′ := Keru, Q := u(M), P ′ := Cokeru ; si P ′[f ] est un
A-module plat et si M ′ = 0, la suite de A-modules 0 → M[f ]

u−→ P[f ] → P ′[f ] → 0

est universellement exacte (problème 4.24(ii.a) ou exemple 8.128), donc k(mA)⊗A u est
injective. Réciproquement, soit k(mA)⊗Au injective ; par la proposition 3.11, et l’exemple
7.69, on a les suites exactes :

M ′(mA)→M(mA)
α−→ Q(mA)→ 0

0→ TorA1 (k(mA), P
′)→ Q(mA)

β−→ P (mA)→ P ′(mA)→ 0

avec β ◦ α = k(mA)⊗A u. Par suite, α est bijective, et β est injective. Alors

TorA1 (P
′, k(mA)) = TorA1 (k(mA), P

′) = 0

(theorème 8.126), et P ′[f ] est un A-module plat (remarque 10.51(i,ii)). Avec la suite exacte
0→ Q→ P → P ′ → 0, on déduit que aussi Q[f ] est un A-module plat (exercice 8.129(i)),
mais alors la suite 0→M ′ →M → Q→ 0 est universellement exacte (problème 4.24(ii.a)
ou exemple 8.128) ; en particulier, M ′(mA) = Kerα = 0. Or, M ′ est un B-module de type
fini, car B est noethérien, d’où M ′ = 0, par le lemme de Nakayama ; i.e. u est injective.

Problème 10.61, partie (i) : En raisonnant comme dans la preuve du théorème 10.59,
on trouve un sous-anneau noethérien A0 ⊂ A, une A0-algèbre de type fini B0, et un
B0-module de type fini M0, avec des isomorphismes A ⊗A0 B0

∼→ B de A-algèbres, et
B ⊗B0 M0

∼→ M de B-modules. Noter que A représente la colimite du système filtrant
(Aλ |λ ∈ Λ) de ses A0-sous-algèbres de type fini, et pour tout λ ∈ Λ soient jA,λ : Aλ → A
l’inclusion, Bλ := Aλ ⊗A0

B0, jB,λ := jA,λ ⊗A0
B0 : Bλ → B, et Mλ := Bλ ⊗B0

M0.
Or, soit q ∈ U , et posons qλ := j−1B,λ(q) pour tout λ ∈ Λ ; d’après le théorème 10.59, il
existe λ ∈ Λ tel que Mλ,qλ soit un Aλ-module plat, et d’après la proposition 10.56, il
existe un voisinage Uλ de qλ dans SpecBλ tel que Mλ,pλ soit un Aλ-module plat pour
tout pλ ∈ Uλ. Soit alors p ∈ (Spec jB,λ)

−1(Uλ), et pλ := j−1B,λ(p) ∈ Uλ ; il s’ensuit que
Mp ≃ Bp⊗BM ≃ Bp⊗BλMλ,pλ est un A-module plat (exercice 3.76(i)), d’où l’assertion.

Partie (ii) : Pour tout q ∈ U il existe b ∈ B \ q tel que D(b) ⊂ U , et il suffit de
montrer que la restriction D(b) → SpecA de Spec f est ouverte. Pour cela, noter que
B′ := Bb ≃ B[X]/(bX − 1) est une A-algèbre de présentation finie, et la localisation
B → B′ induit un homéomorphisme D(b)

∼→ SpecB′ : r 7→ rB′ (exemple 3.32) ; en outre,
M ′ := Mb est un B′-module de type fini avec SuppM ′ = SpecB′ et pour tout r ∈ D(b)

on a une identification naturelle de B′-modules : Mr
∼→ M ′rB′ (remarque 3.58(iii)). Au

vu de la proposition 3.77, il s’ensuit que M ′ est un A-module plat, et l’assertion découle
alors du corollaire 6.116(i).

Partie (iii) : En raisonnant comme dans la preuve du théorème 10.59, on trouve un
sous-anneau noethérien A0 ⊂ A, une A0-algèbre f0 : A0 → B0 de type fini, et deux
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B0-modules M0,M
′
0 de type fini, avec des isomorphismes A ⊗A0

B0
∼→ B de A-algèbres

et B ⊗B0
M0

∼→ M,B ⊗B0
M ′0

∼→ M ′ de B-modules. Noter que A est la colimite du
système filtrant (Aλ |λ ∈ Λ) de ses A0-sous-algèbres de type fini, et posons

Bλ := Aλ ⊗A0
B0 Mλ := Bλ ⊗B0

M0 M ′λ := Bλ ⊗B0
M ′0 ∀λ ∈ Λ.

Alors, d’après le problème 3.69(ii), il existe λ ∈ Λ et une application Bλ-linéaire gλ :

M ′λ → Mλ telle que B ⊗Bλ gλ = g (sous les identifications naturelles B ⊗Bλ M ′λ
∼→

M ′, B ⊗Bλ Mλ
∼→ M). En outre, par le théorème 10.59(ii), on peut supposer que Mλ

soit un Aλ-module plat. Quitte à remplacer A0, B0,M0,M
′
0 par Aλ, Bλ,Mλ,M

′
λ, on peut

ainsi supposer que (M0)[f0] soit un A0-module plat, et g = B⊗B0 g0 pour une application
B0-linéaire g0 :M ′0 →M0.

Or, si Ker gq = 0 et si Coker gq est un A-module plat, la suite de A-modules 0→M ′q →
Mq → Coker gq → 0 est universellement exacte (problème 4.24(ii.a) ou exemple 8.128) ;
donc, Ker gq,(p) = 0, i.e. q ∈ Ug. Pour la réciproque, soient jA : A0 → A l’inclusion,
jB := jA ⊗A0 B0 : B0 → B, ϕ0 := Spec f0 : SpecB0 → SpecA0, q0 := j−1B (q) ∈ SpecB0,
et p0 := ϕ0(q0) = j−1A (p) ∈ SpecA0 ; soient aussi

Bq(p) := k(p)⊗A Bq et B0,q0
(p0) := k(p0)⊗A0

B0,q0
.

D’un côté, g0 induit une application B0,q0(p0)-linéaire g0,q0,(p0) := k(p0) ⊗A0
g0,q0

:
M ′0,q0

(p0)→M0,q0
(p0) ; de l’autre côté, on a des isomorphismes Bq(p)-linéaires :

Mq(p)
∼→ Bq(p)⊗B0

M0
∼→ Bq(p)⊗B0,q0 (p0) M0,q0,(p0)

et de même pour M ′q(p). Ces isomorphismes identifient gq,(p) avec l’application Bq(p)-
linéaire Bq(p) ⊗B0,q0

(p0) g0,q0,(p0). L’extension de corps résiduels k(p0) → k(p) est un
homomorphisme plat d’anneaux, donc Bq0

(p) := k(p) ⊗A Bq0
≃ k(p) ⊗k(p0) B0,q0

(p0)
est une B0,q0(p0)-algèbre plate (remarque 3.74(vi)) ; comme Bq(p) est une localisation
de Bq0(p), il s’ensuit que l’homomorphisme naturel jq,(p) : B0,q0(p0) → Bq(p) est plat
(remarque 3.74(i) et exercice 3.76(ii)). Mais B0,q0

(p0) et Bq(p) sont des anneaux locaux
d’idéaux maximaux q0B0,q0(p0) et respectivement qBq(p), donc jq,(p) est un homomor-
phisme local, et par suite il est fidèlement plat (problème 3.83(iii)) ; ainsi, Ker gq,(p) =
0⇔ Ker g0,q0,(p0) = 0 (problème 3.83(ii.d)), i.e. :

q ∈ Ug ⇔ q0 ∈ Ug0 := {r0 ∈ SpecB0 | g0,r0,(ϕ0(r0)) est injective}
i.e. Ug = (Spec jB)

−1(Ug0). Pour montrer (iii.b), on peut ainsi supposer que q0 ∈ Ug0 ,
et d’après l’exercice 10.53 (appliqué à l’homomorphisme local A0,p0 → B0,q0 d’anneaux
locaux noethériens induit par f0), cela entraîne que g0,q0 est injective, et que Coker g0,q0

est un A0,p0
-module plat ; alors, par le problème 4.24(ii.a) ou exemple 8.128 la suite de

A0,p0
-modules

0→M ′0,q0
→M0,q0

→ Coker g0,q0
→ 0

est universellement exacte. En particulier, Ap⊗A0,p0
g0,q0 est une injection Bp-linéaire, et

comme Bq est une Bp-algèbre plate (remarque 3.74(i)), gq = Bq⊗Bp
(Ap⊗A0,p0

g0,q0
) est

injective. Ensuite, Ap⊗A0,p0
Coker g0,q0

est un Ap-module plat (remarque 3.74(vi)), donc
de même pour Coker gq ≃ Bq⊗Bp

(Ap⊗A0,p0
Coker g0,q0) (exercice 3.76(i) et proposition

3.11). Cela achève la preuve de (iii.b). Pour vérifier (iii.a), soit

U ′0 := {r0 ∈ SpecB0 | (Coker g0)r0 est un A0-module plat}.
Comme B0 est noethérien, Ker g0 est un B0-module de type fini, donc

U ′′0 := SpecB0 \ SuppB(Ker g0)

est une partie ouverte de SpecB0 (remarque 3.58(ii)), et de même pour la partie U ′0,
d’après la proposition 10.56. Mais d’après l’exercice 10.53, on a Ug0 = U ′0 ∩U ′′0 , donc Ug0
est une partie ouverte de SpecB0, et finalement Ug est une partie ouverte de SpecB.



11. Verseau ê

CETTE leçon est une introduction à l’étude de la structure fine des anneaux noe-
thériens. Le premier sujet est la théorie de la dimension, à laquelle on consacre

la section 11.2 : on établira notamment la finitude de la dimension des anneaux locaux
noethériens (théorème 11.25 et corollaire 11.29), et on montrera que l’opération de com-
plétion pour une topologie adique laisse inaltérée la dimension des modules de type fini
sur un anneau local noethérien (corollaire 11.36) ; en outre, on étudiera la dimension
des fibres d’un homomorphisme d’anneaux noethériens (propositions 11.37 et 11.43, et
corollaire 11.39). Ces résultats reposent sur une investigation préalable de certains inva-
riants de nature essentiellement combinatoire associés aux modules de type fini sur ces
anneaux : la série de Hilbert-Poincaré et le polynôme de Samuel, qui font l’objet de la
section 11.1.

Mais malgré son importance, la dimension n’est finalement qu’une mesure assez gros-
sière de la taille du support d’un module ou d’un anneau : elle nous ne renseigne pas
d’avantage sur sa topologie. Bien plus subtile, par contre, est la notion de profondeur
étudiée à partir de la troisième section : il s’agit d’un invariant numérique associé à tout
module M sur un anneau local noethérien A, qui est borné par la dimension de M , et
qui s’exprime par la longueur maximale d’une suite M -régulière d’éléments de A (voir
la définition 11.66). Si la profondeur de M coïncide avec la dimension, on dit que M est
un module de Cohen-Macaulay, et on définit de même les anneaux de Cohen-Macaulay ;
cette condition revient à dire que les systèmes de paramètres pour M sont exactement les
suites M -régulières maximales, et entraîne des contraintes importantes sur la géométrie
de M : premièrement, tout idéal premier associé à un module M de Cohen-Macaulay
est isolé, et en outre, toute partie fermée du support de M est caténaire. Plus généra-
lement, on dit qu’un anneau noethérien A est de Cohen-Macaulay, s’il en est de même
pour chaque localisation Ap de A ; on montrera que cette propriété est héritée par tout
anneau de polynômes A[T1, . . . , Tn], et par suite toute algèbre de type fini sur un anneau
de Cohen-Macaulay est caténaire.

L’étude de la profondeur et des modules de Cohen-Macaulay a été révolutionnée au
milieu des années 50 par l’introduction d’outils et de méthodes homologiques inspirés
par la topologie algébrique : jadis des espèces invasives, le complexe de Koszul et la
notion de dimension projective des modules sont désormais parfaitement intégrés au
paysage naturel de l’algèbre commutative moderne. La section 11.4 leur y est entièrement
dédiée ; on y démontre notamment la caractérisation due à J.-P. Serre de la classe la plus
importante d’anneaux de Cohen-Macaulay, les anneaux locaux réguliers, i.e. les anneaux
locaux noethériens dont l’idéal maximal est engendré par une suite régulière : d’après
le théorème 11.103, ils sont précisément les anneaux locaux noethériens A de dimension
cohomologique finie, i.e. tels que tout A-module de type fini admet une résolution libre
de longueur finie.

694
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La profondeur joue encore un rôle clef dans la dernière section 11.5, consacrée au cri-
tère de normalité de Serre (théorème 11.121) et au théorème de Auslander-Buchsbaum
établissant la factorialité des anneaux locaux réguliers. Ma preuve de ce dernier est une
adaptation de celle que l’on trouve au quatrième chapitre de l’ouvrage [16] de J.Dieudonné
et A.Grothendieck. Des preuves plus courtes, et – du moins à première vue – plus élémen-
taires existent dans la littérature (voir e.g. [21] ou [55]) ; toutefois, la route que j’ai choisi
me consente de donner leur juste relief à certaines constructions et idées géométriques
sous-jacentes à la démonstration qui, à mon avis, sont quelque peu obscurcies par un
traitement purement algébrique.

11.1. Série de Hilbert-Poincaré et polynôme de Samuel. L’une des idées les plus
fertiles de l’analyse combinatoire consiste à associer à une suite numérique intéressante
a• := (an |n ∈ N) donnée, sa série génératrice g(t) :=

∑
n∈N ant

n : toute sorte de
relations récursives cachées entre les termes de a• se manifestent alors comme des identités
algébriques pour g(t) ; dans cette section on exploite la même astuce pour l’étude des
modules. Le point de départ est la définition suivante :

Définition 11.1. Soient A un anneau, M un A-module.
(i) M est simple, si M ̸= 0 et si les seuls sous-modules de M sont 0 et M .

(ii) Une série de composition de M est une suite finie de A-sous-modules

0 =M0 ⊂M1 ⊂ · · · ⊂Mn =M

telle que Mi+1/Mi soit un A-module simple pour tout i = 0, . . . , n− 1.

Exemple 11.2. (i) Bien sûr, tout module n’admet pas une série de composition. Par
exemple, on voit aisément qu’un Z-module est simple si et seulement s’il est cyclique
de la forme Z/pZ avec p un nombre premier arbitraire. Il s’ensuit qu’un Z-module non
nul admet une série de composition si et seulement s’il est de cardinalité finie, i.e. si et
seulement s’il est de torsion et de type fini.

(ii) Plus généralement, on voit aisément que tout A-module simple doit être cyclique,
donc isomorphe à un A-module de la forme A/I pour un idéal I ⊊ A ; de plus, si m ⊂ A
est un idéal maximal qui contient I, le A-module A/I contient le sous-module m/I, et
donc I = m. Autrement dit, tout A-module simple est isomorphe au corps résiduel k(m)
d’un idéal maximal m de A.

Proposition 11.3. Soient (Mi | i = 0, . . . , n) une série de composition du A-module M ,
et 0 = N0 ⊊ N1 ⊊ · · · ⊊ Nk =M une autre suite de sous-modules. Alors :

(i) On a k ≤ n.
(ii) Si (Ni | i = 0, . . . , k) est aussi une série de composition de M , alors k = n.

Démonstration. (i) : On raisonne par récurrence sur n. Si n = 0, on aM = 0, et l’assertion
est évidente. Si n ≥ 1, alors k ≥ 1, et comme M1 est simple, il existe un unique i < k tel
que Ni ∩M1 = 0 et Ni+1 ∩M1 = M1, d’où Ni ⊊ Ni +M1 ⊂ Ni+1. Quitte à interposer
Ni +M1 dans la deuxième suite (et ainsi remplacer k par k+ 1), on peut donc supposer
que Ni+1 = Ni ⊕M1. On en déduit une suite

0 = N0 ⊂ N1 ⊂ · · · ⊂ Ni = Ni+1/M1 ⊂ Ni+2/M1 ⊂ · · · ⊂M/M1

de longueur k − 1. Mais M/M1 admet la série de composition (Mi/M1 | i = 1, . . . , n) de
longueur n− 1. Par hypothèse de récurrence il vient k − 1 ≤ n− 1, i.e. k ≤ n.

(ii) : Avec (i), il vient n ≤ k, en échangeant les rôles de M• et N• ; d’où k = n. □

Définition 11.4. Soient A un anneau, M un A-module. On dit que M est de longueur
finie s’il admet une série de composition (Mi | i = 0, . . . , n). Dans ce cas, la longueur n
d’une suite de composition est appelée longueur de M , et notée :

lA(M).
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Si M n’est pas de longueur finie, on pose lA(M) := +∞. D’après la proposition 11.3(ii),
la longueur de M ne dépend que du A-module M .

Exemple 11.5. (i) Soit M le Z-module Z/12Z ; on a la série de composition

0 ⊂ 6Z/12Z ⊂ 3Z/12Z ⊂M
donc lZ(Z/12Z) = 3. La suite ci-dessus n’est pas l’unique série de composition de Z/12Z,
car on a aussi la série : 0 ⊂ 4Z/12Z ⊂ 2Z/12Z ⊂M (de la même longueur).

(ii) Si K est un corps, évidemment un K-module M est de longueur finie si et
seulement s’il est de K-dimension finie, et on a lK(M) = dimKM .

(iii) Soient ϕ : A → B un homomorphisme d’anneaux, et M un B-module. Avec la
proposition 11.3(i) on voit aisément que

(∗) lA(M[ϕ]) ≥ lB(M).

En outre, noter que si ϕ est surjectif et siN est un B-module simple,N[ϕ] est un A-module
simple ; il s’ensuit aisément que dans ce cas on a l’égalité dans (∗).

Exercice 11.6. Soient A un anneau, S ⊂ A une partie, j : A → S−1A la localisation,
et M un A-module de longueur finie. Montrer que

lS−1A(S
−1M) = lA((S

−1M)[j]) ≤ lA(M).

Lemme 11.7. Soit A un anneau, et considérons une suite exacte de A-modules :

0→M ′
i−→M

p−→M ′′ → 0.

Alors, on a : lA(M) = lA(M
′) + lA(M

′′).

Démonstration. (Ici on pose n + (+∞) = (+∞) + n = +∞ pour tout n ∈ N ∪ {+∞}.)
Si lA(M) < +∞, soit (Mj | j = 0, . . . , n) une série de composition pour M . On voit
aisément que, pour tout j = 0, . . . , n − 1 le sous-quotient i−1(Mj+1)/i

−1(Mj) est soit
nul, soit simple, donc la suite (i−1Mj | j = 0, . . . , n) devient une série de composition pour
M ′, quitte à éliminer des répétitions. De même pour le sous-quotient p(Mj+1)/p(Mj),
et donc la suite (p(Mj) | j = 0, . . . , n) devient une série de composition pour M ′′, encore
quitte à éliminer des répétitions dans cette suite. Réciproquement, si lA(M ′) = n′ et
lA(M

′′) = n′′ avec n′, n′′ ∈ N, et si (M ′i | i = 0, . . . , n′) et (M ′′j | j = 0, . . . , n′′) sont des
séries de composition pour M ′ et respectivement M ′′, on obtient la série de composition
de M :

0 = i(M ′0) ⊂ · · · ⊂ i(M ′n′−1) ⊂ i(M ′) ⊂ p−1(M ′′1 ) ⊂ · · · ⊂ p−1(M ′′n′′−1) ⊂M
de longueur n′ + n′′. □

Remarque 11.8. Soient A un anneau, M un A-module, et 0 =M0 ⊂M1 ⊂ · · · ⊂Mn =M
une filtration finie par A-sous-modules de M . Par une simple récurrence sur n ∈ N, on
déduit aisément du lemme 11.7 que M est de longueur finie⇔Mk+1/Mk est de longueur
finie pour tout k = 0, . . . , n− 1, et on a

lA(M) =
∑n−1
k=0 lA(Mk+1/Mk).

Proposition 11.9. Soit A ̸= {0} un anneau noethérien. On a les équivalences :
(a) dimA = 0 ⇔ (b) tout A-module de type fini a longueur finie ⇔ (c) lA(A) < +∞.

Démonstration. (a)⇒ (b) : Par le théorème 7.31, on a une décomposition

A = A1 × · · · ×Ak
dont les facteurs Ai sont des anneaux locaux noethériens de dimension zéro. Si M est un
A-module, l’exercice 3.66(i) (avec une simple récurrence sur k) nous donne une décom-
position correspondante M =M1×· · ·×Mk pour certains Ai-modules Mi (i = 1, . . . , k).
Evidemment, si M est un A-module de type fini, Mi est un Ai-module de type fini
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pour tout i = 1, . . . , k ; compte tenu de la remarque 11.8, on est réduit à montrer que
lAi(Mi) < +∞ pour tout i = 1, . . . , k.

On peut donc supposer du départ que A soit local. De plus, encore par la remarque
11.8, on est aisément réduit au cas où M est cyclique, disons M ≃ A/I pour un idéal
I ⊂ A, et en vertu du lemme 11.7, il suffit de montrer que lA(A) < +∞. Or, soit m ⊂ A
l’idéal maximal ; par la proposition 7.32 il existe n ∈ N tel que mn = 0, d’où une filtration
finie 0 ⊂ mn−1 ⊂ mn−2 ⊂ · · ·m ⊂ A, et une fois de plus à l’aide de la remarque 11.8,
on voit qu’il suffit de montrer que lA(mi/mi+1) est finie pour tout i = 0, . . . , n− 1. Mais
mi/mi+1 est un k(m)-module de type fini, donc lk(m)(m

i/mi+1) < +∞, d’où l’assertion
(voir l’exemple 11.5(ii,iii)).

(b)⇒ (c) est triviale.
(c)⇒ (a) : Supposons par l’absurde, que dimA > 0, et soit m un idéal maximal de A tel

que dimAm > 0 ; compte tenu de l’exercice 11.6, il suffit de montrer que lAm
(Am) = +∞.

Cela découle aisément des propositions 7.32 et 11.3(i). □

Exemple 11.10. Comme application, on va montrer encore une autre solution du pro-
blème 3.53(i.b). Donc, soit f : An → Am une injection A-linéaire ; en raisonnant comme
dans l’exemple 6.68 on peut supposer que A soit noethérien, et par l’exercice 1.61(i)
on peut choisir un idéal premier minimal p ⊂ A. L’application IdAp

⊗A f : Anp → Amp
est encore injective, car Ap est une A-algèbre plate (remarque 3.74(i,ii)). On peut donc
remplacer A par Ap et supposer que A soit noethérien de dimension zéro. Mais dans ce
cas, en vertu de la proposition 11.9 et du lemme 11.7 on a :

lA(Im f) + lA(Coker f) = lA(A
m) = m · lA(A).

D’autre part, lA(Im f) = lA(A
n) = n · lA(A), car f est injective. On a lA(A) > 0, car

A ̸= 0, donc n ≤ m, CQFD.

Exercice 11.11. Soient (A,m) un anneau local noethérien, et I ⊂ m un idéal de A.
Montrer que lA(A/I) < +∞ si et seulement si I est m-primaire.

11.1.1. Série de Hilbert-Poincaré d’un module gradué. Soient A :=
⊕

n∈NAn un anneau
N-gradué noethérien, et M :=

⊕
n∈NMn un A-module N-gradué. En vertu de l’exercice

6.75(i) on sait que A est une A0-algèbre de type fini, disons engendrée par un système
x1, . . . , xs d’éléments homogènes, de degrés k1, . . . , ks > 0.

Définition 11.12. Avec la notation ci-dessus, on dit que M est borné s’il est de type
fini et si lA0(Mn) < +∞ pour tout n ∈ N.

Remarque 11.13. (i) Tout quotient gradué et tout sous-module gradué d’un A-module
borné est évidemment borné.

(ii) Si A0 est artinien, tout A-module gradué M de type fini est borné ; en effet, par
l’exercice 6.75(ii) chaque composante homogène Mn de M est un A0-module de type fini,
donc de longueur finie, par la proposition 11.9.

A tout A-module N-gradué borné M on associe la série de Hilbert-Poincaré :

P (M, t) :=
∑
n∈N lA0

(Mn) · tn ∈ Z[[t]].

Théorème 11.14. (Hilbert-Serre) Avec la notation du §11.1.1, on a :

P (M, t) ·
∏s
i=1(1− tki) ∈ Z[t].

En outre, si M ̸= 0, la fonction méromorphe P (M, t) n’a pas de zéro pour t = 1.

Démonstration. On montrera plus précisément, par récurrence sur s, que pour toute
partie I ⊂ {1, . . . , s} il existe une fonction rationnelle

PI(M, t) =
gI(t)∏

i∈I(1− tki)
avec gI(t) ∈ N[t]
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tel que P (M, t) =
∑
I⊂{1,...,s} PI(M, t). Si s = 0, on a A = A0, et il s’ensuit aisément

qu’il existe n ∈ N tel que Mk = 0 pour tout k ≥ n, d’où P (M, t) ∈ N[t].
Supposons donc que s > 0, et que l’assertion soit déjà connue pour tout anneau

gradué B engendré sur B0 = A0 par un système de s − 1 éléments homogènes, et tout
B-module borné de type fini. Noter que A := A/xsA est un anneau gradué, engendré
par x1, . . . , xs−1 sur A0 = A0, car xs est homogène. Comme A est noethérien et M de
type fini, la suite des sous-modules Kj := Ker (xjs ·IdM ) est stationnaire, donc disons que
Kr = Kr+1, et posons M ′ := M/Kr ; il s’ensuit que xs est M ′-régulier (voir le §1.1.4).
Comme xs est un élément homogène de A, la graduation de M induit des graduations
sur les modules K0, . . . ,Kr,M ′, de sorte que 0 = K0

n ⊂ K1
n ⊂ · · · ⊂ Kr

n ⊂ Mn et
M ′n = Mn/K

r
n pour tout n ∈ N. En particulier, K0, . . . ,Kr et M ′ sont des A-modules

bornés, et d’après la remarque 11.8 on a

P (M, t) = P (M ′, t) +
∑r−1
j=0 P (K

j+1/Kj , t).

Evidemment Kj+1/Kj est un A-module, pour tout j = 0, . . . , r − 1 ; par hypothèse de
récurrence, P (Kj+1/Kj , t) s’écrit alors sous la forme souhaitée. Il suffit donc de montrer
l’assertion pour P (M ′, t), i.e. on est ramené au cas où xs est M -régulier.

Dans ce cas, posons Mn := 0 pour tout entier n < 0 ; la multiplication scalaire par xs
sur M se restreint en une application A0-linéaire Mn → Mn+ks pour tout n ∈ Z, dont
on dénote le conoyau Ln+ks d’où la suite exacte courte de A0-modules

(∗) 0→Mn →Mn+ks → Ln+ks → 0 ∀n ∈ Z.

Or, L :=
⊕

n∈Z Ln = Coker (xs · IdM ), donc L est un A-module borné de type fini. En
outre, évidemment xs · L = 0, i.e. L est un A-module. D’autre part, compte tenu du
lemme 11.7, la suite exacte (∗) donne l’identité :

lA0
(Mn)− lA0

(Mn+ks) + lA0
(Ln+ks) = 0 ∀n ∈ Z.

Si l’on multiplie chaque identité ci-dessus par tn+ks et on additionne, on obtient

(1− tks) · P (M, t) = P (L, t)

et par hypothèse de récurrence, la série P (L, t) s’écrit sous la forme souhaitée, donc de
même pour P (M, t). Il reste à vérifier que P (M, t) n’a pas de zéro en t = 1, si M ̸= 0.
Pour cela, noter que gI(1) > 0 pour toute partie I ⊂ {1, . . . , s} avec gI ̸= 0, et en outre
1 − tki = (1 − t) · (1 + t + · · · + tki−1) pour tout i ∈ I ; donc, pour une telle partie I
de cardinalité dI , il existe une fonction méromorphe QI(t), holomorphe au voisinage de
t = 1, telle que

PI(M, t) = (1− t)−dI ·QI(t) avec QI(1) > 0.

Soient d := max(dI | I ⊂ {1, . . . , s} avec gI ̸= 0), et S := {I ⊂ {1, . . . , s} | dI = d} ; il
s’ensuit que P (M, t) = (1−t)−d ·Q(t), pour une fonction Q(t) méromorphe et holomorphe
en t = 1, et en outre Q(1) =

∑
I∈S QI(1) > 0, d’où l’assertion. □

Pour tout A-module borné M ̸= 0 on notera

d(M) ∈ N

l’ordre du pôle de P (M, t) en t = 1. Si M = 0, on a P (M, t) = 0, et on posera alors
d(M) := 0. D’après le théorème 11.14 on a d(M) ≤ s.

Corollaire 11.15. Avec la notation du §11.1.1, supposons k1 = k2 = · · · = ks = 1
( i.e. la A0-algèbre A est engendrée par sa composante homogène A1). Alors il existe un
polynôme HM (X) ∈ Q[X] de degré d(M)− 1 et un entier r ∈ N tels que

lA0(Mn) = HM (n) ∀n ≥ r.

(Ici, on pose degX 0 = −1, donc pour d(M) = 0, on a HM (X) = 0).
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Démonstration. Si M = 0, l’assertion est triviale. Si M ̸= 0, on a P (M, t) ̸= 0, et par
définition P (M, t) = f(t)·(1−t)−d pour un polynôme f(t) ∈ Z[t] tel que f(1) ̸= 0, et avec
d := d(M). Disons f(t) :=

∑N
j=0 ajt

j . Si d = 0, on a P (M, t) = f(t), donc lA0(Mn) = 0
pour tout n > N , d’où le corollaire, dans ce cas. Si d ≥ 1, un calcul standard donne le
développement de Taylor

1

(1− t)d
=
∑
j∈N

(
d+ j − 1

d− 1

)
· tj

d’où :

lA0(Mn) =
∑N
j=0

(
d+ n− j − 1

d− 1

)
· aj ∀n ≥ N.

On voit aisément que cette expression est un polynôme de la variable n, à coefficients
rationnels, et de degré ≤ d− 1 ; en outre, le coefficient en degré d− 1 est

1

(d− 1)!
·
∑N
j=0 aj =

f(1)

(d− 1)!
̸= 0

d’où le corollaire. □

Définition 11.16. Le polynôme HM (X) dont l’existence est assurée par le corollaire
11.15 est appelé le polynôme de Hilbert de M .

Exemple 11.17. Soit A0 ̸= {0} un anneau artinien ; l’anneau A := A0[T1, . . . , Ts] est
muni de la graduation telle que An soit le A0-module libre engendré par les monômes de
degré total n, pour tout n ∈ N. On va déterminer la série de Hilbert-Poincaré P (A, t)
par deux méthodes différentes :
• D’abord, on va compter le monômes de degré n en s indéterminées pour tous

n, s ∈ N, autrement dit, la cardinalité cn,s de l’ensemble En,s des suites de nombres
naturels ν• := (ν1, . . . , νs) tels que

∑s
i=1 νi = n. Or, à une telle suite ν• on associe la

suite (µ1, . . . , µs−1) telle que

µi := i+ ν1 + · · ·+ νi ∀i = 1, . . . , s− 1.

On voit que 1 ≤ µ1 < µ2 < · · · < µs−1 ≤ n + s − 1, et on dénote E′n,s l’ensemble
des suites µ• de nombres naturels qui satisfaient cette dernière condition. On obtient
ainsi une application ϕ : En,s → E′n,s qui est évidemment injective. Cette application est
aussi surjective : en effet, sa réciproque est calculée explicitement de la façon suivante.
Si µ• ∈ E′n,s, on pose µ0 := 0, µs := n + s, et on associe à µ• la suite ν• telle que
νi := µi − µi−1 − 1 pour tout i = 1, . . . , s. On voit aisément que la cardinalité de E′n,s
est
(
n+s−1
s−1

)
, d’où

lA0
(An) = lA0

(A0) ·
(
n+ s− 1

s− 1

)
∀n ∈ N.

Par suite, P (A, t) = lA0
(A0) · (1− t)−s (cf. la preuve du corollaire 11.15).

• La deuxième méthode consiste à développer directement en série de puissances la
fonction rationelle (1− t)−s :

1

(1− t)s
=
(∑
ν∈N

tν
)s

=
∑

ν•∈Ns
tν1 · · · tνs =

∑
n∈N

( ∑
ν•∈En,s

tn
)
=
∑
n∈N

cn,st
n

retrouvant ainsi plus directement le même résultat. En particulier, il vient d(A) = s.

Proposition 11.18. Soient A un anneau gradué noethérien, M ̸= 0 un A-module gradué
borné, x ∈ A homogène de degré k ≥ 1 et M -régulier (voir le §1.1.4). Alors :

d(M/xM) = d(M)− 1.
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Démonstration. Puisque x est homogène, L :=M/xM est bien un A-module gradué ; la
composante homogène Ln de L en degré n ∈ N est Mn/xMn−k si n ≥ k, et Mn pour
n < k. Le lemme 11.7 nous donne les identités :

lA0
(Mn)− lA0

(Mn+k) + lA0
(Ln+k) = 0 ∀n ∈ N.

Si l’on multiplie ces identités par tn+k et on additionne, il vient :

(1− tk) · P (M, t) = P (L, t).

Mais 1− tk a un zéro d’ordre 1 en t = 1, d’où l’assertion. □

Exercice 11.19. Revenons à l’exercice 6.76(ii) : noter que le groupe D2n agit sur B :=
K[X,Y ] par des automorphismes d’algèbres graduées, i.e. si Bn ⊂ B dénote le K-sous-
espace vectoriel des polynômes homogènes de degré n, on a g(Bn) = Bn pour tout n ∈ N
et tout g ∈ D2n. Par suite, B⟨σ⟩ et BD2n sont des K-algèbres graduées. Déterminer
P (B⟨σ⟩, t) et P (BD2n , t) (cela veut dire que l’on regarde B⟨σ⟩ comme un B⟨σ⟩-module
gradué borné, dont on veut calculer la série d’Hilbert-Poincaré, et de même pour BD2n).
Voir le problème 11.92 pour une généralisation.

11.1.2. Modules filtrés et polynôme de Samuel. On va maintenant appliquer les résultats
du paragraphe précédent aux anneaux noethériens non gradués et aux modules munis
d’une filtration.

Proposition 11.20. Soient A un anneau noethérien, I ⊂ A un idéal engendré par un
système de s éléments, M un A-module de type fini, M• := (Mn |n ∈ N) une I-filtration
stable de M , et supposons que lA(M/IM) < +∞. Alors :

(i) ln := lA(M/Mn) < +∞ pour tout n ∈ N.
(ii) Il existe g(X)∈Q[X] de degré ≤ s et r∈N tels que g(n) = ln pour tout n ≥ r.
(iii) Le degré et le coefficient principal de g(X) sont indépendants de M•.

Démonstration. On définit l’anneau gradué G(A, I) et le G(A, I)-module gradué G(M•)
comme au §9.5.2 (voir la remarque 9.109(i)).

(i) : Au vu du lemme 9.97, il suffit de montrer que lA(M/InM) < +∞ pour tout
n ∈ N ; mais d’après la remarque 11.8 on a

lA(M/InM) =
∑n−1
k=0 lA(I

kM/Ik+1M)

donc on est ramené à montrer que lA(I
kM/Ik+1M) < +∞ pour tout k ∈ N. Soit

M ′• := (IkM | k ∈ N) la filtration I-adique de M ; la multiplication scalaire du G(A, I)-
module G(M ′•) se restreint en une application A/I-bilinéaire naturelle

(Ik/Ik+1)× (M/IM)→ IkM/Ik+1M ∀k ∈ N

d’où une application A-linéaire (Ik/Ik+1)⊗A/I (M/IM)→ IkM/Ik+1M qui est évidem-
ment surjective. Or, Ik/Ik+1 est un A/I-module de type fini, disons engendré par des
éléments a1, . . . , ap ; on déduit une application A/I-linéaire surjective (A/I)p → Ik/Ik+1,
et finalement on conclut que IkM/Ik+1M est un quotient du A/I-module (M/IM)p dont
la longueur est p · lA(M/IM) < +∞, d’où l’assertion.

(ii) : Par le lemme 9.99 et la remarque 9.109(ii), le G(A, I)-module G(M•) est de type
fini, et avec (i) on déduit que G(M•) est borné ; évidemment G(A, I) est engendré par
sa composante homogène I/I2 de degré 1, qui est par hypothèse un A/I-module de type
fini, engendré par s éléments. Par le corollaire 11.15, il existe alors H(X) ∈ Q[X] de
degré < s et un entier r ∈ N tels que lA(Mn/Mn+1) = H(n) pour tout n ≥ r. En outre,
encore en vertu de la remarque 11.8 on a

lA(M/Mn) =
∑n−1
i=0 lA(Mi/Mi+1) ∀n ∈ N.
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On conclut que le polynôme cherché g(X) est solution du système{
g(r) = lA(M/Mr)

g(X + 1)− g(X) = H(X).

Pour montrer que ce système admet une solution g(X) de degré ≤ s, on dénote par
Q[X]n le Q-sous-espace vectoriel de Q[X] constitué des polynômes de degré ≤ n, pour
tout n ∈ N, et on considère l’application Q-linéaire

ϕ : Q[X]s → Q⊕Q[X]s−1 f(X) 7→ (f(r), f(X + 1)− f(X)).

Par rapport aux bases B := (1, X, . . . ,Xs) de Q[X]s, B′ := (1, . . . , Xs−1) de Q[X]s−1
et B′′ := {1} de Q, l’application ϕ admet la matrice triangulaire supérieure

1 r r2 · · · rs

0 1 1 · · · 1
... 0 2 · · ·

...
...

... 0
. . .

(
s
s−2
)

0 0 · · · 0 s


donc ϕ est inversible, d’où l’assertion.

(iii) : Soit (M ′n |n ∈ N) une autre I-filtration stable de M ; il existe k ∈ N avec

Mn+k ⊂M ′n ⊂Mn−k ∀n ≥ k
(lemme 9.97). Soient donc r′ ∈ N et h(X) ∈ Q[X] tels que h(n) = lA(M/M ′n) pour tout
n ≥ r′ ; si M = 0, il n’y a rien à montrer ; supposons ainsi que M ̸= 0, de sorte que
g(X), h(X) ̸= 0. Il vient

g(n+ k) ≥ h(n) ≥ g(n− k) ∀n ≥ k, r, r′

d’où limn→+∞ g(n)/h(n) = 1, et l’assertion s’ensuit aussitôt. □

En particulier, si (A,m) est un anneau local noethérien, et si I est un idéal m-primaire
de A, le quotient A/I est artinien, donc pour tout A-module M de type fini, le quotient
M/IM est de longueur finie par la proposition 11.9, et la proposition 11.20 s’applique à
la filtration I-adique (InM |n ∈ N) de M . On obtient ainsi dans ce cas un entier r ∈ N
et un polynôme

χIM (X) ∈ Q[X] tel que χIM (n) = lA(M/InM) ∀n ≥ r.
Le polynôme χm

M (X) est parfois appelé le polynôme de Samuel de M et sera noté dans
la suite simplement χM (X). Si M ̸= 0, on pose aussi

d(M) := degχM (X).

Proposition 11.21. Soient (A,m) un anneau local noethérien, et M ̸= 0 un A-module
de type fini. Alors, pour tout idéal m-primaire I de A on a

degχIM (X) = d(M).

Démonstration. Par hypothèse, m est le radical de I ; comme m est de type fini, il existe
alors k ∈ N tel que mk ⊂ I, d’où mknM ⊂ InM ⊂ mnM pour tout n ∈ N. Donc il existe
r ∈ N tel que

χM (n) ≤ χIM (n) ≤ χM (nk) ∀n ≥ r
d’où l’assertion. □

Remarque 11.22. On n’essayera pas de définir d(M) dans le cas trivial où M = 0. Noter
néanmoins que pour M ̸= 0, les invariants ainsi obtenus pour anneaux gradués et an-
neaux locaux non gradués se correspondent : à savoir, compte tenu du corollaire 11.15, une
inspection directe de la preuve de la proposition 11.20 montre que d(M) est égal à l’inva-
riant noté d(G(M•)) au paragraphe précédent, qui est l’ordre du pôle en t = 1 de la série
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de Hilbert-Poincaré associée au G(A, I)-module gradué G(M•) :=
⊕

n∈N I
nM/In+1M ,

pour tout idéal m-primaire I de A. Dans le cas non gradué on a aussi la contrepartie
suivante de la proposition 11.18 :

Lemme 11.23. Soient (A,m) un anneau local noethérien, M ̸= 0 un A-module de type
fini, x ∈ m un élément M -régulier. Alors M/xM ̸= 0, et on a

d(M/xM) ≤ d(M)− 1.

Démonstration. La première assertion suit du corollaire 3.49. Posons M ′ := xM ⊂ M ,
M ′′ :=M/M ′, et M ′n :=M ′ ∩mnM pour tout n ∈ N ; on a la suite exacte

0→M ′/M ′n →M/mnM →M ′′/mnM ′′ → 0.

Donc il existe r ∈ N tel que lA(M ′/M ′n) = χM (n)−χM ′′(n) pour tout n ≥ r. D’autre part,
par le lemme de Artin-Rees, la m-filtration (M ′n |n ∈ N) est stable, et en outre M ′ ≃M ,
car x est M -régulier. Par la proposition 11.20, il existe alors r′ ∈ N et un polynôme
g(X) ∈ Q[X] dont le degré et coefficient principal sont égaux à ceux de χM , et tel que
lA(M

′/M ′n) = g(n) pour tout n ≥ r′. Il en découle aussitôt que degχM ′′ < degχM . □

Corollaire 11.24. Soient (A,m) un anneau local noethérien, et

0→M ′ →M →M ′′ → 0

une suite exacte courte de A-modules non nuls de type fini. Alors

d(M) = max(d(M ′), d(M ′′)).

Démonstration. Pour tout n ∈ N on pose M ′n := M ′ ∩ mnM . Si l’on applique le lemme
11.7 à la suite exacte

0→M ′/M ′n →M/mnM →M ′′/mnM ′′ → 0 ∀n ∈ N
on trouve r ∈ N tel que χM (n) = lA(M

′/M ′n)+χM ′′(n) pour tout n ≥ r. De l’autre côté,
la m-filtration (M ′n |n ∈ N) est stable, par le lemme de Artin-Rees, donc la proposition
11.20 nous donne un entier r′ ∈ N et un polynôme g(X) ∈ Q[X] de degré d(M ′) tel que
lA(M

′/M ′n) = g(n) pour tout n ≥ r’. On conclut :

χM (n) = g(n) + χM ′′(n) ∀n ≥ r, r′.
Les coefficients principaux de ces polynômes sont positifs, car ils prennent leur valeurs
dans N, pour tout n ≥ r, r′. L’assertion est une conséquence immédiate. □

11.2. Théorie de la dimension des anneaux locaux noethériens. Soient (A,m)
un anneau local noethérien, M ̸= 0 un A-module de type fini. On pose

δ(M) := min(n ∈ N | ∃x1, . . . , xn ∈ m avec lA(M/(x1M + · · ·+ xnM) < +∞)).

Théorème 11.25. (Krull-Chevalley-Samuel) Avec la notation ci-dessus, on a :

δ(M) = d(M) = dimM.

Démonstration. Rappelons que dimM := dim(SuppM) (exemple 4.65(iii)).
• Montrons d’abord que δ(M) ≥ d(M) : en effet, soit I ⊂ m un idéal engendré par

δ(M) éléments, tel que lA(M/IM) < +∞ ; par la proposition 11.20, il existe r ∈ N et un
polynôme g(X) ∈ Q[X] de degré ≤ δ(M) tel que lA(M/InM) = g(n) pour tout n ≥ r.
Evidemment, lA(M/mnM) ≤ lA(M/InM) pour tout n ∈ N, donc d(M) ≤ deg g(X),
d’où l’assertion.
• Ensuite, montrons que d := d(A) ≥ dimA. On raisonne par récurrence sur d. Si

d = 0, la fonction n 7→ lA(A/m
n) est stationnaire, i.e. il existe n ∈ N tel que mn = mn+1,

d’où dimA = 0 (proposition 7.32). Soit donc d > 0 et supposons que l’inégalité souhaitée
soit déjà connue pour tout anneau local noethérien B avec d(B) < d. Si dimA = 0,
l’assertion est triviale ; sinon, soit p0 ⊊ p1 ⊊ · · · ⊊ pr une chaîne strictement croissante
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d’idéaux premiers de A de longueur r ≥ 1, et choisissons x ∈ p1 \ p0. On pose A := A/p0
et on dénote par x̄ ∈ A la classe de x. Par construction, x̄ ̸= 0 et A est intègre ; avec le
lemme 11.23 il vient

d(A/x̄A) ≤ d(A)− 1.

Soit aussi m := m/p0 l’idéal maximal de A ; évidemment

lA(A/m
n) ≤ lA(A/mn) ∀n ∈ N

donc d ≥ d(A) et on conclut que d − 1 ≥ d(A/x̄A). Par l’hypothèse de récurrence,
on obtient dimA/x̄A ≤ d − 1 ; mais les images des p1, . . . , pr nous donnent une chaîne
strictement croissante d’idéaux premiers de A/x̄A, donc r − 1 ≤ d − 1, i.e. r ≤ d, et
finalement dimA ≤ d.
• Montrons que d(M) ≥ dimM pour un A-module de type fini M ̸= 0 arbitraire. En

effet, par le corollaire 7.11 il existe une filtration finie 0 = M0 ⊂ M1 ⊂ · · · ⊂ Mn = M
et pour tout i = 1, . . . , n un idéal premier pi de A tel que Mi/Mi−1 ≃ A/pi. Il s’ensuit
aisément que SuppM = V (p1) ∪ · · · ∪ V (pn), et donc

dimM = max(dimA/p1, . . . ,dimA/pn).

De l’autre côté, le corollaire 11.24 implique aisément que

d(M) = max(d(A/p1), . . . , d(A/pn)).

Mais on vient de voir que d(A/pi) ≥ dimA/pi pour i = 1, . . . , n, d’où l’assertion.
• Il ne reste qu’à montrer l’inégalité dimM ≥ δ(M). Pour cela, soit d := dimM ;

notons aussi A := A/AnnA(M). Evidemment M est aussi un A-module, et pour tout
quotient Q :=M/(x1M+· · ·+xnM) on a lA(Q) = lA(Q) (voir l’exemple 11.5(iii)) ; quitte
à remplacer A par A, on peut alors supposer que dimA = d. Par ce qui précède, on sait
déjà que d < +∞, et on va exhiber inductivement une suite d’éléments x1, . . . , xd ∈ m tels
que, pour chaque i = 1, . . . , d la hauteur de tout idéal premier contenu dans le support
de Qi := M/(x1M + · · · + xiM) soit ≥ i. Comme m est l’unique idéal premier de A de
hauteur d, on en déduira que SuppQd = {m}, i.e. le radical de I := AnnAQq est m, donc
A/I est artinien et évidemment Qd est un A/I-module de type fini ; ainsi, finalement
lA(Qd) = lA/I(Qd) < +∞ (en vertu de la proposition 11.9 et l’exemple 11.5(iii)), d’où
l’inégalité souhaitée.

Posons donc Q0 := M ; trivialement, la hauteur de tout p ∈ SuppQ0 est ≥ 0. Soit
ensuite d ≥ i > 0, et supposons que le quotient Qi−1 a déjà été exhibé. Rappelons que
SuppQi−1 = V (AnnA(Qi−1)) n’admet qu’un nombre fini d’éléments minimaux p1, . . . , ps
(exercice 6.109(iii)). Par hypothèse, ht pj ≥ i − 1 pour tout j = 1, . . . , s, et quitte à
permuter les pj , on peut supposer qu’il existe t ≤ s tel que

ht pj = i− 1 ∀j = 1, . . . , t et ht pj ≥ i ∀j = t+ 1, . . . , s.

En particulier, pj ⊊ m pour tout j = 1, . . . , t, donc il existe xi ∈ m\
⋃t
j=1 pj (proposition

1.58), et on poseQi := Qi−1/xiQi−1. Evidemment, ht p ≥ i−1 pour tout p ∈ SuppQi, car
SuppQi ⊂ SuppQi−1. De l’autre côté, les seuls éléments de SuppQi−1 de hauteur i− 1
sont les idéaux premiers p1, . . . , pt ; mais pour tout q ∈ Qi, on a forcément xi ∈ AnnA(q),
donc aucun des p1, . . . , pt n’appartient à SuppQi (voir le corollaire 7.8(ii,v.a)). On conclut
que l’hauteur de tout p ∈ SuppQi est ≥ i, et cela achève la preuve du théorème. □

Définition 11.26. Soient (A,m) un anneau local noethérien, M un A-module de type
fini, et d := dimM . Un système de paramètres pour M est une suite x1, . . . , xd d’éléments
de m tel que M/(x1M + · · ·+ xdM) soit de longueur finie.

Remarque 11.27. Soit (A,m) un anneau local noethérien.
(i) Avec le théorème 11.25 et l’exercice 11.11, on voit que r := dim(A) est le plus petit

des entiers n tels qu’il existe un idéal m-primaire de A engendré par n éléments, et une
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suite x1, . . . , xr d’éléments de m est un système de paramètres pour A si et seulement si
elle engendre un idéal m-primaire.

(ii) En particulier tout anneau local noethérien a dimension finie. Ce résultat est
d’autant plus remarquable, qu’il existe des anneaux intègres noethériens (forcément non
locaux) de dimension infinie : le problème 11.28 en présente un spécimen, découvert par
Nagata en 1962.

Problème 11.28. (i) Soit A un anneau tel que :
— Am est un anneau noethérien pour tout m ∈ MaxA
— MaxA/xA est un ensemble fini, pour tout x ∈ A \ {0}.

Montrer que A est noethérien.
(ii) Soient K un corps, et A := K[X0, X1, X2, . . . ] la K-algèbre des polynômes des

indéterminées (Xi | i ∈ N). Soit aussi (ri | i ∈ N) une suite d’entiers positifs telle que
ri+1 − ri > ri − ri−1 > 0 pour tout i > 0. Pour tout i ∈ N soit pi ⊂ A l’idéal premier
engendré par (Xj | j = ri, . . . , ri+1 − 1), et posons S := A \

⋃
i∈N pi. Déduire de (i) que

S−1A est noethérien.
(iii) Montrer que ht(S−1pi) = ri+1 − ri pour tout i ∈ N, donc dim S−1A = +∞.

Signalons l’important corollaire suivant, que l’on avait déjà annoncé au §7.4.2 :

Corollaire 11.29. Soit (A,m) un anneau local noethérien. On a :

dim A ≤ dimk(m) m/m
2.

Démonstration. En effet, par la proposition 3.51 on sait que m est engendré par tout
système d’éléments qui relève une base de m/m2, d’où δ(A) ≤ dimk(m) m/m

2, et il suffit
d’appliquer le théorème 11.25. □

Exercice 11.30. (i) Soient K un corps algébriquement clos, A une K-algèbre de type
fini, et m1, . . . ,mn un système fini d’éléments distincts de V := MaxA ; notons W
l’ensemble algébrique obtenu de V , après pincement des points m1, . . . ,mn, suivant la
construction détaillée au §6.4.1. Donc, W = MaxA′, où A′ ⊂ A dénote l’égaliseur des
projections A → A/mi = K (i = 1, . . . , n), et tout système t1, . . . , tr de générateurs de
la K-algèbre A′ induit un plongement de W dans Kr. Pour tout i = 1, . . . , n, soit aussi
di := dim Ami . Montrer que r ≥ d1 + · · ·+ dn.

(ii) Par exemple, l’ensemble algébrique obtenu en pinçant n points de l’espace affine
Kd = MaxK[T1, . . . , Td], ne peut pas être plongé dans Kr, si r < nd.

Corollaire 11.31. Soient (A,m) un anneau local noethérien, x1, . . . , xr ∈ m, et M ̸= 0
un A-module de type fini. Alors on a :

(∗) dimM/(x1M + · · ·+ xrM) ≥ dimM − r.
En outre, les deux membres de (∗) sont égaux ⇔ il existe xr+1, . . . , xd ∈ m tels que
(xi | i = 1, . . . , d) soit un système de paramètres pour M .

Démonstration. Posons M ′ := M/(x1M + · · · + xrM), d := dimM et d′ := dimM ′, et
soit xr+1, . . . , xr+d′ un système de paramètres pour M ′ ; évidemment :

lA(M/(x1M + · · ·+ xr+d′M)) = lA(M
′/(xr+1M

′ + · · ·+ xr+d′M
′)) < +∞

d’où r + d′ ≥ d (théorème 11.25). Si, en outre, r + d′ = d, évidemment (x1, . . . , xd) est
un système de paramètres pour M . Réciproquement, s’il existe xr+1, . . . , xd ∈ m tels que
(x1, . . . , xd) soit un système de paramètres pourM , alors la longueur deM ′/

∑d
k=r+1 xkM

′

est finie, donc d′ ≤ d− r, et avec (∗), il vient d′ = d− r. □

Corollaire 11.32. Soient (A,m) un anneau local noethérien, M ̸= 0 un A-module de
type fini, x ∈ m, et posons Σ := {p ∈ SuppA(M) | dimA/p = dimM}. Alors :

(∗) dimM/xM ≥ dimM − 1
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et les deux membres de (∗) sont égaux si et seulement si x /∈
⋃

p∈Σ p.

Démonstration. L’inégalité (∗) est un cas particulier du corollaire 11.31. Ensuite, noter
que M/xM =M ⊗A A/xA ; d’après l’exercice 3.64(ii.a) on a alors :

Σ ∩ V (x) = Σ ∩ SuppA(M) ∩ V (x) = Σ ∩ SuppA(M/xM)

et d’autre part, Σ ∩ V (x) = ∅ ⇔ x /∈
⋃

p∈Σ p. Pour conclure, il suffit de remarquer que
dimM/xM ≤ dimM − 1 si et seulement si Σ ∩ SuppA(M/xM) = ∅. □

Le corollaire suivant est la traduction algébrique de l’observation géométrique intuitive
selon laquelle toute composante irréductible de l’ensemble des solutions d’un système de
r équations polynomiales a codimension ≤ r.

Corollaire 11.33. Soient A un anneau noethérien, q ∈ SpecA, et a1, . . . , ar ∈ A.
Posons h := ht(q) et Ik := a1A+ · · ·+ akA pour k = 1, . . . , r. On a :

(i) ht(p) ≤ r pour tout p ∈ MaxV (Ir).
(ii) ht(p/Ik) ≥ ht(p)− k pour tout p ∈ V (Ir) et tout k = 1, . . . , r.
(iii) ht(p/Ik) = r − k pour tout p ∈ MaxV (Ir) tel que ht(p) = r, et k = 1, . . . , r.
(iv) Il existe b1, . . . , bh ∈ q tels que q ∈ MaxV (b1A+ · · ·+ bhA).

Démonstration. (i) : Rappelons que MaxV (Ir) est l’ensemble des idéaux premiers de A
qui sont minimaux parmi ceux qui contiennent Ir (voir l’exemple 4.65(iii)). Or, si p est
minimal dans V (Ir), l’idéal IrAp est pAp-primaire dans Ap (voir l’exemple 7.14(ii)), d’où
δ(Ap) ≤ r, et il suffit d’appliquer le théorème 11.25.

(iv) : On a dimAq = h, donc il existe c1, . . . , ch ∈ qAq tels que c1Aq + · · ·+ chAq soit
un idéal qAq-primaire (théorème 11.25). Pour i = 1, . . . , h, écrivons ci = bi/si avec bi ∈ q
et si ∈ A \ q ; avec la proposition 3.31, il s’ensuit aisément que q est minimal parmi les
idéaux premiers de A contenant b1, . . . , bh.

(ii) : Posons A := A/Ik et p := p/Ik ∈ SpecA ; disons que ht(p) = l. D’après (iv), il
existe b1, . . . , bl ∈ A tels que p soit minimal parmi les idéaux premiers de A contenant les
images des bi dans A. Il s’ensuit aisément que p est minimal parmi les idéaux premiers
de A contenant a1, . . . , ak, b1, . . . , bl, d’où ht(p) ≤ k + l, par (i).

(iii) : On a ht(p) ≤ r− k d’après (i), car p ∈ MaxV (Ir/Ik), et Ir/Ik ⊂ A est engendré
par les images de ak+1, . . . , ar. L’inégalité opposée est donnée par (ii). □

Corollaire 11.34. Soient A un anneau noethérien, x ∈ A un élément régulier et non
inversible. On a :

(i) (Hauptidealsatz) Tout idéal premier minimal de V (Ax) est de hauteur 1.
(ii) Si (A,m) est local, alors dimA/xA = dimA− 1.

Démonstration. (i) : Soit p minimal dans V (Ax) ; on sait déjà que ht p ≤ 1, grâce au
corollaire 11.33(i). Si ht p = 0, tout élément de p est un diviseur de zéro, par la remarque
7.21(iii). Mais p contient x, contradiction.

(ii) : Avec (i), on voit aisément que dimA/xA ≤ dimA−1 (alternativement, cela vient
du lemme 11.23 et du théorème 11.25). Pour l’inégalité opposée, noter que dimA = ht(m),
dimA/xA = ht(m/xA), et appliquer le corollaire 11.33(ii). □

Exercice 11.35. Soit A un anneau intègre noethérien. Montrer que A est semi-local de
dimension ≤ 1 ⇔ il existe f ∈ A \ {0} tel que Af soit un corps.

Corollaire 11.36. Soient (A,m) un anneau local noethérien, M un A-module de type
fini, I ⊂ m un idéal de A, et M̂ la complétion I-adique de M . Alors :

dim M̂ = dimM.

Démonstration. Posons B := Â, la complétion I-adique de A, et N := M̂ ; on munit m
de la topologie I-adique, et on dénote mB ⊂ B la complétion de m ; rappelons que B
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est noethérien, d’idéal maximal mB , en vertu du corollaire 9.104 et du théorème 9.113.
Noter que dimN désigne la dimension du B-module N . Noter en outre que mn est un
idéal ouvert pour la topologie I-adique de A, pour tout n ∈ N, et de même, mnM est un
sous-module ouvert de M ; par les corollaires 9.61(i) et 9.104, et l’exercice 9.49(iii), on a
alors des isomorphismes de A-modules

M/mnM
∼→ N/mnN

∼→ N/mnBN ∀n ∈ N.
Les topologies I-adiques sur ces quotients sont discrètes, donc tout A-sous-module de
M/mnM est aussi un B-sous-module ; ainsi, lA(M/mnM) = lB(N/m

n
BN) pour tout

n ∈ N, d’où χM (X) = χN (X). L’assertion découle alors du théorème 11.25. □

Proposition 11.37. Soient f : A → B un homomorphisme d’anneaux noethériens,
q ∈ SpecB, et p := f−1(q) ∈ SpecA. On a :

(i) ht(q) ≤ ht(p) + dimBq ⊗A k(p).
(ii) Si en outre, Spec f est générisante, alors l’inégalité de (i) est une égalité.
(iii) Si A et B sont intègres, et si f est injectif, alors :

ht(q) + tr.deg(k(q)/k(p)) ≤ ht(p) + tr.deg(Frac(B)/Frac(A)).

Démonstration. (i) : Quitte à remplacer A et B par Ap et Bq, et f par l’homomorphisme
induit g : Ap → Bq, on peut supposer que f : (A,m) → (B, n) soit un homomorphisme
local d’anneaux locaux, et on est alors ramené à vérifier l’inégalité :

dimB ≤ dimA+ dimB/mB.

Pour cela, soit x1, . . . , xr un système de paramètres de A, et choisissons y1, . . . , ys ∈ B
dont les images in B/mB forment un système de paramètres pour B/mB. Ainsi, il existe
p, q ∈ N tels que np ⊂ mB +

∑s
i=1 yiB, et mq ⊂

∑r
i=1 xiA, d’où npq ⊂

∑r
i=1 xiB +∑s

i=1 yiB, et avec le théorème 11.25, il vient dimB ≤ r + s.
(ii) : Posons X := SpecA, Y := SpecB, et ϕ := Spec f : Y → X ; noter que l’ap-

plication Spec g : SpecBq → SpecAp correspond à la restriction ϕq : Y (q) → X(p)
de ϕ, sous les identifications naturelles de SpecAp et SpecBq avec X(p) et respective-
ment Y (q) (voir l’exemple 4.65(ii,iii)). De même, ϕ−1q (p) correspond à l’espace spectral
SpecBq ⊗A k(p) sous ces identifications (voir le §3.4.2) ; l’égalité souhaitée découle alors
de (i) et de l’exercice 4.70(i).

(iii) : Soient h := ht(q), et d := tr.deg(Frac(B)/Frac(A)) ; remarquons d’abord :

Affirmation 11.38. Pour la preuve de l’assertion (iii), on peut supposer que B soit une
A-algèbre de type fini.
Preuve : Soit r ∈ N avec r ≤ tr.deg(k(q)/k(p)) ; choisissons une chaîne qh = 0 ⊊ qh−1 ⊊
· · · ⊊ q0 = q d’idéaux premiers de B, et a1, . . . , ar ∈ B dont les images a1, . . . , ar
dans k(q) sont algébriquement indépendantes sur k(p). Pour i = 0, . . . , h − 1, soit aussi
bi ∈ qi \ qi+1 ; posons B′ := A[a1, . . . , ar, b1, . . . , bh] ⊂ B, et supposons que (iii) soit
vérifiée pour l’homomorphisme induit A→ B′. Noter que

0 ⊊ B′ ∩ qh−1 ⊊ · · · ⊊ q′ := B′ ∩ q

d’où ht(q′) ≥ h ; en outre, k(p) ⊂ k(q′) ⊂ k(q), et a1, . . . , ar ∈ k(q′). Il vient alors

h+ r ≤ ht(q′) + tr.deg(k(q′)/k(p)) ≤ ht(p) + tr.deg(Frac(B′)/Frac(A)) ≤ ht(p) + d

d’où l’inégalité souhaitée, pour l’homomorphisme f et l’idéal premier q. ♢

Soient alors b1, . . . , bn ∈ B tels que B = A[b1, . . . , bn] ; on raisonne par récurrence sur
n. Si n = 1, on a B = A[X]/I pour un idéal premier I de l’algèbre des polynômes A[X]
en une indéterminée X ; quitte à remplacer A, I et q par Ap, Ip et qBp, on peut supposer
que (A, p) soit un anneau local. Si I = 0, alors B = A[X] est une A-algèbre plate, et
d’après (ii) et le théorème 3.84(ii), il vient ht(q) = ht(p) + ht(q), où q désigne l’image de
q dans B ⊗A k(p) = k(p)[X] ; ainsi :
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— soit q = 0 et k(q) = k(q) = k(p)(X)
— soit ht(q) = 1 et k(q) est une extension algébrique finie de k(p).

Dans les deux cas l’inégalité de (iii) est une égalité. Si I ̸= 0, alors KB := Frac(B) est
une extension algébrique de KA := Frac(A). En outre, A ∩ I = 0, car f est injectif ; par
suite, ht(I) = ht(IKA[X]) = 1. Soit r ⊂ A[X] l’image réciproque de q ; ainsi q = r/I,
k(q) = k(r), A ∩ r = p, et au vu du cas précédent, on a :

ht(q) ≤ ht(r)− ht(I) = ht(r)− 1 = ht(p) + 1− tr.deg(k(r)/k(p))− 1

= ht(p)− tr.deg(k(q)/k(p)).

En dernier lieu, si n > 1, posons A′ := A[b1, . . . , bn−1], p′ := A′ ∩ q, KA′ := Frac(A′) ; si
l’inégalité de (iii) est déjà connue pour les extensions A ⊂ A′ et A′ ⊂ B, on a :

(∗)
ht(p′) + tr.deg(k(p′)/k(p)) ≤ ht(p) + tr.deg(KA′/KA)

ht(q) + tr.deg(k(q)/k(p′)) ≤ ht(p′) + tr.deg(KB/KA′)

et rappelons que tr.deg(k(p′)/k(p))+tr.deg(k(q)/k(p′)) = tr.deg(k(q)/k(p)), et de même,
tr.deg(KA′/KA) + tr.deg(KB/KA′) = tr.deg(KB/KA). L’inégalité souhaitée s’obtient
alors en additionnant les inégalités (∗). □

Corollaire 11.39. (i) Soient f : (A,m) → (B, n) un homomorphisme local d’anneaux
locaux noethériens, M ̸= 0 un A-module de type fini, N ̸= 0 un B-module de type fini.
Alors on a :

(∗) dimB(N ⊗AM) ≤ dimAM + dimB/mB(N/mN).

(ii) Si en outre N[f ] est un A-module plat, les deux membres de (∗) sont égaux.

Démonstration. Posons I := AnnAM , A′ := A/I, B′ := B/IB, N ′ := B′ ⊗B N , f ′ :=
A′ ⊗A f : A′ → B′, et soient πA : A → A′ et πB : B → B′ les projections ; alors
M = M ′[πA] pour un A′-module M ′, et si N[f ] est un A-module plat, N ′[f ′] est un A′-
module plat. En outre, N ′ ̸= 0 (corollaire 3.49), et on a des identifications naturelles :
N⊗AM

∼→ (N ′⊗A′M ′)[πB ] (proposition 3.18(i)),N/mN ∼→ (N ′/mN ′)[πB ], car I ⊂ m. Par
suite, dimB(N⊗AM) = dimB′(N

′⊗A′M ′), dimAM = dimA′M
′, et dimB/mB(N/mN) =

dimB′/mB′(N
′/mN ′). Quitte à remplacer A,B,M et N par A′, B′,M et N ′, on peut alors

supposer que SuppAM = SpecA.
Soient ensuite J := AnnBN et B′′ := B/J ; soient πB′′ : B → B′′ la projection,

et f ′′ := πB′′ ◦ f : A → B′′. Alors N = N ′′[π′′B ] pour un B′′-module N ′′, de sorte
que N ′′[f ′′] = N[f ]. En outre, N ⊗A M = (N ′′ ⊗A M)[πB′′ ], et évidemment (N/mN) =

(N ′′/mN ′′)[πB′′ ].Ainsi, quitte à remplacer f,B et N par f ′′, B′′ et N ′′, on peut supposer
que SuppBN = SpecB. Dans cette situation on a SuppB(N ⊗AM) = SpecB (exercice
3.64(i)), et Spec f est générisante, si N[f ] est un A-module plat (théorème 3.84(i)) ; les
assertions découlent alors de la proposition 11.37(i,ii). □

Problème 11.40. (i) Soient K un corps, A,B deux K-algèbres intègres de type fini,
et Z une composante irréductible Z de Spec(A⊗K B). Montrer que :

dimZ = dimA+ dimB.

(ii) Soient n ∈ N, et A := K[X1, . . . , Xn] la K-algèbre des polynômes en n indéter-
minées. Soient aussi Z,Z ′ ⊂ AnK := SpecA deux parties fermées irréductibles, et Z ′′ une
composante irréductible de Z ∩ Z ′. Montrer que :

dimZ ′′ ≥ dimZ + dimZ ′ − n.

Exercice 11.41. (i) Soient f : A → B un homomorphisme d’anneaux noethériens tel
que Spec f soit générisante, p ∈ SpecA, et q ∈ MaxV (pB). Montrer que :

f−1(q) = p et ht(p) = ht(q).
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(ii) Soient (A,m) un anneau local noethérien, I ⊂ A un idéal m-primaire, B := A[X]
l’anneau des polynômes d’une indéterminée à coefficients dans A, et J ⊂ B un idéal tel
que J ⊂ mB et J +XB = IB +XB. Montrer que mB ∈ MaxV (J).

Exemple 11.42. Voici une application classique de l’exercice 11.41, empruntée à l’article
[18] de Eagon et Northcott. Soient A un anneau noethérien, 1 ≤ t ≤ r ≤ s des entiers, et
M := (aij | i = 1, . . . , r, j = 1, . . . , s) une matrice d’éléments de A ; notons par I(M, t) ⊂
A l’idéal engendré par les déterminants des mineurs de M de taille t× t. Par exemple, si
r = 2 et s = 3, l’idéal I(M, 2) est engendré par :

a11a22 − a12a21 a11a23 − a13a21 a12a23 − a13a22
et en général, I(M, t) est engendré par

(
r
t

)
·
(
s
t

)
éléments. On va montrer que :

ht(p) ≤ (r − t+ 1)(s− t+ 1) ∀p ∈ MaxV (I(M, t)).

On raisonne par récurrence sur t. Si t = 1, l’idéal I(M, t) est engendré par rs éléments ;
dans ce cas, l’inégalité en question est un cas particulier du corollaire 11.33(i). Soit alors
t > 1, et supposons que l’inégalité soit déjà connue pour l’idéal I(N, t− 1), et pour toute
matrice N à coefficents dans un anneau noethérien quelconque. Quitte à remplacer A
par Ap, on peut aussi supposer que (A, p) soit un anneau local, et que I(M, t) soit p-
primaire. Supposons d’abord que aij ∈ A× pour certains indices i ≤ r et j ≤ s ; quitte à
échanger des lignes et des colonnes de M , on peut alors supposer que a11 ∈ A×. Ensuite,
soient C1, . . . , Cs les colonnes de M ; quitte à remplacer C1 par a−111 C1, on peut supposer
que a11 = 1, et quitte à remplacer Cj par Cj − a1jC1, on peut supposer que a1j = 0
pour chaque j = 2, . . . , s. De même, avec des opérations élémentaires sur les lignes on se
ramène au cas où :

M =

(
1 0
0 N

)
pour une matrice N de taille (r− 1)× (s− 1) à coefficients dans A. Dans ce cas, on voit
aisément que I(M, t) = I(N, t − 1), et l’hypothèse de récurrence nous donne l’inégalité
souhaitée. Ainsi, on peut supposer que aij ∈ p pour tous i ≤ r et j ≤ s. Or, soit
M ′ := (bij | i = 1, . . . , r, j = 1, . . . , s) la matrice à coefficients dans B := A[X], avec
b11 := a11 + X et bij := aij si i ̸= 1 ou si j ̸= 1 ; puisque t > 1, et que bij ∈ p pour
i ̸= 1, on a J := I(M ′, t) ⊂ q := pB. Notons par M ′q l’image de M ′ dans Brsq ; ainsi,
I(M ′q, t) = Jq, et on a une identification naturelle :

(∗) MaxV (Jq) = Spec(Bq) ∩MaxV (J).

D’autre part, l’image de b11 est inversible dans Bq, donc le cas précédent donne :

(∗∗) ht(r) ≤ (r − t+ 1)(s− t+ 1) ∀r ∈ MaxV (Jq).

En outre, J + XB = I(M, t)B + XB, car ces deux idéaux ont la même image dans
B/XB = A ; d’après l’exercice 11.41(ii) il vient q ∈ MaxV (J), d’où q ∈ MaxV (Jq),
au vu de (∗). En dernier lieu, puisque B est une A-algèbre plate, ht(q) = ht(p), d’après
l’exercice 11.41(i) et le théorème 3.84(ii), et compte tenu de (∗∗), on obtient l’inégalité
souhaitée.

Proposition 11.43. Soient f : A → B un homomorphisme d’anneaux noethériens, et
p, p′ ∈ SpecA, avec p′ ⊂ p. On a :

(i) Si Spec f est spécialisante, alors dimB ⊗A k(p) ≥ dimB ⊗A k(p′).
(ii) Si Spec f est générisante, alors dimB ⊗A k(p) ≤ dimB ⊗A k(p′).

Démonstration. Posons A := A/p′, p := p/p′ ∈ SpecA, B := B/p′B, et s := ht(p).
(i) : Soit aussi r := dimB ⊗A k(p′). Il existe alors une chaîne q0 ⊊ q1 ⊊ · · · ⊊ qr

d’idéaux premiers de B avec f−1(qi) = p′ pour i = 0, . . . , r, et une chaîne p′ = p0 ⊊ p1 ⊊
· · · ⊊ ps = p d’idéaux premiers de A. Puisque Spec f est spécialisante, on trouve ensuite
une chaîne qr ⊊ qr+1 ⊊ · · · ⊊ qr+s d’idéaux premiers de B avec f−1(qi) = pi−r pour



§ 11.3: Théorie de la profondeur et modules de Cohen-Macaulay 709

i = r, . . . , r+s. Avec q := qr+sB, il vient ht(q) ≥ r+s, et de l’autre côté, si l’on applique
la proposition 11.37(i) à l’homomorphisme A → B induit par f , on trouve : ht(q) ≤
s+ dimBq ⊗A k(p) = s+ dimBq ⊗A k(p). Ainsi, r ≤ dimBq ⊗A k(p) ≤ dimB ⊗A k(p).

(ii) : On se ramène aisément au cas où s = 1. On raisonne par récurrence sur r :=
dimB ⊗A k(p) ; si r = 0, il existe q0 ∈ SpecB avec f−1(q0) = p, et puisque Spec f est
générisante, on trouve q′0 ∈ SpecB avec q′0 ⊂ q0, et f−1(q′0) = p′, d’où l’assertion, dans
ce cas. Pour r > 0, on est ramené aisément à montrer :

Affirmation 11.44. Soient q′0 ⊊ q0 ⊊ q1 trois idéaux premiers de B avec f−1q′0 = p′ et
f−1q0 = f−1q1 = p. Alors il existe q′1 ∈ SpecB avec q′0 ⊊ q′1 ⊊ q1 et f−1q′1 = p′.

Preuve : Quitte à remplacer A, p, B par A, p, B/q′0 on peut supposer que p′ = q′0 = 0, que
A etB soient intègres, et f injectif (mais avec Spec f qui n’est plus forcément générisante).
Soit alors x ∈ p\{0}, et disons que MaxV (xB) = {r1, . . . , rt} (exercice 6.109(iii)). Au vu
du corollaire 11.34(i), il vient : ht(ri) = 1 pour tout i = 1, . . . , t. D’autre part, ht(q1) ≥ 2,
donc il existe y ∈ q1 \

⋃t
i=1 ri (proposition 1.58). Soit q′1 un idéal premier minimal de

V (yB) avec q′1 ⊂ q1 ; d’un côté on a ht(q′1) = 1, toujours d’après le corollaire 11.34(i), et
de l’autre côté on a q′1 ̸= r1, . . . , rt, d’où x /∈ q′1. Ainsi, f−1q′1 ⊊ p, et puisque ht(p) = 1,
on doit avoir f−1q′1 = 0. □

Exercice 11.45. Montrer que pour tout anneau noethérien A et tout n ∈ N on a :

dimA[X1, . . . , Xn] = dimA[[X1, . . . , Xn]] = n+ dimA.

11.3. Théorie de la profondeur et modules de Cohen-Macaulay. Les systèmes
de paramètres d’un anneau local noethérien jouissent d’une propriété d’indépendance
algébrique exprimée par le résultat suivant.

Proposition 11.46. Soient (A,m) un anneau local noethérien, x• := (x1, . . . , xd) un
système de paramètres pour A, et I ⊂ A l’idéal engendré par x•. Soient aussi s ∈ N et
f(T1, . . . , Td) ∈ A[T1, . . . , Td] homogène de degré s. Alors on a :

f(x1, . . . , xd) ∈ Is+1 ⇒ f ∈ m[T1, . . . , Td].

Démonstration. Si s = 0, l’assertion est triviale ; on suppose donc s > 0. Or, soit A0 :=
A/I ; on considère l’homomorphisme surjectif d’anneaux gradués

ϕ : B := A0[T1, . . . , Td]→ G(A, I) Ti 7→ xi

où xi ∈ I/I2 est la classe de xi, pour tout i = 1, . . . , d (notation du §9.5.2). On raisonne
par l’absurde : soit aussi f ∈ B la classe de f ; l’hypothèse sur f veut dire précisément
que f ∈ Kerϕ, et si f /∈ m[T1, . . . , Td], l’exercice 1.52(i.b) implique que f est un élément
régulier de B. D’autre part, comme f est homogène, le quotient B/fB est aussi un
anneau gradué, et comme I est m-primaire, A0 est artinien, donc les séries de Hilbert-
Poincaré de G(A, I), B et B/fB sont bien définies, et compte tenu du corollaire 11.15,
de l’exemple 11.17 et de la proposition 11.18 on obtient

d(G(A, I)) ≤ d(B/fB) = d(B)− 1 = d− 1.

Mais on sait que d(G(A, I)) = d(A) = d, par la remarque 11.22 ; contradiction. □

Corollaire 11.47. Soient K un corps, (A,m) une K-algèbre locale noethérienne, et
x• := (x1, . . . , xd) un système de paramètres de A. Alors les éléments x1, . . . , xd sont
algébriquement indépendants sur K.

Démonstration. Soit f ∈ K[T1, . . . , Td] tel que f(x1, . . . , xd) = 0 ; il faut montrer que
f = 0. On raisonne par l’absurde : si f ̸= 0, on peut écrire f = fs + g, avec fs, g ∈
K[T1, . . . , Td], tels que fs ̸= 0 soit homogène de degré s, et g soit une somme de monômes
de degrés > s. Soit I ⊂ A l’idéal engendré par x• ; évidemment, g(x1, . . . , xd) ∈ Is+1,
donc fs(x1, . . . , xd) ∈ Is+1 aussi. Par la proposition 11.46, il vient fs ∈ m[T1, . . . , Td] ;
mais K ∩m = 0 dans A, d’où fs = 0, contradiction. □
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Théorème 11.48. Soit (A,m) un anneau local noethérien de dimension d. Les conditions
suivantes sont équivalentes :

(a) Il existe un isomorphisme de k(m)-algèbres graduées :

k(m)[T1, . . . , Td] ≃ G(A,m).

(b) dimk(m) m/m
2 = d.

(c) m est engendré par un système de paramètres de A.

Démonstration. Evidemment (a)⇒ (b), et par la proposition 3.51 on a (b)⇒ (c).
(c) ⇒ (a) : On choisit un système de paramètres x1, . . . , xd de A qui engendre m,

et on définit l’application ϕ : k(m)[T1, . . . , Td] → G(A,m) comme dans la preuve de
la proposition 11.46 ; évidemment ϕ est surjective. Soit f ∈ Ker(ϕ), et écrivons f =∑n
s=0 fs, où fs est la composante homogène de f de degré s, pour tout s = 0, . . . , n ;

comme ϕ est un homomorphisme d’anneaux gradués, on voit aisément que chaque fs
est dans le noyau de ϕ. Pour s = 0, . . . , n choisissons fs ∈ A[T1, . . . , Td] homogène de
degré s qui relève fs ; il vient fs(x1, . . . , xd) ∈ ms+1 pour tout s = 0, . . . , n. D’après la
proposition 11.46 on a alors fs ∈ m[T1, . . . , Td], donc fs = 0 pour chaque s = 0, . . . , n.
Ainsi, f = 0, donc ϕ est injective, d’où l’assertion. □

Définition 11.49. Un anneau local noethérien qui vérifie les conditions équivalentes du
théorème 11.48 est dit local régulier.

Proposition 11.50. (i) Tout anneau local régulier est intègre.
(ii) Soit A un anneau local noethérien de dimension 1 (resp. 0). Alors A est un anneau

de valuation discrète (resp. un corps) ⇔ A est régulier.

Démonstration. (i) : Cela suit du corollaire 9.106(ii) et de l’exercice 9.69.
(ii) : Cela découle aussitôt du théorème 11.48. □

Exemple 11.51. Soient K un corps algébriquement clos, A une K-algèbre intègre de
type fini. On peut généraliser de la façon suivante la remarque 7.53(ii) : l’ensemble

Reg(A) := {p ∈ MaxA |Ap est régulier}
est ouvert dans MaxA. En effet, soit d := tr.deg(Frac(A)/K) ; compte tenu du problème
6.82(i), on voit que Reg(A) = {m ∈ MaxA | e(m) := dimk(m) m/m

2 = d}. On raisonne
maintenant comme dans la remarque 7.53(ii) : on choisit une présentation

A = K[X1, . . . , Xn]/(R1, . . . , Rm)

et on dénote J la matrice Jacobienne (∂Ri/∂Xj | i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n) ; on sait que
e(m) = n − rk J(m), où J(m) dénote l’image de J dans l’anneau des matrices de taille
m× n, à coefficients dans k(m). Notons aussi que e(m) ≥ d pour tout m ∈ MaxA, grâce
au corollaire 11.29 et au problème 6.82(i). Donc, m ∈ Reg(A) si et seulement si J admet
un mineur de taille (n− d)× (n− d) dont le déterminant D est inversible dans le corps
résiduel k(m), et il suffit de remarquer que :

m ∈ MaxA[D−1] ⊂ Reg(A).

11.3.1. Suites régulières et suites quasi-régulières. On poursuivra l’étude des anneaux ré-
guliers dans les sections suivantes ; toutefois, la preuve du théorème 11.48 suggère l’intérêt
de regarder plus systématiquement les suites d’éléments vérifiant la condition d’indépen-
dance algébrique mise en évidence par la proposition 11.46. Pour cela, considérons plus
généralement un anneau A, un A-module M , et une suite finie x• := (x1, . . . , xn) d’élé-
ments de A. Soit I ⊂ A l’idéal engendré par x•, et munissons M de sa filtration I-adique
F• := (Fk | k ∈ Z), i.e. Fk := IkM et F−k :=M pour tout k ∈ N ; rappelons que le groupe
gradué G(M) associé à (M,F•) est naturellement un G(A, I)-module gradué (remarque
9.109(i)). Soient A0 := A/I, M0 :=M/IM , A0[T•] := A0[T1, . . . , Tn], et

ϕ : A0[T•]→ G(A, I) Ti 7→ xi ∈ I/I2 (i = 1, . . . , n)
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l’homomorphisme surjectif d’anneaux gradués associé à x•, comme dans la preuve de la
proposition 11.46. Par restriction de scalaires suivant ϕ, le G(A, I)-module G(M) devient
alors un A0[T•]-module gradué, d’où une surjection A0[T•]-linéaire :

ϕM :M0[T•] :=M0 ⊗A0 A0[T•]→ G(M) m⊗ P 7→ ϕ(P ) ·m.

Définition 11.52. Dans la situation du §11.3.1 :
(i) On dit que la suite x• est M -quasi-régulière, si ϕM est un isomorphisme.

(ii) Si n = 0, la suite (vide) x• est M -régulière. Pour n > 0, on dit que x• est
M -régulière si x1 est M -régulier, et si la suite (x2, . . . , xn) est M/x1M -régulière.
(iii) On dit que x• est proprement M -régulière, si elle est M -régulière et si M0 ̸= 0.
(iv) On dit aussi que x• est une suite régulière de A, si elle est A-régulière.

Remarque 11.53. (i) Avec la notation du §11.3.1, noter qu’on peut représenter tout
élément de M0[T•] par un polynôme P (T•) =

∑
ν∈Nn mνT

ν
• à coefficients mν ∈M0 ; avec

cette présentation, on a ϕM (P ) = P (x•) :=
∑
ν∈Nn x

ν1
1 · · ·xνnn mν .

(ii) De même, M [T•] := M ⊗A A[T•] peut se représenter comme le A-module des
polynômes P (T•) à coefficients dans M . Avec cette notation, noter que si P est homogène
de degré s, alors l’image P de P dans M0[T ] est dans le noyau de ϕM ⇔ P (x•) ∈ Is+1M .
Par suite, x• est M -quasi-régulière ⇔ pour tout s ∈ N et tout P ∈ M [T•] homogène de
degré s avec P (x•) ∈ Is+1M , on a P ∈ IM [T•].

(iii) En outre : x• est M -quasi-régulière ⇔ pour tout s ∈ N et tout P ∈ M [T•]
homogène de degré s avec P (x•) = 0, on a P ∈ IM [T•]. En effet, la condition est
évidemment nécessaire, d’après (ii) ; d’autre part, si la condition est vérifiée, et si Q ∈
M [T•] est homogène de degré s avec Q(x•) ∈ Is+1M , alors il existe R ∈M [T•] homogène
de degré s + 1 avec Q(x•) = R(x•). Ecrivons R =

∑n
i=1 TiRi avec R1, . . . , Rn ∈ M [T•]

homogènes de degré s ; alors S := Q−
∑n
i=1 xiRi est homogène de degré s et S(x•) = 0,

d’où S ∈ IM [T•], par hypothèse. Mais alors Q = S +
∑n
i=1 xiRi ∈ IM [T•], donc x• est

M -quasi-régulière, toujours d’après (ii).

Exemple 11.54. (i) Pour tout anneau A, évidemment X• := (X1, . . . , Xn) est une suite
régulière de A[X1, . . . , Xn], et X• est proprement régulière ⇔ A ̸= 0.

(ii) Dans l’anneau Z[X] la suite (n,X) est régulière, pour tout n ∈ Z \ {0}, et elle est
proprement régulière pour tout n ∈ Z \ {−1, 0, 1}.

Proposition 11.55. Dans la situation du §11.3.1, considérons les conditions :
(a) La suite x• est M -régulière.
(b) La suite x• est M -quasi-régulière.
(c) Pour tout k = 0, . . . , n, la topologie I-adique de M/

∑k
i=1 xiM est séparée.

Alors (a)⇒(b), et si (c) est vérifiée, on a aussi (b)⇒(a).

Démonstration. Posons Mk :=M/Ik+1M pour tout k ∈ N. Remarquons d’abord :

Affirmation 11.56. Si la suite x• est M -quasi-régulière, et si a ∈ A est M0-régulier, alors
a est Mk-régulier pour tout k ∈ N.
Preuve : On raisonne par récurrence sur k. Pour k = 0 il n’y a rien à montrer ; soit donc
k > 0, et supposons que a soit Mk−1-régulier. Soit m ∈ M avec am ∈ Ik+1M . Alors
on a aussi am ∈ IkM , d’où m ∈ IkM , par hypothèse de récurrence. Par suite, il existe
P ∈ M [T•] homogène de degré k tel que m = P (x•). Or, am = aP (x•) ∈ Ik+1M , donc
aP ∈ IM [T•], d’après la remarque 11.53(ii). Mais par hypothèse, a est M0-régulier, donc
P ∈ IM [T•], et ainsi m = P (x•) ∈ Ik+1M . ♢

(a)⇒(b) : On raisonne par récurrence sur la longueur n de la suite x•. Si n = 1,
l’élément x := x1 est M -régulier par hypothèse ; or, si P (T ) ∈ M [T ] est homogène de
degré s ≥ 0, alors P = mT s avec m ∈ M , et si P (x) = 0, on a xsm = 0, d’où m = 0,
ainsi P = 0, et avec la remarque 11.53(iii), cela montre que x• est M -quasi-régulière.
Soit ensuite n > 1, et supposons que l’assertion soit déjà connue pour toute suite de
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longueur n − 1 ; en particulier, la suite x′• := (x1, . . . , xn−1) est M -quasi-régulière. Or,
soit P ∈ M [T•] homogène de degré s ≥ 0, tel que P (x•) = 0 ; on doit vérifier que
P ∈ IM [T•], et on raisonne par récurrence sur s. L’assertion est triviale pour s = 0. Soit
alors s > 0, et supposons que l’assertion soit déjà connue pour tout polynôme homogène
de degré s − 1. Ecrivons P = Q + TnR, avec Q ∈ M [T ′•] := M [T1, . . . , Tn−1] homogène
de degré s, et R ∈ M [T•] homogène de degré s − 1. Soit J ⊂ A l’idéal engendré par
x1, . . . , xn−1 ; il vient

xnR(x•) = −Q(x′•) ∈ JsM.

Mais par hypothèse, xn est M/JM -régulier, donc aussi M/JsM -régulier, d’après l’ob-
servation 11.56 ; par suite :

(∗) R(x•) ∈ JsM ⊂ IsM

et en raisonnant comme dans la remarque 11.53(iii) on trouve U ∈ IM [T•] homogène
de degré s − 1 tel que R(x•) + U(x•) = 0, d’où R + U ∈ IM [T•], par l’hypothèse de
récurrence sur s, et alors R ∈ IM [T•]. En outre, (∗) montre qu’il existe S ∈ M [T ′•]
homogène de degré s, avec R(x•) = S(x′•) ; ainsi W := Q + xnS ∈ M [T ′•] est homogène
de degré s avec W (x′•)=0 ; par l’hypothèse de récurrence sur n, on a alors W ∈ JM [T ′•],
donc Q ∈ IM [T•], et finalement P ∈ IM [T•].

(b),(c)⇒(a) : Soit J ⊂ A0[T•] l’idéal engendré par T•, munissons A0[T•] et M0[T•]
des filtrations J-adiques (voir l’exemple 9.66), et soient gr•A0[T•] et gr•M0[T•] les A0-
modules gradués associés respectifs ; noter que grkA0[T•] s’identifie naturellement avec le
A0-module libre des polynômes homogènes P (T•) de degré k à coefficients dans A0, et on
a un isomorphisme naturel grkM0[T•]

∼→M0⊗A0
grkA0[T•] ; en particulier, T1 ·grkA0[T•]

est un facteur direct de grk+1A0[T•], et le quotient

grk+1A0[T•]/T1 · grkA0[T•]
∼→ Jk+1 := Jk+1/(T1J

k + Jk+2)

est un A0-module libre, pour tout k ∈ N. D’après le problème 4.24(ii.a), on obtient alors
une suite exacte courte de A0-modules :

0→ grkM0[T•]
βk−→ grk+1M0[T•]→M0 ⊗A0

Jk+1 → 0 ∀k ∈ N

où βk est induite par la multiplication par le scalaire T1 sur le A0[T•]-module M0[T•].
Or, (b) revient à dire que ϕM induit un isomorphisme grkM0[T•]

∼→ IkM/Ik+1M , pour
tout k ∈ N ; ainsi, l’injectivité de βk se traduit par l’égalité :

(∗∗) {m ∈ IkM |x1M ∈ Ik+2M} = Ik+1M ∀k ∈ N

d’où x1IkM ∩ Ik+2M = x1I
k+1M pour tout k ∈ N. Plus précisément, on a :

Affirmation 11.57. (b) ⇒ x1M ∩ Ik+2M = x1I
k+1M ∀k ∈ N.

Preuve : Montrons, par récurrence sur t, que x1Ik−tM ∩ Ik+2M = x1I
k+1M pour tous

k, t ∈ N avec k ≥ t. Pour t = 0, l’identité est déjà connue ; soit alors t > 0, et supposons
que x1Ip−jM ∩ Ip+2M = x1I

p+1M pour tout p ≥ t − 1 et tout j = 0, . . . , t − 1 ; avec
k := p+1 et j := t− 1, il vient x1Ik−tM ∩ Ik+1M = x1I

kM , d’où x1Ik−tM ∩ Ik+2M =
x1I

kM ∩ Ik+2M = x1I
k+1M , comme souhaité. ♢

En outre (∗∗) entraîne aussitôt que AnnM (x1) =
⋂
k∈N I

kM , donc x1 est M -régulier,
si (b) et (c) sont vérifiées (exercice 9.15). Montrons maintenant que (b) et (c) entraînent
(a), par récurrence sur la longueur n de x•. Si n = 1, la preuve est déjà complète.
Soit alors n > 1, et supposons que l’assertion soit déjà connue pour tout anneau A′,
tout A′-module M ′, et toute suite x′• de longueur n − 1. Posons M ′ := M/x1M ; par
ce qui précède, il reste à vérifier que la suite x′• := (x2, . . . , xn) est M ′-régulière. Pour
cela, soient A′ := A/x1A, A0[T

′
•] := A0[T

′
2, . . . , T

′
n], et notons par I ′ ⊂ A′ l’idéal en-

gendré par l’image x′• := (x2, . . . , xn) de x′•. Munissons M ′ de la filtration I ′-adique
F ′• := (F ′k | k ∈ Z), i.e. F ′k := I ′kM ′ et F ′−k := M ′ pour tout k ∈ N, et soit G(M ′)
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le groupe gradué associé à (M ′, F ′• ). On a comme au §11.3.1 un homomorphisme d’an-
neaux gradués correspondant ϕ′ : A0[T

′
•] → G(A′, I ′) et une surjection A0[T

′
•]-linéaire

ϕM ′ : M0[T
′
•] := M0 ⊗A0

A0[T
′
•] → G(M ′). Evidemment, la topologie I ′-adique sur

chaque quotient M ′/
∑k
i=2 xiM

′ = M/
∑k
i=1 xiM coïncide avec la topologie I-adique,

et elle donc séparée, par hypothèse, i.e. la condition (c) est vérifiée pour M ′ et pour la
suite x′•. Par hypothèse de récurrence, il suffit donc de vérifier que la suite x′• est M ′-
quasi-régulière, i.e. que ϕM ′ est un isomorphisme. Or, on a un homomorphisme surjectif
évident de A0-algèbres :

p : A0[T•]→ A0[T
′
•] T1 7→ 0 Ti 7→ T ′i ∀i = 2, . . . , n

dont le noyau est l’idéal engendré par T1, et noter les identifications naturelles :

G(M)⊗A0[T•] A0[T
′
•]
∼→
⊕
k∈N

Fk
Fk+1 + x1Fk−1

G(M ′)
∼→
⊕
k∈N

Fk
Fk+1 + (x1M ∩ Fk)

.

On a en outre un diagramme commutatif de A0[T•]-modules :

M0 ⊗A0 A0[T•]
ϕM //

M0⊗A0
p
��

G(M)

q
��

M0 ⊗A0
A0[T

′
•]

ϕM′ // G(M ′)

où q est le morphisme de modules gradués induit par la projection M → M ′, qui est
évidemment un morphisme de modules filtrés (M,F•)→ (M ′, F ′• ) (remarque 9.65). Ainsi,
ϕM ′ est la composition de l’isomorphisme

ϕM ⊗A0[T•] A0[T
′
•] :M0 ⊗A0

A0[T
′
•]→ G(M)⊗A0[T•] A0[T

′
•]

et de l’application A0[T
′
•]-linéaire q′ : G(M)⊗A0[T•] A0[T

′
•]→ G(M ′) induite par q. Mais

par l’observation 11.57, on a x1Fk−1 = x1M∩Fk pour tout k ∈ N ; avec les identifications
ci-dessus on déduit que q′ est bijective, donc de même pour ϕM ′ . □

Corollaire 11.58. Soient A un anneau noethérien, M un A-module de type fini, et
x• := (x1, . . . , xn) une suite finie d’éléments de J (A). Alors x• est M -régulière si et
seulement si elle est M -quasi-régulière.

Démonstration. Soit I ⊂ J (A) l’idéal de A engendré par x• ; d’après le corollaire
9.106(ii), la topologie I-adique de tout A-module de type fini est séparée, donc l’assertion
est un cas particulier de la proposition 11.55. □

Corollaire 11.59. Soient (A,m) un anneau local régulier de dimension d > 0, et x• :=
(x1, . . . , xd) un système de générateurs de m. Alors la suite x• est A-régulière.

Démonstration. L’assertion découle aussitôt du corollaire 11.58, car la condition (a) du
théorème 11.48 entraîne que la suite x• soit A-quasi-régulière. Toutefois, on a aussi la
preuve plus directe suivante. On raisonne par récurrence sur d. Si d = 1, tout x ∈ A\{0}
est A-régulier (proposition 11.50(i)). Si d > 1, posons B := A/x1A ; par le corollaire
11.34(ii) on a dimB = d − 1, et évidemment l’image x• dans B de la suite (x2, . . . , xd)
engendre l’idéal maximal. Donc, B est régulier ; par hypothèse de récurrence, x• est alors
B-régulière, et finalement x• est A-régulière. □

Problème 11.60. Soient A un anneau noethérien, p ⊂ A un idéal premier, et r := ht(p) ;
on suppose que p soit engendré par un système de r éléments x1, . . . , xr.

(i) Si A est local, montrer que A est intègre, et x• est une suite A-régulière.
(ii) Si A n’est pas local, montrer qu’il existe une matrice (aij | i, j = 1, . . . , r) d’éléments

de A avec aij = 0 pour 1 ≤ j < i ≤ r et aii = 1 pour i = 1, . . . , r, telle que la suite
(yi :=

∑r
j=1 aijxj | i = 1, . . . , r) soit A-régulière et génératrice de p.
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Exercice 11.61. (i) Soient f : A → B un homomorphisme d’anneaux, M un A-
module, N un B-module, x• := (x1, . . . , xr) une suite finie d’éléments de A, et posons
f(x•) := (f(x1), . . . , f(xr)). Montrer les assertions suivantes :

(a) Si N[f ] est un A-module plat, et si la suite x• est M -régulière, alors la suite
f(x•) est N ⊗AM -régulière.

(b) Si N[f ] est un A-module fidèlement plat, alors la suite x• est M -régulière (resp.
proprement M -régulière) si et seulement si la suite f(x•) est N ⊗A M -régulière (resp.
proprement N ⊗AM -régulière).

(ii) Soient A un anneau, A′ et B deux A-algèbres, M un B-module, x• := (x1, . . . , xn)
une suite M -régulière d’éléments de B ; posons B′ := A′ ⊗A B, M ′ := A′ ⊗A M , x′i :=
1 ⊗ xi ∈ B′ pour i = 1, . . . , n. Supposons que Mi := M/

∑i
j=1 xjM soit un A-module

plat pour i = 1, . . . , n. Montrer que la suite x′• := (x′1, . . . , x
′
n) est M ′-régulière, et que

M ′i :=M ′/
∑i
j=1 x

′
jM
′ est un A′-module plat pour i = 1, . . . , n.

Proposition 11.62. Soient f : (A,m) → (B, n) un homomorphisme local d’anneaux
locaux noethériens, M un B-module de type fini, x• := (x1, . . . , xn) une suite d’éléments
de n, et x• l’image de x• dans B⊗Ak(m). Posons Mi :=M/

∑i
j=1 xiM pour i = 1, . . . , n.

Les conditions suivantes sont équivalentes :
(a) La suite x• est M -régulière, et Mi est un A-module plat pour i = 1, . . . , n.
(b) La suite x• est M -régulière, et Mn est un A-module plat.
(c) La suite x• est M ⊗A k(m)-régulière, et M est un A-module plat.

Démonstration. Evidemment (a)⇒(b).
(b)⇒(a) : Par récurrence sur i = n, . . . , 1, on est ramené à vérifier :

Affirmation 11.63. Si N est un B-module de type fini, si x ∈ n est N -régulier, et si
N/xN est un A-module plat, alors N est un A-module plat.
Preuve : Considérons la suite exacte courte

0→ xiN/xi+1N → N/xi+1N → N/xiN → 0 ∀i ∈ N
et noter que xiN/xi+1N est isomorphe à N/xN pour tout i ∈ N, car x est N -régulier. Par
récurrence sur i, on conclut que chaque N/xiN est un A-module plat (exercice 8.129(i)).
L’assertion découle alors de la remarque 10.51(i). ♢

(a)⇒(c) : D’après l’exercice 11.61(ii), la suite x• est M ⊗A k(m)-régulière. Ensuite,
puisque M1 est un A-module plat, et que x1 est M -régulier, l’observation 11.63 nous dit
que M est un A-module plat.

(c)⇒(a) : Posons M0 := M et gi := xi+1 · IdMi pour i = 0, . . . , n − 1 ; vérifions par
récurrence sur i = 0, . . . , n, que Mi est un A-module plat. Pour i = 0, cela est connu
par hypothèse ; soit alors i > 0, et supposons que Mi−1 soit un A-module plat. Par
hypothèse, gi−1 ⊗A k(m) est un endomorphisme injectif de Mi−1 ⊗A k(m), donc gi−1 est
injectif et Mi est un A-module plat, en vertu de l’exercice 10.53. La preuve montre aussi
que chaque gi est injectif, i.e. la suite x• est M -régulière. □

Corollaire 11.64. Soient f : (A,m)→ (B, n) un homomorphisme local d’anneaux locaux
noethériens, M un B-module de type fini, x• := (xi | i = 1, . . . , n) une suite A-régulière
d’éléments de m ; posons I :=

∑n
i=1Axi, A0 := A/I, et M0 := M/IM . Les conditions

suivantes sont équivalentes :
(a) M[f ] est un A-module plat.
(b) M0 est un A0-module plat et la suite x• est M -régulière.

Démonstration. (a)⇒(b) d’après l’exercice 11.61(i.a) et la remarque 3.74(vi).
(b)⇒(a) : Cela découle aussitôt de la proposition 11.62. □

Proposition 11.65. Soient (A,m) un anneau local noethérien, M ̸= 0 un A-module
de type fini. Alors, toute suite M -régulière (x1, . . . , xr) d’éléments de m fait partie d’un
système de paramètres pour M .
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Démonstration. On raisonne par récurrence sur r. Si r = 0, il n’y a rien à montrer. Soit
alors r > 0, et supposons que l’assertion soit déjà connue pour tout A-module M et toute
suite proprement M -régulière de longueur r − 1. En particulier, la suite (x1, . . . , xr−1)
fait partie d’un système de paramètres pour M ; posons N :=M/(x1M + · · ·+ xr−1M).
D’après le corollaire 11.31, on a dimN = dimM − r + 1. En outre, par hypothèse
xr est N -régulier, donc xr /∈

⋃
p∈AssA(N) p (corollaire 7.8(iii)). Rappelons que AssA(N)

contient les éléments minimaux du support de N (corollaire 7.8(v.a)), et en particulier,
si p ∈ SuppA(N) et si dimA/p = dimN , alors p ∈ AssA(N). Au vu du corollaire 11.32,
il vient par suite : dimN/xrN = dimN − 1 = dimM − r. La conclusion résulte donc du
corollaire 11.31. □

Définition 11.66. (i) Soient A un anneau, I ⊂ A un idéal, et M un A-module de type
fini. La I-profondeur de M , notéé :

prof(I,M)

est la borne supérieure des longueurs des suites M -régulières formées d’éléments de I. Si
(A,m) est local, on appelle profA(M) := prof(m,M) la profondeur de M .

(ii) Soit x• := (x1, . . . , xr) une suite M -régulière d’éléments de I, et posons M0 :=
M/

∑r
i=1 xiM ; on dit que x• est I-maximale si prof(I,M0) = 0.

Remarque 11.67. (i) Dans la situation de la définition 11.66(i), noter que si M = 0, alors
prof(I,M) = +∞, car toute suite finie d’éléments de I est 0-régulière.

(ii) Si en outre, A est noethérien, on a les équivalences :

prof(I,M) = 0 ⇔ AssA(M) ∩ V (I) ̸= ∅ ⇔ HomA(A/I,M) ̸= 0.

En effet, prof(I,M) = 0 ⇔ I ⊂
⋃

p∈AssA(M) p (corollaire 7.8(iii)), et puisque l’ensemble
AssA(M) est fini (théorème 7.18(iii)), la proposition 1.58 entraîne la première équivalence.
Ensuite, l’isomorphisme naturel

HomA(A/I,M)
∼→ AnnM (I)

montre que HomA(A/I,M) ̸= 0 ⇒ prof(I,M) = 0 ; de l’autre côté, si p ∈ AssA(M) ∩
V (I), il existe x ∈M tel que AnnA(x) = p (corollaire 7.8(ii)), et donc AnnM (I) ̸= 0.

(iii) En particulier, pour (A,m) local noethérien, on a profA(M) = 0⇔ m ∈ AssA(M)
⇔ HomA(k(m),M) ̸= 0. D’autre part, la proposition 11.65 donne :

prof(I,M) ≤ profA(M) ≤ dimM si I ⊂ m et si M ̸= 0.

(iv) Si M ̸= IM , toute suite M -régulière d’éléments de I est proprement M -régulière.
De plus, tout suite M -régulière I-maximale (x1, . . . , xr) est proprement M -régulière, car
si prof(I,M/

∑r
i=1 xiM) = 0, alors M/

∑r
i=1 xiM ̸= 0, par (i).

Exercice 11.68. Soient A un anneau noethérien, I ⊂ A un idéal, M un A-module de
type fini avec M ̸= IM , et (x1, . . . , xr) une suite M -régulière d’éléments de I. Montrer
qu’il existe s ∈ N et xr+1, . . . , xr+s ∈ I tels que la suite (x1, . . . , xr+s) soit M -régulière
I-maximale.

Proposition 11.69. Soient A un anneau noethérien, I ⊂ A un idéal, M un A-module
de type fini, et M0 :=M/IM . Alors on a :

(i) Si M0 ̸= 0, toutes les suites M -régulières I-maximales ont la même longueur.
(ii) prof(I,M) = inf(n ∈ N |ExtnA(A/I,M) ̸= 0).
(iii) prof(I,M) = +∞⇔M0 = 0⇔ SuppA(M) ∩ V (I) = ∅.

Démonstration. (i) : Soit (x1, . . . , xr) une suite M -régulière d’éléments de I, et posons
M := M/(x1M + · · · + xrM) ; compte tenu de la remarque 11.67(ii) et de l’exercice
11.68, il suffit de montrer que les A-modules ExtrA(A/I,M) et HomA(A/I,M) sont iso-
morphes. On raisonne par récurrence sur r. Pour r = 0, on a l’isomorphisme naturel
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HomA(A/I,M)
∼→ Ext0A(A/I,M) de l’exercice 7.63(iii). Soit ensuite r > 0, et suppo-

sons d’avoir déjà exhibé un tel isomorphisme, pour tout A-module de type fini N , et
toute suite N -régulière d’éléments de I, de longueur r − 1. On pose N := M/x1M , de
sorte que (x2, . . . , xr) est une suite N -régulière. Par hypothèse de récurrence, on a un
isomorphisme :

HomA(A/I,M)
∼→ HomA(A/I,N/(x2N + · · ·+ xrN))

∼→ Extr−1A (A/I,N).

De l’autre côté, la suite exacte 0→M
x1−→M → N → 0 induit une suite exacte :

Extr−1A (A/I,M)→ Extr−1A (A/I,N)
δr−1

−−−→ ExtrA(A/I,M)
x1−→ ExtrA(A/I,M)

(remarque 7.71). En vertu de l’hypothèse de récurrence, Extr−1A (A/I,M) est isomorphe
à HomA(A/I,M/(x1M + · · · + xr−1M)), qui est nul, car (x1, . . . , xr−1) n’est pas I-
maximale (remarque 11.67(ii)). Noter en outre que ExtrA(A/I,M) est un A/I-module,
donc la multiplication par le scalaire x1 est l’endomorphisme nul sur ce module. Ainsi,
δr−1 est un isomorphisme, d’où l’assertion.

(iii) : Si prof(I,M) = +∞, alors M0 = 0, d’après (i) et l’exercice 11.68. De l’autre
côté, si M0 = 0, il existe a ∈ I tel que (1+ a)M = 0 (corollaire 3.48), et pour tout r ∈ N
la suite constante (a, . . . , a) de longueur r est alors M -régulière, d’où prof(I,M) = +∞.
Ensuite, on a M0 = 0⇔ SuppA(M0) = ∅ d’après la remarque 3.58(i), et SuppA(M0) =
V (I) ∩ SuppA(M), d’après l’exercice 3.64(ii.a).

(ii) : La preuve de (i) montre l’identité souhaitée si M0 ̸= 0. Compte tenu de (iii), il
reste à vérifier que si M0 = 0, alors Ei := ExtiA(A/I,M) = 0 pour tout i ∈ N. Mais on
vient de voir que si M0 = 0, il existe a ∈ I tel que (1+a)M = 0, donc 1+a ∈ AnnA(Ei) ;
de l’autre côté, Ei est un A/I-module, donc (1 + a) · IdEi = IdEi pour tout i ∈ N, d’où
l’assertion. □

Corollaire 11.70. Dans la situation de la proposition 11.69, on a :
(i) Pour toute suite M -régulière (x1, . . . , xr) d’éléments de I on a :

prof(I,M/(x1M + · · ·+ xrM)) = prof(I,M)− r.

(ii) prof(I,M) ≤ inf(dimA/p | p ∈ AssA(M)) ≤ dimM , si M ̸= IM .
(iii) Soient Â et M̂ les complétions I-adiques de A et M ; alors :

prof(IÂ, M̂) = prof(I,M).

Démonstration. (i) : On se ramène aussitôt au cas où r = 1. En outre, l’assertion découle
aisément de la proposition 11.69(iii), si M = IM . Soit alors M ̸= IM ; si (y1, . . . , yn)
est une suite M/x1M -régulière I-maximale, la suite (x1, y1, . . . , xn) est M -régulière I-
maximale, donc il suffit d’invoquer la proposition 11.69(i).

(ii) : On raisonne par récurrence sur n := prof(I,M). L’assertion est triviale si n = 0.
Remarquons ensuite :

Affirmation 11.71. Soit t ∈ A un élément M -régulier ; on a :

Max(V (p+At)) ⊂ AssA(M/tM) ∀p ∈ AssA(M).

Preuve : Rappelons que Max(V (p + At)) est l’ensemble des idéaux premiers minimaux
parmi ceux qui contiennent p + tA (exemple 4.65(iii)). Soit Σ := AssA(M) ; d’après
l’exercice 7.19, il existe une suite exacte de A-modules

(∗) 0→M ′ →M →M ′′ → 0

telle que AssA(M ′) = {p} et AssAM
′′ = Σ\{p}, et avec le corollaire 7.8(iii), il s’ensuit que

tout élément M -régulier est aussi M ′′-régulier. Considérons le diagramme commutatif à
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lignes exactes courtes :

0 // M ′ //

��

M //

��

M ′′ //

��

0

0 // M ′ // M // M ′′ // 0

dont les flèches verticales sont les multiplications par le scalaire t. Par le lemme du
serpent, (∗) induit alors une suite exacte courte :

0→M ′/tM ′ →M/tM →M ′′/tM ′′ → 0.

Ainsi, AssA(M ′/tM ′) ⊂ AssA(M/tM). Mais on a SuppA(M
′) = V (p) (corollaire 7.8(v.a))

et donc SuppA(M
′/tM ′) = SuppA(M ⊗A A/tA) = V (p) ∩ V (t) = V (p + At) (exercice

7.21). Par suite, Max(V (p+At)) ⊂ AssA(M
′/tM ′) (corollaire 7.8(v.a)), d’où l’assertion.

♢

Or, soit x ∈ I un élément M -régulièr avec M/xM ̸= 0 ; d’après (i), il vient

profA(M/xM) = n− 1

et d’après l’observation 11.71, pour tout p ∈ AssA(M) il existe p′ ∈ AssA(M/xM) avec
p + Ax ⊂ p′. Mais x /∈ p, car x est M -régulier (remarque 7.21(iii)), d’où dimA/p′ <
dimA/p. En outre, par hypothèse de récurrence on a n−1 ≤ dimA/p′, donc n ≤ dimA/p,
pour tout p ∈ AssA(M), CQFD.

(iii) Si prof(I,M) = +∞, on a M = IM (proposition 11.69(iii)), d’où M̂ = 0,
et ainsi prof(I, M̂) = +∞. On peut donc supposer que prof(I,M) < +∞. D’après
la proposition 9.102(i) et le corollaire 9.103(i), Â est une A-algèbre plate, et on a une
identification naturelle : Â ⊗A M

∼→ M̂ . Soit x• := (x1, . . . , xr) une suite M -régulière
d’éléments de I, et notons par x′• := (x′1, . . . , x

′
r) l’image de x• dans IÂ ; soient aussi

M0 :=M/
∑r
i=1 xiM et M̂0 := M̂/

∑r
i=1 x

′
iM̂

∼→ Â⊗AM0. D’après l’exercice 11.61(i.a),
la suite x′• est M̂ -régulière ; en outre, HomA(A/I,M0) est un A/I-module, et on a une
identification naturelle : A/IA ∼→ Â/IÂ

∼→ Â ⊗A A/I (lemme 9.101(i,ii)), d’où des
isomorphismes A-linéaires :

HomA(A/I,M0)
∼→ Â⊗A HomA(A/I,M0)

∼→ HomÂ(Â/IÂ, M̂0)

(exercice 4.110(ii)). Ainsi, x• est M -régulière I-maximale ⇔ x′• est M̂ -régulière IÂ-
maximale (remarque 11.67(ii)), et on conclut avec la proposition 11.69(i). □

Exercice 11.72. Soit (A,m) un anneau local noethérien, intègre et intégralement clos,
avec dimA ≥ 2. Montrer que profA(A) ≥ 2.

Problème 11.73. Soient A un anneau noethérien, f : A → B une A-algèbre, M un
B-module tel que M[f ] soit un A-module de type fini. Montrer que :

(i) dimM = dimM[f ].
(ii) prof(I,M[f ]) = prof(IB,M) pour tout idéal I ⊂ A.

(iii) Si (A,m), (B, n) sont locaux, et si f est local, profB(M) = profA(M[f ]).

Exercice 11.74. SoientA un anneau, I, J ⊂ A deux idéaux,M unA-module, (x1, . . . , xr)
une suite M -régulière d’éléments de A, et k1, . . . , kr ∈ N \ {0}.

(i) Montrer que la suite (xk11 , . . . , x
kr
r ) est M -régulière.

(ii) On suppose que V (I) = V (J) ; déduire de (i) que prof(I,M) = prof(J,M).

L’exercice 11.74(ii) montre que la I-profondeur d’un A-module M ne dépend que
de M et de la partie fermée Z := V (I) ; par suite, on écrit aussi prof(Z,M) au lieu
de prof(I,M), et on appelle parfois cet invariant Z-profondeur de M . La Z-profondeur
d’un anneau A (relative à une partie fermée donnée Z ⊂ SpecA) encode des propriétés
géométriques subtiles de SpecA, très importantes pour l’étude des propriétés fines des



718 ê Verseau

schémas. Le problème suivant peut fournir un aperçu des intéractions entre Z-profondeur
et géométrie du spectre premier.

Problème 11.75. Montrer la généralisation suivante du problème 3.36. Soient A un
anneau, Z ̸= ∅ une partie fermée de X := SpecA avec prof(Z,A) ≥ 2, et U := X \ Z ;
soit en outre j : U → X l’inclusion. Alors on a :

(i) La partie ouverte U de X n’est pas représentable (voir la remarque 3.34(ii)).
(ii) Si en outre, Z est constructible dans X, l’unité d’adjonction OX → ȷ̃∗ȷ̃

−1OX est
un isomorphisme.
(iii) Sous les hypothèses de (ii), si X est connexe, il en est de même pour U .

Proposition 11.76. Soient f : (A,m) → (B, n) un homomorphisme local d’anneaux
locaux noethériens, M un A-module de type fini, N un B-module de type fini, tel que
N[f ] soit un A-module plat. Alors on a :

profB(N ⊗AM) = profA(M) + profB/mB(N/mN).

Démonstration. On peut supposer queM,N ̸= 0 ; alorsN/mN ̸= 0 (corollaire 3.49), et en
outre n′ := profA(M) et n′′ := profB/mB(N/mN) sont des entiers, d’après la proposition
11.69(iii). On pose p := profB(N ⊗AM), et on raisonne par récurrence sur n := n′+n′′.
Si n = 0, on a n′ = n′′ = 0, donc m ∈ AssA(M) et n/mB ∈ AssB/mB(N/mN), i.e.
n ∈ AssB(N/mN) (remarque 11.67(ii)) ; par suite, n ∈ AssB(N⊗AM) (théorème 7.23(ii)),
d’où p = 0 (remarque 11.67(ii)).

Soit alors n > 0, et supposons que l’identité souhaitée soit déjà connue pour tout A-
module M ′ et tout B-module N ′ tel que N ′[f ] soit un A-module plat, et avec profA(M

′)+

profB/mB(N
′/mN ′) < n. Supposons d’abord que n′ > 0, i.e. qu’il existe x ∈ m qui soit

M -régulier ; posons A′ := A/xA,B′ := B/xB,M ′ := M/xM , f ′ : A′ ⊗A f : A′ → B′,
et N ′ := N/xN . On a des identifications naturelles : B′/mB′ = B/mB et N ′/mN ′ =
N/mN , car x ∈ m, et un isomorphisme B′-linéaire

(N ⊗AM)/x(N ⊗AM)
∼→ N ′ ⊗A′ M ′.

En outre, comme x est M -régulier, il est aussi N⊗AM -régulier, car N[f ] est un A-module
plat (exercice 11.61(i.a)). Compte tenu du corollaire 11.70(i), il vient :

profA′(M
′) = n′ − 1 profB′/mB′(N

′/mN ′) = n′′ profB′(N
′ ⊗A′ M ′) = p− 1.

Mais N ′[f ′] est un A′-module plat (remarque 3.74(vi)) ; par hypothèse de récurrence, on
a alors p− 1 = n′ − 1 + n′′, d’où l’assertion, dans ce cas.

En dernier lieu, supposons que n′′ > 0, i.e. il existe y ∈ B qui soit N/mN -régulier ;
d’après la proposition 11.62, y est alors aussi N -régulier, et N ′ := N/yN est un A-module
plat. En outre, on a des identifications naturelles

(N ⊗AM)/y(N ⊗AM)
∼→ N ′ ⊗AM (N ⊗A k(m))/y(N ⊗A k(m))

∼→ N ′ ⊗A k(m)

et une suite exacte 0→ N
y−→ N → N ′ → 0 de B-modules ; le problème 4.24(ii.a) montre

alors que y est N ⊗AM -régulier. Avec le corollaire 11.70(i), il vient :

profB/mB(N
′/mN ′) = n′′ − 1 et profB(N

′ ⊗AM) = p− 1

et p− 1 = n′ + n′′ − 1, par hypothèse de récurrence ; cela achève la preuve. □

Définition 11.77. Soient (A,m) un anneau local noethérien, M un A-module de type
fini. On dit que M est de Cohen-Macaulay si M = 0 ou si M ̸= 0 et dim M = profA(M).
On dit que A est un anneau de Cohen-Macaulay, si le A-module A est de Cohen-Macaulay.

Exemple 11.78. (i) Soient A,M comme dans la définition 11.77. Avec le théorème
11.25, on a : 0 < lA(M) < +∞⇔ dimM = 0⇒M est de Cohen-Macaulay.

(ii) Si en outre (A,m) est réduit et dimA = 1, noter que m /∈ AssA(A), car sinon
on aurait a ∈ m \ {0} avec m · a = 0 (corollaire 7.8(ii)), et en particulier a2 = 0, une
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contradiction. Il s’ensuit que profA(A) > 0 (remarque 11.67(iii)), et avec le corollaire
11.70(ii), on conclut que A est un anneau de Cohen-Macaulay.

(iii) L’exercice 11.72 et le corollaire 11.70(ii) montrent que si A est intègre et intégra-
lement clos et si dimA = 2, alors A est de Cohen-Macaulay.

(iv) Soient I ⊂ m un idéal, Â et M̂ les complétions I-adiques de A etM . AlorsM est un
A-module de Cohen-Macaulay si et seulement si M̂ est un Â-module de Cohen-Macaulay
(corollaires 11.36 et 11.70(iiii)).

(v) Soit f : B → A un homomorphisme local d’anneaux locaux noethériens, et
supposons que M[f ] soit un B-module de type fini. D’après le problème 11.73(i,iii), le
A-module M est de Cohen-Macaulay ⇔ le B-module M[f ] est de Cohen-Macaulay.

Corollaire 11.79. Sous les hypothèses de la proposition 11.76, supposons en outre que
M,N ̸= 0. On a :

(i) N ⊗AM est un B-module de Cohen-Macaulay ⇔ M est un A-module de Cohen-
Macaulay et N/mN est un B/mB-module de Cohen-Macaulay.

(ii) En particulier, si f : (A,m) → (B, n) est fidèlement plat, alors B est un anneau
de Cohen-Macaulay si et seulement s’il en de même pour A et pour B/mB.

Démonstration. (i) découle de la proposition 11.76, du corollaire 11.39(ii), et de la re-
marque 11.67(iii). Pour (ii), noter que B/mB ̸= 0, car f est local ; l’assertion est alors
un cas particulier de (i). □

Lemme 11.80. (i) Soient A un anneau local noethérien, M ̸= 0 un A-module de
Cohen-Macaulay. Alors on a dimA/p = dimM pour tout p ∈ AssA(M).

(ii) En particulier, aucun idéal premier associé à M n’est immergé.

Démonstration. Soit Σ := AssA(M) ; on a profA(M) ≤ inf(dimA/p | p ∈ Σ) d’après le
corollaire 11.70(ii), et d’autre part, sup(dimA/p | p ∈ Σ) = dimM , car SuppA(M) est
l’adhérence de Σ dans SpecA (corollaire 7.8(v.a)), d’où les assertions. □

Proposition 11.81. Soient (A,m) un anneau noethérien, M ̸= 0 un A-module de
Cohen-Macaulay, x• := (x1, . . . , xr) une suite d’éléments de m, et N := M/(x1M +
· · ·+ xrM). Les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) La suite x• est M -régulière.
(b) dimN = dimM − r.
(c) La suite x• fait partie d’un système de paramètres pour M .

En outre, si ces conditions sont vérifiées, N est un A-module de Cohen-Macaulay.

Démonstration. On sait déjà que (b)⇔(c) pour tout A-module M ̸= 0 de type fini
(corollaire 11.31), et que (a)⇒(c) (proposition 11.65).

(c)⇒(a) : On raisonne par récurrence sur r. Pour r = 0, il n’y a rien à montrer. Si
r = 1, posons d := dimM , et noter que Σ := {p ∈ SuppAM | dimA/p = d} = AssAM ,
d’après le lemme 11.80 ; d’autre part, on sait déjà que dimM/x1M = d−1 (car (c)⇒(b)),
donc x1 /∈

⋃
p∈Σ p (corollaire 11.32), par suite x1 est M -régulier (corollaire 7.8(iii)), et

profA(M/x1M) = profA(M)−1 = d−1 (corollaire 11.70(i)), donc M/x1M est de Cohen-
Macaulay. Soit ensuite r > 1, et supposons que l’assertion soit déjà connue pour toute
suite de r − 1 éléments de m ; comme x1 fait partie d’un système de paramètres pour
M , on vient de voir que x1 est M -régulier et M ′ := M/x1M est de Cohen-Macaulay
avec dimM ′ = d − 1. En outre, il existe xr+1, . . . , xd ∈ m tels que x1, . . . , xd soit un
système de paramètres pour M , donc x2, . . . , xd est un système de paramètres pour M ′.
Par hypothèse de récurrence, N = M ′/(x2M

′ + · · · + xrM
′) est alors un A-module de

Cohen-Macaulay de dimension d− r, et la suite x2, . . . , xr est M ′-régulière, d’où (a). □

Proposition 11.82. Soient A un anneau local noethérien, M un A-module de Cohen-
Macaulay, et p ∈ SuppAM . Alors on a :

(i) dimAM = dimA(M/pM) + prof(p,M).
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(ii) Mp est un Ap-module de Cohen-Macaulay et profAp
(Mp) = prof(p,M).

Démonstration. (i) : On raisonne par récurence sur r := prof(p,M). Si r = 0, il existe q ∈
AssA(M) tel que p ⊂ q (remarque 11.67(ii)), et puisque M est de Cohen-Macaulay, q est
un point maximal de SuppAM et dimA/q = d := dimM (lemme 11.80(i,ii) et corollaire
7.8(v.a)) ; par suite, p = q et dimA/p = d. D’autre part, SuppA(M/pM) = SuppA(M)∩
V (p) = V (p) (exercice 3.64(ii.a)), d’où dimA(M/pM) = dimA/p. Soit ensuite r > 0,
et supposons que l’identité de (i) soient déjà connue pour tout A-module de Cohen-
Macaulay N tel que prof(p, N) = r−1 ; par hypothèse, p contient un élément M -régulier
x, et N :=M/xM est un A-module de Cohen-Macaulay avec dimN = d−1 (proposition
11.81) ; en outre, prof(p, N) = r − 1 (corollaire 11.70(i)). Evidemment, p ∈ SuppAN et
N/pN = M/pM ; par hypothèse de récurrence, dimAN = dimA(N/pN) + prof(p, N) =
dimA(M/pM) + prof(p,M)− 1, d’où l’identité souhaitée pour M .

(ii) : Soit x• := (x1, . . . , xr) une suite M -régulière p-maximale d’éléments de p, et
notons par x′• l’image de x• dans Ap. Comme Ap est une A-algèbre plate (remarque
3.74(i)), et en vertu de l’isomorphisme naturel Ap ⊗AM

∼→ Mp (voir le §3.3.2), la suite
x′• est Mp-régulière (exercice 11.61(i.a)), d’où :

profAp
(Mp) ≥ prof(p,M).

De l’autre côté, munissons T := SuppAM de la topologie induite par l’inclusion dans
SpecA ; alors T est un espace spectral (exemple 4.58), et SuppA(M/pM) = T ∩ V (p) =
V (p) est l’adhérence de {p} dans T (exercice 3.64) ; en outre, avec la remarque 3.58(iii),
SuppAp

(Mp) s’identifie naturellement avec T (p) (notation de l’exemple 4.65(i)). Au vu
de (i) et de la remarque 4.75(ii), il vient alors :

prof(p,M) = dimAM − dimA(M/pM) ≥ dimAp
(Mp).

Mais on a profAp
(Mp) ≤ dimAp

(Mp) (corollaire 11.70(ii)), d’où l’assertion. □

Définition 11.83. Soient A un anneau noethérien, M un A-module de type fini. On dit
que M est de Cohen-Macaulay (resp. que A est de Cohen-Macaulay) si Mp est un Ap-
module de Cohen-Macaulay (resp. si Ap est de Cohen-Macaulay) pour tout p ∈ SpecA.
En vertu de la proposition 11.82(ii), cette définition coïncide avec la définition 11.77,
lorsque A est local. Evidemment, si M (resp. A) est de Cohen-Macaulay, S−1M est un
S−1A-module de Cohen-Macaulay (resp. S−1A est un anneau de Cohen-Macaulay), pour
toute partie S ⊂ A.

Corollaire 11.84. Si A est un anneau de Cohen-Macaulay, l’anneau A[T1, . . . , Tn] est
de Cohen-Macaulay pour tout n ∈ N.

Démonstration. Par récurrence sur n ∈ N, on se ramène au cas où n = 1. Soient alors
q ∈ SpecA[T ], et p := A ∩ q ; on doit vérifier que A[T ]q est de Cohen-Macaulay. Puisque
q′ := qAp[T ] ∈ SpecAp[T ] et A[T ]q = (Ap[T ])q′ , quitte à remplacer A par Ap et q par
q′, on peut supposer que (A, p) soit local et que l’homomorphisme induit A → A[T ]q
soit local ; en outre, puisque A[T ] est un A-module libre, A[T ]q est une A-algèbre plate
(remarque 3.74(i,iv) et exercice 3.76(ii)), et on est alors ramené à montrer que B :=
k(p)⊗A A[T ]q est de Cohen-Macaulay (corollaire 11.79(ii)). Mais B est une localisation
de k(p)[T ], donc il suffit de montrer que k(p)[T ] est de Cohen-Macaulay ; or, ce dernier
est intègre et de dimension un, donc l’assertion découle de l’exemple 11.78(ii). □

Théorème 11.85. (i) Soit A un anneau noethérien, et supposons qu’il existe un A-
module de Cohen-Macaulay M avec SuppAM = SpecA. Alors tout quotient de A est
caténaire (voir la remarque 4.75(iii)).

(ii) Si A est de Cohen-Macaulay, toute A-algèbre de type fini est caténaire.

Démonstration. (i) : Il est clair que toute partie fermée d’un espace spectral caténaire est
encore caténaire ; il suffit alors de montrer que A est caténaire, sous les hypothèses de (i).
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Puisque A est noethérien, on a ht(p) < +∞ pour tout p ∈ SpecA (remarque 11.27(ii)) ;
le critère de l’exercice 4.76(ii) nous ramène alors à vérifier que :

ht(p) = ht(q) + dim(Ap/qAp) ∀p, q ∈ SpecA avec q ⊂ p.

Or, par hypothèse, Mp est un Ap-module de Cohen-Macaulay, et SuppAp
(Mp) = SpecAp

(remarque 3.58(iii)), donc, quitte à remplacer A, p et q par Ap, pAp et qAp, on est ramené
au cas où (A, p) est local, et on doit montrer que

dimA = ht(q) + dimA/q ∀q ∈ SpecA.

Mais dimA = dimAM , dimA/q = dimA(M/qM) et ht(q) = dim(Aq) = dimAq
(Mq) =

profAq
(Mq), donc l’assertion découle de la proposition 11.82(i,ii).

(ii) découle de (i) et du corollaire 11.84. □

Exercice 11.86. (i) Soient K un corps, A une K-algèbre de type fini. Avec la notation
du problème 6.120(i), montrer que :

dimq(A/K) = ht(q) + tr.deg(k(q)/K) ∀q ∈ SpecA.

(ii) Soient en outre K ⊂ K ′ une extension de corps, A′ := K ′ ⊗K A, q′ ∈ SpecA′ et
q := A ∩ q′ ∈ SpecA. Montrer que dimq(A/K) = dimq′(A

′/K ′).
(iii) Soient f : A → A′ un homomorphisme d’anneaux, B une A-algèbre de type fini,

et posons B′ := A′ ⊗A B et ϕ := Spec(f ⊗A B) : SpecB′ → SpecB. Avec la notation du
problème 6.120(ii), montrer que :

Un(B
′/A′) = ϕ−1(Un(B/A)) ∀n ∈ N.

(iv) Soit A → B un homomorphisme d’anneaux de présentation finie. Montrer que
Un(B/A) est une partie ouverte compacte de SpecB, pour tout n ∈ N.

11.4. Complexe de Koszul et dimension projective des modules. Soient A un
anneau, et x ∈ A ; on dénote KA

• (x) le complexe de A-modules

0→ A
x·IdA−−−−→ A→ 0

avec les deux copies de A placées aux degrés homologiques 1 et 0.
Soit maintenant x• := (x1, . . . , xn) une suite finie d’éléments de A. Le complexe de

Koszul de la suite x• est le produit tensoriel itéré

KA
• (x•) := KA

• (x1)⊗A · · · ⊗A KA
• (xn).

Noter que cette notation est ambigüe, car on n’indique pas l’ordre dans le quel ces
produits tensoriels doivent être effectués, que l’on pourrait signaler en interposant des
parenthèses ; toutefois, en vertu de l’exercice 8.123 on sait que tout choix des positions
des parenthèses donne lieu à un complexe canoniquement isomorphe à celui que l’on
obtient avec n’importe quel autre choix, donc l’ambiguïté de notre notation est en fait
inoffensive. Si M• est un complexe de A-modules, on pose aussi

Hi(x•,M•) := Hi(M• ⊗A KA
• (x•)).

Exemple 11.87. (i) Si M• = M [0]• pour un A-module M , on écrit plus simplement
Hi(x•,M) au lieu de Hi(x•,M [0]•). Pour tout x ∈ A on trouve aisément :

H0(x,M) =M/xM H1(x,M) = AnnM (x) et Hi(x,M) = 0 ∀i > 1.

(ii) Considérons une suite finie x• d’éléments de A, et une suite exacte :

Σ• : 0→M ′ →M →M ′′ → 0

de A-modules. Les termes de KA
• (x•) sont des A-modules libres, donc Σ•⊗AKA

• (x•) est
une suite exacte de complexes de A-modules, et d’après le §2.5.2, la suite exacte longue
d’homologie correspondante s’écrit :

· · · → Hq(x•,M
′)→ Hq(x•,M)→ Hq(x•,M

′′)→ Hq−1(x•,M
′)→ · · ·
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Proposition 11.88. Soient (M•, dM• ) un complexe de A-modules, et x ∈ A. Alors :
(i) Pour tout q ∈ Z on a une suite exacte courte

0→ H0(x,Hq(M•))→ Hq(x,M•)→ H1(x,Hq−1(M•))→ 0.

(ii) x ·Hq(x,M•) = 0 pour tout q ∈ N.

Démonstration. On a une suite exacte courte de complexes évidente

0→ A[0]• → KA
• (x)→ A[−1]• → 0

d’où une suite exacte courte de complexes :

(∗) 0→M• →M• ⊗A KA
• (x)→M•[−1] =M• ⊗A A[−1]• → 0.

La suite exacte longue d’homologie associée à (∗) s’écrit

Hq+1(M•[−1])
∂q+1−−−→Hq(M•)→Hq(M• ⊗A KA

• (x))→Hq(M•[−1])
∂q−→Hq−1(M•).

Noter que Mi[−1] = Mi−1, et la différentielle en degré i du complexe M•[−1] est dMi−1
pour tout i ∈ Z. On déduit une identification naturelle

Hq+1(M•[−1]) = Hq(M
•) ∀q ∈ Z.

Donc, ∂q est un endomorphisme de Hq(M•) pour tout q ∈ Z, et au vu de l’exemple
11.87(i), il suffit de montrer que ∂q = (−1)q−1x · IdHq(M•). Or, la suite (∗) est le système
de morphismes de suites exactes courtes

0 // Mq+1
//

dMq+1 ��

Mq ⊕Mq+1
//

δq+1

��

Mq
//

dMq��

0

0 // Mq
// Mq−1 ⊕Mq

// Mq−1 // 0

où δq+1 est donné par la matrice en blocs(
dMq 0

(−1)qx · IdMq
dMq+1

)
∀q ∈ Z

et les flèches horizontales sont les injections et surjections canoniques. Soit donc m ∈
Hq(M•) ; par inspection de la construction des homomorphismes de bord, on obtient la
description suivante de ∂q+1(m). On choisit un représentantm ∈ Ker dMq de la classem, et
on relève m en un élément m′ ∈Mq⊕Mq+1 ; par exemple, on peut prendre m′ := (m, 0).
Avec ce choix, il vient δq+1(m

′) = (0, (−1)qxm), l’image dans Mq−1 ⊕Mq de l’élément
(−1)qxm ∈ Mq via l’injection canonique ; alors, ∂q+1(m) est la classe de (−1)qxm dans
Hq(M•), i.e. ∂q+1(m) = (−1)qx ·m.

(ii) : Soit (m,m′) ∈ Mq−1 ⊕Mq tel que δq(m,m′) = (0, 0) ; ainsi, dMq−1(m) = 0 et
dMq (m′) = (−1)qxm, par suite x · (m,m′) = δq+1((−1)qm′, 0), d’où l’assertion. □

Corollaire 11.89. Soient M un A-module, n ∈ N \ {0}, x• := (x1, . . . , xn) une suite
d’éléments de A, et I ⊂ A l’idéal engendré par x•. Alors :

(i) H0(x•,M) =M/IM et Hn(x•,M) = AnnM (I).
(ii) I ·Hq(x•,M) = 0 pour tout q ∈ N.
(iii) Hq(x•,M) = 0 pour tout q ∈ N \ {0}, si la suite x• est M -régulière.
(iv) Si H1(x•,M) = 0, la suite x• est M -quasi-régulière.

Démonstration. (i) : On raisonne par récurrence sur n ; le cas n = 1 est l’exemple 11.87(i).
Soit donc n > 1, et supposons que l’assertion soit déjà connue pour toute suite de longueur
n− 1 ; on pose :

x′• := (x1, . . . , xn−1) I ′ := Ax1 + · · ·+Axn−1 N• :=M [0]• ⊗A KA
• (x

′
•).

D’après l’exercice 8.123, on a un isomorphisme naturel de complexes de A-modules :

(∗) N• ⊗A KA
• (xn)

∼→M [0]• ⊗A KA
• (x•).
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Par hypothèse de récurrence, H0(N•) = M/I ′M et Hn−1(N•) = AnnM (I ′). D’après la
proposition 11.88(ii), il vient ainsi H0(x•,M) = H0(xn,M/I ′M) =M/IM et

Hn(x•,M) = H1(xn,AnnM (I ′)) = AnnM (I).

(ii) : Pour toute permutation σ de {1, 2, . . . , n}, soit xσ• := (xσ(1), . . . , xσ(n)) ; le corol-
laire 8.121(i) fournit pour toute telle σ un isomorphismeKA

• (x•)
∼→ KA

• (x
σ
• ) de complexes

de A-modules. On est ainsi ramené à vérifier que xn · Hq(x•,M) = 0 pour tout q ∈ N.
Au vu de l’isomorphisme (∗), il suffit pour cela d’appliquer la proposition 11.88(ii) au
complexe N•.

(iii) : On raisonne par récurrence sur n. Pour n = 1, l’assertion est évidente. Soit
n > 1, et supposons que (iii) soit connue pour toute suite de longueur n− 1 ; définissons
x′•, I ′ et N• comme ci-dessus, de sorte que H0(N•) = H0(x

′
•,M) = M ′ := M/I ′M . La

suite x′• est M -régulière, donc Hq(N•) = 0 pour q ̸= 0, par hypothèse de récurrence.
D’après (i), H0(xn,M

′) = M/IM et H1(xn,M
′) = 0, car xn est M ′-régulier. Au vu de

l’isomorphisme (∗), il suffit alors d’appliquer la proposition 11.88(i) au complexe N•.
(iv) : Soient R := Z[T1, . . . , Tn], et f : R → A l’unique homomorphisme d’anneaux

tel que f(Ti) := xi pour tout i = 1, . . . , n ; évidemment T• := (T1, . . . , Tn) est une
suite R-régulière, et si J ⊂ R est l’idéal engendré par T•, on a un isomorphisme unique
ω : R/J

∼→ Z ; d’après (iii), le complexe KR
• (T•) est alors une résolution libre de Z, que

l’on muni de la structure de R-module déduite de ω. Par suite, on a des isomorphismes
de R-modules :

Hq(x•,M)[f ]
∼→ Hq(T•,M[f ])

∼→ TorRq (M,Z) ∀q ∈ N.

Ainsi, la condition de (iv) équivaut à : TorR1 (M,Z) = 0. Ensuite, noter queQk := Jk/Jk+1

est isomorphe au Z-module libre engendré par les polynômes homogènes P ∈ R de degré
k, d’où, plus généralement : TorR1 (M,Qk) = 0 pour tout k ∈ N. La suite exacte courte
0→ Jk+1 → Jk → Qk → 0 induit alors une suite exacte :

0→M ⊗R Jk+1 →M ⊗R Jk →M ⊗R Qk → 0 ∀k ∈ N

(exemple 7.69). On obtient ainsi un diagramme commutatif de R-modules :

0 // M ⊗R Jk+1 //

µk+1
��

M ⊗R Jk //

µk
��

M ⊗R Qk //

ϕk��

0

0 // Ik+1M // IkM // IkM/Ik+1M // 0

dont les lignes horizontales sont exactes courtes, et dont les flèches verticales sont sur-
jectives ; explicitement : µk(m⊗ P ) = P (x•) ·m pour tout P (T•) ∈ Jk, tout m ∈M , et
tout k ∈ N. Evidemment µ0 est bijectif ; par suite, une simple récurrence sur k montre
que chaque µk est un isomorphisme, et alors il en est de même pour chaque ϕk (exercice
2.104). Mais noter que la somme directe

⊕
k∈NM ⊗R Qk s’identifie naturellement avec

le A/I-module M0[T•] du §11.3.1, et
⊕

k∈N ϕk correspond à ϕM : M0[T•] → G(M) sous
cette identification (remarque 11.53(i)), d’où l’assertion. □

11.4.1. Complexe de Koszul et profondeur. Soient A un anneau local noethérien, et M
un A-module de type fini ; avec la proposition 11.55, le corollaire 11.89(iv) fournit un
critère nécessaire et suffisant pour la M -régularité d’une suite finie x• d’éléments de
A. Le résultat suivant montre que, même si x• n’est pas M -régulière, l’homologie de
KA
• (x•,M) détecte la I-profondeur de M , où I dénote l’idéal engendré par x•.

Proposition 11.90. Soient A un anneau noethérien, M un A-module de type fini, x• :=
(x1, . . . , xn) une suite finie d’éléments de A, et I ⊂ A l’idéal engendré par x•. On suppose
que M ̸= IM ; alors on a :

t := sup(q ∈ N |Hq(x•,M) ̸= 0) = n− prof(I,M).
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Démonstration. Soit y1, . . . , yr une suite M -régulière I-maximale (exercice 11.68) ; on
raisonne par récurrence sur r. Si r = 0, on a AnnM (I) = HomA(A/I,M) ̸= 0 (remarque
11.67(ii)), d’où Hn(x•,M) ̸= 0 (corollaire 11.89(i)), comme souhaité.

Soit ensuite r > 0, et supposons que la proposition soit déjà connue pour tout A-
module dont la I-profondeur est < r ; on considère la suite exacte de A-modules :

0→M
y1·IdM−−−−−→M → Q :=M/y1M → 0

et noter que y1 · IdM induit l’endomorphisme zéro Hq(x•,M) → Hq(x•,M) pour tout
q ∈ N, car I · Hq(x•,M) = 0 (corollaire 11.89(ii)) ; compte tenu de l’exemple 11.87(ii),
on déduit alors des suites exactes courtes :

0→ Hq+1(x•,M)→ Hq+1(x•, Q)→ Hq(x•,M)→ 0 ∀q ∈ N.

Par suite, Ht+1(x•, Q) ̸= 0 et Hq(x•, Q) = 0 pour q > t + 1 ; mais prof(I,Q) = r − 1,
donc t+ 1 = n− (r − 1), par hypothèse de récurrence, i.e. t = n− r. □

Problème 11.91. (Complexes de l’algèbre exterieure) (i) Soient A un anneau, M un
A-module, et ϕ ∈ HomA(M,A). Exhiber un complexe de A-modules

KA
• (ϕ) : · · ·

dϕi+1−−−→ ΛiA(M)
dϕi−→ · · ·

dϕ2−→ Λ1
A(M)

dϕ1−→ Λ0
A(M) = A

dont la différentielle dϕr en tout degré r > 0 est définie par l’association :

x1 ∧ · · · ∧ xr 7→
∑r
i=1(−1)

i+1 · ϕ(xi) · x1 ∧ · · · ∧ xi−1 ∧ xi+1 ∧ · · · ∧ xr ∀x1, . . . , xr ∈M.

(ii) Montrer que l’application A-linéaire

dϕ• : Λ
•
A(M)→ Λ•A(M) telle que dϕ• (x) := dϕr (x) ∀r ∈ N ∀x ∈ ΛrA(M)

est une dérivation de l’algèbre alternée Λ•A(M), i.e. vérifie la formule de Leibniz :

dϕ• (x ∧ y) = dϕ• (x) ∧ y + (−1)px ∧ dϕ• (y) ∀p, q ∈ N ∀x ∈ ΛpA(M) ∀y ∈ ΛqA(M).

(iii) Soient M,N deux A-modules, ϕ : M → A,ψ : N → A deux applications A-
linéaires, et ϕ + ψ : M ⊕N → A l’application telle que (x, y) 7→ ϕ(x) + ψ(y) pour tout
(x, y) ∈M ⊕N . Montrer que l’isomorphisme naturel de A-algèbres alternées :

Λ•A(M)⊗A Λ•A(N)
∼→ Λ•A(M ⊕N)

fourni par le problème 3.91(iv), est un isomorphisme de complexes de A-modules :

KA
• (ϕ)⊗A KA

• (ψ)
∼→ KA

• (ϕ+ ψ).

(iv) Soient x• := (x1, . . . , xn) une suite d’éléments de A (pour n ≥ 1), et ϕx• : An → A
la formeA-linéaire avec ϕx•(a•) :=

∑n
j=1 xjaj pour tout a• := (a1, . . . , an) ∈ An. Exhiber

un isomorphisme naturel de complexes de A-modules :

KA
• (x•)

∼→ KA
• (ϕx•).

(v) Soient L un A-module, B := Sym•A(L), (notation du problème 3.89),M := B⊗AL,
et notons par βL : M = B ⊗A Sym1

A(L) → B la restriction de la loi de multiplication
B ⊗A B → B de la A-algèbre B. Montrer que le complexe KB

• (βL) est la somme directe
de complexes de A-modules :

Σ•L,n := (0→ΛnA(L)→ · · · →ΛjA(L)⊗A Symn−j
A (L)→ · · · →Symn

A(L)→0) ∀n ∈ N.

(vi) Montrer que si L est un A-module plat, Σ•L,n est acyclique pour tout n > 0.

Voici une application classique du problème 11.91 :
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Problème 11.92. (i) Soient A un anneau, P un A-module projectif de type fini, ϕ :
P → P un endomorphisme A-linéaire ; on pose

χϕ(t) :=
∑
i∈NtrΛiA(P )/A(Λ

i
Aϕ) · ti ∈ A[t]

ψϕ(t) :=
∑
i∈NtrSymiA(P )/A(Sym

i
Aϕ) · ti ∈ A[[t]]

(notation du problème 4.111). Montrer que χϕ(−t) · ψϕ(t) = 1 dans A[[t]].
(ii) Dans la situation de (i), soit P un A-module libre de rang n ∈ N. On pose

P [t] := A[t] ⊗A P , où A[t] dénote la A-algèbre des polynômes de l’indéterminée t ; soit
aussi t · ϕ := t · IdA[t] ⊗A ϕ ∈ EndA[t](P [t]). Montrer que :

det(IdP [t] − t · ϕ) = χϕ(−t) dans A[t].

(iii) (Formule de Molien) Soient K un corps de caractéristique nulle, V un K-espace
vectoriel de dimension n ∈ N, et ρ : G → AutK(V ) une représentation K-linéaire d’un
groupe fini G sur V . L’homomorphisme ρ induit une G-action

Sym•K(ρ) : G→ AutK−Alg(Sym
•
K(V )) g 7→ Sym•K(ρ(g))

dans le groupe des automorphismes de la K-algèbre Sym•K(V )
∼→ K[T1, . . . , Tn], et évi-

demment la partie Sym•K(V )G des éléments de Sym•K(V ) invariants sous l’action de G
est une sous-K-algèbre graduée, dont la composante homogène en tout degré d ∈ N
est Symd

K(V )G := Symd
K(V ) ∩ Sym•K(V )G. Ainsi, Sym•K(V )G est un K-module gradué

borné, et sa série de Hilbert-Poincaré P (Sym•K(V )G, t) est bien définie. Soit o(G) l’ordre
du groupe G ; avec la notation de (ii), montrer l’identité :

P (Sym•K(V )G, t) =
1

o(G)
·
∑
g∈G

1

det(IdV [t] − t · ρ(g))
dans K[[t]].

Remarque 11.93. (i) Le corollaire 11.89(iii) montre que si x• est une suite M -régulière,
le complexe M [0]•⊗AKA

• (x•) est une résolution de M/x•M ; il est même une résolution
projective (resp. libre), si M est un A-module projectif (resp. libre).

(ii) Soient (A,m) un anneau local régulier, et x• := (x1, . . . , xd) un système minimal
de générateurs de m ; compte tenu de (i) et du corollaire 11.59, on déduit que le complexe
de Koszul KA

• (x•) est une résolution libre de longueur finie du corps résiduel k(m). On
verra que l’existence d’une résolution libre de longueur finie du corps résiduel est, en fait,
caractéristique des anneaux locaux réguliers, et plus généralement, A est local régulier⇔
tout A-module de type fini admet une résolution libre de longueur finie. Cette caractéri-
sation purement homologique de la régularité est un profond résultat de Serre, et fût l’un
des premiers succès éclatants des méthodes homologiques dans l’algèbre commutative.
En même temps, elle éclaire l’importance de la classe de modules contemplée dans la
définition suivante.

Définition 11.94. Soient A un anneau, M un A-module. On dit que M est de dimension
projective finie, s’il admet une résolution projective de longueur finie. Dans ce cas, la
dimension projective de M , notée

proj.dimAM

est le plus petit d ∈ N tels qu’on a une résolution projective P• → M avec Pd+1 = 0. Si
M n’est pas de dimension projective finie, on pose proj.dimAM := +∞.

Remarque 11.95. Soient A un anneau, M un A-module.
(i) Evidemment M est projectif si et seulement si proj.dimAM = 0.

(ii) Noter que si la dimension projective de M est finie, on a LiFM = 0 pour tout
i > proj.dimAM et tout foncteur additif F défini sur la catégorie A−Mod.
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Pour un anneau A général, l’étude de la dimension projective des A-modules s’effec-
tue à l’aide des foncteurs Ext•A(−,−), les foncteurs dérivés des foncteurs HomA(−,−).
Toutefois, dans la suite on s’interessera exclusivement aux modules de type fini sur un
anneau local noethérien ; dans ce cas, on peut se passer de ces outils abstraits, et em-
ployer plutôt certaines résolutions concrètes, introduites par la définition suivante, qui
simplifient notablement la théorie.

Définition 11.96. Soient (A,m) un anneau local, M un A-module de type fini. Une
résolution minimale (L•, d•)→M est une résolution telle que :

— Li est un A-module libre de rang fini, pour tout i ∈ N
— on a di(Li) ⊂ mLi−1 pour tout i > 0.

Exemple 11.97. Dans la situation de la définition 11.96, soit x• := (x1, . . . , xn) une
suite régulière de A. Par la remarque 11.93, le complexe de Koszul KA

• (x•) est une
résolution libre de A/(x1A + · · · + xnA), et une simple inspection de la construction
montre qu’il s’agit d’une résolution minimale.

Proposition 11.98. Soient (A,m) un anneau local noethérien, k := A/m, et M un
A-module de type fini. Alors :

(i) M admet une résolution minimale.

(ii) Si (P•, d
P
• )

ε−→ M est une résolution projective, et si (L•, d
L
• )

ε′−→ M est une
résolution minimale, il existe un complexe exact Q• de A-modules tel que

P• = L• ⊕Q• et ε(x, y) = ε′(x) ∀(x, y) ∈ L0 ⊕Q0.

(iii) Si L•
ε−→M et L′•

ε′−→M sont deux résolutions minimales, il existe un isomorphisme
de complexes de A-modules

ω• : L•
∼→ L′• tel que ε = ε′ ◦ ω0.

(iv) Pour toute résolution minimale (L•, d•)→M on a

dimk Tor
A
i (k,M) = rkALi ∀i ∈ N

et proj.dimAM = sup(i ∈ N |Li ̸= 0). (Ici on pose sup(∅) := 0.)

Démonstration. Au vu du problème 3.53(ii), l’assertion (iii) découle aussitôt de (ii).
(i) : On va construir de proche en proche une résolution minimale de M . D’abord, soit

r0 := dimkM/mM ; par la proposition 3.51, on a une surjection A-linéaire εM : L0 :=
Ar0 → M . Or, M1 := Ker εM est un A-module de type fini, et M1 ⊂ mL0, car k ⊗A εM
est bijectif. On pose r1 := dimkM1/mM1, L1 := Ar1 , et on choisit une application A-
linéaire d1 : L1 → L0 avec Im d1 = M1 ; à nouveau, M2 := Ker d1 ⊂ mL1, car d1 induit
un isomorphisme L1/mL1

∼→M1/mM1. Ainsi de suite on obtient les A-modules Li et les
différentielles di+1, pour tout i ≥ 0.

(iv) : En effet, on a k ⊗A di = 0 pour tout i ≥ 1, car Im(di) ⊂ mLi−1, donc Hi(k ⊗A
L•) = k ⊗A Li pour tout i ∈ N, d’où la première assertion. Compte tenu de la remarque
11.95(ii), il vient proj.dimAM ≥ max(i ∈ N |Li ̸= 0) ; l’inégalité opposée est triviale.

(ii) : D’après le théoreme 5.9 il existe des morphismes de complexes

ϕ• : L• → P• ψ : P• → L• tels que ε′ = ε ◦ ϕ0 et ε = ε′ ◦ ψ0.

En outre, ω• := ψ• ◦ ϕ• est homotopiquement équivalent à IdL• . Soit alors s• une
homotopie de ω• vers IdL• ; donc ωi − IdLi = dLi+1 ◦ si + si−1 ◦ dLi pour tout i ∈ N, et
d’autre part Im(dLi ) ⊂ mLi−1 pour tout i ∈ N. On déduit que Im(ωi − IdLi) ⊂ mLi,
donc k ⊗A ωi = IdLi/mLi pour tout i ∈ N. Par suite, ωi est un isomorphisme pour tout
i ∈ N (problème 3.53(ii) et prooposition 3.51). En particulier, ψi est surjectif et ϕi est
injectif pour tout i ∈ N ; on déduit un isomorphisme de complexes L• ⊕ (Kerψ•)

∼→ P•,
d’où l’assertion. □
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Problème 11.99. Soient (A,m) un anneau local noethérien,M ̸= 0 unA-module de type
fini, et (L•, d•)

ε−→M une résolution minimale de M . Pour tout k ∈ N, soit rk := rkALk,
et fixons un isomorphisme A-linéaire ωk : Ark

∼→ Lk, de sorte que dk+1 : Lk+1 → Lk
correspond à une matrice à coefficients dans A :

a
(k)
•• := (a

(k)
ij | i = 1, . . . , rk, j = 1, . . . , rk+1).

Soit Jk(M) ⊂ A l’idéal engendré par les coefficients de a(k)•• , pour tout k ∈ N.
(i) Montrer que l’idéal Jk(M) ne dépend que du A-module M et de k (et il ne dépend

ni de la résolution minimale choisie L•, ni des isomorphismes fixés ω•).
(ii) Supposons que p := proj.dimAM < +∞. Montrer que pour tout idéal I ⊂ A tel

que
∑p−1
k=0 Jk(M) ⊂ I, on a : p+ prof(I,M) = prof(I, A).

(iii) (Identité de Auslander-Buchsbaum) En particulier :

proj.dimA(M) + profA(M) = profA(A) si proj.dimA(M) < +∞.

Corollaire 11.100. Soit (A,m) un anneau local noethérien, et considérons une suite
exacte courte de A-modules de type fini :

(∗) 0→M2 →M1 →M0 → 0.

Posons di := proj.dimAMi pour i = 0, 1, 2 ; alors on a :

d0 ≤ max(d1, d2 + 1) d1 ≤ max(d0, d2) d2 ≤ max(d0 − 1, d1)

et si la suite (∗) est scindée, on a d1 = max(d0, d2).

Démonstration. Posons aussi k := k(m) ; d’après l’exemple 7.69, la suite (∗) induit, pour
tout i > 0, une suite exacte de A-modules :

TorAi+1(k,M0)→ TorAi (k,M2)→ TorAi (k,M1)→ TorAi (k,M0)→ TorAi−1(k,M2).

En particulier, si TorAi (k,M1) = TorAi−1(k,M2) = 0, il vient TorAi (k,M0) = 0 ; au vu de
la proposition 11.98(iv), cela entraîne la première inégalité. On raisonne de même pour
les autres deux inégalités. Ensuite, si (∗) est scindée, on a un isomorphisme A-linéaire
M1

∼→M0 ⊕M2, d’où, avec la remarque 1.122(ii), un isomorphisme :

TorAi (k,M1)
∼→ TorAi (k,M0)⊕ TorAi (k,M2) ∀i ∈ N.

L’identité souhaitée en découle, encore par la proposition 11.98(iv). □

Proposition 11.101. Soient (A,m) un anneau local noethérien, M un A-module de type
fini, et a ∈ m un élément A-régulier et M -régulier. Alors :

proj.dimA/aAM/aM = proj.dimAM.

Démonstration. Posons A := A/aA et M := M/aM . On peut supposer que M ̸= 0, et
alors M ̸= 0 (corollaire 3.49). D’après le corollaire 11.70(i) on a profA(A) = profA(A) =

profA(A)− 1 et de même, profA(M) = profA(M)− 1 ; avec le problème 11.99(iii), on est
alors ramené à vérifier :

Affirmation 11.102. h := proj.dimAM < +∞ ⇔ h′ := proj.dimAM < +∞.

Preuve : On peut supposer que d(M) := min(h, h′) < +∞, et on raisonne par récurrence
sur d(M). Si h = 0, le A-module M est libre, donc de même pour le A-module M , d’où
h′ = 0. Si h′ = 0, le A-module M est libre de rang fini r ; choisissons m1, . . . ,mr ∈ M
dont les classes dans M forment une base, et soit ϕ : Ar → M l’application A-linéaire
telle que ϕ(ei) = mi pour i = 1, . . . , r, où e1, . . . , er dénote la base canonique de Ar.
Il vient ϕ(Ar) + aM = M , donc ϕ est surjective (corollaire 3.50). Soit x ∈ Ker(ϕ) ;
puisque A/aA⊗A ϕ est bijective, on a x = ay pour quelque y ∈ Ar, et a · ϕ(y) = 0, d’où
y ∈ Ker(ϕ), car a est M -régulier. Cela montre que a · Ker(ϕ) = Ker(ϕ) ; or, Ker(ϕ) est
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un A-module de type fini (proposition 6.64), par suite Ker(ϕ) = 0 (corollaire 3.49), donc
M est un A-module libre, i.e. h = 0.

Soit alors d(M) > 0, et supposons que l’assertion soit déjà connue pour tout A-module
de type fini N avec d(N) < d(M), et tel que a soit N -régulier. Considérons une suite
exacte de A-modules :

Σ : 0→ N → L→M → 0

avec L libre de type fini, et noter que :

TorA1 (A,M)
∼→ TorA1 (M,A) = 0

en vertu du théorème 8.126, de l’exercice 7.62(v), et compte tenu des nos hypothèses sur
l’élément a. La suite exacte longue des foncteurs TorAi (A,−) associée à Σ (voir l’exemple
7.69) nous donne alors une suite exacte courte :

Σ : 0→ N := N/aN → L/aL→M → 0.

Or, on a proj.dimAN < h et proj.dimAN < h′, par le corollaire 11.100 ; mais a est A-
régulier, donc L-régulier, et a fortiori, a est aussi N -régulier, car N ⊂ L ; par hypothèse
de récurrence, on conclut que proj.dimAN < +∞ ⇔ proj.dimAN < +∞. D’autre part,
on a proj.dimAN < +∞⇔ proj.dimAM < +∞ et proj.dimAN < +∞⇔ proj.dimAM <
+∞ encore par le corollaire 11.100, d’où l’assertion. □

11.4.2. Le théorème de Serre. On peut maintenant aborder la preuve du :

Théorème 11.103. (Serre) Soit (A,m) un anneau local noethérien. Les conditions sui-
vantes sont équivalentes :

(a) A est local régulier.
(b) proj.dimA k(m) = dimA.
(c) proj.dimA k(m) < +∞.
(d) Tout A-module de type fini est de dimension projective finie.

Démonstration. (a) ⇒ (b) : Soit d := dimA; d’après le corollaire 11.59, tout système
x• := (x1, . . . , xd) de générateurs de m est une suite régulière, donc KA

• (x•) est une
résolution minimale de k(m) (exemple 11.97), et évidemment KA

i (x•) = 0 si et seulement
si i > d, d’où l’assertion, compte tenu de la proposition 11.98(iv).

(b)⇒ (c) est une conséquence triviale du corollaire 11.29.
(c)⇒ (d) : Soit M un A-module de type fini, et L• → k(m) une résolution minimale

de k(m) ; par le théorème 8.126 on a des isomorphismes naturels

TorAi (k(m),M)
∼→ TorAi (M,k(m))

∼→ Hi(M ⊗A L•) ∀i ∈ N

d’où TorAi (k(m),M) = 0 pour tout i ≥ proj.dimA k(m). Compte tenu de la proposition
11.98(iv), on déduit que proj.dimAM ≤ proj.dimA k(m).

(d) ⇒ (a) : On pose h := proj.dimA k(m) et e := dimk(m) m/m
2. On raisonne par

récurrence sur e. Si e = 0, on a m = 0, par la proposition 3.51, i.e. A est un corps, et
tout corps est évidemment un anneau régulier.

Soit donc e > 0. Alors m /∈ AssA(A) : car sinon on aurait a ∈ A non nul tel que a·m = 0
(corollaire 7.8(ii)) ; or, si L• → k(m) est une résolution minimale, on a Lh+1 = 0, Lh ̸= 0
(proposition 11.98(iv)) et dh(Lh) ⊂ mLh−1, d’où a · dh(Lh) = 0, et donc a · Lh = 0, car
dh est injectif. Mais Lh est un A-module libre ; contradiction. Avec la proposition 1.58 et
le théorème 7.18(ii), on trouve alors

x ∈ m \
(
m2 ∪

⋃
p∈AssA(A) p

)
et d’après la remarque 7.21(iii), x est un élément régulier de A ; a fortiori, x est m-régulier.
Soit B := A/xA ; par la proposition 11.101 il vient

(∗) proj.dimB m/xm = proj.dimAm < +∞.
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Affirmation 11.104. La surjection naturelle π : m/xm→ mB := m/xA est scindée.
Preuve : Puisque x /∈ m2, il existe un système minimal x1, . . . , xe de générateurs de m
avec x1 = x (proposition 3.51) ; soit I := Ax2 + · · · + Axe, et noter que x /∈ I, donc
I ∩ xA ⊂ xm. On obtient ainsi une suite d’applications A-linéaires

mB = (I + xA)/xA
∼→ I/(I ∩ xA)→ m/xm

π−→ mB

dont la composition est l’identité de mB , comme souhaité. ♢

Avec l’observation 11.104 et le corollaire 11.100, on déduit

proj.dimB mB ≤ proj.dimB m/xm

et en particulier, proj.dimBmB < +∞, compte tenu de (∗). D’autre part, ce même
corollaire 11.100, appliqué à la suite exacte courte de B-modules

0→ mB → B → k(mB)→ 0

nous donne : proj.dimBk(mB) ≤ proj.dimB(mB) + 1. Cela achève de montrer que

proj.dimB k(mB) < +∞.
On vient de voir que cette dernière condition implique que B vérifie la condition (d)
du théorème ; par l’hypothèse de récurrence, B est alors régulier de dimension d′ :=
dimk(m) mB/m

2
B , et évidemment d′ ≤ e − 1, car mB est engendré par les classes de

x2, . . . , xe. Ensuite, soient y1, . . . , yd′ ∈ m dont les classes dans B engendrent mB ; puisque
le système x, y1, . . . , yd′ engendre m, on a d′ + 1 ≥ e. Ainsi, d′ = e − 1 ; mais on a aussi
dimB = d− 1 (corollaire 11.34(ii)), donc d = e, i.e. A est régulier. □

Corollaire 11.105. Soient A un anneau local régulier, M un A-module de type fini, et
p ⊂ A un idéal premier. On a :

(i) Ap est local régulier.
(ii) M est libre ⇔ M est de Cohen-Macaulay et SuppAM = SpecA.

Démonstration. (i) : Comme est A régulier, le théorème 11.103 nous dit que le A-module
A/p admet une résolution projective L• → A/p de longueur finie ; on en déduit la réso-
lution projective de longueur finie du Ap-module k(p) :

Ap ⊗A L• → Ap ⊗A (A/p) = k(p).

Par le théorème 11.103 il s’ensuit que Ap est régulier.
(ii) : Cela découle aussitôt du théorème 11.103 et du problème 11.99(iii). □

Définition 11.106. On dit qu’un anneau noethérien A est régulier, si la localisation Ap

est un anneau local régulier pour tout p ∈ SpecA.

Remarque 11.107. (i) Il résulte du corollaire 11.105(i), que la définition 11.106 coïncide
avec la définition 11.49, lorsque A est local.

(ii) Soit A un anneau régulier ; évidemment S−1A est régulier, pour toute partie
S ⊂ A. En outre, il est clair que A est de Cohen-Macaulay (voir la définition 11.83) ;
donc, toute A-algèbre de type fini est caténaire (théorème 11.85(ii)).

(iii) Avec la notation de la preuve du corollaire 11.105(i), noter que même si l’on choisit
pour L• une résolution minimale, la résolution localisée L•p ne sera minimale que dans
le cas trivial où p = m est l’idéal maximal.

Proposition 11.108. Soient (A,m) un anneau local noethérien, k := A/m, x• :=
(xi | i = 1, . . . , r) une suite finie d’éléments de m, et I := Ax1 + · · · + Axr. Notons
aussi par x• := (xi | i = 1, . . . , r) l’image de x• dans m/m2. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(a) A est régulier et x• est partie d’une suite régulière de A qui engendre m.
(b) A est régulier, et x• est une famille libre du k-espace vectoriel m/m2.
(c) A/I est régulier, et x• fait partie d’un système de paramètres pour A.
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En outre, lorsque ces conditions sont vérifiées, I est un idéal premier de A.

Démonstration. La dernière assertion est claire, car si A/I est régulier, alors il est intègre
(proposition 11.50(i)). Ensuite, si A est régulier, toute suite A-régulière qui engendre m
a longueur d := dimA (proposition 11.69(i)), et d = dimk m/m

2. Or, si (a) est vérifiée,
prenons xr+1, . . . , xd ∈ m tels que (xi | i = 1, . . . , d) soit une suite régulière qui engendre
m ; ainsi, l’image (xi | i = 1, . . . , d) de cette suite engendre le k-espace vectoriel m/m2, et
il est donc une base de ce dernier, d’où (b). En outre, on a dimA/I = d − r (corollaire
11.31), et évidemment les images de xr+1, . . . , xd engedrent l’idéal maximal de A/I, d’où
(c). Réciproquement, si (b) est vérifiée, on trouve xr+1, . . . , xd ∈ m tels que l’image de
(xi | i = 1, . . . , d) soit une base de m/m2 ; alors cette suite engendre m (proposition 3.51),
et elle est donc une suite A-régulière (corollaire 11.59), d’où (a). En dernier lieu, si (c)
est vérifiée, alors dimA/I = d − r (corollaire 11.31), et il existe xr+1, . . . , xd ∈ m dont
les images dans A/I engendrent m/I ; par suite, (xi | i = 1, . . . , d) engendrent m, donc A
est régulier, d’où (a). □

11.4.3. Régularité et fibres des homomorphismes. Soit f : (A,m)→ (B, n) un homomor-
phisme local d’anneaux locaux noethériens, et posons kA := A/m, kB := B/n ; ainsi f
induit une extension résiduelle de corps g : kA → kB , et une application kA-linéaire
m/m2 → (n/n2)[g], d’où une application kB-linéaire adjointe

ψf : kB ⊗kA (m/m2)→ n/n2 1⊗ x 7→ f(x).

Théorème 11.109. Dans la situation du §11.4.3, on a :
(i) Si f est un homomorphisme plat et si B est régulier, A est régulier.
(ii) Les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) B est régulier et ψf est injectif.
(b) A et B sont réguliers, et il existe une suite A-réguliere (xi | i = 1, . . . , d) qui

engendre m, telle que la suite (f(xi) | i = 1, . . . , d) fait partie d’un système de paramètres
pour B qui engendre n.

(c) A et B sont réguliers, et pour toute suite A-réguliere (xi | i = 1, . . . , d) qui
engendre m, la suite (f(xi) | i = 1, . . . , d) fait partie d’un système de paramètres pour B
qui engendre n.

(d) B et B ⊗A kA sont réguliers, et f est plat.
(e) A et B ⊗A kA sont réguliers, et f est plat.
(f) A et B sont réguliers, et dimB = dimA+ dimB ⊗A kA.

Démonstration. (i) : Soit L• → kA une résolution minimale du A-module kA. Comme f
est plat, le complexe B ⊗A L• → B ⊗A kA est une résolution, et comme f est local, on
voit aisément qu’il s’agit d’une résolution minimale du B-module B ⊗A kB . Comme B
est régulier, cette résolution est alors de longueur finie (théorème 11.103 et proposition
11.98(iv)). Avec le problème 3.83(i.b), on déduit aussitôt que L• est de longueur finie.
Encore par le théorème 11.103, A est alors régulier.

Ensuite, supposons que A et B soient réguliers, et soit x• := (xi | i = 1, . . . , d) une suite
A-régulière qui engendre m ; alors d = dimkA m/m2 (proposition 11.69(i)), donc les classes
(xi | i = 1, . . . , d) des xi forment une base du kA-espace vectoriel m/m2. En outre, la suite
(yi := f(xi) | i = 1, . . . , d) est B-régulière, si elle est partie d’un système de paramètres
pour B qui engendre n (corollaire 11.59), et dans ce cas les classes (yi | i = 1, . . . , d)
des yi sont alors une famille libre du kB-espace vectoriel n/n2 (proposition 11.108) ;
d’autre part, cette dernière condition évidemment équivaut à l’injectivité de ψf , d’où
(ii.b)⇔(ii.c)⇒(ii.a).

(ii.b)⇒(ii.d) : En effet, si (ii.b) est vérifiée, noter que B/mB est trivialement un kA-
module plat, donc f est plat, d’après le corollaire 11.64 : en outre on a vu que l’image
de la suite (f(xi) | i = 1, . . . , d) forme une famille libre du kB-espace vectoriel n/n2, donc
B/mB est régulier, d’après la proposition 11.108, d’où (ii.d).
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(ii.d)⇔(ii.e) : Si (ii.d) est vérifiée, A est régulier, d’après (i), d’où (ii.e). Réciproque-
ment, si (ii.e) est vérifiée, soit (x1, . . . , xd) une suite A-régulière qui engendre m ; la suite
(f(xi) | i = 1, . . . , d) est alors B-régulière (exercice 11.61(i.a)), et fait donc partie d’un
système de paramètres pour B (proposition 11.65). Comme en outre B/mB est régulier,
il s’ensuit que B est régulier (proposition 11.108), d’où (ii.d).

(ii.d)⇒(ii.f)⇒(ii.b) : On vient de voir que si (ii.d) est vérifiée, A est régulier, et puisque
f est plat, on a dimB = dimA+dimB/mB (proposition 11.37(ii) et théorème 3.84(ii)),
d’où (ii.f). Si (ii.f) est vérifiée, prenons une suite A-régulière x• := (xi | i = 1, . . . , d) qui
engendre m ; par hypothèse, dimB/mB = dimB − d, donc la suite f(x•) := (f(xi) | i =
1, . . . , d) fait partie d’un système de paramètres pour B (corollaire 11.31). Comme en
outre B/mB est régulier, f(x•) est partie d’une suite B-régulière qui engendre n (propo-
sition 11.108), d’où (ii.b).

(ii.a)⇒(ii.f) : Soient d := dimkA m/m2, et x• := (x1, . . . , xd) une suite d’éléments de
m dont les classes sont une base du kA-espace vectoriel m/m2 ; par hypothèse, l’image de
f(x•) := (f(xi) | i = 1, . . . , d) est une famille libre du kB-espace vectoriel n/n2, donc f(x•)
est partie d’une suite B-régulière engendrant n (proposition 11.108). Alors dimB/mB =
dimB−d (corollaire 11.31), d’où dimA ≥ dimB−dimB/mB = d (proposition 11.37(i)) ;
mais on a aussi dimA ≤ d (corollaire 11.29), d’où dimA = d, i.e. A est régulier, et (ii.f)
est vérifiée. □

Corollaire 11.110. Soient A un anneau régulier, et I ⊂ A un idéal ; on a :
(i) L’anneau A[T1, . . . , Tn] est régulier pour tout n ∈ N.
(ii) La complétion I-adique ÂI de A est un anneau régulier.

Démonstration. (i) : On raisonne comme dans la preuve du corollaire 11.84 : il suffit de
vérifier que A[T ]q est régulier pour tout q ∈ SpecA[T ] ; pour cela, posons p := A ∩ q,
q′ := qAp[T ], et remarquons que A[T ]q = (Ap[T ])q′ . Quitte à remplacer A par Ap et
q par q′, on peut donc supposer que (A, p) soit local, et que l’homomorphisme induit
A → A[T ]q soit local ; en outre, A[T ]q est une A-algèbre plate, donc le théorème 11.109
nous ramène à vérifier que A[T ]q⊗A k(p) est régulier. Mais ce dernier est une localisation
de l’anneau k(p)[T ], qui est intègre et intégralement clos de dimension 1, donc régulier
(propositions 11.50(ii) et 6.14), d’où l’assertion.

(ii) : D’après le théorème 9.113, B := ÂI est noethérien ; compte tenu du corollaire
11.105(i), il suffit alors de montrer que la localisation Bn est un anneau local régulier
pour tout idéal maximal n ⊂ B. Mais IB ⊂ J (B) (lemme 9.101(i,iv)), donc IB ⊂ n,
et d’autre part l’homomorphisme naturel A/I → B/IB est bijectif (lemme 9.101(i,ii)),
donc il existe un idéal maximal m ⊂ A tel que I ⊂ m et n = mB. En particulier, mk est
un idéal ouvert pour la topologie I-adique de A, pour tout k ∈ N, donc la complétion
j : A→ B induit un isomorphisme A/mk ∼→ B/nk pour tout k ∈ N (exercice 9.49(iii) et
lemme 9.101(i)) ; par suite, j induit aussi un isomorphisme Âm

∼→ B̂n de la complétion
m-adique de A avec la complétion n-adique de B (remarque 9.51). En outre, d’après
le lemme 9.120, Âm (resp. B̂n) est aussi la complétion m-adique (resp. n-adique) de la
localisation Am de A (resp. Bn de B), et la complétion Am → Âm (resp. Bn → B̂n)
est un homomorphisme local fidèlement plat d’anneaux locaux noethériens (corollaires
9.103(ii) et 9.104). Au vu du théorème 11.109(i), on est ainsi ramené à vérifier que B̂n

est régulier, et cela équivaut à montrer que Âm est régulier. Quitte à remplacer A par
Am, on peut alors supposer que I = m, et que (A,m) soit local régulier. Dans ce cas,
j induit un isomorphisme A/m ∼→ B ⊗A (A/m), donc B ⊗A (A/m) est trivialement un
anneau régulier, et l’assertion découle alors du théorème 11.109(ii). □

Problème 11.111. Soient A un anneau, I ⊂ A l’idéal engendré par une suite finie
f• := (f0, . . . , fn), et Y → X := SpecA l’éclatement de l’idéal quasi-cohérent IOX .
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(i) Soit A[T•] := A[T1, . . . , Tn] la A-algèbre des polynômes à n indéterminées ; posons
g• := (g0, . . . , gn) et g′• := (g1, . . . , gn), avec g0 := f0 et gi := fi − f0Ti pour i = 1, . . . , n,
et supposons que Hi(f•, A) = 0 pour tout i > 0. Montrer que

Hi(g•, A[T•]) = Hi(g
′
•, A[T•]) = 0 ∀i ∈ N \ {0}.

(ii) Dans la situation de (i), montrer que si A est de Cohen-Macaulay, il en est de
même pour Y , i.e. OY,y est un anneau de Cohen-Macaulay, pour tout y ∈ Y .

(iii) Supposons que A soit régulier, et que l’image de f• soit partie d’un système de
paramètres de Ap qui engendre pAp, pour tout p ∈ V (I). Montrer que Y est régulier, i.e.
OY,y est un anneau régulier, pour tout y ∈ Y .

11.5. Critères de normalité et de factorialité. Cette section est consacrée à deux
applications classiques de la théorie de la profondeur : la première est une condition
nécessaire et suffisante, dégagée par J.-P. Serre, pour qu’un anneau noethérien soit normal
(définition 6.6(iii)) ; la deuxième est un théorème de Auslander et Buchsbaum, établissant
la factorialité des anneaux locaux réguliers, dont on présentera une preuve essentiellement
due à I.Kaplansky. On démarre avec le critère suivant de factorialité, une application du
Hauptidealsatz :

Proposition 11.112. Soit A un anneau intègre noethérien. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

(a) A est factoriel.
(b) Tout idéal premier de A de hauteur 1 est principal.
(c) PicA = 0 et Ap est factoriel pour tout p ∈ SpecA.

Démonstration. (a)⇒(b),(c) par le lemme 4.118(i,ii) et le théorème 4.120.
(b)⇒(a) : Comme A est noethérien, il vérifie la condition (a) de l’exercice 4.122 ;

d’après le lemme 4.137, tout x ∈ A \ {0} est alors produit d’éléments irréductibles (voir
la définition 1.9(ii)). Il suffit ainsi de montrer que tout élément irréductible x ∈ A est
premier. Pour cela, soit p ∈ MaxV (Ax) ⊂ SpecA ; d’après le Hauptidealsatz (corollaire
11.34), p est de hauteur 1, et il est donc principal, par hypothèse. Disons que p = Ay ; il
vient x = ay pour quelque a ∈ A, et alors a ∈ A×, car x est irréductible. Donc Ax = p,
comme souhaité.

(c)⇒(b) : Il suffit de montrer que tout idéal premier p de A de hauteur 1 est inversible,
car la nullité du groupe PicA entraînera alors que p soit principal. Pour cela, il suffit de
vérifier que le A-module p est de rang constant 1 (voir le problème 4.109(ii)). Soit donc
q ∈ SpecA ; si p ̸⊂ q on a pAq = Aq, d’où rkp(q) = 1. Si p ⊂ q, l’idéal premier pAq

de Aq a hauteur 1, et Aq est factoriel par hypothèse ; par ce qui précède, pAq est alors
principal, d’où a nouveau rkp(q) = 1. □

Le problème 11.115 et la partie non noethérienne de l’exercice suivant m’ont été sug-
gerées par O.Gabber ; le cas noethérien (partie (i.a)) est dû à M.Nagata ([57, Lemma 2]),
et la partie (iii) généralise [9, §3, exerc.7].

Exercice 11.113. (i) Soient A un anneau intègre, S ⊂ A un ensemble d’éléments
premiers de A, et supposons que l’une des conditions suivantes soit vérifiée :

(a) A est noethérien.
(b)

⋂
s′∈S′ s

′A = 0 pour toute partie infinie S′ ⊂ S, et
⋂
n∈N s

nA = 0 ∀s ∈ S.
Montrer que A est factoriel ⇔ S−1A est factoriel.

(ii) Soient m∈N, Γ:=Zm et A :=
⊕

γ∈ΓAγ un anneau intègre Γ-gradué. Montrer que
A est factoriel⇔ tout élément homogène de A\({0}∪A×) est un produit essentiellement
unique (au sens de la remarque 1.10(ii)) d’éléments irréductibles.

(iii) Soient A un anneau factoriel Z-gradué, a ∈A un élément premier homogène de
degré d ∈ Z, et c ∈ N\{0} avec pgcd(d, c) = 1. Montrer que B := A[X]/(Xc − a) est
factoriel.
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Exemple 11.114. (i) Soit R ⊂ R un sous-anneau factoriel, et revenons aux R-algèbres
An des exercices 4.130 et 4.131. Pour tout n ∈ N posons

Bn := R[Y1, . . . , Yn] Cn := Bn+1[T ]/(Y
2
1 + · · ·+ Y 2

n+1 − T 2).

Puisque R est factoriel, il en est de même pour Bn+1[T ] (problème 1.39(ii)), et le poly-
nôme Y 2

1 + · · ·+ Y 2
n+1 − T 2 est irréductible dans Bn+1[T ], si n ≥ 1, car Y 2

1 + · · ·+ Y 2
n+1

est irréductible dans Bn+1 (les détails sont laissés aux soins du lecteur) ; par suite, Cn
est intègre pour n ≥ 1, et noter l’isomorphisme de R-algèbres :

(∗) Cn[T
−1]

∼→ An[T, T
−1] Yi 7→ TXi.

D’autre part, pour tout n ∈ N, l’isomorphisme de Bn-algèbres :

Bn[U, V ]/(Y 2
1 + · · ·+ Y 2

n + UV )
∼→ Cn U 7→ Yn+1 + T V 7→ Yn+1 − T

induit un isomorphisme : Bn[U,U
−1]

∼→ Cn[(Yn+1 + T )−1]. Comme R est factoriel, il
en est de même pour Bn et Bn[U,U

−1] (problème 1.39(iii) et lemme 4.118(ii)). Si de
plus l’on montre que Yn+1 + T est premier dans Cn, et que

⋂
k∈N(Yn+1 + T )kCn = 0, on

déduira que Cn est factoriel, en vertu de l’exercice 11.113(i). Mais on a un isomorphisme
évident de R-algèbres :

C n := Cn/(Yn+1 + T )
∼→ Bn/(Y

2
1 + · · ·+ Y 2

n )

et on a déjà remarqué que si n > 1 le polynôme Y 2
1 + · · · + Y 2

n est irréductible dans
l’anneau factoriel Bn, donc C n est intègre pour tout n > 1, et alors Yn+1+T est premier
dans Cn pour ces mêmes valeurs de n. Ensuite, noter que Cn est un R-module libre ; par
suite l’inclusion R → R induit une injection Cn → Dn := R ⊗R Cn, et on est ramené
à vérifier que

⋂
k∈N(Yn+1 + T )kDn = 0 pour n > 1. Mais Dn est noethérien, et par ce

qui précède, Dn est intègre pour n ≥ 1, et Yn+1 + T est premier dans Dn pour n > 1,
donc l’assertion découle du corollaire 9.106(i). Ainsi, Cn est factoriel, et de même pour sa
localisation Cn[T−1], pour n > 1. Compte tenu de (∗) et de l’exercice 11.113(i), il s’ensuit
que An[T ] est factoriel, et on déduit aisément qu’il en est de même pour An. Au vu de
l’exercice 4.131(ii), on conclut que si R ⊂ R est factoriel, l’anneau An est factoriel si et
seulement si n ̸= 0, 1.

(ii) Noter que le polynôme Y 2
1 + Y 2

2 n’est pas irréductible dans C[Y1, Y2] ; toutefois,
les mêmes arguments s’adaptent aisément pour prouver que l’anneau

A ′n := C[Y1, . . . , Yn+1]/(Y
2
1 + · · ·+ Y 2

n+1 − 1)

est factoriel pour tout n ̸= 0, 1, 2 : les détails sont confiés aux soins du lecteur.

Problème 11.115. Soient K un corps, n ∈ N, (d1, . . . , dn) ∈ Zn, et munissons la K-
algèbre A := K[X1, . . . , Xn] des polynômes à n indéterminées, de la graduation telle que
tout a ∈ K soit homogène de degré 0, et Xj soit homogène de degré dj , pour j = 1, . . . , n
(exemple 1.17(ii)). Soient en outre i ∈ Z et p, q ∈ A \ {0} homogènes respectivement de
degré i et i + 1, avec pgcd(p, q) = 1. Montrer que A := A/(p + q) est intègre, et FracA
est une extension transcendante pure de K.

Problème 11.116. (Suggéré par O.Gabber) Soit A la limite d’un système d’anneaux
A• := (An, pn : An+1 → An |n ∈ N) indexé par l’ensemble totalement ordonné Nop. Pour
tout n ∈ N supposons que :

(a) An est un anneau factoriel.
(b) pn est un homomorphisme surjectif d’anneau avec Ker(pn) ⊂J (An+1).

Montrer que A est factoriel.

Théorème 11.117. Tout anneau régulier est normal et de Cohen-Macaulay.

Démonstration. On peut supposer que A soit local régulier, donc intègre (proposition
11.50(i)), et le corollaire 11.59 montre alors que A est de Cohen-Macaulay. Il reste à
vérifier que A est intégralement clos. Or, pour tout idéal premier p ⊂ A de hauteur 1, la
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localisation Ap est un anneau local régulier de dimension 1 (corollaire 11.105(i)), donc
de valuation discrète (proposition 11.50(ii)). Soit a ∈ A \ {0}, et noter que A/aA est
un A-module de Cohen-Macaulay (proposition 11.81), donc tout idéal premier associé à
A/aA est de hauteur un (corollaire 11.34 et lemme 11.80(ii)), et il suffit d’invoquer le
théorème 7.49 pour conclure. □

Définition 11.118. Soient A un anneau noethérien, et i ∈ N.
(i) On dit que A vérifie la condition (Ri) si Ap est local régulier pour tout idéal

premier p ⊂ A de hauteur ≤ i.
(ii) On dit que A vérifie la condition (Si) si l’on a :

profAp
(Ap) ≥ min(i,ht(p)) ∀p ∈ SpecA.

Remarque 11.119. Soit A un anneau noethérien.
(i) Evidemment, A est régulier (resp. de Cohen-Macaulay) si et seulement s’il vérifie

la condition (Ri) (resp. (Si)) pour tout i ∈ N.
(ii) En outre, la condition (S0) est trivialement toujours vérifiée, et avec la remarque

11.67(iii) (et la proposition 7.6) on voit aisément que (S1) est vérifiée si et seulement si
A n’a aucun idéal premier associé immergé.
(iii) A est réduit ⇔ A vérifie (R0) et (S1). En effet, supposons que (R0) et (S1) soient

vérifiées, et soit x ∈ N (A). Si x ̸= 0, alors AssA(Ax) ̸= ∅ (corollaire 7.8(i)), et si
p ∈ AssA(Ax), alors pAp ∈ AssAp

(Apx) (proposition 7.6) ; mais p ∈ AssA(A), donc
ht(p) = 0, d’après (ii), et alors Ap est un corps, par (R0) (proposition 11.50(ii)), d’où
Apx = 0, contradiction. Réciproquement, si N (A) = 0, alors Ap est réduit de dimension
zéro, pour tout idéal premier p ⊂ A de hauteur zéro (exercice 3.38), donc Ap est un
corps pour tout tel p (proposition 7.32), i.e. (R0) est vérifiée pour A. Il reste à montrer
que (S1) est vérifiée si N (A) = 0 ; pour cela, il suffit de montrer que tout idéal premier
associé de A est minimal, d’après (ii). Soit par l’absurde p ∈ AssA(A) avec ht(p) ≥ 1 ;
alors pAp ∈ AssAp

(Ap), donc on a x ∈ Ap \ {0} avec pAp · x = 0, en particulier x2 = 0,
mais N (Ap) = 0, contradiction.

Exercice 11.120. Montrer qu’un anneau noethérien A vérifie (S2) ⇔ A vérifie (S1) et
pour tout x ∈ A régulier, A/xA n’a aucun idéal premier associé immergé.

Théorème 11.121. (Critère de normalité de Serre) Un anneau noethérien A est normal
si et seulement s’il vérifie (R1) et (S2).

Démonstration. On peut supposer que A soit local. Dans ce cas, si A est normal, il est
intègre et intégralement clos, et alors il en est de même pour Ap, pour tout p ∈ SpecA
(proposition 6.13) ; en particulier Ap est un corps, si ht(p) = 0, et Ap est un anneau de
valuation discrète, si ht(p) = 1, donc A vérifie (R1) (proposition 11.50(ii)). En outre,
évidemment AssA(A) = {0}, donc A vérifie S1 (remarque 11.119(ii)), et pour tout x ∈
A\{0}, tout p ∈ AssA(A/xA) est de hauteur 1 (théorème 7.49) ; d’après l’exercice 11.120,
on conclut que A vérifie (S2).

Réciproquement, supposons que A vérifie (R1) et (S2) ; d’après la remarque 11.119(iii),
A est alors réduit, et la solution de l’exercice 7.22 montre que son anneau total des
fractions K est le produit

∏
p∈Min(A) k(p). Montrons d’abord que A est intégralement

fermé dans K ; soient donc a/b ∈ K et a1, . . . , an ∈ A tels que

(∗) (a/b)n + a1(a/b)
n−1 + · · ·+ an = 0 dans K

et rappelons que b est A-régulier, donc (∗) revient à l’identité :

(∗∗) an + a1ba
n−1 + · · ·+ anb

n = 0 dans A.

Pour tout p ∈ SpecA et tout x ∈ A, soit xp ∈ Ap l’image de x ; par hypothèse, Ap est
intègre et intégralement clos si ht(p) = 1, et bp est évidemment Ap-régulier, donc (∗∗)
entraîne aussitôt que ap/bp ∈ Ap, i.e. ap ∈ bpAp pour tout tel p. Soit AssA(A/bA) =
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{p1, . . . , pn}, et choisissons une décomposition primaire non redondante bA =
⋂n
i=1 qi, où

qi ⊂ A est un idéal pi-primaire, pour i = 1, . . . , n ; d’après l’exercice 11.120, chaque pi est
de hauteur un, donc qi = A ∩ bApi pour i = 1, . . . , n (corollaire 7.20), d’où a ∈ qi pour
tout tel i, et finalement a ∈ bA, i.e. a/b ∈ A, comme souhaité. Or, pour tout p ∈ Min(A),
soit πp : K → k(p) la projection, et ep ∈ K l’élément tel que πp(ep) = 1 et πq(ep) = 0
pour q ̸= p ; chaque ep est idempotent, en particulier il est entier sur A, donc ep ∈ A,
par ce qui précède, et noter que

∑
p∈Min(A) e

p = 1. On déduit une décomposition de A
comme produit d’anneaux : A =

∏
p∈Min(A)Ae

p (cf. la solution de l’exercice 3.66(iii)),
d’où MaxA =

⊔
p∈Min(A) Max(Aep) ; mais A est local, donc Min(A) contient un seul

élément, et alors cet élément est l’idéal 0, car A est réduit. Par suite, A est intègre et K
est son corps des fractions, donc A est normal. □

Exercice 11.122. Soient f : A → B un homomorphisme fidèlement plat d’anneaux
noethériens, et i ∈ N. Montrer les assertions suivantes :

(i) Si B vérifie (Ri) (resp. (Si)), il en est de même pour A.
(ii) Si A et B ⊗A k(p) pour tout p ∈ SpecA vérifient (Ri) (resp. (Si)), alors B vérifie

(Ri) (resp. (Si)).
(iii) Si A et B ⊗A k(p) pour tout p ∈ SpecA sont normaux, alors B est normal.

11.5.1. Groupe de Picard d’un espace annelé. Pour la preuve de notre dernier résultat,
il est utile de généraliser aux schémas les constructions du §4.4.2.

Définition 11.123. Soit X := (X,OX) un espace annelé ; on dénote par

PicX

l’ensemble des classes d’isomorphisme des OX -modules inversibles (définition 5.67(iii)).
On écrit [L ] ∈ PicX pour la classe de tout OX -module inversible L , et on munit PicX
de la loi d’addition telle que :

[L ] + [L ′] := [L ⊗̃OXL ′] ∀[L ], [L ′] ∈ PicX

(notation du §5.3.2). On vérifie aisément que la loi + est associative et commutative sur
PicX, et [OX ] fournit un élément neutre pour cette loi.

Lemme 11.124. Avec la notation de la définition 11.123, la donnée

(PicX,+, [OX ])

est un groupe abélien, qu’on appelle le groupe de Picard de X.

Démonstration. Pour tout OX -module F et toute partie ouverte U ⊂ X, soit F|U la
restriction de F à U ; évidemment F|U est un OX|U -module, et on pose :

F∨(U) := OX|U −Mod(F|U ,OX|U ).

L’ensemble F∨(U) est muni d’une structure naturelle de OX(U)-module telle que s ·ϕ =
ϕ◦ (s · IdF|U ) pour tout s ∈ OX(U) et tout ϕ ∈ F∨(U). En outre, toute inclusion V ⊂ U
de parties ouvertes de X induit une application de restriction

F∨(U)→ F∨(V ) (ϕ : F|U → OX|U ) 7→ (ϕ|V : F|V → OX|V ).

Il est alors clair que l’association : U 7→ F∨(U) définit un pré-OX -module F∨ (définition
5.52(i)), et avec le lemme 5.36(i) on voit aussitôt que F∨ est même un OX -module. Or,
soient A := Γ(OX), et L un A-module inversible ; l’adjonction de l’exercice 5.56 fournit
des isomorphismes naturels

(OX⊗̃AL)∨(U)
∼→ HomA(L,OX(U))

∼→ OX(U)⊗A L∨ = (OX ⊗A L∨)(U)

avec L∨ := HomA(L,A) (exercice 4.110). Ainsi, OX ⊗A L∨ est déjà un OX -module, i.e.
le morphisme naturel OX ⊗A L∨ → OX⊗̃AL∨ est un isomorphisme, et cela montre que
si F est un OX -module inversible, il en est de même pour F∨.
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En outre, on a un morphisme de OX -modules :

ωF : F∨⊗̃OXF → OX

défini comme suit. D’abord, pour toute partie ouverte U ⊂ X on considère l’application
OX(U)-bilinéaire βU : F∨(U) ×F (U) → OX : (ϕ, s) 7→ ϕ(s). Evidemment, si V ⊂ U
est une inclusion de parties ouvertes de X, on a (βU (ϕ, s))|V = βV (ϕ|V , s|V ) pour tout
(ϕ, s) ∈ F∨(U) ×F (U). Par suite, le système (βU |U ∈ Ouv(X)) induit un morphisme
de pré-OX -modules βF : F∨ ⊗OX F → OX , et ce dernier correspond, par adjonction,
au morphisme ωF souhaité. On est alors raméné à vérifier :

Affirmation 11.125. Si L est un OX -module inversible, ωL est un isomorphisme.

Preuve : La question étant locale sur X, on peut supposer que L = OX⊗̃AL, avec
A := Γ(OX) et un A-module inversible L. Mais on a un isomorphisme naturel

(OX⊗̃AL)⊗̃OX (OX⊗̃AL∨)
∼→ OX⊗̃A(L⊗A L∨)

(exercice 5.59) et sous cette identification, le morphisme ωL correspond à OX⊗̃AωL :

OX⊗̃A(L⊗AL∨)
∼→ OX , où ωL : L⊗AL∨ → A est la trace de L (voir le problème 4.111),

qui est un isomorphisme, car L est inversible. □

Remarque 11.126. (i) Avec le problème 5.58(i.b) et l’exercice 5.69(ii), on obtient, pour
tout anneau A, un isomorphisme naturel de groupes abéliens :

Pic(SpecA)
∼→ PicA [L ] 7→ [Γ(L )].

(ii) Soient X := (X,OX) et Y := (Y,OY ) deux espaces annelés, et f : Y → X un
morphisme d’espaces annelés ; si L est un OX -module inversible, alors OY ⊗̃OXL est un
OY -module inversible (notation du §5.3.2) : en effet, la question étant locale sur X, on
peut supposer que L = OX ⊗AL, avec A := Γ(OX) et un A-module inversible L, auquel
cas OY ⊗̃AL ≃ OY ⊗̃AL, d’où l’assertion. Compte tenu de l’exercice 5.62(iii), il vient un
homomorphisme naturel de groupes abéliens :

Pic(f) : Pic(X)→ Pic(Y ) [L ] 7→ [OY ⊗̃OXL ].

On obtient ainsi un foncteur bien défini

Pic : EspAnnop → Z−Mod.

Exercice 11.127. Soient X := (X,OX) un schéma, et L un OX -module quasi-cohérent
de type fini. Montrer que L est inversible si et seulement si Lx est un OX,x-module libre
de rang 1 pour tout x ∈ X.

11.5.2. K-groupe d’un espace annelé. On utilisera en outre la construction suivante, in-
troduite originairement par A.Grothendieck, pour formuler sa vaste généralisation du
théorème de Riemann-Roch. Soit X := (X,OX) un espace annelé ; notons par L(X)
l’ensemble des classes d’isomorphisme des OX -modules localement projectifs de type fini
(définition 5.57(iii)), et soit Z(L(X)) le Z-module libre sur l’ensemble L(X) (voir l’exemple
1.12(iv)). On écrit [F ] ∈ L(X) pour la classe de tout OX -module localement projectif
F de rang fini ; ainsi, tout élément de Z(L(X)) est une somme finie

∑n
i=1 ai[Fi] pour

quelque n ∈ N et certains [F1], . . . , [Fn] ∈ L(X) et a1, . . . , an ∈ Z. En outre, pour toute
suite exacte de OX -modules localement projectifs de type fini

Σ : 0→ F ′ → F → F ′′ → 0

posons R(Σ) := [F ′]+ [F ′′]− [F ] ∈ Z(L(X)) et soit R ⊂ Z(L(X)) le sous-groupe engendré
par la famille (R(Σ) |Σ ∈ S ), où S est l’ensemble de toutes telles suites exactes courtes
Σ. Le K-groupe de X est le groupe abélien quotient :

K(X) := Z(L(X))/R.
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Remarque 11.128. Comme déjà observé pour les groupes de Picard des anneaux, la
construction de PicX de la définition 11.123, et celle de K(X) ci-dessus se heurtent
aux usuelles objections de nature logique, car elles font intervenir des classes qui ne sont
pas des ensembles. Cette difficulté peut être contournée, avec des considérations ana-
logues à celles de la remarque 4.113, mais un peu plus élaborées. On confie les détails
aux soins du lecteur pointilleux.

Lemme 11.129. Soient (X,OX) un espace annelé, A := Γ(OX), et x ∈ X. On a :
(i) Le morphisme naturel OX ⊗A P → OX⊗̃AP est un isomorphisme, pour tout

A-module projectif P de type fini.
(ii) Soit une suite d’homomorphismes de A-modules projectifs de type fini

Σ : 0→ P2
i−→ P1

p−→ P0 → 0.

Si OX⊗̃AΣ est un complexe exact de OX-modules, x admet un voisinage U ⊂ X tel que
OX(V )⊗A Σ soit une suite exacte courte, pour toute partie ouverte V ⊂ U .

Démonstration. (i) : Choisissons un A-module Q tel que L := P ⊕Q soit un A-module
libre de rang fini (lemme 4.99(ii)) ; évidemment le morphisme naturel ηL : OX ⊗A L →
OX⊗̃AL est un isomorphisme. Mais ηL est la somme directe des morphismes naturels
ηP : OX ⊗A P → OX⊗̃AP et ηQ : OX ⊗AQ→ OX⊗̃AQ, donc ces derniers sont aussi des
isomorphismes.

(ii) : Si U ⊂ X est une partie ouverte telle que OX(U)⊗AΣ soit une suite exacte, alors
OX(U)⊗AΣ est universellement exacte, d’après le problème 4.24(ii), donc OX(V )⊗AΣ est
encore exacte, pour toute partie ouverte V ⊂ U . Par suite, il suffit d’exhiber un voisinage
ouvert U de x tel que OX(U)⊗AΣ soit exacte. Or, d’après (i), Σ s’identifie naturellement
avec la suite des sections globales Γ(OX⊗̃AΣ) ; mais le foncteur Γ est exact à gauche, car il
est adjoint à droite (exercice 5.56 et proposition 2.49(i)), donc Σ est un complexe exact à
gauche (proposition 2.102(i)). En outre px : P1,x →P0,x est surjectif (exercice 5.65(i)),
et avec (i), s’identifie naturellement avec OX,x⊗A p : OX ⊗A P1 → OX,x⊗A P0. Or, OX,x
représente la colimite du système (AU |U ∈ U op

x ) indexé par la famille cofiltrante U op
x

des voisinages ouverts de x dans X ; puisque P0 est de type fini, il existe alors U ∈ Ux

tel que AU ⊗A p : AU ⊗A P1 → AU ⊗A P0 soit déjà surjectif. Quitte à remplacer X par
U , on peut alors supposer que Γ(OX⊗̃Ap) soit surjectif, d’où l’assertion. □

Remarque 11.130. (i) Soient X := (X,OX) et Y := (Y,OY ) deux espaces annelés,
f : Y → X un morphisme d’espaces annelés ; alors pour toute suite exacte Σ comme
au §11.5.2, la suite OY ⊗̃XΣ := (0 → OY ⊗̃OXF ′ → OY ⊗̃OXF → OY ⊗̃OXF ′′ → 0) est
exacte. En effet, l’assertion étant locale sur Y , on peut supposer que F = OX⊗̃AL avec
A := Γ(OX) et un A-module L projectif de type fini, et de même pour F ′ et F ′′. En
vertu du lemme 11.129, on peut en outre supposer que Σ = OX⊗̃AΣ0, pour une suite
exacte courte Σ0 := (0→ L′ → L→ L′′ → 0) de A-modules projectifs de type fini. Mais
Σ0 est scindée, donc de même pour Σ, et finalement OY ⊗̃XΣ est une suite exacte scindée
de OY -modules.

(ii) On obtient avec (i) un homomorphisme naturel de groupes abéliens

K(f) : K(X)→ K(Y ) [F ] 7→ [OY ⊗̃OXF ]

d’où un foncteur bien défini :

K : EspAnnop → Z−Mod.

Exercice 11.131. Soient X := (X,OX) un espace annelé, n ∈ N, et

0→ Fn
dn−→ Fn−1

dn−1−−−→ · · · d1−→ F0 → 0

une suite exacte de OX -modules localement projectifs de type fini. Montrer que :∑n
i=0(−1)i[Fi] = 0 dans K(X).
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11.5.3. Déterminant d’un OX-module. Soient (X,T ) un espace topologique, et A un
préfaisceau d’anneaux sur X. Pour tout k ∈ N et tout pré-A -module F , posons

(ΛkA F )(U) := ΛkA (U)F (U) ∀U ∈ T

(voir le problème 3.91(i)). Toute inclusion de parties ouvertes U ′ ⊂ U ⊂ X induit une
application A (U)-multilinéaire alternée

(∗) F (U)× · · · ×F (U)→ (ΛkA F )(U ′)[ρ] (x1, . . . , xk) 7→ x1,U ′ ∧ · · · ∧ xk,U ′

où ρ : A (U) → A (U ′) est l’homomorphisme de restriction, et xi,U ′ ∈ F (U ′) dénote
la restriction de la section xi ∈ F (U), pour tout i = 1, . . . , k. D’après l’exercice 3.93,
l’application (∗) correspond à une unique application A (U)-linéaire

(ΛkA F )(U)→ (ΛkA F )(U ′)[ρ] x1 ∧ · · · ∧ xk 7→ x1,U ′ ∧ · · · ∧ xk,U ′

qui fournit les applications de restriction d’un pré-A -module ΛkA F . D’après le §5.3.1,
on a une structure naturelle de A a-module sur le faisceau associé

Λ̃kA F := (ΛkA F )a.

Exercice 11.132. (i) Avec la notation ci-dessus, exhiber un isomorphisme naturel :

Λ̃kA F
∼→ Λ̃kA a(F a) dans A a −Mod.

(ii) Soit en outre f : A → B un morphisme de préfaisceaux d’anneaux sur X ; exhiber
un isomorphisme naturel Ba⊗̃A aΛ̃kA (F )

∼→ Λ̃kB(B ⊗A F ) dans Ba −Mod.
(iii) Soient (X,OX) un espace annelé, A := Γ(OX), et M un A-module ; pour tout

k ∈ N, exhiber un isomorphisme naturel :

OX⊗̃A(ΛkAM)
∼→ Λ̃kOX (OX⊗̃AM) dans OX −Mod.

(iv) Déduire de (ii) que si F est un OX -module quasi-cohérent (resp. de type fini,
resp. localement projectif de type fini, resp. plat), il en est de même pour Λ̃kOXF .

(v) En outre, exhiber une identification naturelle F
∼→ Λ̃1

OX
F .

(vi) Soit ϕ : (Y,OY )→ (X,OX) un morphisme d’espaces annelés ; exhiber une identi-
fication naturelle : OY ⊗̃OX Λ̃

k
OX

(F )
∼→ Λ̃kOY (OY ⊗̃OXF ), pour tout k ∈ N.

11.5.4. Soient X := (X,OX) un espace annelé, F un OX -module ; munissons

Z := {x ∈ X |OX,x ̸= 0}
de la topologie induite par l’inclusion j : Z → X, et posons (Z,OZ) := Z ×X X. D’après
l’exercice 5.66(iv), le morphisme naturel d’espaces annelés j : (Z,OZ) → X induit une
équivalence j∗ : OZ−Mod

∼→ OX −Mod, et F est localement projectif de type fini (resp.
inversible) si et seulement s’il en est de même pour OZ⊗̃OXF = ȷ̃−1F . On a alors des
isomorphismes de groupes abéliens :

Pic(j) : Pic(X)
∼→ Pic(Z,OZ) K(j) : K(X)

∼→ K(Z,OZ).

• Si F est localement libre de type fini, on voit aussitôt que pour tout r ∈ N la partie
Zr := {x ∈ Z | rkOX,x(Fx) = r} est ouverte dans Z, et Z =

⊔
r∈N Zr. La restriction

F|Zr := (ȷ̃−1F )|Zr est un OZ|Zr -module localement libre de rang constant r ; au vu
de l’exercice 11.132(iii,iv) et la remarque 3.92(ii), Lr := (Λ̃rOZ (j̃

−1F ))|Zr est alors un
OZ|Zr -module inversible pour tout r ∈ N. On notera par

detF

l’unique OX -module inversible tel que (detF )|Zr = Lr pour tout r ∈ N.
• Noter que tout isomorphisme h : F

∼→ G de OX -modules localement libres de type
fini induit un isomorphisme unique

det(h) : det(F )
∼→ det(G ) tel que det(h)|Zr := ΛrOZ|Zr (h|Zr ) ∀r ∈ N.
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• Soient en outre X ′ := (X ′,OX′) un deuxième espace annelé, et ϕ : X ′ → X un
morphisme d’espaces annelés ; avec la remarque 5.64(ii), on voit aussitôt que

Z ′r := {x′ ∈ X ′ | rkOX′,x′ (OX′⊗̃OXF )x′ = r} = ϕ−1(Zr) ∀r ∈ N

de sorte que ϕ induit par restriction un morphisme ϕr : Z ′r ×X′ X
′ → Zr ×X X d’es-

paces annelés, pour tout r ∈ N. Compte tenu de l’exercice 11.132(vi), on déduit une
identification naturelle :

OX′⊗̃OX det(F )
∼→ det(OX′⊗̃OXF ).

11.5.5. Bien que le cas des OX -modules localement libres suffise (largement) pour notre
discussion, on souhaite montrer comment prolonger la construction du déterminant aux
OX -modules localement projectifs de type fini. Pour cela, soient d’abord A un anneau,
P un A-module projectif de type fini, (Y,OY ) := SpecA ; noter que

det(P ) := Γ(detOY ⊗̃AP )

est bien défini, car OY ⊗̃AP est localement libre de rang fini (exercice 5.65(ii)), et il est
un A-module inversible (exercice 5.69(ii)).
• Soit alors P la sous-catégorie de AlgMod dont les objets sont les (A,P ) ∈ Ob(AlgMod)

avec P projectif de type fini, et dont les morphismes (A,P ) → (A′, P ′) sont les (f, g) ∈
AlgMod((A,P ), (A′, P ′)) tels que l’adjoint de g : P → P ′[f ] est un isomorphisme A′-linéaire
g∗ : A′ ⊗A P

∼→ P ′ (voir le §3.2.6). Notons en outre par I la sous-catégorie pleine de P
dont les objets sont les couples (A,L) avec L inversible. Pour (f, g) ∈ S ((A,P ), (A′, P ′)),
posons aussi (Y ′,OY ′) := SpecA′ ; la discussion du §11.5.4 permet d’associer à (f, g) un
isomorphisme A′-linéaire :

ω∗(f,g) : A
′ ⊗A det(P )

∼→ Γ(OY ′⊗̃OY det(OY ⊗̃AP ))
det(OY ′ ⊗̃A′g

∗)−−−−−−−−−−→ det(P ′)

dont l’adjoint A-linéaire ω(f,g) : det(P ) → det(P ′)[f ] admet la description suivante.
Supposons que P soit engendré par un système de m éléments ; alors il existe des uniques
suites d’anneaux quotients (πi : A → Ai | i = 0, . . . , n) et (π′i : A

′ → A′i | i = 0, . . . , n)
avec n ≤ m, induisant des isomorphismes d’anneaux :

(∗) A
∼→
∏n
i=0Ai A′

∼→
∏n
i=0A

′
i

et telles que Ai⊗AP et A′i⊗A′P ′ soient de rang constant i, pour chaque i = 0, . . . , n. Sous
les identifications (∗), l’homomorphisme f est le produit d’homomorphismes d’anneaux
(fi : Ai → A′i | i = 0, . . . , n) tels que les carrés :

A
f //

πi
��

A′

π′i��
Ai

fi // A′i

∀i = 0, . . . , n

soient cocartésiens, et g est la somme directe d’applications Ai-linéaires

gi : Ai ⊗A P → (A′i ⊗A′ P ′)[fi] ∀i = 0, . . . , n.

Avec cette notation, det(P ) =
⊕n

i=0 Λ
i
Ai
(Ai ⊗A P ), det(P ′) =

⊕n
i=0 Λ

i
A′i
(A′i ⊗A′ P ′) et

ω(f,g) est la somme directe des applications Ai-linéaires

ΛiAi(gi) : Λ
i
Ai(Ai ⊗A P )→ ΛiA′i(A

′
i ⊗A′ P ′)[fi] x1 ∧ · · · ∧ xi 7→ gi(x1) ∧ · · · ∧ gi(xi).

On voit ainsi aussitôt que les associations : (A,P ) 7→ det(P ) et (f, g) 7→ (f, ω(f,g))
définissent un foncteur Det : P → I .
• Or, soient (X,OX) un espace annelé, F un OX -module localement projectif de type

fini, et notons par S le site de X formé des parties ouvertes U ⊂ X telle que F (U)
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soit un OX(U)-module projectif de type fini et F|U soit isomorphe à OX|U ⊗OX(U) F (U)
(lemme 11.129(i)) ; ainsi F induit un foncteur

F|S : S op →P U 7→ (OX(U),F (U)).

Posons alors
det(F|S ) := Det ◦F|S : S op → L .

Soit OX|S la restriction de OX à S op ; en outre, pour tout U ∈ Ob(S ) soit S /U la
sous-catégorie pleine de S avec Ob(S /U) := {V ∈ Ob(S ) |V ⊂ U}. Par inspection
directe de la construction, on voit que det(F|S ) est un pré-OX|S -module, et sa restric-
tion det(F|S )|U à (S /U)op est isomorphe à la restriction de OX ⊗OX(U) det(F (U)),
pour tout U ∈ Ob(S ). Avec le lemme 11.129(i) on déduit que det(F|S ) est en fait
un OX|S -module, donc il admet un prolongement canonique det(F ) qui est un OX -
module (exercice 5.35(i,ii)), et det(F )|U est isomorphe à OX⊗̃OX(U) det(F (U)) pour
tout U ∈ Ob(S ) (les détails sont laissés aux soins du lecteur). Ainsi, det(F ) est un
OX -module inversible ; en dernier lieu, si F est localement libre de rang fini, on vérifie
aisément que cet OX -module est naturellement isomorphe au déterminant de F exhibé
au §11.5.4.

Proposition 11.133. (i) L’association : [F ] 7→ [detF ] pour tout OX-module locale-
ment projectif F de type fini, définit un homomorphisme de groupes abéliens :

detX : K(X)→ Pic(X).

(ii) L’association : X 7→ detX définit une transformation naturelle :

det : K(−)⇒ Pic(−).

Démonstration. (i) : Soit Z := (Z,OZ) défini comme au §11.5.4 ; quitte à remplacer X
par Z, on peut supposer que OX,x ̸= 0 pour tout x ∈ X. Dans ce cas, on va exhiber
d’abord, pour toute suite exacte Σ := (0 → F ′

i−→ F
p−→ F ′′ → 0) de OX -modules

localement libres de type fini, un isomorphisme canonique :

ω̃Σ : det(F ′)⊗̃OX det(F ′′)
∼→ det(F ) dans OX −Mod.

Pour cela, quitte à remplacer X par une partie ouverte et fermée, on se ramène aisément
au cas où F ′ et F ′′ sont de rang constant r et s, et donc F est de rang constant r + s.
Pour toute partie ouverte U ⊂ X, posons AU := OX(U), et soit

ψΣ : ΛrOX (F
′)⊗OX ΛsOX (F )→ Λr+sOX

(F )

l’homomorphisme de pré-OX -modules tel que, pour toute telle U on a :

ψΣ
U (α⊗ β) := (ΛrAU iU )(α) ∧ β ∀α ∈ (ΛrOXF ′)(U),∀β ∈ (ΛsOXF )(U).

Posons ensuite ψ̃Σ := (ψΣ)a : (detF ′)⊗̃OX Λ̃
s
OX

(F )→ det(F ), et remarquons :

Affirmation 11.134. Λ̃sOXp : Λ̃
s
OX

F → detF ′′ est un épimorphisme de OX −Mod.
Preuve : Pour tout x ∈ X, posons A(x) := OX,x ; par l’exercice 5.65(i), il suffit de vérifier
que l’application A(x)-linéaire (Λ̃sOXp)x : (Λ̃sOXF )x → (detF ′′)x est surjective. D’après
l’exercice 11.132(iii), cette dernière s’identifie naturellement avec

ΛsA(x)(px) : Λ
s
A(x)Fx → ΛsA(x)F

′′
x β1 ∧ · · · ∧ βs 7→ px(β1) ∧ · · · ∧ px(βs).

Mais px est surjective (exercice 5.65(i)), donc de même pour ΛsA(x)(px). ♢

Soit K := Ker(Λ̃sOXp) ; il vient une suite exacte de OX -modules :

0→ (detF ′)⊗̃OXK → (detF ′)⊗̃OX Λ̃
s
OXF → (detF ′)⊗̃OX (detF ′′)→ 0

car detF ′ est un OX -module plat. Remarquons ensuite :
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Affirmation 11.135. (detF ′)⊗̃OXK ⊂ Ker(ψ̃Σ).
Preuve : Il suffit de vérifier que ((detF ′)⊗̃OXK )x ⊂ Ker(ψ̃Σ)x pour tout x ∈ X. Au vu
des identifications naturelles :

((detF ′)⊗̃OXK )x
∼→ ΛrA(x)(F

′
x)⊗A(x) Kx Ker(ψΣ

x )
∼→ Ker(ψ̃Σ)x

on est alors ramené à vérifier que ΛrA(x)(F
′
x) ⊗A(x) Kx ⊂ Ker(ψΣ

x ). Or, Kx est le A(x)-
module engendré par tous les termes de la forme

i(τ) ∧ γ avec τ ∈ F ′x et γ ∈ Λs−1A(x)Fx

et on a ψΣ
x (α ⊗ (i(τ) ∧ γ)) = (Λr+1

A(x)ix)(α ∧ τ) ∧ γ = 0 pour tous tels τ et γ, et tout
α ∈ ΛrA(x)F

′
x, car Λr+1

A(x)F
′
x = 0 (remarque 3.92(ii)). ♢

Au vu de l’observation 11.135, ψ̃Σ se factorise à travers un unique morphisme de
OX -modules ω̃Σ comme souhaité, et on vérifie aisément que ω̃Σ

x est un isomorphisme de
A(x)-modules libres de rang 1, pour tout x ∈ X (les détails sont laissés aux soins du
lecteur), donc ω̃Σ est un isomorphisme.
• Soit en outre ϕ : (X ′,OX′) → (X,OX) un morphisme d’espaces annelés ; par

inspection directe des constructions, on vérifie la commutativité du diagramme :

OX′⊗̃OX (det(F
′)⊗̃OX det(F ′′))

OX′ ⊗̃OX
ω̃Σ

//

��

OX′⊗̃OX det(F )

��
det(OX′⊗̃OXF ′)⊗̃O′X

det(OX′⊗̃OXF ′′)
ω̃

O
X′ ⊗̃OX

Σ

// det(OX′⊗̃OXF )

dont les flèches verticales sont les isomorphismes fournies par le §11.5.4.
• En dernier lieu, considérons un diagramme commutatif :

Σ1

��

0 // F ′1 //

h′
��

F1
//

h
��

F ′′1 //

h′′
��

0

Σ2 0 // F ′2 // F2
// F ′′2 // 0

dont les lignes horizontales sont des suites exactes courtes de OX -modules localement
libres de type fini, et dont les flèches verticales sont des isomorphismes ; toujours par
inspection directe, on déduit un diagramme commutatif :

det(F ′1)⊗̃OX det(F ′′1 )
ω̃Σ1 //

det(h′)⊗̃OX
det(h′′)

��

det(F1)

det(h)
��

det(F ′2)⊗̃OX det(F ′′2 )
ω̃Σ2 // det(F2).

• Soient ensuite A un anneau, Θ := (0→ P ′ → P → P ′′ → 0) une suite exacte courte
de A-modules projectifs de type fini, et posons (Y,OY ) := SpecA. En vertu du lemme
11.129(i), on a un isomorphisme A-linéaire naturel

Γ(det(OX⊗̃AP ′)⊗̃OX det(OX⊗̃AP ′′))
∼→ det(P ′)⊗A det(P ′′)

et en vertu de ce qui précède, on déduit alors un isomorphisme naturel

ωΘ : det(P ′)⊗A det(P ′′)
∼→ det(P ) dans A−Mod.

Soient un homomorphisme d’anneaux f : A1 → A2, et un diagramme commutatif :

Θ1

��

0 // P ′1 //

g′

��

P1
//

g
��

P ′′2 //

g′′

��

0

Θ2 0 // P ′2 // P2
// P ′′2 // 0
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dont la ligne horizontale en haut (resp. en bas) est une suite exacte courte de A1-modules
(resp. de A2-modules) projectifs de type fini, et tel que les couples (f, g′), (f, g) et (f, g′′)
soient des morphismes de la catégorie P (voir le §11.5.5) ; par ce qui précède, on déduit
un diagramme commutatif :

det(P ′1)⊗A1
det(P ′′1 )

ωΘ1 //

ω(f,g′)⊗A1
ω(f,g′′)

��

det(P1)

ω(f,g)

��
det(P ′1)⊗A2

det(P ′′2 )
ωΘ2 // det(P2).

Or, revenons à une suite exacte courte Σ := (0→ F ′ → F → F ′′ → 0) de OX -modules
localement projectifs de type fini, et soit S la sous-catégorie pleine de Ouv(X) dont les
objets sont les parties ouvertes U ⊂ X telles que :

(a) F |U est isomorphe à OX|U ⊗AU F (U), et de même pour F ′|U et F ′′|U
(b) la suite induite Σ(U) := (0→ F ′(U)→ F (U)→ F ′′(U)→ 0) est exacte.

Avec le lemme 11.129 on voit aussitôt que S est un site de X, et par ce qui précède on
déduit un système d’isomorphismes

ωΣ(U) : detF ′(U)⊗OX(U) detF ′′(U)
∼→ det(F (U)) ∀U ∈ Ob(S )

compatibles aux restrictions des U -sections, pour toute inclusion V ⊂ U d’objets de S .
Soit alors OX|S la restriction à S du faisceau OX , et pour tout OX -module M , soit
M|S le OX|S -module obtenu par restriction de M à la sous-catégorie S ; on obtient
ainsi un isomorphisme de OX|S -modules

ωΣ
|S : det(F ′)|S ⊗̃OX|S det(F ′′)|S

∼→ det(F )|S

qui, d’après l’exercice 5.35(i,ii), se prolonge en un unique isomorphisme de OX -modules
ωΣ : det(F ′)⊗̃OX det(F ′′)

∼→ det(F ), et cela achève la preuve de (i).
(ii) : Cela découle aussitôt de (i), par inspection directe des constructions. □

Théorème 11.136. (Auslander-Buchsbaum) Tout anneau local régulier est factoriel.

Démonstration. Soit (A,m) un tel anneau. On raisonne par récurrence sur d := dimA.
L’assertion est déjà connue pour d = 0, 1, d’après la proposition 11.50(ii) ; soit donc d ≥ 2,
et supposons que le théorème soit connu pour tout anneau local régulier de dimension
< d.

D’après la proposition 11.112 il suffit de vérifier que tout idéal premier p ⊂ A de
hauteur 1 est principal. Posons (X,OX) := SpecA, U := X \ {m}, OU := OX|U , et
U := (U,OU ) ; d’après le théorème 11.103, il existe une résolution L• → p, de longueur
finie n, par des A-modules libres de rang fini, et avec Li := OX⊗̃ALi pour tout i ≤ n,
on obtient alors un complexe exact de OX -modules quasi-cohérents :

Σ : 0→ Ln → Ln−1 → · · · → L0 → pOX → 0

(notation de la remarque 5.68(i)).

Affirmation 11.137. pOU est un OU -module inversible.
Preuve : La localisation OU,q = Aq est régulière (corollaire 11.105(i)) de dimension < d,
pour tout q ∈ U . Si p ̸⊂ q, alors pOU,q = OU,q, et si p ⊂ q, l’idéal premier pAq est de
hauteur 1, donc il est principal, par hypothèse de récurrence (proposition 11.112). Ainsi,
pOU,q est un OU,q-module libre de rang 1, pour tout q ∈ U , et on conclut avec l’exercice
11.127. ♢

D’après l’observation 11.137, la suite exacte Σ induit par restriction à U , un complexe
exact Σ|U de OU -modules localement libres de type fini ; avec l’exercice 11.131, on a alors∑n

i=0(−1)i[Li|U ] = [pOU ] dans K(U)
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d’où
∑n
i=0(−1)i det[Li|U ] = [pOU ] dans Pic(U), d’après la proposition 11.133(i) et

l’exercice 11.132(v). Mais chaque Li est isomorphe à Ori
X , avec ri := rkALi, donc

det[Li] = ri · [OX ] = 0 dans Pic(X) ; par suite det[Li|U ] = 0, et finalement, [pOU ] = 0

dans Pic(U), i.e. il existe un isomorphisme OU -linéaire ω : OU
∼→ pOU .

Soit aussi β : pOU → OU l’inclusion, et posons tU := βU ◦ ωU (1) ∈ Γ(OU ) ; d’après le
problème 11.75(ii) et le théorème 11.117, l’homomorphisme de restriction A = Γ(OX)→
Γ(OU ) est un isomorphisme, donc tU est la restriction d’un unique t ∈ A. Evidem-
ment t ̸= 0, donc tout idéal premier associé à A/tA est de hauteur 1 (théorème 7.49) ;
soient AssA(A/tA) = {p1, . . . , pr}, et tA =

⋂r
i=1 qi l’unique décomposition primaire non

redondante, où qi ⊂ A est un idéal pi-primaire pour chaque i = 1, . . . , r. Par construc-
tion, (tA)pi = pApi pour i = 1, . . . , r, car pi ∈ U ; par suite, (tA)pi = Api si pi ̸= p,
et d’autre part A ∩ (tA)pi = qi (corollaire 7.20). Cela montre que r = 1, p1 = p, et
tA = q1 = A ∩ pAp = p, CQFD. □

Exemple 11.138. (i) Soit A un anneau local régulier ; pour tout n ∈ N, munissons
l’anneau de polynômes en n indéterminées An := A[T1, . . . , Tn] de sa topologie In-adique
Tn, où In désigne l’idéal engendré par T1, . . . , Tn. La complétion de (An,Tn) est l’anneau
des séries formelles en n indéterminées Bn := A[[T1, . . . , Tn]] ; par suite, Bn est régulier
pour tout n ∈ N (corollaire 11.110). En outre, Bn est local, d’après l’exercice 1.52(iii),
donc il est factoriel (théorème 11.136).

(ii) Pour tout n ∈ N, soit πn : (An+1,Tn+1) → (An,Tn) l’homomorphisme de A-
algèbres topologiques tel que πn(Ti) := Ti pour i = 1, . . . , n, et πn(Tn+1) = 0 ; puisque pn
est surjective, il en est de même pour sa complétion π̂n : Bn+1 → Bn (corollaire 9.58), et
évidemment Ker(π̂n) = Tn+1Bn+1 ⊂ J (Bn+1), encore d’après l’exercice 1.52(iii). Avec
le problème 11.116, on conclut que la limite B du système projectif (Bn, π̂n |n ∈ Nop) est
un anneau factoriel. Pour tout n ∈ N, soit Mn := {T ν11 · · ·T νnn | ν1, . . . , νn ∈ N} ⊂ An, et
posons M :=

⋃
n∈N Mn ; l’anneau B peut se décrire plus explicitement comme l’ensemble

des séries formelles
∑
M∈M aM ·M à coefficients aM ∈ A, muni des lois d’addition et de

multiplication évidentes.
(iii) Si l’on fait A := C dans (i) et (ii), on retrouve un anneau B = C[[Tn |n ∈ N]]

bien connu aux arithméticiens : il est en fait isomorphe à l’anneau D des fonctions
N∗ := N \ {0} → C, muni du produit de convolution :

f ∗ g(n) :=
∑
d|n f(d) · g(n/d) ∀f, g : N∗ → C,∀n ∈ N∗.

Afin d’expliciter un tel isomorphisme, notons par (pi | i ∈ N) la suite des nombres premiers
entiers, et pour n ∈ N∗ donné, soient k ∈ N et ν1, . . . , νk ∈ N tels que n = pν11 · · · p

νk
k

(pour n = 1 on pose k = 0) ; avec cette notation, posons τ(n) := T ν11 · · ·T
νk
k ∈M , pour

tout n ∈ N∗ (donc τ(1) = 1). On a alors un isomorphisme :

D
∼→ B f 7→

∑
n∈N∗ f(n) · τ(n).

On retrouve ainsi un théorème de E.D.Cashwell et C.J.Everett ([13]) : l’anneau D des
fonctions arithmétiques (appelé parfois anneau de Dirichlet) est factoriel.

Exercice 11.139. Soit A un anneau intègre noethérien, tel que tout A-module de type
fini admet une résolution de longueur finie par des A-modules libres de rang fini. Montrer
que A est factoriel.

11.6. Solutions aux exercices et problèmes.
Exercice 11.6 : Soit (Mi | i = 0, . . . , n) une série de composition pour M . On a des

identification naturelles : S−1(Mi/Mi−1) ≃ S−1Mi/S
−1Mi−1 pour i = 1, . . . , n. D’autre

part, l’exemple 11.2(ii) nous dit que Mi/Mi−1 ≃ A/m pour quelque m ∈ MaxA, donc

S−1Mi/S
−1Mi−1 ≃ S−1A/S−1m.

Or, S−1m est soit un idéal maximal de S−1A, soit égal à S−1A. Dans le premier cas on
voit aisément que la localisation A/m→ S−1(A/m) ≃ S−1A/S−1m est un isomorphisme,
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donc S−1Mi/S
−1Mi−1 est à la fois un S−1A-module simple et un A-module simple ; dans

le deuxième cas on a S−1Mi = S−1Mi−1. On conclut que, quitte à éliminer des répéti-
tions, la suite (S−1Mi | i = 0, . . . , n) est une série de composition pour le S−1A-module
S−1M , et aussi pour le A-module (S−1M)[j] d’où l’assertion.

Exercice 11.11 : On a lA(A/I) = lA/I(A/I), en vertu de l’exemple 11.5(iii), donc
lA(A/I) < +∞ si et seulement si A/I est artinien, par la proposition 11.9. Mais A/I est
artinien ⇔ le radical de I est m ⇔ I est m-primaire.

Exercice 11.19 : On utilise la présentation de B⟨σ⟩ fournie par l’exercice 6.76(ii). A
savoir, on a un homomorphisme surjectif g : C := K[S, T, Z] → B⟨σ⟩ de K-algèbres
dont le noyau est l’idéal principal engendré par ST − Zn. On remarque que g est un
homomorphisme de K-algèbres graduées, pourvu que l’on munisse C de la graduation
telle que degS = deg T = n et degZ = 2, et notons aussi que ST − Zn est homogène
de degré 2n, par rapport à cette graduation. Pour tout k ∈ N, soit Ek l’ensemble des
(ν1, ν2, ν3) ∈ N3 tels que nν1+nν2+2ν3 = k ; la composante homogène Ck de C est le K-
espace vectoriel engendré par les monômes Sν1T ν2Zν3 avec (ν1, ν2, ν3) ∈ Ek. Avec cette
notation, la deuxième méthode de comptage de l’exemple 11.17 se généralise aisément :
on développe en série de puissances

1

(1− tn)2 · (1− t2)
=
(∑

ν1∈N t
nν1
)
·
(∑

ν2∈N t
nν2
)
·
(∑

ν3∈N t
2ν3
)

=
∑
ν•∈N3 tnν1+nν2+2ν3 =

∑
k∈N

(∑
ν•∈Ek t

k
)

et il vient P (C, t) = (1 − tn)−2 · (1 − t2)−1. Pour conclure, on raisonne comme dans la
preuve la proposition 11.18, et on trouve :

P (B⟨σ⟩, t) =
1− t2n

(1− tn)2 · (1− t2)
=

1 + tn

(1− tn) · (1− t2)
.

Le cas de BD2n est analogue : on munit K[S, T ] de la graduation telle que degS = 2
et deg T = n, et grâce à la présentation fournie par la solution de l’exercice 6.76(ii) on
trouve par le même argument l’identité

P (BD2n , t) = P (K[S, T ], t) =
1

(1− tn) · (1− t2)
.

Problème 11.28, partie (i) : Soit I ̸= 0 un idéal de A ; par hypothèse, l’ensemble
E := {m ∈ A | I ⊂ m} est fini, disons E = {m1, . . . ,mr}. Soit x0 ∈ I \ {0}, et notons par
m1, . . . ,mr+s les idéaux maximaux de A contenant x0, de sorte que pour tout i = 1, . . . , s
il existe xi ∈ I \ mr+i. Par hypothèse, IAmi est un idéal de type fini de Ami , pour tout
i = 1, . . . , r, donc on trouve une partie finie Σi ⊂ I dont l’image dans Ami engendre
IAmi . Soit J ⊂ A l’idéal engendré par {x0, x1, . . . xs}∪Σ1∪ · · ·∪Σr ; évidemment J ⊂ I.
Montrons que JAm = IAm pour tout m ∈ MaxA : en effet, cela est clair si m ∈ E, et si
m /∈ E, on a IAm = Am = JAm, car I, J ̸⊂ m. Avec la proposition 3.55, on conclut que
J = I ; cela achève de vérifier que tout idéal de A est de type fini, i.e. A est noethérien.

Partie (ii) : Comme chaque pi est premier, il est clair que S est une partie multi-
plicative de A. Ainsi, tout idéal premier de S−1A est de la forme S−1q, pour un idéal
premier q de A avec q ⊂

⋃
i∈N pi (proposition 3.31) ; montrons qu’il existe i ∈ N tel que

q ⊂ pi. Si q = 0, l’assertion est triviale ; si q ̸= 0, soient An := K[X0, . . . , Xrn+1−1],
Sn := S ∩ An et qn := q ∩ An pour tout n ∈ N, et choisissons N ∈ N tel que qN ̸= 0. Il
s’ensuit aussitôt que qn ̸⊂

⋃
i>N pi pour tout n ≥ N . Noter que Sn = An \

⋃n
i=0 pi, donc

qn ⊂
⋃n
i=0An∩pi pour tout n ∈ N. D’après la proposition 1.58, pour tout n ≥ N il existe

alors i ∈ {0, . . . , N} tel que qn ⊂ pi. Pour tout n ≥ N , soit Zn := {0 ≤ i ≤ N | qn ⊂ pi} ;
évidemment on a ∅ ̸= Zm ⊂ Zn pour tout m ≥ n ≥ N . Par suite, Z :=

⋂
n≥N Zn ̸= ∅,

et q ⊂ pi pour tout i ∈ Z.
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Cela montre que MaxS−1A = {S−1pi | i ∈ N}. Or, pour tout k ∈ N, soient mk :=
S−1pk et Ek := FracK[Xi | i ≥ rk+1] ; on voit aisément que (S−1A)mk est une localisation
de Ek[X0, . . . , Xrk+1−1], donc il est noethérien (remarque 6.61(iv)).

Ensuite, soit x ∈ S−1A \ {0} ; montrons que l’ensemble {i ∈ N |x ∈ mi} est fini. Pour
cela, écrivons x = a/b avec a ∈ A et b ∈ S ; d’après la proposition 3.31, on est ramené à
vérifier que l’ensemble {i ∈ N | a ∈ pi} est fini, mais cela est clair.

On peut maintenant invoquer (i) pour conclure que S−1A est noethérien.
Partie (iii) : Avec la notation ci-dessus, soient aussi

Fk := FracEk[X0, . . . , Xrk−1] Bk := Fk[Xrk , . . . , Xrk+1−1] nk := pkBk

de sorte que nk ∈ MaxBk et (S−1A)mk = (Bk)nk . D’après le problème 6.82(i), il vient
rk+1 − rk = tr.deg(Frac(Bk)/Fk) = dim (S−1A)mk = ht(S−1pk).

Exercice 11.30, partie (i) : Soit π : V →W la projection, et n ∈W l’unique point tel
que π−1(n) = S := {m1, . . . ,mn}. On montrera plus précisément que

dimK n/n2 = dimK(m1/m
2
1) + · · ·+ dimK(mn/m

2
n).

L’assertion s’ensuivra aussitôt, compte tenu du corollaire 11.29 et de la remarque 6.95(iii).
Or, la construction de W montre que n = m1 ∩ · · · ∩ mn = m1 · · ·mn (lemme 1.60),
en particulier, on peut regarder n et n2 comme des idéaux de A. Notons ensuite que
SuppA n/n2 = S ; en effet, si p ⊂ A est un idéal premier, on a

(n/n2)p =
m1,p · · ·mn,p
m2

1,p · · ·m2
n,p

=

{
p/p2 si p ∈ S
0 sinon.

Donc, si I := AnnA(n/n
2), on voit que n/n2 est un A/I-module, et SpecA/I = S est un

espace topologique discret ; par l’exercice 3.66(i,iii) on déduit un isomorphisme naturel
de K-espaces vectoriels

n/n2
∼→ m1/m

2
1 ⊕ · · · ⊕mn/m

2
n

d’où l’identité souhaitée.
Partie (ii) : c’est un cas particulier de (i), compte tenu du problème 6.82(i).

Exercice 11.35 : Si dimA = 0, alorsA est déjà un corps, car il est intègre par hypothèse.
Si A est semi-local de dimension 1, disons que MaxA = {m1, . . . ,mk}, et noter que
SpecA = Max(A) ∪ {0}, car A est intègre ; pour i = 1, . . . , k, soit fi ∈ mi, et posons
f := f1 · · · fk ∈ (m1 ∩ · · · ∩mk) \ {0}. Par suite {0} est l’unique idéal premier de l’anneau
intègre Af (exemple 3.32(i)), i.e. Af est un corps.

Réciproquement, soit f ∈ A \ {0} tel que Af est un corps ; cela revient à dire que tout
idéal premier p ̸= 0 de A contient f ; ainsi l’ensemble

MaxV (f) = Min (A/fA) = {p ∈ SpecA |ht(p) = 1}

est fini (exercice 6.109(iii)), et il suffit de montrer que MaxA ⊂ MaxV (f). Soit par
l’absurde, m ∈ MaxA avec m /∈ MaxV (f) ; alors il existe g ∈ m \

⋃
p∈MaxV (f) p (propo-

sition 1.58). Soit q ∈ MaxV (g) ; d’après le corollaire 11.34(i), on a ht(q) = 1, mais alors
q ∈ MaxV (f), et g ∈ q, contradiction.

Problème 11.40, partie (i) : D’un côté, Y := Max(A⊗K B) est dense dans la topolo-
gie constructible de X := Spec(A ⊗K B) (problème 6.117(iv)) ; de l’autre côté, d’après
l’exercice 6.109(ii), X n’a qu’un nombre fini Z1, . . . , Zk de composantes irréductibles, et
disons que Z = Z1. Alors T := Z \

⋃k
j=2 Zj est une partie constructible dense dans Z, et

avec le problème 6.82(i) il vient :

Y ∩ T ̸= ∅ et dimZ = ht(m) ∀m ∈ Y ∩ T.
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Soient donc m ∈ Y ∩ T , g : K → A l’homomorphisme structurel de A, et f := g ⊗K B :
B → C ; alors n := f−1(m) est un idéal maximal de B (corollaire 6.80), et k(n) est une
extension finie de K (proposition 6.78(ii)). L’exercice 3.63(ii) fournit un isomorphisme
de K-algèbres C ⊗B k(n)

∼→ A ⊗K k(n) qui identifie l’image de m dans C ⊗B k(n) avec
un idéal maximal m de A ⊗K k(n). En outre, g est évidemment plat, donc de même
pour f (remarque 3.74(vi)), et ainsi, Spec f est générisante (théorème 3.84(ii)) ; par la
proposition 11.37(ii) et le problème 6.82(i), on a alors :

(∗) ht(m) = ht(n) + dimCm ⊗B k(n) = dimB + dim(A⊗K k(n))m

et on doit vérifier que ht(m) = dimA. Quitte à remplacer B et m respectivement par
k(n) et m, on est donc ramené au cas où B est un corps, extension finie de K. Ensuite,
compte tenu de l’homomorphisme de K-algèbres A⊗K B

∼→ B ⊗K A (exercice 3.61), on
peut échanger A et B, et supposer plutôt que A soit une extension finie de K (et que B
soit une K-algèbre intègre de type fini quelconque) ; alors A⊗K k(n) est une k(n)-algèbre
finie, d’où dim(A ⊗K k(n)) = dim k(n) = 0 (corollaire 6.20(iii)), et (∗) devient l’égalité
ht(m) = dimB, comme souhaité.

Partie (ii) : Soient p et p′ les points génériques de Z et Z ′ ; les projections

π : A→ A := A/p et π′ : A→ A′ := A/p′

induisent des identifications naturelles SpecA
∼→ Z et SpecA′

∼→ Z ′ (remarque 1.45(i)).
En outre, soient µ : A⊗K A→ A la loi de multiplication de A (i.e. µ(a⊗ a′) := aa′ pour
tous a, a′ ∈ A), et I := Kerµ ; on vérifie aisément que le diagramme commutatif :

A⊗K A
µ //

π⊗Kπ′ ��

A

π′′
��

A⊗K A′ // A/(p+ p′)

est cocartésien dans la categorie Z − Alg (les détails sont laissés aux soins du lecteur).
Autrement dit, la flèche horizontale en bas induit un isomorphisme : (A ⊗K A′)/I

∼→
A/(p + p′), où I ⊂ A ⊗K A′ dénote l’image de I. Or, la projection π′′ induit de même
une identification naturelle SpecA/(p + p′)

∼→ Z ∩ Z ′, et en raisonnant comme dans la
preuve de (i) on trouve m ∈ Z ′′ ∩MaxA/(p+ p′) avec dimZ ′′ = dim(A/(p+ p′))m. Soit
n ⊂ A⊗K A′ l’image réciproque de m. D’après (i) et le problème 6.82(i), on a

dim(A⊗K A′)n = dimZ + dimZ ′.

D’autre part, I est engendré par (Xi⊗1−1⊗Xi | i = 1, . . . , n). Avec le corollaire 11.33(ii),
il vient dim(A/(p+ p′))m = dim(A⊗K A′)n/In ≥ dimZ + dimZ ′ − n, d’où l’assertion.

Exercice 11.41, partie (i) : Posons p′ := f−1(q) ; évidemment p ⊂ p′, et puisque Spec f
est générisante, il existe un idéal premier r ⊂ q avec f−1(r) = p, d’où pB ⊂ r, par suite
q = r et p′ = p. En outre, Bq ⊗A k(p) = (B/pB)q et dim(B/pB)q = 0, donc l’assertion
découle de la proposition 11.37(ii).

Partie (ii) : Posons B′ := B/J . Evidemment le radical de J + XB = IB + XB
est l’idéal maximal n := mB + XB de B. Par suite, dans l’espace Spec(B′) on a :
{nB′} = V ((J +XB)/J) = V (XB′). D’après le corollaire 11.33(i), il vient ht(nB′) ≤ 1 ;
mais mB′ ⊊ nB′ est un idéal premier de B′, d’où ht(mB′) = 0, i.e. mB est un point
maximal de la partie fermée V (J) ⊂ SpecB.

Exercice 11.45 : Soient m ⊂ A[X•] := A[X1, . . . , Xn] un idéal maximal, et p := A∩m ;
alors dim k(p)[X•]m = n (problème 6.82(i)), et évidemment A[X•] est une A-algèbre
plate, donc dimA[X•] = n + dimA, d’après la proposition 11.37(ii) et le théorème
3.84(ii). Ensuite, avec l’exemple 9.115 et le corollaire 9.103(i) on voit que A[[X•]] est
une A-algèbre plate noethérienne ; en outre, pour tout idéal maximal n ⊂ A[[X•]], on
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a m := A ∩ n ∈ MaxA, et n = m + X•A[[X•]] (exercice 1.52(iii)). Réciproquement,
pour tout m ∈ MaxA, l’idéal n = m + X•A[[X•]] est maximal dans A[[X•]]. Noter que
A[[X•]] ⊗A k(m) = A[[X•]]/mA[[X•]] = k(m)[[X•]], et k(m)[[X•]] est la complétion X•-
adique de l’anneau local k(m)[X•]p, avec p ⊂ k(m)[X•] l’idéal maximal engendré par X•
(lemme 9.120) ; ainsi, dim k(m)[[X•]] = dim k(m)[X•]p = n (corollaire 11.36), et avec la
proposition 11.37(ii) et le théorème 3.84(ii), il vient dimA[[X•]] = n+ dimA.

Problème 11.60, partie (i) : On raisonne par récurrence sur r. Si r = 0, la suite vide
engendre p, donc p = 0, et alors A est intègre. Si r = 1, par hypothèse il existe un idéal
premier q strictement contenu dans p = Ax1 ; pour tout a ∈ q, il existe alors b ∈ A tel
que a = bx1, et comme x1 /∈ p, il vient b ∈ q. Ainsi, q = q ·x1, d’où q = 0 (corollaire 3.49),
donc A est intègre, et le générateur x1 de p est régulier. Si r > 1, posons A′ := A/x1A
et p′ := p/x1A ; si l’on applique le corollaire 11.33(iii) avec Ik := Ax1 + · · · + Axk pour
tout k = 1, . . . , r, on obtient ht(p′) = r − 1, et évidemment p′ est engendré par l’image
x′2, . . . , x

′
r ∈ A′ de la suite x2, . . . , xr. Par hypothèse de récurrence, x′2, . . . , x′r est alors

une suite A′-régulière et A′ est intègre, et il reste à vérifier que x1 est régulier. Mais
puisque A′ est intègre, r := Ax1 est un idéal premier ; par le cas r = 1, on est alors
ramené à montrer que ht(r) = 1, et on sait déjà que ht(r) ≤ 1 (corollaire 11.33(i)). Or,
Ap est un anneau local régulier, car son idéal maximal est engendré par l’image de x• ;
ainsi, Ap est intègre (proposition 11.50(i)), par suite il en est de même pour sa localisation
Ar, et on est ramené à vérifier que rAr ̸= 0. Mais l’image de x1 dans Ap est régulière
(corollaire 11.59), donc de même pour son image dans Ar, d’où l’assertion.

Partie (ii) : On raisonne encore par récurrence sur r. Si r = 0, il n’y a rien à montrer.
Soit alors r > 0, et supposons que l’assertion soit déjà connue pour tout anneau noethérien
A′ et toute suite x′2, . . . , x′r engendrant un idéal premier de A′ de hauteur r − 1. Or,
soit q ∈ AssA(A), et supposons que p ⊂ q ; alors ht(pAq) = r, et pAq est engendré
par l’image dans Aq de la suite x•. D’après (i), Aq est alors intègre, et ht(qAq) ≥ r ;
mais qAq ∈ AssAq

(Aq) (proposition 7.6), contradiction. Donc p ̸⊂ Σ :=
⋃

q∈AssA(A) q

(théorème 7.18(iii) et proposition 1.58) ; appliquons l’exercice 1.59 avec x := x1 et I :=
Ax2+· · ·+Axr : on trouve b2, . . . , br ∈ A tels que x′1 := x+b2x2+· · ·+brxr /∈ Σ. Noter que
la suite x′1, x2, . . . , xr engendre I, et que x′1 est A-régulier (remarque 7.21(iii)) ; posons
A′ := A/x′1A, de sorte que les images x′2, . . . , x′r de x2, . . . , xr engendrent p′ := p/x′1A, et
en raisonnant comme dans la preuve de (i) on voit que ht(p′) = r − 1. Par hypothèse de
récurrence, il existe alors une matrice (a′ij | i, j = 2, . . . , r) d’éléments de A′ avec a′ii = 1
pour tout i = 2, . . . , r et a′ij = 0 pour 2 ≤ j < i ≤ r, telle que la suite

(y′i :=
∑r
j=2 a

′
ijx
′
j | i = 2, . . . , r)

soit A′-régulière et engendre p′. Prenons (aij | i, j = 2, . . . , r) dans A avec aii = 1 pour
i = 2, . . . , r et a′ij = 0 pour 2 ≤ j < i ≤ r, et tels que l’image de aij dans A′ coïncide
avec a′ij pour tous i, j = 2, . . . , r ; posons aussi a11 := 1, aj1 := 0 et a1j := bj pour tout
j = 2, . . . , r ; on voit aussitôt que la matrice (aij | i, j = 1, . . . , r) ainsi obtenue convient.
(Ce résultat est emprunté à l’article [15] de E.Davis.)

Exercice 11.61, partie (i.a) : Posons Mi := M/
∑i−1
j=1 xiM pour i = 1, . . . , r + 1. En

vertu de la proposition 3.11, l’application A-linéaire naturelle

βi : (N[f ] ⊗AM)/(
∑i−1
j=1 xj(N[f ] ⊗AM))→ N[f ] ⊗AMi ∀i = 1, . . . , r + 1

est un isomorphisme ; en outre, on voit aisément que βi est même un isomorphisme B-
linéaire Pi := (N⊗AM)/(

∑i−1
j=1 xj(N⊗AM))

∼→ N⊗AMi, pour les structures naturelles
de B-modules détaillées au §3.2.1. Pour i ≤ r, cet isomorphisme identifie la multiplication
par le scalaire f(xi) sur le B-module Pi, avec l’endomorphismeN⊗Axi·IdMi

deN⊗AMi ;
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donc, si xi est Mi-régulier et si N[f ] est un A-module plat, alors f(xi) est Pi-régulier
(remarque 3.74(ii)), d’où l’assertion.

Partie (i.b) : Si N[f ] est un A-module plat, la discussion de (i) identifie naturellement
AnnPi(f(xi)) avec N ⊗A AnnMi

(xi), pour i = 1, . . . , r. Si, en outre, N[f ] est fidèlement
plat, on a N ⊗A AnnMi

(xi) = 0 ⇔ AnnMi
(xi) = 0, et Pr+1 = 0 ⇔ Mr+1 = 0 (voir la

solution du problème 3.83(i.a)) ; l’assertion s’ensuit aussitôt.

Partie (ii) : Chaque Mi est le conoyau de l’application A-linéaire

fi :M
i →M (m1, . . . ,mi) 7→

∑i
j=1 xjmj .

Par suite, le A′-module M ′i s’identifie naturellement avec le conoyau de A′ ⊗A fi, pour
tout i = 1, . . . , n (proposition 3.11). Comme chaque Mi est un A-module plat, il s’ensuit
qu’il en est de même pour chaque A′-module M ′i (remarque 3.74(vi)).

Ensuite, posons M0 := M , et gi := xi+1 · IdMi pour i = 0, . . . , n− 1 ; par hypothèse,
pour tout 0 = 1, . . . , n− 1 on a une suite exacte de A-modules :

Σi : 0→Mi
gi−→Mi →Mi+1 → 0

donc la suite A′ ⊗A Σi est exacte (problème 4.24(ii.a)), i.e. x′• est M ′-régulière.

Exercice 11.68 : On raisonne par l’absurde : si l’assertion était fausse, on aurait une
famille (xr+1+i | i ∈ N) d’éléments de I, telle que (x1, . . . , xn) soit une suite proprement
M -régulière pour tout n ∈ N. En particulier, xi+1M ̸⊂ x1M+· · ·+xiM , pour tout i ∈ N ;
on aurait alors une suite strictement crosissante (

∑n
j=1 xjM |n ∈ N) de sous-modules de

M , et cela contredit la proposition 6.64.

Exercice 11.72 : Soit a ∈ A \ {0} ; d’après le théorème 7.49, tout idéal premier associé
à A/aA est de hauteur 1 ; en particulier, m /∈ AssA(A/aA), d’où profA(A/aA) > 0 (re-
marque 11.67(iii)), et donc profA(A) > 1 (corollaire 11.70(i)).

Problème 11.73, partie (i) : Noter d’abord que pour tout couple de A-modules N,P de
type fini, le A-module Q := HomA(N,P ) est de type fini : en effet, soit ϕ : An → N une
surjection A-linéaire ; alors Q s’identifie au sous-module {ψ ∈ HomA(A

n, P ) |Ker(ϕ) ⊂
Ker(ψ)}, et on a un isomorphisme A-linéaire : HomA(A

n, P )
∼→ Pn, donc l’assertion

découle de la proposition 6.64. D’autre part, on a un homomorphisme naturel de A-
algèbres associatives (voir l’exemple 3.90) :

B → EndA(M) b 7→ b · IdM
dont le noyau est AnnB(M) ; ainsi, B := B/AnnB(M) s’identifie avec un sous-A-module
de EndA(M), et il est donc une A-algèbre finie. L’homomorphisme induit d’anneaux
A := A/AnnA(M) → B est alors injectif et entier, d’où dim B = dim A (corollaire
6.20(iii)), et finalement dim M = dim M[f ] (remarque 3.58(ii)).

Partie (ii) : Avec la notation de la preuve de (i), on a un diagramme commutatif :

A
f //

��

B

��
A

f // B

et M = N[πB ] pour un B-module N . Par simple inspection des définitions, il vient :

prof(J,M) = prof(JB,N) prof(I,M[f ]) = prof(IA,N[f ])

pour tout idéal I ⊂ A et J ⊂ B. Par suite, il suffit de vérifier l’assertion pour l’homomor-
phisme f et le B-module N , et en particulier, on peut supposer que B soit noethérien.
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Soient J := IB, n := prof(I,M[f ]) et m := prof(J,M) ; si (x1, . . . , xr) est une suite M[f ]-
régulière d’éléments de I, alors (f(x1), . . . , f(xr)) est une suite M -régulière d’éléments
de J , et le corollaire 11.70(i) donne :

(∗) prof(I,M[f ]/
∑r
i=1 xiM[f ]) = n− r prof(J,M/(

∑r
i=1 f(xi)M)) = m− r.

Donc, si n = +∞, on a m = +∞. Supposons alors que n < +∞, et soit (x1, . . . , xn)
une suite M -régulière I-maximale ; toujours en vertu de (∗), on peut remplacer M par
M/(

∑n
i=1 f(xi)M), et on est ainsi ramené au cas où n = 0. D’après la remarque 11.67(ii),

il existe alors p ∈ AssA(M[f ]) tel que I ⊂ p ; d’autre part, d’après l’exercice 7.10, il existe
q ∈ AssB(M) tel que f−1(q) = p, d’où IB ⊂ q, et finalement m = 0, encore avec la
remarque 11.67(ii).

Partie (iii) : Gardons le notations de la preuve de (ii). On peut évidemment supposer
queM ̸= 0, et alors A,B ̸= 0 sont encore des anneaux locaux. Ainsi, en raisonnant comme
dans la preuve de (ii), on se ramène au cas d’un homomorphisme f : (A,m)→ (B, n) fini,
injectif, et local d’anneaux locaux noethériens. On aM[f ] = mM[f ] ⇔M = nM ⇔M = 0
(corollaire 3.49), donc on peut supposer que n := profA(M[f ]) < +∞ (proposition
11.69(iii)). En outre, en raisonnant comme dans la preuve de (ii), on se ramène aisé-
ment au cas où n = 0, et alors m ∈ AssA(M[f ]) (remarque 11.67(iii)) ; avec l’exercice 7.10
et le corollaire 6.18(i), on déduit que n ∈ AssB(M), d’où profB(M) = 0, encore par la
remarque 11.67(iii).

Exercice 11.74, partie (i) : Montrons d’abord que pour tout A-moduleM et toute suite
M -régulière y• := (y1, . . . , yr) de longueur r arbitraire, la suite y(k)• := (yk1 , y2, . . . , yr)
est encore M -régulière, pour tout entier k > 0. On raisonne par récurrence sur k. Pour
k = 1 il n’y a rien à montrer ; soit alors k > 1, et supposons que la suite y(k−1)• soit
M -régulière. Soient i ∈ {2, . . . , r} et m1, . . . ,mi ∈M avec

yimi = yk1m1 + y2m2 + · · ·+ yi−1mi−1.

Par hypothèse de récurrence, on alors m′1, . . . ,m′i−1 ∈M tels que

mi = yk−11 m′1 + y2m
′
2 + · · ·+ yi−1m

′
i−1.

Posons P (T1, . . . , Ti−1) := (y1m1 − yim′1)T1 +
∑i−1
j=2(mj − yim′j)Tj ∈ M [T•] (notation

de la remarque 11.53(ii)) ; alors P (yk−11 , y2, . . . , yi−1) = 0, et comme la suite y(k−1)• est
M -quasi-régulière (proposition 11.55), il vient P ∈ Ik−1M [T•], avec Ik−1 ⊂ A l’idéal
engendré par y(k−1)• . En particulier, y1m1 − yim

′
1 ∈ Ik−1M , et ainsi yim′1 ∈ y1M +

· · · + yi−1M . Puisque y• est M -régulière, on déduit que m′1 ∈ y1M + · · · + yi−1M , et
finalement mi ∈ yk1M + y2M + · · · + yi−1M . Cela achève de montrer que y(k)• est M -
régulière. Montrons ensuite, par récurrence sur la longueur r de x•, que (xk11 , . . . , x

kr
r ) est

une suite M -réguliére pour tous k1, . . . , kr ∈ N \ {0}. L’assertion est claire si r = 1. Soit
alors r > 1, et supposons que l’assertion soit déjà connue pour tout A-module N et toute
suite N -régulière de longueur r − 1. Posons N :=M/xk11 M ; par ce qui précède, la suite
(xk11 , x2, . . . , xk) est M -régulière, donc (x2, . . . , xr) est N -régulière, et par hypothèse de
récurrence, il en est de même pour la suite (xk22 , . . . , x

kr
r ), d’où l’assertion.

Partie (ii) : Soit (x1, . . . , xr) une suite M -régulière d’éléments de I ; comme V (I) =

V (J), on trouve k1, . . . , kr ∈ N \ {0} avec xk11 , . . . , x
kr
r ∈ J (remarque 1.56(i)) ; au vu de

(i), cela entraîne que prof(J,M) ≥ prof(I,M), et en échangeant les rôles de I et J on
obtient de même l’inégalité opposée.
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Problème 11.75, partie (i) : Soit Z = V (I) pour un idéal I ⊂ A ; par hypothèse, I
contient une suite A-régulière (f, g). Considérons le diagramme commutatif

A
jf //

jg
��

A[f−1]

if
��

A[g−1]
ig // A[(fg)−1]

dont toutes les flèches sont les localisations ; on va montrer que ce diagramme est carté-
sien, i.e. qu’il induit un isomorphisme d’anneaux :

ω : A
∼→ A[f−1]×A[(fg)−1] A[g

−1] a 7→ (jf (a), jg(a)).

Noter que jf est injectif, car par hypothèse f est régulier dans A ; l’injectivité de ω s’ensuit
aussitôt. Ensuite, soient a/fn ∈ A[f−1] et b/gm ∈ A[g−1] tels que a/fn = b/gm dans
A[(fg)−1] ; ainsi, gma = fnb dans A[(fg)−1], donc il existe q ∈ N tels que gm+qfqa =
fn+qgqb dans A. Puisque f est régulier dans A, il vient :

gm+qa = fngqb dans A.

Par contre, g n’est pas forcément régulier dans A, donc on ne peut pas directement
éliminer le facteur gq de cette dernière identité. C’est ici que notre hypothèse sur la suite
(f, g) nous vient au secours ; on a :

Lemme 11.140. Il existe c ∈ A tel que fnc = a et gm+qc = gqb.

Démonstration. On va exhiber, par récurrence sur i = 0, . . . , n des éléments ci ∈ A tels
que f ici = a et gm+qci = fn−igqb. Evidemment, on obtiendra le lemme avec c := cn.
Pour i = 0, on peut prendre c0 := a. Supposons que ci soit déjà connu pour un indice
i ≥ 0 ; si i = n, on a terminé. Sinon, soient ci, b ∈ A/fA les classes de ci et b ; on remarque
que gm+qci = fn−igqb = 0 dans A/fA, car n − i > 0. D’autre part, g est régulier dans
le quotient A/fA, car la suite (f, g) est régulière ; ainsi ci = 0, i.e. il existe ci+1 ∈ A tel
que ci = f · ci+1, d’où gm+qfci+1 = fn−igqb, et comme f est régulier dans A, il vient
gm+qci+1 = fn−i−1gqb, comme souhaité. □

Avec c ∈ A comme dans le lemme 11.140, on a ω(c) = (a/fn, b/gm), d’où la surjectivité
de ω. Supposons maintenant par l’absurde, que U soit représentable par une A-algèbre
jU : A→ AU ; puisque f, g ∈ I, on a Z ⊂ V (f)∩V (g), d’où D(f)∪D(g) ⊂ U (notation du
§1.3.2), et rappelons que les A-algèbres A[f−1], A[g−1] et A[(fg)−1] représentent respecti-
vement les parties ouvertes D(f), D(g) et D(fg). D’après le lemme 5.31(iii), l’application
Spec(jU ) induit un homéomorphisme SpecAU

∼→ U ; on a alors des homomorphismes
uniques de A-algèbres j′f : AU → A[f−1], j′g : AU → A[g−1] tels que if ◦ j′f = ig ◦ j′g. Par
suite, on a un unique homomorphisme de A-algèbres ϕ : AU → A tel que jf ◦ ϕ = j′f
et jg ◦ ϕ = j′g. Evidemment, ϕ ◦ jU = IdA, donc Spec(jU ) ◦ Spec(ϕ) = 1Spec(A), et en
particulier Spec(jU ) serait surjective, mais cela contredit l’hypothèse Z ̸= ∅.

Partie (ii) : Soient OU := OX|U , B := OX(U), et ρU : A = OX(X) → B l’homo-
morphisme de restriction ; en raisonnant comme dans la preuve de (i), on obtient un
homomorphisme de A-algèbres h : B → A. D’autre part, d’après l’exercice 5.94(i), le
OX -module j∗OU est quasi-cohérent ; en vertu du problème 5.58(i.b), ρU et h induisent
alors des morphismes de faisceaux d’anneaux sur X :

OX
η−→ j∗OU

ϕ−→ OX avec ϕ ◦ η = 1OX

où η : OX → j∗ȷ̃
−1OX est évidemment l’unité d’adjonction, et ϕX = h. Il suffit de

montrer que h est injectif ; soit alors s ∈ Ker(h) ; il vient sx ∈ Ker(ϕx) pour tout x ∈ X,
et noter que la restriction η|U : OX|U → (j∗ȷ̃

−1OX)|U de η sur la partie ouverte U est
un isomorphisme, donc ηx et ϕx sont des isomorphismes, pour tout x ∈ U . Ainsi, sx = 0
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pour tout x ∈ U , i.e. s est dans le noyau de la restriction j∗OU (X) → j∗OU (U) ; mais
cette restriction est l’identité de B, donc s = 0, CQFD.

Partie (iii) : Si U est disconnexe, on a U = U ′ ⊔ U ′′ pour deux parties ouvertes
U ′, U ′′ ⊂ U , par suite l’anneau OX(U) = OX(U ′) × OX(U ′) admet un élément idem-
potent ̸= 0, 1 ; d’après (ii), il en est de même pour l’anneau A, et la solution de l’exercice
3.66(ii) montre alors que SpecA est disconnexe.

Exercice 11.86, partie (i) : Soient q ∈ SpecA, et Z1, . . . , Zk les composantes irréduc-
tibles de SpecA contenant q ; munissons V (q) et chaque Zi de la topologie induite par
l’inclusion dans SpecA, et posons di := dimZi et ei := dimZi(q) pour i = 1, . . . , k
(notation de l’exemple 4.65(i)). Par définition :

dimq(A/K) = max(d1, . . . , dk) et ht(q) = max(e1, . . . , ek).

D’autre part, d0 := dimV (q) = tr.deg(k(q)/K), d’après le problème 6.82(i). Fixons
alors une chaîne strictement croissante q ⊊ q1 ⊊ · · · ⊊ qd0 d’éléments de V (q) ; pour
i = 1, . . . , k, soit en outre pi le point générique de Zi, et choisissons une chaîne strictement
croissante pi,0 := pi ⊊ pi,1 ⊊ · · · ⊊ pi,ei = q de points de Zi. Ainsi, pour tout tel i, on
obtient une chaîne saturée :

(∗) pi ⊊ pi,1 ⊊ · · · ⊊ q ⊊ · · · ⊊ qd0

avec qd0 ∈ Min(Zi) ; rappelons aussi que Zi s’identifie naturellement avec SpecA/pi,
et évidemment A/pi est une K-algèbre intègre de type fini. Compte tenu du problème
6.82(i) et du théorème 11.85(ii), on déduit que la longueur ei+d0 de la chaîne (∗) coïncide
avec di, pour tout i = 1, . . . , k ; l’assertion en découle aussitôt.

Partie (ii) : Par hypothèse il existe n ∈ N et un idéal I ⊂ B := K[X1, . . . , Xn]
tel que A = B/I ; posons B′ := K ′[X1, . . . , Xn], de sorte que A′ = B′/IB′, et soient
p ∈ V (I), p′ ∈ V (IB′) les idéaux premiers de B et respectivement B′ tels que p/I = q
et p′/IB′ = q′. Avec cette notation, la projection B′ → A′ induit un isomorphisme
B′p′/pB

′
p′
∼→ A′q′/qA

′
q′ de K ′-algèbres. D’autre part, puisque les inclusions A → A′ et

B → B′ sont des homomorphismes plats d’anneaux, on a :

ht(q′) = ht(q) + dimA′q′/qA
′
q′ ht(p′) = ht(p) + dimB′p′/pB

′
p′

(proposition 11.37(ii) et théorème 3.84(ii)), d’où :

(∗) ht(p′)− ht(q′) = ht(p)− ht(q).

En outre, d’après (i) on a les égalités :

dimq(A/K) = ht(q) + tr.deg(k(q)/K) dimp(B/K) = ht(p) + tr.deg(k(p)/K)

et noter que k(q) = k(p) et k(q′) = k(p′) ; aussi, dimp(B/K) = dimp′(B
′/K ′) = n, car

SpecB et SpecB′ sont irréductibles de dimension n (problème 6.82(i)) ; de même on
calcule dimq′(A

′/K ′), d’où les égalités :

dimq(A/K) = n+ ht(q)− ht(p) dimq′(A
′/K ′) = n+ ht(q′)− ht(p′).

Avec (∗), l’identité souhaitée découle aussitôt.
Partie (iii) : Soient q′ ∈ SpecB′, q := ϕ(q) ∈ SpecB ; on doit vérifier que

dimq′(B
′/A′) = dimq(B/A).

Pour cela, soient aussi p′ ∈ SpecA′ et p ∈ SpecA les images de q′, respectivement
q, et posons B := B ⊗A k(p) et B′ := B′ ⊗A′ k(p′). On identifie naturellement q et
q′ avec des points q ∈ SpecB et q′ ∈ SpecB′ (voir le §3.4.2), et par définition on a
dimq(B/A) = dimq(B/k(p)) et dimq′(B

′/A′) = dimq′(B
′/k(p′)). En outre, f induit une

extension de corps résiduel f(p′) : k(p) → k(p′), et on a un isomorphisme naturel de
k(p′)-algèbres B′ ∼→ B ⊗k(p) k(p′). Par suite, quitte à remplacer f et B par f(p′) et B′,
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on se ramène au cas où A et A′ sont des corps, et dans ce cas l’assertion est déjà connue,
par (ii).

Partie (iv) : Soit (Aλ |λ ∈ Λ) la famille filtrante des Z-sous-algèbres de A de type fini ;
d’après le problème 3.69(i), il existe λ ∈ Λ et une Aλ-algèbre Bλ de type fini, avec un
isomorphisme de A-algèbres g : A⊗Aλ Bλ

∼→ B. Soient alors f : Bλ → B la composition
de g avec l’homomorphisme naturel d’anneaux Bλ → A⊗AλBλ, et ϕ := Spec(f) ; d’après
(iii), il vient Un(B/A) = ϕ−1Un(Bλ/Aλ) pour tout n ∈ N. Mais Aλ est noethérien, donc
de même pour Bλ (théorème 6.65), par suite Un(Bλ/Aλ) est une partie ouverte compacte
de SpecBλ (problème 6.120(ii) et remarque 6.106(i,v)), donc de même pour Un(B/A)
(remarque 4.59(iii)).

Problème 11.91, partie (i) : Posons M⊗0 := A et M⊗r+1 := M ⊗A M⊗r pour tout
r ∈ N. pour tous r, i ∈ N avec i ≤ r + 1, soit ∂ir+1 : M⊗r+1 → M⊗r l’application
A-linéaire telle que :

x1 ⊗ · · · ⊗ xr+1 7→ ϕ(xi) · x1 ⊗ · · · ⊗ xi−1 ⊗ xi+1 ⊗ · · · ⊗ xr+1 ∀x1, . . . , xr+1 ∈M.

Posons d′r+1 :=
∑r+1
i=1 (−1)i+1 ·∂ir+1 :M⊗r+1 →M⊗r pour tout r ∈ N, et soit d′0 : A→ 0

l’application nulle. Montrons d’abord que la donnée (Mr, d
′
r | r ∈ N) est un complexe de

A-modules. Pour cela, on remarque que :

∂jr ◦ ∂ir+1 = ∂i−1r ◦ ∂jr+1 ∀i, j, r ∈ N avec 1 ≤ j < i ≤ r + 1

et on calcule comme dans la solution du problème 5.12 : les détails sont confiés au lecteur.
Or, rappelons que pour tout r ∈ N, le A-module ΛrA(M) est le quotient de M⊗r par le
sous-module Jr engendré par les tenseurs élémentaires x1 ⊗ · · · ⊗ xr tels qu’il existe
i ∈ {1, . . . , r − 1} avec xi = xi+1 : voir la solution du problème 3.91(i). On est ainsi
ramené à vérifier que d′r+1(Jr+1) ⊂ Jr pour tout r ∈ N. Soit alors x• := x1⊗· · ·⊗xr+1 et
i ≤ r avec xi = xi+1 ; évidemment ∂jr+1(x•) ∈ Jr pour tout j = 1, . . . , i−1, i+2, . . . , r+1,
et ∂ir+1(x•) = ∂i+1

r+1(x•), d’où l’assertion.
Partie (ii) : Il suffit de remarquer les identités :

∂ip+q(x⊗ y) =

{
∂ip(x)⊗ y pour i = 1, . . . , p

x⊗ ∂i−pq (y) pour i = p+ 1, . . . , p+ q.

Partie (iii) : D’après l’exemple 8.120, la différentielle en tout degré r ∈ N du complexe
KA
• (ϕ)⊗AKA

• (ψ) est l’application A-linéaire telle que x⊗y 7→ dϕp (x)⊗y+(−1)px⊗dψq (y)
pour tous p, q ∈ N avec p+ q = r, tout x ∈ ΛpA(M) et tout y ∈ ΛqA(N). De l’autre côté,
le problème 3.91(iv) fournit un isomorphisme ⊕p+q=rΛpA(M)⊗A ΛqA(N)

∼→ ΛrA(M ⊕N)
tel que :

(x1 ∧ · · · ∧ xp)⊗ (y1 ∧ · · · ∧ yq) 7→ (x1, 0) ∧ · · · ∧ (xp, 0) ∧ (0, y1) ∧ · · · ∧ (0, yq)

pour tous x1, . . . , xp ∈M et y1, . . . , yq ∈ N . Cet isomorphisme identifie

dϕp (x1 ∧ · · · ∧ xp)⊗ (y1 ∧ · · · ∧ yq) et (x1 ∧ · · · ∧ xp)⊗ dψq (y1 ∧ · · · ∧ yq)

avec dϕ+ψp ((x1, 0)∧· · ·∧(xp, 0))∧(0, y1)∧· · ·∧(0, yq) et (x1, 0)∧· · ·∧(xp, 0)∧dϕ+ψq ((0, y1)∧
· · · ∧ (0, yq)) respectivement ; ainsi, l’assertion équivaut à la formule de Leibniz pour la
différentielle dϕ+ψr , en tout degré r ∈ N, et on conclut avec (ii).

Partie (iv) : On raisonne par récurrence sur n ≥ 1 ; le cas n = 1 est immédiat, car les
isomorphismes naturels Λ0

A(A)
∼→ A

∼→ Λ1
A(A) identifient dϕx•1 avec x1 ·IdA, si x• = (x1).

Si n > 1, posons x′• := (x1, . . . , xn−1) et x′′• := (xn), et supposons que l’isomorphisme
souhaité ait déjà été exhibé pour ϕx′• : A

n−1 → A ; comme ϕx• = ϕx′n+ϕx′′n : An−1⊕A→
A, avec (iii) on déduit un isomorphisme :

KA
• (x•) = KA

• (x
′
•)⊗A KA

• (x1)
∼→ KA

• (ϕx′•)⊗A K
A
• (ϕx′′• )

∼→ KA
• (ϕx•).
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Partie (v) : L’exercice 3.95 fournit des isomorphismes naturels :

ΛqB(M)
∼→ B ⊗A ΛqA(L) = Sym•A(L)⊗A ΛqA(L) ∀q ∈ N.

Par inspection, directe, on voit que ces isomorphismes identifient la restriction au facteur
directe Symp

A(L)⊗A ΛqA(L) de la différentielle dβLq , avec l’application telle que :

(x1 · · ·xp)⊗ (y1∧ · · ·∧yq) 7→
∑q
j=1(−1)

j+1(yjx1 · · ·xp)⊗ (y1∧ · · ·∧yj−1∧yj+1∧ · · ·∧yq)

pour tous x1, . . . , xp, y1, . . . , yq ∈ L (notation de la remarque 3.92(iii)). En particulier,
dβLq (Symp

A(L)⊗A ΛqA(L)) ⊂ Symp+1
A (L)⊗A Λq−1A (L) pour tous p, q ∈ N, d’où l’assertion.

Partie (vi) : Soit L un A-module plat ; d’après le théorème 3.86, L est la colimite d’un
système filtrant (Fλ |λ ∈ Λ) de A-modules libres de rang fini. Avec le problème 3.91(i,v)
et la proposition 2.49(ii), il s’ensuit que Λ•A(L) représente la colimite du système filtrant
induit de A-algèbres alternées (Λ•A(Fλ) |λ ∈ Λ), et ΛnA(L) représente la colimite du sys-
tème filtrant induit (ΛnA(Fλ) |λ ∈ Λ) de A-modules, pour tout n ∈ N ; de même, d’après le
problème 3.89(i,ii) et la proposition 2.49(ii), Sym•A(L) représente la colimite du système
filtrant induit de A-algèbres (Sym•A(Fλ) |λ ∈ Λ), et Symn

A(L) représente la colimite du
système filtrant induit de A-modules (Symn

A(Fλ) |n ∈ N) pour tout n ∈ N. Avec l’exercice
3.14, on déduit aisément que KB

• (β
L) représente la colimite du système filtrant induit de

complexes de A-modules (KA
• (β

Fλ) |λ ∈ Λ), et Σ•n,L représente la colimite du système
filtrant induit (Σ•n,Fλ |λ ∈ Λ), pour tout n ∈ N. Au vu de l’exercice 2.100, on est ainsi ra-
mené au cas où L = Ak pour un entier k ∈ N quelconque. Soit e1, . . . , ek la base canonique
de Ak, et rappelons l’identification naturelle A[T•] := A[T1, . . . , Tk]

∼→ Sym•A(A
k) de A-

algèbres graduées, donnée par l’association : Ti 7→ ei ∈ Sym1
A(A

k), pour tout i = 1, . . . , k
(voir la solution du problème 3.89(iii)). Posons T• := (T1, . . . , Tk) ; sous ces identifica-
tions, l’application βL : Sym•A(A

k)⊗A Ak → Sym•A(A
k) correspond à l’application

(∗) A[T•]
k = A[T•]⊗A Ak → A[T•] (P1, . . . , Pk) 7→ T1P1 + · · ·+ TkPk.

D’après (iv), K•(βL) est alors naturellement identifié avec K
A[T•]
• (T•). Evidemment,

la suite T• est A[T•]-régulière, donc Hq(T•, A[T•]) = 0 pour tout q > 0 (corollaire
11.89(iii)), et on obtient déjà Hq(Σ

•
n,L) = 0 pour tout n ∈ N et tout q > 0. En der-

nier lieu, notons par grnA[T•] le facteur direct du A-module A[T•] formé des polynômes
homogènes de degré total n, pour chaque n ∈ N ; avec cette notation, la différentielle
d1 : Symn−1

A (Ak) ⊗A Λ1
A(A

k) → Symn
A(A

k) de Σ•n,L en degré un correspond à la res-
triction (grn−1A[T•])

k = grn−1A[T•] ⊗A Ak → grnA[T•] de (∗). Cette dernière est une
surjection pour tout n > 0, donc H0(Σ

•
n,L) = 0 pour tout n > 0, comme souhaité.

Problème 11.92, partie (i) : Pour tout i ∈ N, posons

ai := trΛiA(P )/A(Λ
i
Aϕ) et bi := trSymiA(P )/A(Sym

i
Aϕ)

de sorte que χP/A(t) =
∑
i∈N ait

i et ψP/A(t) =
∑
i∈N bit

i. Rappelons que Sym0
AP =

Λ0
AP = A, et Λ0

Aϕ = Sym0
Aϕ = IdA, donc a0 = b0 = 1. Par inspection directe des

définitions, on voit que pour tout n ∈ N, le complexe Σ•n,P du problème 11.91(v) admet
un endomorphisme ϕ• tel que ϕi := Λn−iA (ϕ)⊗ASymi

A(ϕ) pour i = 0, . . . , n. Les problèmes
11.91(vi) et 4.111(i.b,iii) montrent alors que

∑n
j=0(−1)jajbn−j = 0 pour tout n > 0, d’où

l’assertion.
Partie (ii) : Soit e1, . . . , en une base du A-module libre P , et pour tout r ∈ {0, . . . , n}

notons par Pr(Σ) l’ensemble des parties de Σ := {1, . . . , n} de cardinalité r ; pour tout
I := {i1 < · · · < ir} ∈ Pr(Σ) posons eI := ei1 ∧ · · · ∧ eir ∈ ΛrAP , et rappelons que
(eI | I ∈ Pr(Σ)) est une base de ΛrAP . Il existe alors une matrice (aIJ | I, J ∈ Pr(Σ))
d’éléments de A telle que

ΛrA(ϕ)(eI) =
∑
J∈Pr(Σ) aIJeJ ∀I ∈Pr(Σ).
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Ainsi, pour I := {i1 < · · ·< ir} ∈Pr(Σ), J := {j1 < · · ·< jn−r} ∈Pn−r(Σ) on a :

ΛrA(ϕ)(eI) ∧ eJ = ε(I) · aI,Σ\J · eΣ

où ε(I) dénote la signature de la permutation σI : Σ
∼→ Σ telle que σI(k) := ik pour

k = 1, . . . , r, et σI(k) := jk−r pour k = r + 1, . . . , n. D’autre part, on a l’identité :

ΛnA[t](f)(1⊗ eΣ) = det(f)⊗ eΣ ∀f ∈ EndA[t](P [t])·

Il s’ensuit que :

ΛnA[t](IdP [t] − t⊗ ϕ)(1⊗ eΣ) = (1⊗ e1 − t⊗ ϕ(e1)) ∧ · · · ∧ (1⊗ en − t⊗ ϕ(en))
=
∑n
r=0(−t)r ⊗

∑
I∈Pr(Σ) ε(I) · ΛrA(ϕ)(eI) ∧ eΣ\I

=
∑n
r=0(−t)r ⊗

∑
I∈Pr(Σ) aII · eΣ

=
∑n
r=0(−t)r · trΛrA(P )/A(Λ

r
Aϕ)⊗ eΣ

d’où, avec la notation de (i) et (ii) :

det(IdP [t] − t · ϕ) =
∑n
r=0(−t)rtrΛrA(P )/A(Λ

r
Aϕ) = χϕ(−t).

Partie (iii) : Pour tout d ∈ N, considérons le projecteur K-linéaire

πd :=
1

o(G)
·
∑
g∈G Symd

K(ρ(g)) ∈ EndK(Symd
K(V ))

et noter que Im(πd) = Symd
K(V )G. Ainsi, Symd

K(V ) = Im(πd)⊕Ker(πd), et

ld := trSymdK(V )/K(πd) = trIm(πd)/K(IdIm(πd)) = dimK Symd
A(V )G ∀d ∈ N

d’après le problème 4.111(iii). Par suite, avec la notation de (i) :

P (Sym•K(V )G, t) =
∑
d∈N ldt

d =
1

o(G)

∑
g∈G

∑
d∈N trSymdK(V )/K(ρ(g)) · td

=
1

o(G)

∑
g∈G ψρ(g)(t)

=
1

o(G)

∑
g∈G

1

χρ(g)(−t)

et pour conclure, il suffit d’invoquer (ii).

Problème 11.99, partie (i) : Soit (L′•, d
′
•)

ε′−→ M une deuxième résolution minimale ;
d’après la proposition 11.98(iii) il existe un isomorphisme de résolutions ϕ• : L′•

∼→ L•,
en particulier rkA(L

′
k) = rk pour tout k ∈ N. Fixons également des isomorphismes A-

linéaires ω′k : Ark
∼→ L′k pour tout k ∈ N, de sorte que d′k+1 : L′k+1 → L′k correspond

à une matrice b(k)•• := (b
(k)
ij | i = 1, . . . , rk+1, j = 1, . . . , rk), et soit J ′k(M) ⊂ A l’idéal

engendré par les b(k)ij . Alors, l’automorphisme

ω−1k ◦ ϕk ◦ ω
′
k : Ark

∼→ Ark ∀k ∈ N

correspond à une matrice inversible Ψ
(k)
•• de taille rk×rk à coefficients dans A, et il vient :

b
(k)
•• = Ψ

(k)−1
•• ◦ a(k)•• ◦Ψ(k+1)

•• ∀k ∈ N.

Cela entraîne aussitôt que J ′k(M) ⊂ Jk(M), et en échangeant les rôles de L• et L′• on
trouve de même l’inclusion opposée, d’où l’assertion.

Partie (ii) : On raisonne par récurrence sur p. Si p = 0, le A-module M est libre, donc
prof(I,M) = prof(I, A) (et Jk(M) = 0 pour tout k ∈ N), d’où l’identité souhaitée, dans
ce cas. Soit ensuite p > 0, de sorte que N := Ker(ε) ̸= 0, et supposons que l’identité de
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(ii) soit déjà connue pour tout A-module non nul de type fini et de dimension projective
< p ; on considère la suite exacte de A-modules :

(∗) 0→ N
j−→ L0

ε−→M → 0.

On déduit un complexe exact · · · → L2 → L1
ε′−→ N → 0, où ε′ est la surjection telle que

j◦ε′ = d1, et où les différentielles Li+1 → Li sont les mêmes que pour le complexe (L•, d•),
pour tout i ≥ 1 ; ce complexe est évidemment une résolution minimale de N , d’où :
proj.dimA(N) = p−1 (proposition 11.98(iv)), et par simple inspection des définitions on
trouve aussi : Jk(N) = Jk+1(M) pour tout k ∈ N. En particulier,

∑p−2
k=0 Jk(N) ⊂ I ; on

a alors :
p− 1 + prof(I,N) = d := prof(I, A)

par hypothèse de récurrence. On est ainsi ramené à vérifier que :

(∗∗) prof(I,N) = prof(I,M) + 1.

Or, d’après la remarque 7.71, la suite (∗) induit pour tout i ∈ N une suite exacte :

ExtiA(A/I, L0)→ ExtiA(A/I,M)
∂i−→ Exti+1

A (A/I,N)
βi+1

−−−→ Exti+1
A (A/I, L0).

Au vu de la proposition 11.69(ii), on déduit que ∂i est bijective pour i < d − 1, et que
(∗∗) est vérifiée si p > 1. Il reste donc à traiter le cas où p = 1, dans lequel on a N = L1,
j = d1, et prof(I,N) = d ; en outre, ExtiA(A/I,M) = 0 pour tout i < d − 1, par ce qui
précède. Noter que βd = ExtdA(A/I, d1) ; on remarque :

Lemme 11.141. ExtnA(A/I, d1) = 0 pour tout n ∈ N.

Démonstration. Rappelons que l’on a choisi un isomorphisme ωk : Ark
∼→ Lk pour tout

k ∈ N, et soient (pkj : Ark → A | j = 1, . . . , rk) et (eki : A → Ark | i = 1, . . . , rk) les
projections et respectivement les injections canoniques ; la matrice a(0)•• est caractérisée
par l’identité :

ω−10 ◦ d1 ◦ ω1 =
∑r0
i=1

∑r1
j=1 e0i ◦ (a

(0)
ij · IdA) ◦ p1j .

Soit F : A −Mod → A −Mod le foncteur HomA(A/I,−), de sorte que ExtnA(A/I, ϕ) =
RnF (ϕ) pour tout homomorphisme ϕ de A-modules ; comme RnF est un foncteur additif,
il vient :

RnF (ω−10 ) ◦RnF (d1) ◦RnF (ω1) =
∑r0
i=1

∑r1
j=1R

nF (e0i)◦RnF (a(0)ij IdA)◦RnF (p1j)

et puisque RnF (ωk) est un isomorphisme pour tout k ∈ N, on est alors ramené à vérifier
que RnF (a · IdA) = 0 pour tout a ∈ J0(M). Pour cela, considérons plus généralement
un anneau R et un R-module P quelconque, et soit G : R−Mod→ R−Mod le foncteur
HomR(P,−) ; tout x ∈ R induit une transformation naturelle

ηx : G⇒ G (ϕ : P → Q) 7→ ηx,Q(ϕ) := x · ϕ ∀Q ∈ Ob(R−Mod)

d’où une transformation naturelle Rnηx : RnG ⇒ RnG, pour tout n ∈ N (remarque
7.61(i,v)). Avec cette notation, on a :

Affirmation 11.142. Rnηx,Q = RnG(x · IdQ) pour tout R-module Q et tout n ∈ N.
Preuve : Soit Q ε−→ J• la résolution injective du R-module Q que l’on a choisi pour la
construction des foncteurs dérivés à droite deG ; alors ηx induit un endomorphisme ηx,J• :
GJ• → GJ• du complexe de R-modules GJ•, et par définition Rnηx,Q = Hn(ηx,J•) pour
tout n ∈ N. Explicitement, ηx,J• est donné par la multiplication par le scalaire x sur
chaque R-module GJn = HomR(P, J

n). De l’autre côté, l’endomorphisme RnG(x · IdQ)
est donné par Hn(Gψ•), où ψ• : J• → J• est un certain endomorphisme du complexe
de R-modules J•, tel que

(∗ ∗ ∗) ψ0 ◦ ε = ε ◦ (x · IdQ).
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Or, l’endomorphisme ψn : Jn → Jn n’est pas forcément égal à x · IdJn , mais le système
(x · IdJn |n ∈ N) définit un deuxième endomorphisme x · IdJ• de J• qui évidemment
vérifie encore (∗ ∗ ∗) ; par suite Hn(Gψ•) = Hn(G(x · IdJ•)) (remarque 7.59(i)). Mais il
est clair que ηx,J• = G(x · IdJ•), d’où l’assertion. ♢

Dans notre situation, on prend R := A et P := A/I, et l’observation 11.142 nous
ramène à vérifier que ηa,Q est l’endomorphisme zéro de Q, pour tout A-module Q et
tout a ∈ J0(M) ; pour cela, il suffit de vérifier que la multiplication par a sur A/I est
l’endomorphisme zéro. Mais cela est clair, car J0(M) ⊂ I. □

Le lemme 11.141 nous dit que βd = 0, par suite ∂d−1 est surjective, et comme d’autre
part ExtdA(A/I,N) ̸= 0, il vient Extd−1A (A/I,M) ̸= 0, d’où (∗∗).

Partie (iii) : Il s’agit du cas particulier de (ii) avec I = m.

Probléme 11.111, partie (i) : Puisque A[T•] est une A-algèbre plate, il est clair que
Hi(f•, A[T•]) = A[T•]⊗AHi(f•, A) = 0 pour tout i > 0. Ensuite, soient ϕ, ψ : A[T•]

n+1 →
A[T•] les formes A[T•]-linéaires telles que

ϕ(x•) :=
∑n
i=0 fixi ψ(x•) :=

∑n
i=0 gixi ∀x• := (x0, . . . , xn) ∈ A[T•]n+1.

Soit aussi ω : A[T•]
n+1 ∼→ A[T•]

n+1 l’automorphisme A[T•]-linéaire tel que ω(e0) := e0 et
ω(ei) := ei − Tie0 pour i = 1, . . . , n, où e0, . . . , en dénote la base canonique de A[T•]n+1.
Notons en outre par (K•(ϕ), d

ϕ
• ) (resp. (K•(ψ), d

ψ
• )) le complexe de l’algèbre exterieure

Λ•A[T•]
(A[T•]

n+1) associé à ϕ (resp. à ψ), comme dans le problème 11.91(i) ; par inspection
directe des constructions, on vérifie aisément que

Λr−1A[T•]
(ω) ◦ dψr = dϕr ◦ ΛrA[T•]

(ω) ∀r ∈ N

i.e. (ΛrA[T•]
(ω) | r ∈ N) est un isomorphisme de complexes K•(ψ)

∼→ K•(ϕ). D’autre part,

le problème 11.91(iv) fournit des isomorphismes de complexes : KA[T•]
• (f•)

∼→ K•(ϕ) et
K
A[T•]
• (g•)

∼→ K•(ψ), d’où Hi(g•, A[T•]) = 0 pour tout i > 0. Ensuite, appliquons la
proposition 11.88(i) avec M• := K

A[T•]
• (g′•) et x := f0 ; il vient, pour tout q ∈ N, une

suite exacte courte de A[T•]-modules :

0→ H0(f0, Hq(g
′
•, A[T•]))→ Hq(g•, A[T•])→ H1(f0, Hq−1(g

′
•, A[T•]))→ 0

et compte tenu de l’exemple 11.87, on voit que la multiplication par le scalaire f0 est
injective surHq(g

′
•, A[T•]), pour tout q ∈ N ; en particulier, la localisationHq(g

′, A[T•])→
A[f−10 ] ⊗A Hq(g

′, A[T•]) = Hq(g
′, A[f−10 , T•]) est injective pour tout q ∈ N. Quitte à

remplacer A par A[f−10 ], on peut alors supposer que f0 ∈ A×. Soient alors µ, ν : A[T•]
n →

A[T•] les formes A[T•]-linéaires telles que

µ(x•) :=
∑n
i=1 Tixi ν(x•) :=

∑n
i=1 gixi ∀x• := (x1, . . . , xn) ∈ A[T•]n

et λ : A[T•]
∼→ A[T•] l’automorphisme de A-algèbre tel que λ(Ti) := fi − f0Ti pour

i = 1, . . . , n. Noter que λ est aussi un isomorphisme de A[T•]-modules A[T•]
∼→ A[T•][λ]

(notation du §3.2.1), et on a un diagramme commutatif de A[T•]-modules :

A[T•]
n ϑ //

µ
��

A[T•]
n
[λ]

ν[λ]
��

A[T•]
λ // A[T•][λ]

où ϑ est l’isomorphisme A[T•]-linéaire tel que ϑ(x1, . . . , xn) := (λ(x1), . . . , λ(xn)) pour
tout (x1, . . . , xn) ∈ A[T•]

n. Notons par (K•(µ), d
µ
• ) (resp. (K•(ν)d

ν
•)) le complexe de

l’algèbre exterieure Λ•A[T•]
(A[T•]

n) associé à µ (resp. à ν) ; après restriction de scalaires



§ 11.6: Solutions 757

terme à terme suivant l’automorphisme λ, on obtient un dernier complexe de A[T•]-
modules K•(ν)[λ], et par inspection des constructions, il vient :

Λr−1A[T•]
(ϑ) ◦ dµr = dνr ◦ ΛrA[T•]

(ϑ) ∀r ∈ N

i.e. le système (ΛrA[T•]
(ϑ) | r ∈ N) est un isomorphisme de complexes de A[T•]-modules

K•(µ)
∼→ K•(ν)[λ]. Or, d’un côté, le problème 11.91(iv) fournit des isomorphismes

K
A[T•]
• (T•)

∼→ K•(µ) et K
A[T•]
• (g′•)

∼→ K•(ν)

et de l’autre côté, la suite T• := (T1, . . . , Tn) est régulière dans A[T•], d’oùHi(T•, A[T•]) =
0 pour tout i > 0 (corollaire 11.89(iii)) ; par suite, Hi(g

′
•, A[T•]) = 0 pour tout i > 0.

Partie (ii) : Dans la situation de (i), soit A[f•/f0] la A-sous-algèbre de A[1/f0] en-
gendrée par f1/f0, . . . , fn/f0 ; montrons d’abord que l’idéal J ⊂ A[T•] engendré par
g1, . . . , gn est le noyau de l’homomorphisme surjectif de A-algèbres :

π : A[T•]→ A[f•/f0] Ti 7→ fi/f0 ∀i = 1, . . . , n

Pour cela, considérons le diagramme commutatif :

A[T•]/J
π //

��

A[f•/f0]

��
(A[T•]/J)[1/f0] // A[1/f0]

dont les flèches verticales sont les localisations, et où π est induit par π. On voit aisément
que la flèche horizontale en bas est un isomorphisme ; d’autre part, on a déjà remarqué que
la multiplication par le scalaire f0 est injective sur H0(g

′
•, A[T•]) = A[T•]/J (corollaire

11.89(i)), par suite la flèche verticale à gauche est injective, donc de même pour π,
d’où l’assertion. Soient maintenant A un anneau de Cohen-Macaulay, et X := SpecA ;
rappelons que l’éclatement Y de IOX admet un recouvrement affine Y = U0∪· · ·∪Un avec
Ui = SpecA[f0/fi, . . . , fn/fi] pour i = 0, . . . , n ; quitte à permuter les fi, on se ramène
donc à vérifier que A[f•/f0] est de Cohen-Macaulay. D’après (i), A[f•/f0] = A[T•]/J ,
et A[T•] est de Cohen-Macaulay, d’après le corollaire 11.84 ; tout p ∈ SpecA[f•/f0]
correspond à un unique p ∈ V (J), de sorte que A[f•/f0]p = A[T•]p/Jp, et d’après la
proposition 11.81 on est ramené à vérifier que l’image de g′• est une suite régulière de
A[T•]p. Mais comme A[T•]p est une A[T•]-algèbre plate, avec (i) il vient Hi(g

′
•, A[T•]p) =

Hi(g
′
•, A[T•])p = 0 pour tout i > 0, donc l’assertion découle des corollaires 11.58 et

11.89(iv).
Partie (iii) : Vérifions d’abord que Hi(f•, A) = 0 pour tout i>0. Pour cela, il suffit de

montrer que Hi(f•, A)p = 0 pour i > 0 et tout p ∈ SpecA, et en vertu de l’identification
naturelle Hi(f•, A)p

∼→ Hi(f•, Ap), on peut ainsi supposer que (A,m) soit local régulier ;
or, si I = A, on a Hi(f•, A) = 0 pour tout i ∈ N (corollaire 11.89(ii)), donc on peut aussi
supposer que I ⊂ m, et dans ce cas, par hypothèse l’image de f• fait partie d’un système
de paramètres qui engendre m, donc f• est une suite régulière de m (corollaire 11.59), et
l’assertion découle du corollaire 11.89(iii).

En raisonnant comme dans la solution de (ii), on se ramène à prouver que l’anneau
A[T•]/J est régulier. Soient donc p ∈ V (J) et q := A ∩ p, et posons k := k(q) ; si la suite
f• n’est pas contenue dans q, on a IAq = Aq, et alors l’homomorphisme induit

OX,q = Aq → OY,p = A[T•]p/Jp

est un isomorphisme, par la propriété universelle des éclatements, donc OY,p est régulier
dans ce cas. Soient alors f0, . . . , fn ∈ q ; on sait que A[T•]p est un anneau local régulier
(corollaire 11.110(i)), et il est une localisation de Aq[T•]. Par suite, k⊗Aq

A[T•]p est une
localisation de k[T•], donc il est régulier ; puisque l’homomorphisme naturel Aq → A[T•]p
est fidèlement plat, il s’ensuit que l’image de f• dans A[T•]p fait partie d’un système de
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paramètres engendrant n := pA[T•]p (théorème 11.109(ii)). Or, noter que le k(p)-sous-
espace vectoriel de n/n2 engendré par l’image de f• coïncide avec le k(p)-sous-espace vec-
toriel engendré par l’image de g• ; au vu de la proposition 11.108, il s’ensuit que l’image
de g• dans A[T•]p est partie d’une suite régulière engendrant n, et alors A[T•]p/Jp est
régulier, toujours par la proposition 11.108, CQFD.

Exercice 11.113, partie (i) : Si A est factoriel, il en est de même pour S−1A, en vertu
du lemme 4.118(ii). Réciproquement, si S−1A est factoriel, supposons d’abord que A
soit noethérien ; d’après la proposition 11.112, il suffit de montrer que tout idéal premier
p ⊂ A de hauteur 1 est principal. Si p ∩ S ̸= ∅, soit s ∈ p ∩ S, de sorte que As est un
idéal premier de A contenu dans l’idéal premier p de hauteur 1 ; donc As = p est bien
principal. Si p∩S = ∅, l’idéal S−1p de S−1A est premier et de hauteur 1, donc principal,
toujours par la proposition 11.112. Dans ce cas, F := {a ∈ p |S−1p = S−1(Aa)} ≠ ∅, et
comme A est noethérien, on peut choisir x ∈ F tel que Ax soit maximal dans l’ensemble
{Aa | a ∈ F} partiellement ordonné par inclusion. En particulier, aucun s ∈ S ne divise
x, car si x = sy, on aurait y ∈ p et S−1(Ax) = S−1(Ay), d’où y ∈ F , mais Ax serait
strictement contenu dans Ay, contradiction. Or, si a ∈ p, il existe s1, . . . , sk ∈ S et b ∈ A
avec s1 · · · ska = xb ; montrons, par récurrence sur k, que a ∈ Ax. L’assertion est triviale
si k = 0. Si k > 0, on a xb ∈ Ask et x /∈ Ask, donc b ∈ Ask, car sk est premier ;
disons b = skb

′ avec b′ ∈ A. Il vient s1 · · · sk−1a = xb′, d’où a ∈ Ax, par hypothèse de
récurrence. Cela achève de montrer que p = Ax, et en particulier, p est principal.

Ensuite, si A vérifie (b), soient S̃ ⊂ A la plus petite partie multiplicative contenant
S, et (an |n ∈ N) une suite d’éléments de A, telle que an = snan+1 avec sn ∈ S, pour
tout n ∈ N. Si a0 ̸= 0, la condition (b) entraîne aisément que S′ := {sn |n ∈ N} soit une
partie finie de S ; mais alors il existe s ∈ S′ tel que a0 ∈

⋂
n∈N s

nA, contradiction. Cela
montre que tout a ∈ A \ {0} s’écrit sous la forme a = a′s pour quelque s ∈ S̃ et a′ ∈ A
avec S ∤ a′ , i.e. tel que a′ ne soit divisible par aucun élément de S.

Lemme 11.143. Soient a ∈ A \ {0} et s1, . . . , sn une suite finie d’éléments de S. Alors
pgcd(a,

∏n
i=1 si) existe dans A, et il est un élément de S̃.

Démonstration. Posons b :=
∏n
i=1 si ; on raisonne par récurrence sur n. Si n = 0, on a

b = 1, et pgcd(a, 1) = 1. Soit donc n > 0, et supposons que l’assertion soit déjà connue
pour tout a ∈ A \ {0} et toute suite s1, . . . , sn−1 d’éléments de S. Par ce qui précède, on
trouve c ∈ A\{0} et une suite finie s′1, . . . , s′m d’éléments de S tels que a = c ·

∏m
j=1 s

′
j et

S ∤ c. Supposons d’abord que si ∤ s′j pour tout i = 1, . . . , n et tout j = 1, . . . ,m ; au vu de
l’exercice 1.11(iii), on déduit aisément que pgcd(a, b) = 1. Soient alors i0 ∈ {1, . . . , n} et
j0 ∈ {1, . . . ,m} avec si0 |s′j0 , de sorte que si0 = s′j0 ; posons b′ := b/si et a′ := a/si0 . Par
hypothèse de récurrence, d := pgcd(a′, b′) existe dans A, et d ∈ S̃ ; montrons que si0d
est le pgcd(a, b). Evidemment si0d divise a et b ; d’autre part, soit d′ ∈ A un diviseur de
a et b. Si si0 |d′, alors d′′ := d′/si0 est un diviseur de a′ et b′, d’où d′′|d, et alors d′|si0d.
Si si0 ∤ d′, alors d′ divise déjà a′ et b′, d’où d′|d, et a fortiori d′|si0d. Cela achève la
preuve. □

Il suffit ainsi de montrer que tout a ∈ A\ (A×∪{0}) avec S ∤ a, est produit d’éléments
premiers de A. Mais on a a/1 /∈ (S−1A)× (exercice 3.33(ii)) ; par hypothèse, a/1 est alors
produit d’éléments premiers de S−1A, disons a/1 = p1 · · · pk, et on peut écrire pi = bi/si
pour certains b1, . . . , bk ∈ A et s1, . . . , sk ∈ S̃. Soit s := s1 · · · sk ; on peut en outre
supposer que

(∗) pgcd(bi, s) = 1 dans A ∀i = 1, . . . , k.

Pour cela, on procède en deux étapes : d’abord on divise chaque bi et chaque si par
pgcd(bi, si) ∈ S̃ (lemme 11.143), afin d’obtenir pgcd(bi, si) = 1 pour i = 1, . . . , k ; ensuite,
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si pgcd(bi, sj) ̸= 1 pour quelque i ̸= j, on pose qi := bi/sj , qj := bj/si, et qt := bt/st
pour tout t ̸= i, j ; on répète ensuite la première étape avec la nouvelle factorisation
a = q1 · · · qk. Il est clair qu’au but d’un nombre fini de répétitions, on atteint (∗).

Ainsi, sa = b1 · · · bk ; montrons que S ∤ bi pour chaque i = 1, . . . , k. En effet, si t ∈ S
et si t|bi, on doit avoir t|a, en vertu de (∗) ; mais cela est absurde, car S ∤ a. D’après
l’exercice 3.33(i), on est ainsi ramené à vérifier que s = 1. Mais si s ̸= 1, alors s est un
produit d’éléments premiers, et cela est absurde, au vu de (∗).

Partie (ii) : Soit T ⊂ A l’ensemble des éléments irréductibles homogènes de A, et
S ⊂ T une partie telle que pour tout t ∈ T il existe un unique s ∈ S et u ∈ A× avec
t = us ; posons B := S−1A. Soit aussi S̃ ⊂ A la plus petite partie multiplicative de A
contenant S et tout élément inversible homogène de A ; évidemment tout élément de S̃
est homogène. Montrons d’abord :

Lemme 11.144. (i) Tout facteur d’un élément homogène de A \ {0} est homogène.
(ii) Tout élément de S est premier dans A.

(iii) La partie S vérifie la condition (b) de l’exercice 11.113(i).

Démonstration. (i) : Munissons le groupe abélien Z de son ordre standard, et Γ de l’ordre
lexicographique induit (voir l’exemple 8.4(i)). Pour tout a ∈ A et tout γ ∈ Γ, on dénote
par aγ l’image de a suivant la projection A → Aγ , et on pose ∆(a) := {γ ∈ Γ | aγ ̸= 0}.
Soient alors x, y ∈ A \ {0} ; posons z := xy, et

δ := min(∆(x)) δ′ := min(∆(y)) λ := max(∆(x)) λ′ := max(∆(y)).

On voit aussitôt que δ′′ := δ + δ′ = min(∆(z)) et λ′′ := λ + λ′ = max(∆(z)), car A est
intègre. En particulier, si xy ∈ Aγ , il vient δ′′ = λ′′ = γ, d’où δ = λ et δ′ = λ′, i.e. x et
y sont homogènes.

(ii) : Pour tout a ∈ A, notons aussi par c(a) ∈ N la cardinalité de ∆(a). Or, soient s ∈ S
x, y ∈ A\{0}, et z := xy ; on doit vérifier que si s|z, alors s divise x ou y. On raisonne par
récurrence sur c(x, y) := c(x) + c(y). Si c(x, y) = 2, les éléments x et y sont homogènes,
donc par hypothèse on a x = u ·

∏n
i=1 si, y = v ·

∏m
i=n+1 si pour une suite finie s1, . . . , sm

d’éléments de S et avec u, v ∈ A×, d’où z = uv ·
∏m
i=1 si ; mais cette dernière factorisation

est essentiellement unique par hypothèse, donc si/s ∈ A× pour quelque i ∈ {1, . . . ,m},
d’où l’assertion, dans ce cas. Soit ensuite c(x, y) > 2, et supposons que l’assertion soit
déjà connue pour tous x′, y′ ∈ A \ {0} avec c(x′, y′) < c(x, y). Soient λ := max(∆(x)) et
λ′ := max(∆(y)), de sorte que λ′′ := λ+ λ′ = max(∆(z)), et zλ′′ = xλyλ′ ; puisque s est
homogène, évidemment s|zγ pour tout γ ∈ Γ, et en particulier s|xλyλ′ , donc s divise xλ
ou yλ′ , par ce qui précède. Quitte à échanger les rôles de x et y, on peut supposer que s
divise xλ ; soit x′ := x− xλ. Si x′ = 0, la preuve est achevée ; sinon, on voit aussitôt que
s|x′y, et évidemment c(x′, y) < c(x, y). Par hypothèse de récurrence, s divise alors x′ ou
y ; si s|y, la preuve est achevée, et si s|x′, alors s|x, et encore la preuve est achevée.

(iii) : Supposons par contradiction, que I :=
⋂
n∈NAs

n ̸= 0 pour quelque s ∈ S, et
soit a ∈ I \ {0}. Il s’ensuit aisément que aγ ∈ I pour tout γ ∈ ∆(a) ; mais, au vu de (i),
cela contredit l’essentielle unicité de la factorisation de aγ comme produit d’éléments de
S ∪ A×. On montre de même que

⋂
s∈S′ As = 0 pour toute partie infinie S′ ⊂ S : les

détails sont laissés aux soins du lecteur. □

Or, d’après le lemme 11.144(i), S̃ est l’ensemble des éléments homogènes non nuls
de A, car par hypothèse tout tel élément est soit inversible, soit un produit d’éléments
irréductibles. Soit B =

⊕
γ∈ΓBγ la Γ-graduation de B fournie par l’exercice 3.40 ; en

particulier, on voit que B0 est un corps. En outre, on voit aisément que la partie Γ′ :=
{γ ∈ Γ |Bγ ̸= 0} est un sous-groupe de Γ, et donc il est isomorphe à Zn pour un entier
n ≤ m ; quitte à remplacer Γ par Γ′, on peut alors supposer que Bγ ̸= 0 pour tout γ ̸= 0.
Soit γ1, . . . , γm la base canonique du Z-module Γ, et fixons pour i = 1, . . . ,m un élément
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bi ∈ Bγi \ {0} ; il vient

Bγ = B0b
d1
1 · · · bdmm ∀γ := (d1, . . . , dm) ∈ Γ.

On obtient alors un homomorphisme surjectif de B0-algèbres Γ-graduées :

ϕ : C := B0[T
±1
1 , . . . , T±m]→ B Ti 7→ bi ∀i = 1, . . . ,m

où l’on munit C de la Γ-graduation telle que Cγ = B0T
d1
1 · · ·T dmm pour tout γ :=

(d1, . . . , dm) ∈ Γ. Noter que C = Σ−1D, avec D = B0[T1, . . . , Tm] et Σ = {T1, . . . , Tm} ;
ainsi, C est factoriel, d’après (i) et le problème 1.39(iii). En dernier lieu, ϕ induit par
restriction une surjection B0-linéaire de B0-espaces vectoriels Cγ → Bγ de dimension 1,
en tout degré γ ∈ Γ ; donc ϕ est un isomorphisme, et en particulier B est factoriel, donc
de même pour A, par (i) et le lemme 11.144(ii,iii).

Partie (iii) : Par hypothèse, A =
⊕

k∈ZAk, et a ∈ Ad. Montrons d’abord que Xc − a
est premier dans A[X] ; puisque ce dernier est un anneau factoriel (problème 1.39(iii)),
il suffit de vérifier que Xc − a est irréductible. Pour cela, soit K une clôture algébrique
de FracA ; si P,Q ∈ K[X] sont des polynômes unitaires avec P · Q = Xc − a, on a
P =

∏r
i=1(X − αi), Q =

∏s
i=r+1(X − αi) avec r+ s = c et αi ∈ K pour i = 1, . . . , s ; en

outre αci = a pour tout tel i. Or, si P,Q ∈ A[X], on a P (0) ·Q(0) = −a ; d’après le lemme
11.144(i), il existe alors t ∈ Z tel que P (0) =

∏r
i=1(−αi) ∈ At et P (0)c = (−1)rcar ∈ Atc,

donc dr = tc. Mais par hypothèse, pgcd(d, c) = 1, par suite c|r, et ainsi r ∈ {0, c}, d’où
l’assertion.

Noter ensuite que {1, X, . . . ,Xc−1} est une base du A-module libre B, donc B est la
somme directe des A0-modules (AnX

i |n ∈ Z, i = 0, . . . , c− 1). Posons alors

Bcn+di := AnX
i ∀n ∈ Z,∀i = 0, . . . , c− 1.

Noter que si cn+ di = cm+ dj pour n,m ∈ Z et i, j ∈ {0, . . . , c− 1}, il vient c(n−m) =
d(j− i), d’où c|j− i, et alors j = i, donc n = m. Ainsi B =

⊕
k∈ZBk, et on voit aisément

que Br · Bs ⊂ Br+s pour tous r, s ∈ Z : les détails sont laissés aux soins du lecteur. On
a ainsi muni B d’une structure d’anneau Z-gradué.

Le quotient B/(X) = A/(a) est intègre, donc X est premier dans B, en particulier il
est irréductible et homogène. Montrons que tout élément homogène et irréductible x de
A \ Aa est aussi irréductible dans B. D’abord, x /∈ B×, d’après le problème 3.83(i.d),
car B est évidemment une A-algèbre fidèlement plate ; ensuite, si x = yz, les facteurs
y, z ∈ B sont homogènes, en vertu du lemme 11.144(i), i.e. y = y′Xi et z = z′Xj pour
certains y′, z′ homogènes dans A, et 0 ≤ i, j < c. Puisque x ∈ A, on a i+ j ∈ {0, c}, d’où
x = y′z′ak avec k ∈ {0, 1}. Mais alors k = 0, car x /∈ Aa, d’où i = j = 0, ainsi y, z ∈ A,
et quitte à échanger les rôles de y et z, on peut supposer que y ∈ A×, donc y ∈ B×, d’où
l’assertion.

Puisque a = Xc dans B, on voit aussitôt que tout élément homogène b ∈ B \ {0}
est un produit wXu ·

∏n
i=1 si avec u ∈ N, w ∈ A×, et s1, . . . , sn des éléments irréduc-

tibles de A \ Aa, et ces derniers, sont alors irréductibles dans B, par ce qui précède ;
en outre, chaque facteur de la décomposition est homogène dans B, toujours en vertu
du lemme 11.144(i). Au vu de (ii), il ne reste qu’à vérifier que cette factorisation est
essentiellement unique. Soit alors b = w′Xv ·

∏m
j=1 tj une deuxième factorisation de

cette forme ; écrivons u = cq + r et v = cq′ + r′ avec q, q′ ∈ N et 0 ≤ r, r′ < c ; ainsi
wXraq ·

∏n
i=1 si = w′Xr′aq

′ ·
∏m
j=1 tj dans B, d’où r = r′. Par suite, on a deux factorisa-

tions waq
∏n
i=1 si = w′aq

′∏m
j=1 tj du même élément homogène de A, avec w,w′ ∈ A× et

si, tj ∈ A \Aa pour chaque i et j ; l’essentielle unicité de la factorisation dans A entraîne
alors que q = q′, n = m, et il existe une permutation σ de {1, . . . , n} avec si/tσ(i) ∈ A×
pour tout i = 1, . . . , n. Ainsi, u = v, et cela conclut la preuve.

Problème 11.115 : D’après l’exercice 1.18 et le problème 1.39(iii), l’élément p + q est
premier dans A, donc A est intègre. Ensuite, soient S := {X1, . . . , Xn}, B := S−1A et
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E := Frac(A) ; puisque pgcd(p, q) = 1, on voit aisément qu’aucun élément de S ne divise
p+q, donc p+q est aussi un élément premier de B (exercice 3.33(i)), et ainsi E = Frac(B),
avec B := B/(p+q). En outre, la graduation de A se prolonge en une unique Z-graduation
de B (exercice 3.40). Soit Γ ⊂ B× le sous-groupe engendré par S ; évidemment tout x ∈ Γ
est homogène, disons de degré d(x) ; on a alors un homomorphisme de groupes d : Γ→ Z,
qui est surjectif, car par hypothèse p et q sont homogènes de degrés i et i+1 (les détails
sont laissés aux soins du lecteur).

Le sous-groupe ∆ := Ker(d) est libre de rang n − 1 ; soit y1 ∈ Γ avec d(y1) = 1, et
prenons une base y2, . . . , yn du Z-module libre ∆, de sorte que y1, . . . , yn est une base de
Γ. Il vient p = yi1p0 et q = yi+1

1 q0 avec p0, q0 ∈ B0, la composante homogène des éléments
de degré 0 de B. Evidemment, B0 = K[y±12 , . . . , y±1m ], et on a

B = B0[y
±1
1 ]/(p0 + y1q0).

Posons E0 := Frac(B0) ; d’après le lemme 11.144(i), p0 + y1q0 ne divise ni p0, ni q0 dans
B, donc E = Frac(B[p−10 , q−10 ]) = Frac(E0[y

±1
1 ]/(1 + y1p

−1
0 q0)) = E0.

On est ainsi ramené à vérifier que E0 est une extension transcendante pure de K.
Mais noter que B est aussi naturellement une K-algèbre Γ-graduée : sa composante ho-
mogène de degré x est Kx, pour tout x ∈ Γ ; ainsi B0 est naturellement ∆-graduée.
Soient Y2, . . . , Yn des indéterminées, notons par f : K[Y2, . . . , Ym] → B0 l’homomor-
phisme de K-algèbres tel que Yi 7→ yi pour tout i = 2, . . . , n, et munissons K[Y2, . . . , Yn]
de la ∆-graduation telle que Yi est homogène de degré yi, pour tout i = 2, . . . , n ; on
déduit aisément f se prolonge en un isomorphisme K[Y ±12 , . . . , Y ±m ]

∼→ B0 de K-algèbres
∆-graduées, d’où l’assertion.

Problème 11.116 : Soit P ⊂ A la partie des suites cohérentes (an |n ∈ N) vérifiant
la condition suivante : il existe k ∈ N tel que an soit un élément premier de An, pour
tout n ≥ k. Montrons d’abord que tout a• ∈ P est un élément premier de A. D’abord,
il est clair que a• /∈ A× ; ensuite, soient x•, y• ∈ A tels que a• divise x• · y• dans A ; cela
revient à dire que an divise xnyn dans An, pour tout n ∈ N. Posons

Z1 := {n ∈ N | an divise xn} et Z2 := {n ∈ N | an divise yn}.

Par hypothèse, il existe k ∈ N tel que {k+n |n ∈ N} ⊂ Z1∪Z2 ; d’autre part, pour i = 1, 2
il est clair que si n ∈ Zi, alors m ∈ Zi, pour tout m = 0, . . . , n. Il s’ensuit aisément que
l’on a soit Z1 = N, soit Z2 = N, i.e. soit a• divise x•, soit a• divise y•, d’où l’assertion.
Pour conclure, il suffit alors de vérifier que tout élément de A\ (A×∪{0}) est un produit
d’éléments de P ; cela montrera en outre que P est l’ensemble des éléments premiers de
A. Soit donc a• ∈ A \ (A× ∪ {0}) ; il existe alors k ∈ N tel que ak ∈ Ak \ (A×k ∪ {0}),
d’où an ∈ An \ (A×n ∪ {0}) pour tout n ≥ k. Pour tout n ≥ k, écrivons alors an =∏r(n)
i=1 qn,i pour des éléments qn,1, . . . , qn,r(n) premiers dans An. Or, noter que l’hypothèse

sur pn entraîne que Spec(pn) induit par restriction une bijection MaxAn
∼→ MaxAn+1

(corollaire 1.51(ii)) ; on déduit aisément que p−1n (A×n ) = A×n+1 pour tout n ∈ N. En
particulier, pn(qn+1,i) /∈ A×n , pour tout n ∈ N et tout i = 1, . . . , r(n+ 1) ; par suite :

r(n+ 1) ≤ r(n) ∀n ≥ k.

Ainsi, il existe k′ ≥ k tel que r(n + 1) = r(n) pour tout n ≥ k′, et on pose R(a•) :=
r(k′). Montrons alors plus précisément qu’il existe x1,•, . . . , xR(a),• ∈ P tels que a• =∏R(a•)
i=1 xi,•. On raisonne par récurrence sur R(a•). L’assertion est triviale si R(a•) = 1.

Soit alorsR(a•) > 1, et supposons que l’assertion soit déjà connue pour tout b• ∈ A\(A×∪
{0}) avec R(b•) < R(a•). Pour tout n ∈ N et tout i = 1, . . . , R(a•), soit [qn,i] ∈ An/A×n
la classe de qn,i, et posons Q(n) := {[qn,1], . . . , [qn,R(a•)]} ; soit aussi πn : An+1/A

×
n+1 →

An/A
×
n l’application induite par pn ; évidemment πn(Qn+1) ⊂ Qn pour tout n ≥ k′, donc

on obtient un système projectif d’ensembles finis Q• := (Qn+k |n ∈ Nop) (et la cardinalité
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de chaque Qn+k est bornée par R(a•)) ; d’après la remarque 2.33(ii), la limite Q de Q• est
alors non vide. Soit donc [x•] := ([xn+k′ ] |n ∈ N) ∈ Q ; par construction, [x•] est une suite
cohérente de classes d’éléments premiers xn+k′ de An+k′ pour tout n ∈ N, de sorte que
pn(xn+1) = unxn avec un ∈ A×n , pour tout n ≥ k′. Puisque pn(A×n+1) = A×n , on trouve
alors par récurrence une suite (vn |n ≥ k′) avec vk′ = 1 et vn ∈ A×n pour tout n ≥ k′+1,
telle que pn(vn+1xn+1) = vnxn pour tout n ≥ k′ : les détails sont laissés aux soins du
lecteur. La suite y• := (xnvn |n ≥ k′) est alors un élément de P (exercice 2.35(iv)), et
évidemment y• divise a• dans A. Posons b := a•/x• ∈ A ; il vient R(b•) = R(a•)−1 ; par
hypothèse de récurrence, b• est alors un produit de R(b•) éléments de P, donc R(a•) est
un produit de R(a•) éléments de P.

Exercice 11.120 : Si A vérifie (S2), alors évidemment A vérifie (S1), et il reste à vé-
rifier que pour tout x ∈ A régulier, A/xA n’a aucun idéal premier associé immergé. Or,
soit p ∈ AssA(A/xA) ; si p est immergé, on a ht(p) ≥ 2, d’après le corollaire 11.34(i),
donc profAp

(Ap) ≥ 2, par hypothèse. Mais pAp ∈ AssAp
(Ap/xAp) (proposition 7.6),

d’où profAp
(Ap) − 1 = profAp

(Ap/xAp) = 0 (corollaire 11.70(i) et remarque 11.67(ii)),
contradiction. Réciproquement, supposons que A vérifie (S1) et que pour tout x ∈ A
régulier, A/xA n’ait aucun idéal premier associé immergé. On doit montrer que pour
tout p ∈ SpecA avec ht(p) ≥ 2 on a r := profAp

(Ap) ≥ 2, et on sait déjà que r ≥ 1.
Or, d’après la remarque 11.119(ii), p /∈ AssA(A), donc il existe un élément A-régulier
x ∈ p (remarque 7.21(iii)) ; si r = 1, il vient profAp

(Ap/xAp) = 0 (corollaire 11.70(i)),
et cela équivaut à pAp ∈ AssAp

(Ap/xAp) (remarque 11.67(ii)), d’où p ∈ AssA(A/xA)
(proposition 7.6), contradiction.

Exercice 11.122, partie (i) : Supposons d’abord que B vérifie (Ri), et soit p ∈ SpecA ;
comme Spec f est surjectif (problème 3.83(i.c)), on a (Spec f)−1(p) = SpecB ⊗A k(p) ̸=
∅. Soit donc q un point maximal de (Spec f)−1(p), et posons C := Bq ⊗A k(p), de sorte
que dimC = 0 ; alors f induit un homomorphisme plat et local Ap → Bq, et d’après la
proposition 11.37(ii), on a ht(q) = ht(p). Or, si ht(q) ≤ i, par hypothèse Bq est régulier,
donc de même pour Ap (théorème 11.109(i)) ; cela montre que A vérifie (Ri). Ensuite, si B
vérifie (Si), noter que profC(C) = 0 (corollaire 11.70(ii)), d’où profBq

(Bq) = profAp
(Ap)

(proposition 11.76), et il s’ensuit aussitôt que A vérifie (Si).
Partie (ii) : Si A et B ⊗A k(p) pour tout p ∈ SpecA vérifient (Ri), soit q ∈ SpecB

avec ht(q) ≤ i ; posons p := f−1(q) et C := Bq ⊗A k(p). On a dimC ≤ i, et ht(p) ≤ i en
vertu de la proposition 11.37(ii), donc C et Ap sont réguliers, par hypothèse ; en outre,
f induit un homomorphisme plat et local Ap → Bq, par suite Bq est régulier (théorème
11.109(ii)). Ensuite, si A et B ⊗A k(p) pour tout p ∈ SpecA vérifient (Si), on calcule
avec les propositions 11.76 et 11.37(ii) :

profBq
(Bq) = profAp

(Ap) + profC(C) ≥ min(i,ht(p)) + min(i,dimC)

≥ min(i,ht(p) + dimC)

≥ min(i,ht(q))

et cela achève de montrer que B vérifie (Si).
Partie (iii) : Cela découle aussitôt de (ii) et du théorème 11.121.

Exercice 11.127 : La question étant locale sur X, on peut supposer que X = SpecA
pour un anneau A, et L = OX⊗̃AL pour un A-module L de type fini. Soit p ∈ X ;
par hypothèse, Lp est un Ap-module libre de rang 1, engendré par un élément x/s, avec
x ∈ L et s ∈ A \ p. Soit f : A → L l’application A-linéaire telle que f(1) = x ; évidem-
ment fp : Ap → Lp est un isomorphisme, donc p /∈ Z := SuppA(Coker f). Mais Coker f
est un A-module de type fini, donc Z est une partie fermée de X (remarque 3.58(ii)) ;
il existe alors un voisinage ouvert affine U de p dans X avec U ∩ Z = ∅. Par suite,
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ϕ : OX|U ⊗̃Af : OX|U → L|U est un épimorphisme (proposition 3.55), i.e. ϕq : Aq → Lq

est une surjection Aq-linéaire de Aq-modules libres de rang un, pour tout q ∈ U ; d’après
le problème 3.53(ii), ϕq est alors un isomorphisme pour tout tel q, i.e. ϕ est un isomor-
phisme.

Exercice 11.131 : On raisonne par récurrence sur n ∈ N. L’assertion est claire si la
longueur n+ 1 de la suite exacte est ≤ 3. Soit alors n ≥ 3, et supposons que l’assertion
soit déjà connue pour toute suite exacte de longueur n. On pose G := Ker d1, de sorte
que l’on a un complexe exact de OX -modules Σ• := (0→ G → F1

d1−→ F0 → 0), où l’on
a placé G en degré cohomologique 0.

Lemme 11.145. G ⊕F0 est un OX-module localement projectif de type fini.

Démonstration. Il s’agit du OX -module tel que (G ⊕ F0)(U) := G (U) ⊕ F0(U) pour
toute partie ouverte U ⊂ X, et on doit vérifier que tout x ∈ X admet un voisinage
ouvert U ⊂ X avec un isomorphisme Os

X|U
∼→ (G ⊕ F0)|U de OX|U -modules, pour

quelque s ∈ N. L’assertion étant locale sur X, on peut supposer que Fi = OX⊗̃ALi pour
A := Γ(OX) et certains A-modules projectifs de type fini L0, L1.

Affirmation 11.146. L’unité d’adjonction Li → Γ(OX⊗̃ALi) est un isomorphisme.
Preuve : Soient ri ∈ N et L′i un A-module projectif de type fini, avec un isomorphisme
Li ⊕ L′i

∼→ Ari (lemme 4.99(ii)). On voit aussitôt que l’unité d’adjonction ηAri : Ari →
Γ(Ori

X ) est un isomorphisme ; mais ηAri est la somme directe des unités d’adjonction ηLi :
Li → Γ(OX⊗̃ALi) et ηL′i : L

′
i → Γ(OX⊗̃AL′i). Donc ηLi et ηL′i sont des isomorphismes.♢

L’observation 11.146 entraîne aisément que d1 = OX⊗̃Aϕ pour une application A-
linéaire ϕ : L1 → L0, et OX,x ⊗A ϕ s’identifie naturellement avec d1,x : F1,x → F0,x. En
raisonnant comme dans la preuve du lemme 11.129, on trouve alors un voisinage ouvert
U de x dans X tel que d1,U = OX(U) ⊗A ϕ : F1(U) → F0(U) soit déjà surjective, et
quitte à remplacer X par U , on peut supposer que ϕ soit surjective. Posons P := Kerϕ ;
ainsi P est un A-module projectif de type fini, et ϕ est la composition d’un isomorphisme
A-linéaire L1

∼→ P ⊕ L0 avec la projection P ⊕ L0 → L0, d’où des isomorphismes OX -
linéaires F1

∼→ (OX⊗̃AP )⊕F0 et OX⊗̃AP
∼→ G . □

Considérons aussi le complexe exact Σ′• := (0 → Fn → · · · → F2 → G → 0) de OX -
modules, où l’on a placé G en degré cohomologique 1, et soit ∆• := (0→ F0

d−→ F0 → 0)
le complexe concentré au degrés cohomologiques 0 et 1, et dont la différentielle d est
l’identité de F0. D’après le lemme 11.145, les complexes :

Σ• ⊕∆• et Σ′• ⊕∆•

sont des suites exactes de OX -modules localement projectifs de type fini, de longueur 2
et respectivement n ; par hypothèse de récurrence, il vient dans K(X) :

[F2 ⊕F0] +
∑n
i=3(−1)i[Fi] = [G ⊕F0] et [G ⊕F0] = [F1 ⊕F0]− [F0]

et en outre [F2 ⊕F0] = [F2] + [F0] et [F1 ⊕F0] = [F1] + [F0], d’où l’assertion.

Exercice 11.132, partie (i) : Cela est analogue à l’exercice 5.59. Pour tout A a-module
G , soit AltkA (F ,G ) l’ensemble des morphismes de préfaisceaux β : F k = F×· · ·×F → G
qui sont A -multilinéaires alternés, i.e. tels que pour tout U ∈ T l’application βU :
F (U)k → G (U) soit A (U)-multilinéaire alternée. Tout morphisme ϕ : G → G ′ de A a-
modules induit l’application

AltkA (F , ϕ) : AltkA (F ,G )→ AltkA (F ,G ′) β 7→ ϕ ◦ β
d’où un foncteur AltkA (F ,−) : A a −Mod→ Ens. En raisonnant comme dans la solution
de l’exercice 5.59, on vérifie aisément que le A a-module Λ̃kA F représente ce foncteur.
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D’autre part, tout β comme ci-dessus se factorise à travers l’unité d’adjonction F k →
(F a)k et un unique morphisme de faisceaux βa : (F a)k → G ; on voit aisément que βa

est A a-multilinéaire alterné, donc se factorise à son tour à travers un unique morphisme
A a-linéaire Λ̃kA a(F a) → G . Ainsi, Λ̃kA a(F a) représente le même foncteur AltkA (F ,−),
et on conclut avec le lemme 2.4(i).

Partie (ii) : Compte tenu de (i), il suffit d’exhiber un isomorphisme naturel :

B ⊗A ΛkA (F )
∼→ ΛkB(B ⊗A F )

c’est-à-dire, un système d’isomorphismes B(U)-linéaires

B(U)⊗A (U) Λ
k
A (U)(F (U))

∼→ ΛkB(U)(B(U)⊗A (U) F (U)) ∀U ∈ T

compatibles avec toute inclusion U ′ ⊂ U de parties ouvertes de X. Ces isomorphismes
sont fournis par l’exercice 3.95.

Partie (iii) : Compte tenu de (i), il suffit d’exhiber un isomorphisme naturel :

OX ⊗A (ΛkAM)
∼→ ΛkOX (OX ⊗AM) dans OX − pré.Mod

c’est-à-dire, un système d’isomorphismes OX(U)-linéaires

OX(U)⊗A (ΛkAM)
∼→ ΛkOX(U)(OX(U)⊗AM)

compatibles avec toute inclusion U ′ ⊂ U de parties ouvertes de X. A nouveau, ces
isomorphismes sont fournis par l’exercice 3.95.

Parties (iv), (v) : Avec (iii), on voit aussitôt que si F est quasi-cohérent, il en est
de même pour Λ̃kOX (F ). Ensuite, si M est un A-module de type fini, on voit aisément
qu’il en est de même pour ΛkAM , et si M est plat (resp. projectif de type fini), il en est
de même pour ΛkAM , d’après le problème 3.91(vi) et la remarque 3.74(iii) (resp. d’après
l’exercice 4.108(i)) ; les assertions correspondantes de (iv) s’ensuivent aussitôt. La partie
(v) découle aussitôt du problème 3.91(ii) et de (iii).

Partie (vi) : Compte tenu de (i), il suffit d’exhiber une bijection naturelle

AltkOX (F , ϕ∗G )
∼→ AltkOY (OY ⊗̃OXF ,G )

pour tout OY -module G . Soit donc β : F k → ϕ∗G un morphisme OX -multilinéaire
alterné ; l’adjonction du §4.3.2 associe à β un morphisme de faisceaux β∗ : ϕ̃−1F k → G ,
et une inspection directe des définitions montre que β∗ est ϕ̃−1OX -multilinéaire alterné,
pour la structure de ϕ̃−1OX -module de G obtenue par restriction des scalaires, suivant
ϕ♯ : ϕ̃−1OX → OY : les détails dont laissés aux soins du lecteur. Donc, β∗ correspond à
un unique morphisme de ϕ̃−1OX -modules :

Λk
ϕ̃−1OX

(ϕ̃−1F )→ G[ϕ♯]

qui, par adjonction, correspond à son tour à un unique morphisme de OY -modules

OY ⊗̃ϕ̃−1OX
Λk
ϕ̃−1OX

(ϕ̃−1F )→ G .

Mais d’après (ii) on a un isomorphisme naturel

OY ⊗̃ϕ̃−1OX
Λk
ϕ̃−1OX

(ϕ̃−1F )
∼→ Λ̃kOY (OY ⊗̃OXF )

d’où un morphisme de OY -modules : Λ̃kOY (OY ⊗̃OXF ) → G qui, encore d’après (i), cor-
respond à un unique morphisme OY -linéaire alterné β† : (OY ⊗̃OXF )k → G . On vérifie
aisément que l’association β 7→ β† réalise la bijection souhaitée.

Exercice 11.139 : Soient p ∈ SpecA et M un Ap-module de type fini ; d’après l’exercice
6.70(i) il existe m,n ∈ N et une application Ap-linéaire ϕ : Anp → Amp avec un isomor-
phisme Ap-linéaire Coker(ϕ)

∼→ M . Soit e1, . . . , en la base canonique de An ; pour i =



§ 11.6: Solutions 765

1, . . . , n on a alors ϕ(ei/1) = (ai1/s, . . . , aim/s), pour certains ai1, . . . , aim ∈ A et un élé-
ment s ∈ A\p. Soit ψ : An → Am l’application A-linéaire telle que ψ(ei) := (ai1, . . . , aim)
pour i = 1, . . . , n, et posons N := Coker(ψ) ; on a un isomorphisme Ap-linéaire évident
Np

∼→M . Par hypothèse, il existe une résolution finie L• → N par des A-modules libres
de rang fini ; la localisation (L•)p est alors une résolution finie de M par des Ap-modules
libres de rang fini. D’après le théorème 11.103, cela achève de montrer que Ap est un
anneau local régulier, pour tout p ∈ SpecA ; en particulier Ap est factoriel pour tout tel
p (théorème 11.136). D’après la proposition 11.112, on est ainsi ramené à vérifier que
PicA = 0.

Pour cela on raisonne comme dans la preuve du théorème 11.136 : soient P un A-
module inversible, et 0→ Ln · · · → L0 → P une résolution finie de P par des A-modules
libres de rang fini ; avec (X,OX) := SpecA, il vient

∑n
i=0[OX⊗̃ALi] = [OX⊗̃AP ] dans

K(X) (exercice 11.131), d’où
∑n
i=0 det[OX⊗̃ALi] = [OX⊗̃AP ] dans Pic(X) (proposition

11.133(i) et exercice 11.132(v)). Mais det[OX⊗̃XLi] = 0, car Li est libre pour tout
i = 0, . . . , n, d’où [OX⊗̃AP ] = 0 dans Pic(X), i.e. [P ] = 0 dans Pic(A) (remarque
11.126(i)).
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CETTE douzième et dernière leçon est une introduction aux aspects élémentaires
de la théorie des espaces adiques de R.Huber. Dans la section 12.1, on munit le

spectre adique SpaA de tout anneau affinoïde A d’un préfaisceau de fonctions adiques
ÔSpaA à valeurs dans la catégorie des anneaux topologiques complets et séparés, et dont
les fibres sont des anneaux locaux. Quand ce préfaisceau est un faisceau, on dit que
l’espace localement annelé (SpaA, ÔSpaA) est un espace adique affinoïde : tout comme
pour les schémas, ces données affinoïdes sont ensuite recollées pour construire des espaces
adiques généraux. On doit à Huber la découverte de deux classes importantes d’espaces
adiques affinoïdes : les spectres adiques des anneaux affinoïdes fortement noethériens,
et les spectres adiques des anneaux affinoïdes à définition noethérienne. La section 12.2
introduit une notion plus générale d’anneau universellement analytiquement noethérien,
qui a été dégagée dans l’article récent [29] de K.Fujiwara, F.Kato et O.Gabber (avec une
terminologie différente), et qui englobe et unifie les deux classes considérées par Huber.
Cette section inclut aussi une revue des propriétés fondamentales des algèbres de Tate,
i.e. des anneaux complets, séparés et topologiquement de type fini sur un corps valué de
rang un ; en particulier, avec les versions non-archimédiennes des théorèmes de division
et de préparation de Weierstrass (théorèmes 12.49 et 12.52) on verra que ces algèbres
sont fortement noethériennes, et fournissent ainsi une ample provision d’espaces adiques
affinoïdes concrets.

Tout comme dans la théorie des schémas, pour pouvoir avancer au-delà des premières
formalités basiques, il est nécessaire d’ajouter aussi des conditions de finitudes adaptées,
sur les morphismes d’anneaux que l’on souhaite étudier ; on consacre la section 12.3 à
quelques unes des ces questions : le résultat principal nous assure que le morphisme
d’anneaux affinoïdes représentant tout domaine affinoïde de tout spectre adique, est
topologiquement de présentation finie (théorème 12.69).

Le but de la section 12.4 est de prouver le théorème 12.92, montrant que le complexe
de Čech de ÔSpaA relatif à tout recouvrement affinoïde fini de SpaA est exact si A est
universellement analytiquement noethérien : ce résultat est une remarquable généralisa-
tion du théorème d’acyclicité de Tate qui, aux années 60, signala le coup d’envoi de la
théorie des variétés rigides. Notre preuve est inspirée directement de l’argument originaire
de Tate, et évite le recours aux méthodes moins élémentaires de géométrie algébrique,
suggérées par M.Raynaud, et adoptées par R.Huber afin de démontrer ce même théorème
pour ses anneaux à définition noethérienne.

Signalons que, plus récemment, P.Scholze a mis en évidence une nouvelle, et très sur-
prenante classe d’espaces adiques affinoïdes : les spectres adiques des anneaux perfectoïdes
introduits dans son ouvrage [64], le premier d’une série imposante de travaux fondateurs,
dont la parution a declenché une révolution dans l’étude de nombreuses questions d’al-
gèbre et arithmétique.

766
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La cinquième section propose quelques applications et exemples : en premier lieu, un
théorème de R.Huber, l’homologue pour les spectres valuatifs du théorème de Chevalley
6.115, qui -- en conjonction avec le problème 12.109 -- est essentiellement équivalent à
l’élimination des quantificateurs pour la théorie des corps valués algébriquement clos ;
ensuite, un critère assurant qu’un morphisme adique A := (A,A+)

f−→ B := (B,B+)
d’anneaux affinoïdes induise une application ouverte Spa(f)an : Spa(B)an → Spa(A)an
(théorème 12.120) : cela est analogue à l’exercice 12.108 (et au corollaire 6.116), mais
la preuve est bien plus délicate, car on suppose seulement que Spec(f) se restreigne
en un morphisme de schémas plat et de présentation finie sur les lieux analytiques
(SpecB)an → (SpecA)an. En dernier lieu, on propose un exemple un peu technique :
un anneau analytiquement noethérien – fabriqué à partir des K-algèbres de Tate rencon-
trées au §12.2.3 – dont la complétion n’est pas analytiquement noethérienne.

12.1. Espaces adiques. On souhaite maintenant associer à tout anneau affinoïde A :=

(A,A+) un préfaisceau d’anneaux topologiques complets ÔSpaA sur l’espace spectral SpaA,
et un sous-préfaisceau Ô+

SpaA ; ces préfaisceaux ne sont pas toujours des faisceaux, mais
le cas échéant on dira que la donnée (SpaA, ÔSpaA, Ô

+
SpaA) est un espace adique. On

montrera dans la section 12.2.3 que c’est notamment le cas, lorsque A est une algèbre de
Tate sur un corps valué complet K de rang un.

12.1.1. Domaines affinoïdes. On va d’abord munir tout anneau affinoïde (A,A+) d’un
site de parties représentables de Spa(A,A+), analogue au site Rep(A) des parties repré-
sentables de SpecA, associé à tout anneau A (voir le §5.2.1).
• Considérons les sous-catégories pleines de Afd, notées :

l.Afd et c.Afd

dont les objets sont les anneaux affinoïdes topologiquement locaux et respectivement les
anneaux affinoïdes complets et séparés (voir la définition 10.24(ii,iii)).
• Les inclusions l.Afd→ Afd← c.Afd admettent des adjoints à gauche :

c.Afd
(̂−)←−− Afd

(−)loc−−−−→ l.Afd (Â, Â+)←p (A,A+) 7→ (A,A+)loc.

En effet, soit A0 ⊂ A un sous-anneau de définition, I0 ⊂ A0 un idéal de définition,
et S := 1 + I0 ; d’après le corollaire 9.72(ii) on peut supposer que A0 ⊂ A+, et la
construction explicite dans la solution de l’exercice 9.81(ii) montre que Aloc = S−1A et
(A+)loc = S−1(A+) sont des anneaux de Huber avec sous-anneau de définition S−1A0. De
plus, (A+)loc ⊂ (Aloc)

◦ d’après l’exercice 9.81(iii), et il est clair que (A+)loc est un sous-
anneau ouvert et intégralement fermé dans Aloc (proposition 6.13). Ainsi, (A,A+)loc :=
(Aloc, (A

+)loc) est un objet de l.Afd. Or soit f : (A,A+) → (B,B+) un morphisme
d’anneaux affinoïdes avec (B,B+) ∈ Ob(l.Afd) ; alors B et B+ sont des anneaux de Huber
topologiquement locaux (exercice 9.21(v)), donc f se prolonge en un unique morphisme
d’anneaux affinoïdes (A,A+)loc → (B,B+), et compte tenu du problème 2.10(i), cela
achève de montrer l’existence de l’adjoint à gauche (−)loc souhaité. De même, l’adjoint à
gauche de l’inclusion c.Afd→ Afd associe à A := (A,A+) le couple Â := (Â, Â+), formé
des complétions de A et A+ : en effet, d’après l’exercice 9.88(i,ii), Â+ est un sous-anneau
ouvert de (Â)◦ intégralement clos dans Â, ainsi Â ∈ Ob(c.Afd), l’homomorphisme de
complétion jA : A → Â est un morphisme d’anneaux affinoïdes jA : A → Â, et tout
morphisme d’anneaux affinoïdes A→ B avec B complet et séparé se factorise par jA et
un unique morphisme d’anneaux affinoïdes Â→ B.

Exercice 12.1. (i) Soit A := (A,A+) un anneau affinoïde. Montrer que les morphismes
naturels A→ Aloc → Â induisent des homéomorphismes :

Spa Â
∼→ SpaAloc

∼→ SpaA.
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(ii) Soit f : A → B un morphisme d’anneaux affinoïdes, avec B topologiquement
local. Montrer que f est adique si et seulement si Spa f se restreint en une application
(SpaB)an → (SpaA)an.

(iii) Soient f : A→ B et g : A→ C deux morphismes adiques de Afd (resp. de ⋆.Afd,
pour ⋆ ∈ {l, c}). Montrer que la somme amalgamée B ⊔(f,g)C est représentable dans Afd
(resp. dans ⋆.Afd).

• Tout anneau affinoïde A := (A,A+) induit un foncteur

hSpaA : l.Afd→ Ens B 7→ Afd(A,B)

qui associe à tout morphisme f : B → B′ d’anneaux affinoïdes topologiquement locaux
l’application hSpaA(f) : hSpaA(B) → hSpaA(B

′) : (g : A → B) 7→ f ◦ g. Toute partie
U ⊂ Spa(A,A+) induit un sous-foncteur de hSpaA, à savoir le foncteur

hU : l.Afd→ Ens B 7→ {f ∈ hSpaA(B) | (Spa f)(SpaB) ⊂ U}

et on s’intéressera aussi à la restriction ĥU : c.Afd→ Ens de hU .

Définition 12.2. Avec la notation ci-dessus, on dit que U est un l-domaine affinoïde
(resp. un c-domaine affinoïde) de SpaA, si U est une partie ouverte de SpaA, et si
hU (resp. ĥU ) est représentable par un anneau affinoïde topologiquement local AU :=

(AU , A
+
U ) (resp. un anneau affinoïde complet séparé ÂU := (ÂU , Â

+
U )). On dit alors aussi

que AU l-représente U (resp. que ÂU c-représente U).

Remarque 12.3. Soient U ⊂ SpaA une partie ouverte, et ρU : A → AU un morphisme
d’anneaux affinoïdes représentant le sous-foncteur hU ⊂ hSpaA ; on dira aussi brièvement
que ρU l-représente U . Soit aussi ρ̂U : A→ ÂU la composition de ρU avec la complétion
AU → ÂU := (ÂU , Â

+
U ) (voir le §12.1.1) ; il s’ensuit aussitôt que (ÂU , ρ̂U ) est un couple

universel pour le foncteur ĥU , i.e. ÂU c-représente U . Cela montre que tout l-domaine
affinoïde de SpaA est aussi un c-domaine affinoïde.

Lemme 12.4. Soient B := (B,B+) un anneau affinoïde topologiquement local, et b ∈ B.
Alors b ∈ B× si et seulement si v(b) ̸= +∞ pour tout v ∈ SpaB.

Démonstration. La condition est évidemment nécessaire. Réciproquement, si b /∈ B×,
soient q ⊂ B un idéal premier contenant b (corollaire 1.35(ii)), et m ⊂ B◦ un idéal
maximal contenant p := q∩B◦. Choisissons un anneau de valuation V de k(q) dominant
l’image de B◦m dans k(p) ⊂ k(q) (théorème 8.21). Alors V correspond à une valuation
v de B dont le support q contient b, avec v(b′) ≥ 0 pour tout b′ ∈ B◦ et v(b′) > 0
pour tout b′ ∈ m. Mais noter que B◦◦ ⊂ m, car B est topologiquement local. Posons
∆ := cΓ∗v et w := v∆ (notation du §10.1.2) ; d’après le théorème 10.12(i) on a w ∈ SpaB,
et évidemment w(b) = +∞. □

Théorème 12.5. Soit A := (A,A+) un anneau affinoïde ; tout sous-ensemble rationnel
de SpaA est un l-domaine affinoïde.

Démonstration. Soit R := SpaA ∩ RA
(
f1
f0
, . . . , fnf0

)
pour f0, . . . , fn ∈ A engendrant un

idéal ouvert de A ; soient aussi A0 ⊂ A+ un sous-anneau de définition de A (corollaire
9.72(ii)), et I0 ⊂ A0 un idéal de définition. La proposition 9.85 associe à T := {f0, . . . , fn}
un anneau de Huber (A[X],TT ) avec sous-anneau de définition A0[TX] ; munissons la
A-algèbre

A
(
f•
f0

)
:= A[X]/(1− f0X)

de la topologie induite par TT via la projection naturelle. Alors A
(
f•
f0

)
est un anneau de

Huber, et l’homomorphisme structurel h : A→ A
(
f•
f0

)
est adique, d’après la proposition

9.85(ii,iii) et l’exercice 9.81(v). Noter que la A-algèbre sous-jacente à A
(
f•
f0

)
est la locali-

sation A
[

1
f0

]
de A, et sous cette identification l’image de A0[TX] dans A

(
f•
f0

)
correspond
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à A0

[
f•
f0

]
:= A0

[
f1
f0
, · · · , fnf0

]
⊂ A

[
1
f0

]
; ainsi, A0

[
f•
f0

]
est un sous-anneau de définition de

A
(
f•
f0

)
(voir la solution de l’exercice 9.81(v)). En outre, la partie {f1/f0, . . . , fn/f0} est à

puissances bornées dans A
(
f•
f0

)
, et compte tenu de la proposition 9.85(iv) on trouve que

pour tout anneau de Huber B et tout homomorphisme continu d’anneaux g : A → B
avec g(f0) ∈ B× et tel que la partie {g(fi)/g(f0) | i = 1, . . . , n} soit à puissances bornées
dans B, il existe un unique homomorphisme continu d’anneaux g′ : A

(
f•
f0

)
→ B tel que

g′ ◦ h = g.
D’après le lemme 9.77(iv), h(A◦) ⊂ A

(
f•
f0

)◦, par suite C := A+
[
f1
f0
, · · · , fnf0

]
est un

sous-anneau de A
(
f•
f0

)◦, et il est ouvert dans A
(
f•
f0

)
, car il contient A0

[
f•
f0

]
. On dénote

par A
(
f•
f0

)
+ ⊂ A

(
f•
f0

)◦ la fermeture intégrale de C dans A
(
f•
f0

)
. On obtient ainsi un

anneau affinoïde bien défini

A
(
f•
f0

)
:=
(
A
(
f•
f0

)
, A
(
f•
f0

)
+
)

et h est un morphisme adique d’anneaux affinoïdes A→ A
(
f•
f0

)
. Posons

AR := A
(
f•
f0

)
loc

et soit jR : A → AR la composition de h avec la localisation A
(
f•
f0

)
→ AR. Montrons

que (AR, jR) est un couple universel pour le foncteur hR : l.Afd → Ens. En effet, soit
B := (B,B+) ∈ Ob(l.Afd), et ϕ ∈ hR(B) ; on remarque :

Affirmation 12.6. ϕ(f0) ∈ B× et ϕ(fi)/ϕ(f0) ∈ B+ pour tout i = 1, . . . , n.
Preuve : Par hypothèse, on a v ◦ ϕ ∈ R pour tout v ∈ SpaB, donc v(ϕ(f0)) ̸= +∞ pour
tout tel v, et ainsi ϕ(f0) ∈ B×, d’après le lemme 12.4. De même, on a v(ϕ(fi)/ϕ(f0)) ≥ 0
pour tout v ∈ SpaB, d’où ϕ(fi)/ϕ(f0) ∈ B+, d’après la proposition 10.21. ♢

Par ce qui précède, et par l’observation 12.6, le morphisme ϕ se factorise à travers
jR et un unique morphisme ϕ : AR → B d’anneaux affinoïdes topologiquement locaux.
Remarquons ensuite :

Affirmation 12.7. L’application Spa(jR) : SpaAR → SpaA établit un homéomorphisme
entre SpaAR et la partie R, munie de la topologie induite par SpaA.
Preuve : Au vu de l’exercice 12.1(i), il suffit de montrer que Spa(h) induit un homéomor-
phisme entre SpaA

(
f•
f0

)
et R. Or, la topologie de SpaA

(
f•
f0

)
est induite par l’inclusion

dans SpvA[1/f0], et celle de SpaA est induite par l’inclusion dans SpvA ; compte tenu de
l’exercice 8.104(i), il suffit alors de vérifier que R est l’image de Spa(h), et par construc-
tion, il est clair que l’image de Spa(h) est contenue dans R. Réciproquement, soit v ∈ R ;
comme v(f0) ̸= +∞, la valuation v se prolonge en une unique valuation w de A[1/f0], et
il est clair que w(a) ≥ 0 pour tout a ∈ A

(
f•
f0

)
+. Le lemme 10.4(i), nous ramène à vérifier

que w(a) est cofinal dans Γw = Γv pour tout a ∈ A
(
f•
f0

)◦◦ ; mais pour tout tel a il existe
n ∈ N tel que an ∈ I0 ·A0

[
f•
f0

]
, donc on peut supposer que a = bfi/f0 pour quelque b ∈ I0

et i ∈ {1, . . . , n}. Mais w(b) = v(b) est cofinal dans Γv, et w(fi/f0) ≥ 0, d’où l’assertion.
♢

L’observation 12.7 montre que, réciproquement, pour tout morphisme d’anneaux affi-
noïdes ϕ : A→ B qui se factorise à travers AR, l’image de Spaϕ est contenue dans R, et
cela achève la preuve du théorème. □

Problème 12.8. Soient A un anneau affinoïde, ⋆ ∈ {l, c}, U un ⋆-domaine affinoïde de
SpaA, et ϕU : A→ AU un morphisme d’anneaux affinoïdes ⋆-représentant U .

(i) Montrer que SpaϕU se factorise à travers un homéomorphisme SpaAU
∼→ U .

(ii) En déduire que U est une partie compacte de SpaA.
(iii) Montrer que ϕU est un morphisme adique.
(iv) Montrer que les ⋆-domaines affinoïdes forment un site de SpaA.
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Définition 12.9. On a vu que pour ⋆ ∈ {l, c}, les ⋆-domaines affinoïdes forment un site
de l’espace spectral X := SpaA (problème 12.8(iv)), que l’on notera :

⋆.Dom(A).

D’après le théorème 12.5, ce site contient tous les sous-ensembles rationnels, qui eux
même forment le site rationnel de X, que l’on notera :

Rat(A)

et qui est, à certains égards, mieux adapté aux considérations de cette section.

12.1.2. Soient A := (A,A+) un anneau affinoïde, et ⋆ ∈ {l, c}. Pour tout ⋆-domaine
affinoïde U de X := SpaA, choisissons A⋆U := (A⋆U , A

⋆+
U ) ∈ Ob(⋆.Afd) avec un morphisme

d’anneaux affinoïdes ρ⋆U : A → A⋆U ⋆-représentant U ; ainsi, un morphisme d’anneaux
affinoïdes f : A → B avec B ∈ Ob(⋆.Afd) se factorise à travers ρ⋆U si et seulement si
l’image de Spa f est contenue dans U , et dans ce cas la factorisation est unique. De
plus, ρ⋆U est un morphisme adique et Spa ρ⋆U induit par restriction un homéomorphisme
SpaA⋆U

∼→ U , pour la topologie de U induite par X (problème 12.8(i,iii)). Par suite, pour
toute inclusion U ′ ⊂ U de ⋆-domaines affinoïdes de SpaA, il existe un unique morphisme
d’anneaux affinoïdes

ρ⋆UU ′ : A
⋆
U → A⋆U ′ tel que ρ⋆UU ′ ◦ ρ⋆U = ρ⋆U ′ .

Si U ′′ ⊂ U ′ est un troisième ⋆-domaine affinoïde, il vient alors ρ⋆UU ′′ = ρ⋆U ′U ′′ ◦ ρ⋆UU ′ , et
ρ⋆UU = IdA⋆U . On a donc un couple de préfaisceaux sur le site ⋆.Dom(A) :

A⋆+• ⊂ A⋆•.

Pour toute partie ouverte U ⊂ SpaA, notons en outre par Rat(A)/U la sous-catégorie
pleine de Rat(A) avec Ob(Rat(A)/U) := {W ∈ Ob(Rat(A)) |W ⊂ U}, et définissons
de même la sous-catégorie pleine ⋆.Dom(A)/U de ⋆.Dom(A). Evidemment, Rat(A)/U et
⋆.Dom(A)/U sont deux sites du sous-espace U de X ; pour tout préfaisceau F sur le site
⋆.Dom(A) (resp. Rat(A)), on notera par F|U la restriction de F au site ⋆.Dom(A)/U
(resp. au site Rat(A)/U).

12.1.3. Dans la situation du §12.1.2, soient f :A→B un morphisme adique d’anneaux
affinoïdes, Y := SpaB, et ϕ := Spa f : Y →X. Pour tout ⋆-domaine affinoïde U de X,
le morphisme ρ⋆U : A → A⋆U est adique (problème 12.8(iii)), donc la somme amalgamée
B⊔(f,ρ⋆U )A

⋆
U est représentée dans Afd par un anneau affinoïde BU (exercice 12.1(iii)). Par

comparaison des propriétés universelles, on vérifie aisément que si ⋆ = l (resp. si ⋆ = c),
alors (BU )loc (resp. B̂U ) ⋆-représente la partie ϕ−1U de Y : les détails sont laissés aux
soins du lecteur. On a ainsi un foncteur :

⋆.Dom(f) : ⋆.Dom(A)→ ⋆.Dom(B) U 7→ϕ−1U.

En outre, puisque ϕ(ϕ−1U) ⊂ U , il existe un unique morphisme d’anneaux affinoïdes
f⋆U : A⋆U → B⋆ϕ−1U faisant commuter le diagramme d’anneaux affinoïdes :

A
f //

ρ⋆U ��

B

ρ⋆
ϕ−1U��

A⋆U
f⋆U // B⋆ϕ−1U .

Cela définit un morphisme de préfaisceaux sur le site ⋆.Dom(A) :

ϕ⋆♭ : A⋆• → ϕ∗B
⋆
• := B⋆• ◦ ⋆.Dom(f)op U 7→ (f⋆U : A⋆U → B⋆ϕ−1U ).
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Proposition 12.10. (i) Dans la situation du §12.1.3, le foncteur ⋆.Dom(f) induit par
restriction un foncteur

Rat(f) : Rat(A)→ Rat(B) U 7→ ϕ−1U.

(ii) Si U ⊂ X est un sous-ensemble rationnel (resp. un ⋆-domaine affinoïde), le
foncteur ⋆.Dom(ρ⋆U ) induit par restriction un isomorphisme de catégories

Rat(ρ∗U )|U : Rat(A)/U
∼→ Rat(A⋆U ) (resp. ⋆ .Dom(A)/U

∼→ ⋆.Dom(A⋆U )).

(iii) La complétion j : A→ Â induit les isomorphismes de catégories :

c.Dom(j) : c.Dom(A)
∼→ c.Dom(Â) Rat(j) : Rat(A)

∼→ Rat(Â).

(iv) La localisation i : A→ Aloc induit les isomorphismes de catégories :

l.Dom(i) : l.Dom(A)
∼→ l.Dom(Aloc) Rat(i) : Rat(A)

∼→ Rat(Aloc).

Démonstration. Soient A0 ⊂ A+ un sous-anneau de définition de A (corollaire 9.72(ii)),
I0 ⊂ A0 un idéal de définition, a1, . . . , at un système de générateurs de I0.

(i) : Cela est déjà connu, d’après l’exercice 10.13(i).
(ii) : Soit U un ⋆-domaine affinoïde ; noter que ρ⋆U : A→ A⋆U est un morphisme adique

(problème 12.8(iii)), donc ⋆.Dom(ρ⋆U ) est bien défini. Or, soit V ⊂ U une partie ouverte ;
en raisonnant comme dans la preuve du lemme 5.31(iv), on voit que V est un ⋆-domaine
affinoïde de X ⇔ V ′ := (Spa ρ⋆U )

−1(V ) est un ⋆-domaine affinoïde de XU := SpaA⋆U , et
un morphisme ρV ′ : A⋆U → AV ′ ⋆-représente V ′ ⇔ ρV ′ ◦ ρ⋆U : A⋆U → AV ′ ⋆-représente V ,
d’où l’isomorphisme souhaité pour ⋆.Dom(A)/U .

Ensuite, soit U un sous-ensemble rationnel ; on considère d’abord le cas où ⋆ = l. On
sait déjà que Spa ρlU induit un homéomorphisme SpaAl

U
∼→ U , pour la topologie de U

induite par X (problème 12.8(i)). Compte tenu de (i), il ne reste alors qu’à vérifier que
si W ∈ Ob(Rat(Al

U )), alors (Spa ρlU )(W ) ∈ Ob(Rat(A)). Disons que

W = RAU
(
g1
g0
, · · ·, gmg0

)
∩ SpaAl

U

pour g0, . . . , gm ∈ Al
U engendrant un idéal ouvert ; comme Al

U est une localisation de
A, on peut supposer qu’il existe h0, . . . , hm ∈ A avec gi = ρU (hi) pour i = 0, . . . ,m,
de sorte que (Spa ρlU )(W )=RA

(
h1

h0
, · · ·, hmh0

)
∩U . Posons Rk := RA

(ak1
h0
, · · ·, a

k
t

h0

)
∩X pour

tout k ∈ N ; d’après le lemme 10.4(i), on a Rk ⊂ Rk+1 pour tout k ∈ N, et (Spa ρlU )(W ) ⊂⋃
k∈NRk. Comme W est compact, il existe alors k ∈ N avec (Spa ρlU )(W ) ⊂ Rk. Par suite,

Wk := RA
(
h1

h0
, · · ·, hmh0

)
∩ Rk est un sous-ensemble rationnel de X, et (Spa ρlU )(W ) =

U ∩Wk.
(iii) : On sait déjà que Spa(j) est un homéomorphisme (exercice 12.1(i)) ; l’isomor-

phisme avec c.Dom(Â) est alors une conséquence immédiate : plus précisément, si W ⊂
Spa Â est un c-domaine affinoïde, c-représenté par le morphisme ρcW : Â→ Âc

W , on voit
aisément que ρcW ◦ j : A→ Âc

W c-représente (Spa j)(W ) (les détails sont laissés aux soins
du lecteur). En outre, j est adique ; au vu de (i), il ne reste qu’à montrer que pour tout
W ∈ Ob(Rat(Â)), la partie (Spa j)(W ) est un sous-ensemble rationnel de X. Disons que
W = RÂ

(
g1
g0
, · · ·, gmg0

)
∩ Spa Â pour g0, . . . , gm ∈ Â engendrant un idéal ouvert J de Â.

On remarque d’abord :

Affirmation 12.11. Il existe q ∈ N tel que toute suite b0, . . . , bm ∈ Â avec bi ∈ gi + Iq0 Â0

pour i = 0, . . . ,m engendre un idéal ouvert, et W = RÂ
(
b1
b0
, · · ·, bmb0

)
∩ Spa Â.

Preuve : Soient r ∈ N tel que J0 := Ir0 Â0 ⊂ J , et c1, . . . , cn une système fini de géné-
rateurs de J0. Alors toute suite d1, . . . , dn ∈ Â0 avec di ∈ ci + I0J0 pour i = 1, . . . , n

engendre l’idéal J0 (corollaire 9.61(iii)). Pour i = 1, . . . , n soient xi0, . . . , xim ∈ Â avec
ci =

∑m
j=0 gjxij , et choisissons p ∈ N tel que Ip0xij ⊂ I0J0 pour i = 1, . . . , n et
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j = 0, . . . ,m. Pour toute suite b0, . . . , bm ∈ Â avec bj ∈ gj+Ip0 Â0 pour tout j = 0, . . . ,m,
il vient

∑m
j=0 bjxij ∈ ci+ I0J0 pour i = 1, . . . , n, donc toute telle suite engendre un idéal

ouvert de Â.
Ensuite, en raisonnant comme dans la preuve de (ii), on trouve k ∈ N tel que

Ri := RÂ
(
g0
gi
, · · ·, gmgi

)
∩ Spa Â ⊂ RÂ

( j(ak1 )
gi

, · · ·, j(a
k
t )

gi

)
∀i = 0, . . . ,m.

Soit q := max(p, kt+ 1) ; puisque Â0 ⊂ Â+, il s’ensuit aisément que :

(∗) v(x) > v(gi) ∀x ∈ Iq0 Â0, ∀i = 0, . . . ,m, ∀v ∈ Ri.

Or, soient b0, . . . , bm ∈ Â avec bi ∈ gi + Iq0 Â0 pour i = 0, . . . ,m, et posons W ′ :=
RÂ
(
b1
b0
, . . . , bmb0

)
∩ Spa Â ; soit aussi v ∈ SpaA. Si v ∈W = R0, on calcule :

v(bi) = v(gi + (bi − gi)) ≥ min(v(gi), v(bi − gi)) ≥ v(g0) = v(g0 + (b0 − g0)) = v(b0)

(l’avant-dernière égalité suit de (∗) et de la remarque 8.8(ii)), d’où v ∈ W ′. Ensuite,
supposons que v /∈W ; considérons d’abord le cas où v(gi) = +∞ pour tout i = 0, . . . ,m ;
alors v est non analytique, et par suite v(g0 − b0) = +∞, donc aussi v(b0) = +∞, d’où
v /∈ W ′. En dernier lieu, si v(gi) ̸= +∞ pour quelque i ∈ {0, . . . ,m}, on a v ∈ Rj
pour quelque j ∈ {0, . . . ,m}, et on doit avoir v(g0) > v(gj), car v /∈ W ; en outre,
v(bi − gi) > v(gj) pour i = 0, . . . ,m. On calcule :

v(b0) = v(g0 + (b0 − g0)) ≥ min(v(g0), v(b0 − g0)) > v(gj) = v(gj + (bj − gj)) = v(bj)

d’où encore v /∈W ′. ♢

D’après l’observation 12.11, il existe b0, . . . , bm ∈ A tel que W = RÂ
( j(b1)
j(b0)

, · · ·, j(bm)
j(b0)

)
∩

Spa Â ; en outre, en raisonnant comme dans la preuve de (ii) on trouve k ∈ N tel que
v(aki ) ≥ v(b0) pour tout i = 1, . . . , t et tout v ∈ (Spa j)(W ). Par suite (Spa j)(W ) =

RA
(
b1
b0
, · · ·, bmb0 ,

ak1
b0
, · · ·, a

k
t

b0

)
∩ X, d’où l’assertion. On peut maintenant compléter aussi

la preuve de (ii) : il nous restait à exhiber l’isomorphisme de catégories Rat(Ac
U )

∼→
Rat(A)/U ; mais compte tenu de l’exercice 9.88(iv), on vient d’exhiber l’isomorphisme
de catégories Rat(Ac

U )
∼→ Rat(Al

U ), et il suffit alors de le composer avec l’isomorphisme
Rat(Al

U )
∼→ Rat(A)/U déjà connu.

(iv) : D’après l’exercice 12.1(i), Spa(i) est un homéomorphisme ; comme dans la preuve
de la première assertion de (iii), l’assertion pour l.Dom(i) suit aussitôt. En dernier lieu,
soit jloc : Aloc → Â la complétion de Aloc (exercice 9.88(iv)) ; noter que j = jloc ◦
i, d’où Rat(j) = Rat(jloc) ◦ Rat(i). Mais on sait déjà que Rat(j) et Rat(jloc) sont des
isomorphismes, donc de même pour Rat(i). □

Remarque 12.12. (i) Soient A un anneau affinoïde, U un ⋆-domaine affinoïde de X :=
Spa(A), ⋆-représenté par le morphisme f : A→ B, et posons ϕ := Spa(f) : Spa(B)→ X ;
une inspection de la preuve de la proposition 12.10(ii) montre que le morphisme de
préfaisceaux ϕ⋆♭ : A⋆• → ϕ∗(B

⋆
•) sur le site ⋆.Dom(A) se restreint en un isomorphisme

ϕ⋆♭|U : (A⋆•)|U
∼→ ϕ∗(B

⋆
•)|U sur le site ⋆.Dom(A)/U .

(ii) De même, la preuve de la proposition 12.10(iii,iv) montre que la complétion
j : A→ Â et la localisation topologique i : A→ Aloc induisent des isomorphismes

Spa(j)c♭ : Ac
•
∼→ Spa(j)∗(Â)

c
• Spa(i)l♭ : Al

•
∼→ Spa(i)∗(Aloc)

l
•

sur les sites c.Dom(A) et respectivement l.Dom(A).
(ii) Signalons que la complétion j : A→ Â induit un foncteur plein et fidèle l.Dom(j) :

l.Dom(A)→ l.Dom(Â), mais ce foncteur n’est pas toujours une équivalence de catégories ;
c’est l’une des raisons pour lesquelles on préfère utiliser dans la suite le site Rat(A).
Alternativement, on pourrait utiliser le site c.Dom(A), qui est également invariant par
complétion et par localisation topologique : ce site serait adéquat pour la discussion des
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espaces affinoïdes associés aux anneaux universellement analytiquement noethériens que
l’on introduira dans la section suivante ; toutefois, le site c.Dom(A) n’est pas bien adapté
aux anneaux stablement uniformes (voir le §12.4.5), et en particulier, à l’étude des espaces
perfectoïdes.

12.1.4. Préfaisceaux adiques. Or, prenons ⋆ = c, et noter que Ac
• et Ac+

• sont à valeurs
dans la sous-catégorie pleine des anneaux topologiques complets et séparés :

Z− c.AlgTop ⊂ Z− AlgTop.

On va d’abord désigner par Ar
• (resp. par Ar+

• ) la restriction de Ac
• (resp. de Ac+

• ) au site
Rat(A) ; ensuite, on prolonge canoniquement Ar

• et Ar+
• en des préfaisceaux

Ô+
X ⊂ ÔX : Ouv(X)op → Z− c.AlgTop sur X := SpaA

(voir les exercices 5.35(i), 9.4(ii) et 9.31). On appelle ÔX le préfaisceau des fonctions
adiques, et Ô+

X le préfaisceau des fonctions adiques entières sur X. Rappelons que ÔX
est caractérisé (à isomorphisme unique près) par la condition suivante : pour toute partie
ouverte U ⊂ X, le cône des restrictions

(ÔX(U)→ ÔX(V ) = Ar
V |V ∈ Ob(Rat(A)/U))

est universel dans la catégorie Z− c.AlgTop, et de même on caractérise Ô+
X .

• Pour tout x ∈ X, soient Ux l’ensemble des voisinages ouverts de x dans X, partiel-
lement ordonné par inclusion, et (ρU,x : ÔX(U)→ ÔX,x |U ∈ U op

x ) le co-cône universel ;
évidemment la partie Ex := Ob(Rat(A)) ∩ Ux est finale dans Ux (voir l’exercice 2.35),
donc on a un isomorphisme naturel de A-algèbres :

lim
−→

U∈(Ex)op
Ac
U
∼→ ÔX,x.

D’autre part, d’après le problème 12.8(i) et le lemme 10.76(i), pour tout U ∈ Ex il existe
une unique valuation continue x̂U : Ac

U → Γx◦ telle que x̂U ◦ ρcU = x et x̂U (a) ≥ 0 pour
tout a ∈ Ac+

U . Par suite, toute inclusion U ′ ⊂ U d’éléments de Ex induit un diagramme
commutatif :

A
ρcU //

x ##

Ac
U

ρc
UU′ //

x̂U
��

Ac
U ′

x̂U′zz
Γx◦.

Il existe alors une unique application

vx : ÔX,x → Γx◦ telle que vx ◦ ρU,x = x̂U ∀U ∈ Ex

et on voit aisément que vx est une valuation : les détails sont laissés au lecteur.

Exemple 12.13. (i) Soit U ⊂ X := SpaA un sous-ensemble rationnel c-représenté
par le morphisme f : A → B, et posons XU := SpaB ; d’après la proposition 12.10(ii),
ϕ := Spa(f) induit un isomorphisme Rat(f)|U : Rat(A)/U

∼→ Rat(B). Avec la remarque
12.12(i), il s’ensuit que ϕc♭|U se restreint en un isomorphisme

ϕr♭|U : (Ar
•)|U

∼→ ϕ∗(B
r
•)|U := Br

• ◦ Rat(f)
op
|U

de préfaisceaux sur Rat(A)/U . On déduit une identification naturelle de ÔXU avec ϕ−1ÔX ,
et sous cette identification, ϕ−1Ô+

X correspond à Ô+
XU

.
(ii) De même, soit Y := Spa Â ; d’après l’exercice 12.1(i) la complétion j : A → Â

induit un homéomorphisme Spa(j) : Y
∼→ X, et avec la proposition 12.12(iii) on déduit

un isomorphisme naturel ÔX
∼→ (Spa j)∗ÔY de préfaisceaux sur X ; en outre, sous cette

identification, Ô+
X correspond à (Spa j)∗Ô

+
Y .



774 ë Poissons

Proposition 12.14. Avec la notation du §12.1.4, on a :
(i) ÔX,x est un anneau local, et le support de vx est son idéal maximal.
(ii) Ô+

X,x = {a ∈ ÔX,x | vx(a) ≥ 0}.
(iii) Ô+

X,x est un anneau local, avec idéal maximal m+
x := {a ∈ ÔX,x | vx(a) > 0}.

(iv) Pour tout sous-ensemble rationnel U ⊂ X on a

Ô+
X(U) = {a ∈ ÔX(U) | vx(ρU,x(a)) ≥ 0 ∀x ∈ U}.

Démonstration. (i) : Soit a ∈ ÔX,x tel que vx(a) ̸= +∞, et soit U ∈ Ex tel que a soit
dans l’image de ρU,x : Ac

U → ÔX,x. Au vu de l’exemple 12.13(i), quitte à remplacer A
par Ac

U , on peut alors supposer que l’on a b ∈ A avec ρcX,x(b) = a. Soient A0 ⊂ A un
sous-anneau de définition, et I0 ⊂ A0 un idéal de définition, engendré par une suite finie
a1, . . . , an ∈ A0. D’après le lemme 10.4(i), il existe k ∈ N tel que x(aki ) ≥ x(b) pour
tout i = 1, . . . , n, i.e. x ∈ V := RA

(ak1
b , · · ·,

akn
b

)
∩ X, et noter que la suite b, ak1 , . . . , akn

engendre un idéal ouvert de A ; ainsi, V ∈ Ex et ρcV (b) ∈ (Ac
V )
×, par suite a ∈ Ô×X,x, d’où

l’assertion.
(ii) : Par construction, il est clair que vx(a) ≥ 0 pour tout a ∈ Ô+

X,x. Réciproquement,
soit a ∈ ÔX,x vérifiant cette condition ; en raisonnant comme ci-dessus, on se ramène au
cas où a = ρX,x(b) pour quelque b ∈ A, de sorte que x(b) ≥ 0, i.e. x ∈ V := RA

(
b
1

)
∩X,

et par construction il vient ρcV (b) ∈ A
c+
V , d’où a ∈ Ô+

X,x.
(iii) découle aussitôt de (i) et (ii).
(iv) suit du problème 12.8(i) et de la proposition 10.21(i). □

12.1.5. Considérons maintenant la catégorie V dont les objets sont les données

T := (T, ÔT , (vt | t ∈ T ))

constituées d’un espace topologique T , d’un faisceau ÔT sur T à valeurs dans la catégorie
Z − c.AlgTop, et pour tout t ∈ T , d’une valuation vt ∈ Spv(ÔT,t) de la fibre ÔT,t. Les
morphismes ϕ : (T, ÔT , (vt | t ∈ T )) → (S, ÔS , (vs | s ∈ S)) de V sont les morphismes
d’espaces annelés ϕ : (T, ÔT ) → (S, ÔS) tels que vt ◦ ϕ♯t = vϕ(t) pour tout t ∈ T (où
ϕ♯ : ϕ−1ÔX → ÔY est l’adjoint de ϕ♭ : voir la remarque 5.39(iii)).

Remarque 12.15. (i) Soient T ∈ Ob(V ) comme ci-dessus, U ⊂ T une partie ouverte.
Evidemment la donnée U ×T T := (U, (ÔT )|U , (vt | t ∈ U)) est aussi un objet de V .

(ii) Soient A un anneau affinoïde, et X := SpaA ; on vient d’associer à A une donnée
X := (X, ÔX , (vx |x ∈ X)), où ÔX est le préfaisceau des fonctions adiques sur X. On
exhibera dans la suite des classes remarquables d’anneaux affinoïdes A, tels que la donnée
X soit un objet de V ; toutefois, pour un anneau affinoïde A quelconque, X n’est pas
toujours un objet de V ; voici un contre-exemple :

Exercice 12.16. (Exemple de Rost) (i) Soit A := Z[X1, X2, X3]X1X2
, la localisation

de l’anneau de polynômes Z[X1, X2, X3] qui rend X1 et X2 inversibles ; soit A0 ⊂ A
le sous-anneau engendré par X2, X1X2, X

−1
1 X2, X

n
1X
−n
2 X3 et X−n1 X−n2 X3 pour tout

n ∈ N. Il existe une unique topologie TA sur A tel que (A,TA) est un groupe (additif)
topologique, et (Xn

2A0 |n ∈ N) est un système fondamental de sous-groupes ouverts.
Montrer que (A,TA) est un anneau de Tate.

(ii) Soit A+ ⊂ A un sous-anneau d’éléments entiers entiers quelconque, et posons
A := (A,A+). Montrer que le préfaisceau ÔSpaA n’est pas un faisceau.

Définition 12.17. (i) Soient A un anneau affinoïde, et X := SpaA. Si le préfaisceau
ÔX des fonctions adiques sur X est un faisceau à valeurs dans Z− c.AlgTop, on dit que
(X, ÔX , (vx |x ∈ X)) ∈ Ob(V ) est l’espace adique associé à A.
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(ii) Un espace adique affinoïde est un objet de V isomorphe à l’espace adique associé
à un anneau affinoïde.

(iii) Soit T un objet de V . On dit que T est un espace adique si tout t ∈ T admet un
voisinage ouvert U ⊂ T tel que U ×T T soit un espace adique affinoïde.

(iv) Les espaces adiques sont les objets d’une sous-catégorie pleine de V notée

EspAd.

Remarque 12.18. (i) Soient T := (T, ÔT , (vt | t ∈ T )) un espace adique, U ⊂ T une partie
ouverte ; alors U ×T T est un espace adique. Pour la preuve, on peut supposer que T soit
affinoïde, et dans ce cas l’assertion découle de l’exemple 12.13(i).

(ii) Pour tout t ∈ U et tout a ∈ ÔT (U), soit at ∈ ÔT,t le germe de a, et posons

Ô+
T (U) := {a ∈ ÔT (U) | vt(at) ≥ 0 ∀t ∈ U}.

Avec la proposition 12.14(iv), on déduit aisément que l’association : U 7→ Ô+
T (U) pour

tout U ∈ Ouv(T ), définit un faisceau d’anneaux topologiques complets et séparés sur T ,
dont les fibres sont les anneaux locaux Ô+

T,t = {a ∈ ÔT,t | vt(a) ≥ 0}, pour tout t ∈ T .
Ainsi, (T, ÔT ) et (T, Ô+

T ) sont des espaces localement annelés.
(iii) Avec la proposition 12.14(i) on voit que pour tout morphisme ϕ := (ϕ, ϕ♭) : T → S

d’espaces adiques, et tout t ∈ T , l’homomorphisme ϕ♯t : ÔS,ϕ(t) → ÔT,t est local, et
se restreint en un homomorphisme local ϕ♯+t : Ô+

S,ϕ(t) → Ô+
T,t. Ainsi, ϕ induit deux

morphismes d’espaces localement annelés

ϕ : (T, ÔT )→ (S, ÔS) et ϕ+ : (T, Ô+
T )→ (S, Ô+

S ).

(iv) Réciproquement, soient T et S deux espaces adiques, et ϕ : (T, ÔT ) → (S, ÔS)
un morphisme d’espaces localement annelés induisant par restriction un morphisme d’es-
paces localement annelés ϕ+ : (T, Ô+

T ) → (S, Ô+
S ) ; avec l’exercice 8.19 on voit aisément

que ϕ est un morphisme T → S d’espaces adiques.

12.1.6. Fonctorialité de ÔX . Soient f : A := (A,A+) → B := (B,B+) un morphisme
d’anneaux affinoïdes, X := SpaA, Y := SpaB, et ϕ := Spa f : Y → X. On suppose
que ÔX et ÔY soient des faisceaux d’anneaux topologiques, et on souhaite montrer que
dans ce cas f induit naturellement un morphisme d’espace adiques affinoïdes Spa f :=

(ϕ, ϕ♭) : (Y, ÔY , (vy | y ∈ Y ))→ (X, ÔX , (vx |x ∈ X)).
• Si f est adique, le §12.1.3 associe à f un morphisme ϕc♭ : Ac

• → ϕ∗B
c
• de faisceaux

sur c.Dom(A), et la proposition 12.10(i) entraîne que ϕc♭ se restreint en un morphisme
de faisceaux sur Rat(A)

ϕr♭ : Ar
• → ϕ∗B

r
• := Br

• ◦ Rat(f)op.

Mais ϕ∗Br
• est la restriction à Rat(A) du faisceau ϕ∗ÔY ; d’après l’exercice 5.35(ii), ϕr♭

se prolonge ainsi en un unique morphisme de faisceaux d’anneaux topologiques

ϕ♭ : ÔX → ϕ∗ÔY .

• Si f n’est pas adique, le foncteur Rat(f) n’est pas défini, mais on a toujours un
morphisme naturel de faisceaux ϕ♭ comme ci-dessus. En effet, pour tous U ∈ Ob(Rat(A))
et V ∈ Ob(Rat(B)/ϕ−1U), le morphisme ρcV ◦ f : A → Bc

V se factorise à travers ρcU et
un unique morphisme d’anneaux affinoïdes fUV : Ac

U → Bc
V , d’où un cône

(fUV : Ac
U → Bc

V |V ∈ Ob(Rat(B)/ϕ−1U)).

D’autre part, le cône des restrictions (ρϕ−1U,V : ÔY (ϕ−1U)→Bc
V |V ∈ Ob(Rat(B)/ϕ−1U))

est par construction universel dans la catégorie des anneaux topologiques complets et sé-
parés. Ainsi, il existe un unique homomorphisme continu d’anneaux topologiques

ϕr♭U : Ac
U → ÔY (ϕ

−1U) tel que ρϕ−1U,V ◦ ϕr♭U = fUV ∀V ∈ Ob(Rat(B)/ϕ−1U).
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Soit ϕ∗Ô r
Y la restriction de ϕ∗ÔY au site Rat(A) ; on voit aisément que l’association :

U 7→ ϕr♭U définit un morphisme Ar
• → ϕ∗Ô r

Y de faisceaux d’anneaux topologiques sur
Rat(A) ; ce dernier se prolonge alors en un unique morphisme ϕ♭ : ÔX → ϕ∗ÔY .
• En outre, soient y ∈ Y et x := ϕ(y) ∈ X ; avec la notation du §12.1.4, il vient

ŷV ◦ fUV = x̂U pour tout V ∈ Ob(Rat(B)/ϕ−1U) ; il s’ensuit aussitôt que

vy ◦ ϕ♯y = vx.

Cela achève la construction du morphisme d’espaces adiques affinoïdes (ϕ, ϕ♭). Noter que
ϕ♭X : Γ(ÔX)→ Γ(ÔY ) est la complétion f̂ : Â→ B̂ de f .

Proposition 12.19. Soient A un anneau affinoïde, jA : A → Â la complétion, X :=

SpaA et X̂ := Spa Â. Alors :
(i) X̂ := (X̂, ÔX̂ , (vx |x ∈ X̂)) est un espace adique si et seulement s’il en est de

même pour X := (X, ÔX , (vx |x ∈ X)).
(ii) Si X et X̂ sont des espaces adiques, jA induit un isomorphisme d’espaces adiques

Spa jA : X̂
∼→ X.

(iii) Dans la situation du §12.1.6, l’application induite

Afd(A,B)→ EspAd(Y ,X) f 7→ Spa f

est bijective, si B est complet et séparé.
(iv) Soient T := (T, ÔT , (vt | t ∈ T )) un espace adique, et X := SpaA l’espace adique

associé à un anneau affinoïde A := (A,A+). On a une bijection

EspAd(T ,X)
∼→ {f ∈ Z− AlgTop(A, ÔT (T )) | f(A+) ⊂ Ô+

T (T )} (ϕ, ϕ♭) 7→ ϕ♭X .

Démonstration. (i) et (ii) découlent aussitôt de l’exemple 12.13(ii).
(iii) : L’injectivité est claire, car le morphisme de faisceaux ϕ♭ : ÔX → ϕ∗ÔY induit

l’homomorphisme f̂ = ϕ♭X sur les sections globales, et si B = B̂, on a f = f̂ ◦ jA, avec la
complétion jA : A → Â. Ensuite, soient ψ := (ψ,ψ♭) : Y → X un morphisme d’espaces
adiques, et g := ψ♭X : Â→ B ; on doit vérifier que ψ = (γ, γ♭) := Spa g. Or, soient x ∈ X
et y := ψ(x) ; il vient un diagramme commutatif :

Â
g //

ρX,x ��

B

ρY,y��
ÔX,x

ψ♯x // ÔY,y

et par définition on a Spv(ψ♯x)(vy) = vx, Spv(ρX,x)(vx) = x et Spv(ρY,y)(vy) = y. Par
suite, Spa(g)(y) = x, et cela montre que ψ = γ. En dernier lieu, soient U ∈ Ob(Rat(A))
et V ∈ Ob(Rat(B)/ψ−1U) ; il vient un diagramme d’anneaux affinoïdes :

A
g //

ρX,U ��

B

ρY,V��
(ÔX(U), Ô+

X(U))
ω // (ÔY (V ), Ô+

Y (V ))

qui commute avec ω = ρψ−1U,V ◦ ψ♭U et aussi avec ω = ρψ−1U,V ◦ γ♭U . Par la propriété
universelle de ρX,U , il s’ensuit que ρψ−1U,V ◦ ψ♭U = ρψ−1U,V ◦ γ♭U pour tous tels U et
V ; mais par construction, le cône (ρψ−1U,V |V ∈ Ob(Rat(B)/ψ−1U)) est universel, donc
ψ♭U = γ♭U , et finalement ψ♭ = γ♭.

(iv) : Soit U l’ensemble des parties ouvertes U ⊂ T telles que U ×T T soit un espace
adique affinoïde ; munissons U de l’ordre partiel donné par l’inclusion de parties ouvertes.
Pour tout U ∈ U posons BU := (ÔT (U), Ô+

T (U)), et notons par ρT,U : ÔT (T ) →
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ÔT (U) l’application de restriction. Or, soit f : A → ÔT (T ) un homomorphisme continu
d’anneaux tel que f(A+) ⊂ Ô+

T (T ) ; alors, fU := ρT,U ◦ f : A → BU est un morphisme
d’anneaux affinoïdes, pour tout U ∈ U , et on voit aussitôt que (fU |U ∈ U op) est un
cône de sommet A. On déduit un co-cône (Spa fU : U×T T → X |U ∈ U ) de morphismes
d’espaces adiques. Si U,U ′ ∈ U , l’ensemble U /U ∩ U ′ := {V ∈ U |V ⊂ U ∩ U ′} est
un recouvrement de U ∩ U ′, et il vient (Spa fU )|V = (Spa fU ′)|V : V ×T T → X pour
tout V ∈ U /U ∩ U ′ ; ainsi (Spa fU )|U∩U ′ = (Spa fU ′)|U∩U ′ . D’après le lemme 5.36(i),
il existe alors un unique morphisme ϕ : (T, ÔT ) → (X, ÔX) d’espaces annelés tel que
ϕ|U = Spa fU pour tout U ∈ U , et comme chaque Spa fU est un morphisme d’espaces
adiques, il en est de même pour ϕ. □

12.2. Anneaux analytiquement noethériens et algèbres de Tate. Evidemment,
la théorie de la section précédente ne serait pas très utile, si l’on ne savait pas exhiber
des exemples intéressants d’espaces adiques affinoïdes. La définition suivante, empruntée
à l’article [29], introduit une classe d’anneaux topologiques qui nous fournira plein de
tels exemples.

Définition 12.20. Soient A un anneau, I ⊂ A un idéal de type fini, TA,I la topologie
I-adique de A, et M un A-module.

(i) On dit que M est un (A,TA,I)-module analytiquement de type fini, s’il existe un
sous-module de type fini N ⊂M et un entier n ∈ N tels que InM ⊂ N .

(ii) On dit que l’anneau topologique (A,TA,I) est analytiquement noethérien si tout
idéal de A est analytiquement de type fini.
(iii) On dit que (A,TA,I) est universellement analytiquement noethérien, si pour tout

entier n ∈ N, l’anneau des polynômes A[T1, . . . , Tn] est analytiquement noethérien pour
sa topologie I-adique.

(iv) On dit que (A,TA,I) vérifie la condition de Artin-Rees topologique, si pour tout
A-module M de type fini, et tout sous-module N ⊂ M , la topologie I-adique de N est
induite par la topologie I-adique de M .

(v) On dit que la I-torsion de M est bornée s’il existe n ∈ N tel que

AnnM (In) = AnnM (In+k) ∀k ∈ N.

Remarque 12.21. (i) La définition 12.20(v) ne dépend que de la topologie TA,I : car si
J ⊂ A est un deuxième idéal de type fini avec TA,I = TA,J , alors il existe r, s ∈ N \ {0}
tels que Ir ⊂ Js ⊂ I, d’où

AnnM (Ik) ⊂ AnnM (Jsk) ⊂ AnnM (Irk) ∀k ∈ N.
Aussi, la classe des A-modules analytiquement de type fini ne dépend que de TA,I , et de
même pour la définition d’anneau analytiquement noethérien.

(ii) Par le théorème 6.65, tout anneau noethérien A est universellement analytique-
ment noethérien, pour la topologie I-adique de n’importe quel idéal I ⊂ A.

(iii) Soient A un anneau, I ⊂ A un idéal de type fini, et 0 → M ′ → M → M ′′ → 0
une suite exacte courte de A-modules ; si la I-torsion de M ′ et M ′′ est bornée, on voit
aisément qu’il en est de même pour la I-torsion de M .

Proposition 12.22. Soient A un anneau, I ⊂ A un idéal de type fini, TA,I la topologie
I-adique de A, et XA := SpecA. Considérons les conditions suivantes :

(a) (A,TA,I) est un anneau analytiquement noethérien.
(b) Le sous-schéma analytique Xan

A de XA est noethérien (définition 9.79).
(c) La I-torsion de tout A-module analytiquement de type fini est bornée.
(d) La I-torsion de tout A-module cyclique est bornée.

Alors (a) ⇔ ((b) et (c)) ⇔ ((b) et (d)).

Démonstration. (a)⇒(b) : Soit f1, . . . , fk un système fini de générateurs de I ; alors
(SpecAfi | i = 1, . . . , k) est un recouvrement de XA par des sous-schémas ouverts affines,
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donc il suffit de montrer que chaque localisation Afi est noethérienne. Or, tout idéal de
Afi est de la forme Jfi , pour un idéal J de A (lemme 3.30(i)), et par hypothèse il existe
un idéal de type fini J ′ ⊂ J et n ∈ N tels que In(J/J ′) = 0 ; par suite (J/J ′)fi = 0
(remarque 3.27(i)), i.e. Jfi = J ′fi , d’où l’assertion.

(c)⇔(d) : Evidemment (c)⇒(d), et si (d) est vérifiée, la remarque 12.21(iii) entraîne
aussitôt que la I-torsion de tout A-module de type fini est bornée. Or, supposons que (d)
soit vérifiée, soit M un A-module analytiquement de type fini, et prenons un sous-module
N ⊂ M de type fini, et r ∈ N avec IrM ⊂ N ; on vient de remarquer qu’il existe s ∈ N
tel que AnnN (Is) = AnnN (Is+1), d’où AnnM (Ir+s) = AnnM (Ir+s+1), i.e. la I-torsion
de M est bornée.

(a)⇒(d) : Soit M un A-module cyclique, de sorte que M = A/J pour un idéal J ⊂ A ;
posons J ′n := {x ∈ A | Inx ⊂ J} pour tout n ∈ N, et J ′ :=

⋃
n∈N J

′
n. Evidemment J ′ est

un idéal de A, et on voit aisément que J ′/J =
⋃
n∈N AnnM (In) ; par hypothèse, il existe

un idéal de type fini J ′′ ⊂ J ′ et n ∈ N tels que InJ ′ ⊂ J ′′, et on a une suite exacte courte
de A-modules :

0→ N := (J + J ′′)/J → J ′/J → Q := J ′/(J + J ′′)→ 0.

Il vient InQ = 0, et N est un sous-module de type fini de
⋃
n∈N AnnM (In), donc N ⊂

AnnM (Ik) pour quelque k ∈ N ; par suite Ik+n(J ′/J) = 0, et cela montre que la I-torsion
de M est bornée.

(b) et (d)⇒(a) : Soient f1, . . . , fk comme ci-dessus, et J ⊂ A un idéal ; puisque XA

est noethérien, la localisation Afi est noethérienne (exercice 6.67(i,iii)), donc l’idéal Jfi
de Afi est de type fini, pour tout i = 1, . . . , k. Ainsi, pour tout tel i on a un idéal de type
fini J ′i ⊂ J de A avec (J ′i)fi = Jfi ; posons J ′ := J1 + · · · + Jk. On déduit aisément que
J/J ′ ⊂

⋃
n∈N AnnA/J′(I

n) : les détails sont laissés au lecteur. D’autre part, par hypothèse
la I-torsion du A-module cyclique A/J ′ est bornée, donc InJ ⊂ J ′ pour quelque n ∈ N,
i.e. J est analytiquement de type fini. □

Exercice 12.23. (i) Soient A un anneau, I ⊂ A un idéal de type fini, et munissons
A de sa topologie I-adique T . Montrer que (A,T ) vérifie la condition de Artin-Rees
topologique ⇔ pour tout A-module M de type fini, tout n ∈ N, et tout sous-module
N ⊂M tel que InN = 0, il existe m ∈ N tel que ImM ∩N = 0.

(ii) Supposons que (A,T ) vérifie les conditions équivalentes de (i), et soient M un A-
module analytiquement de type fini, et N ⊂M un sous-module. Montrer que la topologie
I-adique de N est induite par la topologie I-adique de M .

(iii) Si (A,T ) est analytiquement noethérien (resp. universellement analytiquement
noethérien), montrer les assertions suivantes :

(a) Toute localisation S−1A de A est analytiquement noethérienne (resp. universel-
lement analytiquement noethérienne) pour sa topologie S−1I-adique.

(b) Toute A-algèbre B finie (resp. de type fini) est analytiquement noethérienne
(resp. universellement analytiquement noethérienne) pour sa topologie IB-adique.

Proposition 12.24. Soient A un anneau, et I, J ⊂ A deux idéaux de type fini ; notons
par TI (resp. TJ , resp. TI+J) la topologie I-adique (resp. J-adique, resp. (I+J)-adique)
de A. On a :

(i) Si (A,TI) est analytiquement noethérien, et si TJ est plus fine que TI , alors
(A,TJ) est analytiquement noethérien.

(ii) Si (A,TI) et (A,TJ) sont analytiquement noethériens, il en est de même pour
(A,TI+J).
(iii) Si (A,TI) et (A,TJ) vérifient la condition de Artin-Rees topologique, il en est de

même pour (A,TI+J).

Démonstration. (i) : Quitte à remplacer J par Jn pour quelque n ∈ N, on peut supposer
que J ⊂ I (remarque 12.21(i)). Mais alors, il est évident que si un idéal K ⊂ A est
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analytiquement de type fini pour la topologie I-adique, il l’est aussi pour la topologie
J-adique, d’où l’assertion.

(ii) : Soit K ⊂ A un idéal ; par hypothèse il existe n ∈ N et des idéaux de type fini
K ′,K ′′ ⊂ K tels que InK ⊂ K ′ et JnK ⊂ K ′′. Par suite, (I + J)2n−1K ⊂ K ′ + K ′′,
d’où l’assertion.

(iii) : Soient M un A-module de type fini, n ∈ N, et N ⊂ M un sous-module tel que
(I +J)nN = 0 ; d’après l’exercice 12.23(i), il suffit d’exhiber m ∈ N tel que (I +J)mM ∩
N = 0. Or, encore d’après l’exercice 12.23(i), notre hypothèse sur (A,TI) entraîne qu’il
existe s ∈ N avec IsM ∩N = 0 ; posons M ′ :=M/IsM , et soit N ′ ⊂M ′ l’image de N , de
sorte que (I+J)nN ′ = 0. De même, notre hypothèse sur (A, J) entraîne qu’il existe t ∈ N
avec J tM ′∩N ′ = 0, et noter que J tM ′ = (Is+J t)M/IsM etN ′ = (N+IsM)/IsM ; d’où
(Is+J t)M ∩ (N + IsM) ⊂ IsM , et alors (IsM +J tM)∩N = 0 ; par suite m := s+ t−1
convient. □

Corollaire 12.25. Tout anneau analytiquement noethérien A vérifie la condition de
Artin-Rees topologique.

Démonstration. Soit I ⊂ A un idéal de type fini tel que la topologie T de A soit I-adique.
Soit aussi f1, . . . , fn un système fini de générateurs de I, et pour tout i = 1, . . . , n soit
Ti la topologie fi-adique de A. Or, la proposition 12.24(iii) nous ramène aussitôt à vé-
rifier que (A,Ti) vérifie la condition de Artin-Rees topologique pour tout i = 1, . . . , n,
et d’autre part la proposition 12.24(i) montre que chaque (A,Ti) est un anneau analyti-
quement noethérien ; ainsi, on peut supposer que I = Af pour quelque f ∈ A. Or, soit
M un A-module de type fini, N ⊂M un sous-module, et posons M ′ :=M/N ; d’après la
proposition 12.22, il existe t ∈ N tel que AnnM ′(f

t) = AnnM ′(f
t+n) pour tout n ∈ N. On

déduit aisément que N ∩ fn+tM = fn(N ∩ f tM) pour tout n ∈ N, d’où l’assertion. □

Corollaire 12.26. Soient A un anneau analytiquement noethérien, et

Σ : 0→M1 →M2 →M3 → 0.

une suite exacte courte de A-modules. Alors M2 est analytiquement de type fini si et
seulement s’il en est de même pour M1 et M3.

Démonstration. Soit I ⊂ A un idéal de type fini tel que la topologie de A soit I-adique, et
notons par C la sous-catégorie pleine de A−Mod dont les objets sont les A-modulesM tels
qu’il existe n ∈ N avec InM = 0. On voit aisément queM1,M3 ∈ Ob(C )⇔M2 ∈ Ob(C ).
Avec la terminologie du problème 6.73, on vérifie alors aisément que les A-modules de
type C -fini sont précisément les A-modules analytiquement de type fini ; en particulier,
A est C -noethérien, et l’assertion découle aussitôt du problème 6.73(i.c,ii). □

Proposition 12.27. Soient A un anneau analytiquement noethérien, I ⊂ A un idéal
de type fini tel que la topologie de A soit I-adique, M un A-module analytiquement de
type fini, et n ∈ N. Notons par Â⟨X•⟩ et M̂⟨X•⟩ les complétions I-adiques de A[X•] :=
A[X1, . . . , Xn] et de M [X•] := A[X•]⊗AM . Alors on a :

(i) L’application naturelle ϕM : Â⟨X•⟩ ⊗AM → M̂⟨X•⟩ est un isomorphisme.
(ii) Â⟨X•⟩ est une A-algèbre plate.
(iii) Si A est topologiquement local, Â⟨X•⟩ est une A-algèbre fidèlement plate.

Démonstration. (i) : Soit 0 → M ′ → M → M ′′ → 0 une suite exacte courte de A-
modules ; si M est analytiquement de type fini, la topologie I-adique de M induit les
topologies I-adiques sur M ′ et M ′′ (corollaire 12.25 et exercice 12.23(ii)) ; ainsi, pour
tout k ∈ N il existe ν(k) ∈ N tel que M ′ν(k) := Iν(k)M ∩M ′ ⊂ IkM ′. D’autre part,
puisque A[X•] est une A-algèbre plate, on a

Iν(k)M [X•] ∩M ′[X•] =M ′ν(k)[X•] ⊂ I
kM ′[X•] ∀k ∈ N.
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Autrement dit, la topologie I-adique de M [X•] induit les topologies I-adiques sur M ′[X•]
et M ′′[X•] ; par suite, la complétion terme à terme de la suite exacte courte de A[X]-
modules 0→M ′[X•]→M [X•]→M ′′[X•]→ 0 est une suite exacte courte :

0→ M̂ ′⟨X•⟩ → M̂⟨X•⟩ → M̂ ′′⟨X•⟩ → 0

(corollaire 9.58). Or, supposons d’abord que M soit de type fini, et soient L un A-module
de présentation finie, ψ : L → M une surjection A-linéaire, et K := Ker(ψ). Notons
également par L̂ et K̂ les complétions I-adiques de L et K, et considérons le diagramme
induit d’applications Â-linéaires :

0 // Â⟨X•⟩ ⊗A K //

ϕK ��

Â⟨X•⟩ ⊗A L //

ϕL��

Â⟨X•⟩ ⊗AM //

ϕM��

0

0 // K̂⟨X•⟩ // L̂⟨X•⟩ // M̂⟨X•⟩ // 0

dont la ligne horizontale en bas est exacte courte, par ce qui précède, et la ligne hori-
zontale en haut est exacte à droite (proposition 3.11). Si L est libre de rang fini, ϕL
est évidemment un isomorphisme, donc ϕM est surjective ; comme on trouve toujours
une surjection A-linéaire L → M avec L libre de rang fini, on voit déjà que ϕM est une
surjection si M est de type fini. Supposons ensuite que M soit de présentation finie, et
L encore libre de rang fini ; alors K est de type fini (exercice 2.110(iv)), donc dans ce
cas ϕK est surjective et ϕL est bijective, et avec le lemme du serpent (proposition 2.106)
on déduit que ϕM est injective. On conclut que ϕM est un isomorphisme si M est de
présentation finie. Si M est seulement de type fini, noter que K est analytiquement de
type fini, d’après le corollaire 12.26(i), donc soient N ⊂ K un sous-module de type fini
et n ∈ N avec InK ⊂ N ; posons K ′ := K/N et L′ := L/N , de sorte que L′ est encore
de présentation finie, et ψ se factorise à travers une surjection A-linéaire ψ′ : L′ → M .
Quitte à remplacer L et ψ par L′ et ψ′, on peut alors supposer que InK = 0 ; en parti-
culier, la topologie I-adique est discrète sur K, donc la complétion K[X•]→ K̂⟨X•⟩ est
bijective, et la projection

Â⟨X•⟩ → Â⟨X•⟩/InÂ⟨X•⟩
∼→ A[X•]/I

n[X•]

induit un isomorphisme Â⟨X•⟩ ⊗A K
∼→ A/In[X•] ⊗A K

∼→ K[X•] (corollaire 9.61(ii)),
de sorte que ϕK est bijective. On sait aussi déjà que ϕL est une bijection, donc de même
pour ϕM , par le lemme du serpent.

En dernier lieu, si M est analytiquement de type fini, soient N ⊂M un sous-module
de type fini et n ∈ N tels que InM ⊂ N ; posons Q :=M/N , et considérons le diagramme
commutatif analogue :

0 // Â⟨X•⟩ ⊗A N //

ϕN ��

Â⟨X•⟩ ⊗AM //

ϕM��

Â⟨X•⟩ ⊗A Q //

ϕQ��

0

0 // N̂⟨X•⟩ // M̂⟨X•⟩ // Q̂⟨X•⟩ // 0

dont la ligne horizontale en bas est encore exacte courte, et celle en haut est encore exacte
à droite. Or, ϕN est une bijection, par ce qui précède, et de même pour ϕQ, car InQ = 0 ;
par le lemme du serpent, ϕM est alors une bijection, comme souhaité.

(ii) : Soit i : J → A l’inclusion d’un idéal de type fini ; d’après (i), l’application

Â⟨X•⟩ ⊗A i : Â⟨X•⟩ ⊗A J → Â⟨X•⟩

s’identifie naturellement avec la complétion I-adique ı̂⟨X•⟩ : Ĵ⟨X•⟩ → Â⟨X•⟩ de i[X•] :=
A[X•] ⊗A i ; comme la preuve de (i) montre que ı̂⟨X•⟩ est injectif, on conclut avec la
proposition 3.78.
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(iii) Au vu de (ii), du théorème 3.84(ii), et du problème 3.83(i.c), il suffit de montrer
que l’image de Max Â⟨X•⟩ dans SpecA contient MaxA. Toutefois, par hypothèse on a
I ⊂J (A), et d’autre part IÂ⟨X•⟩ ⊂J (Â⟨X•⟩) (exercice 9.88(iii)) ; avec A := A/I, le
corollaire 1.51(ii) fournit alors des identifications naturelles

Max Â⟨X•⟩
∼→ Max Â⟨X•⟩/IÂ⟨X•⟩

∼→ MaxA[X•] MaxA
∼→ MaxA

et on voit aisément que l’image de MaxA[X] dans SpecA contient MaxA. □

12.2.1. Soient A un anneau, f ∈ A, et M un A-module que l’on munit de sa topologie
f -adique. Pour tout sous-module N ⊂M soit N l’adhérence de N dans M (il s’agit d’un
sous-module de M , d’après le lemme 9.5(iii)), et posons

Nk := {x ∈M | fkx ∈ N} ∀k ∈ N et N† :=
⋃
k∈NNk.

Lemme 12.28. Dans la situation du §12.2.1, supposons que les topologies f -adiques de
A et M soient complètes et séparées, et considérons deux sous-modules N ′ ⊂ N ⊂ M
tels que N ′ soit dense dans N , et N = N†. Alors on a :

(i) La topologie f -adique de N est induite par celle de M .
(ii) N = (N)†.
(iii) Si en outre N = N , et si Nf est un Af -module de type fini, alors N est analyti-

quement de type fini, et N ′ = N .

Démonstration. (i) : Puisque N = N†, il vient fmN = fmM ∩N pour tout m ∈ N, d’où
l’assertion.

(ii) : Si x ∈M et si fx ∈ N , alors pour tout n ∈ N il existe yn ∈M avec fx−fnyn ∈ N ,
par suite x− fn−1yn ∈ N pour tout n ≥ 1, car N = N†, et donc x ∈ N , d’où l’assertion.

(iii) : Noter que N est complet et séparé pour sa topologie f -adique, d’après (i) et la
remarque 9.30(vii) ; en outre, l’hypothèse entraîne qu’il existe un sous-module L ⊂ N de
type fini avec Lf = Nf , et il vient :

N = L† =
⋃
k∈N Lk

(la première identité est évidente, et on a la deuxième car N = N). D’après le théorème
de Baire (problème 9.32), il existe alors k ∈ N tel que l’intérieur U de la partie Lk de
N soit non vide ; mais comme Lk est un sous-module de N , on a Lk =

⋃
x∈Lk(x + U),

et par suite Lk est un sous-module ouvert de N . Ainsi, fmN ⊂ Lk pour quelque m ∈
N, d’où fm+k+1N ⊂ fk+1Lk ⊂ fL, en particulier fL est ouvert dans N (proposition
9.12(i)), donc de même pour L′ := L + fL ; par suite, L′ est un sous-module fermé de
N (proposition 9.12(i)) contenant L et contenu dans L, i.e. L′ = L. D’après le corollaire
9.61(iii), on a alors L = L, d’où fm+k+1N ⊂ fL, et cela achève de montrer que N est
analytiquement de type fini.

En dernier lieu, comme N ′ est dense dans N , avec (i) il vient

N = N ′ + fm+k+1N ⊂ N ′ + fL

d’où L = (N ′∩L)+fL ; mais f ∈J (A) (exercice 9.88(iii)), donc L = N ′∩L (corollaire
3.50), i.e. L ⊂ N ′, ainsi N ′ est un sous-module ouvert de N , donc il est aussi fermé dans
N (proposition 9.12(i)), et alors N = N ′. □

Théorème 12.29. Soient A un anneau, et I ⊂ A un idéal de type fini tel que la topologie
I-adique T de A soit complète et séparée. Alors (A,T ) est analytiquement noethérien
si et seulement si le sous-schéma T -analytique de SpecA est noethérien.

Démonstration. (Il s’agit du théorème 5.1.2 de [29]). Par la proposition 12.22, on peut
supposer que le sous-schéma analytique de SpecA soit noethérien, et il suffit de montrer
que dans ce cas A est analytiquement noethérien. Soit f1, . . . , fn un système fini de
générateurs de I, et pour i = 1, . . . , n soit Ti la topologie fi-adique de A ; compte tenu
de la proposition 12.24(ii), il suffit de montrer que (A,Ti) est analytiquement noethérien
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pour i = 1, . . . , n. D’autre part, le sous-schéma Ti-analytique de SpecA est un sous-
schéma ouvert compact du sous-schéma T -analytique, donc il est noethérien, pour tout
i = 1, . . . , n (exercice 6.67(i)) ; en outre, la topologie Ti est complète et séparée, en vertu
de la proposition 9.63. On est ainsi ramené au cas où I = fA est principal. Or, soit
M un A-module de type fini ; on doit vérifier que la suite croissante de sous-modules
(AnnM (fn) |n ∈ N) est stationnaire (proposition 12.22). Pour cela, écrivons M = L/Q,
pour un A-module libre L de rang fini, et un sous-module Q ⊂ L ; posons N := Q†

(notation du §12.2.1). Noter que :

N/Q =
⋃
n∈N AnnM (fn)

donc il suffit d’exhiber k ∈ N tel que N/Q ⊂ AnnM (fk). Munissons L de sa topologie f -
adique, et soit N l’adhérence de N dans L ; évidemment L est complet et séparé, et N† =
N , donc (N)† = N (lemme 12.28(ii)). En outre, comme par hypothèse Af est noethérien,
(N)f est un Af -module de type fini (proposition 6.64), donc N est analytiquement de
type fini, et N = N (lemme 12.28(iii)). Par suite, aussi N/Q est analytiquement de type
fini ; soient alorsN ′ ⊂ N/Q un sous-module de type fini et n ∈ N tels que fn(N/Q) ⊂ N ′ ;
puisque N ′ est de type fini, il existe aussi m ∈ N tel que fmN ′ = 0, et alors k := n+m
convient. □

Lemme 12.30. Soient A un anneau, I ⊂ A un idéal de type fini ; munissons A de sa
topologie I-adique, et supposons que les conditions suivantes soient vérifiées :

(a) La complétion Â de A est une A-algèbre plate.
(b) La IÂ-torsion de tout Â-module de type fini est bornée.

Alors la I-torsion de tout A-module de type fini est bornée.

Démonstration. Soit M un A-module de type fini ; posons M∗ := Â ⊗A M et Mn :=

AnnM (In) pour tout n ∈ N. D’un côté, Â ⊗A Mn = M∗n := AnnM∗(I
nÂ), car Â est

une A-algèbre plate (exercice 3.75(i)) ; de l’autre côté, par hypothèse il existe n ∈ N
tel que M∗n = M∗n+k pour tout k ∈ N. Mais puisque InMn = 0, l’application naturelle
Mn → Â⊗AMn est un isomorphisme, donc Mn =Mn+k pour tout k ∈ N. □

Définition 12.31. Soit A un anneau topologique complet et séparé dont la topologie est
adique. On dit que A est fortement analytiquement noethérien si l’anneau topologique
A⟨X1, . . . , Xn⟩ est analytiquement noethérien pour tout n ∈ N.

Théorème 12.32. Tout anneau fortement analytiquement noethérien est universelle-
ment analytiquement noethérien.

Démonstration. (Il s’agit du théorème 6.2.2 de [29]) Soient A un anneau fortement ana-
lytiquement noethérien, et I ⊂ A un idéal de type fini tel que la topologie de A soit
I-adique. Soit aussi n ∈ N, munissons B := A[X1, . . . , Xn] de sa topologie I-adique,
et notons par Xan

A (resp. Xan
B ) le sous-schéma analytique de XA := SpecA (resp. de

XB := SpecB) ; le morphisme naturel de schéma ϕ : XB → XA est de type fini, donc
de même pour sa restriction Xan

B → Xan
A , car ϕ−1(Xan

A ) = Xan
B (proposition 9.80(iv) et

lemme 5.81(i)). Comme par hypothèse Xan
A est noethérien, il en est alors de même pour

Xan
B (exercice 6.67(ii)). En outre, la complétion B̂ = A⟨X1, . . . , Xn⟩ de B est analyti-

quement noethérienne, par hypothèse ; au vu du lemme 12.30 et de la proposition 12.22,
il suffit alors de vérifier que B̂ est une B-algèbre plate. On raisonne par récurrence sur
n ∈ N.
• Si n = 1, rappelons que A⟨X⟩ et B = A[X] sont deux A-algèbres plates (propo-

sition 12.27(ii)), et A⟨X⟩/IA⟨X⟩ = B/IB (corollaire 9.61(ii)). Soient alors U := Xan
B ,

OU := OXB |U , et A := OU ⊗̃BA⟨X⟩ ; d’après la proposition 10.46, il suffit de véri-
fier que A est un OU -module plat. Pour cela, soit p ∈ Xan

A , de sorte que Ap est un
anneau local noethérien ; il suffit de montrer que Â⟨X⟩p est une Bp-algèbre plate (pro-
position 3.77). Pour cela, posons (Y,OY ) := SpecBp, V := Y \ V (pBp), OV := OY |V , et
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AV := OV ⊗̃OUA (noter que le morphisme naturel de schémas (Y,OY )→ XB induit par
restriction un morphisme de sous-schémas ouverts (V,OV )→ (U,OU )) ; remarquons :

Affirmation 12.33. Si AV est un OV -module plat, A⟨X⟩p est une Bp-algèbre plate.
Preuve : Appliquons la proposition 10.46 à l’homomorphisme plat d’anneaux ϕ : Ap → Bp

et l’idéal de type fini pAp ⊂ Ap, de sorte que k := Ap/pAp est le corps résiduel de l’idéal
premier p, i.e. le corps des fractions de A0 := A/p ; compte tenu de l’hypothèse, on
doit alors prouver que k ⊗A A⟨X⟩ est une k[X]-algèbre plate. Or, d’après la proposition
12.27(i), on a A0 ⊗A A⟨X⟩ = A0⟨X⟩ (on munit A0 de sa topologie I-adique) ; rappelons
que A0⟨X⟩ est un sous-anneau de l’anneau de séries de puissances A0[[X]] (corollaire
9.93(ii)), donc k⊗AA⟨X⟩ = k⊗A0

A0⟨X⟩ est un sous-anneau de k[[X]]. Mais évidemment
le k[X]-module k[[X]] est sans torsion, donc de même pour le k[X]-module k ⊗A A⟨X⟩ ;
puisque k[X] est un anneau de Dedekind, on conclut avec le problème 7.48(vi). ♢

• Rappelons aussi que la dimension d de Ap est finie (remarque 11.27(ii)) ; on va
prouver la platitude de la Bp-algèbre A⟨X⟩p par récurrence sur d. Si d = 0, la partie
ouverte V est vide, donc l’hypothèse de l’observation 12.33 est trivialement remplie,
d’où l’assertion. Soit alors d > 0, et supposons que l’assertion soit déjà connue pour
tout q ∈ Xan

A tel que dim Aq < d. En particulier, l’assertion est alors connue pour tout
q ∈ SpecAp \ {p}, et par suite AV est un OV -module plat, donc on conclut encore avec
l’observation 12.33.
• Soit ensuite n > 1, et supposons que l’assertion soit déjà connue pour C :=

A[X1, . . . , Xn−1] ; ainsi, la complétion iC : C → Ĉ est plate, donc de même pour

A[Xn]⊗A iC : B → D := Ĉ[Xn]

(remarque 3.74(vi)). D’autre part, évidemment Ĉ est fortement analytiquement noethé-
rien, donc la complétion Ĉ[Xn]→ D̂ = B̂ est plate, d’où l’assertion (exercice 3.76(ii)). □

Définition 12.34. Soient A un anneau de Huber, et (A,A+) un anneau affinoïde.
(i) On dit que A est analytiquement noethérien (resp. universellement analytique-

ment noethérien, resp. fortement analytiquement noethérien) s’il admet un sous-anneau
de définition qui est analytiquement noethérien (resp. universellement analytiquement
noethérien, resp. fortement analytiquement noethérien) pour la topologie induite par A.

(ii) On dit que A est à définition noethérienne, s’il admet un sous-anneau de définition
noethérien.

(iii) On dit que A est fortement noethérien s’il est un anneau de Tate complet et
séparé, et si l’anneau A⟨X1, . . . , Xn⟩ est noethérien pour tout n ∈ N.

(iv) On dit que (A,A+) est analytiquement noethérien (resp. universellement analy-
tiquement noethérien, resp. fortement analytiquement noethérien, resp. à définition noe-
thérienne, resp. fortement noethérien) si A est analytiquement noethérien (resp. univer-
sellement analytiquement noethérien, resp. fortement analytiquement noethérien, resp. à
définition noethérienne, resp. fortement noethérien).

Remarque 12.35. (i) Les notions d’anneau à definition noethérienne et d’anneau forte-
ment noethérien ont été introduits par R.Huber ([39], [41]) : notamment, il montre que
si l’anneau affinoïde A appartient à l’une de ces deux classes, alors le préfaisceau ÔX des
fonctions adiques sur X := SpaA est un faisceau d’anneaux topologiques ; il prouve en
outre un résultat d’acyclicité pour les complexes de Čech de ÔX généralisant le théorème
d’acyclicité de Tate. Pour le cas fortement noethérien, la preuve de Huber s’inspire direc-
tement de celle de Tate ; par contre, pour le cas d’un anneau à définition noethérienne,
il adapte une méthode due à M.Raynaud, faisant appel à des techniques de géométrie
algébrique assez sophistiquées.

(ii) Il est clair que tout anneau de Huber (resp. tout anneau affinoïde) à définition noe-
thérienne est universellement analytiquement noethérien, et de même pour tout anneau
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de Tate (resp. affinoïde) fortement noethérien, au vu du théorème 12.32 et de l’exercice
12.36(iv) ci-dessous. On montrera dans la section 12.4 que pour tout anneau affinoïde
A universellement analytiquement noethérien, le prefaisceau des fonctions adiques sur
X := SpaA est un faisceau d’anneaux topologiques, et on verra un théorème d’acyclicité
assez général pour les complexes de Čech de ÔX . On aboutira ainsi à une présentation
unifiée des résultats de Huber, sans besoin de s’appuyer sur la géométrie algébrique, car
notre preuve suivra plutôt les idées originaires de Tate.

Exercice 12.36. Soient (A,T ) un anneau de Huber, et Â la complétion de A.
(i) Montrer que si la topologie de A est adique, alors A est analytiquement noethérien

suivant la définition 12.34(i) si et seulement s’il est analytiquement noethérien suivant la
définition 12.20(ii).

(ii) Soit B ⊂ A un sous-anneau ouvert, que l’on munit de la topologie induite par
A. Montrer que A est analytiquement noethérien (resp. universellement analytiquement
noethérien) si et seulement s’il en est de même pour B.
(iii) Soient A un anneau de Huber, A0 ⊂ A un sous-anneau de définition, I0 ⊂ A0

un idéal de définition, et pour tout n ∈ N munissons An := A[X1, . . . , Xn] de l’unique
topologie Tn telle que (An,Tn) soit un anneau de Huber avec sous-anneau de définition
A0,n := A0[X1, . . . , Xn] et idéal de définition I0A0,n ⊂ A0,n (proposition 9.85(ii)). Mon-
trer que A est universellement analytiquement noethérien si et seulement si (An,Tn) est
analytiquement noethérien pour tout n ∈ N.
(iv) Soit A un anneau de Huber complet et séparé. Montrer que A est analytiquement

fortement noethérien si et seulement si A⟨X1, . . . , Xn⟩ est analytiquement noethérien
pour tout n ∈ N. En outre, A est fortement noethérien ⇔ A est un anneau de Tate
fortement analytiquement noethérien.

(v) Montrer que si A est analytiquement noethérien, Â est une A-algèbre plate, et si
A est aussi topologiquement local, alors Â est une A-algèbre fidèlement plate.

Remarque 12.37. (i) En contraste avec l’exercice 12.36(ii), un sous-anneau ouvert d’un
anneau de Huber à définition noethérienne n’est pas forcément à définition noethérienne :
e.g. soit (V,m) un anneau de valuation discrète, muni de sa topologie m-adique ; si B ⊂ V
est un sous-anneau ouvert, il existe b ∈ B \ {0} tel que V b ⊂ B, i.e. V est un sous-B-
module du module de type fini Bb−1. Par suite, si B est aussi noethérien, V est une
B-algèbre finie. Or, supposons que le corps résiduel k := V/m soit infini, et prenons
B := Z+m ⊂ V ; l’image B0 dans k de tout sous-anneau B0 ⊂ B est un quotient de Z,
donc k n’est pas une B0-algèbre finie, et par ce qui précède on conclut que B0 ne peut
pas être à la fois ouvert dans B et noethérien.

(ii) D’autre part, la complétion d’un anneau de Huber analytiquement noethérien peut
faillir d’être analytiquement noethérienne (voir le §12.5.3 pour un exemple), alors que
la complétion d’un anneau de Huber à définition noethérienne est toujours à définition
noethérienne (proposition 9.86(i,ii) et théorème 9.113).

12.2.2. Topologie canonique des modules analytiquement bornés. Soient A un anneau de
Huber, Xna

A le lieu non analytique de XA := SpecA, et M un A-module. On dit que
M est analytiquement borné, s’il existe un sous-module N ⊂ M de type fini tel que
SuppA(M/N) ⊂ Xna

A . Dans ce cas, soit T A
N la topologie canonique de N (voir le §9.1.2) ;

il existe une unique topologie T A
M sur M telle que (M,T A

M ) soit un groupe abélien
topologique, et (N,T A

N ) soit un sous-module ouvert de (M,T A
M ). On appelle T A

M la
topologie canonique de M .

Lemme 12.38. (i) Dans la situation du §12.2.2, la topologie T A
M est indépendante du

choix de N , et (M,T A
M ) est un A-module topologique.

(ii) Si M est analytiquement borné, pour tout sous-anneau de définition A0 ⊂ A il
existe un A0-sous-module N0 ⊂M de type fini avec SuppA(M/AN0) ⊂ Xna

A .
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(iii) Si M est de type fini, T A
M est la topologie canonique de la définition 9.24.

(iv) Si M est analytiquement borné, et si (M ′,T ′) est un A-module topologique, tout
f ∈ HomA(M,M ′) est un morphisme (M,T A

M )→ (M ′,T ′) de A−ModTop.
(v) Si M et M ′ sont analytiquement bornés, si f ∈ HomA(M,M ′), et si l’une des

conditions suivantes est vérifiée :
(a) f est surjective
(b) A est analytiquement noethérien

alors f : (M,T A
M )→ (M ′,T A

M ′) est un morphisme strict de A−ModTop.

Démonstration. (ii) : Par hypothèse, il existe un A-sous-module N de type fini tel que
SuppA(M/N) ⊂ Xna

A ; si N =
∑n
i=1Axi, on peut prendre N0 :=

∑n
i=1A0xi.

(i) : Soient A0 ⊂ A un sous-anneau de définition, I0 ⊂ A0 un idéal de définition, et
N0 ⊂ N un A0-sous-module de type fini avec AN0 = N ; alors (In0N0 |n ∈ N) est un
système fondamental de sous-groupes ouverts pour (N,T A

N ), donc aussi pour (M,T A
M ).

Or, soient a ∈ A et x ∈ M ; puisque SuppA(M/N) ⊂ Xna
A , il existe p ∈ N tel que

Ip0x ⊂ N , et comme Ip0x est un A0-sous-module de type fini, il existe q ∈ N tel que
Iq0I

p
0x ⊂ N0. Prenons t ∈ N tel que It0a ∈ A0 et t ≥ p+ q ; il vient

(a+ In+t0 ) · (x+ In+t0 N0) ⊂ ax+ In0N0 ∀n ∈ N.

D’après l’exercice 9.10(ii), cela montre que (M,T A
M ) est un A-module topologique.

Ensuite, soient N ′ ⊂M un autre sous-module de type fini avec SuppA(M/N ′) ⊂ Xna
A ,

et N ′0 ⊂ N un A0-sous-module de type fini avec AN ′0 = N ′ ; notons par T ′ la topologie
de M telle que (M,T ′) soit un groupe topologique et (N ′,T A

N ′) soit un sous-module
ouvert. Puisque SuppA(M/N) ⊂ Xna

A , il existe p ∈ N tel que Ip0N
′
0 ⊂ N , et comme le

A0-sous-module Ip0N
′
0 est de type fini, il existe q ∈ N tel que Iq0I

p
0N
′
0 ⊂ N0 ; cela montre

que T ′ est plus fine que T A
M . En échangeant le rôles de N et N ′ on voit de même que

T A
M est plus fine que T ′, i.e. T A

M = T ′.
(iii) : Dans ce cas, d’après (i) on peut faire N :=M , et alors l’assertion est claire.
(iv) : Par hypothèse, il existe un sous-module ouvert de type fini N ⊂ M tel que

T A
M induit la topologie canonique T A

N sur N ; il suffit alors de vérifier que la restric-
tion (N,T A

N ) → (M ′,T ′) de f est continue (remarque 9.3(ii)), et cela découle de la
proposition 9.25(iii).

(v) : Soit N ⊂ M un sous-module de type fini avec SuppA(M/N) ⊂ Xna
A . Si f est

surjective, alorsN ′ := f(N) est un sous-module deM ′ de type fini avec SuppA(M ′/N ′) ⊂
Xna
A ; d’après (i), N (resp. N ′) est alors un sous-module ouvert de M (resp. de M ′), et

T A
M (resp. T A

M ′) induit la topologie canonique sur N (resp. sur N ′), et d’après l’exercice
9.8, il suffit de montrer que la restriction g : N → N ′ de f est un morphisme strict. Cela
découle du corollaire 9.26(i).

Si A est analytiquement noethérien, noter que M ′′ := f(M) est analytiquement borné,
et par le cas précédent la surjection M →M ′′ induite par f est un morphisme strict ; on
est donc ramené à vérifier que l’inclusion M ′′ → M ′ est de même un morphisme strict,
et ainsi, on peut supposer que f soit injective. Dans ce cas, soient N0 ⊂M et N ′0 ⊂M ′

des A0-sous-modules de type fini tels que les supports de M/AN0 et M ′/AN ′0 soient
dans Xna

A ; quitte à remplacer N ′0 par N ′0 + f(N0) on peut en outre supposer que f se
restreint en une injection A0-linéaire f0 : N0 → N ′0. D’après (i), N0 (resp. N ′0) est un
A0-sous-module ouvert de M (resp. de M ′), et la topologie de M (resp. de M ′) induit
la topologie I0-adique sur N0 (resp. sur N ′0) ; d’après l’exercice 9.8, il suffit de vérifier
que f0 est un morphisme strict. Mais par définition, on peut aussi supposer que A0 soit
analytiquement noethérien, et l’assertion découle alors du corollaire 12.25. □

Définition 12.39. Soient A un anneau de Huber, f : A→ B un homomorphisme d’an-
neaux. On dit que f est analytiquement fini (ou que B est une A-algèbre analytiquement
finie) si le A-module B[f ] est analytiquement borné.
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Exercice 12.40. Soient (A,T ) un anneau de Huber, B une A-algèbre analytiquement
finie, que l’on munit de la topologie canonique T A

B du A-module sous-jacent.
(i) Montrer que (B,T A

B ) est un anneau de Huber, et que le morphisme structurel
f : A→ B est un morphisme adique d’anneaux de Huber.

(ii) Soit M un B-module. Montrer que M est un (B,T A
B )-module analytiquement

borné si et seulement si M[f ] est un (A,T )-module analytiquement borné, et que dans
ce cas T A

M[f]
= T B

M . En particulier, si g : B → C est une (B,T A
B )-algèbre analytiquement

finie, il en est de même pour la (A,T )-algèbre g ◦ f : A→ C.
(iii) Soient h : A→ C un homomorphisme adique d’anneaux de Huber, et A0 ⊂ A un

sous-anneau de définition ; montrer l’équivalence des conditions suivantes :
(a) h est analytiquement fini
(b) C admet un sous-anneau de définition C0 avec h(A0) ⊂ C0, et qui est une A0-al-

gèbre finie
(c) Pour tout couple de sous-anneaux de définition A0⊂A, C0⊂C avec h(A0) ⊂ C0,

le A0-module C0 est analytiquement de type fini.
(iv) Si A est analytiquement noethérien (resp. universellement analytiquement noethé-

rien, resp. à définition noethérienne), montrer qu’il en est de même pour B.
(v) Dans la situation de (i), supposons en outre que T induise la topologie discrète

sur Ker f . Montrer que (A,T ) est analytiquement noethérien si et seulement s’il en est
de même pour (B,T A

B ).

Proposition 12.41. Soient A un anneau de Huber analytiquement noethérien, M un
A-module analytiquement borné, N ⊂M un sous-module, T A

M la topologie canonique de
M , et Â (resp. M̂) la complétion de A (resp. de (M,T A

M )). On a :
(i) L’application naturelle Â⊗AM → M̂ est un isomorphisme.
(ii) N est un A-module analytiquement borné.
(iii) Si A est topologiquement local, N est une partie fermée de (M,T A

M ).

Démonstration. Soient A0 ⊂ A un sous-anneau de définition analytiquement noethé-
rien, I0 ⊂ A0 un idéal de définition, M0 ⊂ M un A0-sous-module de type fini tel que
SuppA(M/AM0) ⊂ (SpecA)na.

(i) : Munissons B := A⊕M de la loi de multiplication telle que

(a, x) · (a′, x′) := (aa′, ax′ + a′x) ∀a, a′ ∈ A,∀x, x′ ∈M.

Avec cette loi (et sa loi d’addition naturelle) B est un anneau, et l’inclusion A → B
naturelle est un homomorphisme analytiquement fini d’anneaux. En outre, B0 := A0⊕M0

est un sous-anneau de B, et l’inclusion naturelle A0 → B0 est un homomorphisme fini
d’anneaux. Munissons B de sa topologie canonique T A

B ; d’après l’exercice 12.40(iv),
(B,T A

B ) est un anneau de Huber analytiquement noethérien, et B0 est un sous-anneau
ouvert ; en outre, T A

B induit la topologie I0-adique sur B0, donc ce dernier est un sous-
anneau de définition de B. Soient B̂ la complétion de (B,T A

B ), et B̂0 la complétion
I0-adique de B0 ; d’après la proposition 9.86(iii), l’application naturelle B̂0 ⊗B0 B → B̂

est bijective. D’autre part, on a B̂0 = Â0 ⊗A0
B0 (corollaire 12.27(i)) ; donc l’application

naturelle Â0 ⊗A0
B → B̂ est bijective (exercice 3.63(ii)), et comme on a aussi Â =

Â0⊗A0
A, cette dernière s’identifie avec l’application naturelle Â⊗AB → B̂. On conclut

avec la proposition 9.25(i) et l’exercice 9.43.
(ii) : Soit f1, . . . , fn un système de générateurs de I0, de sorte que

(SpecA)an =
⋃n
i=1 SpecAfi

et Afi est noethérien pour i = 1, . . . , n (exercice 6.67(iii)) ; en outre Mfi = (M0)fi est
un Afi-module de type fini. Par suite, Nfi est un Afi -module de type fini, donc il existe
un A-sous-module Qi ⊂ N de type fini avec (Qi)fi = Nfi pour i = 1, . . . , n. Il vient
SuppA(N/(Q1 + · · ·+Qn)) ⊂ (SpecA)na, d’où l’assertion.
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(iii) : Il suffit de montrer que N ∩M0 est une partie fermée pour la topologie I0-adique
de M0 (remarque 9.3(iv)) ; pour cela, il suffit de vérifier que la topologie I0-adique de
Q := M0/(N ∩M0) est séparée, ou de façon équivalente, que la complétion I0-adique
jQ : Q→ Q̂ est injective. Mais d’après la proposition 12.27(i), jQ s’identifie avec

jA0
⊗A0

Q : Q→ Â0 ⊗A0
Q

où jA0 : A0 → Â0 dénote la complétion de A0 ; comme on a I0 ⊂ J (A0) (exercice
9.21(v)), l’assertion découle alors de la proposition 12.27(iii) et du problème 3.83(i.b). □

Remarque 12.42. (i) Soient f : A → B un morphisme adique d’anneaux de Huber,
et M un A-module analytiquement borné ; alors MB := B ⊗A M est un B-module
analytiquement borné, et l’application A-linéaire induite h :M →MB est continue pour
les respectives topologies canoniques. En effet, par hypothèse il existe des sous-anneaux
de définition A0 ⊂ A, B0 ⊂ B avec f(A0) ⊂ B0, et un A0-sous-module N0 ⊂M de type
fini tel que SuppA(M/AN0) ⊂ (SpecA)na ; soit aussi Q0 l’image de B0⊗A0

N0 dans MB ,
de sorte que BQ0 est l’image de B ⊗A AN0 dans MB . Avec la proposition 9.80(iv) et
l’exercice 3.64(ii.b), il vient SuppB(MB/BQ0) ⊂ (SpecB)na, d’où la première assertion.
En outre, h induit par restriction une application A0-linéaire N0 → Q0, et les topologies
de N0 et Q0 induites par M et MB sont I0-adiques, si I0 ⊂ A0 dénote un idéal de
définition. Comme N0 et Q0 sont des sous-groupes ouverts, cela entraîne la deuxième
assertion (remarque 9.3(ii)).

(ii) Soient A→ B un morphisme adique d’anneaux de Huber, et C une A-algèbre ana-
lytiquement finie ; d’après (i), D := B ⊗A C est une C-algèbre analytiquement finie, que
l’on peut munir de sa topologie canonique T C

D . Par inspection directe des constructions,
on voit que (D,T C

D ) est le produit tensoriel topologique des A-algèbres topologiques B
et (C,T A

C ) (définition 9.83).
(iii) Soient A un anneau de Huber fortement analytiquement noetherién, A0 ⊂ A un

sous-anneau de définition fortement analytiquement noethérien, f : A→ B un homomor-
phisme analytiquement fini d’anneaux, et munissons B de sa topologie canonique T A

B .
D’après l’exercice 12.40(iii), (B,T A

B ) admet un sous-anneau de définition B0 tel que f se
restreint en un homomorphisme d’anneaux f0 : A0 → B0, fini et adique pour la topologie
de B0 induite par T A

B . Rappelons que B0⟨X•⟩ := B0⟨X1, . . . , Xn⟩ est un sous-anneau de
définition de B⟨X•⟩ := B⟨X1, . . . , Xn⟩ pour tout n ∈ N (proposition 9.91(ii)). D’autre
part, B0⟨X•⟩ = A0⟨X•⟩ ⊗A0 B0 (proposition 12.27(i)), en particulier, B0⟨X•⟩ est une
A0⟨X•⟩-algèbre finie, et donc B0⟨X•⟩ est analytiquement noethérien, pour tout n ∈ N
(exercice 12.23(iii.b)), i.e. B0 est fortement analytiquement noethérien, donc de même
pour (B,T A

B ).
(iv) L’assertion (i) peut faillir si f n’est pas un morphisme adique. Par exemple,

soient A et B deux anneaux noethériens, I ⊂ A, J ⊂ B deux idéaux, f : A → B un
homomorphisme d’anneaux avec f(I) ⊂ J , et munissons A et B de la topologie I-adique
et respectivement J-adique ; soit en outre Σ un ensemble infini, et M := (A/I)(Σ). Alors
M est un A-module analytiquement borné, mais B⊗AM est analytiquement borné si et
seulement si f est adique.

12.2.3. Algèbres de Tate sur un corps valué. Le but de ce paragraphe et des suivants
est d’exhiber une classe importante d’anneaux de Tate fortement noethériens : les corps
valués dont la valuation a rang un ; pour ma présentation, j’ai essentiellement suivi le
traité [8]. Soit donc K un corps muni d’une valuation v : K → Γ◦ de rang un, complet
(et séparé) pour sa v-topologie Tv (voir le problème 9.53) ; notons par (K+,m) l’anneau
de valuation de v, et fixons π ∈ m \ {0}.

Proposition 12.43. Dans la situation du §12.2.3, soit E une extension finie du corps
K. On a :

(i) Il existe une valuation w de E, unique à équivalence près, telle que w|K = v.
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(ii) La valuation w est de rang un, et la w-topologie de E est complète et séparée.

Démonstration. L’existence d’une valuation w de E prolongeant v est assurée par l’exer-
cice 8.25(ii), et si Γ′ est le groupe des valeurs de w, on sait que [Γ′ : Γ] est borné par
le degré de E sur K (exercice 8.15(i)), donc w est de rang un (exercice 8.5(iii)). Soit
w′ une deuxième valuation de E prolongeant v ; notons par (E+

w ,mw) (resp. (E+
w′ ,mw′))

l’anneau de valuation de w (resp. de w′), et soit Tw (resp. Tw′) la w-topologie (resp.
la w′-topologie) de E. Puisque v, w,w′ ont le même rang, on voit aisément que (E,Tw)
et (E,Tw′) sont des (K,Tv)-espaces vectoriels topologiques séparés, donc Tw = Tw′ est
complète (exercice 9.54(iii)). En outre, comme w et w′ sont de rang un, on vérifie aisé-
ment que mw = (E,Tw)

◦◦ et mw′ = (E,Tw′)
◦◦, donc mw = mw′ . Mais pour tout x ∈ E×

on a x ∈ E+
w ⇔ x−1 /∈ mw ⇔ x−1 /∈ mw′ ⇔ x ∈ E+

w′ , d’où E+
w = E+

w′ , et finalement
w = w′ dans SpvE. □

Rappelons que pour tout n ∈ N la K-algèbre topologique complète

Tn := K⟨X1, . . . , Xn⟩

consiste en les séries de puissances
∑
ν•∈Nn aν•X

ν• à coefficients aν• ∈ K, telles que le
filet (aν• | ν• ∈ Nn) converge vers 0 dans (K,Tv) (cela revient à dire que pour tout γ ∈ Γ,
il existe une partie finie Λ ⊂ Nn telle que v(aν•) > γ pour tout ν• ∈ Nn \ Λ). Par suite,
on a une application bien définie :

| · | : Tn → Γ◦
∑
ν•∈Nn aν•X

ν• 7→ min(v(aν•) | ν• ∈ Nn)

(avec |0| = +∞). D’après la proposition 9.91(ii), Tn est un anneau de Tate, avec sous-
anneau de définition T+

n := {a ∈ Tn | |a| ≥ 0} = K+⟨X1, . . . , Xn⟩ et idéal de définition
πT+

n . Noter que la restriction de | · | à la K-sous-algèbre K[X•] := K[X1, . . . , Xn] est la
valuation de Gauss | · |v(0,1) de centre 0 et rayon 1 (voir l’exercice 8.11(i)). Soit TK[X•] la
topologie de K[X•] induite par l’inclusion dans K⟨X•⟩.

Lemme 12.44. (i) La valuation | · |v(0,1) est continue pour la topologie TK[X•].
(ii) (K[X•],TK[X•])

◦ = K+[X] et (K[X•],TK[X•])
◦◦ = m[X•] := m ·K+[X•].

(iii) | · | est une valuation continue de Tn.
(iv) T◦n = T+

n et T◦◦n = mT+
n .

(v) T×n = K× · (1 +mT+
n ).

Démonstration. (i) : D’un côté, (K[X•],TK[X•]) est un anneau de Tate, avec sous-anneau
de définition K+[X•] = K[X•]∩K⟨X•⟩+, et idéal de définition πK+[X•]. De l’autre côté,
πK+[X•] = {P ∈ K[X•] | |P |v(0,1) ≥ v(π)} ; par suite, P ∈ K[X•]

◦◦ si et seulement s’il
existe n ∈ N tel que Pn ∈ πK+[X], si et seulement si |P |v(0,1) > 0, d’où K[X•]

◦◦ = m[X•],
et l’assertion découle du lemme 10.4(i) (noter qu’un élément γ ∈ Γ est cofinal dans Γ si
et seulement si γ > 0, car v est de rang un).

(ii) : On vient de voir qu’un polynôme P ∈ K[X•] est topologiquement nilpotent
si et seulement si |P |v(0,1) > 0 ; d’autre part, puisque K[X•]

◦◦ est un idéal radical de
K[X•]

◦ (exercice 9.21(iv)), on voit aisément que Q ∈ K[X•]
◦ si et seulement si QnP est

topologiquement nilpotent pour tout P ∈ K[X•]
◦◦ et tout n ∈ N. Ainsi :

K[X•]
◦ = {Q ∈ K[X•] | |Q|v(0,1) ≥ 0} = K+[X•].

(iii) : La valuation |·|v(0,1) se prolonge en une valuation w de K(X•) := Frac(K[X•]), et
on voit aisément que TK[X•] est induite par la w-topologie Tw de K(X•) via l’inclusion
j : K[X•]→ K(X•). D’après le problème 9.53(iii), w se prolonge en une valuation ŵ de la
complétion (K̂(X•), T̂w) de (K(X•),Tw), et T̂w coïncide avec la ŵ-topologie de K̂(X•).
D’autre part, la complétion de j est un homomorphisme injectif et adique d’anneaux
topologiques ȷ̂ : Tn → K̂(X•), et la topologie de Tn est induite par T̂w via ȷ̂ (exercices
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9.49(i) et 10.17, et corollaire 9.93(ii)). Par inspection directe des constructions, on vérifie
aisément que | · | coïncide avec ŵ ◦ ȷ̂, d’où l’assertion.

(iv) : Cela découle de (ii) et des exercices 9.42(iii) et 9.88(ii).
(v) : Soit a ∈ T×n ; prenons u ∈ K× avec v(u) = |a|, et posons b := u−1a ; il vient

b, b−1 ∈ T+
n , i.e. b ∈ (T+

n )
×. D’autre part, avec (ii), (iv) et les exercices 9.49(iii) et 9.88(ii),

on trouve un isomorphisme de k(m)-algèbres :

ω : T+
n /mT+

n
∼→ K+[X•]/m[X]

∼→ k(m)[X•] tel que ω(Xi) = Xi ∀i ≤ n.
Soit b ∈ T+

n /mT+
n l’image de b ; alors ω(b) ∈ k(m)[X•]

× = k(m)×. Cela revient à dire qu’il
existe b0 ∈ (K+)× et c ∈ mT+

n tels que b = b0+c = b0(1+b
−1
0 c), d’où b ∈ K× ·(1+mT+

n ).
Réciproquement, si b = u(1 + c) avec u ∈ K× et c ∈ mT+

n , on doit montrer que b ∈ T×n ,
et il suffit de vérifier que 1 + c ∈ (T+

n )
×. Cela suit aussitôt de (iv), de l’exercice 9.88(iii),

et du théorème 1.50(i). □

12.2.4. Homomorphismes de substitution. Soient n,m ∈ N, et notons par F (Nn) l’en-
semble des parties finies de Nn, muni de l’ordre partiel défini par l’inclusion de parties
finies. Pour chaque ν• ∈ Nn et chaque x• := (x1, . . . , xn) ∈ (T+

m)n, posons xν•• :=
xν11 · · ·xνnn . Pour tout f :=

∑
ν•∈Nn aν•X

ν• ∈ Tn, le filet (
∑
ν•∈S aν•x

ν•
• |S ∈ F (Nn))

converge alors vers un (unique) élément f(x•) ∈ Tm. En outre, pour tous f, g ∈ Tn, on
a (f + g)(x•) = f(x•) + g(x•) et (f · g)(x•) = f(x•) · g(x•), d’où un homomorphisme de
K-algèbres

εx• : Tn → Tm f 7→ f(x•).

Exercice 12.45. (i) Soient n ∈ N et f ∈ Tn avec |f | = 0. Montrer qu’il existe c ∈ K
avec v(c) = 0, tel que f + c /∈ T×n .

(ii) Déduire de (i) que J (Tn) = 0 (notation de la définition 1.48(i)).

Théorème 12.46. (i) pour tous m,n ∈ N, tout homomorphisme ϕ : Tn → Tm de
K-algèbres est une contraction, i.e. |ϕ(f)| ≥ |f | pour tout f ∈ Tn.

(ii) En particulier, ϕ est un homomorphisme continu d’anneaux topologiques.
(iii) Posons x• := (ϕ(X1), . . . , ϕ(Xn)) ; alors x• ∈ (T+

m)n, et ϕ = εx• .
(iv) On a une bijection naturelle :

K − Alg(Tn,Tm)
∼→ (T+

m)n ϕ 7→ (ϕ(X1), . . . , ϕ(Xn)).

(v) Si ϕ est un isomorphisme, alors |ϕ(f)| = |f | pour tout f ∈ Tn, et n = m.

Démonstration. (i) : Soit par l’absurde, f ∈ Tn avec |ϕ(f)| < |f | ; quitte à multiplier f
par un élément de K×, on peut supposer que |ϕ(f)| = 0, et d’après l’exercice 12.45(i) il
existe alors c ∈ K avec v(c) = 0 et ϕ(f) + c /∈ T×m. D’autre part, |f | > 0, donc :

f + c = c(1 + c−1f) ∈ K× · (1 +mT+
n ) = T×n

(lemme 12.44(v)) ; par suite, ϕ(f) + c = ϕ(f + c) ∈ T×m, contradiction.
(ii) suit aussitôt de (i) et de la remarque 9.3(ii).
(iii), (iv) : D’après (ii), ϕ et εx• sont continus, donc ils sont déterminés par leurs

restrictions au sous-anneau dense K[X1, . . . , Xn] de Tn. Mais εx• et ϕ coïncident sur
K[X1, . . . , Xn], d’où (iii), et l’assertion (iv) suit aussitôt de (iii).

(v) : Si ϕ est un isomorphisme, d’après (i) on a : |ϕ(f)| ≥ |f | = |ϕ−1 ◦ ϕ(f)| ≥ |ϕ(f)|,
d’où |ϕ(f)| = |f |. Par suite, ϕ induit par restriction un isomorphisme de K+-algèbres

ϕ+ : T+
n
∼→ T+

m

d’où l’isomorphisme k(m) ⊗K+ ϕ+ : k(m)[X1, . . . , Xn]
∼→ k(m)[X1, . . . , Xm] de k(m)-

algèbres ; ainsi n = m, grâce au problème 6.82(i). □

Soient n ∈ N \ {0} et g ∈ Tn ; on trouve aisément une unique suite (gk | k ∈ N)
d’éléments de Tn−1 telle que g soit la limite du filet (

∑i
k=0 gkX

k
n | i ∈ N), i.e.

g =
∑
k∈Ngk(X1, . . . , Xn−1)X

k
n.
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Définition 12.47. Avec la notation ci-dessus, soit s ∈ N. On dit que la série g est
Xn-distinguée de degré s, si elle vérifie les conditions suivantes :

gs ∈ T×n−1 |g| = |gs| et |gk| > |gs| ∀k > s.

Remarque 12.48. Soit g ∈ Tn avec |g| = 0. Par simple inspection des définitions, on
voit que g est Xn-distinguée de degré s si et seulement si l’image de g dans T+

n /mT+
n ≃

k(m)[X1, . . . , Xn] s’écrit sous la forme :

g0 + g1Xn + · · ·+ gsX
s
n avec g0, . . . , gs−1 ∈ k(m)[X1, . . . , Xn−1] et gs ∈ k(m)×.

Théorème 12.49. (Division de Weierstrass) Soient f, g ∈ Tn, et supposons que g soit
Xn-distinguée de degré s. Alors on a :

(i) Il existe des uniques q ∈ Tn, r ∈ Tn−1[Xn] avec f = qg + r et degXn(r) < s.
(ii) |f | = min(|qg|, |r|).
(iii) Si de plus, f, g ∈ Tn−1[Xn] et g est unitaire de degré s, alors q ∈ Tn−1[Xn].

Démonstration. Quitte à multiplier g par un élément de K×, on peut supposer que
|g| = 0. Montrons d’abord que si f = qg + r pour q ∈ Tn et r ∈ Tn−1[Xn] avec
degXn(r) < s, alors |f | = min(|qg|, |r|). Cela est clair si q = r = 0 ; quitte à multiplier
f, q et r par le même élément de K×, on peut alors supposer aussi que

(∗) min(|q|, |r|) = 0

et par suite |f | ≥ 0 ; ainsi, f, g, q, r ∈ T+
n , et il reste à voir que |f | = 0. Notons par

f, g, q, r ∈ T+
n /mT+

n = k(m)[X•] les images de f, g, q, r, et supposons par l’absurde que
|f | > 0, i.e. f = 0. Mais noter que degXn(g) = s, car g est Xn-distinguée de degrée s, et
degXn(r) ≤ degXn(r) < s ; l’identité 0 = q · g + r entraîne alors que q = r = 0, et cela
contredit (∗).

(i) : Montrons d’abord l’unicité de q et r. En effet, si q′ ∈ Tn, r′ ∈ Tn−1[Xn] avec
degXn(r

′) < s vérifient aussi la condition f = q′g + r′, il vient 0 = (q − q′)g + (r − r′),
d’où |q − q′| = |r − r′| = |0|, par ce qui précède, i.e. q = q′ et r = r′. Posons :

B := {qg + r | q ∈ Tn, r ∈ Tn−1[Xn],degXn(r) < s}.

Affirmation 12.50. B est un sous-groupe fermé de Tn.
Preuve : Il suffit de montrer que B est complet pour la topologie induite par l’inclusion
dans Tn. Soit alors b• := (bλ = qλg + rλ |λ ∈ Λ) un filet de Cauchy de B ; ainsi, pour
tout γ ∈ Γ il existe λ ∈ Λ tel que |bλ′ − bλ′′ | > γ pour tous λ′, λ′′ ≥ λ. Par ce qui
précède, il vient |qλ′ − qλ′′ |, |rλ′ − rλ′′ | > γ pour tous λ′, λ′′ ≥ λ, i.e. q• := (qλ |λ ∈ Λ)
et r• := (rλ |λ ∈ Λ) sont des filets de Cauchy de Tn. Soient q, r ∈ Tn les limites de q• et
r• ; on voit aisément que r ∈ Tn−1[Xn] et degXn(r) < s ; de plus, qg+ r ∈ B est la limite
de b•, d’où l’assertion. ♢

Ecrivons g =
∑
k∈N gk(X1, . . . , Xn−1)X

k
n, et soient

γ := min(|gk| | k > s) et I := {a ∈ K | v(a) ≥ γ}.
Par construction, γ > 0, donc I ⊂ m est un idéal de K+.

Affirmation 12.51. Pour tout f ∈ Tn \ {0} il existe b ∈ B tel que |f − b| > |f |+ γ.
Preuve : Quitte à multiplier f par un élément de K×, on peut supposer que |f | = 0.
Posons A := K+/I, et pour tout a ∈ K+ soit a ∈ A l’image de a ; on a un homomorphisme
d’anneaux surjectif évident

ω : T+
n → A[X1, . . . , Xn]

∑
ν•∈Nn aν•X

ν• 7→
∑
ν•∈Nn aν•X

ν•

et Ker(ω) = IT+
n = {x ∈ Tn | |x| ≥ γ}. De plus, ω(g) =

∑s
k=0 gk(X1, . . . , Xn−1)X

k
n, avec

degXn(ω(g)) = s et gs ∈ A[X1, . . . , Xn−1]
×. La division euclidienne de ω(f) par ω(g)

est alors disponible dans A[X1, . . . , Xn] (cf. la preuve de l’observation 8.79) : on a ainsi
q, r ∈ A[X1, . . . , Xn] avec degXn(r) < s tels que ω(f) = q · ω(g) + r. Soient q′ ∈ Tn,
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r′ ∈ Tn−1[Xn] avec degXn(r
′) < s et ω(q′) = q, ω(r′) = r ; il vient f − q′g − r′ ∈ Ker(ω),

i.e. |f − (q′g + r′)| > γ. ♢

Avec l’observation 12.51, et une simple récurrence, on trouve pour tout f ∈ Tn et tout
k ∈ N \ {0} des éléments b1, . . . , bk ∈ B avec |f −

∑k
i=1 bi| > |f | + kγ : les détails sont

laissés aux soins du lecteur. Cela achève de montrer que B est dense dans Tn ; au vu de
l’observation 12.50, il vient alors B = Tn, d’où l’assertion.

(iii) Si g ∈ Tn−1[Xn] est unitaire par rapport à l’indéterminée Xn, la division eucli-
dienne de f par g est disponible dans Tn−1[Xn] ; on trouve ainsi q′, r′ ∈ Tn−1[Xn] avec
f = q′g + r′ et degXn(r

′) < s. D’après (i), on doit avoir q = q′ et r = r′. □

Théorème 12.52. (Préparation de Weierstrass) Soit g ∈ Tn un élément Xn-distingué
de degré s. Alors il existe des uniques h ∈ Tn−1[Xn] et u ∈ T×n avec

g = u · h degXn(h) = s degXn(h−X
s
n) < s.

De plus, |h| = 0, donc h est Xn-distingué de degré s.

Démonstration. Quitte à multiplier g par un élément de K×, on peut supposer que
|g| = 0. D’après le théorème 12.49(i), il existe des uniques l ∈ Tn, r ∈ Tn−1[Xn] tels que
degXn(r) < s et Xs

n = gl + r. Posons h := Xs
n − r ; alors h ∈ Tn−1[Xn], degXn(h) = s,

et gl = h. De plus, |r| ≥ |Xs
n| = 0, d’après le théorème 12.49(ii), donc |h| = 0. Il suffit

alors de montrer que l ∈ T×n . Pour cela, soient g, h, l ∈ k(m)[X1, . . . , Xn] = T+
n /mT+

n

les images de g, h, l ; on a degXn(g) = degXn(h) = s, d’où l ∈ k(m)[X1, . . . , Xn−1].
De plus, h est unitaire, et g =

∑s
k=0 gk(X1, . . . , Xn−1)X

k
n avec gs ∈ k(m)× ; par suite,

l ∈ k(m)×, et ainsi l ∈ (K+)× + mT+
n ⊂ T×n (lemme 12.44(v)). Pour vérifier l’unicité de

h et u, supposons que h′ ∈ Tn−1[Xn] et u′ ∈ T× soient deux autres éléments vérifiant les
conditions du théorème, et posons r′ := Xs

n−h′ ; alors degXn(r
′) < s etXs

n = u′−1g+r′ =

u−1g + (Xs
n − h). D’après le théorème 12.49(i), il vient u′−1 = u−1 et r′ = Xs

n − h, i.e.
u = u′ et h = h′. □

Corollaire 12.53. (i) Pour tout n ∈ N, la K-algèbre Tn est noethérienne.
(ii) Tout idéal de Tn est une partie fermée.
(iii) Pour tout n ∈ MaxTn, le corps résiduel k(n) est une extension finie de K.

Démonstration. (i) : On raisonne par récurrence sur n. Le cas n = 0 est trivial ; soit donc
n > 0, et supposons que l’assertion soit connue pour Tn−1. On remarque :

Affirmation 12.54. Pour tout g ∈ Tn \ {0} il existe s ∈ N et un automorphisme ϕ de la
K-algèbre Tn tel que ϕ(g) soit Xn-distinguée de degré s.
Preuve : Comme d’habitude, on peut supposer que |g| = 0, de sorte que l’image g de
g dans T+

n /mT+
n ≃ k(m)[X•] := k(m)[X1, . . . , Xn] soit non nulle. Pour tout N ∈ N,

considérons l’automorphisme ϕN de la k(m)-algèbre k(m)[X•] tel que :

ϕN (Xn) := Xn et ϕN (Xi) := Xi +XNi

n ∀i = 1, . . . , n− 1.

Par le problème 6.12(i), il existe N0 ∈ N et u ∈ k(m) tel que u · ϕN0
(g) soit unitaire

par rapport à l’indéterminée Xn, et d’après le théorème 12.46(iv), il existe un unique
endomorphisme de la K-algèbre Tn tel que

ϕ(Xn) = Xn et ϕ(Xi) = Xi +X
Ni0
n ∀i = 1, . . . , n− 1.

Il est clair que ϕ est un automorphisme de Tn, donc il se restreint en un automorphisme
ϕ+ de la K+-algèbre T+

n (théorème 12.46(v)), et évidemment on a k(m)⊗K+ ϕ+ = ϕN0
.

L’assertion découle alors de la remarque 12.48. ♢

Or, soit I ⊂ Tn un idéal ; on doit vérifier que I est de type fini. Si I = 0, l’assertion est
triviale ; soit donc g ∈ I \ {0}. D’après l’observation 12.54, il existe un automorphisme ϕ
de Tn tel que ϕ(g) est Xn-distinguée, et évidemment il suffit de montrer que ϕ(I) est un
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idéal de type fini ; ainsi, on peut supposer que g soit Xn-distinguée. Or, si l’idéal I/gTn de
Tn/gTn est de type fini, il est clair qu’il en est de même pour l’idéal I de Tn. Donc, on est
ramené à vérifier que Tn/(g) est noethérien. Mais d’après le théorème 12.49(i), l’inclusion
Tn−1[Xn] → Tn induit un homomorphisme surjectif d’anneaux Tn−1[Xn] → Tn/(g), et
par hypothèse de récurrence, Tn−1 est noethérien, donc de même pour Tn/(g) (théorème
6.65).

(ii) : Cela suit aussitôt de (i) et de la proposition 9.89(i).
(iii) : On raisonne par récurrence sur n. Le cas n = 0 est trivial ; soit alors n > 0, et

supposons que l’assertion soit connue pour Tn−1. Soit g ∈ n \ {0} ; en raisonnant comme
dans la preuve de (i), on peut supposer que g soit Xn-distinguée, et d’après le théorème
12.52 on peut même supposer que g ∈ Tn−1[Xn] soit unitaire par rapport à l’indéterminée
Xn. La preuve de (i) montre que Tn/(g) est un quotient de l’anneau A := Tn−1[Xn]/(g),
donc n/gTn s’identifie naturellement avec un idéal maximal n de A, et il suffit de montrer
que k(n) est une extension finie de K. Mais noter que A est une extension finie de Tn−1,
donc n0 := n ∩ Tn−1 est un idéal maximal de Tn−1 (corollaire 6.18(i)). Par hypothèse
de récurrence, k(n0) est une extension finie de K, et k(n) est un quotient de k(n0)[Xn] ;
pour conclure, il suffit alors d’invoquer la proposition 6.78(i). □

Remarque 12.55. (i) Soient n ∈ N, et n ∈ MaxTn ; fixons une clôture algébrique K de K,
et munissons le corps résiduel k(n) de la topologie Tk(n) induite par Tn via la projection
canonique π : Tn → k(n). Alors (k(n),Tk(n)) est un anneau de Huber complet et séparé,
et π est adique, par le corollaire 12.53(ii), la remarque 9.59(ii) et l’exercice 9.81(v) ; par
suite, π(X1), . . . , π(Xn) ∈ (k(n),Tk(n))

◦ (lemme 9.77(iv)).
(ii) D’autre part, il existe une unique valuation w de K prolongeant v, et toute sous-

extension finie E ⊂ K de K est complète pour la w-topologie Tw (proposition 12.43) ;
noter que (K,Tw)

◦ est l’anneau de valuation K+ de K, car w est de rang un. En outre,
avec le corollaire 12.53(iii), on a une inclusion de K-algèbres i : k(n) → K, et au vu
de l’exercice 9.54(iii), Tk(n) est alors la topologie induite par Tw via i ; en particulier,
(k(n),Tk(n))

◦ = i−1(K+), et évidemment n = Ker(i ◦ π : Tn → K).
(iii) Réciproquement, en raisonnant comme au §12.2.4, on associe à tout élément

a• := (a1, . . . , an) ∈ (K+)n un unique homomorphisme continu εa• : Tn → (K,Tw) tel
que εa•(Xi) = ai pour i = 1, . . . , n ; comme l’extension K[a•] de K est complète pour la
topologie Tw, on a εa•(Tn) = K[a•], d’où na• := Ker(εa•) ∈ MaxTn. En résumant, on
obtient une surjection naturelle

(K+)n → MaxTn a• 7→ na• .

Exercice 12.56. Montrer que l’anneau Tn est factoriel pour tout n ∈ N.

Le corollaire 12.53(i) montre que le corps K est un anneau fortement noethérien, donc
tous nos résultats des sections précédentes sont applicables aux K-algèbres topologique-
ment de type fini : les espaces adiques que l’on obtient à partir de ces algèbres sont
essentiellement les variétés rigides de la géométrie analytique non-archimedienne. Notre
exposition s’arrête ici, au seuil de ce vaste sujet : le lecteur souhaitant poursuivre l’ex-
ploration de cette théorie et de ses applications à des nombreuses questions géométriques
et arithmétiques, pourra consulter l’ouvrage encyclopédique [8] de Bosch, Güntzer et
Remmert.

12.3. Morphismes topologiquement de type fini. Lorsqu’on s’intéresse aux condi-
tions de finitude que l’on peut imposer sur les homomorphismes continus d’anneaux de
Huber, il faut distinguer deux cas différents, selon que l’on considère des algèbres topo-
logiquement locales, ou plutôt des algèbres complètes et séparées :

Définition 12.57. Soit f : A → B un homomorphisme continu d’anneaux de Huber ;
ainsi, B̂ est naturellement une Â-algèbre, via la complétion Â→ B̂ de f .
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(i) On dit que f est topologiquement de type l-fini (resp. topologiquement de type
c-fini) s’il existe n ∈ N, une suite T• := (T1, . . . , Tn) de parties finies de A telle que
Ti engendre un idéal ouvert de A pour tout i = 1, . . . , n, et un homomorphisme de
A-algèbres continu, surjectif et ouvert :

(A[X1, . . . , Xn]T•)loc → Bloc (resp. Â⟨X1, . . . , Xn⟩T• → B̂ )

(notation du §9.4.3, de la proposition 9.85 et de l’exercice 9.81(ii)). Dans ce cas, on dit
aussi que B est une A-algèbre topologiquement de type l-fini (resp. c-fini).

(ii) On dit que f est topologiquement fortement de type l-fini (resp. topologiquement
fortement de type c-fini) s’il existe n ∈ N et un homomorphisme continu, surjectif et
ouvert de A-algèbres

A[X1, . . . , Xn]loc → Bloc (resp. Â⟨X1, . . . , Xn⟩ → B̂ )

(ici A[X1, . . . , Xn] := A[X•]T• , avec T• := ({1}, . . . , {1})). Dans ce cas, on dit aussi que
B est une A-algèbre topologiquement fortement de type l-fini (resp. c-fini).

Proposition 12.58. Soient A un anneau de Huber complet et séparé, n ∈ N, et T• :=
(T1, . . . , Tn) une suite de parties finies de A telle que Ti engendre un idéal ouvert de A
pour tout i = 1, . . . , n. Alors il existe un voisinage de zéro U ⊂ A⟨X•⟩T• := A⟨X1, . . . , Xn⟩T•
vérifiant les conditions suivantes :

(i) Pour tout u ∈ U et tout i = 1, . . . , n on a {(Xi + u) · t | t ∈ Ti} ⊂ A⟨X•⟩◦T• .
(ii) pour tous u1, . . . , un ∈ U , l’unique endomorphisme continu g de la A-algèbre

A⟨X•⟩T• avec g(Xi) = Xi + ui pour i = 1, . . . , n est un homéomorphisme.

Démonstration. Par construction, tXi ∈ A⟨X•⟩◦T• pour tout i = 1, . . . , n et tout t ∈ Ti ;
comme A⟨X•⟩◦T• est un sous-anneau ouvert de A⟨X•⟩T• , pour tous tels i et t on trouve
un voisinage de zéro Ut ⊂ A⟨X•⟩T• avec Ut · t ⊂ A⟨X•⟩◦T• , et la condition (i) est satisfaite
avec U :=

⋂
t∈T1∪···∪Tn Ut. Ensuite, l’existence et l’unicité de l’endomorphisme g de (ii)

sont assurées par le corollaire 9.93(iii). Or, soient A0 ⊂ A un sous-anneau de définition, et
I0 ⊂ A0 un idéal de définition ; par hypothèse, il existe p ∈ N tel que Ip0 ⊂ ATi pour tout
i = 1, . . . , n. Soit a1, . . . , ak un système fini de générateurs de Ip0 ; pour tous i = 1, . . . , n
et j = 1, . . . , k on a donc aj =

∑
t∈Ti aijtt pour certains aijt ∈ A, et on trouve m ∈ N tel

que Im0 aijt ⊂ A0 pour tout i = 1, . . . , n, tout j = 1, . . . , k et tout t ∈ Ti. Avec N := p+m
il vient

(∗) IN0 ⊂ A0Ti ∀i = 1, . . . , n.

Pour tout r ∈ N, posons I−r0 := {a ∈ A | Ir0a ⊂ A0}, et soit F l’ensemble des filtrations
(décroissantes) F• de A[X•] := A[X1, . . . , Xn] telles que :

— Ir0 ⊂ Fr pour tout r ∈ Z
— Xit ∈ F0 pour tout i = 1, . . . , n et tout t ∈ Ti
— X1, . . . , Xn ∈ F−N
— (A[X•], F•) est un anneau filtré (voir la définition 9.64(i)).

On voit aisément que F ̸= ∅ ; posons Φr :=
⋂
F•∈F Fr pour tout r ∈ Z ; évidemment

Φ• := (Φr | r ∈ Z) est un élément de F . Explicitement, pour tout r ∈ Z, le sous-groupe
Φr est engendré par les produits de la forme :

(∗∗) f := aXi1 · · ·Xik(Xj1tj1) · · · (Xjltjl)

pour toute suite (i1, . . . , ik), (j1, . . . , jl) d’éléments de {1, . . . , n} de longueurs arbitraires
k, l ∈ N, tout tj1 ∈ Tj1 , . . . , tjl ∈ Tjl , et tout a ∈ IkN+r

0 . En particulier, si r ≥ 0, d’après
(∗) le produit aXi1 · · ·Xik est une somme d’éléments de la forme

b(Xi1ti1) · · · (Xiktik) avec b ∈ Ir0 et ti1 ∈ Ti1 , . . . , tik ∈ Tik .
Ainsi, Φ0 = A0[X•T•] et Φr = Ir0 [X•T•] pour tout r ∈ N (notation de la proposition
9.85(ii)). Il est clair que Φ• est une filtration exhaustive, et la topologie induite par
Φ• (voir la remarque 9.67(i)) coïncide alors avec la topologie TT• associée à T• par la
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proposition 9.85(ii). Rappelons que A⟨X•⟩T• est la complétion de (A[X•],TT•) (corollaire
9.93(ii)) ; pour tout n ∈ Z, soit Φ̂n ⊂ A⟨X•⟩T• l’adhérence de l’image de Φn, et posons
Φ̂• := (Φ̂n |n ∈ Z). Alors (A⟨X•⟩T• , Φ̂•) est un anneau filtré, et la topologie de A⟨X•⟩T•
coïncide avec celle induite par la filtration Φ̂• (remarque 9.67(v)) ; par suite, on trouve
M ∈ N \ {0} tel que Φ̂M ⊂ U et Ti · Φ̂M ⊂ Φ̂1 pour tout i = 1, . . . , n. Ainsi, pour tous
u1, . . . , un ∈ Φ̂M il existe un unique endomorphisme continu g de la A-algèbre A⟨X•⟩T•
avec g(Xi) = Xi+ui pour tout i = 1, . . . , n, et on voit aisément que g(Φ̂n) ⊂ Φ̂n pour tout
n ∈ Z. Soit alors h := gr•(g), l’endomorphisme de l’anneau gradué gr•A⟨X•⟩T• associé à
la filtration Φ̂• (remarque 9.65) ; soit aussi f ∈ grrA⟨X•⟩T• la classe de tout générateur
f de Φr comme dans (∗∗). On vérifie aisément que h(f) = f , donc h est l’identité de
gr•A⟨X•⟩T• , et g est alors un homéomorphisme (proposition 9.68(iv)). Quitte à remplacer
U par Φ̂M , les assertions (i) et (ii) sont ainsi vérifiées. □

Corollaire 12.59. Dans la situation de la proposition 12.58, soit g : A⟨X•⟩T• → B
un homomorphisme continu, surjectif et ouvert d’anneaux de Huber. Alors il existe un
voisinage de zéro V ⊂ B vérifiant les conditions suivantes :

(i) Pour tout b ∈ V et tout i = 1, . . . , n on a {(g(Xi) + b) · t | t ∈ Ti} ⊂ B◦.
(ii) pour tous b1, . . . , bn ∈ V , l’unique homomorphisme continu h : A⟨X•⟩T• → B de

A-algèbres avec h(Xi) = g(Xi) + bi pour i = 1, , . . . , n est surjectif et ouvert.

Démonstration. (i) : Soit U ⊂ A⟨X•⟩T• comme dans la proposition 12.58 ; alors V :=
g(U) est un voisinage ouvert de zéro dans B. En outre, g est adique (proposition 9.78(iv)) ;
l’assertion découle alors du lemme 9.77(iv).

(ii) : Ici on munit B de la structure de A-algèbre induite par la restriction A→ B de g ;
l’existence et unicité de h découlent alors de (i), du corollaire 9.93(iii), et de la remarque
9.19(ii). Ensuite, soient u1, . . . , un ∈ U avec bi = g(ui) pour i = 1, . . . , n ; d’après la
proposition 12.58(ii), l’unique endomorphisme continu l de la A-algèbre A⟨X•⟩T• tel que
l(Xi) = Xi+ui pour i = 1, . . . , n est un homéomorphisme, et évidemment h = g ◦ l, d’où
l’assertion. □

Exercice 12.60. Soient f : A→ B un homomorphisme d’anneaux de Huber, jB : B →
B̂ la complétion de B. Montrer l’équivalence des conditions suivantes :

(a) f est topologiquement de type c-fini.
(b) Il existe des sous-anneaux de définition A0 ⊂ A,B0 ⊂ B et une partie finie Σ ⊂ B

tels que f(A0) ⊂ B0 et B̂ = jB(f(A)[Σ]) · B̂0, et tels que la restriction A0 → B0 de f
soit topologiquement fortement de type c-fini.

(c) Pour tout sous-anneau ouvert A1 ⊂ A il existe un sous-anneau ouvert B1 ⊂ B

et une partie finie Σ ⊂ B tels que f(A1) ⊂ B1 et B̂ = jB(f(A)[Σ]) · B̂1, et tels que la
restriction A1 → B1 de f soit topologiquement fortement de type c-fini.

(d) jB ◦ f est adique, et il existe des sous-anneaux de définition A0 ⊂ A,B0 ⊂ B et
des parties finies Σ ⊂ B, Σ0 ⊂ B0, tels que f(A)[Σ] est dense dans B, f(A0) ⊂ B0, et
f(A0)[Σ0] est dense dans B0.

Exercice 12.61. Gardons la notation et les hypothèse de l’exercice 12.60. Montrer l’équi-
valence des conditions suivantes :

(a) f est topologiquement fortement de type c-fini.
(b) Il existe des sous-anneaux de définition A0 ⊂ A,B0 ⊂ B tels que f(A0) ⊂ B0

et B̂ = jB ◦ f(A) · B̂0, et tels que la restriction A0 → B0 de f soit topologiquement
fortement de type c-fini.

(c) Pour tout sous-anneau ouvert A1 ⊂ A il existe un sous-anneau ouvert B1 ⊂ B

tel que f(A1) ⊂ B1 et B̂ = jB ◦ f(A) · B̂1, et tels que la restriction A1 → B1 de f soit
topologiquement fortement de type c-fini.
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(d) jB ◦ f est adique, et il existe des sous-anneaux de définition A0 ⊂ A,B0 ⊂ B et
une partie finie Σ0 ⊂ B0, tels que f(A)[Σ0] est dense dans B, f(A0) ⊂ B0, et f(A0)[Σ0]
est dense dans B0.

Lemme 12.62. (i) Toute composition d’homomorphismes topologiquement de type c-fini
(resp. topologiquement fortement de type c-fini) d’anneaux de Huber est topologiquement
de type c-fini (resp. topologiquement fortement de type c-fini).

(ii) Soit f : A→ B un homomorphisme topologiquement de type c-fini d’anneaux de
Huber. Si B = B◦ · f(A), alors f est topologiquement fortement de type c-fini.

(iii) Si l’anneau de Huber A est universellement analytiquement noethérien, il en est
de même pour toute A-algèbre topologiquement locale et de type l-fini.

(iv) Si l’anneau de Huber A est fortement analytiquement noethérien, il en est de
même pour toute A-algèbre complète, séparée et topologiquement de type c-fini.

(v) Si l’anneau de Huber A est à définition noethérienne, il en est de même pour toute
A-algèbre complète, séparée et topologiquement de type c-fini.

Démonstration. (i) : Soient A,B,C des anneaux de Huber, g : Â⟨X1, . . . , Xn⟩ → B̂ et
h : B̂⟨Y1, . . . , Ym⟩ → Ĉ deux homomorphismes d’anneaux continus, surjectifs et ouverts ;
on voit aisément que g se prolonge en un homomorphisme surjectif, continu et ouvert
g⟨Y•⟩ : Â⟨X•⟩⟨Y•⟩ = Â⟨X•, Y•⟩ → B⟨Y•⟩, d’où un homomorphisme continu, surjectif
et ouvert h ◦ g⟨Y•⟩ : Â⟨X•, Y•⟩ → Ĉ. Cela montre que la composition de morphismes
topologiquement fortement de type c-fini est topologiquement fortement de type c-fini.
Au vu de l’équivalence (a)⇔(c) de l’exercice 12.60, on déduit aussitôt ensuite l’assertion
pour la composition de morphismes topologiquement de type c-fini.

(ii) : Soit j : B → B̂ la complétion, et noter que :

B̂ = j(B) + (B̂)◦ = j(B◦ · f(A)) + (B̂)◦ = (B̂)◦ · j ◦ f(A).
Quitte à remplacer f par j ◦ f , on peut alors supposer que B soit complet et séparé.
D’après l’exercice 12.60, il existe n ∈ N, une partie finie Σ := {b1, . . . , bm} ⊂ B, et
des sous-anneaux de définition A0 ⊂ A, B0 ⊂ B tels que f(A0) ⊂ B0, la restriction
A0 → B0 de f se prolonge en un homomorphisme d’anneaux g : Â0⟨X1, . . . , Xn⟩ → B0

continu, surjectif et ouvert, et B = C[Σ], avec C := f(A) · B0. Puisque B = B◦ · f(A),
on peut supposer que Σ ⊂ B◦, et alors le sous-anneau B1 := B0[Σ] est ouvert et borné
dans B (remarque 9.19(i) et exercice 9.21(i)), donc il est un sous-anneau de définition.
Il existe un unique homomorphisme continu de A0-algèbres h : Â0⟨X1, . . . , Xn+m⟩ → B1

avec h(Xi) := g(Xi) pour i = 1, . . . , n et h(Xn+i) := bi pour i = 1, . . . ,m (corollaire
9.93(iii)). Comme g est ouvert, il en est de même pour h, et par construction h est
surjectif ; de plus, B = f(A) · B1. On conclut avec l’équivalence (a)⇔(b) de l’exercice
12.61.

(iv) : Soit B une telle A-algèbre ; d’un côté, il suffit de vérifier que

B⟨Y•⟩ := B⟨Y1, . . . , Ym⟩
est analytiquement noethérien pour tout m ∈ N (exercice 12.36(iv)). De l’autre côté,
par hypothèse, il existe n ∈ N, une suite T• := (T1, . . . , Tn) de parties finies de A
telle que chaque Ti engendre un idéal ouvert de A, et un morphisme de A-algèbres
g : A⟨X1, . . . , Xn⟩T• → B continu, surjectif et ouvert. Evidemment on a

A⟨X1, . . . , Xn⟩T•⟨Y1, . . . , Ym⟩ = A⟨X•, Y•⟩T ′• avec T ′• := (T1, . . . , Tn, {1}, . . . , {1})
et le morphisme induit g⟨Y•⟩ : A⟨X•, Y•⟩T ′• → B⟨Y•⟩ est encore topologiquement de type
c-fini. Donc, on est ramené à vérifier que B est analytiquement noethérien. Pour cela,
soient f : A→ B le morphisme structurel de B, et A0 ⊂ A un sous-anneau de définition ;
d’après l’exercice 12.60 il existe un sous-anneau ouvert B0 ⊂ B avec f(A0) ⊂ B0, et tel
que la restriction A0 → B0 de f soit topologiquement fortement de type c-fini. Puisque
le topologies de A et B sont complètes et séparées, il en est de même pour celles de A0
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et B0, donc on a un homomorphisme A0⟨X•⟩ := A0⟨X1, . . . , Xn⟩ → B0 continu, surjectif
et ouvert, pour quelque n ∈ N. D’autre part, A0⟨X•⟩ est un sous-anneau de définition
de l’anneau analytiquement noethérien A⟨X•⟩, donc il est analytiquement noethérien au
sens de la définition 12.20(ii) (exercice 12.36(i,ii)) ; avec l’exercice 12.23(iii.b) on déduit
que B0 est analytiquement noethérien, et on conclut avec l’exercice 12.36(i,ii).

(iii) : Soit B une telle A-algèbre ; en raisonnant comme dans la preuve de (iv), on
se ramène aisément à vérifier que B est analytiquement noethérien. Or, par hypothèse
il existe n ∈ N, une suite T• := (T1, . . . , Tn) de parties finies de A telle que chaque Ti
engendre un idéal ouvert de A, et un morphisme continu, surjectif et ouvert de A-algèbres
g : (A[X1, . . . , Xn]T•)loc → B ; si A0 ⊂ A est un sous-anneau de définition analytiquement
noethérien et si I0 ⊂ A0 est un idéal de définition, il s’ensuit que B0 := g(A0[T•X•]loc)
est un sous-anneau de définition de B, et I0B0 est un idéal de définition. Mais B0 est
analytiquement noethérien pour sa topologie I0B0-adique (exercice 12.23(iii.a,iii.b)), d’où
l’assertion.

(v) : Comme dans la preuve de (iv), on trouve un sous-anneau de définition A0 ⊂
A et un sous-anneau ouvert B0 ⊂ B avec une surjection Â0⟨X•⟩ → B0 continue et
ouverte, où Â0 désigne la complétion de A0 ; mais Â0⟨X•⟩ est la complétion I0-adique de
l’anneau noethérien A0[X1, . . . , Xn], donc il est noethérien (théorème 9.113) ; ainsi B0

est noethérien et sa topologie est I0B0-adique, d’où l’assertion. □

Remarque 12.63. Si A est un anneau de Huber analytique, alors B = f(A) · B◦ pour
tout homomorphisme continu f : A→ B d’anneaux de Huber. En effet, par hypothèse il
existe a1, . . . , ak ∈ A◦◦ avec A =

∑k
i=1Aai ; d’autre part, pour tout b ∈ B il existe t ∈ N

tel que f(ati) · b ∈ B◦ pour i = 1, . . . , k. Soient c1, . . . , ck ∈ A avec
∑k
i=1 cia

t
i = 1 dans

A ; il vient b =
∑k
i=1 f(ci) · f(ati) · b ∈ f(A) ·B◦, CQFD.

Au vu du lemme 12.62(ii), on déduit que si A est analytique, toute A-algèbre topolo-
giquement de type c-fini est topologiquement fortement de type c-fini.

Exercice 12.64. Soient A un anneau de Huber, B et C des A-algèbres topologiquement
de type c-fini (resp. fortement topologiquement de type c-fini). Montrer que B⊗̂AC est
une A-algèbre topologiquement de type c-fini (resp. fortement topologiquement de type
c-fini ; notation de la définition 9.83(ii)).

Problème 12.65. (i) Soient A un anneau de Huber complet et séparé, T ⊂ A une
partie bornée qui engendre un idéal ouvert de A, et a ∈ A tel que la partie {ta | t ∈ T}
soit à puissances bornées dans A. Montrer que pour tout P ∈ A⟨X⟩T il existe un unique
couple (Q, b) avec Q ∈ A⟨X⟩T et b ∈ A, tel que P = (X − a) ·Q+ b.

(ii) Dans la situation de (i), soient f : A→ B un homomorphisme continu, surjectif et
ouvert d’anneaux de Huber complets et séparés, T := f(T ), et f⟨X⟩ : A⟨X⟩T → B⟨X⟩T
l’unique homomorphisme continu d’anneaux tel que f⟨X⟩(x) = f(x) pour tout x ∈ A, et
f⟨X⟩(X) = X. Montrer que f⟨X⟩ est surjectif et ouvert.

(iii) Soient A,B deux anneaux de Huber complets et séparés, T• := (T1, . . . , Tn) une
suite finie de parties bornées de A telle que Ti engendre un idéal ouvert de A pour tout
i = 1, . . . , n. Posons C := A⟨X1, . . . , Xn⟩T• , et soit g : C → B un homomorphisme
continu d’anneaux, dont la restriction g|A : A → B est surjective et ouverte. Montrer
qu’il existe un idéal de type fini J ⊂ C tel que Ker(g) est l’adhérence de J +Ker(g|A) ·C
dans C.

(iv) Dans la situation de (iii), soit en outre A à définition noethérienne. Montrer que
Ker(g) est un idéal de type fini si et seulement s’il en est de même pour Ker(g|A).

12.3.1. Morphismes topologiquement de présentation finie. Soient A := (A,A+) un an-
neau affinoïde, n ∈ N, et T• := (T1, . . . , Tn) une suite de parties finies de A telle que
chaque Ti engendre un idéal ouvert de A. Munissons A[X•] := A[X1, . . . , Xn] de la to-
pologie TT associée à la suite T• par la proposition 9.85(i), et rappelons que A[X•]T• :=



§ 12.3: Morphismes topologiquement de type fini 797

(A[X•],TT•) est un anneau de Huber (proposition 9.85(ii)) ; notons par A+[T•X•] la
A+-sous-algèbre de A[X•] engendrée par

⋃n
i=1{tXi | t ∈ Ti}, et soit A[X•]+T• la fermeture

intégrale de A+[T•X•] dans A[X•]. D’après la proposition 9.85(iv), on obtient un anneau
affinoïde

A[X•]T• := (A[X•]T• , A[X•]
+
T•
)

caractérisé par la propriété universelle suivante. Pour tout anneau affinoïdeB := (B,B+),
tout b1, . . . , bn ∈ B, et tout morphisme f : A→ B d’anneaux affinoïdes avec :⋃n

i=1 f(Ti) · bi ⊂ B+

il existe un unique morphisme d’anneaux affinoïdes g : A[X•]T• → B tel que g(a) = f(a)
pour tout a ∈ A et g(Xi) = bi pour i = 1, . . . n.

On notera par Â⟨X•⟩T• la complétion de A[X•]T• : d’après le §12.1.1, il s’agit de l’an-
neau affinoïde (Â⟨X•⟩T• , Â⟨X•⟩+T•), où Â⟨X•⟩+T• dénote la complétion de A[X•]+T• pour
la topologie induite par TT• ; il est caractérisé à son tour par une propriété universelle
correspondante, dont on laissera au lecteur le soin d’expliciter.

Définition 12.66. Soient A := (A,A+), B := (B,B+) deux anneaux affinoïdes, f : A→
B un morphisme d’anneaux affinoïdes, et f̂ : Â→ B̂ la complétion de f .

(i) On dit que f est une surjection stricte si f : A → B est surjectif et ouvert, et si
B+ est la fermeture intégrale de f(A+) dans B.

(ii) On dit que f est topologiquement de type l-fini (resp. topologiquement de type
c-fini) s’il existe n ∈ N et T• := (T1, . . . , Tn) comme ci-dessus, et une surjection stricte
d’anneaux affinoïdes (notation du §12.1.1)

g : (A[X•]T•)loc → Bloc (resp. g : Â⟨X•⟩T• → B̂ := (B̂, B̂+) )

dont la restriction g|Aloc
: Aloc→Bloc (resp. g|Â : Â→B̂) soit floc (resp. f̂).

(iii) Si de plus, Ker(g) est un idéal de type fini de A[X•]T• (resp. l’adhérence d’un
idéal de type fini de Â⟨X•⟩T•), on dit que f est topologiquement de présentation l-finie
(resp. topologiquement de présentation c-finie), ou que B est une A-algèbre affinoïde
topologiquement de présentation l-finie (resp. c-finie) ; dans ce cas, on dira aussi que g
est une A-présentation topologiquement l-finie (resp. c-finie) de B.

Exemple 12.67. (i) Soit f : A → B un morphisme d’anneaux affinoïdes topologi-
quement de type l-fini ; compte tenu du corollaire 9.58 et de l’exercice 9.88(i), on voit
aisément que la complétion f̂ : Â→ B̂ de f est un morphisme topologiquement de type
c-fini. De plus, l’exercice 9.49(ii), entraîne que si f est topologiquement de présentation
l-finie, alors f̂ est topologiquement de présentation c-finie.

(ii) Soient A := (A,A+) un anneau affinoïde, et U ⊂ X := SpaA un sous-ensemble
rationnel ; disons que U = RA

(
f1
f0
, · · ·, fnf0

)
∩ X, pour f0, . . . , fn ∈ A engendrant un

idéal ouvert, et soit ρU : A → AU := (AU , A
+
U ) le morphisme d’anneaux affinoïdes l-

représentant U ; d’après la preuve du théorème 12.5, AU est la localisation topologique de
la A-algèbre topologique BU := (A[X]/(1− f0X),TU ), où A[X] est muni de la topologie
TT associée à T := {f0, . . . , fn} par la proposition 9.85, et TU est la topologie induite par
TT via la projection A[X] → BU . En outre, si B+

U ⊂ BU dénote la fermeture intégrale
de l’image de A+[f1X, . . . , fnX] dans BU , alors A+

U = (B+
U )loc, et cela coïncide avec la

fermeture intégrale de l’image de A+[f1X, . . . , fnX]loc dans (BU )loc (proposition 6.13).
Autrement dit, ρU est un morphisme topologiquement de présentation l-finie. Au vu
de (i), il s’ensuit que (ÔX(U), Ô+

X(U)) est une A-algèbre affinoïde topologiquement de
présentation c-finie. Le théorème 12.69 suivant, que j’ai appris de O.Gabber, généralisera
cette observation à tout c-domaine affinoïde de X.

(iii) Si en outre, A est un anneau affinoïde universellement noethérien, alors il en est
de même pour AU , d’après (ii) et le lemme 12.62(iii).
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Proposition 12.68. Soient A := (A,A+), B := (B,B+) deux anneaux affinoïdes,
f : A → B un morphisme d’anneaux affinoïdes topologiquement de présentation c-finie,
T• := (T1, . . . , Tn) une suite de parties finies de A telle que chaque Ti engendre un idéal
ouvert de A. Soit en outre g1 : Â⟨X1, . . . , Xn⟩T• → B̂ une surjection stricte d’anneaux
affinoïdes avec g1|Â = f̂ : Â → B̂. Alors g1 est une A-présentation topologiquement
c-finie de B.

Démonstration. Quitte à remplacer f par sa complétion f̂ , on peut supposer que A et B
soient complets et séparés. Soient S• := (S1, . . . , Sm) une deuxième suite de parties de A
telle que Sj engendre un idéal ouvert de A pour j = 1, . . . ,m, et g2 : A⟨X1, . . . , Xm⟩S• →
B une deuxième surjection stricte d’anneaux affinoïdes avec g2|Â = f̂ ; il suffit de vérifier
que g1 est une A-présentation topologiquement c-finie de B si et seulement s’il en est
de même pour g2. Posons (T•, S•) := (T1, . . . , Tn, S1, . . . , Sm), et considérons l’unique
morphisme d’anneaux affinoïdes g : A⟨X1, . . . , Xm+n⟩(T•,S•) → B tel que g(a) = f(a)
pour tout a ∈ A, g(Xi) := g1(Xi) pour i = 1, . . . , n et g(Xj+n) := g2(Xj) pour
j = 1, . . . ,m. Avec la proposition 9.12(i) on voit aisément que g est une surjection
stricte avec g|Â = f̂ , et il suffit de montrer pour k = 1, 2 que gk est une A-présentation
topologiquement c-finie si et seulement s’il en est de même pour g. On peut ainsi sup-
poser que m ≥ n, Sj = Tj pour j = 1, . . . , n, et que g1 est la restriction de g2 au
sous-anneau affinoïde A⟨X1, . . . , Xn⟩(S1,...,Sn). Dans ce cas, pour tout j = n, . . . ,m la
restriction hj : A⟨X1, . . . , Xj⟩(S1,...,Sj) → B de g2 est encore une surjection stricte, et
évidemment hn = g1, hm = g2 ; il suffit alors de vérifier pour j = n, . . . ,m − 1 que hj
est une A-présentation topologiquement c-finie si et seulement s’il en est de même pour
hj+1. Ainsi, on peut de plus supposer que m = n + 1. En dernier lieu, noter que dans
cette situation on a : A⟨X•⟩S• = A⟨X1, . . . , Xn⟩T•⟨Xn+1⟩Sn+1

; quitte à remplacer A par
A⟨X1, . . . , Xn⟩T• , on peut alors en outre supposer que n = 0 et m = 1. Finalement, on a
donc une partie finie S ⊂ A engendrant un idéal ouvert, et un morphisme g : A⟨X⟩S → B
d’anneaux affinoïdes dont la restriction f = g|A : A→ B est une surjection stricte, et on
doit montrer que Ker(g) est l’adhérence d’un idéal de type fini de A⟨X⟩S si et seulement
si Ker(f) est l’adhérence d’un idéal de type fini de A. Or, si Ker(f) est l’adhérence d’un
idéal de type fini, il en est de même pour Ker(g), d’après le problème 12.65(iii). On peut
alors supposer que Ker(g) soit l’adhérence d’un idéal de type fini, et il reste à vérifier
qu’il en est de même pour Ker(f).

Par hypothèse on trouve a ∈ A avec f(a) = g(X), et pour tout s ∈ S on a g(sX) ∈
B+, donc il existe un polynôme unitaire Ps(X) ∈ A+[X] tel que g(Ps(sX)) = 0. Soit
J ⊂ A l’adhérence de l’idéal engendré par (Ps(sa) | s ∈ S), et munissons A := A/J de la
topologie induite par la projection p : A→ A ; alors A est un anneau de Huber complet
et séparé (lemme 9.5(iii), exercice 9.81(v) et remarque 9.59(ii)), et p est adique. Par
suite, p(A+) ⊂ A◦ (lemme 9.77(iv)), et par construction sa est entier sur p(A+) pour
tout s ∈ S, donc {sa | s ∈ S} ⊂ A◦ (exercice 9.21(iii)). D’après le corollaire 9.93(iii), il
existe alors un unique homomorphisme continu d’anneaux h : A⟨X⟩S → A avec h|A = p
et h(X) = p(a). D’autre part, il existe un unique homomorphisme continu d’anneaux
f : A → B tel que f = f ◦ p, et on voit aussitôt que g = f ◦ h. Soit I ⊂ A⟨X⟩S
un idéal de type fini et dense dans Ker(g), et choisissons un idéal de type fini I0 ⊂ A
tel que p(I0) = h(I) ; on vérifie aisément que Ker(f) est l’adhérence de I0 + J , d’où
l’assertion. □

Théorème 12.69. Soit A := (A,A+) un anneau affinoïde ; tout l-domaine (resp. c-
domaine) affinoïde de SpaA est représenté par une A-algèbre affinoïde topologiquement
de présentation l-finie (resp. c-finie).

Démonstration. Considérons d’abord un c-domaine affinoïde U ⊂ X := SpaA, c-représen-
té par le morphisme ρU : A→ AU := (AU , A

+
U ), et soit TU la topologie de AU . Dans ce



§ 12.3: Morphismes topologiquement de type fini 799

cas, d’après la proposition 12.10(iii), quitte à remplacer ρU par sa complétion Â→ AU ,
on peut supposer que A soit complet et séparé ; montrons :

Affirmation 12.70. Il existe un sous-anneau de définition B ⊂ AU tel que A+
U soit la

fermeture intégrale du sous-anneau ρU (A+) ·B dans AU .
Preuve : Soit P l’ensemble des sous-anneaux de définition de l’anneau de Huber A+

U ,
que l’on munit de l’ordre partiel ≤ induit par l’inclusion de sous-anneaux ; comme A+

U =

(A+
U )
◦, on sait que (P,≤) est un ensemble filtrant (corollaire 9.72(iii)), et

⋃
B∈P B = A+

U .
Pour tout B ∈ P, soit en outre B+ la fermeture intégrale de ρU (A+) · B dans AU ;
évidemment on a encore

⋃
B∈P B+ = A+

U , et (AU , B
+) est un anneau affinoïde pour

tout B ∈ P. Noter que pour tout tel B, l’identité de AU est un morphisme d’anneaux
affinoïdes fB : (AU , B

+) → AU , et pour B1, B2 ∈ P avec B1 ⊂ B2, l’identité de AU
fournit aussi un morphisme adique d’anneaux affinoïdes fB1B2

: (AU , B
+
1 ) → (AU , B

+
2 )

(proposition 9.78(iv)) ; on a ainsi un système filtrant d’anneaux affinoïdes ((AU , B+) |B ∈
P) vérifiant les conditions du problème 10.27(ii), et par suite le cône induit d’espaces
topologiques :

(Spa(fB) : SpaAU → Spa(AU , B
+) |B ∈P)

est universel. Noter ensuite que ρU est la composition de fB et d’un unique morphisme
gB : A → (AU , B

+), pour tout B ∈ P, et posons ϕB := Spa(gB). Rappelons que
l’image de Spa(ρU ) est la partie ouverte U (problème 12.8(i)), et soit Z := X \ U ; on
déduit aisément que ∅ = (SpaAU ) ×X Z est la limite du système d’espace spectraux
(ϕ−1B Z |B ∈ P), dont les morphismes de transition ϕB1B2

: ϕ−1B2
Z → ϕ−1B1

Z sont les
restrictions de Spa(fB1B2

), pour tous B1, B2 ∈ P avec B1 ⊂ B2. Comme Spa(fB1B2
)

est une application compacte (remarque 10.25(ii)), il en est de même pour ϕB1B2 , pour
tous tels B1, B2 ; d’après la remarque 4.59(iv), il existe alors B ∈ P avec ϕ−1B Z = ∅,
i.e. l’image de ϕB est contenue dans U . Par la propriété universelle de ρU , on a ainsi un
unique morphisme d’anneaux affinoïdes hB : AU → (AU , B

+) tel que hB ◦ ρU = gB . Les
identités : fB ◦ hB ◦ ρU = fB ◦ gB = ρU entraînent que fB ◦ hB = IdAU , toujours par
la propriété universelle de ρU ; comme fB = IdAU , il vient finalement hB = IdAU , d’où
A+
U = B+. ♢

Soient B ⊂ AU un sous-anneau de définition comme dans l’observation 12.70 ; choi-
sissons un sous-anneau de définition A0 ⊂ A tel que ρU (A0) ⊂ B. Soit P l’ensemble
des couples (b, T ) constitués d’un élément b ∈ AU et d’une partie finie T ⊂ A engen-
drant un idéal ouvert, avec {ρU (t) · b | t ∈ T} ⊂ B ; pour tout n ∈ N et toute suite
(b•, T•) := ((bi, Ti) | i = 1, . . . , n) d’éléments de P, on a un unique morphisme d’anneaux
affinoïdes

f(b•,T•) : A⟨X1, . . . , Xn⟩T• → AU tel que Xi 7→ bi ∀i = 1, . . . , n

et avec f(b•,T•)(a) = ρU (a) pour tout a ∈ A. Munissons en outre P d’un ordre total ≤
arbitraire, et considérons aussi l’ensemble Q des données Σ := (n, (b•, T•), J) avec n ∈ N,
où (b•, T•) est une suite d’éléments de P de longueur n, telle que

(∗) (bi, Ti) < (bi+1, Ti+1) ∀i = 1, . . . , n− 1

et J ⊂ Ker f(b•,T•) est l’adhérence d’un idéal de type fini ; à toute telle Σ on associe
l’anneau affinoïde CΣ := (CΣ, C

+
Σ ), où CΣ := A⟨X•⟩T•/J est muni de la topologie induite

par la projection πΣ : A⟨X•⟩T• → CΣ, et C+
Σ est la fermeture intégrale de l’image

de A⟨X•⟩+T• dans CΣ. Ainsi, CΣ est un anneau de Huber complet et séparé (exercice
9.81(v) et remarque 9.59(ii)), et le morphisme naturel d’anneaux affinoïdes A→ CΣ est
topologiquement de présentation c-finie. On munit Q de l’ordre partiel suivant : pour Σ
comme ci-dessus, et pour un deuxième élément Σ′ := (m, (b′•, T

′
•), J

′) de Q, on dit que
Σ ≤ Σ′ si l’on a n ≤ m, et il existe une application σ : {1, . . . , n} → {1, . . . ,m} telle que
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(bi, Ti) = (b′σ(i), T
′
σ(i)) pour i = 1, . . . , n, et J · A⟨X1, . . . , Xm⟩T ′• ⊂ J ′ ; on a alors une

inclusion de A-algèbres :

A⟨X1, . . . , Xn⟩T• → A⟨X1, . . . , Xm⟩T ′• Xi 7→ Xσ(i) ∀i = 1, . . . , n

induisant un morphisme adique d’anneaux affinoïdes

gΣ,Σ′ : CΣ → CΣ′

et en outre gΣ′,Σ′′ ◦ gΣ,Σ′ = gΣ,Σ′′ pour tout Σ′′ ∈ Q avec Σ′ ≤ Σ′′. Evidemment
(Q,≤) est un ensemble filtrant, et on obtient un système C• := (CΣ |Σ ∈ Q) d’anneaux
affinoïdes indexé par Q, dont les morphismes de transition sont les gΣ,Σ′ . De plus, pour
tout Σ comme ci-dessus, le morphisme f(b•,T•) se factorise à travers un unique morphisme
d’anneaux affinoïdes fΣ : CΣ → AU , et on a ainsi un co-cône bien défini f• := (fΣ |Σ ∈
Q) de base C• et sommet AU . En dernier lieu, rappelons que A0⟨T•X•⟩ est un anneau
de définition de A⟨X•⟩T• (proposition 9.91(ii)), donc C0,Σ := πΣ(A0⟨T•X•⟩) est un sous-
anneau de définition de CΣ avec fΣ(C0,Σ) ⊂ B, pour tout Σ comme ci-dessus, et si Σ ≤ Σ′,
on a gΣ,Σ′(C0,Σ) ⊂ C0,Σ′ , d’où un deuxième système d’anneaux C0,• := (C0,Σ |Σ ∈
Q). Or, par inspection directe des constructions, on voit aisément que le co-cône f• est
universel dans la catégorie Z−Alg, et de même pour le co-cône (C0,Σ → B |Σ ∈ Q) de base
C0,•, formé des restrictions des homomorphismes fΣ : les détails seront confiés aux soins
du lecteur. On a en outre un système de sous-anneaux C+

• := (C+
Σ |Σ ∈ Q), et un co-cône

(C+
Σ → Â+

U |Σ ∈ Q) de base C+
• , également formé des restrictions des fΣ ; le problème

10.27(ii.a) fournit alors une unique topologie T ′U sur AU telle que (AU ,T ′U ) soit un anneau
de Huber avec sous-anneau de définition B, et telle que fΣ soit un homomorphisme adique
pour tout Σ ∈ Q ; on déduit aussitôt que TU = T ′U . Puis, d’après le problème 10.27(ii.b),
la colimite C+ de C+

• est un sous-anneau d’éléments entiers de AU ; mais par construction
on a ρU (A+) · B ⊂ C+ ⊂ A+

U , et A+
U est la fermeture intégrale de ρU (A+) · B dans AU

(exercice 9.88(i)). Ainsi, C+ = A+
U , et le problème 10.27(ii.c) nous dit que le cône induit

d’espaces topologiques :

(Spa fΣ : SpaAU → SpaCΣ |Σ ∈ Q)

est universel. Noter ensuite que ρU est la composition de fΣ et d’un unique morphisme
hΣ : A→ CΣ, pour tout Σ ∈ Q, et posons ϕΣ := Spa(hΣ). En raisonnant comme dans la
preuve de l’observation 12.70, on déduit alors qu’il existe Σ := (n, (b•, T•), J) ∈ Q tel que
l’image de ϕΣ soit U . Par la propriété universelle de ρU , on déduit un unique morphisme
kΣ : AU → CΣ d’anneaux affinoïdes tel que kΣ ◦ ρU = hΣ. L’identité fΣ ◦ kΣ ◦ ρU = ρU
entraîne alors que fΣ ◦ kΣ = 1AU , toujours par la propriété universelle de ρU . Par suite,
fΣ : CΣ → AU est une surjection ouverte, et de même pour sa restriction C+

Σ → A+
U ;

cela montre déjà que AU est une A-algèbre affinoïde topologiquement de type c-fini. En
dernier lieu, soient Xi := πΣ(Xi) et bi := kΣ ◦ fΣ(Xi)−Xi pour i = 1, . . . , n, notons par
J ′ ⊂ CΣ l’adhérence de l’idéal engendré par b1, . . . , bn, et munissons DΣ := CΣ/J

′ de la
topologie induite par la projection pΣ : CΣ → DΣ ; noter que fΣ(bi) = 0 pour i = 1, . . . , n,
donc J ′ ⊂ Ker fΣ, et ainsi fΣ est la composition de pΣ et d’un unique homomorphisme
d’anneaux de Huber fΣ : DΣ → AU . Posons en outre kΣ := pΣ ◦ kΣ : AU → DΣ ; il
vient fΣ ◦ kΣ = IdAU . Par construction, le noyau de qΣ := pΣ ◦ πΣ : A⟨X•⟩T• → DΣ est
l’adhérence d’un idéal de type fini, donc on est ramené à vérifier que kΣ ◦ fΣ = IdDΣ

, et
cela équivaut à pΣ ◦ kΣ ◦ fΣ ◦ πΣ = qΣ. Pour cela, d’après le corollaire 9.93(iii), il suffit
de remarquer que

pΣ ◦ kΣ ◦ fΣ(Xi) = pΣ(Xi) ∀i = 1, . . . , n.

• Considérons ensuite le cas d’un l-domaine affinoïde U , l-représenté par un morphisme
ρU : A → AU . Comme dans le cas précédent, l’observation 12.70 nous fournit un sous-
anneau de définition B ⊂ AU tel que A+

U soit la fermeture intégrale de ρU (A+) ·B dans
AU . Définissons ensuite l’ensemble totalement ordonne (P,≤) comme ci-dessus ; pour



§ 12.4: Le théorème d’acyclicité de Tate 801

tout n ∈ N et toute suite (b•, T•) := ((bi, Ti) | i = 1, . . . , n) d’éléments de P, on a un
unique morphisme d’anneaux affinoïdes

f(b•,T•) : (A[X1, . . . , Xn]T•)loc → AU tel que Xi 7→ bi ∀i = 1, . . . , n

et avec f(b•,T•)(a) = ρU (a) pour tout a ∈ A. Considérons l’ensemble Q des données
Σ := (n, (b•, T•), J) avec n ∈ N, où (b•, T•) est une suite d’éléments de P de longueur
n vérifiant la condition (∗), et J ⊂ Ker f(b•,T•) est un idéal de type fini. A chaque Σ

on associe l’anneau affinoïde CΣ := (CΣ, C
+
Σ ), où CΣ := (A[X•]T•)loc/J est muni de

la topologie induite par la projection πΣ : (A[X•]T•)loc → CΣ, et C+
Σ est la fermeture

intégrale de l’image de (A[X•]
+
T•
)loc dans CΣ. Ainsi, CΣ est topologiquement local, et le

morphisme naturel A→ CΣ d’anneaux affinoïdes est topologiquement de présentation l-
finie ; de plus, le morphisme f(b•,T•) se factorise à travers un unique morphisme d’anneaux
affinoïdes fΣ : CΣ → AU . On munit Q de l’ordre partiel ≤ défini comme dans le cas
précédent, de sorte que l’on obtient un système filtrant (CΣ |Σ ∈ Q) avec morphismes
adiques de transition. En raisonnant comme dans le cas précédent on trouve Σ ∈ Q avec
un morphisme kΣ : AU → CΣ d’anneaux affinoïdes tel que fΣ ◦ kΣ = 1AU . Par suite,
fΣ : CΣ → AU est une surjection ouverte, et de même pour sa restriction C+

Σ → A+
U ; cela

montre déjà que AU est une A-algèbre affinoïde topologiquement de type l-fini. En dernier
lieu, soient Xi := πΣ(Xi) et bi := kΣ◦fΣ(Xi)−Xi pour i = 1, . . . , n, notons par J ′ ⊂ CΣ

l’idéal engendré par b1, . . . , bn, et munissons DΣ := CΣ/J
′ de la topologie induite par la

projection pΣ : CΣ → DΣ ; noter que fΣ(bi) = 0 pour i = 1, . . . , n, donc J ′ ⊂ Ker fΣ, et
ainsi fΣ est la composition de pΣ et d’un unique homomorphisme d’anneaux de Huber
fΣ : DΣ → AU . Comme dans le cas précédent, on conclut que fΣ est un isomorphisme
d’anneaux de Huber, et cela achève la preuve. □

12.4. Le théorème d’acyclicité de Tate. Cette section démontre notre version du
théorème d’acyclicité de Tate, dont l’une des conséquences importantes est de nous as-
surer que la donnée (SpaA, ÔSpaA, Ô

+
SpaA) associé à tout anneau affinoïde A universel-

lement analytiquement noethérien, est un espace adique affinoïde. Avant d’attaquer la
question, il nous faudra quelques préliminaries sur l’algèbre homologique des modules
munis d’une topologie.

Définition 12.71. (i) Soit A un anneau topologique. Un complexe de A-modules to-
pologiques est une donnée ((Mn,Tn), dn |n ∈ Z) telle que (Mn,Tn) est un A-module
topologique, dn : Mn → Mn−1 est une application A-linéaire continue pour tout n ∈ Z,
et le système de A-modules et applications A-linéaires sous-jacent (M•, d•) est un com-
plexe de A-modules, i.e. dn ◦ dn+1 = 0 pour tout n ∈ Z.

(ii) Un morphisme continu f• : (M•,T•, d•) → (M ′•,T
′
• , d
′
•) de complexes de A-

modules est un morphisme f• : (M•, d•)→ (M ′•, d
′
•) de complexes de A-modules, tel que

fn : (Mn,Tn)→ (M ′n,T
′
n) soit une application continue pour tout n ∈ Z.

(iii) Soient f•, g• : (M•,T•, d•) → (M ′•,T
′
• , d
′
•) deux morphismes continus de com-

plexes de A-modules topologiques. Une homotopie continue de f• vers g• est une homo-
topie s• de f• vers g• telle que sn :Mn →M ′n+1 soit une application continue pour tout
n ∈ Z.

(iv) Soit n ∈ Z ; on dit que le complexe (M•,T•, d•) de A-modules topologiques
est strict en degré n si dn+1 est un morphisme strict de A −ModTop (voir la remarque
9.7(ii)) ; si en outre (M•, d•) est exact en degré n, on dira que (M•,T•, d•) est strictement
acyclique en degré n. On dit que (M•,T•, d•) est strict (resp. strictement acyclique), s’il
est strict (resp. strictement acyclique) en tout degré.

Exercice 12.72. Soient A un anneau topologique, (M•,T•, d•) un complexe strictement
acyclique de A-modules topologiques, tel que Tn soit une topologie linéaire définie par
une famille dénombrable de sous-groupes, pour tout n ∈ Z. Notons par (M̂n, T̂n) la
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complétion de (Mn,Tn), et par d̂n : M̂n → M̂n−1 la complétion de dn, pour tout n ∈ Z.
Montrer que le complexe (M̂•, T̂•, d̂•) est strictement acyclique.

12.4.1. Soit A un anneau topologique ; l’étude de l’homologie des complexes de A-
modules topologiques est simplifiée considérablement par l’artifice suivant, que j’ai appris
de O.Gabber. Pour tout A-module topologique M , notons par Σ(M) le A-module des
suites x• := (xn |n ∈ N) d’éléments de M convergeant vers 0M (avec la structure évi-
dente de A-module), et par ∆(M) ⊂ Σ(M) le sous-module des suites x• de support fini,
i.e. telles que la partie {n ∈ N |xn ̸= 0} soit finie. Posons

Σ(M) := Σ(M)/∆(M)

et pour tout x• ∈ Σ(M), notons par [x•] ∈ Σ(M) la classe de x•. Soit f : M → N
un morphisme de A-modules topologiques ; d’après la remarque 9.30(vi), pour tout x• ∈
Σ(M) on a f(x•) := (f(xn) |n ∈ N) ∈ Σ(N), et évidemment f(x•) ∈ ∆(N) si x• ∈ ∆(N).
Ainsi, l’association x• 7→ f(x•) induit une application A-linéaire

Σ(f) : Σ(M)→ Σ(N) [x•] 7→ [f(x•)].

Evidemment les associations : M 7→ Σ(M) et f 7→ Σ(f) définissent un foncteur

Σ : A−ModTop→ A−Mod.

Proposition 12.73. (i) Le foncteur Σ est exact à gauche.
(ii) Soit f : M → N une application A-linéaire continue de A-modules topologiques

à voisinages dénombrables ; alors f est une application ouverte si et seulement si Σ(f) :
Σ(M)→ Σ(N) est surjective.

Démonstration. (i) : D’après l’exercice 2.42, il suffit de vérifier que Σ commute avec les
égaliseurs et les produits finis. Soient alorsM,N deux A-modules topologiques, munissons
M×N de la topologie du produit, et soit (x•, y•) := ((xn, yn) |n ∈ N) une suite d’éléments
de M × N ; on voit aisément que (x•, y•) ∈ Σ(M × N) ⇔ x• ∈ Σ(M) et y• ∈ Σ(N),
et trivialement on a (x•, y•) ∈ ∆(M × N) ⇔ x• ∈ ∆(M) et y• ∈ ∆(N). Par suite
Σ(M ×N) = Σ(M)×Σ(N). Ensuite, afin de montrer que Σ commute avec les égaliseurs,
il suffit de vérifier qu’il commute avec le noyau de toute application A-linéaire continue
f : M → N de A-modules topologiques, et rappelons que la topologie de Ker(f) est
induite par l’inclusion dans M . Or, l’inclusion Σ(Ker f) ⊂ Ker(Σ(f)) est triviale. Pour
la réciproque, soit x• ∈ Σ(M) tel que f(x•) ∈ ∆(N) ; cela revient à dire qu’il existe une
partie finie S ⊂ N avec xk ∈ Ker(f) pour tout k ∈ N \ S. Soit alors y• ∈ Σ(M) avec
yk := 0 pour tout k ∈ S, et yk := xk pour tout k ∈ N \S ; il vient [x•] = [y•] dans Σ(M),
et évidemment [y•] ∈ Σ(Ker f), d’où l’assertion.

(ii) : Si f est ouverte, soit (Uk | k ∈ N) un système fondamental de voisinages ouverts
de 0M dans M , avec Uk+1 ⊂ Uk pour tout k ∈ N. Soit y• ∈ Σ(N) ; on a une application
t : N → N avec t(i + 1) > t(i) pour tout i ∈ N, telle que yk ∈ f(Ui) pour tout i ∈ N
et tout k ≥ t(i). Posons xk := 0 pour k = 0, . . . , t(0) − 1, et pour tout i ∈ N et
tout k = t(i), . . . , t(i + 1) − 1, prenons xk ∈ Ui avec f(xk) = yk ; évidemment il vient
x• := (xk | k ∈ N) ∈ Σ(Mn) et [f(x•)] = [y•], donc Σ(f) est surjective.

Réciproquement, si Σ(f) est surjective, soit U ⊂ M un voisinage ouvert de 0M , et
supposons par l’absurde que V := f(U) ne soit pas ouvert. Si Z est l’adhérence de N \V
dans N , il existe alors z ∈ Z ∩ V ; soit x ∈ U avec f(x) = z, de sorte que la partie
U ′ := {u − x |u ∈ U} est un encore un voisinage ouvert de 0M dans M . Puisque la
topologie de N est à voisinages dénombrables, on a une suite (zn |n ∈ N) d’éléments de
N \ V qui converge vers z. Ainsi, (z′n := zn − z |n ∈ N) ∈ Σ(N), et par hypothèse il
existe y• ∈ Σ(M) telle que [f(y•)] = [z′•]. Cela revient à dire qu’il existe k ∈ N tel que
f(yi) = z′i pour tout i ≥ k ; d’autre part, il existe k′ ∈ N tel que yi ∈ U ′ pour tout i ≥ k′,
donc z′i ∈ f(U ′) pour tout i ≥ max(k, k′), d’où zi ∈ V pour tout tel i, contradiction. □
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12.4.2. Tout complexe de A-modules topologiques (M•, d•) induit un complexe de A-
modules Σ(M•) := (Σ(Mn),Σ(dn) |n ∈ Z) ; pour tout n ∈ Z, munissons Zn−1 :=
Ker(dn−1) de la topologie induite par l’inclusion in−1 : Zn−1 → Mn−1 et soit δn :
Mn → Zn−1 l’unique application A-linéaire continue avec in−1 ◦ δn = dn.

Corollaire 12.74. Avec la notation du §12.4.2, soient les topologies de Mn et Mn−1 à
voisinages dénombrables. Alors l’application δn est ouverte ⇔ Hn−1(Σ(M•)) = 0.

Démonstration. D’après la proposition 12.73(i), on a Σ(Zn−1) = KerΣ(dn−1), donc on
est ramené à vérifier que Σ(δn) est surjective si et seulement si δn est ouverte, et cela
découle de la proposition 12.73(ii). □

12.4.3. Topologie du complexe de Čech. Soient X un espace topologique, U ⊂ X une par-
tie ouverte, U := (Vλ |λ ∈ Λ) un recouvrement de U , et F un préfaisceau de Z-modules
topologiques. On définit U (k) := (Vλ1

∩ · · · ∩ Vλk |λ• ∈ Λk) pour tout k ∈ N \ {0} ; soit
aussi U (•) :=

⊔
k∈N U (k). Dans la suite, on munira Čkaug(U ,F ) :=

∏
V ∈U (k+1) F (V )

de la topologie du produit, pour tout k ∈ N ; de même, Č−1aug(U ,F ) := F (U) hérite la
topologie de F (U). On voit aisément que Č•aug(U ,F ) est un complexe de Z-modules to-
pologiques pour ces topologies. On dira que U est strictement F -acyclique si Č•aug(U ,F )
est strictement acyclique.

Exercice 12.75. (i) Soient A un anneau topologique, k ∈ Z, et

(C•, d•)
f•−→ (C ′•, d

′
•)

g•−→ (C•, d•)

deux morphismes continus de complexes de A-modules topologiques ; soit aussi s• (resp.
t•) une homotopie continue de g• ◦ f• vers IdC• (resp. de f• ◦ g• vers IdC′•) (voir la
définition 12.71(ii,iii)). On suppose que les topologies de Cn et C ′n soient à voisinages
dénombrables, pour tout n ∈ Z. Montrer que (C•, d•) est strictement acyclique en degré
k si et seulement s’il en est de même pour (C ′•, d

′
•).

(ii) Soient X un espace topologique, U ⊂ X une partie ouverte, U un recouvrement
fini de U , et F un préfaisceau de groupes topologiques. On suppose que la topologie
de F (W ) soit à voisinages dénombrables pour tout W ∈ U (•). Déduire de (i) que U
est strictement F -acyclique ⇔ le complexe de Čech augmenté alterné Č•au.alt(U ,F ) est
strictement acyclique (notation du §5.1.9).

Proposition 12.76. Soient (X,T ) un espace topologique, U ⊂ X une partie ouverte,
U et V deux recouvrements finis de U , et F un préfaisceau de groupes topologiques sur
X, vérifiant les conditions suivantes :

(a) F (W ) est à voisinages dénombrables, pour tout W ∈ U (•) ∧ V (•).
(b) Le recouvrement U ∧ V est strictement F -acyclique, pour tout V ∈ V (•).
(c) Le recouvrement V ∧W est strictement F -acyclique, pour tout W ∈ U (•).

Alors U est strictement F -acyclique si et seulement s’il en est de même pour V .

Démonstration. Soit Σ(F ) le préfaisceau de groupes abéliens sur X tel que

Σ(F )(W ) := Σ(F (W )) ∀W ∈ T

(où Σ est le foncteur défini au §12.4.1, avec A := Z, muni de la topologie discrète) ; pour
toute inclusionW ′ ⊂W de parties ouvertes deX, évidemment la restriction Σ(F )(W )→
Σ(F )(W ′) est l’application Σ(ρWW ′), où ρWW ′ : F (W )→ F (W ′) dénote la restriction
correspondante pour le préfaisceau F . Remarquons :

Affirmation 12.77. (i) Pour tout W ∈ T et tout recouvrement fini W de W on a :

Č•aug(W ,Σ(F )) = Σ(Č•aug(W ,F )).

(ii) U est Σ(F )-acyclique ⇔ V est Σ(F )-acyclique.
Preuve : (i) suit aussitôt de la proposition 12.73(i).
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(ii) : Puisque U et V sont des recouvrements finis, la condition (a) entraîne que chaque
terme de Č•aug(U ∧ V,F ) et de Č•aug(V ∧W,F ) est un groupe topologique à voisinages
dénombrables, pour tout V ∈ V (•) et tout W ∈ U (•). D’après le corollaire 12.74, les
conditions (b),(c) entraînent alors que Σ(Č•aug(U ∧ V,F )) et Σ(Č•aug(V ∧W,F )) soient
acycliques, pour tous tels V et W ; avec (i), on déduit que : U ∧V et V ∧W sont Σ(F )-
acycliques pour tous tels V et W , donc l’assertion découle de la proposition 8.132. ♢

En outre, (b) et (c) entraînent que U est F -acyclique si et seulement s’il en est de
même pour V . On peut alors supposer que U et V soient F -acycliques, et noter que
d’après la condition (a), chaque terme de Č•aug(U ,F ) et de Č•aug(V ,F ) est à voisinages
dénombrables, car U et V sont des recouvrements finis ; dans ce cas l’assertion découle
alors du corollaire 12.74 et de l’observation 12.77(ii). □

Corollaire 12.78. (i) Soient (X,T ) un espace topologique, U ⊂ X une partie ouverte,
U et V deux recouvrements finis de U , et F un préfaisceau de groupes topologiques sur
X vérifiant les conditions (a) et (c) de la proposition 12.76. Alors U ∧V est strictement
F -acyclique si et seulement s’il en est de même pour U .

(ii) Si en outre, V raffine U , alors U est strictement F -acyclique si et seulement
s’il en est de même pour V .

Démonstration. (i) : D’après le corollaire 8.133(i), U ∧ V est F -acyclique si et seule-
ment s’il en est de même pour U , donc on peut supposer que U ∧ V et U soient
F -acycliques ; dans ce cas, le corollaire 12.74 nous dit que U ∧ V (resp. U ) est stricte-
ment F -acyclique ⇔ le complexe Σ(Č•aug(U ∧ V ,F )) (resp. Σ(Č•aug(U ,F ))) est exact.
L’observation 12.77(i) nous ramène alors à vérifier que U ∧ V est Σ(F )-acyclique si et
seulement s’il en est de même pour U ; mais par le même raisonnement, la condition (c)
de la proposition 12.76 entraîne que V ∧W soit Σ(F )-acyclique pour tout W ∈ U (•),
donc l’assertion découle encore du corollaire 8.133(i).

(ii) : Cela découle du même raisonnement, avec le corollaire 8.133(ii), le corollaire
12.74 et l’observation 12.77(i) : les détails sont laissés au lecteur. □

12.4.4. Soient A := (A,A+) un anneau affinoïde, U et V deux recouvrements de X :=
SpaA ; évidemment U ∧ V := {U ∩ V |U ∈ U , V ∈ V } est un recouvrement de X qui
raffine U et V . On utilisera les deux types suivants de recouvrements :
• Soit f• := (f1, . . . , fn) une suite finie d’éléments de A, et pour i = 1, . . . , n posons

Ui := {RA
(
fi
1

)
∩X,RA

(
1
fi

)
∩X}. On appelle U1 ∧ · · · ∧Un le recouvrement de Laurent

de X associé à f•.
• Soit f• comme ci-dessus, et supposons que A = f1A + · · · + fnA. On appelle

{RA
(
f1
fi
, · · ·, fnfi

)
∩X | i = 1, . . . , n} le recouvrement rationnel de X associé à f•.

Lemme 12.79. Soit A := (A,A+) un anneau affinoïde. Alors tout recouvrement U de
X := SpaA est raffiné par un recouvrement rationnel.

Démonstration. On suppose d’abord que A soit topologiquement local. Soient v ∈ X,
et w := vcΓv (voir le problème 8.105) ; alors w ∈ X, d’après la remarque 10.3(v). Soit
U ∈ U avec w ∈ U , et choisissons g0, . . . , gn ∈ A engendrant un idéal ouvert de A, avec
w ∈ U ′ := RA

(
g1
g0
, · · ·, gng0

)
∩X ⊂ U ; par construction, Γw = cΓw, donc il existe a ∈ A tel

que w(g0a) ≤ 0, et ainsi w ∈ U ′′ := RA
(

1
g0a

, g1ag0a · · ·,
gna
g0a

)
∩X ⊂ U ′. On a v ∈ U ′′, car v

est une générisation de w. Comme X est compact, on trouve alors un recouvrement fini
{U1, . . . , Uk} de X raffinant U , et pour i = 1, . . . , k une suite finie fi0, . . . , fini ∈ A, avec
Ui = RA

(
1
fi0
, fi1fi0 , · · ·,

fini
fi0

)
∩X. Pour i = 1, . . . , k posons Ti := {1, fi0, . . . , fini} ; soient

aussi T := T1 · · ·Tk (notation du §9.1.1), et

Si := T1 · · ·Ti−1 · {fi0} · Ti+1 · · ·Tk ∀i = 1, . . . , k et S :=
⋃k
i=1 Si.

pour tous t ∈ T et s ∈ S, soient Rt :=
⋂
t′∈T RA

(
t′

t

)
et R′s :=

⋂
s′∈S RA

(
s′

s

)
. Alors :
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(a) pour tous t1 ∈ T1, . . . , tk ∈ Tk on a Rt1···tk =
⋂k
i=1RA

(
1
ti
, fi0ti , · · ·,

fini
ti

)
.

(b) Pour tout i = 1, . . . , k on a X =
⋃
t∈Ti

(
X ∩RA

(
1
t ,
fi0
t , · · ·,

fini
t

))
.

De plus, (a) et (b) entraînent :

(c) Ui =
⋃
s∈Si(X ∩Rs) pour tout i = 1, . . . , k.

Affirmation 12.80. (i) On a X ∩R′s = X ∩Rs pour tout s ∈ S.
(ii) A =

∑
s∈S As.

Preuve : (i) : Evidemment Rs ⊂ R′s. Réciproquement, soient v ∈ X∩R′s et t ∈ T ; d’après
(c) il existe s′ ∈ S avec v(t) ≥ v(s′), d’où v(t) ≥ v(s) ̸= +∞, i.e. X ∩R′s ⊂ RA

(
t
s

)
, d’où

l’assertion.
(ii) : D’après (c), pour tout v ∈ X il existe s ∈ S avec v(s) ̸= +∞ ; l’assertion découle

alors de l’exercice 10.26(iii) et du corollaire 1.35(i). ♢

Avec (c) et l’observation 12.80, on voit que {X ∩ R′s | s ∈ S} est un recouvrement
rationnel de X qui raffine U .

En dernier lieu, considérons un anneau affinoïde A arbitraire, et rappelons que la
localisation i : A→ Aloc induit un homéomorphisme Spa(i) : SpaAloc

∼→ SpaA (exercice
12.1(i)), qui identifie U avec un recouvrement U ′ de SpaAloc. Par ce qui précède, U ′

est raffiné par le recouvrement rationnel R associé à une suite finie f1, . . . , fn ∈ Aloc telle
que Aloc =

∑
i=1 fiAloc. Soient alors A0 ⊂ A+ un sous-anneau de définition de A, et

I0 ⊂ A0 un idéal de définition, de sorte que Aloc = (1+ I0)
−1A ; on a par suite s ∈ 1+ I0

et g1, . . . , gn ∈ A tels que fi = gi/s pour i = 1, . . . , n, et évidemment le recouvrement
rationnel de SpaAloc associé à g• coïncide avec R. En outre, on a tA ⊂

∑n
i=1 giA pour

quelque t ∈ 1+ I0, d’où tIk0 ⊂
∑n
i=1 giA0 pour quelque k ∈ N (les détails sont laissés aux

soins du lecteur). Soit h1, . . . , hr un système fini de générateurs de I0 ; puisque A0 ⊂ A+,
il vient

min(v(h1)
k, . . . , v(hr)

k) ≥ min(v(g1), . . . , v(gn)) ̸= +∞ ∀v ∈ X
(noter que v(t) = 0 pour tout v ∈ Cont(A)), d’où :

min(v(h1)
k+1, . . . , v(hr)

k+1) > min(v(g1), . . . , v(gn)) ∀v ∈ X.

Affirmation 12.81.
∑r
i=1 h

k+1
i A+

∑n
j=1 giA = A.

Preuve : Soit par l’absurde m ∈ MaxA avec hk+1
1 , . . . , hk+1

r , g1, . . . , gn ∈ m ; alors I0 ⊂ m
et t ∈ m, d’où 1 ∈ m, contradiction. On conclut avec le corollaire 1.35. ♢

Soit alors R′ le recouvrement rationnel de SpaA associé à la suite (hk+1
• , g•) ; tout

élément de R′ de la forme RA
(hk+1
•
gi

, g•gi

)
∩X coïncide avec RA

(
g•
gi

)
∩X, et d’autre part

RA
(hk+1
•
hk+1
i

, g•
hk+1
i

)
∩X = ∅ pour tout i = 1, . . . , r, donc R′ raffine U . □

Proposition 12.82. Soient A := (A,A+) un anneau affinoïde, et f• := (f1, . . . , fn) une
suite finie d’éléments de A+ telle que A+f1 + · · · + A+fn = A+. Alors le recouvrement
rationnel U de X := SpaX associé à f• est strictement ÔX-acyclique.

Démonstration. Soient A0 ⊂ A un sous-anneau de définition, et I0 ⊂ A0 un idéal
de définition ; d’après le corollaire 9.72(iii), on peut supposer que f1, . . . , fn ∈ A0 et∑n
i=1A0fi = A0. Noter que U = {U1, . . . , Un}, avec Ui := X∩RA

(
1
fi

)
pour i = 1, . . . , n ;

posons Σ := {1, . . . , n}, et pour tout r ∈ N et tout i• := (i1, . . . , ir) ∈ Σr, soient fi• :=
fi1 · · · fir , Ui• := Ui1 ∩ · · · ∩ Uir , et notons par ρi• : A→ Ai• := (Ai• , A

+
i•
) le morphisme

d’anneaux affinoïdes qui c-représente Ui• (on a Σ0 = {∅}, et on pose f∅ := 1, de sorte
que U∅ = X et A∅ = A). Noter aussi que Ui• = X∩RA

(
1
fi•

)
pour tout tel i•. Par inspec-

tion de la preuve du théorème 12.5, on voit alors que Ai• est la complétion de A[1/fi• ],
muni de la topologie telle que A[1/fi• ] soit un anneau de Huber avec sous-anneau de
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définition A0[1/fi• ] et idéal de définition I0A0[1/fi• ], pour tout r ∈ N et tout i• ∈ Σr.
Posons alors B0 :=

∏n
i=1A0[1/fi] ; puisque

∑n
i=1A0fi = A0, on a SpecA0 =

⋃n
i=1D(fi),

donc l’homomorphisme naturel ε : A0 → B0 induit une surjection SpecB0 → SpecA0, et
par suite B0 est une A0-algèbre fidèlement plate (problème 3.83(i.c)). Soit (Am(ε)•, d•)
le complexe d’Amitsur associé à ε (voir le problème 5.12) ; donc Am(ε)r = 0 pour tout
r < −1, Am(ε)−1 = A0, et Am(ε)r = B0 ⊗A0 Am(ε)r−1 pour tout r ∈ N. Pour tout
r ∈ N, noter que Am(ε)r−1 =

∏
i•∈Σr A0[1/fi• ] et Am(ε)r−1⊗A0

A =
∏
i•∈Σr A[1/fi• ] ;

munissons alors Am(ε)r (resp. Am(ε)r ⊗A0
A) du produit des topologies des facteurs

A0[1/fi• ] (resp. A[1/fi• ]) intervenant dans cette décomposition, pour tout r ≥ −1. Ainsi,
Am(ε)r est un A0-sous-module ouvert de Am(ε)r⊗A0A, et les différentielles de Am(ε)•

sont évidemment continues pour ces topologies, donc de même pour les différentielles de
C• := Am(ε)• ⊗A0

A (remarque 9.3(ii)).

Affirmation 12.83. Le complexe C• est strictement acyclique.
Preuve : L’acyclicité de C• découle du problème 5.12(iii) ; l’exercice 9.8 nous ramène
alors aussitôt à vérifier que Am(ε)• est un complexe strict. Or, comme Am(ε)• est un
complexe de A0-modules plats, on a Ik0 ⊗A0

Am(ε)r = Ik0 Am(ε)r pour tout k ∈ N et tout
r ∈ Z ; ainsi, Ik0 ⊗A0

Am(ε)• est naturellement identifié avec le sous-complexe Ik0 Am(ε)•

de Am(ε)•, pour tout k ∈ N. D’autre part, Ik0 ⊗A0 Am(ε)• est acyclique pour tout tel
k (problème 5.12(iii)) ; par suite :

Ker(dr) ∩ Ik0 Am(ε)r = dr−1(I
k
0 Am(ε)r−1) ∀k ∈ N, ∀r ∈ Z

d’où l’assertion. ♢

Pour tout r ∈ Z, soient Ĉr la complétion de Cr, et d̂r : Ĉr → Ĉr+1 la complétion
de dr : Cr → Cr+1 ; d’après l’observation 12.83 et l’exercice 12.72, le complexe (Ĉ•, d̂•)
est strictement acyclique. D’autre part, une inspection directe des constructions nous
fournit une identification naturelle de (Ĉ•, d̂•) avec le complexe de Čech Č•aug(U , ÔX) :
les détails sont laissés aux soins du lecteur. □

Lemme 12.84. Soient A := (A,A+) un anneau affinoïde universellement analytique-
ment noethérien, et f ∈ A. Alors le recouvrement de Laurent U de X := SpaA associé
à f est strictement ÔX-acyclique.

Démonstration. Soient A0 ⊂ A un sous-anneau de définition, I0 ⊂ A0 un idéal de dé-
finition, Â (resp. Â0) la complétion de A (resp. de A0) ; posons U1 := X ∩ RA

(
f
1

)
,

U2 := X ∩RA
(
1
f

)
, U3 := U1 ∩ U2, de sorte que U = {U1, U2}, et remarquons :

Affirmation 12.85. Soient g• := (g0, . . . , gr) une suite finie d’éléments de A avec A =∑r
i=1Agi, et U := RA

(
g1
g0
, · · ·, grg0

)
∩ X. Alors il existe un unique isomorphisme de Â-

algèbres topologiques

Â
〈
g•
g0

〉
:= Â⟨X1, . . . , Xr⟩/(g1 − g0X1, . . . , gr − g0X1)

∼→ ÔX(U).

Preuve : Par hypothèse, l’anneau de Huber B := A[X1, . . . , Xr] avec sous-anneau de dé-
finition B0 := A0[X1, . . . , Xn] et idéal de définition I0B0 est analytiquement noethérien.
Soit J ⊂ B l’idéal engendré par g1 − g0X1, . . . , gr − g0X1, et munissons B/J de la to-
pologie induite par B ; d’après la proposition 12.41(iii), Â

〈
g•
g0

〉
est alors la complétion de

B/J , donc il est un anneau de Huber complet et séparé, pour la topologie induite via la
projection Â⟨X•⟩ → Â

〈
g•
g0

〉
. En outre, puisque A =

∑n
i=0 giA, et g1, . . . , gn ∈ g0Â

〈
g•
g0

〉
,

on a g0 ∈ Â
〈
g•
g0

〉×. D’autre part, par inspection de la preuve du théorème 12.5, et avec

les corollaires 9.93(ii) et 9.58, on voit que ÔX(U) est la Â-algèbre topologique Â⟨X⟩T /I,
avec T := {g0, . . . , gn}, et où I dénote l’adhérence dans Â⟨X⟩T de l’idéal engendré par
1 − g0X. Au vu du corollaire 9.93(iii), on déduit que la propriété universelle suivante
caractérise ÔX(U) à isomorphisme unique près de Â-algèbres topologiques complètes et
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séparées : g0 ∈ ÔX(U)×, gi/g0 ∈ ÔX(U)◦ pour i = 1, . . . , n, et pour tout anneau de
Huber B complet et séparé, et tout homomorphisme continu d’anneaux u : Â→ B avec
u(g0) ∈ B× et u(gi)/u(g0) ∈ B◦ pour i = 1, . . . , n, il existe un unique homomorphisme
continu de Â-algèbres ÔX(U) → B. Par ce qui précède, on vérifie aussitôt que Â

〈
g•
g0

〉
jouit de la même propriété universelle, d’où l’assertion. ♢

D’après l’observation 12.85 on a Â⟨Y ⟩/(f −Y ) = ÔX(U1), Â⟨Z⟩/(1− fZ) = ÔX(U2),
et ÔX(U3) = Â⟨Y,Z⟩/(f − Y, 1− fZ) = Â⟨Y,Z⟩/(1− Y Z, f − Y ), et au vu de l’exemple
9.95(ii), on déduit l’identification naturelle Â⟨Y ±1⟩/(f−Y ) = ÔX(U3). Considérons alors
le diagramme commutatif de A-modules topologiques :

D :

0 // 0 //

��

Â⟨Y ⟩ × Â⟨Z⟩ α //

β
��

Â⟨Y ±1⟩ //

γ
��

0

0 // Â
ε′ // Â⟨Y ⟩ × Â⟨Z⟩ δ //

π1 ��

Â⟨Y ±1⟩ //

π2��

0

0 // Â
ε // ÔX(U1)× ÔX(U2)

d0 // ÔX(U3) // 0

où ε et d0 sont respectivement l’augmentation et la différentielle en degré 0 du complexe
de Čech alterné de ÔX relatif à U , et π1 et π2 sont les projections canoniques induites
par les identifications ci-dessus. L’application ε′ est l’inclusion diagonale : a 7→ (a, a)

pour tout a ∈ Â, et α, β, δ et γ sont les applications Â-linéaire telles que pour tout
ϕ(Y ) ∈ Â⟨Y ⟩, tout ψ(Z) ∈ Â⟨Z⟩, et tout ω(Y ) ∈ Â⟨Y ±1⟩ on a

α(ϕ(Y ), ψ(Z)) := ϕ(Y )− Y −1 · ψ(Y −1)
β(ϕ(Y ), ψ(Z)) := ((f − Y ) · ϕ(Y ), (1− fZ) · ψ(Z))
δ(ϕ(Y ), ψ(Z)) := ϕ(Y )− ψ(Y −1)

γ(ω(Y )) := (f − Y ) · ω(Y ).

On munit Â⟨Y ⟩ × Â⟨Z⟩ et ÔX(U1) × ÔX(U2) des produits des topologies des facteurs
respectifs. On vérifie aisément que la ligne horizontale centrale de D est une suite exacte
courte ; en outre, ε′ est un morphisme strict de Â − ModTop, et δ est une application
ouverte : les détails sont laissés aux soins du lecteur. De même, on voit aisément que α
est un isomorphisme de Â-modules topologiques, et on a :

Affirmation 12.86. β et γ sont des morphismes stricts et injectifs de Â−ModTop.
Preuve : On doit vérifier que f − Y est régulier dans Â⟨Y ⟩ et dans Â⟨Y ±1⟩, et que
1 − fZ est régulier dans Â⟨Z⟩. Or, noter que Â⟨Y ±1⟩ est la complétion de l’anneau de
Huber A[Y ±1] avec sous-anneau de définition A0[Y

±1], et idéal de définition I0[Y
±1] ;

d’autre part, A0[Y
±1] est analytiquement noethérien pour sa topologie I0-adique (exer-

cice 12.23(iii.b)), donc A⟨Y ±1⟩ est une A[Y ±1]-algèbre plate (exercice 12.36(v)) ; mais
d’après l’exercice 1.52(i.b), f − Y est régulier dans A[Y ], donc aussi dans sa localisa-
tion A[Y ±1], et finalement, aussi dans A⟨Y ±1⟩ (exercice 3.75(iii)). A fortiori, f − Y est
régulier dans le sous-anneau A⟨Y ⟩ de A⟨Y ±1⟩, et le même raisonnement montre que
1 − fZ est régulier dans A⟨Z⟩. Cela achève de montrer que β et γ sont injectifs ; pour
vérifier qu’ils sont stricts, noter que β (resp. γ) est la complétion de l’endomorphisme
A-linéaire β′ : A[Y ] × A[Z] → A[Y ] × A[Z] (resp. γ′ : A[Y ±1] → A[Y ±1]) telle que
β′(ϕ, ψ) := ((f − Y ) · ϕ, (1 − fZ) · ψ) pour tous ϕ ∈ A[Y ] et ψ ∈ A[Z] (resp. telle que
γ′(ω) := (f −Y ) ·ω pour tout ω ∈ A[Y ±1]). Or, A[Y ]×A[Z] est un A[Y ]-module libre de
rang deux (pour l’identification naturelle de A-algèbres A[Y ]

∼→ A[Z] telle que Y 7→ Z)
et β′ est A[Y ]-linéaire ; puisque A[Y ] est analytiquement noethérien, le lemme 12.38(iii,v)
montre alors que β′ est un morphisme strict de A[Y ]−ModTop. De même, on vérife que
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γ′ est un morphisme strict de A[Y ±1]−ModTop, et on conclut avec la remarque 9.59(i).
♢

Soit maintenant Σ(D) le diagramme commutatif obtenu de D par application terme
à terme du foncteur Σ, et noter que, d’après l’observation 12.86, chaque colonne de
D est une suite exacte courte strictement acyclique ; compte tenu du corollaire 12.74,
on déduit que chaque colonne de Σ(D) est une suite exacte courte. De même, comme
la ligne horizontale centrale de D est une suite exacte courte strictement acyclique, la
ligne horizontale centrale de Σ(D) est exacte courte ; en outre, évidemment Σ(α) est un
isomorphisme de A-modules, car α est un isomorphisme de A −ModTop. Par le lemme
du serpent (proposition 2.106), il s’ensuit que la ligne horizontale en bas de Σ(D) est une
suite exacte courte, et alors la ligne horizontale en bas de D est une suite exacte courte
strictement acyclique, toujours par le corollaire 12.74. Cela achève de montrer que le
complexe de Čech alterné et augmenté de ÔX , relatif au recouvrement U est strictement
acyclique ; mais alors il en est de même pour le complexe Č•aug(U , ÔX), d’après l’exercice
12.75(ii), CQFD. □

Proposition 12.87. Si A est un anneau affinoïde universellement analytiquement noe-
thérien, alors tout recouvrement de Laurent de X := SpaA est strictement ÔX-acyclique.

Démonstration. Soit U le recouvrement de Laurent de X := SpaA associé à la suite
f• := (f1, . . . , fn) d’éléments de A (voir le §12.4.4) ; on raisonne par récurrence sur
n ∈ N. Le cas n = 1 est reglé par le lemme 12.84.

Soit ensuite n > 1, et supposons que l’assertion soit connue pour tout anneau affinoïde
A universellement analytiquement noethérien, et tous les recouvrements de Laurent as-
sociés aux suites de longueur < n. Soient U ′ et U ′′ les recouvrements de Laurent as-
sociés à (f1, . . . , fn−1) et respectivement à fn, de sorte que U = U ′ ∧ U ′′. Posons
U1 := X∩RA

(
1
fn

)
, U2 := X∩RA

(
fn
1

)
, U3 := U1∩U2, et pour i = 1, 2, 3 soit ρi : A→ AUi

le morphisme d’anneaux affinoïdes l-représentant le sous-ensemble rationnel Ui ; noter
que AUi est universellement analytiquement noethérien, d’après l’exemple 12.67(iii). En
outre, pour i = 1, 2, 3 le site Rat(AUi) est naturellement isomorphe à la sous-catégorie
pleine Rat(A)/Ui de Rat(A) (proposition 12.10(ii)), et cet isomorphisme identifie la res-
triction sur la catégorie Rat(A)/Ui du préfaisceau ÔX avec le préfaisceau (ÂUi)• défini
sur le site Rat(AUi) (exemple 12.13(i,ii)). Ce même isomorphisme identifie le recouvre-
ment U ′ ∧ Ui de Ui avec le recouvrement de Laurent Ui de Xi := SpaAUi associé à
(ρi(f1), . . . , ρi(fn−1)), et par hypothèse de récurrence, Ui est strictement ÔXi-acyclique,
pour i = 1, 2, 3. Finalement, U ′ ∧ Ui est alors strictement ÔX -acyclique pour i = 1, 2, 3,
et de même pour U ′′ ; pour conclure, il suffit alors d’invoquer le corollaire 12.78(i). □

Proposition 12.88. Soient A := (A,A+) un anneau affinoïde universellement ana-
lytiquement noethérien, U un recouvrement de X := SpaA formé de sous-ensembles
rationnels. Alors on a :

(i) U est strictement ÔX-acyclique.
(ii) ÔX(U) est une A-algèbre plate, pour tout sous-ensemble rationnel U de X.
(iii) ÔX est un faisceau de A-modules topologiques sur X.

Démonstration. (i) : Pour tout sous-ensemble rationnel U de X, soit ρU : A → AU :=
(AU , A

+
U ) le morphisme d’anneaux affinoïdes l-représentant U ; posons

XU := SpaAU ϕU := Spa(ρU ) : XU → X.

D’après l’exemple 12.67(iii), AU est universellement analytiquement noethérien.

Affirmation 12.89. On peut supposer que U soit un recouvrement rationnel de X.
Preuve : D’après le lemme 12.79, U est raffiné par un recouvrement rationnel V de
X := SpaA. Pour tout U ∈ U (•) (notation du §12.4.3), en raisonnant comme dans
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la preuve de la proposition 12.87, on identifie naturellement le recouvrement V ∧ U
de U avec le recouvrement rationnel VU := {ϕ−1U V |V ∈ V } de XU , et de même on
identifie les complexes de Čech augmentés Č•aug(V ∧ U, ÔX) et Č•aug(VU , ÔXU ). D’après
le corollaire 12.78(ii), si V est strictement ÔX -acyclique, et si chaque VU est strictement
ÔXU -acyclique, alors U est strictement ÔX -acyclique. ♢

Soit alors U le recouvrement rationnel associé à une suite finie f• := (f1, . . . , fn)
d’éléments de A avec A =

∑n
i=1Afi. On considère d’abord le cas suivant :

Affirmation 12.90. Si f1 ∈ A×, le recouvrement U est strictement ÔX -acyclique.
Preuve : On raisonne par récurrence sur n ∈ N. L’assertion est triviale si n = 1. Si n = 2,
on voit aussitôt que U coïncide avec le recouvrement de Laurent associé à f2/f1, et alors
l’assertion découle du lemme 12.84 dans ce cas. Soit ensuite n > 2, et supposons que
l’assertion soit déjà connue pour tout anneau affinoïde (B,B+) universellement analyti-
quement noethérien, et toute suite g1, . . . , gk ∈ B de longueur k < n avec g1 ∈ B×. Soit
V le recouvrement de Laurent de X associé à g := f2/f1, de sorte que :

V (•) = {V1, V2, V3} avec V1 := X ∩RA
(
g
1

)
V2 := X ∩RA

(
1
g

)
V3 := V1 ∩ V2.

Pour i = 1, 2, 3, posons (Ai, A
+
i ) := AVi , ρi := ρVi : A → AVi , Xi := XVi et ϕi := ϕVi :

Xi → X. Pour i = 1, 2, 3 on identifie U ∧Vi avec le recouvrement Ui := {ϕ−1i U |U ∈ U }
de Xi, et Č•aug(U ∧ Vi, ÔX) avec Č•aug(Ui, ÔXi). Or, comme g ∈ A+

1 , on voit aisé-
ment que U1 est raffiné par le recouvrement rationnel W1 de X1 associé à la suite
ρ1(f1), ρ1(f3), . . . , ρ1(fn), et évidemment ρ1(f1) ∈ A×1 ; de même, comme 1/ρ2(g) ∈ A+

2

et ρ2(g) ∈ A×2 , il vient ρ2(f2) ∈ A×2 , et on voit aisément que U2 est raffiné par le recou-
vrement rationnel W2 de X2 associé à la suite ρ2(f2), . . . , ρ2(fn). On déduit aussitôt que
U3 est de même raffiné par le recouvrement rationnel W3 associé à ρ3(f2), . . . , ρ3(fn), et
on a encore ρ3(f2) ∈ A×3 . Puisque AVi est universellement analytiquement noethérien, Wi

est strictement ÔXi-acyclique par hypothèse de récurrence, et de même pour Wi∧U , pour
tout U ∈ U

(•)
i ; en vertu du corollaire 12.78(ii), on déduit que chaque Ui est strictement

ÔXi -acyclique, donc chaque U ∧ Vi est strictement ÔX -acyclique, et de même pour V
(lemme 12.84). En outre, V ∧U s’identifie avec un recouvrement de Laurent de XU , pour
tout U ∈ U (•), donc V ∧ U est strictement ÔX -acyclique pour tout tel U . D’après la
proposition 12.76, il s’ensuit que U est strictement ÔX -acyclique. ♢

Soient ensuite g1, . . . , gn ∈ A avec
∑n
i=1 gifi = 1, et notons par V le recouvrement

de Laurent de X associé à la suite (g1f1, . . . , gnfn). Pour tout W ∈ U (•) (resp. W ∈
V (•)) on identifie le recouvrement U ∧W (resp. V ∧W ) avec le recouvrement rationnel
UW := (ρ−1W U |U ∈ U ) (resp. avec le recouvrement de Laurent VW := (ρ−1W V |V ∈ V ))
de XW , comme dans la preuve de l’observation 12.89, et de même on identifie Č•aug(U ∧
W, ÔX) avec Č•aug(UW , ÔXW ), et Č•aug(V ∧ W, ÔX) avec Č•aug(VW , ÔXW ). D’après la
proposition 12.87, chaque VW est strictement ÔXW -acyclique ; par suite, si chaque UW

est strictement ÔXW -acyclique, alors U est strictement ÔX -acyclique (proposition 12.76).
Noter maintenant que chaque W ∈ V (•) vérifie l’une des deux conditions suivantes :

(a) h1 := ρW (g1f1), . . . , hn := ρW (gnfn) ∈ A+
W

(b) il existe i ∈ {1, . . . , n} tel que 1/ρW (gifi) ∈ A×W .
Si W vérifie (b), on a aussi 1/ρW (fi) ∈ A×W ; par suite, le recouvrement UW est stric-
tement ÔXW -acyclique dans ce cas, d’après l’observation 12.90. Supposons donc que W
vérifie la condition (a), et soit W = {W1, . . . ,Wn} le recouvrement rationnel de XW

associé à la suite h1, . . . , hn, de sorte que Wi = XW ∩ RA
(

1
hi

)
pour i = 1, . . . , n. Pour

tout U ∈ U
(•)
W soit λU : AW → BU le morphisme d’anneaux affinoïdes qui l-représente
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U ; posons
YU := SpaBU et ψU := Spa(λU ) : YU → XW .

Comme ci-dessus, on identifie le recouvrement W ∧ U avec le recouvrement rationnel
WU := {ψ−1U (Wi) | i = 1, . . . , n} de YU , et Č•aug(W ∧ U, ÔXW ) avec Č•aug(WU , ÔYU ),
pour tout U ∈ U

(•)
W ; d’après la proposition 12.82, W est strictement ÔXW -acyclique,

et WU est strictement ÔYU -acyclique pour tout U ∈ U
(•)
W . Par suite, la proposition

12.76 nous ramène à vérifier que UW ∧ W ′ est strictement ÔXW -acyclique pour tout
W ′ ∈ W (•). Soit alors λW ′ : AW → BW ′ := (BW ′ , B

+
W ′) le morphisme d’anneaux affi-

noïdes qui l-représente W ′, pour chaque W ′ ∈ W (•) ; posons YW ′ := SpaBW ′ et ψW ′ :=
Spa(λW ′) : YW ′ → XW . Encore une fois, on identifie UW ∧ W ′ avec le recouvrement
UW ′ := {ψ−1W ′(U) |U ∈ UW } de YW ′ , et Č•aug(UW ∧W ′, ÔXW ) avec Č•aug(UW ′ , ÔYW ′ ) ;
or, pour tout W ′ ∈ W (•) il existe i ∈ {1, . . . , n} tel que λW ′(hi) ∈ B×W ′ , donc aussi
λW ′ ◦ ρW (fi) ∈ B×W ′ , et noter que UW ′ est le recouvrement rationnel de YW ′ associé à
la suite (λW ′ ◦ ρW (f1), . . . , λW ′ ◦ ρW (fn)). D’après l’observation 12.90, chaque UW ′ est
alors strictement ÔYW ′ -acyclique, CQFD.

(ii) : Soit (AU , A
+
U ) l’anneau affinoïde qui l-représente U ; par l’exercice 12.36(v) et

l’exemple 12.67(iii), la complétion AU → ÔX(U) est un homomorphisme plat d’anneaux,
donc il suffit de montrer que AU est une A-algèbre plate (exercice 3.76(ii)). Cela découle
d’une inspection directe de la preuve du théorème 12.5.

(iii) : Cela découle de (i) et de l’exercice 5.35(ii,iii). □

Exercice 12.91. Soient A un anneau affinoïde, ⋆ ∈ {l, c}, et U ⊂ X := SpaA un ⋆-
domaine affinoïde, ⋆-représenté par le morphisme ρU : A → AU := (AU , A

+
U ) d’anneaux

affinoïdes. La propriété universelle de ρU associe à tout sous-ensemble rationnel V ⊂ U ,
un unique morphisme ρUV : AU → AV := (AV , A

+
V ) de ⋆.Afd tel que ρUV ◦ ρU : A→ AV

⋆-représente V (voir le §12.1.2) ; notons par ρ̂U : Â → ÂU et ρ̂UV : ÂU → ÂV les
complétions de ρU et ρUV (si ⋆ = c, évidemment ÂU = AU et ÂV = AV ). On a ainsi
un cône bien défini (ρ̂UV |V ∈ Ob(Rat(A)/U)) (notation de la proposition 12.10(ii)) ;
d’autre part, les applications de restriction pour ÔX forment un cône universel

(ρ̂V : ÔX(U)→ ÔX(V ) = ÂV |V ∈ Ob(Rat(A)/U))

d’où un unique homomorphisme continu d’anneaux ωU : ÂU → ÔX(U) tel que ρ̂V ◦ωU =
ρ̂UV pour tout V ∈ Ob(Rat(A)/U).

(i) Montrer que ωU est un isomorphisme de Z− AlgTop dans les cas suivants :
(a) si ⋆ = l, et si A est universellement analytiquement noethérien
(b) si ⋆ = c, et si A est fortement analytiquement noethérien.

(ii) Montrer que sous la condition (i.a) ou (i.b), ÔX(U) est une Â-algèbre plate.
(iii) Si A est à définition noethérienne, montrer qu’il en est de même pour ÔX(U).

Théorème 12.92. (Acyclicité de Tate) Soient A un anneau affinoïde universellement
(resp. fortement) analytiquement noethérien, et U ⊂ X := SpaA un l-domaine (resp.
c-domaine) affinoïde. Alors tout recouvrement V de U formé de l-domaines (resp. c-
domaines) affinoïdes de X est strictement ÔX-acyclique.

Démonstration. Si A est universellement (resp. fortement) analytiquement noethérien,
posons ⋆ := l (resp. ⋆ := c). Définissons V (•) comme au §12.4.3 ; soit aussi ρU : A→ AU
un morphisme d’anneaux affinoïdes ⋆-représentant U , et posons

XU := SpaAU ϕU := Spa(ρU ) : XU → X et VU := {ϕ−1U V |V ∈ V }.

La propriété universelle de ρU fournit pour tout V ∈ V (•) un morphisme d’anneaux
affinoïdes ρUV : AU → AV tel que ρV := ρUV ◦ρU ⋆-représente V , et ρUV ⋆-représente le
⋆-domaine affinoïde ϕ−1U V de XU ; en vertu du lemme 12.62(iii,iv) et du théorème 12.69,
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AU est universellement (resp. fortement) analytiquement noethérien, et avec l’exercice
12.91(i) on identifie naturellement Č•aug(V , ÔX) avec Č•aug(VU , ÔXU ). Ainsi, quitte à rem-
placer A par AU , on peut supposer que U = X.

Ensuite, choisissons un recouvrement rationnel W de X raffinant V (lemme 12.79).
Pour tout V ∈ V (•), posons XV := SpaAV , ϕV := Spa(ρV ) : XV → X, et WV :=
{ϕ−1V (W ) |W ∈ W } ; puisque AV est universellement (resp. fortement) analytiquement
noethérien, en raisonnant comme ci-dessus on identifie naturellement Č•aug(W ∧ V, ÔX)

avec Č•aug(WV , ÔXV ). Au vu de la proposition 12.88 et du théorème 12.32, on déduit que
W ∧ V est un recouvrement strictement ÔX -acyclique, pour tout V ∈ V (•), et de même
pour W ; on conclut alors avec le corollaire 12.78(ii). □

Soit A un anneau affinoïde universellement (resp. fortement) analytiquement noethé-
rien, et posons ⋆ := l (resp. ⋆ := c). Le théorème 12.92 et l’exercice 12.91(i) entraînent
que A⋆• est un faisceau d’anneaux topologiques sur le site ⋆.Dom(A) (notation du §12.1.2),
et ÔX est le faisceau d’anneaux topologiques sur X := SpaA obtenu par prolongement
canonique de A⋆• (exercice 5.35(i)). Plus généralement, soit M un A-module analytique-
ment borné ; pour tout ⋆-domaine affinoïde U ⊂ X, le ÔX(U)-module ÔX(U) ⊗A M
est analytiquement borné, et si U ′ ⊂ U est un deuxième ⋆-domaine affinoïde, la res-
triction ÔX(U) → ÔX(U ′) est un morphisme adique d’anneaux de Huber (proposi-
tion 9.78(ii) et problème 12.8(iii)), donc l’homomorphisme induit de ÔX(U)-modules
ÔX(U) ⊗A M → ÔX(U ′) ⊗A M est continu pour les respectives topologies canoniques
T U
M et T U ′

M (remarque 12.42(i)). Ainsi l’association U 7→ (ÔX(U)⊗AM,T U
M ) définit un

préfaisceau de A-modules topologiques sur le site ⋆.Dom(A). D’après l’exercice 5.35(i),
ce préfaisceau se prolonge canoniquement en un préfaisceau de A-modules topologiques
sur X, que l’on notera

ÔX⊗̃AM.

Le corollaire suivant généralise le théorème 12.92, et montre aussi que notre notation ici
est compatible avec celle de l’exercice 5.56.

Corollaire 12.93. Avec la notation ci-dessus, on a :
(i) ÔX⊗̃AM est un faisceau de A-modules topologiques complets et séparés.
(ii) Pour tout domaine ⋆-affinoïde U ⊂ X, tout recouvrement fini U de U composé

de domaines ⋆-affinoïdes est strictement ÔX⊗̃AM -acyclique.

Démonstration. (ii) : Munissons B := A⊕M de la structure de A-algèbre définie comme
dans la preuve de la proposition 12.41(i), et posons B+ := A+ ⊕M ; alors l’inclusion
j : A→ B est un homomorphisme d’anneaux analytiquement fini, donc (B,T A

B ) est un
anneau de Huber universellement (resp. fortement) analytiquement noethérien, et j est un
morphisme adique (exercice 12.40(i,iv) et remarque 12.42(iii)). En outre, B+ est un sous-
anneau ouvert de B, et il est la fermeture intégrale de A+ dans B (les détails sont laissés
aux soins du lecteur), donc B+ ⊂ B◦ (lemme 9.77(iv)). Ainsi, j : A→ B := (B,B+) est
un morphisme adique d’anneaux affinoïdes ; posons Y := SpaB, et ϕ := Spa(j) : Y → X.
Pour tout ⋆-domaine affinoïde W ⊂ X, la partie ϕ−1W est un ⋆-domaine affinoïde de
Y (voir le 12.1.3), et le morphisme structurel A → ÔX(W ) est adique, donc BW :=

B ⊗A ÔX(W ) est une ÔX(W )-algèbre analytiquement finie, complète et séparée pour
sa topologie canonique (remarque 12.42(i) et proposition 12.41(i)) ; compte tenu de la
remarque 12.42(ii), il s’ensuit aisément que l’homomorphisme naturel BW → ÔY (ϕ−1W )
est un isomorphisme d’anneaux topologiques. En particulier, UY := {ϕ−1W |W ∈ U } est
un recouvrement du ⋆-domaine affinoïde ϕ−1U de Y composé de ⋆-domaines affinoïdes,
et le complexe de Čech Č•(UY , ÔY ) s’identifie naturellement avec

B ⊗A Č•(U , ÔX) = Č•(U , ÔX)⊕ Č•(U , ÔX⊗̃AM).



812 ë Poissons

D’après le théorème 12.92, le complexe Č•(UY , ÔY ) est strictement acyclique, donc de
même pour son facteur direct Č•(U , ÔX⊗̃AM), d’où l’assertion.

(i) : Avec (ii), on voit aussitôt que pour tout U ∈ Ob(⋆.Dom(A)) et tout recouvrement
fini U ⊂ Ob(⋆.Dom(A)) de U , le cône (ÔX⊗̃AM(U)→ ÔX⊗̃AM(Q) |Q ∈ U ∧U ) induit
par les restrictions est universel ; d’après l’exercice 5.35(iii), la restriction de ÔX⊗̃AM au
site ⋆.Dom(A) est alors un faisceau à valeurs dans la catégorie des A-modules topologiques
complets et séparés, d’où (i). □

12.4.5. Anneaux affinoïdes stablement uniformes. Soit C une sous-catégorie pleine de
c.Afd ; on dira que C est stable si pour tout (A,A+) ∈ Ob(C ), et pour tout sous-ensemble
rationnel U ⊂ Spa(A,A+), l’anneau affinoïde (ÂU , Â

+
U ) qui c-représente U est un objet

de C . Une inspection directe des paragraphes précédents permet d’y extraire le prototype
suivant du théorème d’acyclicité qui dévoile son caractère essentiellement combinatoire :

Corollaire 12.94. Soit C une sous-catégorie stable de c.Afd telle que pour tout A :=
(A,A+) ∈ Ob(C ) et tout f ∈ A, le recouvrement de Laurent de X := SpaA associé à f
soit strictement ÔX-acyclique. Alors, pour tout tel A, tout recouvrement de X formé de
sous-ensembles rationnels est strictement ÔX-acyclique. □

Avec cette terminologie, les résultats principaux de cette section montrent que les an-
neaux affinoïdes complets, séparés et universellement analytiquement noétheriens forment
une sous-catégorie stable de c.Afd vérifiant la condition du corollaire 12.94. Recemment,
K.Buzzard et A.Verberkmoes ([10]) ont exhibés une autre sous-catégorie stable vérifiant
la même condition ; cette nouvelle classe est notable, surtout car elle inclut les anneaux
perfectoïdes de Scholze, et fournit ainsi un cadre adéquat pour démontrer certaines pro-
priétés fondamentales de ces anneaux. Ce paragraphe présente une version des résultats
de [10] qui englobe aussi les généralisations des anneaux perfectoïdes étudiés dans [31].

Définition 12.95. (i) Soient A un anneau de Huber, A0 ⊂ A un sous-anneau de défini-
tion, I ⊂ A0 un idéal de définition, et w∗I : A→ R◦ la fonction de Samuel asymptotique
de I (voir le problème 10.18(i)) ; on dit que A est uniforme si

({a ∈ A |w∗I (a) ≥ r} | r ∈ R)
forme un système fondamental de sous-groupes ouverts dans A.

(ii) Soit A := (A,A+) un anneau affinoïde ; on dit que A est uniforme, si A est
uniforme. On dit que A est stablement uniforme si pour tout sous-ensemble rationnel
U ⊂ X := SpaA, l’anneau affinoïde qui c-représente U est uniforme.

Remarque 12.96. (i) La condition de la définition 12.95(i) ne dépend que de la topologie
de A (et elle est indépendante des choix auxiliaires de A0 et I). En effet, soient A1

un deuxième sous-anneau de définition, avec idéal de définition J ⊂ A1, et notons par
wI , wJ : A → R◦ les fonctions d’ordre associés aux couples (A0, I) et (A1, J), comme
au problème 10.18(i). Supposons d’abord que A0 = A1, et soit n ∈ N avec Jn ⊂ I et
In ⊂ J ; pour tous a ∈ A et k ∈ N on a wI(a) ≥ k ⇔ a ∈ Ik ⇒ an ∈ Jk ⇔ wJ(a

n) ≥ k,
et wI(a) ≥ −k ⇔ aIk ⊂ A0 ⇒ aJkn ⊂ A0 ⇔ wJ(a) ≥ −kn, et on obtient des inégalités
correspondantes, si l’on échange les rôles de I et J . Ainsi, on a soit nw∗I (a) ≥ w∗J(a) ≥
w∗I (a)/n ≥ 0, soit 0 > w∗I (a)/n ≥ w∗J(a) ≥ nw∗I (a) ; autrement dit, pour q ∈ {0,+∞} il
vient w∗I (a) = q ⇔ w∗J(a) = q, et :

w∗J(a) /∈ {0,+∞} ⇒
1

n
≤ w∗I (a)

w∗J(a)
≤ n

donc ({a ∈ A |w∗I (a) ≥ r} | r ∈ R) forme un système fondamental de sous-groupes ouverts
de A si et seulement s’il en est de même pour ({a ∈ A |w∗J(a) ≥ r} | r ∈ R). Dans le cas
général, A2 := ⟨A0A1⟩ est encore un sous-anneau de définition de A (corollaire 9.72(i)), et
on trouve un idéal de définitionK ⊂ A2 avecK ⊂ I∩J , de sorte queK =

∑k
i=1 biA2 pour
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une suite finie b1, . . . , bk d’éléments de A0∩A1 ; soit en outre n ∈ N tel que In∪Jn ⊂ K,
de sorte que K0 := In+

∑k
i=1 biA0 (resp. K1 := Jn+

∑k
i=1 biA1) est un idéal de définition

de A0 (resp. de A1) avec K = K0A2 = K1A2. Avec le problème 10.18(xii), on voit que la
fonction de Samuel asymptotique associée à (A2,K) coincïde alors avec celles associées
à (A0,K0) et à (A1,K1), et on conclut par le cas précédent.

(ii) La proposition 12.10(ii), entraîne aussitôt que les anneaux affinoïdes complets,
séparés et stablement uniformes forment une sous-catégorie stable de c.Afd.

(iii) Avec la notation de (i), on vérifie aisément que si A est uniforme, alors l’idéal
{a ∈ A |w∗I (a) = +∞} est l’adhérence de 0A dans A. En outre A◦ coïncide avec le sous-
anneau A+ := {a ∈ A |w∗I (a) ≥ 0} : en effet, on a toujours A◦ ⊂ A+, d’après le problème
10.18(iv), et l’inclusion réciproque est vérifiée si A est uniforme, car {a ∈ A |w∗I (a) ≥ r}
est un idéal de A+, pour tout réel r ≥ 0.

(iv) Tout anneau de Huber A uniforme et séparé est réduit. En effet, reprenons la
notation de la définition 12.95(i), et soit a ∈ N (A) ; alors il existe n ∈ N avec w∗I (a

n)=
w∗I (0)=+∞, d’où w∗I (a)=+∞, donc a=0, d’après (iii).

Exercice 12.97. Soient A un anneau de Huber, A0⊂A un sous-anneau de définition,
I⊂A0 un idéal de définition, w∗I :A→R◦ sa fonction de Samuel asymptotique.

(i) Munissons A de la topologie linéaire T ∗A admettant le système fundamental de
sous-groupes ouverts (Ur := {a ∈ A |w∗I (a) ≥ r} | r ∈ R). Montrer que (A,T ∗A ) est un
anneau topologique.

(ii) Si A est analytique (définition 9.18(vi)), montrer en outre que (A,T ∗A ) est un
anneau de Huber uniforme analytique, avec (A,T ∗A )

◦ = A+ := {a ∈ A |w∗I (a) ≥ 0}.
(iii) Soit A la sous-catégorie pleine de Z− AlgTop dont les objets sont les anneaux de

Huber analytiques, et B ⊂ A la sous-catégorie pleine dont les objets sont les anneaux de
Huber analytiques et uniformes. Déduire de (ii) que le foncteur d’inclusion G : B → A
admet un adjoint à gauche.

(iv) Si A est analytique, alors A est uniforme ⇔ A◦ est une partie bornée de A. En
particulier, notre définition est compatible avec celles de [10] et [45].

Proposition 12.98. Soit A un anneau de Huber ; on a :
(i) A est uniforme ⇔ Aloc est uniforme ⇔ la complétion Â est uniforme.
(ii) Â est uniforme ⇔ Â⟨X⟩ est uniforme ⇔ Â⟨X±1⟩ est uniforme.

Démonstration. (i) : Fixons un sous-anneau de définition A0 ⊂ A et un idéal de définition
I ⊂ A0, et soit w∗I : A → R◦ (resp. w∗

Î
: Â → R◦) la fonction de Samuel asymptotique

de I (resp. de Î := IÂ). D’un côté, la topologie de A est induite par celle de Â, via
la complétion j : A → Â (théorème 9.39(ii)), et de l’autre côté w∗I = w∗

Î
◦ j (problème

10.18(xi)) ; il s’ensuit aussitôt que si Â est uniforme, il en est de même pour A. Pour la
reciproque, posons Un := {a ∈ A |wI(a) ≥ n} et Ûn := {a ∈ Â |wÎ(a) ≥ n}, pour tout
n ∈ N ; on a InÂ0 ⊂ Ûn, et on voit aisément que j(Un) est une partie dense de Ûn, pour
tout n ∈ N. Donc, Ûn est un sous-groupe ouvert de Â ; si A est uniforme, pour tout n ∈ N
il existe m ∈ N avec Um ⊂ In, par suite j(Um) ⊂ InÂ0, d’où finalement Ûm ⊂ InÂ0, et
cela achève de vérifier que Â est uniforme. Puisque Â est aussi la complétion de Aloc, on
obtient de même la dernière équivalence.

(ii) : Si Â est uniforme, soit | · | : Â⟨X±1⟩ → R◦ la semi-norme de Gauss induite par
w∗I (voir le problème 10.19(i)) ; une simple inspection montre que

({f ∈ Â⟨X±1⟩ | |f | ≥ r} | r ∈ R)

forme un système fondamental de sous-groupes ouverts de Â⟨X±1⟩, mais | · | est la
fonction de Samuel asymptotique w∗⟨X±1⟩ de Î⟨X±1⟩ (problème 10.19(ii)), donc Â⟨X±1⟩
est uniforme. Le même raisonnement montre que si Â est uniforme, il en est de même
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pour Â⟨X⟩. Réciproquement, il est clair que la topologie de Â est induite par celle de
Â⟨X±1⟩ via l’inclusion naturelle Â → Â⟨X±1⟩, et d’autre part, on vient de remarquer
que w∗I est la restriction de w∗⟨X±1⟩, donc, si Â⟨X±1⟩ est uniforme, il en est de même pour

Â. En dernier lieu, le problème 10.19(ii) montre que la fonction de Samuel asymptotique
de Î⟨X⟩ est la restriction de w∗⟨X±1⟩, et on voit aussitôt que la topologie de Â⟨X⟩ est

induite par celle de Â⟨X±1⟩ via l’inclusion naturelle Â⟨X⟩ → Â⟨X±1⟩, d’où la dernière
équivalence. □

Avec l’exercice 12.97(ii,iii) on peut exhiber aisément des anneaux de Huber uniformes.
Par contre, les anneaux stablement uniformes sont plus difficile à saisir ; en effet, mis à
part les anneaux perfectoïdes déjà mentionnés, on ne connait qu’une autre classe impor-
tante de tels anneaux : les K-algèbres de Tate réduites et topologiquement de type fini,
sur un corps K muni d’une valuation de rang un ; mais pour ces dernières, le théorème
12.100 suivant est en tout cas déjà connu, et même sous une forme plus forte, car K est
fortement noethérien (corollaire 12.53(i) et théorème 12.92). L’exemple suivant montre
que, même pour les anneaux de Tate, la condition d’uniformité n’est pas toujours héritée
par les sous-ensembles rationnels.

Exemple 12.99. (Emprunté à [10, §4.5].) Soit K comme ci-dessus, notons par (K+,m)
l’anneau de valuation de K, et fixons π ∈ m \ {0}. Soit A0 ⊂ R := K[T, T−1, Z] le
K+-sous-module engendré par

f•• := (fn,p := (πT )n−p
2

(πZ)p |n, p ∈ N).

Noter que fn,p · fn′,p′ = fn+n′+2pp′,p+p′ pour tous (n, p), (n′, p′) ∈ N2, donc A0 est une
K+-sous-algèbre de R, et en outre, A0 est un K+-module libre avec base f••. Munissons
A := K⊗K+ A0 de la topologie linéaire telle que (πnA0) soit un système fondamental de
sous-groupes ouverts ; ainsi A est un anneau de Tate, avec sous-anneau de définition A0

et idéal de définition πA0. Montrons que A0 = A◦. Pour cela, noter que A est un anneau
Γ-gradué, pour le groupe abélien Γ := Z × Z muni de la loi de composition telle que
(n, p) + (n, p′) := (n+ n′+2pp′, p+ p′) pour tous (n, p), (n′, p′) ∈ Γ ; d’après le problème
9.76, il suffit alors de vérifier que Kfn,p ∩ A◦ = K+fn,p pour tous n, p ∈ N. Soit donc
a ∈ K avec afn,p ∈ A◦ ; il existe alors b ∈ m tel que b(afn,p)d ∈ A0 pour tout d ∈ N, et
puisque fdn,p est un élément de la base f••, il vient bad ∈ K+ pour tout d ∈ N, d’où a ∈
K+, comme souhaité. Cela montre que A est un anneau de Tate uniforme. Soient ensuite
X := Spa(A,A0), et U := RA

(
T
1

)
⊂ X. Rappelons que U est c-représenté par (ÂU , Â

+
U ),

où ÂU est la complétion de l’anneau de Tate AU := A[T ] ⊂ R, avec sous-anneau de
définition A0[T ] et idéal de définition πA0[T ]. Montrons que ÂU n’est pas uniforme ;
pour cela il suffit de vérifier que AU n’est pas uniforme (proposition 12.98(i)). Or, on voit
aisément que A0[T ] est un K+-module libre, avec base (gn,p := πp−p

2

Tn−p
2

Zp |n, p ∈ N),
et en particulier (π1−pZ)p = gp2,p ∈ A0[T ], d’où π1−pZ ∈ A0[T ]

◦ pour tout p ∈ N ; mais
la partie {π1−pZ | p ∈ N} n’est pas bornée dans A[T ], car le cas échéant il existerait
a ∈ m \ {0} avec aπ1−pZ = aπ1−pg1,1 ∈ A0[T ] pour tout p ∈ N, ce qui est absurde.

Théorème 12.100. Soit A := (A,A+) un anneau affinoïde stablement uniforme. Alors,
tout recouvrement de X := SpaA formé de sous-ensembles rationnels est strictement
ÔX-acyclique.

Démonstration. Au vu des propositions 12.10(iii) et 12.98(i), on peut supposer que A soit
complet et séparé. Soit f ∈ A ; en vertu du corollaire 12.94 et de la remarque 12.96(ii),
il suffit de montrer le théorème pour le recouvrement de Laurent U de X associé à f .
Pour cela, fixons un sous-anneau de définition A0 ⊂ A, un idéal de définition I ⊂ A0,
et soient u : A → R◦ la fonction de Samuel asymptotique de I, et | · |u : A⟨X±1⟩ → R◦
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la semi-norme de Gauss induite par u (voir le problème 10.19(i)) ; soit en outre g :=∑
n∈Z anX

n ∈ A⟨X±1⟩. Remarquons :

Affirmation 12.101. (i) Si
∑
n∈ZAan = A, il existe C1, C2 ∈ R tels que :

|h|u + C1 ≤ |gh|u ≤ |h|u + C2 ∀h ∈ A⟨X±1⟩.
(ii) Sous l’hypothèse de (i), l’application γ : A⟨X±1⟩ → A⟨X±1⟩ : h 7→ gh est un

morphisme strict et injectif de A−ModTop.
(iii) Si la condition de (i) et vérifiée, et si en outre g ∈ A⟨X⟩, alors aussi la restriction

A⟨X⟩ → A⟨X⟩ de γ est stricte et injective.
Preuve : (i) : Avec C1 := |g|u on a |gh|u ≥ |h|u+C1 pour tout h ∈ A⟨X±1⟩. Ensuite, soient
p ∈ N et b−p, . . . , bp ∈ A avec

∑p
n=−p anbn = 1, et posons t :=

∑p
n=−p bnX

−n ; noter que
tg =

∑
n∈Z cnX

n, avec c0 = 1. Supposons qu’il existe C ′2 ∈ R tel que |tgh|u ≤ |h|u + C ′2
pour tout h ∈ A⟨X±1⟩ ; il vient |gh|u ≤ |tgh|u − |t|u ≤ |h|u + C ′2 − |t|u, donc on pourra
prendre C2 := C ′2−|t|u. Ainsi, quitte à remplacer g par tg, on peut supposer que a0 = 1.
Or, soient RI l’ensemble des valuations v : A → R◦ telles que inf(v(a) | a ∈ I) = 1, et
R′I l’ensemble des valuations triviales v : A → {0,+∞} telles que I ⊂ Supp(v) ; pour
tout v ∈ RI ∪R′I , notons par | · |v : A⟨X±1⟩ → R◦ la semi-norme de Gauss induite par
v. La solution du problème 10.19(ii) montre que chaque telle | · |v est une valuation de
A⟨X±1⟩, et en outre |h|u = inf(|h|v | v ∈ RI ∪R′I) pour tout h ∈ A⟨X±1⟩. Evidemment
|g|v ≤ 0, d’où |gh|v = |g|v + |h|v ≤ |h|v pour tout v ∈ RI ∪R′I et tout h ∈ A⟨X±1⟩ ; par
suite, |gh|u ≤ |h|u pour tout tel h, comme souhaité.

(ii) : Posons Ur := {h ∈ A⟨X±1⟩ | |h|u ≥ r} pour tout r ∈ R ; puisque A est uniforme,
la famille (Ur | r ∈ R) est un système fondamental de sous-groupes ouverts de A⟨X±1⟩,
et d’autre part (i) entraîne que

Ur−C1 ⊂ γ−1(Ur) ⊂ Ur−C2 ∀r ∈ R.
d’où l’assertion. Pour (iii), remarquons que (Ur ∩ A⟨X⟩ | r ∈ R) est un système fonda-
mental de sous-groupes ouverts de A⟨X⟩ ; on conclut alors comme pour (ii). ♢

Revenons maintenant au diagramme D de la preuve du lemme 12.84 : celle-ci montre
que, afin de démontrer la ÔX -acyclicité stricte de U , il suffit de vérifier que l’observation
12.86 est encore valable dans notre situation, i.e. que la multiplication scalaire par f−X
sur A⟨X⟩ et sur A⟨X±1⟩, et la multiplication scalaire par 1 − fX sur A⟨X⟩ sont des
morphismes injectifs et stricts de A − ModTop. Cela découle aussitôt de l’observation
12.101(ii,iii). □

12.5. Applications au spectre valuatif et au spectre adique. On va maintenant
appliquer le théorème de Gruson-Raynaud afin de prouver le théorème 12.103, qui est dû
à R.Huber, et qui représente un homologue pour les spectres valuatifs du théorème de
Chevalley 6.115. Rappelons que l’on a déjà rencontré un autre homologue de ce théorème,
lors de notre discussion du spectre réel des anneaux : à savoir, le théorème 8.76, équivalent
au principe de Tarski-Seidenberg, i.e. l’élimination des quantificateurs pour la théorie des
corps formellement réels clos (voir la remarque 8.86). De même, la théorie Tval des corps
algébriquement clos munis d’une valuation non triviale admet un procédé d’élimination
des quantificateurs, en fait utilisé par Huber pour sa preuve du théorème 12.103, qui est
donc de nature essentiellement combinatoire ; par contre, notre démonstration ne s’appuie
que sur les techniques développées dans notre cours, et donc fournit aussi un point de
vue algébro-géométrique sur l’élimination des quantificateurs pour la théorie Tval.
• Pour tout anneau S, soit T d

S la topologie discrète sur S, et posons

Spv+S := Spa((S,T d
S ), S) = {v ∈ SpvS | v(s) ≥ 0 ∀s ∈ S}.

D’après le §10.2.2, on a une application continue et compacte

σ+
S : Spv+S → SpecS
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qui associe à toute valuation v ∈ Spv+S son centre dans SpecS.

Lemme 12.102. Soit S une Z-algèbre de type fini. Alors :
(i) Spv+S est un sous-ensemble rationnel de SpvS.
(ii) dimS < +∞.
(iii) Si S est intègre et si b ∈ S \ {0}, alors dimSb = dimS.
(iv) Si S est intègre et si dimS = 0, alors S est un corps fini.

Démonstration. (i) : Disons que S = Z[x1, . . . , xr] pour une suite finie x1, . . . , xr ∈ S ;
on voit aisément que Spv+S = RS

(
x1

1 , . . . ,
xr
1

)
.

(ii) : Si S est un quotient de Z[X1, . . . , Xr] pour quelque r ∈ N, l’exercice 4.66 donne
l’estimation : d ≤ 2r+1 − 1 par une simple récurrence sur r.

(iv) : Les hypothèses entraînent que S soit un corps, donc SpecS contient un seul
point, et il en est de même pour l’image T de l’application ϕ : SpecS → SpecZ induite
par l’homomorphisme structurel f : Z→ S. Mais S est une Z-algèbre de type fini, donc
T est une partie constructible de Z (théorème 6.115), et ainsi T = V (p) pour un entier
premier p. Il s’ensuit aisément que S est une Z/pZ-algèbre de type fini, et l’assertion suit
de la proposition 6.78(i).

(iii) : Le noyau p de f : Z → S est un idéal premier de Z ; si p = pZ pour un entier
premier p, alors S est une Z/pZ-algèbre de type fini, et l’assertion suit du problème 6.82(i).
Supposons alors que p = 0, soient m ∈ MaxS et q := f−1m ; d’après (iv), le corps k(m)
est fini, et k(q) ⊂ k(m), donc q est un idéal maximal de Z. La localisation Sq est une Zq-
algèbre sans torsion et de type fini, et la restriction SpecSq → SpecZq de ϕ est surjective
par construction ; ainsi Sq est une Zq-algèbre fidèlement plate (problèmes 7.48(vi) et
3.83(i.c)). Soit dS le degré de transcendance de FracS sur Q ; d’après le problème 7.42(ii),
il vient dimSq = dS + 1. Par suite, dimS = sup(dimSq | q ∈ ϕ(MaxS)) = dS + 1. Or,
Sb ≃ S[X]/(bX−1) est une Z-algèbre intègre de type fini, et évidemment dSb = dS , d’où
l’assertion. □

Théorème 12.103. Soient f : A→ B un homomorphisme d’anneaux de présentation fi-
nie, et Z ⊂ Spv(B) une partie constructible. Alors (Spv f)(Z) est une partie constructible
de Spv(A).

Démonstration. D’après la remarque 8.103(i), on peut supposer que

Z =
(
QB
(
a1
b1

)
∩ · · · ∩QB

(
am
bm

))
\
(
QB
(am+1

bm+1

)
∪ · · · ∪QB

(
an
bn

))
pour certains m,n ∈ N et a1, b1, . . . , an, bn ∈ B.

Affirmation 12.104. Le théorème est vrai si f est surjectif.
Preuve : Dans ce cas Ker f ⊂ A est un idéal de type fini (exercice 3.17(iii)), disons
engendré par x1, . . . , xr ∈ A. Soient a′1, b′1, . . . , a′n, b′n ∈ A avec f(a′i) = ai, f(b′i) = bi
pour i = 1, . . . , n. Alors Spv(f)(Z) = Z ′ ∩Q, où Z ′ :=

⋂r
i=1{v ∈ Spv(A) | v(xi) = +∞}

et Q := QA
(a′1
b′1

)
∩ · · · ∩QA

(a′m
b′m

)
\
(
QA
(a′m+1

b′m+1

)
∪ · · · ∪QA

(a′n
b′n

))
sont constructibles dans

Spv(A). ♢

Affirmation 12.105. On peut supposer que A,B soient des Z-algèbres de type fini.
Preuve : EcrivonsA comme la limite directe du système filtrant (Aλ |λ ∈ Λ) de ses Z-sous-
algèbres de type fini ; alors il existe λ ∈ Λ, une Aλ-algèbre de type fini fλ : Aλ → Bλ,
et un isomorphisme de A-algèbres A ⊗Aλ Bλ

∼→ B (problème 3.69(i)). Evidemment il
existe µ ∈ Λ avec µ ≥ λ, tel que a1, b1, . . . , an, bn appartiennent à l’image dans B
de Bµ := Aµ ⊗Aλ Bλ, et quitte à remplacer λ,Bλ par µ,Bµ, on peut alors supposer
qu’il existe a′1, b′1, . . . , a′n, b′n ∈ Bλ avec ai = 1 ⊗ a′i et bi = 1 ⊗ b′i pour i = 1, . . . , n.
Posons Zλ :=

(
QBλ

(a′1
b′1

)
∩ · · · ∩ QBλ

(a′m
b′m

))
\
(
QBλ

(a′m+1

b′m+1

)
∪ · · · ∪ QBλ

(a′n
b′n

))
. On déduit
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un diagramme commutatif d’espaces topologiques :

SpvB
πB //

Spv f
��

SpvBλ

Spv fλ
��

SpvA
πA // SpvAλ

avec πA := Spv(jλ) et πB := Spv(jλ ⊗Aλ Bλ), où jλ : Aλ → A est l’inclusion. Evidem-
ment Z = π−1B (Zλ), et avec l’exercice 8.104(iii) on voit aisément que π−1A (Spv(fλ)(Zλ)) =
Spv(f)(Z). Comme πA est compact (remarque 8.103(ii)), la remarque 4.59(ii) nous ra-
mène ainsi à démontrer le théorème pour fλ. ♢

Soient donc A et B des Z-algèbres de type fini, B[X•] := B[X1, . . . , Xn], et

C := B[X•]/(a1 − b1X1, . . . , am − bmXm, bm+1 − am+1Xm+1, . . . , bn − anXn)

et notons par g : B → C l’homomorphisme d’anneaux naturel.

Affirmation 12.106. On a Z = (Spv g)(Z ′), avec :

Z ′ := RC
(am+1

am+1
, · · · , anan ,

X1

1 , · · · ,
Xm
1

)
\
(
RC
(

1
Xm+1

)
∪ · · · ∪RC

(
1
Xn

))
.

Preuve : Soit w ∈ Z ′ ; alors w(am+1), . . . , w(an) < +∞, w(Xi) ≥ 0 pour i = 1, . . . ,m et
w(Xj) > 0 pour j = m+1, . . . , n. Donc, w(aj) < w(ajXj) = w(bj) pour j = m+1, . . . , n
et w(ai) = w(biXi) ≥ w(bi) pour i = 1, . . . ,m, i.e. Spv(g)(w) ∈ Z. Réciproquement,
soit v ∈ Z, notons π : B → k(v) la projection, et v la valuation résiduelle de v (voir
la définition 8.10). Avec Σ := {1 ≤ j ≤ m | v(bj) = +∞}, on a un isomorphisme de
k(v)-algèbres

h : k(v)⊗B C
∼→ k(v)[Yj | j ∈ Σ]

tel que :

h(Xj) :=


π(aj)

−1 · π(bj) pour j = m+ 1, . . . , n

Yj pour tout j ∈ Σ

π(bj)
−1 · π(aj) pour tout j ∈ {1, . . . ,m} \ Σ.

Soit (k(v)+,m) l’anneau de valuation de v ; posons E := k(v)+[Yj | j ∈ Σ] et p := mE.
Soit aussi (V,mV ) un anneau de valuation de Frac(E) tel que Ep ⊂ V et mV ∩Ep = pEp

(théorème 8.21) ; ainsi mV ∩ E = E ∩ pEp = p, donc

k(v)+ ⊂ V ∩ k(v) et mV ∩ k(v)+ = mV ∩ E ∩ k(v)+ = p ∩ k(v)+ = m.

On déduit aisément que k(v)+ = V ∩ k(v), et que V correspond à une valuation w de
Frac(E), dont la restriction à k(v) est équivalente à v (exercice 8.19). Par suite, w ◦ h
induit une valuation w de C avec Spv(g)(w) = v, et w(Xj) = v(aj)−v(bj) ≥ 0 pour tout
j ∈ {1, . . . ,m} \ Σ ; de même w(Xj) ≥ 0 pour tout j ∈ Σ, et w(Xj) = v(bj)− v(aj) > 0
pour j = m+ 1, . . . , n. Cela achève de montrer que w ∈ Z ′. ♢

Soient n,m ∈ N, et b• := (b0, . . . , bn), b
′
• := (b′1, . . . , b

′
m) deux suites d’éléments de B ;

posons
ZB(b•; b

′
•) := RB

(
b0
b0
, b11 , · · · ,

bn
1

)
\
(
RB
(

1
b′1

)
∪ · · · ∪RB

(
1
b′m

))
.

D’après l’observation 12.106, il suffit de montrer le théorème avec Z := ZB(b•; b
′
•), pour

toutes telles b•, b′•. Par le lemme 12.102(ii) on a d := dim B < +∞, et on raisonnera par
récurrence sur d. D’après l’exercice 6.109(iii), SpecB a un nombre fini d’idéaux premiers
minimaux ; soit alors MinB = {p1, . . . , pk}, et pour i = 1, . . . , k posons Si := σ−1B (V (pi))
(notation de la remarque 8.103(iii)). Comme SpecB = V (p1) ∪ · · · ∪ V (pk), il suffit de
montrer que (Spv f)(Z(b•; b

′
•)∩Si) est constructible dans Spv(A) pour i = 1, . . . , k. Mais

si πi : B → Bi := B/pi dénote la projection canonique, l’application Spv(πi) : Spv(Bi)→
Spv(B) identifie Spv(Bi) avec Si (exercice 8.104(ii)), et Spv(πi ◦ f) avec la restriction
Si → Spv(A) de Spv(f), et sous ces identifications, la partie ZB(b•; b′•)∩Si correspond à
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ZBi(πi(b•);πi(b
′
•)). Quitte à remplacer B par Bi pour chaque i = 1, . . . , k, on peut ainsi

supposer que B soit un anneau intègre ; ensuite, f se factorise à travers la surjection
p : A → f(A) et l’inclusion i : f(A) → B, d’où Spv(f) = Spv(p) ◦ Spv(i), et au vu de
l’observation 12.104, il suffit de montrer le théorème pour l’homomorphisme i, donc on
peut supposer que f soit injectif.

D’après le lemme 12.102(iv), si d = 0, l’homomorphisme f : A→ B est une extension
de corps finis ; mais alors, toute valuation B× → Γ est triviale, car le groupe ordonné
Γ n’a aucun élément de torsion non nul, et de même pour les valuations de A. Ainsi,
le théorème est clair dans ce cas. Ensuite, soit d > 0, et supposons que le théorème
soit déjà connu pour toute Z-algèbre C de type fini de dimension < d, et toute partie
ZC(c•; c

′
•) ⊂ SpvC. Choisissons des parties finies Λ ⊂ A \ {0},Σ ⊂ B \ {0} telles que

A = Z[Λ], B = A[Σ] et Λ∩Σ = ∅, et pour tous Λ′ ⊂ Λ et Σ′ ⊂ Σ considérons les parties
ouvertes constructibles :

SA(Λ
′) := RA

(
x
1 |x ∈ Λ′

)
∩RA

(
1
x |x ∈ Λ \ Λ′

)
⊂ SpvA

SB(Λ
′,Σ′) := RB

(
x
1 |x ∈ Λ′ ∪ Σ′

)
∩RB

(
1
x |x ∈ (Λ ∪ Σ) \ (Λ′ ∪ Σ′)

)
⊂ SpvB.

Evidemment SpvA =
⋃

Λ′⊂Λ SA(Λ
′) et de même pour SpvB ; compte tenu du lemme

6.111, il suffit de montrer que Spv(f)(ZB(b•; b
′
•)∩SB(Λ′,Σ′)) est une partie constructible

de SA(Λ′), pour tous tels Λ′ et Σ′. Or, pour Λ′,Σ′ fixés, soient :
— A1 := Z[Λ′ ∪ {x−1 |x ∈ Λ \ Λ′}] ⊂ Frac(A)
— B1 := A1[Σ

′ ∪ {x−1 |x ∈ Σ \ Σ′} ∪ b• ∪ b′•] ⊂ Frac(B)
— A2 := A ·A1 ⊂ Frac(A) et B2 := B ·B1 ⊂ Frac(B).

Les inclusions A → A2 ← A1 et B → B2 ← B1 sont des localisations, donc dimB1 =
dimB2 = d (lemme 12.102(iv)), et f se prolonge en un homomorphisme injectif d’anneaux
f2 : A2 → B2, qui à son tour se restreint en un homomorphisme f1 : A1 → B1. On a
ainsi un diagramme commutatif d’espaces topologiques :

SpvB1

Spv f1
��

SpvB2

jB1oo jB //

Spv f2
��

SpvB

Spv f
��

SpvA1 SpvA2

jA1oo jA // SpvA

dont les flèches horizontales sont des injections continues et ouvertes (exercice 8.104(i)).
Soient a :=

∏
x∈Λ\Λ′ x

−1 ∈ A1 et c0 := ab0
∏
x∈Σ\Σ′ x

−1 ∈ B1 ; les parties SA(Λ′) et
SB(Λ

′,Σ′) sont dans l’image de jA et respectivement jB , et on a :

jA1
(j−1A (SA(Λ

′))) = RA1

(
a
a

)
∩ Spv+A1

jB1
(j−1B (ZB(b•; b

′
•) ∩ SB(Λ′,Σ′))) = ZB1

(c0; b
′
•) ∩ Spv+B1.

En invoquant encore le lemme 6.111, on peut alors remplacer A,B par A1, B1, et supposer
que Z soit de la forme

Z+
B (b0; b•) := ZB(b0; b•) ∩ Spv+B pour b0 ∈ B, b• := (b1, . . . , bn) ∈ Bn.

Or, par le théorème 10.72 et la remarque 10.75, il existe t1, . . . , tr ∈ A \ {0} tels que f
induit des homomorphismes d’anneaux injectifs, plats et de présentation finie

fi : Ai → Bi avec Ai := A
[
t1
ti
, · · · , trti

]
et Bi := B

[
t1
ti
, · · · , trti

]
⊂ B[t−1i ]

pour i = 1, . . . , r. Considérons les parties constructibles :

S0 := QB
(
t1
0 , · · · ,

tr
0

)
et Si := RB

(
t1
ti
, · · · , trti

)
i = 1, . . . , r.

Comme SpvB = S0 ∪ · · · ∪ Sr, il suffit de montrer que (Spv f)(Si ∩ Z+
B (b0; b•)) est

constructible dans SpvA pour tout i = 0, . . . , r, tout b0 ∈ B et tout b• ∈ Bn. Soit
J ⊂ B l’idéal engendré par t1, . . . , tr ; rappelons que S0 est naturellement identifiée
avec l’image de l’application SpvB/J → SpvB induite par la projection πJ : B →
B/J (exercice 8.104(ii)) ; sous ces identifications, S0 ∩ Z+

B (b0; b•) correspond à la partie



§ 12.5: Applications au spectre valuatif et au spectre adique 819

Z+
B/J(πJ(b0);πJ(b•)) de SpvB/J , et la restriction S0 → SpvA de Spv(f) correspond à

Spv(πJ ◦ f) : SpvB/J → SpvA. Mais dimB/J < dimB, donc l’assertion est vraie pour
i = 0, par hypothèse de récurrence. Pour i = 1, . . . , r, considérons le diagramme induit
d’espaces topologiques :

SpvB[t−1i ]
ϕ′i //

Spv f ′i ��

SpvBi
ϕi //

Spv fi
��

SpvB

Spv f
��

SpvA[t−1i ]
ψ′i // SpvAi

ψi // SpvA

avec f ′i := A[t−1i ] ⊗A f : A[t−1i ] → B[t−1i ] ; rappelons que ϕ′i, ψ′i, ϕi ◦ ϕ′i et ψi ◦ ψ′i sont
des applications continues, injectives et ouvertes (exercice 8.104(i)), et on a :

Z+
i := Z+

Bi
(tib0; b•) ⊂ ϕ′i(SpvB[t−1i ]) et Si ∩ Z+

B (b0; b•) = ϕi(Z
+
i ).

Si (Spv fi)(Z+
i ) est constructible dans SpvAi, alors (Spv f ′i)(ϕ

′−1
i Z+

i ) est constructible
dans SpvA[t−1i ], par le lemme 6.111, et par suite (Spv f)(Si∩Z+

B (b0; b•)) est constructible
dans SpvA, toujours d’après le lemme 6.111. En outre, on a d = dim B[t−1i ] = dim Bi,
par le lemme 12.102(iii). Ainsi, quitte à remplacer f et Z+

B (b0; b•) par fi et Z+
i , on peut

supposer que f soit un homomorphisme plat.
Soit alors f : A → B un homomorphisme plat, injectif de Z-algèbres intègres de

type fini, et Z+
B (b0; b•) ⊂ Spv+B ; évidemment on peut supposer que b0 ̸= 0. D’après le

théorème 6.102, il existe a ∈ A \ {0} tel que (B/b0B)[a−1] soit une A[a−1]-algèbre plate.
Or, SpvB/(a) et SpvB[a−1] s’identifient naturellement aux parties T := (SpvB)\RB(aa )
et RB(aa ) de SpvB, et Z+

B (b0; b•)∩T correspond à Z+
B/(a)(b0; b•) sous ces identifications,

où b• ∈ (B/(a))n dénote la classe de b•, et de même pour b0. Comme dimB/(a) < d,
la partie (Spv f)(Z+

B (b0; b•) ∩ T ) est alors constructible dans SpvA, par hypothèse de
récurrence, et il reste à vérifier qu’il en est de même pour (Spv f)(Z+

B (b0; b•) ∩ RB(
a
a )).

Pour cela, remarquons que V (b•) := V (b1)∩· · ·∩V (bn) est une partie fermée constructible
de SpecB, donc W := (Spec f)(V (b•)) est constructible dans SpecA (théorème 6.115) ;
par suite, (σ+

A)
−1(W ) est constructible dans Spv+A (remarque 4.59(ii)), donc aussi dans

SpvA (lemmata 12.102(i) et 6.111) et on montrera plus précisément :

Affirmation 12.107. (Spv f)(Z+
B (b0; b•) ∩RB(

a
a )) = (σ+

A)
−1(W ) ∩RA(aa ).

Preuve : Par inspection des définitions, on voit que (Spv f)(Z+
B (b0; b•)) ⊂ (σ+

A)
−1(W ),

donc il suffit de vérifier que (σ+
A)
−1(W ) ∩ RA(aa ) ⊂ (Spv f)(Z+

B (b0; b•)). Ainsi, soit v ∈
(σ+
A)
−1(W ) avec v(a) ̸= +∞, et soit π : A→ k(v) la projection (notation de la définition

8.10) ; comme v ∈ Spv+A, on a π(A) ⊂ k(v)+, et on pose B′ := k(v)+⊗AB. Notons aussi
par m et η respectivement le point fermé et le point générique de Spec k(v)+. L’image
de m (resp. de η) dans SpecA est le centre qv (resp. le support pv) de v, donc a /∈ pv, et
il existe q ∈ V (b•) avec A ∩ q = qv. Comme b0 ̸= 0, et que B est intègre, on a une suite
exacte courte de Apv -modules :

E : 0→ Bpv → Bpv → (B/b0B)pv → 0

et la suite k(pv)⊗AE = k(v)⊗AE est encore exacte, car (B/b0B)pv est un Apv -module
plat (exemple 8.128(i)) ; i.e., 1 ⊗ b0 est un élément régulier de k(v) ⊗A B, donc il est
régulier aussi dans son sous-anneau B′. D’après l’exercice 3.72, il existe q′ ∈ SpecB′

dont les images dans Spec k(v)+ et SpecB sont respectivement m et q ; soit p′ un idéal
premier minimal de B′ avec p′ ⊂ q′. L’homomorphisme naturel k(v)+ → B′ est plat, car
f est plat (remarque 3.74(vi)) ; avec le théorème 3.84(ii) on déduit aisément que l’image
de p′ dans Spec k(v)+ est η. En outre, d’après la remarque 7.21(iii) on a :

(∗) 1⊗ b0 /∈ p′.
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Choisissons un anneau de valuation (V ′,mV ′) du corps résiduel k(p′) dominant le sous-
anneau local (B′/p′)q′ (théorème 8.21) ; soient v′ ∈ Spv k(p′) la valuation correspondante,
et v′′ ∈ SpvB la composition de v′ avec l’homomorphisme naturel B → B′ → k(p′). Avec
(∗) il vient v′′(b0) ̸= +∞. En outre, la composition g : k(v)+ → B′ → k(p′) est injective,
et par construction, g(k(v)+) ⊂ V ′ et g(m) = g(k(v)+) ∩ mV ′ ; ainsi (Spv f)(v′′) = v
(exercice 8.19). Il est également clair que v′′ ∈ Spv+B, et comme q ∈ V (b•), on a
v′′(b1), . . . , v

′′(bn) > 0, CQFD. □

Exercice 12.108. Soit f : A→ B un homomorphisme d’anneaux plat et de présentation
finie. Montrer que Spv f : SpvB → SpvA est une application ouverte.

12.5.1. Spectre valuatif des K-algèbres de type fini. Soient K un corps, f : K → A une
K-algèbre de type fini, et v ∈ SpvK. Munissons

Spv(v,A) := (Spv f)−1(v)

de la topologie induite par l’inclusion dans SpvA ; ainsi, Spv(v,A) est une partie pro-
constructible de SpvA, donc est un espace spectral (exemple 4.58).

Problème 12.109. Montrer que si v est non triviale, Spv(v,A)∩σ−1A (MaxA) est dense
dans la topologie constructible de Spv(v,A) (voir la remarque 8.103(iii)).

Soit maintenantK algébriquement clos, de sorte que σA induit une bijection Spv(v,A)∩
σ−1A (MaxA)

∼→ MaxA (proposition 6.78(ii)), et on identifie ainsi MaxA avec une partie
de Spv(v,A), qui sera dense dans la topologie constructible si v est non triviale, d’après
le problème 12.109. On va s’intéresser de plus près au cas A = K[T ] la K-algèbre des po-
lynômes à une indéterminée, où l’on a de plus l’identification naturelle K ∼→ MaxK[T ] :
a 7→ (T − a) · K[T ], et donc K est aussi naturellement une partie de Spv(v,K[T ]) ;
explicitement, on associe à tout a ∈ K la valuation

wa : K[T ]→ Γv◦ P 7→ v(P (a)) ∀P ∈ K[T ].

pour tous a, b ∈ K on pose

X(a, b) := RK[T ]

(
T−a
b

)
∩ Spv(v,K[T ])

Y (a, b) := Spv(v,K[T ]) \RK[T ]

(
b

T−a
)
.

Noter que X(a, b) = ∅ ⇔ b = 0, et K ∩ X(a, b) = {x ∈ K | v(x − a) ≥ v(b)} lorsque
b ̸= 0. De même, si b ̸= 0 on a Y (a, b) = {w ∈ Spv(v,K[T ]) |w(T − a) > v(b)} et
K ∩ Y (a, b) = {x ∈ K | v(x− a) > v(b)} ; si b = 0 on a Y (a, 0) = K ∩ Y (a, 0) = {wa}.

On dit queX(a, b) est un o-disque, et Y (a, b) est un f-disque ; une partie de Spv(v,K[T ])
est un disque si elle est un o-disque ou un f-disque.

Exercice 12.110. Soient D,D′ deux disques de Spv(v,K[T ]). Montrer que si D ∩D′ ̸=
∅, on a soit D ⊂ D′, soit D′ ⊂ D.

Définition 12.111. (i) Notons par D l’ensemble des disques de Spv(v,K[T ]) ; on appelle
filtre de D toute partie F ⊂ D vérifiant les conditions suivantes : (a) ∅ /∈ F , (b) pour
tous D ∈ F , D′ ∈ D avec D ⊂ D′, on a D′ ∈ F , et (c) pour tous D,D′ ∈ F on a
D ∩ D′ ∈ F . Noter que, au vu de (a) et de l’exercice 12.110, la condition (c) équivaut
à : (d) pour tous D,D′ ∈ F on a soit D ⊂ D′, soit D′ ⊂ D.

(ii) Un disque perforé de Spv(v,K[T ]) est une partie de la forme

(∗) E = D \ (D1 ∪ · · · ∪Dn) pour n ∈ N arbitraire

où D1, . . . , Dn sont des disques, et D est soit un disque, soit Spv(v,K[T ]).
(iii) On dit que E est un o-disque perforé (resp. un f-disque perforé) s’il admet une

présentation (∗) où D1, . . . , Dn sont des f-disques (resp. des o-disques) et D est soit un
o-disque (resp. un f-disque), soit Spv(v,K[T ]).
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Remarque 12.112. (i) Noter que l’ensemble vide est un filtre de D .
(ii) En outre, tout w ∈ Spv(v,K[T ]) détermine un filtre de D , à savoir

Fw := {D ∈ D |w ∈ D}.

(iii) Avec l’exercice 12.110, on voit aisément que l’intersection de deux disques perforés
est un disque perforé.

Problème 12.113. (i) Montrer que pour tout filtre F de D il existe un unique w ∈
Spv(v,K[T ]) tel que F = Fw.

(ii) En déduire que toute partie constructible de Spv(v,K[T ]) est une réunion finie
de disques perforés.

(iii) Déterminer la valuation w ∈ Spv(v,K[T ]) telle que Fw = ∅.

Proposition 12.114. Soient w ∈ Spv(v,K[T ]), a ∈ K et b ∈ K×.
(i) Le point w admet une générisation stricte dans Spv(v,K[T ]) si et seulement si

l’une des deux conditions suivantes est vérifiée :
(a) Il existe un f-disque B tel que Fw = {D ∈ D |B ⊂ D}.
(b) Il existe un o-disque B ̸= ∅ tel que Fw = {D ∈ D |B ⊊ D}.

(ii) L’unique générisation stricte de wa dans Spv(v,K[T ]) est le point u tel que Fu =
{D ∈ D | {wa} ⊊ D}. En outre, on a u ⪰p wa.
(iii) Si (i.a) est vérifiée avec B = Y (a, b), l’unique générisation stricte de w dans

Spv(v,K[T ]) est le point u tel que Fu = {D ∈ D |X(a, b) ⊂ D} ; en outre, u ⪰s w.
(iv) Si (i.b) est vérifiée, l’unique générisation stricte de w dans Spv(v,K[T ]) est le

point u tel que Fu = {D ∈ D |B ⊂ D} ; en outre, u ⪰s w.

Démonstration. (ii) : Soit u une générisation stricte de wa ; puisque wa ∈ X(a, c), on
a u ∈ X(a, c) pour tout c ∈ K× ; par suite, {X(a, c), Y (a, c) | c ∈ K×} ⊂ Fu, et cela
entraîne aisément que Fu = {D ∈ D | {wa} ⊊ D}. La solution du problème 12.113(i)
montre que u est alors la valuation |·|v(a,(0,1)) à valeurs dans Γv⊕Z, muni de l’ordre total ≤
tel que l’inclusion Γv → Γv ⊕Z soit un morphisme de groupes ordonnés, et (0, 1) > (γ, 0)
pour tout γ ∈ Γv. On a cΓu = Γv ⊕ {0}, et ucΓu = wa.
• Ensuite, supposons que K ∩

⋂
D∈Fw

D = ∅ ; la solution du problème 12.113(i)
montre qu’alors Γw = Γv et Supp(w) = {0}. On déduit aussitôt que w n’a aucune généri-
sation primaire stricte, ni aucune générisation secondaire stricte. D’après la proposition
8.109, la valuation w n’a alors aucune générisation stricte dans Spv(K[T ]).
• S’il existe un o-disque B ̸= ∅ tel que Fw = {D ∈ D |B ⊂ D}, la solution du

problème 12.113(i) montre que w = | · |v(a′,ρ) pour certains a′ ∈ K et ρ ∈ Γv, d’où Γw = Γv
et Supp(w) = {0}, donc w n’a aucune générisation stricte dans Spv(K[T ]).
• Ainsi, on peut supposer qu’il existe a′ ∈ K ∩D∈Fw D, et que l’on ait w ̸= wa′ et

w ̸= | · |v(a′,ρ) pour tout ρ ∈ Γv. Dans ce cas, la solution du problème 12.113(i) montre que
w = | · |v(a′,(0,1)), avec Γw = Γv ⊕ Z, et l’inclusion canonique Γv → Γw est un morphisme
de groupes ordonnés ; posons Σ := {γ ∈ Γv | (γ, 0) ≤ (0, 1)}. Comme Supp(w) = {0},
toute générisation u de w dans Spv(K[T ]) est secondaire (problème 8.108(i)) ; et si u ∈
Spv(v,K[T ]) on a nécessairement u = w∆ pour un sous-groupe convexe ∆ ⊂ Γw tel que
∆∩(Γv⊕{0}) = {(0, 0)}. Un tel sous-groupe ∆ existe si et seulement s’il existe (γ, k) ∈ Γw
tel que 0 < (γ, k) < (γ′, 0) pour tout γ′ ∈ Γ+

v \ {0} ; cela se vérifie si et seulement si l’une
de deux conditions suivantes est satisfaite : (a) la partie Σ admet un élément maximal
ρ, ou (b) la partie Γv \ Σ admet un élément minimal ρ′. La condition (a) équivaut à la
condition (i.a) pour le f-disque B = Y (a′, b′) avec v(b′) = ρ ; et la condition (b) équivaut
à (i.b) pour le o-disque B = X(a′, b′), avec v(b′) = ρ′. Cela achève la preuve de (i). En
outre, on voit aisément que si (a) (resp. (b)) est vérifiee, l’unique générisation stricte de
w est la valuation de Gauss | · |v(a′,ρ) (resp. | · |v(a′,ρ′)), d’où (iii) et (iv). □
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Corollaire 12.115. (i) Un point u ∈ Spv(v,K[T ]) admet une spécialisation stricte dans
Spv(v,K[T ]) si et seulement si l’une des deux conditions suivantes est vérifiée :

(a) Il existe a ∈ K tel que Fu = {D ∈ D | {wa} ⊊ D}.
(b) Il existe un o-disque B ̸= ∅ tel que Fu = {D ∈ D |B ⊂ D}.

(ii) Si (i.a) est vérifiée, l’unique spécialisation de u dans Spv(v,K[T ]) est le point wa ;
en outre u ⪰p wa.
(iii) Si (i.b) est vérifiée avec B = X(a, b) pour certains a ∈ K et b ∈ K×, les spéciali-

sations de u sont les points w vérifiant l’une des conditions suivantes :
(a) Il existe a′ ∈ K ∩B avec Fw = {D ∈ D |Y (a′, b) ⊂ D}.
(b) Fw = {D ∈ D |B ⊊ D}.

Dans les deux cas, on a u ⪰s w.

Démonstration. Il s’agit d’une reformulation de la proposition 12.114. □

Exercice 12.116. Soit D ̸= ∅ un o-disque (resp. un f-disque).
(i) Montrer qu’il existe un unique u ∈ D et un unique w ∈ Spv(v,K[T ]) \D tels que

u soit une générisation (resp. une spécialisation) de w.
(ii) En déduire qu’un disque est une partie ouverte (resp. fermée) de Spv(v,K[T ]) si

et seulement s’il est un o-disque (resp. un f-disque).
(iii) Montrer qu’un disque perforé est une partie ouverte (resp. une partie fermée) de

Spv(v,K[T ]) si et seulement s’il est un o-disque (resp. un f-disque) perforé.

Exercice 12.117. Soient L ⊂ Spv(v,K[T ]) une partie constructible, E l’ensemble des
disques perforés de Spv(v,K[T ]), et E ′ ⊂ E une partie finie.

(i) Soient E,E′ ∈ E , et notons par E l’adhérence de E dans Spv(v,K[T ]). Montrer
que si E ∩ E′ ̸= ∅, alors E ∪ E′ ∈ E .

(ii) Soit E ′ une décomposition de L, i.e. avec L =
⋃
E∈E ′ E, et soit n la cardinalité

de E ′ ; on dit que E ′ est minimale s’il n’existe aucune décomposition de L de cardinalité
< n. Montrer qu’il existe une unique décomposition minimale de L.
(iii) Montrer que L est une partie ouverte (resp. fermée) de Spv(v,K[T ])⇔ tout élément

de la décomposition minimale de L est un o-disque (resp. f-disque) perforé.

Remarque 12.118. L’article [42] contient une étude détaillée de la connexité des parties
pro-constructibles des spectres valuatifs. En particulier, il exhibe une bijection naturelle
entre les composantes connexes de SpecA et de SpvA, pour tout anneau A. Avec ces
résultats (dont la preuve a recours à des outils de géométrie algébrique assez sophistiqués),
on peut démontrer qu’une partie constructible de Spv(v,K[T ]) est connexe si et seulement
si elle est un disque perforé ; par suite, toute partie constructible de Spv(v,K[T ]) n’a
qu’un nombre fini de composantes connexes.

12.5.2. Une application au spectre adique. Ce paragraphe démontre un critère pour qu’un
morphisme f : A→ B d’anneaux affinoïdes induise une application ouverte des lieux ana-
lytiques (SpaB)an → (SpaA)an. Ce critère fait intervenir une condition de platitude et
présentation finie pour la restriction (SpecB)an → (SpecA)an de Spec f , et est donc ana-
logue au critère de l’exercice 12.108 ; comme pour ce dernier, la preuve est une application
du théorème 10.72 de Gruson et Raynaud.

Lemme 12.119. Soient (A,A+) un anneau affinoïde, et A1 ⊂ A+ un sous-anneau
ouvert. Alors il existe une unique topologie T ′ de A telle que :

(a) A′ := (A,T ′) est un anneau de Huber avec sous-anneau de définition A1

(b) IdA : A→ A′ est un homomorphisme adique d’anneaux de Huber.
En outre, A′◦◦ = A◦◦, et IdA : (A,A+) → (A′, A+) est un morphisme d’anneaux affi-
noïdes induisant des homéomorphismes :

Spa(A′, A+)
∼→ Spa(A,A+) Spa(A′, A+)an

∼→ Spa(A,A+)an.
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Démonstration. D’après le corollaire 9.72(ii), A1 contient un sous-anneau de définition
A0 de A ; soit I0 ⊂ A0 un idéal de définition. Il existe une unique topologie T ′ de A telle
que A1 soit une partie ouverte de A′ := (A,T ′), et qui induit la topologie I0A1-adique
sur A1. Avec l’exercice 9.10(iii) on voit aisément que A′ est un anneau topologique, et par
suite il est évidemment un anneau de Huber avec sous-anneau de définition A1 et idéal
de définition I0A1. Cela achève de vérifier les conditions (a) et (b) pour T ′. L’unicité de
T ′ vérifiant ces conditions se déduit aisément du lemme 9.77(ii).

Ensuite, la continuité de IdA : A → A′ entraîne que A◦◦ ⊂ A′◦◦ ; réciproquement,
si a ∈ A′◦◦, il existe n ∈ N avec an ∈ I0A1 ⊂ A◦◦, d’où a ∈ A◦◦. Comme A1 ⊂ A+,
le sous-anneau A+ est une partie ouverte de A′, donc (A′, A+) est un anneau affinoïde,
et IdA est alors un morphisme d’anneaux affinoïdes (A,A+) → (A′, A+) ; en outre les
topologies de Spa(A,A+) et Spa(A′, A+) sont induites par les respectives inclusions dans
SpvA. Ainsi, ϕ := Spa(IdA) est une inclusion Spa(A′, A+) → Spa(A,A+) de parties de
SpvA, et on doit montrer que ϕ est surjective. Mais comme A◦◦ = A′◦◦, on a Spv∗A =
Spv∗A′ , et l’assertion suit du théorème 10.12(i). En dernier lieu, rappelons que v ∈
Spa(A,A+)na si et seulement si A◦◦ ⊂ Supp(v), et de même on caractèrise les valuations
non analytiques de Spa(A′, A+) ; comme A◦◦ = A′◦◦, il s’ensuit que ϕ se restreint en une
bijection Spa(A′, A+)an

∼→ Spa(A,A+)an. □

Théorème 12.120. Soient A := (A,A+) et B := (B,B+) deux anneaux affinoïdes, et
f : A→ B un morphisme adique d’anneaux affinoïdes. On suppose que :

(a) Il existe une partie finie Λ ⊂ B+ telle que B+ soit la fermeture intégrale de A+[Λ]
dans B.

(b) La restriction (SpecB)an → (SpecA)an de Spec f fournie par la proposition 9.80(iv)
est un morphisme de schémas plat et de présentation finie.

(Voir la définition 5.79(ii,v).) Alors la restriction de Spa f

ϕ : (SpaB)an → (SpaA)an

est une application ouverte, et pour toute partie constructible T dans (SpaB)an, la partie
ϕ(T ) est constructible dans (SpaA)an.

Démonstration. D’après la remarque 10.29(iv), l’inclusion i : A+ → A induit un homéo-
morphisme (SpaA)an

∼→ Spa(A+, A+)an et un isomorphisme (SpecA)an
∼→ (SpecA+)an

de schémas, donc on peut remplacer f par f ◦ i, et supposer que A = A+. Soient A0 ⊂ A
un sous-anneau de définition, et I0 ⊂ A0 un idéal de définition engendré par une suite
finie a1, . . . , an ∈ A0 ; on remarque :

Affirmation 12.121. On peut supposer que l’inclusion A[Λ]→ B induit un isomorphisme
de schémas (SpecB)an

∼→ (SpecA[Λ])an.
Preuve : Par hypothèse, la localisation A[a−1i ]→ B[a−1i ] de f est de type fini, pour tout
i = 1, . . . , n, donc il existe des parties finies Λ1, . . . ,Λn ⊂ B+ avec A[Λi, a−1i ] = B[a−1i ]

pour i = 1, . . . , n. Quitte à remplacer Λ par Λ∪Λ1∪· · ·∪Λn, il vient A[Λ, a−1i ] = B[a−1i ]
pour i = 1, . . . , n, d’où l’assertion. ♢

On supposera donc que l’inclusion j : A[Λ] → B vérifie la condition de l’observation
12.121 ; cela revient à dire que pour tout b ∈ B il existe n ∈ N tel que In0 b ⊂ A[Λ]. D’après
le lemme 12.119, il existe alors une unique topologie T ′B de B telle que B′ := (B,T ′B)
soit un anneau de Huber avec sous-anneau de définition A[Λ], et IdB : B → B′ soit
un homomorphisme adique ; en outre, IdB induit un homéomorphisme Spa(B′, B+)an

∼→
(SpaB)an, et comme B◦◦ = B′◦◦, on a aussi (SpecB)an = (SpecB′)an. Quitte à rem-
placer B par B′, on peut alors supposer que A[Λ] soit un sous-anneau de définition
de B. En outre, la remarque 10.29(iv) nous dit que le morphisme d’anneaux affinoïdes
j : (A[Λ], A[Λ])→ B induit un homéomorphisme (SpaB)an

∼→ Spa(A[Λ], A[Λ])an ; quitte
à remplacer B par (A[Λ], A[Λ]), on peut alors supposer que B = B+ = A[Λ], et que la
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topologie de B soit I0-adique. De même, toujours d’après le lemme 12.119 on trouve une
topologie unique T ′A de A telle que A soit un sous-anneau de définition de A′ := (A,T ′A),
et IdA : A → A′ soit un homomorphisme adique ; en outre, IdA induit un homéomor-
phisme (SpaA)an

∼→ Spa(A′, A′)an et on a (SpecA)an = (SpecA′)an. Evidemment T ′A
est la topologie I0-adique, et f : (A′, A′) → B est un morphisme adique d’anneaux
affinoïdes ; quitte à remplacer A par A′, on peut ainsi supposer que A = A0.

Soient ZA := V (I0) ⊂ SpecA, et ZB := V (I0B) ⊂ SpecB. D’après la proposition
10.31, les espaces (SpaB)an et (SpaA)an sont les limites des système cofiltrants

(EJ,na | J ∈ Σ) et (FI,na | I ∈ Σ′)

où Σ (resp. Σ′) est l’ensemble des idéaux ouverts de type fini J de B (resp. I de A) avec
V (J) = ZB (resp. V (I) = ZA), et pour tous tels J et I, les morphismes

(EJ ,OEJ )→ SpecB et (FI ,OFI )→ SpecA)

sont les éclatements de JOSpecB et IOSpecA. Soit (qJ : (SpaB)an → EJ,na | J ∈ Σ) le cône
universel ; on déduit aisément qu’il existe J0 ∈ Σ et une partie constructible T0 ⊂ EJ0,na
tels que T = q−1J0 (T0). Si de plus, T est une partie ouverte, on peut supposer que T0
soit une partie ouverte de EJ0,na. La composition de morphismes (EJ0 ,OEJ0 )→SpecB→
SpecA n’est pas forcément de présentation finie, mais on a :

Affirmation 12.122. Il existe un morphisme de schémas γ : (E′,OE′) → SpecA de
présentation finie, et un isomorphisme de A-schémas

(∗) EJ0
∼→ V (I ) avec I := ΓZ′(OE′) et Z ′ := γ−1ZA.

Preuve : Disons que Λ = {b1, . . . , bk} ⊂ B, de sorte que l’on a un homomorphisme
surjectif de A-algèbres g : A[X1, . . . , Xk] → B tel que g(Xj) = bj pour j = 1, . . . , k. La
condition (b) revient à dire que A[a−1i ]⊗A f est un homomorphisme de présentation finie
pour i = 1, . . . , n, donc Ker(A[a−1i ] ⊗A g) est un idéal de type fini (exercice 3.17(iii)),
que l’on peut écrire de la forme A[a−1i ] ⊗A Li, pour un idéal de type fini Li ⊂ Ker(g).
Soient L := L1 + · · · + Ln, et C := A[X1, . . . , Xk]/L. Ainsi, g se factorise à travers
un homomorphisme surjectif de A-algèbres g : C → B tel que A[a−1i ] ⊗A g est un
isomorphisme, pour i = 1, . . . , n. Soit aussi x1, . . . , xm un système fini de générateurs de
J0, et posons Bj := B[x1/xj , . . . , xm/xi] ⊂ B[x−1j ] pour j = 1, . . . ,m ; rappelons que
EJ0 = U1 ∪ · · · ∪ Um, où le sous-schéma ouvert Uj est un B-schéma affine isomorphe
à SpecBj , pour j = 1, . . . ,m. Choisissons c1, . . . , cm ∈ C avec g(cj) = xj pour j =
1, . . . ,m, et posons

Cj := C[Y1, . . . , Ym]/(cjY1 − c1, . . . , cjYm − cm, Yj − 1) ∀j = 1, . . . ,m.

L’homomorphisme g se prolonge en un unique homomorphisme surjectif d’anneaux

gj : Cj → Bj Yt 7→ xt/xj ∀t = 1, . . . ,m.

Noter que V (I0B) = V (J0), donc il existe N ∈ N tel que aN1 , . . . , aNn ∈ J0 ; d’autre part
J0Bj = xjBj , donc Bj [a−1i ] est une localisation de Bj [x−1j ] = B[x−1j ], pour i = 1, . . . , n.
Par suite, l’isomorphisme A[a−1i ]⊗A g : C[a−1i ]

∼→ B[a−1i ] identifie A[a−1i ]⊗A gj avec une
localisation de la surjection naturelle :

B[x−1j , Y1, . . . , Ym]/(xjY1 − x1, . . . , xjYm − xm)→ B[x−1j ]

et cette dernière est évidemment un isomorphisme, pour i = 1, . . . , n. Cela montre que
A[a−1i ] ⊗A gj est un isomorphisme, pour tous i = 1, . . . , n et j = 1, . . . ,m. En outre, il
existe N ∈ N tel que JN0 ⊂ I0B, et comme J0OUj est un idéal inversible, il s’ensuit que
AnnBj (I0Bj) = 0. Posons Zj := V (I0Cj) ; on conclut finalement que

(∗∗) Ker(gj) = ΓZj (Cj) :=
⋃
n∈NAnnCj (I

n
0 Cj) ∀j = 1, . . . ,m.
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Ensuite, pour tous i, j = 1, . . . ,m soit hij : Ci[Y
−1
j ]

∼→ Cj [Y
−1
i ] l’unique isomorphisme

de C-algèbres tel que Yl 7→ YlY
−1
i pour l = 1, . . . ,m.

On vérifie aisément que hjl[Y
−1
i ] ◦ hij [Y −1l ] = hil[Y

−1
j ] pour tous i, j, l = 1, . . . ,m.

Posons U ′j := SpecCj et U ′ij := SpecCi[Y
−1
j ] pour tous i, j = 1, . . . ,m ; on obtient ainsi

une donnée de recollement (U ′j , ωji | i, j = 1, . . . ,m) avec les isomorphismes de schémas
ωji := Spec(hij), et on dénote par (E′,OE′) le recollement du système de schémas U ′•
suivant les isomorphismes ω••. Evidemment, les homomorphismes naturels U ′j → SpecA
se recollent en un morphisme de schémas γ : (E′,OE′) → SpecA ; comme chaque Cj
est une A-algèbre de présentation finie, γ est un morphisme de présentation finie. En
outre, par inspection directe des constructions, on voit que le système de morphismes
de schémas (Spec(gj) : Uj → U ′j | j = 1, . . . ,m) se recolle en unique morphisme de A-
schémas β : (EJ0 ,OEJ0 ) → (E′,OE′). En dernier lieu, au vu de (∗∗) on vérifie aisément
que β se factorise à travers un isomorphisme (∗) comme souhaité et le monomorphisme
naturel de schémas V (I )→ (E′,OE′). ♢

Soit donc (E′,OE′) → SpecA le morphisme de schémas fourni par l’observation
12.122 ; le OE′ -module E := OE′/I est quasi-cohérent (exercice 5.94(i)), donc d’après
le théorème 10.72 il existe un idéal J ′0 ⊂ A de type fini avec V (J ′0) = ZA, tel que la
J ′0-transformée stricte EJ′0 de E soit un OF ′

J′0
-module quasi-cohérent, de présentation fi-

nie, et ψJ′0 -plat, pour F ′J′0 := E′ ×SpecA FJ′0 , et ψJ′0 : F ′J′0 → FJ′0 la projection naturelle
vers l’éclatement FJ′0 → SpecA de J ′0OSpecA. Soit Z ′ ⊂ F ′J′0 l’image réciproque de ZA, et
noter que EJ′0 = OF ′

J′0
/ΓZ′(OF ′

J′0
) ; ainsi, EJ′0 est naturellement un faisceau d’anneaux sur

F ′J′0
et pour tout y ∈ F ′J′0 il existe des parties ouvertes affines U ⊂ F ′J′0

et V ⊂ FJ′0 avec
y ∈ U et ψJ′0(U) ⊂ V , telles que OF ′

J′0
(U) soit une OFJ′0

(V )-algèbre de présentation finie,

et EJ′0(U) soit un OF ′
J′0
(U)-module de présentation finie et un OFJ′0

(V )-module plat. Il

s’ensuit aisément que EJ′0(U) est une OFJ′0
(V )-algèbre plate et de présentation finie pour

tous tels U et V . Au vu de la proposition 5.83 et de l’exercice 5.102, cela revient à dire
que l’unique morphisme de A-schémas ψJ0,J′0 : EJ0J′0 → FJ′0 est plat et de présentation
finie.

Cela entraîne, grâce à l’exercice 5.102 et la remarque 10.70(iii), que pour tout I ∈ Σ′

on a un diagramme cartésien de schémas :

EJ′′0 J′0I
ψJ′′0 ,J

′
0I //

��

FJ′0I

��
EJ′′0

ψJ0,J′0 // FJ′0

avec J ′′0 := J ′0J0.

Soit aussi qJ0,J′0 : EJ′′0 → EJ0 l’unique morphisme de B-schémas, et posons T ′0 :=

q−1J0,J′0
(T0) et S′0 := ψJ0,J′0(T

′
0) ; soit en outre T ′I ⊂ EJ′′0 J′0I l’image réciproque de T ′0.

On déduit aisément que S′I := ψJ′′0 ,J′0I(T
′
1) est l’image réciproque de S′0. Noter que S′I

est une partie constructible de FJ′0I , par le théorème de Chevalley, et même ouverte dans
FJ′0I,na, si T0 est ouverte dans EJ0,na (corollaire 6.116(ii)).

Soit X la limite du système cofiltrant d’espaces topologiques (EJ′′0 J′0I | I ∈ Σ′).

Affirmation 12.123. L’application naturelle π : (SpaB)an → X est surjective.
Preuve : Il suffit de vérifier la surjectivité de πc : (SpaB)can → Xc, et cette dernière est
la limite du système d’applications (qcJ′′0 J′0I

: (SpaB)can → EcJ′′0 J′0I
| I ∈ Σ′) (problème

4.78(ii)) ; mais chaque qJ′′0 J′0I est continue, compacte et surjective (observations 10.34 et
10.35), donc qcJ′′0 J′0I est une application continue d’espaces compacts et séparés (théorème
4.54 et remarque 4.59(ii)), et alors l’assertion découle du problème 2.32(ii). ♢
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Evidemment ϕ est la composition de π et d’une unique application continue ψ : X →
(SpaA)an ; en outre, ψ est la limite du système d’applications continues

(ψJ′′0 ,J′0I : EJ′′0 J′0I → FJ′0I | I ∈ Σ′).

Soit p0 : X → EJ0 la projection naturelle, telle que p0 ◦ π = qJ0 ; avec l’observation
12.123, on voit que ϕ(T ) = ψ(p−10 T0). D’autre part, p−10 T0 est la limite du système
cofiltrant (TI | I ∈ Σ′). Or, tous ces espaces sont spectraux, et toutes ces applications
sont continues et compactes ; en raisonnant avec les topologies constructibles, on déduit
avec le problème 2.32(ii) que ϕ(T ) est la limite du système cofiltrant (S′I | I ∈ Σ′), et
cette dernière est l’image réciproque de S′0, d’où l’assertion. □

12.5.3. Une application aux K-algèbres de Tate. Le but de ce paragraphe est d’exhiber un
anneau de Huber analytiquement noethérien dont la complétion n’est pas analytiquement
noethérienne : j’ai appris cet exemple de O.Gabber. On démarre avec des considérations
qui sont parfois utiles pour des questions plus générales.

Définition 12.124. Soient A := (A,A+) un anneau affinoïde, et U ⊂ X := SpaA. On
dit que U est un domaine de Weierstrass de X, s’il existe une suite finie f1, . . . , fn ∈ A
telle que U =WA(f•) := RA

(
f1
1 , . . . ,

fn
1

)
∩X.

Remarque 12.125. (i) En particulier, tout domaine de Weierstrass de X est un c-domaine
affinoïde (remarque 12.3 et théorème 12.5).

(ii) Soient Aloc et Â la localisation topologique et la complétion de A ; on voit ai-
sément que les isomorphismes de catégories de la proposition 12.10(iii,iv) induisent des
bijections entre l’ensembles des domaines de Weierstrass de X et l’ensemble des domaines
de Weierstrass de SpaAloc, respectivement de Spa Â.

(iii) En outre, soient u : A → B un morphisme d’anneaux affinoïdes, X := SpaA,
Y := SpaB, et ϕ := Spa(u) : Y → X. Pour toute suite finie f• := (f1, . . . , fn) d’éléments
de A, on a ϕ−1(WA(f•)) =WB(u(f•)), avec u(f•) := (u(f1), . . . , u(fn)).

(iv) Trivialement, WA(f1, . . . , fn) =WA(f1, . . . , fn, 1) pour tous f1, . . . , fn ∈ A.

Lemme 12.126. Soient U un domaine de Weierstrass de X := SpaA, c-représenté par
le morphisme d’anneaux affinoïdes ρU : A → AU , et V un domaine de Weierstrass de
XU := SpaAU . Alors (Spa ρU )(V ) est un domaine de Weierstrass de X.

Démonstration. Soient A := (A,A+), et f• := (f1, . . . , fn) une suite finie de A telle que
U = RA

(
f1
1 , . . . ,

fn
1

)
∩X ; soient aussi A0 ⊂ A un sous-anneau de définition, et I0 ⊂ A0

un idéal de définition. Rappelons que AU = (AU , A
+
U ), où AU dénote la complétion de

(A,TU ), pour la topologie TU telle que A0[f•] ⊂ A soit un sous-anneau de définition, et
I0A0[f•] un idéal de définition ; en outre A+

U est la complétion de la fermeture intégrale
de A+[f•] dans A (voir la preuve du théorème 12.5). D’après l’observation 12.11, il
existe fn+1, . . . , fn+m ∈ A tels que V = RAU

(ρU (fn+1)
1 , . . . , ρU (fn+m)

1

)
∩XU , et il s’ensuit

aisément que (Spa ρU )(V ) = RA
(
f1
1 , . . . ,

fn+m

1

)
∩X. □

Or, soient K un corps muni d’une valuation v : K → Γ◦ de rang un, complet (et
séparé) pour sa v-topologie ; notons par (K+,m) l’anneau de valuation de v, et fixons
π ∈ m \ {0}. Rappelons que A := K[T ] est un anneau de Tate pour la topologie T telle
que A+ := K+[X] soit un sous-anneau de définition, et πA+ un idéal de définition (voir
le lemme 12.44(i)) ; ainsi A := (A,A+) est un anneau affinoïde bien défini, et noter que
la complétion de (A,T ) est la K-algèbre de Tate notée T1 au §12.2.3. Pour tout a ∈ K+

et tout ρ ∈ Γ+, posons

D(a, ρ) := X(a, b) ∩ SpaA avec b ∈ K+ tel que v(b) = ρ

oùX(a, b) ⊂ SpvK[T ] est le o-disque défini comme au §12.5.1 ; doncD(a, ρ) =WA

(
T−a
b

)
,

avec la notation de la définition 12.124. Posons aussi X := SpaA.
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Proposition 12.127. Avec la notation ci-dessus, pour tout n ∈ N, tout a1, . . . , an ∈ K+

et ρ1, . . . , ρn∈Γ+, la partie
⋃n
i=1D(ai, ρi) est un domaine de Weierstrass de X.

Démonstration. D’après l’exercice 12.110, on peut supposer que

(∗) D(ai, ρi) ∩D(aj , ρj) = ∅ ∀i ̸= j.

Posons U :=
⋃n
i=1D(ai, ρi). On raisonne par récurrence sur n : le cas n = 1 a déjà été

remarqué. Soit alors n > 1, et supposons que l’assertion soit déjà connue pour toute
réunion disjointe d’au plus n− 1 o-disques de X. On remarque :

Affirmation 12.128. On peut supposer que ρ1 = · · · = ρn.
Preuve : Soit ρ := min(ρ1, . . . , ρn), et supposons que U ′ :=

⋃n
i=1D(ai, ρ) soit un domaine

de Weierstrass de X. D’après l’exercice 12.110, il existe une partie Σ ⊂ {1, . . . , n} telle
que U ′ =

⋃
i∈ΣD(ai, ρ) et D(ai, ρ)∩D(aj , ρ) = ∅ pour tous i, j ∈ Σ avec i ̸= j. De l’autre

côté, T1 est fortement noethérien (corollaire 12.53(i)), donc ÔX est un faisceau sur X
(corollaire 12.93(i) et proposition 12.19(i)) ; il vient alors ÔX(U ′) =

∏
i∈Σ ÔX(D(ai, ρ)).

Pour tout i ∈ Σ, soit ui : A → Ai := (Ai, A
+
i ) le morphisme d’anneaux affinoïdes

qui c-représente D(ai, ρ), et posons B :=
∏
i∈ΣAi, B

+ :=
∏
i∈ΣA

+
i . Il s’ensuit que le

morphisme induit u : A → B := (B,B+) c-représente le c-domaine affinoïde U ′ de X
(exercice 12.91(i)). Si Wi := (Spaui)

−1(D(ai, ρ) ∩ U) est un domaine de Weierstrass
de SpaAi pour chaque i ∈ Σ, on déduit que W := (Spau)−1(U) est un domaine de
Weierstrass de SpaB, car si Wi = WAi

(fi1, . . . , fiki) avec fij ∈ Ai pour chaque i ∈ Σ et
j = 1, . . . , ki, avec la remarque 12.125(iv) on peut supposer que tous les ki soient égaux
à un même entier k, et il vient

W =WB(f•) avec fj := (fij | i ∈ Σ) ∈ B ∀j = 1, . . . , k.

Compte tenu du lemme 12.126 et de la remarque 12.125(iii), il suffit alors de vérifier que
D(ai, ρ)∩U est un domaine de Weierstrass de X, pour chaque i ∈ Σ ; mais d’après l’exer-
cice 12.110, il existe une partie ∆i ⊂ {1, . . . , n} telle que D(ai, ρ)∩U =

⋃
i∈∆D(ai, ρi), et

on voit aisément que la cardinalité de ∆i doit être < n, donc l’assertion est déjà connue
par hypothèse de récurrence. ♢

Soit donc U =
⋃n
i=1D(ai, ρ), et posons ρ′ := max(v(ai − aj) | 1 ≤ i < j ≤ n).

Affirmation 12.129. On peut supposer que v(ai − aj) = ρ′ pour tous 1 ≤ i < j ≤ n.
Preuve : Quitte à permuter les ai, on peut supposer que ρ′ = v(a1 − a2). Posons alors
Σ := {3 ≤ i ≤ n | v(ai − a1) < ρ′}, U ′ := D(a1, ρ

′) ∪
⋃
i∈ΣD(ai, ρ), et soit u : A → B le

morphisme d’anneaux affinoïdes qui c-représente U ′. Noter que l’on a ρ > ρ′ d’après (∗),
donc D(ai, ρ) ⊂ D(a1, ρ

′) si et seulement si i ∈ Σ′ := {1, . . . , n} \ Σ, et on voit aisément
que v(ai − aj) = ρ′ pour tous i, j ∈ Σ′ avec i ̸= j : les détails sont laissés aux soins du
lecteur. En outre, D(a1, ρ

′) ∩D(ai, ρ) = ∅ pour tout i ∈ Σ. En particulier, U ⊂ U ′, et
noter que la cardinalité de Σ est ≤ n − 2, donc U ′ est un domaine de Weierstrass de
X, par hypothèse de récurrence. En raisonnant comme dans la preuve de l’observation
12.128, on est ramené à vérifier que U ∩D(a1, ρ

′) est un domaine de Weierstrass de X,
d’où l’assertion. ♢

Soient alors b, c ∈ K× avec ρ = v(c) et v(ai − aj) = ρ′ = v(b) pour tous 1 ≤
i < j ≤ n, et soit u : A → B := (B,B+) le morphisme d’anneaux affinoïdes qui c-
représente D(a1, ρ

′). D’après le lemme 12.126, il suffit de vérifier que (Spau)−1U est
un domaine de Weierstrass de Y := SpaB. Mais d’après la preuve du théorème 12.5,
B est la complétion de K[T ], muni de la topologie telle que B0 := K+

[
T−a1
b

]
soit un

sous-anneau de définition, avec idéal de définition πB0, et B+ est la complétion de B0.
On a par suite un unique isomorphisme ω : T1

∼→ B de K-algèbres topologiques, tel que
ω(T ) = (T − a1)/b, et ω est un isomorphisme Â ∼→ B d’anneaux affinoïdes complets et
séparés. Soit τ := ω−1 ◦ u : A → Â ; on est alors ramené à montrer que (Spa τ)−1U =
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−1(D(ai, ρ)) est un domaine de Weierstrass de Spa Â. Noter que τ(T ) =

bT + a1 ; avec la remarque 12.125(iii), il vient (Spa τ)−1(D(ai, ρ)) = WÂ

(T−a′i
b′

)
, où

a′i := (ai− a1)/b pour i = 1, . . . , n, et b′ := c/b. Finalement, compte tenu de la remarque
12.125(ii), il suffit de vérifier que U ′ :=

⋃n
i=1D(a′i, v(b

′)) est un domaine de Weierstrass
de X, et noter que v(ai − aj) = 0 pour tous i ̸= j ; mais dans ce cas, on voit aisément
que U ′ =WA(f), avec f := b′−1 ·

∏n
i=1(T − a′i). □

Remarque 12.130. (i) Pour tout w ∈ SpaA on a évidemment w((K+)×) = {0}, car
w(K+) ⊂ Γ+

◦ , et car w(π) est cofinal dans Γw (lemme 10.4(i)) ; puisque la valuation v
est de rang un, il s’ensuit aussitôt que la restriction de w au corps K est équivalente à
v, donc X ⊂ Spv(v,A) (notation du §12.5.1).

(ii) Rappelons qu’au §12.5.1 on a en outre identifié naturellement K avec une partie
de Spv(A) : à tout a ∈ K on associe la valuation wa : A→ Γ◦ telle que wa(P ) := v(P (a))
pour tout P ∈ A. On vérifie aussitôt que wa(A+) ⊂ Γ+

◦ si et seulement si a ∈ K+, et
le cas échéant, la valuation wa est continue, i.e. wa ∈ X. Cela identifie naturellement
K+ avec une partie de X. Compte tenu de l’exercice 12.116(iii), on voit aisément que la
topologie de Spv(v,A) induit la v-topologie sur la partie K, par suite la topologie de X
induit la v-topologie sur la partie K+.

Lemme 12.131. Pour tout a ∈ K+, soit ka le corps résiduel de ÔX,wa . On a :
(i) {D(a, ρ) | ρ ∈ Γ+} est un système fondamental de voisinages de wa dans X.
(ii) L’homomorphisme naturel de corps K → ka est un isomorphisme.

Démonstration. (i) : Soit ω l’automorphisme de A tel que ω(T ) := T − a ; il vient
Spa(ω)(wa) = w0, et Spa(ω)(D(a, ρ)) = D(0, ρ) pour tout ρ ∈ Γ+, donc on peut suppo-
ser que a = 0. Or, soient f, g ∈ A tels que w0 ∈ U := RA

(
f
g

)
∩ X ; avec f0 := f(0) et

g0 := g(0), cela revient à dire que v(f0) ≥ v(g0) ̸= +∞. Posons δ := min(|g−g0|, |f−f0|),
où | · | : T1 → Γ◦ dénote la valuation continue fournie par le lemme 12.44(iii) ; si δ = +∞,
faisons δ′ := v(g0), et sinon soit δ′ := v(g0) − δ. Par la remarque 12.130(i), pour tout
ρ ∈ Γ+ avec ρ > δ′, et tout w ∈ D(0, ρ) on a

w(f − f0), w(g − g0) ≥ ρ+ δ > v(g0)

d’où w(f) = v(f0) et w(g) = v(g0), et par suite w ∈ U .
(ii) : En raisonnant comme dans la preuve de (i), on se ramène au cas où a = 0,

et en vertu de (i), ÔX,w0 représente la colimite du système direct d’anneaux (Âρ :=

ÔX(D(0, ρ)) | ρ ∈ Γ+). Noter que pour b ∈ K+ tel que ρ = v(b), l’anneau topologique
Âρ est la complétion de l’anneau de Huber Aρ := K[T ] avec sous-anneau de définition
A+
ρ := K+[b−1T ] et idéal de définition πA+

ρ ; avec cette notation, w0 : Aρ → Γ◦ se
prolonge en une valuation continue ŵ0,ρ : Âρ → Γ◦, pour tout ρ ∈ Γ (voir le §12.1.4).
D’après la proposition 12.14(i), l’idéal maximal de ÔX,w0

est la colimite du système induit
d’idéaux (Iρ := Supp(ŵ0,ρ) | ρ ∈ Γ+). Il suffit alors de remarquer que l’homomorphisme
induit d’anneaux K → Âρ/Iρ est un isomorphisme pour tout ρ ∈ Γ : les détails sont
laissés aux soins du lecteur. □

• Pour toute partie Z ⊂ K+, considérons l’anneau

C (Z,K)

des fonctions Z → K continues pour la v-topologie de K et la topologie de Z induite
par la v-topologie de K+, et notons par C (Z,K+) ⊂ C (Z,K) le sous-anneau des fonc-
tions à valeurs dans K+ ; si Z est compact, on vérifie aisément que le système de sous-
groupes (πnC (Z,K+) |n ∈ N) vérifie les conditions (a) et (b) de l’exercice 9.10(iii), et
alors C (Z,K) est un anneau de Huber complet et séparé, avec sous-anneau de définition
C (Z,K+) et idéal de définition πC (Z,K+).
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• Soient U ⊂ X une partie ouverte, et UK := U ∩ K+ ; pour tout f ∈ ÔX(U)

et tout a ∈ UK , l’image de f dans le corps résiduel ka de ÔX,wa s’identifie, d’après le
lemme 12.131(ii), avec un élément f(a) ∈ K bien défini. On associe ainsi à tout tel f
une application fK : UK → K. Montrons que fK est continue pour la v-topologie de K
et la topologie de UK induite par la v-topologie de K+. Pour cela, en vertu du lemme
12.131(i) et de l’exercice 1.21(ii), on peut supposer que U = D(a, ρ) pour quelque a ∈ K+

et ρ ∈ Γ+. Ensuite, soit B l’anneau affinoïde qui représente le c-domaine affinoïde U ;
comme dans la preuve de la proposition 12.127, on trouve un isomorphisme ω : Â

∼→ B, et
l’isomorphisme Spa(ω) : SpaB

∼→ Spa Â d’espaces adiques affinoïdes nous ramène alors
au cas où U = X, d’où ÔX(U) = T1.

Dans cette situation, il suffit de vérifier que l’on a

v(f(a+ b)− f(a)) ≥ |f |+ v(b) ∀a, b ∈ K+

où | · | : T1 → Γ◦ dénote la valuation continue du lemme 12.44(iii). Or, on a f = u · g avec
u ∈ K, g ∈ T1 tels que v(u) = |f | et |g| = 0 ; quitte à remplacer f par g, on peut alors
supposer que |g| = 0, i.e. g =

∑
n∈N anT

n pour une suite (an |n ∈ N) de K+ convergente
vers 0. Dans ce cas, il suffit de remarquer que b divise (T + b)n − Tn dans K+⟨T ⟩ pour
tout n ∈ N : les détails sont laissés aux soins du lecteur.
• On obtient ainsi un autre homomorphisme d’anneaux bien défini :

(−)K : ÔX(U)→ C (UK ,K) f 7→ fK .

Si U est une partie compacte de X, le sous-anneau Ô+
X(U) est ouvert dans ÔX(U), et

sa topologie est plus fine que la topologie π-adique ; noter aussi que fK ∈ C (UK ,K
+)

pour tout f ∈ Ô+
X(U) ; par suite, pour toute partie compacte Z ⊂ U , la composition

ÔX(U)→ C (Z,K) : f 7→ (fK)|Z est dans ce cas continue.
• Or, soient Z ⊂ K+ une partie compacte, et ρ0 := v(π) ; on trouve alors pour tout

n ∈ N une partie finie ∆n ⊂ Z avec Z ⊂ Un :=
⋃
a∈∆n D(a, nρ0). On vérifie aisément

que Un contient D(z, nρ0), pour tout z ∈ Z, et donc Un est indépendant du choix de
∆n ; en outre, Un+1 ⊂ Un pour tout n ∈ N. Montrons que l’on a :

Z =
⋂
n∈N Un.

En effet, soit w ∈
⋂
n∈N Un ; donc il existe une suite a• := (an |n ∈ N) avec an ∈ ∆n

et w ∈ D(an, nρ0) pour tout n ∈ N. En particulier, la suite a• admet une limite unique
a ∈ K+. Il vient w(T − a) ≥ min(w(T − an), v(an − a)) ≥ min(nρ0, v(an − a)) pour tout
n ∈ N (on identifie avec v la restriction de w à K, suivant la remarque 12.130(i)) ; au vu
du lemme 10.4(i), on déduit que T − a ∈ Supp(w), d’où w = wa. Mais a ∈ Z, car Z est
une partie fermée de K (exercice 1.26(ii.a)), d’où l’assertion.
• La discussion ci-dessus s’applique en particulier aux parties ouvertes compactes Un

deX ; on déduit ainsi un système d’homomorphismes continus d’anneaux ϕn : ÔX(Un)→
C (Z,K), indexé par n ∈ N ; d’où un homomorphisme d’anneaux :

ϕ : ÔX(Z) := colim
n∈N

ÔX(Un)→ C (Z,K).

En outre, chaque restriction ÔX(Un)→ ÔX(Un+1) est un homomorphisme de A-algèbres,
donc on a un homomorphisme naturel d’anneaux ψ : A→ ÔX(Z).

Proposition 12.132. L’homomorphisme ϕ ◦ ψ : A→ C (Z,K) a image dense.

Démonstration. D’après la proposition 12.127, chaque Un est un domaine de Weierstrass
de X, donc l’image de A est dense dans ÔX(Un), pour tout n ∈ N. On est alors ramené
aisément à vérifier que l’image de ϕ est dense dans C (Z,K). Soient donc f : Z → K une
fonction continue, et k ∈ N ; pour tout a ∈ Z, soit n(a) ∈ N tel que v(f(b)− f(a)) ≥ ρk0
pour tout b ∈ D(a, ρ

n(a)
0 ). Puisque Z est compact, il existe une partie finie Σ ⊂ Z telle
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que Z ⊂
⋃
a∈ΣD(a, ρ

n(a)
0 ) ; posons n := max(n(a) | a ∈ Σ), et Σ′ := {a ∈ Σ |n(a) < n}.

Pour tout a ∈ Σ′, la partie Za := Z ∩ D(a, ρ
n(a)
0 ) est fermée dans Z, donc elle est

compacte (exercice 1.26(ii.b)) ; il existe alors une partie finie Σ′′(a) ⊂ Z telle que Za ⊂⋃
b∈Σ′′(a)D(b, ρn0 ). Posons ∆ := (Σ\Σ′)∪

⋃
a∈Σ′ Σ

′′(a), et noter que Un =
⋃
a∈∆D(a, ρn0 ).

Quitte à remplacer ∆ par une partie, on peut supposer que D(a, ρn0 ) ∩ D(b, ρn0 ) = ∅
pour tous a, b ∈ ∆ avec a ̸= b. Par suite, ÔX(Un) =

∏
a∈∆ ÔX(D(a, ρn0 )). Soit alors

g ∈ ÔX(Un) l’unique section telle que g|D(a,ρn0 )
= f(a) pour tout a ∈ ∆ ; par construction,

v(f(b)−ϕn(g)(b)) ≥ ρk0 pour tout b ∈ Z. Comme k est arbitraire, l’assertion s’ensuit. □

12.5.4. On fait maintenant les hypothèses supplémentaires suivantes sur K et Z :
(a) On a un sous-corps dense K0⊂K tel que tout z∈Z soit transcendant sur K0

(b) Z est un ensemble de Cantor, i.e. non vide, compact, et sans points isolés.
(Rappelons qu’un point a ∈ Z est isolé s’il existe ρ ∈ Γ tel que Z ∩D(a, ρ) = {a}).

Exemple 12.133. (i) Prenons K0 := Q et K := Qp (voir l’exemple 9.55), et

Z := {
∑
n∈N anp

n! | an ∈ {0, 1} et a2n = 1∀n ∈ N}.
En effet, on voit aisément que Z est une partie fermée de Zp sans points isolés. Soit
a =

∑
n∈N anp

n! ∈ Z, et supposons par l’absurde que a soit algébrique sur Q, i.e. on a
P (T ) ∈ Z[T ] \ {0} avec P (a) = 0. D’un côté, on trouve aisément C ∈ R≥0 avec

|P (
∑r
n=0 anp

n!)|R ≤ Cpr!d ∀r ∈ N
où | · |R dénote la valeur absolue standard de R et d := deg(P ). De l’autre côté, il est
clair que P (

∑r
n=0 anp

n!) ∈ Z et vp(P (
∑r
n=0 anp

n!)) ≥ (r + 1)! pour tout r ∈ N, donc on
aurait r0 ∈ N tel que P (

∑r
n=0 anp

n!) = 0 pour tout r ≥ r0, contradiction.
(ii) Prenons pour K0 une clôture algébrique de Qp ; d’après la proposition 12.43(i), la

valuation p-adique de Qp admet une extension unique (à équivalence près) vp : K0 → Q◦,
et soit K la complétion de K0 pour sa vp-topologie. Prenons ξ ∈ K \ K0 ; alors les
hypothèses (a) et (b) sont remplies avec Z := {ξ + a | a ∈ Zp}.

(iii) Un élément ξ comme dans (ii) peut être exhibé explicitement comme suit. Choi-
sissons inductivement une suite (πn |n ∈ N) de K0 avec π0 := p et πn+1

n+1 = πn pour tout
n ∈ N, et posons pn+1/n! := pnπn pour tout tel n. Montrons que ξ :=

∑
n∈N p

n+1/n!

convient. Pour cela, posons aussi ξk :=
∑k
n=0 p

n+1/n! pour tout k ∈ N, et soit par l’ab-
surde P (T ) ∈ Qp[T ] le polynôme minimal de ξ sur Qp. On a P (ξk) ∈ Qp(πk), et il existe
k0 ∈ N tel que P (ξk) ̸= 0 pour tout k ≥ k0, d’où :

(∗) vp(P (ξk)) ∈ vp(Qp(πk)×) = 1
k!Z ∀k ≥ k0.

De l’autre côté, soient ξ, α2, . . . , αd ∈ K0 les racines (distinctes) de P ; il existe k1 ∈ N
tel que vp(αi − ξk) = v(αi − ξ) pour tout i = 2, . . . , d et tout k ≥ k1 ; par suite, il existe
k2 ∈ N tel que vp(αi − ξk) ∈ 1

k2!
Z pour tout i = 2, . . . , d et tout k ≥ k2, et quitte à

remplacer k0 par max(k0, k1, k2) on peut supposer que k0 = k1 = k2. D’autre part, on a
vp(ξ − ξk) = k + 1 + 1

(k+1)! pour tout k ∈ N, d’où

vp(P (ξk)) = vp((ξ − ξk) · (α2 − ξk) · · · (αd − ξk)) ∈ 1
(k+1)! +

1
k0!
Z ∀k ≥ k0

et cela contredit (∗).

• On est maintenant prêt pour exhiber notre spécimen d’anneau analytiquement
noethérien dont la complétion n’est pas analytiquement noethérienne. A savoir, dans la
situation du §12.5.4 on peut prendre π∈K0 ; posons K+

0 := K+∩K0 et

B0 := {P ∈ K0[T ] |P (Z) ⊂ K+}.
Munissons la K+

0 -algèbre B0 de sa topologie π-adique ; puisque Z est compact, on voit
aisément que B := B0[π

−1] = K0[T ] ; par suite le sous-schéma analytique de SpecB0 est
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le schéma noethérien SpecB, et B est un anneau de Tate avec sous-anneau de définition
B0. Afin de montrer que B0 est analytiquement noethérien, il suffit alors de vérifier que
la π-torsion de tout B0-module cyclique M est bornée (proposition 12.22). Soit alors
M = B0/I pour un idéal I ̸= 0, et prenons P ∈ I tel que I[π−1] = PB, de sorte que
I/PB0 =

⋃
n∈N AnnI/PB0

(πn). Si la π-torsion de B0/PB0 est bornée, il s’ensuit aisément
qu’il en est de même pour la π-torsion de M ; on est alors ramené au cas où I = PB0.
Or, noter que P (z) ̸= 0 pour tout z ∈ Z, car tout élément de Z est transcendant sur
K0 ; par compacité de Z, il existe alors m ∈ N tel que v(P (z)) ≤ v(πm) pour tout z ∈ Z.
Soit ensuite Q ∈ B tel que Q · P ∈ B0 ; cela revient à dire que Q(z) · P (z) ∈ K+ pour
tout z ∈ Z, et alors πmQ ∈ B0. Il s’ensuit aisément que AnnM (πm+k) = AnnM (πm)
pour tout k ∈ N, d’où l’assertion. Ensuite, puisque K0 est dense dans K, évidemment B
est dense dans A := K[T ] ; d’après la proposition 12.132, la restriction β : B → C (Z,K)
de ϕ ◦ ψ a alors image dense (exercice 1.21(iv)), et puisque Z est un ensemble infini, il
est clair que β est injectif. En outre, on vérifie aussitôt que la topologie de B est induite
par celle de C (Z,K) via β. En dernier lieu, puisque C (Z,K) est complet et séparé, la
complétion β̂ : B̂ → C (Z,K) de β est un isomorphisme de K-algèbres topologiques
(exercice 9.42(iii)). Le sous-schéma analytique de la complétion de B0 est Spec B̂ ; pour
conclure, il suffit ainsi de montrer que Min(C (Z,K)) est un ensemble infini (exercice
6.109(iii)). On a plus précisément :

Proposition 12.134. (i) On a un homéomorphisme naturel : MaxC (Z,K)
∼→ Z.

(ii) Il existe une rétraction continue : SpecC (Z,K)→ MaxC (Z,K).

Démonstration. (i) : A tout a ∈ Z on peut associer l’idéal maximal

ma := {f ∈ C (Z,K) | f(a) = 0}.

On doit ainsi vérifier que tout idéal maximal m de C (Z,K) est de la forme ma pour un
unique a ∈ Z. Pour cela, considérons plus généralement un idéal premier p ⊂ C (Z,K),
et posons V (p) :=

⋂
f∈p f

−1(0). On va montrer que V (p) contient précisément un point
a ∈ Z. Supposons d’abord par l’absurde que V (p) = ∅. Puisque Z est compact, on trouve
alors f1, . . . , fk ∈ p avec f−11 (0) ∩ · · · ∩ f−1k (0) = ∅ ; ensuite, comme {0} =

⋂
n∈N π

n
0K

+,
on trouve n ∈ N tel que

⋂k
i=1 f

−1
i (πn0K

+) = ∅. Posons Ui := Z \ f−1i (πn0K
+) pour

i = 1, . . . , k, et soit gi : Z → K l’application telle que gi(a) := 1 si a ∈ Ui \
⋃i−1
j=1 Uj , et

gi(a) := 0 sinon. Comme πn0K+ est une partie ouverte et fermée de K, on voit aussitôt
que gi est continue pour tout i = 1, . . . , k, et on a h := g1f1 + · · · + gkfk ∈ p ; mais par
construction h(a) ̸= 0 pour tout a ∈ Z, donc h ∈ C (Z,K)×, contradiction.

Supposons ensuite que a1, a2 ∈ V (p), avec a1 ̸= a2. On trouve alors ρ ∈ Γ tel que
D(a1, ρ) ∩D(a2, ρ) = ∅ ; pour i = 1, 2, soit fi : Z → K l’application telle que fi(b) := 1
si b ∈ D(ai, ρ), et fi(b) := 0 sinon ; puisque Z ∩D(ai, ρ) est une partie ouverte et fermée
de Z, on voit aussitôt que f1 et f2 sont continues. On a f1 ·f2 = 0, donc f1 ∈ p ou f2 ∈ p ;
mais si fi ∈ p, on a ai /∈ V (p), contradiction.

Cela achève de vérifier que V (p) = {a} pour un unique a ∈ Z ; mais alors p ⊂ ma ; si p
est maximal, il vient ainsi p = ma, comme souhaité. Pour vérifier que la bijection a 7→ ma
est un homéomorphisme, il suffit d’observer que pour tout a ∈ Z et tout ρ ∈ Γ, on a une
application continue fa,ρ : Z → K avec fa,ρ(b) := 1 si b ∈ D(a, ρ) et fa,ρ(b) := 0 sinon,
donc D(fa,ρ) ∩MaxC (Z,K) = Z ∩D(a, ρ).

(ii) La preuve de (i) montre que tout p ∈ T := SpecC (Z,K) admet une spécialisation
unique dans MinT ; l’assertion découle alors du corollaire 4.80. □

12.6. Solutions aux exercices et problèmes.
Exercice 12.1 : partie (i) : D’après l’exercice 9.88(iv), jAloc

: Aloc → Â se factorise
à travers la complétion Aloc → Âloc et un isomorphisme d’anneaux affinoïdes complets
séparés Âloc

∼→ Â ; par suite, il suffit de montrer que la complétion jA : A → Â induit
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un homéomorphisme Spa jA : Spa Â
∼→ SpaA, pour tout anneau affinoïde A := (A,A+).

Or, on sait déjà que la complétion jA : A → Â induit un homéomorphisme Cont(jA) :

Cont(Â)
∼→ Cont(A) (problème 10.16(iii)), et les topologies de SpaA et Spa Â sont induite

par Cont(A) et respectivement Cont(Â), donc il suffit de vérifier que Spa jA est surjective.
Ainsi, soit v ∈ SpaA ; il existe un unique v̂ ∈ Cont(Â) avec v = v̂ ◦ jA. Soit a ∈ Â+ ; il
existe a′ ∈ A+ tel que b := a − jA(a′) soit topologiquement nilpotent dans Â, et alors
v̂(a) = v̂(b+ jA(a

′)) ≥ min(v̂(b), v(a′)) ≥ 0 (lemme 10.4(i)). Cela montre que v̂ ∈ Spa Â,
d’où l’assertion.

Partie (ii) : D’après l’exercice 10.13(i), si f est adique, Spa f envoie (SpaB)an dans
(SpaA)an. Réciproquement, supposons que cette condition soit vérifiée, et posons XA :=
SpecA,XB := SpecB, ϕ := Spec f : XB → XA ; au vu de la proposition 9.80(iv) il suffit
de montrer que ϕ−1(Xna

A ) = Xna
B . Ainsi, soit par l’absurde q ∈ Xan

B avec ϕ(q) ∈ Xna
A ;

posons q◦ := q∩B◦, et soit m ⊂ B◦ un idéal maximal avec q◦ ⊂ m. Prenons un anneau de
valuation V de k(q) dominant l’image du sous-anneau local B◦m de k(q◦) ⊂ k(q) (théorème
8.21), soit v la valuation correspondante de B, et posons ∆ := cΓ∗v (notation du §10.1.2) ;
montrons que w := v∆ ∈ Cont(B). Pour cela, il suffit de vérifier que w(b) > 0 pour tout
b ∈ B◦◦ (théorème 10.12(i)), mais cela est clair, car par construction v(b) > 0 pour tout
b ∈ m, et B◦◦ ⊂ m, car B est topologiquement local. De plus, on a w ∈ Cont(B)an,
d’après l’exercice 10.8(ii), et w(b) ≥ 0 pour tout b ∈ B◦, d’où w ∈ (SpaB)an. Mais par
construction, le support de (Spa f)(w) contient ϕ(q), contradiction.

Partie (iii) : Soit (D,TD) le produit tensoriel topologique des A-algèbres topologiques
B et C (définition 9.83) ; ainsi, D := B ⊗A C, et (D,TD) représente la somme amal-
gamée B ⊔(f,g) C dans Z− AlgToplin. Soit ensuite D+ la fermeture intégrale dans D de
l’image R de l’homomorphisme naturel B+ ⊗A+ C+ → D ; par simple inspection des
définitions on voit que R est un sous-anneau ouvert de D, donc de même pour D+. De
plus, comme B ⊗A g : B → D et f ⊗A C : C → D sont adiques (proposition 9.82(ii)),
on a S := (B ⊗A g)(B+) ∪ (f ⊗A C)(C+) ⊂ D◦ (lemme 9.77(iv)), d’où R ⊂ D◦, et ainsi
D+ ⊂ D◦ (exercice 9.21(iii)). Ainsi, D := (D,D+) est un anneau affinoïde, et évidem-
ment B⊗Ag : B → D et f⊗AC : C → D sont deux morphismes d’anneaux affinoïdes. Or,
soient E := (E,E+) un anneau affinoïde, et f ′ : C → E, g′ : B → E deux morphismes
d’anneaux affinoïdes avec f ′ ◦ g = g′ ◦ f ; il vient un unique homomorphisme continu
d’anneaux h : D → E tel que h ◦ (B ⊗A g) = g′ et h ◦ (f ⊗A C) = f ′. Par construction,
R est le sous-anneau de D engendré par la partie S, et h(S) = g′(B+) ∪ f ′(C+) ⊂ E+,
d’où h(R) ⊂ E+, et finalement h(D+) ⊂ E+, car E+ est intégralement clos dans E.
Ainsi h est un morphisme d’anneaux affinoïdes D → E et cela achève de montrer que
D représente B ⊔(f,g) C dans Afd. Si A,B,C sont des objets de l.Afd (resp. de c.Afd), il
s’ensuit que Dloc (resp. D̂) représente la même somme amalgamée dans l.Afd (resp. dans
c.Afd), d’après la proposition 2.49(ii).

Problème 12.8 : On détaille la preuve pour ⋆ = l ; avec le même raisonnement on peut
traiter verbatim la cas ⋆ = c.

Partie (i) : Soit (Ri | i ∈ I) un recouvrement de U formé de sous-ensembles rationnels
de SpaA ; d’après le théorème 12.5, le sous-foncteur hRi ⊂ hSpaA est représenté par
un morphisme ϕi : A→ ARi d’anneaux affinoïdes, et Spaϕi induit un homéomorphisme
SpaARi

∼→ Ri pour tout i ∈ I (observation 12.7). L’inclusion Ri ⊂ U induit une inclusion
de sous-foncteurs hRi ⊂ hU , qui à son tour correspond à un élément ψi ∈ hU (ARi),
par le lemme de Yoneda ; donc ψi : AU → ARi est un morphisme d’anneaux affinoïdes
topologiquement locaux tel que ψi◦ϕU = ϕi, pour tout i ∈ I. Soit Ui ⊂ SpaAU l’image de
Spaψi ; il s’ensuit aisément que Spaψi induit une bijection continue SpaARi

∼→ Ui (pour
la topologie de Ui induite par SpaAU ). De plus, pour toute partie ouverte V ⊂ SpaARi ,
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la partie
(Spaψi)(V ) = Ui ∩ (SpaϕU )

−1((Spaϕi)(V ))

est ouverte dans Ui, car l’application Spaϕi est ouverte ; ainsi, Spaψi induit un homéo-
morphisme SpaARi

∼→ Ui, et par suite, SpaϕU induit un homéomorphisme Ui
∼→ Ri,

pour tout i ∈ I. Ensuite, pour tous i, j ∈ I, soit ARij un anneau affinoïde topologique-
ment local représentant le sous-foncteur hRij ⊂ hSpaA associé au sous-ensemble rationnel
Rij := Ri ∩ Rj de SpaA (théorème 10.12(iii)) ; comme ci-dessus, les inclusions de sous-
foncteurs hRij ⊂ hRi et hRij ⊂ hRj sont représentées par des morphismes d’anneaux

affinoïdes ARi
ψij−−→ ARij

ψji←−− ARj . Il vient un diagramme commutatif d’espaces topolo-
giques :

SpaARi

Spaψi
))

∼ // Ui

��

∼ // Ri

��
SpaARij

Spaψij 55

Spaψji ))

SpaAU
// U // SpaA

SpaARj

Spaψj 66

∼ // Uj

OO

∼ // Rj

OO

et Spa(ϕi◦ψij) = Spa(ϕj◦ψji) : SpaARij → SpaA induit un homéomorphisme SpaARij
∼→

Rij . Il s’ensuit aisément que Spa (ψi ◦ ψij) = Spa(ψj ◦ ψji) induit un homéomorphisme
SpaARij

∼→ Ui ∩ Uj et SpaϕU se restreint en un homéomorphisme Ui ∩ Uj
∼→ Rij , pour

tous i, j ∈ I. Par suite, SpaϕU induit un homéomorphisme U ′ :=
⋃
i∈I Ui

∼→ U (les détails
sont laissés aux soins du lecteur), et pour conclure, il suffit de vérifier que U ′ = SpaAU .
Soit alors v ∈ SpaAU , et choisissons un sous-ensemble rationnel R′ ⊂ SpaAU avec
v ∈ R′ ; on peut supposer que (SpaϕU )(R′) ⊂ Ri pour quelque i ∈ I. Choisissons un mor-
phisme d’anneaux affinoïdes ϕ′ : AU → AR′ représentant le sous-foncteur hR′ ⊂ hSpaAU .
Alors l’image de Spa(ϕ′ ◦ ϕU ) : SpaAR′ → SpaA est contenue dans Ri, donc il existe un
unique morphisme β : ARi → AR′ d’anneaux affinoïdes tel que ϕ′◦ϕU = β◦ϕi = β◦ψi◦ϕU .
Comme ϕU est un épimorphisme (exercice 2.7(i)), il vient ϕ′ = β ◦ ψi. En particulier,
l’image R′ de Spaϕ′ est contenue dans Ui, d’où v ∈ Ui.

Partie (ii) : Cela suit aussitôt de (i), car SpaAU est un espace compact.
Partie (iii) : D’après l’exercice 12.1(ii), il suffit de montrer que SpaϕU envoie la partie

(SpaAU )an dans (SpaA)an. Pour cela, gardons la notation de la preuve de (i), et soit
v ∈ SpaAU tel que w := (SpaϕU )(v) ∈ (SpaA)na ; soient aussi i ∈ I tel que v ∈ Ui, et
u ∈ SpaARi avec (Spaϕi)(u) = w. La preuve du théorème 12.5 (avec l’exercice 9.81(ii))
montre que ϕi est un morphisme adique, donc u ∈ (SpaARi)na (exercice 12.1(ii)), et alors
t := (Spaψi)(u) ∈ (SpaAU )na (remarque 10.3(vi)). On a (SpaϕU )(t) = w, donc t = v,
d’après (i), d’où v ∈ (SpaAU )na.

Partie (iv) : Comme les sous-ensembles rationnels forment une base de SpaA, il reste
à montrer que l’intersection de deux l-domaines affinoïdes de SpaA est un l-domaine
affinoïde ; cela vient de (iii), du lemme 2.47(iii) et de l’exercice 12.1(iii).

Exercice 12.16, partie (i) : Comme A = (A0)X2 , cela suit du corollaire 9.73(iii).
Partie (ii) : L’espaceX := SpaA est la réunion des parties ouvertes U1 := RA

(
X1

1

)
∩X

et U2 := RA
(

1
X1

)
∩X. Soit a ∈ ÔX(X) l’image de X3 ; montrons que a est dans le noyau

des restrictions ÔX(X) → ÔX(Ui) pour i = 1, 2. En effet, ÔX(U1) est la complétion
de A pour la topologie telle que A1 := A0[X1] ⊂ A soit un sous-anneau ouvert, et
(Xn

2A1 |n ∈ N) soit un système fondamental de sous-groupes ouverts ; maisX3 = Xn
1 ·Xn

2 ·
(X−n1 X−n2 X3) ∈ Xn

2A1 pour tout n ∈ N, d’où l’assertion pour i = 1. De même, ÔX(U2)
est la complétion de A[X−11 ] pour la topologie telle que A2 := A0[X

−1
1 ] ⊂ A[X−11 ] soit

un sous-anneau ouvert, et (Xn
2A2 |n ∈ N) soit un système fondamental de sous-groupes

ouverts ; mais X3 = X−n1 ·Xn
2 · (Xn

1X
−n
2 X3) ∈ Xn

2A2 pour tout n ∈ N, d’où l’assertion
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pour i = 2. Or, si ÔX était un faisceau, X3 serait alors dans le noyau de l’application de
complétion A→ Â = ÔX(X) ; mais noter que X3 est dans le sous-anneau ouvert A0, donc
il serait aussi dans le noyau de la complétion j : A0 → Â0. Montrons que X3 /∈ X2A0.
En effet, tout b ∈ A0 est combinaison Z-linéaire de termes de la forme

ck,r,s,t,u,n := Xk
2 (X1X2)

r(X−11 X2)
s(Xn

1X
−n
2 X3)

t(X−n1 X−n2 X3)
u.

Supposons donc que X3 =
∑
λ∈Λ aλcλ pour une partie finie Λ ⊂ N6, et une famille

d’entiers (aλ |λ ∈ Λ). Soit Λ′ := {(k, r, s, t, u, n) ∈ Λ | t + u = 1} ; évidemment X3 =∑
λ∈Λ′ aλcλ. Noter que

ck,r,s,1,0,n = Xr−s+n
1 Xk+r+s−n

2 X3 et ck,r,s,0,1,n = Xr−s−n
1 Xk+r+s−n

2 X3.

Par suite :

ck,r,s,1,0,n = X3 ⇔ r − s+ n = k + r + s− n = 0 ⇔ k = r = 0 et s = n

et de même ck,r,s,0,1,n = X3 ⇔ k = s = 0 et r = n. Donc, soit

Λ′′ := {(0, 0, n, 1, 0, n) |n ∈ N} ∪ {(0, n, 0, 0, 1, n) |n ∈ N}.

Il vient X3 =
∑
λ∈Λ∩Λ′′ aλcλ. Supposons par l’absurde que X3 ∈ X2A0 ; alors on peut

supposer que pour tout (k, r, s, t, u, n) ∈ Λ on a k > 0, d’où Λ∩Λ′′ = ∅, et ainsi X3 = 0,
contradiction. Cela achève de montrer que la classe de X3 dans A0/X2A0 est ̸= 0 ; mais j
induit un isomorphisme A0/X2A0

∼→ Â0/X2Â0 (corollaire 9.61(ii)), par suite j(X3) ̸= 0,
contradiction.

Exercice 12.23, partie (i) : Si (A,T ) vérifie la condition de Artin-Rees topologique,
alors évidemment pour tout A-module M de type fini, tout n ∈ N et tout sous-module
N ⊂M tel que InN = 0 il existe m ∈ N tel que ImM ∩N = 0. Pour la réciproque, soient
M un A-module de type fini, N ⊂M un sous-module, et n ∈ N ; posons M ′ :=M/InN
et N ′ := N/InN , de sorte que N ′ ⊂M ′ et InN ′ = 0, donc par hypothèse il existe m ∈ N
tel que ImM ′ ∩N ′ = 0. Cela revient à dire que ImM ∩N ⊂ InN , donc (A,T ) vérifie la
condition de Artin-Rees topologique.

Partie (ii) : Par hypothèse il existe n ∈ N et un sous-module M ′ ⊂ M de type fini,
tels que InM ⊂M ′. Posons N ′ :=M ′ ∩N ; par la condition de Artin-Rees topologique,
pour tout t ∈ N il existe s ∈ N tel que IsM ′ ∩N = IsM ′ ∩N ′ ⊂ ItN ′ ⊂ ItN . Par suite,
Is+nM ∩N ⊂ ItN , d’où l’assertion.

Partie (iii.a) : Supposons d’abord que A soit analytiquement noétherien, et rappelons
que tout idéal de C := S−1A est de la forme S−1J , pour un idéal J de A (lemme
3.30(i)) ; par hypothèse, il existe n ∈ N et un idéal de type fini J ′ ⊂ J avec InJ ⊂ J ′,
d’où In · S−1J ⊂ S−1J ′, donc C est analytiquement noethérien.

Pour le cas où A est universellement noethérien, il suffit de remarquer que

S−1(A[T1, . . . , Tk]) = C[T1, . . . , Tk] ∀k ∈ N

et invoquer le cas précédent.
Partie (iii.b) : Soient A analytiquement noethérien et f : A→ B un homomorphisme

fini d’anneaux ; munissons B de sa topologie IB-adique, et posons XB := SpecB. Par
hypothèse, A vérifie les conditions (b) et (c) de la proposition 12.22, et il suffit de vérifier
qu’il en est de même pour B. Or, ψ := Spec(f) : XB → XA est un morphisme de
schémas de type fini, donc de même pour sa restriction Xan

B → Xan
A aux sous-schémas

analytiques respectifs, car ψ−1(Xan
B ) = Xan

A (proposition 9.80(iv) et lemme 5.81(i)). Par
suite, Xan

B est noethérien (exercice 6.67(ii)). Ensuite, si M est un B-module de type fini,
M[f ] est un A-module de type fini, et évidemment AnnM (InB) = AnnM[f]

(In), donc la
I-torsion de M est bornée.

En dernier lieu, si A est universellement analytiquement noethérien, toute A-algèbre
B de type fini est un quotient de A[T1, . . . , Tk], pour quelque k ∈ N ; ainsi, pour tout
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n ∈ N l’anneau B[T1, . . . , Tn] est un quotient de A[T1, . . . , Tn+k], qui est analytiquement
noethérien, par hypothèse. Par le cas précédent, B[T1, . . . , Tn] est alors analytiquement
noethérien pour tout n ∈ N, comme souhaité.

Exercice 12.36, partie (i) : Si A est analytiquement noethérien suivant la définition
12.20(ii), alors il l’est aussi pour la définition 12.34(i), car dans ce cas A est un sous-
anneau de définition (proposition 9.71 et corollaire 9.72(iv)). Pour la réciproque, sup-
posons que A admet un sous-anneau de définition A0 qui vérifie les conditions (b) et
(c) de la proposition 12.22, pour la topologie induite par A ; on doit vérifier les mêmes
conditions pour A. Or, avec la proposition 9.80(iii), il est clair que A vérifie la condi-
tion (b). Soient ensuite M un A-module de type fini, x1, . . . , xn ∈ M un système fini
de générateurs, et N := A0x1 + · · · + A0xn ; soit aussi I ⊂ A un idéal de définition, et
t ∈ N \ {0} tel que J := It ⊂ A0, d’où JM ⊂ N . L’idéal J n’est pas forcément de type
fini dans A0, mais en raisonnant comme dans la preuve de la proposition 9.71 on trouve
un idéal de définition I0 de A0 avec J2 ⊂ I0 ⊂ J ; par hypothèse, il existe s ∈ N tel que
AnnN (Is0) = AnnN (Is+n0 ) pour tout n ∈ N, d’où AnnN (J2s) = AnnN (J2(s+n)) pour tout
n ∈ N, et il vient AnnM (J2s+1)=AnnM (J2(s+n)+1) pour tout n ∈ N, donc A vérifie la
condition (c).

Partie (ii) : Si B est analytiquement noethérien, il en est de même pour A, car tout
sous-anneau de définition de B est aussi un sous-anneau de définition de A. Réciproque-
ment, soit A0 ⊂ A un sous-anneau de définition analytiquement noethérien, et J0 ⊂ A0

un idéal de définition ; alors B0 := B∩A0 est un sous-anneau de définition de B (proposi-
tion 9.71), et il suffit de vérifier que B0 est analytiquement noethérien. Or, toujours avec
la proposition 9.80(iii), on voit aussitôt que B0 vérifie la condition (b) de la proposition
12.22 ; pour vérifier la condition (c), soit M un B0-module de type fini, et considérons la
suite exacte courte de B0-modules :

(∗) 0→ B0 → A0 → Q := A0/B0 → 0.

Soit t ∈ N \ {0} tel que J := J t0 ⊂ B0, et prenons comme dans la preuve de (i), un idéal
de définition I0 ⊂ B0 avec J2 ⊂ I0 ⊂ J , de sorte que I0Q = 0. La suite exacte longue
des foncteurs TorB0

i (M,−) associée à la suite (∗) fournit la suite exacte :

T := TorB0
1 (M,Q)→M →M → 0

où M désigne l’image de M dans N :=M ⊗B0
A0. Par hypothèse, il existe s ∈ N tel que

AnnN (Js) = AnnN (Js+n) pour tout n ∈ N, d’où AnnM (Is0) = AnnM (Is+n0 ) pour tout
n ∈ N. D’autre part, I0T = 0, d’où AnnM (Is+1

0 ) = AnnM (Is+1+n
0 ) pour tout n ∈ N.

Ensuite, pour tout k ∈ N, il est clair que B0[X1, . . . , Xk] est un sous-anneau ouvert
de A0[X•] := A0[X1, . . . , Xk], pour la topologie J0-adique de A0[X•] ; mais alors A est
universellement analytiquement noethérien si et seulement s’il en est de même pour B.

Parties (iii) : Cela découle aussitôt de (i) et (ii).
Partie (iv) : La première assertion découle aussitôt de (i) et (ii) ; ensuite, si A est

un anneau de Tate fortement analytiquement noethérien, alors A est fortement noethé-
rien, car le lieu non analytique de SpecA est vide (exercice 6.67(iii)). Réciproquement,
si A est fortement noethérien, alors pour tout n ∈ N, tout sous-anneau de définition
B de A⟨X1, . . . , Xn⟩ est complet et séparé, et le lieu analytique de SpecB s’identifie
avec SpecA⟨X1, . . . , Xn⟩ (proposition 9.80(iii)), donc est noethérien, et par suite B est
analytiquement noethérien (théorème 12.29) ; cela montre que A⟨X1, . . . , Xn⟩ est analyti-
quement noethérien pour tout n ∈ N, et ainsi A est fortement analytiquement noethérien,
par la première assertion.

Partie (v) : Si A0 ⊂ A est un sous-anneau de définition analytiquement noethérien,
la complétion Â0 de A0 est une A0-algèbre plate (proposition 12.27(ii)), et l’homomor-
phisme naturel Â0⊗A0

A→ Â est un isomorphisme de A-algèbres (proposition 9.86(iii)),
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donc la première assertion découle de la remarque 3.74(vi). La deuxième assertion découle
du même raisonnement, compte tenu de la proposition 12.27(iii) et du problème 3.83(ii.a).

Exercice 12.40, partie (i) : Soient A0 ⊂ A un sous-anneau de définition, I0 ⊂ A0

un idéal de définition, C0 ⊂ B un A0-sous-module de type fini tel que le support de
B/AC0 soit contenu dans (SpecA)na (lemme 12.38(ii)) ; soit aussi x1, . . . , xn un système
fini de générateurs du A0-module C0. Il existe t ∈ N tel que It0xixj ⊂ C0 pour tous
i, j = 1, . . . , n ; par suite, B0 := f(A0)+ It0C0 est une A0-sous-algèbre ouverte de B, et f
induit par restriction un homomorphisme fini de A0-algèbres f0 : A0 → B0. Evidemment,
SuppA(B/AB0) ⊂ (SpecA)na, donc T A

B induit la topologie I0-adique sur B0 (lemme
12.38(i). Ensuite, soient b, b′ ∈ B, et s ∈ N tel que Is0b, Is0b′ ⊂ B0 ; il vient

(b+ In+s0 B0) · (b′ + In+s0 B0) ⊂ bb′ + In0B0 ∀n ∈ N.

D’après l’exercice 9.10(iii), il s’ensuit que (B,T A
B ) est un anneau topologique, et alors

il est clair que B est un anneau de Huber avec sous-anneau de définition B0 et idéal de
définition I0B0 ; en particulier, f est un morphisme adique.

Partie (ii) : Gardons la notation de la preuve de (i), et supposons que M soit un
(B,T A

M )-module analytiquement borné ; par le lemme 12.38(ii), on a alors un B0-sous-
module M0 ⊂ M de type fini tel que SuppB(M/BM0) ⊂ (SpecB)na. Soit h1, . . . , hk un
système fini de générateurs de I0 ; il vient

(∗) (M/BM0)hi = 0 ∀i = 1, . . . , k.

D’autre part, (M0)[f0] est un A0-module de type fini, car B0 est une A0-algèbre finie ;
en outre, SuppA((BM0)[f ]/A · (M0)[f0]) ⊂ (SpecA)na, car SuppA(B[f ]/A) ⊂ (SpecA)na.
Ainsi, (BM0/AM0)hi = 0 pour tout i = 1, . . . , k ; au vu de (∗) et de la suite exacte courte
de A-modules

0→ (BM0)[f ]/AM0[f0] →M[f ]/AM0[f0] → (M/BM0)[f ] → 0

il s’ensuit que (M/AM0)hi = 0 pour i = 1, . . . , k. Cela revient à dire que la partie
SuppA(M[f ]/AM0) est dans (SpecA)na, donc M[f ] est analytiquement borné. En outre,
(Ik0M0 | k ∈ N) est un système fondamental de sous-groupes ouverts à la fois pour T B

M

et pour T A
M[f]

), d’où T B
M = T A

M[f]
. En dernier lieu, si M[f ] est analytiquement borné, il

existe un A0-sous-module de type fini N0 ⊂M[f ] tel que SuppA(M[f ]/AN0)⊂(SpecA)na,
et alors M0 := B0N0 est un B0-sous-module de M de type fini avec SuppB(M/BM0)⊂
(SpecB)na, i.e. M est analytiquement borné.

Partie (iii) : La preuve de (i) montre que (a)⇒(b). Ensuite, soient h analytiquement
fini, et A0 ⊂ A, C0 ⊂ C des sous-anneaux de définition avec h(A0) ⊂ C0 ; soit aussi
I0 ⊂ A0 un idéal de définition, et prenons un A0-sous-module de type fini N0 ⊂ C tel
que SuppA(C/AN0) ⊂ (SpecA)na. Il existe alors t ∈ N tel que It0N0 ⊂ C0, et comme
It0N0 est un A0-sous-module ouvert de C0, il existe s ∈ N tel que Is0C0 ⊂ It0N0 ; par
suite Is0(C0/I

t
0N0) = 0, et comme It0N0 est un A0-module de type fini, C0 est alors

un A0-module analytiquement de type fini. Cela achève de vérifier que (a)⇒(c). Pour
conclure, soit réciproquement C0 ⊂ C un sous-anneau de définition avec h(A0) ⊂ C0

et tel que C0 soit un A0-module analytiquement de type fini ; on doit vérifier que h est
analytiquement fini. Or, par définition il existe n ∈ N et un A0-sous-module N0 ⊂ C0 tel
que In0 (C0/N0) = 0, et d’autre part on voit aisément que SuppA(C/AC0) ⊂ (SpecA)na ;
il s’ensuit aussitôt que SuppA(C/AN0) ⊂ (SpecA)na, d’où l’assertion.

Partie (iv) : Gardons la notation de la preuve de (i) ; on peut supposer que A0 soit
analytiquement noethérien (resp. universellement analytiquement noethérien, resp. noe-
thérien) suivant la définition 12.20(ii), donc la A0-algèbre finie B0 est analytiquement
noethérien (resp. universellement analytiquement noethérien, resp. noethérien) pour sa
topologie I0B0-adique (exercice 12.23(iii.b)), d’où l’assertion.
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Partie (v) : D’après (iv), on sait déjà que si A est analytiquement noethérien, il en est
de même pour B. Réciproquement, soit B analytiquement noethérien ; soient en outre
A0 ⊂ A un sous-anneau de définition, I0 ⊂ A0 un idéal de définition. D’après (i) il existe
un sous-anneau de définition B0 ⊂ B avec f(A0) ⊂ B0, et tel que B0 soit une A0-algèbre
finie, avec idéal de définition I0B0. Or, soit C la sous-catégorie pleine de A0 −Mod dont
les objets sont les A0-modules M tels qu’il existe n ∈ N avec In0M = 0 ; évidemment C
vérifie la condition du problème 6.73, et d’autre part B0 est analytiquement noethérien,
d’après l’exercice 12.36(ii). Mais cela revient à dire que B0 est C -noethérien, suivant la
terminologie du problème 6.73. Ensuite, posons J := A0 ∩ Ker(f) = AnnA0

(B0) ; par
hypothèse, il existe t ∈ N tel que It0 ∩ J = 0, d’où It0J = 0, i.e. J ∈ Ob(C ), et en
particulier, J est C -noethérien. D’après le problème 6.73(iii.b), il s’ensuit qu’il en est de
même pour A0, i.e. A0 est analytiquement noethérien, donc de même pour A.

Exercice 12.45, partie (i) : Soit 0• := (0, . . . , 0) ∈ (K+)n ; par inspection directe de la
définition de | · |, on trouve :

|g| = min(v(g(0•)), |g − g(0•)|) ∀g ∈ Tn.

Supposons d’abord que v(f(0•)) > 0 ; alors |f − f(0•)| = 0. Posons g := 1 + f ; alors
|g| = min(v(1 + f(0•)), |f − f(0•)|) = 0, et |g − g(0•)| = |f − f(0•)| = 0. D’autre part,
pour tout h ∈ K× · (1 + mT+

n ) on a |h| < |h − h(0)|, car si h = u · (1 + b) avec u ∈ K×
et b ∈ mT+

n , on a |h| = v(u) et |h− h(0•)| = |u · (b− b(0•))| = v(u) + |b− b(0•)| > v(u).
Cela montre que 1 + f /∈ K× · (1 + mT+

n ), d’où 1 + f /∈ T×n , d’après le lemme 12.44(v).
Ensuite, si v(f(0•)) = 0, posons g := f − f(0•) ; alors g(0•) = 0, i.e. g ∈ Ker(ε0•), et
comme ε0• est un homomorphisme d’anneaux, il vient g /∈ T×n .

Partie (ii) : Supposons par l’absurde, que f ∈ J (Tn) \ {0}, et soit u ∈ K× avec
v(u) = |f | ; quitte à remplacer f par u−1f , on peut supposer que |f | = 0. D’après (i),
il existe alors c ∈ K tel que v(c) = 0 et f + c /∈ T×n ; mais f + c = c(c−1f + 1), donc
1 + c−1f /∈ T×n . Cela contredit le théorème 1.50(i).

Exercice 12.56 : On raisonne par récurrence sur n. Le cas n = 0 est trivial ; soit alors
n > 0, et supposons que l’assertion soit connue pour Tn−1. Soit g ∈ Tn\{0} ; on doit mon-
trer que g est produit d’éléments premiers de Tn, et on peut supposer que |g| = 0. D’après
l’observation 12.54, il existe un automorphisme ϕ de Tn tel que ϕ(g) soit Xn-distinguée ;
quitte à remplacer g par ϕ(g), on peut alors supposer que g soit Xn-distinguée. De plus,
d’après le théorème 12.52, on peut supposer que g ∈ Tn−1[Xn]. Or, par l’hypothèse de
récurrence et par le problème 1.39(iii), l’anneau Tn−1[Xn] est factoriel, donc g = p1 · · · pk
pour des éléments premiers p1, . . . , pk de Tn−1[Xn], et comme |g| = 0, on peut supposer
que |pi| = 0 pour tout i = 1, . . . , n. Dans cette situation, comme g est Xn-distingué, la
remarque 12.48 entraîne aisément que chaque pi est Xn-distingué. Par suite, le théorème
12.49(i,iii) nous dit que l’inclusion Tn−1[Xn] → Tn induit un isomorphisme d’anneaux
Tn−1[Xn]/(pi)

∼→ Tn/(pi), pour tout i = 1, . . . , n. Cela montre que chaque pi est premier
dans Tn, d’où l’assertion.

Exercice 12.60 : (a)⇒(b) : Soient T• et g : Â⟨X•⟩T• → B̂ comme dans la définition
12.57(i) ; d’après le corollaire 12.59, on peut supposer qu’il existe b1, . . . , bn ∈ B tels que
g(Xi) = jB(bi) pour i = 1, . . . , n. Choisissons un sous-anneau de définition A0 ⊂ A et
un idéal de définition I0 ⊂ A0 ; rappelons que Â⟨X•⟩T• est la complétion de A[X•] :=
A[X1, . . . , Xn], muni de la topologie telle que D := A0[tXi | i = 1, . . . , n, t ∈ Ti] ⊂ A[X•]
soit un sous-anneau de définition, et I0D un idéal de définition. Munissons A0[Y••] :=
A0[Yit | i = 1, . . . n, t ∈ Ti] de la topologie I0-adique. L’homomorphisme de A0-algèbres

l : A0[Y••]→ D Yit 7→ tXi ∀i = 1, . . . n, ∀t ∈ Ti
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est alors surjectif, continu et ouvert ; par suite, il en est de même pour sa complétion
l̂ : Â0⟨Y••⟩ → D̂ (corollaire 9.58). Or, D̂ est un sous-anneau de définition de Â⟨X•⟩T• ;
comme g est continu, surjectif et ouvert, g(D̂) est alors un sous-anneau de définition
de B̂ (voir la solution de l’exercice 9.81(v)). Il s’ensuit aisément que B0 := j−1B (g(D̂))

est un anneau de définition de B (proposition 9.71) et g(D̂) est naturellement identifié
avec la complétion B̂0 de B0 (théorème 9.39(ii) et exercice 9.49(i)). Soit g0 : D̂ → B̂0

la restriction de g ; évidemment l’homomorphisme de Â0-algèbres g0 ◦ l̂ : Â0⟨Y••⟩ → B̂0

est surjectif, continu et ouvert. De plus, soit Σ := {b1, . . . , bn} ; d’après la proposition
9.86(iii), on a Â⟨X•⟩T• = D̂⊗DA[X•], et par suite B̂ = jB(f(A)[Σ]) ·B̂0, d’où l’assertion.

(b)⇒(c) : Pour i = 0, 1 soient ji : Ai → Âi les complétions ; par hypothèse, il existe
n ∈ N et un homomorphisme d’anneaux g0 : Â0⟨X1, . . . , Xn⟩ → B̂0 continu, surjectif
et ouvert. Soit g1 : Â1⟨X1, . . . , Xn⟩ → B̂ l’unique homomorphisme continu d’anneaux
tel que g1 ◦ j1(a) = jB ◦ f(a) pour tout a ∈ A1, et g1(Xi) = g0(Xi) pour i = 1, . . . , n

(corollaire 9.93(iii)) ; posons C := g1(Â1⟨X1, . . . , Xn⟩) et B1 := j−1B (C). Alors D :=

(Â0 ∩ Â1)⟨X1, . . . , Xn⟩ est un sous-anneau ouvert de Âi⟨X1, . . . , Xn⟩ pour i = 0, 1 (ici,
on identifie Â0 et Â1 avec leurs images dans la complétion de A), et par construction, g0
et g1 coïncident sur D ; mais g0 est ouvert, donc de même pour g1 (remarque 9.3(iii)).
Par suite C est naturellement identifié avec la complétion B̂1 de B1. En dernier lieu, avec
Λ := {g1(X1), . . . , g1(Xn)}, on a B̂1 = g1(D) + jB ◦ f(A1)[Λ] car jB ◦ f(A1)[Λ] est dense
dans B̂1, d’où :

f(A) · B̂1 = f(A) · (g1(D) + f(A1)[Λ]) = f(A) · g1(D) + f(A)[Λ] = f(A) · g1(D).

De même, f(A) · B̂0 = f(A) · g0(D), donc f(A) · B̂1 = f(A) · B̂0, d’où l’assertion.
(c)⇒(a) : Par hypothèse, il existe m ∈ N et un homomorphisme continu et ouvert g :

Â⟨X1, . . . , Xm⟩ → B̂, et B̂ est une Â⟨X1, . . . , Xm⟩-algèbre de type fini, disons engendrée
par le système fini d’éléments b1, . . . , bs ∈ B̂. Soient A0 un sous-anneau de définition
de A, et S ⊂ A0 une partie finie engendrant un idéal de définition ; choisissons k ∈ N
tel que S(k) · b1, . . . , S(k) · bs soient des parties de B̂ à puissances bornées (notation de
la définition 9.18(ii)). Posons T• := (T1, . . . , Tm+s), avec Ti := {1} pour i = 1, . . . ,m,
et Tm+i := S(k) pour i = 1, . . . , s. Il existe alors un unique homomorphisme continu
de A-algèbres h : Â⟨X1, . . . , Xm+s⟩T• → B̂ avec h(Xi) := g(Xi) pour i = 1, . . . ,m et
h(Xm+i) := bi pour i = 1, . . . , s (corollaire 9.93(iii)). Comme g est ouvert, il en est de
même pour h, et par construction h est surjectif.

(b)⇒(d) : Par hypothèse, il existe des sous-anneaux de définition A0 ⊂ A,B0 ⊂ B avec
f(A0) ⊂ B0, et n ∈ N tels que la composition A0 → B̂0 de la restriction f0 : A0 → B0 de
f avec la complétion jB0

: B0 → B̂0 se factorise à travers un homomorphisme continu,
ouvert, surjectif d’anneaux g : Â0⟨X1, . . . , Xn⟩ → B̂0 ; de plus, on peut supposer que
pour i = 1, . . . , n il existe bi ∈ B0 avec g(Xi) = jB0(bi) (corollaire 12.59), et on a une
partie finie Σ1 ⊂ B telle que B̂ = (jB ◦f(A)[Σ1]) · B̂0. Par suite, jB0

◦f0 est adique, donc
de même pour jB ◦ f (proposition 9.78(iii)). Soit Σ0 := {b1, . . . , bn} ; alors f(A0)[Σ0] est
dense dans B0, et f(A)[Σ0 ∪ Σ1] est dense dans B.

(d)⇒(b) : Disons que Σ0 = {b1, . . . , bn}, notons par j : A0 → Â0 la complétion,
et soit g : Â0⟨X1, . . . , Xn⟩ → B̂0 l’unique homomorphisme continu d’anneaux avec
g ◦ j(a) = jB ◦ f(a) pour tout a ∈ A0, et g(Xi) = jB(bi) pour i = 1, . . . , n. Soit
I0 ⊂ A0 un idéal de définition ; par hypothèse, B̂0 = g(Â0⟨X1, . . . , Xn⟩) + I0B̂0, d’où
B̂0 = g(Â0⟨X1, . . . , Xn⟩) (corollaire 9.61(iii)). Comme jB ◦ f est adique, on déduit aussi-
tôt que g est ouvert, i.e. B0 est une A0-algèbre topologiquement fortement de type fini.
Comme f(A)[Σ] est dense dans B, il est clair que C[Σ] = B̂, avec C := f(A) · B̂0.
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Exercice 12.61, (a)⇒(b) : Par hypothèse, il existe n ∈ N et un homomorphisme
continu, surjectif et ouvert d’anneaux g : Â⟨X1, . . . , Xn⟩ → B̂. Soit A0 ⊂ A un sous-
anneau de définition ; alors Â0⟨X•⟩ := Â0⟨X1, . . . , Xn⟩ est un sous-anneau de défi-
nition de Â⟨X1, . . . , Xn⟩, et C := g(Â0⟨X•⟩) est un sous-anneau de définition de B̂
(voir la solution de l’exercice 9.81(v)). Par suite, B0 := j−1B (C) est un sous-anneau de
définition de B, dont la complétion B̂0 est naturellement identifiée avec C. De plus,
Â⟨X1, . . . , Xn⟩ = A · Â0⟨X•⟩. L’assertion s’ensuit aussitôt.

(c)⇒(a) : Il suffit de prendre A1 := A, car alors B = f(A) ·B1 = B1.
(d)⇔(b)⇒(c) : Cela se démontre comme les implications correspondantes de l’exercice

12.60 : les détails sont confiés aux soins du lecteur.

Exercice 12.64 : Par définition, il existe n,m ∈ N, des suites de parties finies T ′• :=
(T 1, . . . , Tn), T ′′• := (Tn+1, . . . , Tn+m), et des homomorphismes continus, ouverts et sur-
jectifs de A-algèbres topologiques

g : Â⟨X ′•⟩T ′• := Â⟨X ′1, . . . , X ′n⟩T ′• → B h : Â⟨X ′′• ⟩T ′′• := Â⟨X ′′1 , . . . , X ′′m⟩T ′′• → C.

Soit (B ⊗A C,T ) le produit tensoriel topologique des A-algèbres adiques B et C (défi-
nition 9.83), et de même pour (Â⟨X ′•⟩T ′• ⊗A Â⟨X

′′
• ⟩T ′′• ,T

′). L’homomorphisme

g ⊗A h : Â⟨X ′•⟩T ′• ⊗A Â⟨X
′′
• ⟩T ′′• → B ⊗A C

est continu, par les propriétés universelles de T et T ′. De plus, soient A0 ⊂ A un sous-
anneau de définition, I0 ⊂ A0 un idéal de définition, A′ ⊂ Â⟨X ′•⟩T ′• et A′′ ⊂ Â⟨X ′′• ⟩T ′′•
des sous-anneaux de définition contenant Â0 ; alors g(A′) et h(A′′) sont des sous-anneaux
ouverts et bornés de B et respectivement C (lemme 9.77(i)), donc sont des sous-anneaux
de définition (proposition 9.71), et une inspection de la construction de T et T ′ (voir
la preuve de la proposition 9.82) montre que l’image D0 de A′ ⊗A0 A

′′ dans l’anneau
Â⟨X ′•⟩T ′• ⊗A Â⟨X

′′
• ⟩T ′′• (resp. l’image E0 de g(A′)⊗A0

h(A′′) dans B ⊗A C) est un sous-
anneau de définition. Les topologies deD0 et E0 sont I0-adiques, et la restrictionD0 → E0

de g⊗Ah est surjective, donc elle est ouverte, et ainsi g⊗Ah est ouverte ; avec le corollaire
9.58, il s’ensuit que sa complétion

g⊗̂Ah : Â⟨X ′•⟩T ′•⊗̂AÂ⟨X
′′
• ⟩T ′′• → B⊗̂AC

est encore ouverte et surjective. L’assertion suit alors de la remarque 9.94(ii).

Problème 12.65, partie (i) : Par construction, la partie S1 := {tX | t ∈ T} est à
puissances bornées dans A⟨X⟩T , et de même pour la partie S2 := {ta | t ∈ T}, par
hypothèse ; par suite, le sous-groupe additif ⟨S1∪S2⟩ engendré par S1∪S2 est à puissances
bornées (remarque 9.19(i) et exercice 9.21(i)), donc de même pour les parties {t(X +
a) | t ∈ T} et {t(X−a) | t ∈ T}. D’après le corollaire 9.93(iii), il existe alors deux uniques
homomorphismes continus d’anneaux ϕ, ψ : A⟨X⟩T → A⟨X⟩T tels que ϕ(X) = X + a,
ψ(X) = X − a, et ϕ(x) = ψ(x) = x pour tout x ∈ A. Evidemment ϕ = ψ−1, donc ϕ
et ψ sont des homéomorphismes. Il suffit alors de montrer qu’il existe un unique couple
(Q̃, b̃) avec Q̃ ∈ A⟨X⟩T et b̃ ∈ A, tel que ϕ(P ) = X · Q̃ + b̃. Or, si ϕ(P ) =

∑
n∈N anX

n,
on doit avoir Q̃ =

∑
n∈N an+1X

n et b̃ = a0 ; il reste ainsi à vérifier que Q̃ ∈ A⟨X⟩T .
Mais par hypothèse, pour tout voisinage ouvert U de 0 dans A il existe kU ∈ N tel que
an ∈ ⟨U · Tn⟩ pour tout n ≥ kU ; d’autre part, comme T est une partie bornée, il existe
un voisinage ouvert V de 0 dans A avec TV ⊂ U . Ainsi, an+1 ∈ ⟨V · Tn+1⟩ ⊂ ⟨U · Tn⟩
pour tout n ≥ kV − 1, d’où l’assertion.

Partie (ii) : Soient TT et TT les topologies sur A[X] et respectivement B[X] associées
aux parties T et T par la proposition 9.85(i) ; pour tout voisinage ouvert U de 0 dans
A, soit U := f(U) ; soit aussi f[X] : A[X] → B[X] la restriction de f⟨X⟩. Evidemment
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f[X] est surjectif, et f[X](U [TX]) = U [TX] pour tout tel U , donc f[X] est une application
ouverte. L’assertion découle alors des corollaires 9.58 et 9.93(ii).

Partie (iii) : Rappelons que A⟨X1, . . . , Xi⟩(T1,...,Ti) est un anneau de Huber complet
et séparé pour tout i = 1, . . . , n (proposition 9.91(ii,iv)) ; par récurrence sur i, on est alors
ramené aisément au cas où n = 1. On a ainsi une partie bornée T ⊂ A engendrant un
idéal ouvert, un homomorphisme continu g : A⟨X⟩T → B tel que f := g|A soit surjectif
et ouvert, et on pose T := g(T ) et b := g(X) ; d’après (ii) l’unique homomorphisme
continu d’anneaux f⟨X⟩ : A⟨X⟩T → B⟨X⟩T prolongeant f et tel que f⟨X⟩(X) = X,
est encore surjectif et ouvert. En outre, g est adique (proposition 9.78(iv)) ; par suite,
la partie T · b est à puissances bornées dans B (lemme 9.77(i)). D’après le corollaire
9.93(iii), il existe alors un unique homomorphisme continu d’anneaux h : B⟨X⟩T → B
prolongeant l’identité de B, avec h(X) = b. Avec (i), on voit aussitôt que Ker(h) est
l’idéal engendré par X − b. D’autre part, pour tout Q :=

∑
k∈N akX

k ∈ A⟨X⟩T on a
f⟨X⟩(Q) =

∑
k∈N g(ak)X

k ; par suite, Ker(f⟨X⟩) est l’adhérence dans A⟨X⟩T de l’idéal
engendré par Ker(f). En dernier lieu, noter que g = h ◦ f⟨X⟩. Or, pour tout P ∈ Ker(g)

on a f⟨X⟩(P ) = (X − b) ·Q pour quelque Q ∈ B⟨X⟩T , et on trouve Q̃ ∈ A⟨X⟩T tel que
f⟨X⟩(Q̃) = Q. Soit alors a ∈ A tel que g(a) = b ; il vient P − (X − a) · Q̃ ∈ Ker(f⟨X⟩).
Cela achève de montrer que Ker(g) est l’adhérence de (X−a) ·A⟨X⟩T +Ker(f) ·A⟨X⟩T .

Partie (iv) : Pour tout i = 0, . . . , n, soient Ci := A⟨X1, . . . , Xi⟩(T1,...,Ti), et gi : Ci → B
la restriction de g ; avec la proposition 9.12(i) on vérifie aisément que chaque gi est sur-
jective et ouverte, et évidemment Ci+1 = Ci⟨Xi+1⟩Ti+1

pour tout i = 0, . . . , n − 1. Une
simple récurrence sur i = 0, . . . , n nous ramène alors au cas où n = 1, donc C = A⟨X⟩T
pour X := X1 et T := T1. Soient A0 ⊂ A un sous-anneau de définition noethérien,
I0 ⊂ A0 un idéal de définition, de sorte que B0 := g(A0) est un sous-anneau de défi-
nition noethérien de B, avec idéal de définition I0B0. Posons b := g(X) ; puisque g est
adique, on a tb ∈ B◦ pour tout t ∈ T (lemme 9.77(iv)), i.e. il existe k ∈ N tel que
Ik0 · {(tb)n |n ∈ N} ⊂ B0 pour tout t ∈ T . Comme B0 est noethérien, il existe alors
m ∈ N tel que Ik0 (tb)n ∈ Lt :=

∑m
i=0 I

k
0 · (tb)i pour tout t ∈ T et tout n ∈ N. Par

suite, ϕt := (tb) · IdLt est un endomorphisme B0-linéaire de Lt, donc il existe un po-
lynôme unitaire Pt ∈ B0[Y ] tel que Pt(ϕt) = 0 (proposition 3.47) ; comme Ik0 ⊂ Lt,
il vient Pt(tb) · Ik0 = 0 dans B0, pour tout t ∈ T . Prenons a ∈ A avec g(a) = b, et
pour tout t ∈ T soit Qt ∈ A0[Y ] unitaire, et dont l’image dans B0[Y ] coïncide avec
Pt ; noter que J :=

∑
t∈T I

k
0 · Qt(ta) ⊂ Ker(g|A), donc g|A est la composition de la

projection p : A → A := A/J et d’un unique homomorphisme d’anneaux f : A → B,
et ces deux applications sont continues pour la topologie T de A induite par A. Or,
J est une partie fermée de A (proposition 12.41(iii)), par suite (A,T ) est complet et
séparé (remarque 9.59(ii)). Soit a ∈ A l’image de a ; par construction, Ik0 · Qt(ta) = 0
dans A, et en particulier ta ∈ A◦ pour tout t ∈ T (les détails sont laissés aux soins du
lecteur). Il existe alors un unique morphisme de A-algèbres topologiques h : A⟨X⟩T → A
avec h(X) = a (corollaire 9.93(iii)). Evidemment h est surjective, et g = f ◦ h, d’où
h(Ker g) = Ker(f) = Ker(g|A)/J . Donc, si Ker(g) est de type fini, il en est de même pour
Ker(g|A). Pour la réciproque, noter que, d’après (iii), si Ker(g|A) est de type fini, alors
Ker(g) est l’adhérence d’un idéal J ′ de type fini ; mais A⟨X⟩T est à définition noethé-
rienne (lemme 12.62(v)), donc J ′ est une partie fermée de A⟨X⟩T (proposition 12.41(iii)),
d’où l’assertion.

Exercice 12.72 : Pour tout n ∈ Z, munissons Kn := Ker(dn) de la topologie induite
par Tn via l’inclusion in : Kn →Mn ; on obtient une suite exacte courte

Σn : 0→ Kn
in−→Mn

pn−→ Kn−1 → 0 ∀n ∈ Z
où pn est l’unique application A-linéaire telle que in−1 ◦ pn = dn. Comme dn est un
morphisme strict de A−ModTop, la topologie de Kn−1 est aussi induite par Tn via pn ;
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d’après le corollaire 9.58, la complétion de Σn est alors une suite exacte courte

0→ K̂n
ı̂n−→ M̂n

p̂n−→ K̂n−1 → 0

et p̂n est l’unique application A-linéaire telle que ı̂n−1 ◦ p̂n = d̂n pour tout n ∈ Z. Autre-
ment dit, on a K̂n = Ker d̂n = Im d̂n+1 pour tout n ∈ Z ; en outre, la topologie de K̂n−1
est aussi induite par celle de M̂n via p̂n, d’où l’assertion.

Exercice 12.75, partie (i) : D’après la remarque 5.5(iii), Hn(f•) est bijective pour tout
n ∈ Z, etHn(g•) est son inverse ; donc C• est acyclique en degré k si et seulement s’il en est
de même pour C ′•. On peut donc supposer que C• et C ′• soient acycliques en degré k ; dans
ce cas, le corollaire 12.74 montre que C• (resp. C ′•) est strict en degré k si et seulement
si Σ(C•) (resp. Σ(C ′•)) est acyclique en degré k. D’autre part, Σ(s•) := (Σ(sn) |n ∈ Z)
(resp. Σ(t•) := (Σ(tn) |n ∈ Z)) est une homotopie de Σ(g• ◦ f•) vers IdΣ(C•)

(resp. de
Σ(f• ◦ g•) vers IdΣ(C′•)

), donc Σ(C•) est acyclique en degré k si et seulement s’il en est
de même pour Σ(C ′•), d’où l’assertion.

Partie (ii) : Soit i• : Č•alt(U ,F ) → Č•(U ,F ) l’inclusion naturelle ; le théorème
5.29(i) fournit un morphisme de complexes p• : Č•(U ,F )→ Č•alt(U ,F ) tel que p• ◦ i•
soit l’identité de Č•alt(U ,F ), et une homotopie s• de i• ◦p• vers l’identité de Č•(U ,F ).
Par inspection directe des constructions, on voit aisément que p• est un morphisme
continu, et s• est une homotopie continue : les détails sont laissés aux soins du lecteur.
D’après (i), cela entraîne déjà que si k ∈ N \ {0}, alors Č•au.alt(U ,F ) est strictement
acyclique en degré k si et seulement s’il en est de même pour Č•aug(U ,F ). D’autre part,
les termes en degrés −1 et 0 de ces deux complexes coïncident, et de même pour les
respectives augmentations, donc l’assertion est vérifiée aussi pour k = 0.

Exercice 12.91, partie (i) : U est une partie ouverte compacte de X, donc on trouve
un recouvrement fini V := {V1, . . . , Vk} de U par des sous-ensembles rationnels de X.
Soient XU := SpaAU , et ϕ := Spa(ρU ) : XU → X ; alors VU := {ϕ−1V, . . . , ϕ−1Vk} est
un recouvrement rationnel de XU , et ρUVi : AU → AVi ⋆-représente le sous-ensemble ra-
tionnel ϕ−1Vi de XU , pour tout i = 1, . . . , k. On obtient ainsi une identification naturelle
du complexe de Čech (Č•(VU , ÔXU ), d

•
VU

) avec (Č•(V , ÔX), d•V ), d’où un isomorphisme
d’anneaux topologiques :

α : (Ȟ0(VU , ÔXU ),T )
∼→ (Ȟ0(V , ÔX),T ′)

pour les topologies T et T ′ induites par les inclusions dans Č0(VU , ÔXU ) et respective-
ment Č0(V , ÔX). D’autre part, d’après le lemme 12.62(iii,iv) et le théorème 12.69, sous la
condition (i.a) (resp. (i.b)) l’anneau AU est universellement (resp. fortement) analytique-
ment noethérien, donc VU est strictement ÔXU -acyclique (proposition 12.88, et théorème
12.32, si (i.b) est vérifiée) ; en particulier, l’augmentation du complexe Č•(VU , ÔXU ) in-
duit un isomorphisme ε : ÂU

∼→ (Ȟ0(VU , ÔXU ),T ) de Z−AlgTop. D’autre part, ÔX est
un faisceau à valeurs dans Z − AlgTop (proposition 12.88(iii)), donc l’application natu-
relle β : ÔX(U)→ (Ȟ0(V , ÔX),T ′) est de même un isomorphisme de Z−AlgTop, et on
vérifie aisément que ωU = β−1 ◦ α ◦ ε.

(ii) : Soit V comme ci-dessus ; alors ÂVi := ÔX(Vi) est à la fois une Â-algèbre plate
et une ÂU -algèbre plate, pour tout Vi ∈ V (proposition 12.88(ii)) ; soit f : ÂU → B :=∏k
i=1 ÂVi l’homomorphisme naturel d’anneaux. Avec l’exercice 10.26(iii) on voit aisément

que l’image de Spec f : SpecB = Spec ÂV1
⊔ · · · ⊔Spec ÂVk → Spec ÂU contient Max ÂU ,

donc f est fidèlement plat (problème 3.83(i.c) et théorème 3.84(ii)). En résumant, le
foncteur B ⊗ÂU − : ÂU − Mod → B − Mod est exact et fidèle, et le foncteur B ⊗Â −
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est exact ; mais ce dernier est isomorphe à la composition de B ⊗ÂU − avec le foncteur
ÂU ⊗Â −. On déduit aisément que le foncteur ÂU ⊗Â − est exact, CQFD.

Partie (iii) : Cela découle de (i), du théorème 12.69, et du lemme 12.62(v).

Exercice 12.97, partie (i) : Soient r ∈ R, a, b ∈ A ; alors, pour tout s ∈ R tel que
s ≥ max(r − w∗I (a) ≥ r, r − w∗I (b), r/2) on a (a + Us) · (b + Us) ⊂ ab + Ur. L’assertion
découle par suite de l’exercice 9.10(iii).

Partie (ii) : Par hypothèse, on a a0, . . . , an ∈ A◦◦ et b0, . . . , bn ∈ A avec
∑n
i=0 aibi = 1,

et quitte à remplacer chaque ai par une puissance positive convenable, on peut supposer
que a0, . . . , an ∈ I. Soit alors p ∈ N tel que w∗I (bi) ≥ −p pour tout i = 0, . . . , n ; on va
montrer, par récurrence sur q ∈ N, que :

(∗) a ∈ IqpA+ ⇒ w∗I (a) ≥ qp⇒ a ∈ IqA+ ∀a ∈ A,∀q ∈ N.

La première implication est claire, et la deuxième découle aussitôt des définitions, pour
q = 0 ; ensuite, supposons que la deuxième implication soit connue pour un entier q ∈ N et
tout a ∈ A, et soit a ∈ A tel que w∗I (a) ≥ (q+1)p. On a a =

∑n
i=0 aibia, et w∗I (bia) ≥ qp

pour tout i = 0, . . . , n ; par hypothèse de récurrence, il vient alors bia ∈ IqA+, d’où
a ∈ Iq+1A+, comme souhaité. Avec (∗) on voit que T ∗A induit la topologie IA+-adique
sur A+, donc (A,T ∗A ) est un anneau de Huber, avec sous-anneau de définition A+ et
idéal de définition IA+ ; puisque A est analytique, il en est de même pour (A,T ∗A ).
Soit ensuite w∗IA+ : A → R◦ la fonction de Samuel asymptotique de IA+ ; au vu de la
remarque 12.96(iii), afin de vérifier que (A,T ∗A ) est uniforme, et que (A,T ∗A )

◦ = A+, il
suffit de montrer :

(∗∗) w∗IA+ = w∗I .

Pour cela on raisonne comme dans la solution du problème 10.18(xii) : les détails sont
laissés aux soins du lecteur.

Partie (iii) : Noter d’abord que tout morphisme f : A → B de A est un homo-
morphisme adique (proposition 9.80(iv)) ; ainsi, il existe des sous-anneaux de définition
A0 ⊂ A,B0 ⊂ B avec f(A0) ⊂ B0, et un idéal de définition I ⊂ A0 tel que J := f(I)B0

soit un idéal de définition de B0. Soient alors wI : A→ R◦ et wJ : B → R◦ les fonctions
d’ordre associées à (A0, I) et respectivement (B0, J), et w∗I : A→ R◦ (resp. w∗J : B → R◦)
la fonction de Samuel asymptotiques de I (resp. de J) ; évidemment wJ(f(a)) ≥ wI(a)
pour tout a ∈ A, donc w∗J(f(a)) ≥ w∗I (a) pour tout tel a. Par suite, f est aussi un ho-
momorphisme continu d’anneaux topologiques (A,T ∗A ) → (B,T ∗B ) ; on obtient ainsi un
foncteur F : A → B par les associations : A 7→ (A,T ∗A ) et f 7→ f pour tout A ∈ Ob(A )
et tout morphisme f de A . En outre, (∗∗) entraîne aussitôt que la restriction B → B de
F coincïde avec 1B, et noter que l’identité de A est un morphisme ηA : A→ (A,T ∗A ) de
A , pour tout A ∈ Ob(A ) ; il s’ensuit aisément que η• est l’unité d’une unique adjonction
pour le couple (F,G) : les détails sont laissés aux soins du lecteur.

Partie (iv) : Si A est analytique et uniforme, on vient de voir que FA = A, donc
A◦ = A+ est un sous-anneau de définition de A, en particulier il est une partie bornée de
A. Réciproquement, si A◦ est une partie bornée de A, alors il est aussi un sous-anneau
de définition (proposition 9.71), et IA◦ est évidemment un idéal de définition, i.e. la
topologie de A est la topologie T ◦A du problème 10.18(xii), d’où A+ = A◦ ; la preuve de
(ii) montre alors que FA = A, donc A est uniforme.

Exercice 12.108 : La preuve est analogue à celle du corollaire 6.116(ii) : soit U ⊂ SpvB
une partie ouverte ; on doit montrer que V := (Spv f)(U) est une partie ouverte de SpvA,
et on est ramené aisément au cas où U est une partie constructible de SpvB. La partie
V est alors constructible dans SpvA (théorème 12.103), et d’après le corollaire 4.67(ii) il
suffit de montrer que tout point de SpvA générisant un point de V est aussi dans V . Mais
cela est clair, car Spv f est générisante (théorème 8.112(ii)), et car U contient toutes les
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générisations de ses points.

Problème 12.109 : Soit K une clôture algébrique de K, et w une valuation de K
prolongeant v (exercice 8.25(ii)) ; posons fK := K ⊗K f : K → AK := K ⊗K A,
Spv(w,AK) := (Spv fK)−1(w), et considérons le diagramme commutatif induit :

SpvAK
ψ //

Spv fK ��

SpvA

Spv f
��

SpvK // SpvK.

Rappelons que la topologie constructible de Spv(v,A) est induite par celle de SpvA
(exemple 4.58) ; soit alors Q ⊂ SpvA une partie constructible avec Q∩Spv(v,A) ̸= ∅ ; no-
ter que ψ−1(Q)∩Spv(w,AK) ̸= ∅ (exercice 8.104(iii)), et ψ−1(Q) est une partie construc-
tible de SpvAK (remarque 4.59(ii)). Or, si w′ ∈ ψ−1(Q) ∩ Spv(w,AK) ∩ σ−1AK (MaxAK),
il vient ψ(w′) ∈ Q ∩ Spv(v,A) ∩ σ−1A (MaxA) (corollaire 6.18(i)) ; ainsi, il suffit de
montrer que Spv(w,AK) ∩ σ−1AK (MaxAK) est dense dans la topologie constructible de
Spv(w,AK). On peut donc supposer que K soit un corps algébriquement clos. Pour
quelque n ∈ N on a un homomorphisme surjectif de K-algèbres g : K[X1, . . . , Xn]→ A,
et Spec g (resp. Spv g) identifie SpecA (resp. SpvA) avec une partie fermée construc-
tible de SpecK[X1, . . . , Xn], d’après la remarque 1.45(i) (resp. de SpvK[X1, . . . , Xn],
d’après l’exercice 8.104(ii)). Au vu du lemme 6.111, cela nous ramène aisément au cas
où A = K[X1, . . . , Xn], et on raisonnera par récurrence sur n ∈ N. L’assertion est tri-
viale pour n = 0. Soient ensuite A = K[X] la K-algèbre des polynômes à une indé-
terminée, Q ⊂ SpvA une partie constructible, w ∈ Q ∩ Spv(v,A), et montrons que
Q ∩ Spv(v,A) ∩ σ−1A (MaxA) ̸= ∅. Cela est clair si σA(w) ∈ MaxA ; soit donc σA(w) =
{0} ⊂ A. On peut supposer que Q = RA

(
a1
b1
, · · · , ambm

)
\
(
RA
(am+1

bm+1

)
∪ · · · ∪ RA

(ap
bp

))
pour certains a1, b1, . . . , ap, bp ∈ A (remarque 8.103(i)) et on peut aussi supposer que
ai, bi ̸= 0 pour tout i = 1, . . . , p (les détails sont laissés aux soins du lecteur). Munis-
sons Γw◦◦ := Γw ∪ {−∞,+∞} de l’ordre total qui prolonge l’ordre de Γw et tel que
−∞ < γ < +∞ pour tout γ ∈ Γw. Notons par (K+,m) l’anneau de valuation de v, et
par Σ ⊂ K l’ensemble des racines des polynômes a1, b1, . . . , ap, bp.
• Si Σ = ∅, on a a1, b1, . . . , ap, bp ∈ K et v ∈ RK

(
a1
b1
, · · · , ambm

)
\
(
RK
(am+1

bm+1

)
∪ · · · ∪

RK
(ap
bp

))
; alors, Spv(v,A) ⊂ Q, d’où l’assertion. Si Σ ̸= ∅, posons

ρ := max(w(X − α) |α ∈ Σ) ∈ Γw Σ0 := {α ∈ Σ |w(X − α) = ρ}

et r := min(v(α− β) |α, β ∈ Σ0) ∈ Γw◦ ; soient s, s′ ∈ Σ0 avec v(s− s′) = r, et

R :=

{
max(v(α− β) |α ∈ Σ0, β ∈ Σ\Σ0) si Σ ̸= Σ0

−∞ sinon.

Lemme 12.135. (i) v(α− β) = w(X − β) pour tous α ∈ Σ0 et β ∈ Σ\Σ0.
(ii) R < ρ ≤ r.

Démonstration. On a ρ = w(X − s) ≥ min(w(X − s′), v(s− s′)) = min(ρ, r), et d’autre
part v(α−β) = min(w(X−β), w(α−X)) = w(X−β) si β ∈ Σ\Σ0 et si α ∈ Σ0 (remarque
8.8(i,ii)), d’où les assertions. □

• Supposons d’abord que r = ρ ; en particulier, s ̸= s′. On considère la bijection
ϕ : K

∼→ K telle que ϕ(x) := (x − s)/(s′ − s) pour tout x ∈ K ; noter que v(x − s) ≥ r
⇔ v(ϕ(x)) ≥ 0, donc ϕ(Σ0) ⊂ K+. Soit πv : K+ → k(m) la projection ; d’après l’exercice
8.15(iv), le corps k(m) est algébriquement clos, donc il existe t ∈ K tel que ϕ(t) ∈ K+

et πv ◦ ϕ(t) /∈ πv ◦ ϕ(Σ0). Cela revient à dire que v(t − α) = r = w(X − α) pour tout
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α ∈ Σ0 ; de même, avec le lemme 12.135(i,ii) et la remarque 8.8(ii) il vient

v(t− α) = min(v(t− s), v(s− α)) = v(s− α) = w(X − α) ∀α ∈ Σ \ Σ0.

Ainsi, w(X−α) = v(t−α) pour tout α ∈ Σ, et cela entraîne aussitôt que w(ai) = v(ai(t))
et w(bi) = v(bi(t)) pour tout i = 1, . . . , p ; par suite, la valuation vt : A → Γv◦ telle que
vt(P (X)) := v(P (t)) pour tout P (X) ∈ A est dans Q ∩ Spv(v,A) ∩ σ−1A (MaxA).
• Supposons ensuite que r > ρ ; si ρ ∈ Γv, choisissons t ∈ K avec v(t − s) = ρ. Il

vient v(t − α) = min(v(t − s), v(s − α)) = ρ = w(X − α) pour tout α ∈ Σ0. De même,
w(X − α) = v(s − α) = min(v(t − s), v(s − α)) = v(t − α) pour tout α ∈ Σ\Σ0, par le
lemme 12.135(i,ii) et la remarque 8.8(ii). En raisonnant comme dans le cas précédent, on
conclut encore que vt ∈ Q ∩ Spv(v,A) ∩ σ−1A (MaxA).
• En dernier lieu, supposons que r > ρ et ρ /∈ Γv. Pour tout i = 1, . . . , p, écrivons

ai(X) = ci ·
∏ni
j=1(X − xij) bi(X) = di ·

∏mi
j=1(X − yij)

avec ci, di ∈ K et xi1, . . . , xini , yi1, . . . , yimi ∈ Σ ; notons par ki la cardinalité de Σi :=
{1 ≤ j ≤ ni |xij ∈ Σ0}, par k′i la cardinalité de Σ′i := {1 ≤ j ≤ mi | yij ∈ Σ0}, et soit
∆i := {1, . . . , ni} \ Σi (resp. ∆′i := {1, . . . ,mi} \ Σ′i). Cela posé, on a :

w(ai) = kiρ+ v(ci) + γi w(bi) = k′iρ+ v(di) + γ′i ∀i = 1, . . . , p

avec γi :=
∑
j∈∆i v(xj − s) et γ′i :=

∑
j∈∆′i

v(yj − s). La condition w ∈ Q revient au
système d’inégalités suivantes, pour tous i = 1, . . . ,m et j = m+ 1, . . . , p :

(∗) (ki − k′i)ρ ≥ λi := v(di/ci) + γ′i − γi et (kj − k′j)ρ < λj := v(dj/cj) + γ′j − γj .

Mais noter que si ki − k′i ̸= 0, aussi la première inégalité de (∗) est stricte, car ρ /∈ Γv.
Soit alors S l’ensemble des indices i ∈ {1, . . . , p} tels que ki − k′i ̸= 0, et pour tout i ∈ S
soit λ′i := (ki − k′i)−1λi ; noter que Γv est divisible, car K est algébriquement clos, donc
λ′i ∈ Γv pour tout i ∈ S. Soient en outre S+ := {i ∈ S |λ′i > ρ} et S− := {i ∈ S |λ′i < ρ},
et posons R′ := max(λ′i | i ∈ S−) et r′ := min(λ′i | i ∈ S+) (où le maximum de l’ensemble
vide est −∞, et le minimum de l’ensemble vide est +∞) ; on voit aisément que le système
(∗) équivaut à l’inégalité :

(∗∗) R′ < ρ < r′.

Or, soit t ∈ K avec max(R,R′) < ρt := v(t− s) < min(r, r′), et définissons la valuation
vt : A→ Γv◦ comme ci-dessus. On a : v(t− α) = min(ρt, v(s− α)) = v(s− α) pour tout
α ∈ Σ \ Σ0 et v(t− α) = ρt pour tout α ∈ Σ0 ; ainsi :

vt(ai) = kiρt + v(ci) + γi vt(bi) = k′iρt + v(di) + γ′i ∀i = 1, . . . , p

et évidemment vt ∈ Q si et seulement si les inégalités (∗) sont satisfaites avec ρ remplacé
par ρt. Mais par construction, l’inégalité (∗∗) est satisfaite avec ρ remplacé par ρt, donc
vt ∈ Q. Cela achève l’analyse du cas où n = 1.
• Ensuite, soit n > 1, et supposons que l’assertion soit déjà connue pour A′ :=

K[X1, . . . , Xn−1]. Soient K
in−1−−−→ A′

j−→ A := K[X1, . . . , Xn] les inclusions, et posons
Spv(v,A′) := (Spv in−1)

−1(v) ⊂ SpvA′ ; la partie Q′ := (Spv j)(Q) est constructible dans
SpvA′ (théorème 12.103), et Q′ ∩ Spv(v,A′) ̸= ∅, car Q∩ Spv(v,A) ̸= ∅. Par hypothèse
de récurrence il existe alors v′ ∈ Q′ ∩ Spv(v,A′)∩σ−1A′ (MaxA′). Il suffit alors de montrer
que Q∩ (Spv j)−1(v′)∩σ−1A (MaxA) ̸= ∅. Notons par m′ ⊂ A′ le support de v′, et par v′ :
k(v′)→ Γv′◦ la valuation résiduelle de v′ ; posons C := k(v′)⊗A′ A et soit iC : k(v′)→ C
l’homomorphisme naturel. Alors SpecC s’identifie naturellement avec V (m′A) ⊂ SpecA
(voir §3.4.2), et SpvC s’identifie avec σ−1A (V (m′A)) ⊂ SpvA (exercice 8.104(ii)) ; sous ces
identifications, Q∩ σ−1A (V (m′A)) et Spv(v′, C) := (Spv iC)

−1(v′) ⊂ SpvC correspondent
respectivement à une partie constructible R de SpvC et à (Spv j)−1(v′), de sorte que
R∩Spv(v′, C) ̸= ∅. On est ainsi ramené à vérifier que R∩Spv(v′, C)∩σ−1C (MaxC) ̸= ∅.
Mais d’après la proposition 6.78(ii) on a k(v′) = K, d’où un isomorphisme deK-algèbres :
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C
∼→ K[Xn], donc l’assertion est déjà connue depuis le cas n = 1.

Exercice 12.110 : On considère d’abord le cas où D = X(a, b) et D′ = X(a′, b′) sont
des o-disques avec b, b′ ̸= 0, et disons que v(b) ≥ v(b′). Soit donc w ∈ D ∩ D′ ; cela
revient à dire que w(T − a) ≥ v(b) et w(T − a′) ≥ v(b′), d’où v(a − a′) = w(a − a′) =
w((a− T ) + (T − a′)) ≥ v(b′), et par suite u(T − a′) = u((T − a) + (a− a′)) ≥ v(b′) pour
tout u ∈ D, i.e D ⊂ D′.

Ensuite, soient D = X(a, b) et D′ = Y (a′, b′) ; si b = 0 ou b′ = 0, l’assertion est triviale,
donc supposons que b, b′ ̸= 0. Si v(b) > v(b′), en raisonnant comme dans le cas précédent
on trouve v(a− a′) > v(b′), et alors D ⊂ D′. Si v(b) ≤ v(b′), on trouve v(a− a′) ≥ v(b),
d’où u(T − a) = u((T − a′) + (a′ − a)) ≥ v(b) pour tout u ∈ D′, i.e. D′ ⊂ D. Les cas où
D et D′ sont des f-disques est analogue, et sera laissé aux soins du lecteur.

Problème 12.113, partie (i) : Pour tout a ∈ K, soit wa : K[T ] → Γv◦ la valuation
correspondante (notation du §12.5.1), et posons Fa := Fwa ; puisque {wa} = Y (a, 0),
il est clair que wa est l’unique w ∈ Spv(v,K[T ]) avec Fw = Fa. On supposera ainsi
que F ̸= Fa pour tout a ∈ K. Montrons ensuite qu’il existe au plus un point w ∈
Spv(v,K[T ]) avec F = Fw ; noter d’abord que pour tout tel w on a Supp(w) = {0}, car
sinon F = Fa pour quelque a ∈ K. Posons

∆a := {γ ∈ Γv |w(T − a) ≥ γ} ∆′a := {γ ∈ Γv |w(T − a) > γ} ∀a ∈ K.

On a : ∆a = {v(b) | b ∈ K et w ∈ X(a, b)} et ∆′a = {v(b) | b ∈ K et w ∈ Y (a, b)}, donc F
détermine ∆a et ∆′a, pour tout a ∈ K. Evidemment ∆′a ⊂ ∆a ; si ∆a = ∆′a pour quelque
a ∈ K, alors ρ := w(T − a) /∈ Γv, et d’après l’exercice 8.25(iv) il vient Γw = Γv ⊕Zρ, avec
{γ ∈ Γv | γ < ρ} = ∆a, et w = | · |v(a,ρ). Si ∆a ̸= ∆′a pour tout a ∈ K, on a w(T − a) ∈ Γv,
d’où w(T − a) = max(∆a), pour tout a ∈ K ; cela montre que F détermine w(T − a)
pour tout a ∈ K, d’où l’assertion.
• Or, soient a ∈ K, b ∈ K× ; posons ρ := v(b) et F(a,ρ) := {D ∈ D | | · |v(a,ρ) ∈ D}.

Evidemment X(a, b) ∈ F(a,ρ) ; si X(a′, b′) ∈ F(a,ρ) pour quelque a′, b′ ∈ K, il vient
|T − a′|v(a,ρ) ≥ v(b′), i.e. min(ρ, v(a − a′)) ≥ v(b′), d’où K ∩ X(a, b) ⊂ K ∩ X(a′, b′).
Au vu du problème 12.109, il s’ensuit que X(a, b) ⊂ X(a′, b′). De même, on voit que si
Y (a′, b′) ∈ F(a,ρ), alors X(a, b) ⊂ Y (a′, b′) ; finalement :

F(a,ρ) = {D ∈ D |X(a, b) ⊂ D}.

• Supposons ensuite que K∩
⋂
D∈F D = ∅ (noter que l’intersection d’une famille vide

de parties de Spv(v,K[T ]) est Spv(v,K[T ]), donc cette condition entraîne que F ̸= ∅) ;
en particulier, F (Σ) := {D ∈ F |D ∩ Σ = ∅} ≠ ∅ pour toute partie finie Σ ⊂ K, et on
voit aisément que :

v(a− x) = v(a− x′) ∀a ∈ K, ∀D ∈ F ({a}), ∀x, x′ ∈ K ∩D

(les détails sont laissés au lecteur). Au vu de la condition (d) dans la définition 12.111,
il vient plus précisément : v(a − x) = v(a − x′) pour tout a ∈ K et tout x, x′ ∈ K ∩⋃
D∈F({a})D. Soient alors p(T ) ∈ K[T ]\{0} et Σp := {a ∈ K | p(a) = 0} ; il s’ensuit que

w(p) := v(p(x)) = v(p(x′)) pour tous x, x′ ∈ K∩
⋃
D∈F(Σp)

D. Posons aussi w(0) := +∞,
et montrons que l’association : p(T ) 7→ w(p) pour tout p(T ) ∈ K[T ] définit un point w ∈
Spv(v,K[T ]). Pour cela soient p(T ), q(T ) ∈ K[T ] ; si pq ̸= 0 et si x ∈ K ∩

⋃
D∈F(Σpq)

D,
on a w(p) = v(p(x)), w(q) = v(q(x)), w(pq) = v(p(x) · q(x)). De même, si pq, p+ q ̸= 0 et
si x ∈ K ∩

⋃
D∈F(Σpq∪Σp+q)D, on a w(p + q) = v(p(x) + q(x)). Il s’ensuit aisément que

w(p·q) = w(p)+w(q) et w(p+q) ≥ min(w(p), w(q)) pour tous p, q ∈ K[T ], d’où l’assertion.
Montrons que w ∈ D pour tout D ∈ F . Pour cela, supposons d’abord que D = X(a, b)
pour certains a, b ∈ K, et prenonsD′ ∈ F ({a}) ; noter que a ∈ K∩(D\D′), doncD′ ⊂ D,
d’après la condition (d) de la définition 12.111. Il vient w(T − a) = v(x′ − a) pour tout
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x′ ∈ K ∩ D′ et v(x − a) ≥ v(b) pour tout x ∈ K ∩ D, par suite w(T − a) ≥ v(b), d’où
l’assertion. On raisonne de même si D = Y (a, b). Ainsi, F ⊂ Fw ; mais si D ∈ Fw \F ,
alors pour tout D′ ∈ F on aurait D′ ⊈ D, d’où D ⊂ D′ (exercice 12.110), et cela est
absurde, car K ∩

⋂
D′∈F D′ = ∅. Donc finalement F = Fw.

• En dernier lieu, supposons que F ne soit ni de la forme Fa, ni de la forme F(a,ρ),
pour aucun a ∈ K et ρ ∈ Γv, et qu’il existe x ∈ K ∩

⋂
D∈F D ̸= ∅. Dans ce cas, noter

que pour tout D ∈ F il existe b ∈ K tel que l’on a soit D = X(x, b), soit D = Y (x, b) ;
en outre, si D = X(x, b), on a aussi Y (x, b) ∈ F , car sinon on aurait Y (x, b′) /∈ F
pour tout b′ ∈ K avec v(b′) ≥ v(b), et alors F = F(x,v(b)), une contradiction. Posons
∆ := {v(b) ∈ Γv |Y (x, b) ∈ F}. Evidemment, ∆ = ∅ ⇔ F = ∅, et si δ ∈ ∆, alors γ ∈ ∆
pour tout γ ∈ Γv avec δ ≥ γ. On voit aisément qu’il existe un unique ordre total ≤ sur le
groupe Γv⊕Z tel que (Γv⊕Z,≤) soit un groupe ordonné, l’inclusion canonique Γv → Γv⊕Z
soit un morphisme de groupes ordonnés, et ∆ = {γ ∈ Γv | (γ, 0) < (0, 1)} : les détails sont
laissés aux soins du lecteur. Soit w la valuation de Gauss | · |v(x,(0,1)) : K[T ]→ (Γv ⊕ Z)◦.
Soient a, b ∈ K ; on a w ∈ X(a, b) ⇔ w(T − a) = min((0, 1), v(a−x)) ≥ v(b) ⇔ v(b) ∈ ∆
et v(a−x) ≥ v(b), d’où X(a, b) = X(x, b) ; de même, on vérifie aisément que w ∈ Y (a, b)
⇔ Y (a, b) = Y (x, b) et v(b) ∈ ∆. Ainsi, F = Fw.

Partie (ii) : Soit L ⊂ Spv(v,K[T ]) une partie constructible. pour tous y ∈ L et
x ∈ Spv(v,K[T ]) \ L, on a Fx ̸= Fy d’après (i) ; si Fy ⊈ Fx, on trouve un disque
D avec y ∈ D et x /∈ D. Si Fy ⊂ Fx, soit D un disque avec x ∈ D et y /∈ D ;
alors le disque perforé Spv(v,K[T ]) \D contient y et ne contient pas x. Rappelons que
Spv(v,K[T ])c est compact et séparé (théorème 4.54(ii)), et que L est une partie compacte
de Spv(v,K[T ])c ; il existe alors une réunion finie E de disques perforés avec L ⊂ E et
x /∈ E. Soit E l’ensemble des réunions finies E de disques perforés avec E ⊂ L ; il vient
L =

⋂
E∈E E, et E \ L est une partie fermée de Spv(v,K[T ])c, pour tout E ∈ E ; au vu

de l’exercice 1.26(i), il existe alors une partie finie E ′ ⊂ E telle que L =
⋂
E∈E ′ E, d’où

l’assertion (remarque 12.112(iii)).
Partie (iii) : La solution de (i) montre que Γw = Γv ⊕ Z, muni de l’unique ordre total

≤ tel que l’inclusion canonique Γv → Γv ⊕ Z soit un morphisme de groupes ordonnés,
et avec (γ, 0) > (0, 1) pour tout γ ∈ Γv ; en outre, on a w(T ) = (0, 1). Il vient alors
w(T − a) = (0, 1) pour tout a ∈ K, donc :

w(
∑n
i=0 aiT

n−i) = (v(a0), n) ∀n ∈ N,∀a0 ∈ K×,∀a1, . . . , an ∈ K.

Exercice 12.116, partie (i) : Soient D un o-disque, et u,w ∈ Spv(v,K[T ]) vérifiant
les conditions souhaitées ; ainsi, le filtre associé Fu vérifie l’une des conditions (a),(b)
du corollaire 12.115(i). Noter que D ∈ Fu, car u ∈ D ; par suite, si (i.a) est vérifiée,
d’après le corollaire12.115(ii) il existe a ∈ K tel que w = wa, et wa ∈ D, contradiction.
Donc, condition (i.b) doit être satisfaite, i.e. Fu = {D′ ∈ D |X(a, b) ⊂ D′} pour certains
a ∈ K, b ∈ K×, et alors l’une des conditions (a),(b) du corollaire 12.115(iii) est vérifiée.
Si (iii.a) est vérifiée, il existe a′ ∈ K ∩X(a, b) tel que Fw = {D′ ∈ D |Y (a′, b) ⊂ D′} ; en
particulier, w ∈ Y (a′, b) ; mais Y (a′, b) ⊂ X(a, b), contradiction. Donc, condition (iii.b)
doit être satisfaite, i.e. Fw = {D′ ∈ D |X(a, b) ⊊ D′}, d’où l’assertion. En outre, puisque
u ∈ D et w /∈ D, on a X(a, b) ⊂ D, mais on n’a pas X(a, b) ⊊ D, i.e. D = X(a, b), et
u = | · |v(a,v(b)), d’après la solution du problème 12.113(i).

Ensuite, soient a, b ∈ K avec D = Y (a, b), et u ∈ D,w ∈ Spv(v,K[T ]) \D tels que u
soit une spécialisation de w ; si b = 0, l’assertion découle de la proposition 12.114(ii). S’il
existe a′ ∈ K, b′ ∈ K× tels que Fu = {D′ ∈ D |X(a′, b′) ⊊ D′}, la proposition 12.114(iv)
montre que Fw = {D′ ∈ D |X(a′, b′) ⊂ D′} ; mais X(a′, b′) ⊊ Y (a, b), car u ∈ D,
et d’autre part X(a′, b′) ⊈ Y (a, b), car w /∈ D, contradiction. D’après la proposition
12.114(i), on peut ainsi supposer qu’il existe a′ ∈ K, b′ ∈ K× tels que Fu = {D′ ∈
D |Y (a′, b′) ⊂ D′}, et alors l’assertion découle de la proposition 12.114(iii), qui donne
plus précisément Fw = {D′ ∈ D |X(a′, b′) ⊂ D′}. En outre, il vient Y (a′, b′) ⊂ D, car
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u ∈ D, et X(a′, b′) ⊈ D, car w /∈ D ; d’où Y (a′, b′) = Y (a, b), i.e. a′ ∈ K ∩ Y (a, b) et
v(b) = v(b′), et en particulier w = | · |v(a,v(b)), par la solution du problème 12.113(i).

Partie (ii) : Cela suit aussitôt de (i). Le corollaire 4.67 nous dit plus précisément que
l’adhérence de X(a, b) est X(a, b) ∪ {w} et l’intérieur de Y (a, b) est Y (a, b) \ {u}.

Partie (iii) : Evidemment, tout o-disque perforé est ouvert dans Spv(v,K[T ]). Récipro-
quement, soit E ̸= ∅ un disque perforé ; donc E = D\(D1∪· · ·∪Dn), où D1, . . . , Dn ⊊ D
sont des disques avec Di ̸= ∅ pour tout i = 1, . . . , n, et Di ∩ Dj = ∅ pour chaque
1 ≤ i < j ≤ n (exercice 12.110), et D est soit un disque non vide, soit Spv(v,K[T ]). On
suppose que E soit une partie ouverte de Spv(v,K[T ]), et on doit vérifier que D n’est
pas un f-disque et qu’aucun des Di n’est un o-disque. Or, il est clair que si D = Y (a, 0)
pour quelque a, alors E est une partie ouverte contenue dans Y (a, 0), i.e. E = ∅ (pro-
position 12.114(ii)), et on doit avoir D = Di pour quelque i ∈ {1, . . . , n}, contradiction.
Supposons donc que D = Y (a, b) avec a ∈ K, b ∈ K× ; d’après (i) il existe un unique
w ∈ D avec une générisation u ∈ Spv(v,K[T ]) \D. En outre, pour tout i = 1, . . . , n on
a Di = X(ai, bi) ou Di = Y (ai, bi), avec ai ∈ K ∩ Y (a, b) et v(bi) > v(b). Montrons que
w /∈ D1 ∪ · · · ∪ Dn ; il suffit de vérifier que w /∈ S := X(a1, b1) ∪ · · · ∪ X(an, bn). Mais
la solution de (i) montre que u = | · |v(a,v(b)), donc u /∈ S, et S est une partie ouverte de
Spv(v,K[T ]), d’où l’assertion. Finalement, on a alors w ∈ E et u ∈ Spv(v,K[T ]) \ E ;
cela est absurde, car par hypothèse E est une partie ouverte.

Ensuite, supposons que Di = X(ai, bi) pour quelque i = 1, . . . , n ; la solution de (i)
montre que u := | · |v(ai,v(bi)) ∈ Di admet une spécialisation w ∈ Spv(v,K[T ]) \ Di. Si
D = Spv(v,K[T ]), on a trivialement w ∈ D. Si D = X(a, b), il vient v(b) < v(bi), et
rappelons que Γv est divisible, car K est algébriquement clos ; prenons alors c ∈ K avec
v(b) < v(c) < v(bi). Alors Di ⊂ Y (ai, c) ⊂ D, et comme u ∈ Di, il vient w ∈ Y (ai, c).
Ainsi, dans chaque cas on a w ∈ D. Montrons que w /∈ Dj si j ̸= i. Or, si Dj = X(aj , bj),
noter que u /∈ Dj , car Di ∩ Dj = ∅, donc w /∈ Dj , car Dj est une partie ouverte. Soit
donc Dj = Y (aj , bj), et supposons par l’absurde que u /∈ Dj et w ∈ Dj ; la solution de
(i) montre alors que u = | · |v(aj ,v(bj)), d’où v(ai − aj) ≥ v(bi) = v(bj) (exercice 8.25(iii)).
Mais cela est absurde, car Di ∩Dj = ∅. Donc, on a encore w ∈ E et u /∈ E, et cela est
absurde, car E est une partie ouverte.

En dernier lieu, si E ̸= ∅ est une partie fermée de Spv(v,K[T ]), montrons que D
n’est pas un o-disque, et qu’aucun des Di n’est un f-disque. Supposons par l’absurde
que D = X(a, b) avec a ∈ K, b ∈ K× ; d’après (i) il existe u ∈ D avec une spé-
cialisation w ∈ Spv(v,K[T ]) \ D, et la solution de (i) montre que u = | · |v(a,v(b)) et
Fu = {D′ ∈ D |D ⊂ D′}. Par suite, u /∈ D1 ∪ · · · ∪Dn, d’où u ∈ E et w /∈ E, contra-
diction. Ensuite, supposons que Di = Y (ai, bi) pour quelque i = 1, . . . , n ; la solution de
(i) montre que u := | · |v(ai,v(bi)) ∈ Spv(v,K[T ]) \Di admet une spécialisation w ∈ Di. Si
D = Spv(v,K[T ]), évidemment u ∈ D ; sinon, D = Y (a, b) pour certains a ∈ K, b ∈ K×,
et v(bi) > v(b). Choisissons c ∈ K avec v(bi) > v(c) > v(b) ; alors Di ⊂ X(ai, c) ⊂ D,
et comme w ∈ Di, il vient u ∈ X(ai, c). Ainsi, dans chaque cas on a u ∈ D. Montrons
que u /∈ Dj si j ̸= i. Si Dj = Y (aj , bj), noter que w /∈ Dj , car Di ∩ Dj = ∅, donc
u /∈ Dj , car Dj est une partie fermée. Soit donc Dj = X(aj , bj), et supposons par l’ab-
surde que u ∈ Dj et w /∈ Dj ; la solution de (i) montre alors que u = | · |v(aj ,v(bj)), d’où
v(ai − aj) ≥ v(bi) = v(bj) (exercice 8.25(iii)). Mais cela est absurde, car Di ∩Dj = ∅.
Ainsi, il vient à nouveau u ∈ E et w /∈ E, encore une contradiction.

Exercice 12.117, partie (i) : Evidemment on a E,E′ ̸= ∅. Disons que

E = D \ (D1 ∪ · · · ∪Dr) E′ = D′ \ (D′1 ∪ · · · ∪D′s)

pour des disques D1, . . . , Dr, D
′
1, . . . , D

′
s ̸= ∅ avec Di ∩Dj = ∅ pour 1 ≤ i < j ≤ r, et

D′i∩D′j = ∅ pour 1 ≤ i < j ≤ s, et où D (resp. D′) est soit un disque, soit Spv(v,K[T ]),
avec D1, . . . , Dr ⊊ D et D′1, . . . , D′s ⊊ D′. Soit en outre k ≤ n tel que D ∩D′i ̸= ∅ pour
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i = 1, . . . , k, et D ∩D′i = ∅ pour i = k + 1, . . . , s, et posons

E′′ := D′ \ (
⋃r
i=1

⋃k
j=1(Di ∩D′j) ∪D′k+1 ∪ · · · ∪D′s).

Supposons d’abord que E ∩ E′ ̸= ∅ ; par suite D ∩D′ ̸= ∅, et d’après l’exercice 12.110
on peut alors supposer que D ⊂ D′. Puisque E ∩ E′ ̸= ∅, on ne peut pas avoir D ⊂
D′i, pour aucun i = 1, . . . , k ; donc D′1 ∪ · · · ∪ D′k ⊂ D (exercice 12.110), et par suite
E ∪ E′ = E′′. Si E ∩ E′ = ∅, par hypothèse il existe w ∈ (E \ E) ∩ E′ ; ainsi, w est à
la fois dans D′ et dans l’adhérence de D dans Spv(v,K[T ]), i.e. w est une spécialisation
d’un point de D (corollaire 4.67(i)). Supposons d’abord que w /∈ D ; alors D est un o-
disque (exercice 12.116(ii)), et Fw = {B ∈ D |D ⊊ B} (corollaire 12.115(iii)). En outre,
l’unique générisation de w dans Spv(v,K[T ]) est le point u avec Fu = {B ∈ D |D ⊂ B}.
Ainsi, D ⊊ D′ et u ∈ E (corollaire 4.67(i)). Donc u /∈ E′, et alors u ∈ D′i pour quelque
i ∈ {1, . . . , k}, ainsi que w /∈ D′i ; cela revient à dire que D ⊂ D′i, et que D n’est pas
strictement contenu dans D′i, i.e. D = D′i, et finalement

E ∪ E′ = D′ \ (
⋃r
j=1Dj ∪

⋃
j∈{1,...,i−1,i+1...,s}D

′
j).

En dernier lieu, si w ∈ D, alors w ∈ Di pour quelque i ∈ {1, . . . , r}, et l’unique gé-
nérisation stricte u de w dans Spv(v,K[T ]) n’est pas dans Di, car u ∈ E (corollaire
4.67(i)) ; ainsi Di = Y (a, b) pour quelque a, b ∈ K (exercice 12.116(ii)). Si b = 0, on
a w = wa, et noter que u /∈ D′1 ∪ · · · ∪ D′s, car w ∈ E′ (proposition 12.114(ii)) ; ainsi,
u /∈ D′, et d’après le corollaire 12.115(i), il s’ensuit que la partie {w} n’est pas stric-
tement contenue dans D′, et comme w ∈ D′, il vient E′ = D′ = {w} = Di. Dans
ce cas, on a alors E ∪ E′ = D \ L, avec L := D1 ∪ · · · ∪ Di−1 ∪ Di+1 ∪ · · · ∪ Dr. Si
b ̸= 0, on a Fu = {B ∈ D |X(a, b) ⊂ B} et Fw = {B ∈ D |Y (a, b) ⊂ B} (proposition
12.114(iii)) ; en particulier Y (a, b) ⊂ D′ ⊉ X(a, b), d’où D′ = Y (a, b) = Di, et finalement
E ∪ E′ = D \ (L ∪D′1 ∪ · · · ∪D′s).

Partie (ii) : L’existence d’une décomposition minimale E ′ de L est assurée par le pro-
blème 12.113(ii) ; soit E ′′ une autre décomposition minimale de L, et soit n la cardinalité
commune de E ′ et E ′′. Supposons qu’il existe E ∈ E ′ \ E ′′, et prenons E′ ∈ E ′′ avec
E′∩E ̸= ∅. Si E ⊈ E′, il existe E′′ ∈ E ′′ \{E′} avec E′′∩E ̸= ∅, et d’après (i) la partie
E′′′ := E ∪ E′ ∪ E′′ est alors un disque perforé ; mais alors (E ′′ \ {E′, E′′}) ∪ {E′′′} est
une décomposition de L de cardinalité < n, contradiction. Si E′ ⊈ E, noter que E′ /∈ E ′,
car sinon (E ′ \ {E,E′}) ∪ {E ∪ E′} serait une décomposition de L avec cardinalité < n.
Quitte à échanger les rôles de E et E ′ avec ceux de E′ et E ′′, on peut alors raisonner
comme dans le cas précédent, pour obtenir encore une contradiction. Cela montre que
E ′ ⊂ E ′′, mais alors E ′ = E ′′, car ces ensembles ont la même cardinalité finie.

Partie (iii) : Soit {E1, . . . , En} la décomposition minimale de L, et pour tout i =
1, . . . , n soit Ei l’adhérence de Ei dans Spv(v,K[T ]). Avec (i) on voit aussitôt que
Ei ∩ Ej = ∅ pour tous i, j = 1, . . . , n avec i ̸= j. Or, si L est une partie fermée,
noter que L = Ei ∪

⋃
j ̸=iEj , d’où Ei = Ei pour tout i = 1, . . . , n ; d’après l’exercice

12.116(iii), chaque Ei est alors un f-disque perforé. Ensuite, soit i ∈ {1, . . . , n}, x ∈ Ei et
y ∈ Spv(v,K[T ]) une générisation de x ; si L est une partie ouverte, y ∈ L, donc y ∈ Ej
pour quelque j ∈ {1, . . . , n}, d’où x ∈ Ei ∩ Ej , et alors i = j, donc y ∈ Ei. Au vu du
corollaire 4.67(ii), cela montre que Ei est une partie ouverte, donc Ei est un o-disque
perforé, encore par l’exercice 12.116(iii).
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