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« Quelqu’un a-t-il signalé ce lapsus ? »
Sur quelques remarques de Cartan lisant
Brunschvicg

EMMYLOU HAFFNER

1 Introduction

Le fonds d’archives d’Elie Cartan, conservé & 1’ Académie des Sciences', contient

(entre autres) soixante cahiers dans lesquels Cartan a pris de nombreuses
notes (de cours, de recherche, de lecture...) tout au long de sa carriere?. Ces
cahiers de notes sont un matériau d’une richesse incroyable. Ils permettent
d’observer Cartan au travail, de lire les réflexions menées derriere et a coté
de ses publications, d’entrer dans son atelier de travail. L’'un des nombreux
points intéressants est la possibilité d’observer certains aspects de son travail
qui n’ont jamais passé ’étape de la publication (et parfois n’étaient pas destinés
a la passer), parmi lesquelles ses notes de lecture. Cartan était un lecteur
actif : il prenait des notes, souvent détaillées, allant parfois jusqu’a refaire les
calculs a sa maniere. Et dans ces notes de lecture, il y a celles qui peuvent
paraitre surprenantes, comme Cartan lecteur de philosophie. Deux cas sont
particulierement frappants dans le fonds : le cahier 1-15b qui contient en
grande majorité des notes sur « la pédagogie et la philosophie », avec de
longues notes sur la philosophie et la pédagogie de Herbart rédigées entre
1899 et 19023. Le second, qui sera ’objet de cet article, concerne Les E‘tapes
de la philosophie mathématique de Léon Brunschvicg : dans le cahier 1-52,
en décembre 1945, Cartan a identifié ce qu’il appelle un « lapsus » dans la

1. Fonds 38J. L’inventaire est lisible & I’adresse suivante : https://www.academie-sciences.
fr/pdf/dossiers/fonds_pdf/Fonds_Cartan.pdf. Nous reproduisons des extraits de ces archives
avec I'autorisation de I’Académie des Sciences

2. Un certain nombres d’années sont malheureusement manquantes dans le fonds.
Les cahiers sont consultables sur le site http://eliecartanpapers.ahp-numerique.fr/. Je me
permets de renvoyer & (Haffner 2017) pour une cartographie des cahiers de Cartan.

3. Certaines pages sur la pédagogie a ’école primaire semblent ne pas étre de la main de
Cartan, mais celles sur Herbart le sont trés certainement.

P.-E. Bour, M. Rebuschi & L. Rollet (eds.), Sciences, Circulations, Révolutions, 415-430.
© 2023, the author.



416 Emmylou Haffner

définition des paralleles donnée par Brunschvicg — une définition des paralléles
par translation. Il montre que cette définition ne fonctionne pas en géométrie
non euclidienne, et développe quelques considérations autour de ces idées. Si ces
quelques pages peuvent sembler anecdotiques, elles montrent toutefois comment
Cartan lecteur réintégrait ses lectures dans son propre cadre de pensée. Elles
rencontrent aussi, incidemment, plusieurs des intéréts de Philippe Nabonnand :
non seulement Cartan et la géométrie, mais aussi 'histoire de ’enseignement,
et méme Poincaré.

Je commencerai par donner la critique que Cartan fait de la définition des
paralleles de Brunschvicg. Je proposerai ensuite de considérer si cette critique,
bien que valide, est effectivement pertinente dans le contexte philosophique
dans lequel la définition est donnée par Brunschvicg. Cette définition étant, en
fait, empruntée a Carlo Bourlet, je la considérerai également dans le contexte
pédagogique dans lequel elle apparait initialement. Je reviendrai ensuite aux
notes de Cartan, qui prend visiblement au sérieux la question des paralleles et
des déplacements dans la géométrie hyperbolique. En fin d’article, je propose
une transcription semi-diplomatique de ces notes, en reproduisant également
les dessins.

2 L’objection de Cartan

Les pages de notes de Cartan sont datées du 1°* décembre 1945. Cartan revient
sur la définition des paralléles que propose Brunschvicg dans (Brunschvicg 1912,
p. 506) :

(Les Etapes de la philosophie mathématique, p. 506, 1912)

« Deux droites D et D’ sont paralleles si ce sont les deux
positions successives d’'une méme droite dans un déplacement de
translation rectiligne. »

(Cartan 1-52, p. 193)
L’objection de Cartan tient en ces quelques mots :

L’auteur oublie de se demander si ces deux droites ne se rencontrent
pas car il s’agit d’un déplacement de translation le long d’une droite
donnée A. Or en géométrie non euclidienne, si la droite D est non
sécante par rapport & A, D et D’ se rencontrent.

Il continue en donnant un premier exemple :
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Exemple. Le demi-plan de Poincaré*, A a pour équation z = 0,
la translation le long de A est 2’ = kx, y' = ky.

A .

DN\

4 / W \

»

Les deux droites paralléles D et D’ (au sens de Brunschvicg) se
coupent si 'amplitude de la translation [est] legh—< (k < 95).

Quelqu’un a-t-il signalé ce lapsus ?

(Cartan 1-52, p. 193)

Dans ces quelques pages de notes, les diagrammes ponctuent chaque remarque
de Cartan et sont méme essentiels & son argument®. Ceux-ci sont pourtant assez
rares dans les cahiers de brouillon de Cartan, malgré la grande présence de la
géométrie.

Avant de poursuivre sur les notes de Cartan, considérons de plus pres
la définition qu’il critique, et le contexte dans laquelle elle apparait. Car en
replagant cette définition dans son contexte d’origine, on peut questionner la
pertinence du reproche de Cartan.

3 Quelques remarques sur la « définition des paralleles de
Brunschvicg »

L’utilisation du mot « lapsus » par Cartan pour désigner le défaut identifié dans
la définition des paralleles de Brunschvicg n’est sans doute pas innocente :
Cartan ne semble pas mettre en doute les connaissances mathématiques de
Brunschvicg. La recension tres élogieuse qu’écrit Adolphe Biihl des E‘tapes de
la philosophie mathématiques (1913) se termine d’ailleurs en soulignant que
« M. Brunschvicg montre une connaissance tres réelle des mathématiques »
(Biihl 1913, p. 95).

3.1 Le contexte de la définition des paralleles dans Les Etapes de la
philosophie mathématique

L’objection de Cartan semble faire peu de cas de la place de la définition des
paralleles dans le livre de Brunschvicg. Celle-ci apparait dans le chapitre XXII

4. Le modele du demi-plan de Poincaré est introduit dans (Poincaré 1882). Il est formé par
les nombres complexes de partie imaginaire strictement positive H = {(z,y)|ly > 0; =,y € R}
et donne un modele pour la géométrie hyperbolique (en dimension 2). Les droites y sont tout
« cercle qui a son centre sur z » (Poincaré 1882, p. 8). Des géodésiques sont paralléles si
elles ne se rencontrent pas. Le demi-plan de Poincaré était certainement connu de tous les
auteurs que nous citerons ci-dessous — d’autant qu’ils considérent tous, de divers points de
vues, Poincaré comme une référence premiére de leurs travaux.

5. Nous en reproduisons ’ensemble en fin d’article.



418 Emmylou Haffner

« Les racines de la vérité géométrique » du dernier livre de l'ouvrage, dans
une premiere section titrée « Création de l’espace euclidien ». Troisieme
chapitre du Livre VII « L’intelligence mathématique et la vérité », dans lequel
Brunschvicg « expose ses propres idées » (Boutroux 1913, p. 122) apres avoir
analysé successivement plusieurs courants de philosophie des mathématiques,
ce chapitre cherche a remonter aux origines de la géométrie, ici la géométrie
euclidienne, la « géométrie métrique plane » (Brunschvicg 1912, p. 501)°. La
finalité du chapitre sur la vérité géométrique est donc présentée par Brunschvicg
comme étant :

de suivre, des son point d’attache avec la réalité, le mouvement
spontané de 'intelligence qui a créé 1’étre spatial, et de définir entre
le monde abstrait de la logique et 'univers concret de la physique
la place qui appartient & I'objet de la géométrie. (Brunschvicg 1912,
p- 498)

La création de l'espace euclidien est ainsi liée a la perception « effective de
lespace » qui ne peut étre autre « que celle des corps qui le remplissent (...) en
particulier des sensations visuelles et tactiles » (Brunschvicg 1912, p. 498)7.

Aux « racines » de la géométrie, précédant a la formation d’une pensée
géométrique abstraite, se trouve le dessin :

Parmi les pratiques manifestant cette pensée naissante de la
géométrie (et nous entendons ici la géométrie métrique plane), la
plus significative nous parait étre la pratique du dessin, dont nous
savons d’ailleurs qu’elle remonte aux époques les plus reculées que
la préhistoire peut éclairer. (Brunschvicg 1912, p. 501).

Et en particulier, « 'opération élémentaire qui doit fournir I'image la plus
simple est le trait » (Brunschvicg 1912, p. 503). Ainsi, par exemple, la définition
de la droite est présentée de la maniere suivante :

Dans I’établissement des réalités initiales auxquelles se suspend le
travail du savant, le principe de raison s’exerce toujours sous forme

6. Rappelons que Brunschvicg adopte la méthode historique qui deviendra le socle
commun de ’épistémologie francaise, que pour lui c’est par ’histoire des mathématiques
que la philosophie peut « dégager le rythme propre de l’intelligence dans la production et
dans la composition des idées, dans 'unification du savoir scientifique » (Brunschvicg 1912,
p. 537). C’est une histoire qui, comme chez son étudiant Jean Cavailles, « détecte la nécessité
interne par laquelle la succession apparait comme un “complexe organique” d’enchainements
rationnels » (Benis Sinaceur 2013, p. 141)

7. Rappelons qu’a la fin du Xix® et au début du xX° siécle se sont développées de
nombreuses réflexions sur les liens entre I’espace sensible (un espace continu, infini, homogene,
isotrope, euclidien et & trois dimensions) et la conception de 'espace géométrique, que
Brunschvicg semble ici tenir pour acquises — c¢’est notamment le cas de Poincaré (1902), que
Brunschvicg cite parmi ses sources (Brunschvicg 1912, p. vii). Il parle d’espace géométrique,
lorsqu’il aborde le « probléme non euclidien », lequel nous « contraint d’admettre la relativité
réciproque de la raison et de l’expérience » (Brunschvicg 1912, p. 515).
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négative ; a I’expérience est réservé le role positif. Que, des le début
de la spéculation géométrique, l'expérience soit intervenue d’une
fagon décisive, c’est ce qu’atteste la définition de la droite conservée
dans le Parménide de Platon : « On appelle droite, la ligne dont
le milieu est placé sur le trajet entre les deux extrémités. » Cette
définition n’est pas 'invention ingénieuse d’un théoricien; elle se
réfere & la pratique. (Brunschvicg 1912, p. 504)

L’étape suivante dans la constitution de l’espace, écrit Brunschvicg, est
I’introduction du mouvement, et en particulier des rotations et des translations.
Pour les paralleles, Brunschvicg propose de « conférer un caracteére positif a
la notion de paralleles, en substituant a l'image des lignes paralleles 'acte
générateur du parallélisme lui-méme » (Brunschvicg 1912, p. 506). Pour définir
les paralleles, Brunschvicg cite alors longuement Carlo Bourlet (1907) — ce que
Cartan ne semble pas avoir remarqué :

Soit P un plan fixe, appelé plan de glissement et D une droite fixe
de ce plan que nous nommerons glissiére fize. Soit, d’autre part
p, un plan mobile et d une droite de ce plan mobile, que nous
appellerons glissiere mobile. Si I'on place le plan p sur le plan P
de fagon que d coincide avec D, on pourra faire glisser le plan
mobile p sur le plan fixe P, de telle sorte que la glissiére mobile
d glisse sur la glissiére fize D. Tout point lié invariablement au plan
mobile p sera entrainé avec lui et sera animé d’un mouvement que
nous nommerons mouvement de translation rectiligne. Nous avons
donc bien défini de la sorte le déplacement de translation sans faire
appel a la notion de parallélisme et en ne supposant au plan et a
la droite que des propriétés qui sont admises dans n’importe quelle
géométrie élémentaire. Nous dirons alors que deux droites D et D’
sont paralléles si ce sont les deux positions successives d’une méme
droite dans un déplacement de translation rectiligne. Rien n’est
plus facile que de représenter cela aux enfants sous une forme plus
concrete. Le plan P c’est la planche a dessin, la droite D c’est le
bord de la regle maintenue a plat sur la planche, le plan p est le plan
d’une équerre, la droite d est le bord de cette équerre qui glisse le
long de la regle. (Brunschvicg 1912, p. 506, italiques dans I'original,
en gras la phase citée par Cartan)

Je reviendrai, dans le paragraphe suivant, sur cette citation en tant que citation
de Bourlet.

Dans un tel contexte, il semble relativement probable que le « lapsus » de
Brunschvicg n’en soit pas un®. Il semble s’agir, plutét, d’un choix visant a
déplier ce que I'auteur considere comme les origines, les premieres étapes de la

8. Notons, d’ailleurs, qu’il aborde les géométries non euclidiennes dans le chapitre XIV
« Transformation des bases scientifiques » (Brunschvicg 1912, p. 310-325) et revient sur ces
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géométrie, et en particulier le lien entre ’élaboration intellectuelle abstraite
et expérience. L’utilisation du texte de Bourlet semble rapprocher, ici, le
développement conceptuel du processus d’appréhension et compréhension de
la notion de parallele par les jeunes éleves®. Brunschvicg place une définition
‘intuitive’ des paralleles aux racines de la géométrie, qui prendra, ensuite, une
forme logique avec la définition euclidienne. Il étudie ensuite les évolutions, a
travers I'histoire, de la géométrie, et cherche a « préciser quelle est la nature
de cette vérité [géométrique], quel est le sens de la connexion qui se manifeste
dans la géométrie classique entre 'expérience et la raison » (Brunschvicg 1912,
p. 510), en I’analysant, notamment dans les géométries non euclidiennes. Pour
autant, il ne considere pas 'adéquation aux géométries non euclidiennes de cette
définition qu’il pose aux racines de la vérité géométrique. Sans doute I’étape
« d’élaboration intellectuelle » donnant la définition euclidienne « logique » des
paralleles disqualifie-t-elle cette question.

D’un point de vue épistémologique, un reproche immédiat qui pourrait
étre fait a Brunschvicg est celui d’avoir pris comme base une définition qu’il
faudra abandonner lorsque ’on souhaitera une définition générale (pour toutes
les géométries) du concept de parallele, puisqu’elle n’est pas valide pour les
géométries non euclidiennes. Une telle définition temporaire, méme si elle peut
étre intuitivement plus facile & comprendre, peut étre considérée comme ne
permettant ni de saisir le sens général du concept, ni méme d’en comprendre
les propriétés permanentes. Le texte de Cartan est trop elliptique pour affirmer
que c’est ce qu’il avait en téte, et je n’ai pas connaissance de prises de positions
de sa part sur des questions similaires. Cependant, une telle critique ne serait
pas inattendue.

3.2 D’ou vient vraiment cette définition ?

Revenons sur la citation de Carlo Bourlet utilisée par Brunschvicg pour définir
les paralleles’®. Le texte dont est extraite la citation qu'utilise Brunschvivg
est un bulletin de la Société Francaise de Philosophie de 1907 dédié a
I’enseignement de la géométrie. Bourlet souhaite y montrer que

contrairement a ce que 1’on croit souvent, une Géométrie basée sur la
définition des paralleles par la translation et sur la notion de groupe
de déplacement suivant les idées de Sophus Lie, peut étre aussi
rigoureuse que la Géométrie classique actuellement en usage, qu’elle

questions dans la section B « La vérité de la géométrie euclidienne » (Brunschvicg 1912,
p. 310-324) du chapitre XXII que nous venons d’évoquer.

9. Je reviendrai au prochain paragraphe sur le texte de Bourlet et le rapport aux idées de
Poincaré, que le lecteur aura peut-étre devinées étre assez proches (du moins sur la question
de la géométrie comme étude des groupes de déplacements, et sur le role de 'intuition dans
la pédagogie).

10. Je mentionne, en passant, que Cartan avait suivi certains cours de Bourlet, & I'Ecole
normale supérieure, comme nous en informe le catalogue des archives de 1’Académie des
Sciences.
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n’est ni plus ni moins expérimentale que cette derniere, qu’elle est
plus naturelle, et qu’elle aura en outre I’avantage de préparer les
éleves a I'étude de la Géométrie supérieure moderne. (Bourlet 1907,
p. 225)

Les réflexions de Bourlet se situent dans la droite ligne de la réforme de 19021,
dont il a été un promoteur, et qui, pour les mathématiques, insistait sur une
approche expérimentale, concrete. Pour la géométrie, en particulier, il s’agissait
de mettre en place les notions de base en se fondant sur le mouvement et, pour
Bourlet, sur la géométrie congue comme I’étude des groupes de déplacements.
Ainsi, en premier cycle la géométrie devait faire « un appel constant a la
notion de mouvement » et notamment définir le parallélisme en lien avec « la
notion expérimentale de translation ». Au second cycle, la forme « logique »
de la géométrie était introduite, suivant le modele des Eléments d’Euclide.
Bourlet expose, dans ce texte, comment il considere « possible de concilier les
idées nouvelles avec la logique et I'unité dans I’enseignement élémentaire de la
géométrie » (Bourlet 1907, p. 227)*2.

L’idée de baser la définition des paralleles sur la translation n’est pas

nouvelle, puisqu’elle se trouvait déja chez Méray'®. Bourlet, par ailleurs,
invoque a plusieurs reprises Poincaré, et son affirmation récurrente que « la
géométrie est ’étude des propriétés du groupe des déplacements ». Il va méme
jusqu’a se placer sous le patronage de Poincaré!4 :
Et si mes affirmations et le court exposé qui va suivre ne suffisaient
pas a vous convaincre, je me retrancherais derriere I'autorité de mon
éminent maitre M. Henri Poincaré qui m’a écrit a propos de cette
méthode : « Je ne doute pas qu’on n’en reconnaisse les avantages
quand on aura loyalement appliquée. » (Bourlet 1907, p. 225)

11. Sur cette réforme, on pourra consulter (Belhoste 1990, Bkouche 1991, Belhoste et al.
1996, Gispert et al. 2007, Gispert 2008, Barbazo 2017), ainsi que (Nabonnand 2007).

12. Bourlet publie, 'année suivante, un manuel de géométrie dans lequel il applique cette
approche (Bourlet 1906-1908).

13. « Dans son essence générale, le parallélisme de deux droites, ou d’une droite et d’un
plan, ou de deux plans, est une position relative des plus remarquables, consistant en ce que,
dans chaque cas, 'une des figures considérées peut étre appliquée sur l'autre par quelque
translation choisie convenablement ; on dit alors que les deux figures sont paralléles » (Méray
1874, p. 20-21).

Il est probable que la critique de Cartan n’aurait pas beaucoup affecté Méray, puisque
celui-ci considérait la géométrie non euclidienne comme une « une fantaisie de I'imagination
mathématique » (Méray 1905, p. xi) cité dans (Dugac 1970, p. 348).

14. Notons par ailleurs que parmi les discutants a cette séance de la Société Francaise
de Philosophie se trouve Emile Borel, qui est, dans ’ensemble d’accord avec Bourlet. Borel
avait aussi été un acteur important de la réforme, voyez par exemple sa conférence de 1904
au Musée pédagogique (Borel 1904). Dans (Borel & Deltheil 1931), il proposera de remplacer
la définition euclidienne des paralléles par

deux droites sont paralleles lorsqu’on peut les faire coincider par une translation.
(Borel & Deltheil 1931, p. 16)
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Un argument similaire se trouve d’ailleurs dans certains écrits de Poincaré,
notamment dans « Les définitions générales en mathématiques », texte tiré
d’une conférence prononcée en 1904 au Musée pédagogique dans le cadre de la
mise en place de la réforme de 1902 :

Devons-nous conserver la définition classique des paralleles et dire
qu’on appelle ainsi deux droites qui, situées dans le méme plan,
ne se rencontrent pas quelque loin qu’on les prolonge ? Non, parce
que cette définition est négative, parce qu’elle est invérifiable par
I’expérience et ne saurait en conséquence étre regardée comme une
donnée immédiate de l'intuition. Non, surtout, parce qu’elle est
totalement étrangere a la notion de groupe, a la considération du
mouvement des corps solides qui est, comme je ’ai dit, la véritable
source de la géométrie. Ne vaudrait-il pas mieux définir d’abord la
translation rectiligne d’une figure invariable, comme un mouvement
ou tous les points de cette figure ont des trajectoires rectilignes;
montrer qu'une semblable translation est possible en faisant glisser
une équerre sur une regle? De cette constatation expérimentale,
érigée en axiome, il serait aisé de faire sortir la notion de parallele
et le postulatum d’Euclide lui-méme. (Poincaré 1904, p. 274)'°

Poincaré rattache cette approche a l'utilisation de l'intuition mathématique,
lien fondamental des mathématiques au réel, qualité mathématique essentielle
et indispensable méme pour le pédagogue.

Les géométries non euclidiennes ne sont jamais évoquées par les auteurs,
dans ce contexte. Est-ce étonnant, d’ailleurs, lorsqu’il s’agit d’enseigner en
premier cycle du secondaire (et qu’une bonne définition est, dit Poincaré, une
définition « comprise par les éleves ») ? Reste qu'il est difficile de savoir si le
« lapsus » identifié par Cartan dans la définition était intentionnellement ignoré
car hors de propos, ou aurait pu contre toute attente avoir échappé méme a
Poincaré.

4 Quelques réflexions supplémentaires de Cartan sur le
mouvement et les paralléles (dans la géométrie non
euclidienne)

Revenons au texte de Cartan. Aprés avoir pointé le « lapsus » de la définition

de Bourlet-Brunschvicg, il s’attache a prouver le théoréme suivant :

Deux droites q[uel]c[on]ques] peuvent toujours étre transpor-
tées l'une sur lautre par une translation le long d’une droite
corr[ectemen]t choisie. (Cartan 1-52, p. 193)

Il montre tout d’abord que « [c]ela revient & dire que étant donnés 2 couples
de nfom]b[res] réels (a,b) (a’,V'), il existe toujours une homographie de points

15. On pourra également consulter (Gispert 2013).
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doubles réels transformant a en a’ et b en b’ »6. 1l souligne I’existence d'une
« autre famille de solutions pour lesquelles a — o', b — a’ ».

Si on prend l'image projective de la géométrie non euclidienne, la
translation le long de la glissiere amene a en @/, b en b’ ou bien a en

b et bena'. (Cartan 1-52, p. 193)
Il consideére ensuite deux exemples'?, qui ’ameénent & la conclusion :

Conclusion. Deux droites orientées sont paralleles par rapport & une
infinité de glissieres qui : ou bien passent par un point fixe ou bien
sont perpendiculaires & une droite fixe. (Cartan 1-52, p. 195)

Cartan prend donc au sérieux la possibilité de caractériser les paralleles par le
déplacement, mais plutdét qu'une définition, il en fait un théoreme.
Deux pages plus loin, Cartan revient sur ces questions pour mieux carac-

tériser les glissieres. En partant des droits orientées c@ et a’b’ (la seconde se
déduisant « par glissement le long d’une glissiére zp » de la premiére), il observe
qu’il y a trois cas :

— Sil’ordre des points est aba’b’, les glissieres sont les perpendiculaires a la
droite Ap :

R VALY oo NN

1‘_\ \
v se

AV 4 \\

— Silordre est abb'a’, les glissieres sont toutes les droites passant par w

— Si les deux droites se coupent, les glissiéres sont encore les perpendicu-
laires a une droite fixe Au.

16. La preuve que donne Cartan est reproduite dans la transcription ci-apres.
17. Voyez la transcription ci-dessous.
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Apres quelques considérations supplémentaires reposant essentiellement sur des
dessins, il conclut :

les glissieres passent par un point fixe si les 2 segments ab’ et ba’
empietent 'un sur autre. Dans le cas contraire, les glissieres sont
les perpendiculaires & une droite fixe. (Cartan 1-52, p. 197)

5 Transcription semi-diplomatique des notes de Cartan'®

[Page 193]

1-12-45 La définition des paralleéles de Brunschvicg

(Les Etapes de la philosophie mathématique, 1912, p. 506)

« Deux droites D et D' sont paralleles si ce sont les deux positions successives
d’une méme droite dans un déplacement de translation rectiligne. »

L’auteur oublie de se demander si ces deux droites ne se ren-
contrent pas car il s’agit d'un déplacement de translation le long
d’une droite donnée A. Or en géométrie non euclidienne, si la

droite D est non sécante par rapport & A, D et D’ se rencontrent.
Exemple. Le demi-plan
T ! s de Poincaré. A a pour

ﬂ/\\\ -, équation z = 0, la trans-

[ B _
4 K7\ D \ lation le long de A est
/ ‘ "= kx, y = ky.
v l: LoEl 4M)_mmw b e 3 Les deux droites paral-
oA D o leles D et D’ (au sens de
. ‘ Brunschvicg) se coupent
si lamplitude de la translation [est] logh—< (k < 95).
Quelqu’un a-t-il signalé ce lapsus ?

Théoréme. Deux droites g[uellc[on]ques| peuvent toujours étre transportées

8

I'une sur Pautre par une translation le long d’une droite corr[ectemen]t choisie.

Cela revient a dire que étant donnés 2 couples de nfom|b|[res] réels (a,b) (a’, V'),
il existe toujours une homographie de points doubles réels transformant a en

a etbend.
En effet, soient Azaz’ + B(x + 2’) + C = D(za’) 'équation de I’homographie
on a

(b—b")Aad' + B(a+d') + C] — (a — a’)(AbY + B(b+b') + C

Silon regarde A, B, C comme les coord[onnées] d’un
point, ce point est assujetti a [illisible] une droite. Or
cette droite [mot raturé illisible] les points extérieurs
(conique B? — AC = 0). Or pour un p|oin]t extérieur,
on a B? — AC > 0. CQFD.

18. Nous avons complété les abbréviations de Cartan et modifié légérement la mise en page
des calculs pour des raisons d’impression.
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Remarque. Il y a une autre famille de solutions pour lesquelles a — b, b — a’.
Si on prend l'image projective de la géométrie non
euclidienne, la translation le long de la glissiere
ameéne a en a’, b en ' ou bien a en b et b en

a'.

[Page 194]
Exemple a = -3,b=1,a' = —2,b' = 3.

1re famille

—2[6A 5B+ C]+3A+4B+C
—9A+14B+C =0

B? — A(-9A+14B) >0

B? —14AB +94% > 0

(B —T7A)% > 40A2
BJ/A > 7++40
ou<1-— \/E

2¢ famille

2[6A-5B+C] + 3A+4B+C=0
154A—-6B+3C=0

Az? +2Bx+C =0 B?+ A(A—-2B) >0
B2 —5AB+5A% >0
(B—A)? +4A?

Az? +2Bx+2B —-54A=0
A(z? = 5)2B(z +1) =0

Dans la 2¢ famille, toutes les glissieres passent par
un point fixe exté[rieur]'?.

19. Il semble que Cartan ait fait (lui aussi) un lapsus ici et qu’il s’agisse de la premiére
famille.
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Dans la 2¢ famille, les glissieres passent par un point
fixe intérieur.
Az® 4+ 2Bz 4+ 14B — 94
A(2® = 9) +2B(z +7)

Dans chacune des familles de glissieres possibles, les glissieres passent par un
point fixe, soit intérieur & la conique, soit extérieur & la conique?°.

Al(abb’ —b') —a'b' (a —b)] — B(ab —ba’) +C(b—a+a' +b)=0
Allab(a’ =) —a'b' (a —b)]z? +a—b—a’ +b']— B[(ab' —ba' )z +a—b—a' — V]

ab(a” — —ab(a—0b)x +a—b—a +
b / b/ /b/ b 2 b / b/
ab — ba')x —a+b+d -0
ala—b+a’ +b)+ylab(a’ +b') —a'b'(a—b) =0
B=a—-b+a -V —(a—b+a —b)a+ (ab —ba’)B
_ !B
o= ab—be p=lozbta —ta
(ab’ — ba’)

(a—b+ad —V)
o
ab(a’ = V') —a'bt/(a—1b)

vy = ¥ =

Dans le cas ou le point « par lequel passent les glissieres est a 'extérieur de la
conique, toutes les droites passent par un point.
Dans l'autre cas, les glissieres sont perpendiculaires a une droite fixe.

[Page 195]

Conclusion. Deux droites orientées sont paralleles par rapport a une infinité de
glissieres qui :

ou bien passent par un point fixe

ou bien sont perpendiculaires & une droite fixe.

On prend pour image-projeetive absolu la conique Y2 — XZ = 0.

X =12 Y =t Z = 1. Sila le droite coupe I'absolu en t = a, t = b, la 2e en
t=a',t =1, le point par lequel passent les glissieres est

X =ab( —d')—d'V(b—a)
Y =ab —bd
Z=a—b—a +b"

si les 2 droites sont orientées a — b, a’ — V.

20. Sur les trois derniéres lignes, les «, 8, sur la gauche sont griffonnés par Cartan et
I’égalité pour v n’est pas terminée.
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Avec I'image anallagmatique de Poincaré, les droites glissées sont orth[ogonalles
a une droite fixe ou passent par un point fixe.

[Page 197
Retour aux paralleles de Brunschvicg.

—
Soit la droite ab et la droite @'t/ qui se déduit de ab par glissement le long d’une
glissiere xp.
On a
FANG R 5 (zyab) = (yxa'd).
/ ot & P
ot \L A " Cette involution [illisible] le couple (ab’) car

(ab'ab) = (aba'd’)

er _— . bli p— e
En effet, le 1" membre =3 : 7=¢ = 0 le 2¢ est

a—a’ . b —a __
vy =0
De méme on a le couple (a’b).

Les points doubles de I'involution sont dans le cas de la figure les p[oin]ts de
contact des tangentes menées de w a la conique.

Par suite, les glissieres sont
les perpendiculaires a la
droite Au. Ce cas est celui
ot ordre des 4 ploin]ts est
aba’t’. Si Vordre était abb'a’,
les glissieres seraient toutes
les droites passant par w.
Enfin si les deux droites
se coupent, les glissieres
seraient encore les | a une
droite fixe Ap. Dans tous
les cas, ab’ et sont deux

glissiéres possibles (comme cas limite).

1°r cas dans le 1/2 plan de Poincaré

e S
(¢

N
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Par suite, les glissiéres passent par un point fixe si les 2 segments ab’ et ba’
empietent 'un sur Pautre. Dans le cas contraire, les glissieres sont les 1 & une
droite_ﬁ‘xe. -

s fe b
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