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REGRESSION DANS DES GROUPES DE LIE :
APPLICATION A L'ESTIMATION DE LA POSITION D’UN MOBILE

Johan Aubray!, Florence Nicol? & Stéphane Puechmorel?

L2.3 Uniwversité de Toulouse, Laboratoire ENAC, France, prenom.nom@enac.fr

Résumé. Dans cette communication, nous nous intéressons au probléme d’estimation de
la position d’un mobile tel qu'un drone a partir de positions mesurées bruitées en utilisant
le paradigme des groupes de Lie. Pour modéliser le mouvement dun solide rigide, le groupe
de Lie approprié est le groupe Spécial Euclidien SE(n), avec n = 2 ou 3 selon le probléme
posé. Notre travail se situe dans un cadre paramétrique tel que développé par Hinkle et
al. (2014), qui ont établi des équations pour la régression géodésique, voire polynomiale sur
des variétés Riemanniennes. Notre but est d’implémenter cette technique sur le groupe de
Lie SE(3). Etant donné un ensemble de points de SE(3) représentant des mesures de la
trajectoire d’'un mobile, on souhaite trouver la géodésique qui s’ajuste le mieux a ces points
au sens des moindres carrés Riemanniens. Ensuite, nous proposons des applications sur des
données simulées pour illustrer ce travail. Enfin, nous discutons des limites de cette méthode
et des perspectives futures a donner.

Mots-clés. Statistique sur des variétés, régression géodésique, variétés riemanniennes,
groupes de Lie, SFE(3), gestion du trafic aérien

Abstract. In this work, we address the problem of estimating the position of a mobile
such as a drone from noisy position measurements using the framework of Lie groups. To
model the motion of a rigid body, the relevant Lie group happens to be the Special Euclidean
group SE(n), with n = 2 or 3. Our work takes place in the parametric framework devel-
oped by Hinkle et al. (2014), who derived equations for geodesic regression and polynomial
regression on Riemannian manifolds. Based on this approach, our goal is to implement this
technique to the Lie group SE(3) context. Given a set of noisy points in SE(3) representing
measurements on the trajectory of a mobile, one wants to find the geodesic that best fits
those points in a Riemannian least squares sense. Finally, applications to simulated data are
proposed to illustrate this work. The limitations of such a method and future perspectives
are discussed.

Keywords. Statistics on manifolds, geodesic regression, Riemannian manifolds, Lie
groups, SE(3), air traffic management

1 Introduction

Dans le contexte de la gestion du trafic aérien (ATM), I'estimation de la position d’un aéronef
peut se faire de deux fagons. Un premier objectif est de présenter aux controleurs aériens la



meilleure estimation possible de la position des aéronefs sur leur écran de contrdle. Dans ce
cas, seule la trajectoire passée est connue. Il s’agit d’un probléme de poursuite radar, qui
est habituellement traité a l'aide du filtrage de Kalman et de ses extensions, voir Julier et
Uhlmann (1997). Un autre probléme consiste a estimer la position d’un mobile a Iaide de
mesures passées et futures. Cette procédure de lissage peut étre traitée par des techniques
de régression statistique.

Lorsque les données appartiennent & un espace Euclidien, les analyses de régression statis-
tique sont généralement de deux types : les méthodes paramétriques telles que la régression
linéaire ou polynomiale et les méthodes non paramétriques telles que les estimateurs a noyau,
le lissage par spline et la régression polynomiale locale. Par ailleurs, en raison de la nature
fonctionnelle des trajectoires des mobiles, celles-ci peuvent étre considérées comme des objets
fonctionnels appartenant & un espace de Hilbert donné. Dans ce cas, I'approche classique
consiste a trouver une décomposition en base fonctionnelle sur un sous-espace de dimension
finie. Cependant, cela ne fonctionne que s’il est possible de trouver une base capable de
représenter toutes les trajectoires possibles, ce qui n’est pas le cas dans le contexte d’avions
a évolution rapide.

Dans beaucoup d’applications, les données n’appartiennent pas a un espace Euclidien et
ne peuvent donc étre traités au moyen d’outils issus de la statistique classique. Le cadre
de travail fourni par la géométrie Riemannienne est particulierement adapté pour étudier
de telles données, qui sont vues comme des points appartenant a une variété différentielle.
Dans notre problématique, plutdt que de considérer les trajectoires elles-mémes dans 1’espace
d’état, il est pertinent d’étudier I’évolution d’un mobile (position et orientation) dans un
autre espace de représentation, en particulier celui des groupes de Lie. Ici, le groupe de Lie
approprié est le groupe Spécial Euclidien SE(n), n = 2 ou 3 selon 'application visée. En
effet, une géodésique dans SFE(3) peut étre une ligne droite, un virage a rayon constant ou
une hélice, ce qui modélise bien le mouvement d’objets volants a évolution rapide.

Au cours des derniéres années, le filtre de Kalman a été étendu aux groupes de Lie
(Bonnabel (2007), Bonnabel et collab. (2009), Bourmaud et collab. (2013), Pilte (2018)).
Remarquons qu’'un filtre de Kalman aurait des difficultés & suivre un mouvement hélicoidal.
Récemment, une méthode de régression non paramétrique sur les groupes de Lie a également
été développée lorsque la variable a expliquer est a valeurs réelles et les variables explicatives
vivent dans un groupe de Lie (Jeon et collab. (2022)). Ces méthodes sont peu adaptées a
notre contexte applicatif, puisque nous cherchons & développer un modéle de régression pour
des variables a valeurs dans un groupe de Lie.

Notre travail se situe dans le cadre de la méthode de régression géodésique développée
dans Fletcher (2011). L’algorithme pour la régression des géodésiques et des polynomes y
est explicitement écrit dans le groupe des rotations en trois dimensions SO(3). Notre but
est de suivre la méme idée en modélisant les transformations rigides avec le groupe Spécial
Euclidien SE(3). Dans un premier temps, nous décrirons une formulation mathématique plus
générale de 'approche présentée dans Hinkle et collab. (2012). Dans un deuxiéme temps, nous
étendrons 'approche faite de SO(3) au contexte du groupe de Lie SE(3). Enfin, plusieurs
applications a des données simulées viennent illustrer la méthode. Les limites sont discutées
et des perspectives d’amélioration de I’estimation sont proposées.



2 Le probléme de la régression géodésique

2.1 Elements de géométrie riemannienne

Notre travail se situe dans le domaine de la statistique géométrique, qui traite d’analyse
statistique sur des objets géométriques vivant dans des variétés différentielles. Toutes les
notions citées peuvent se retrouver dans Flaherty et do Carmo (2013), Gallier (2011) et Gallot
et collab. (2004). En géométrie différentielle, la métrique Riemannienne définit localement
un produit scalaire sur chaque espace tangent a la variété et permet de calculer des angles,
des longueurs et des distances. Une géodésique minimisante correspond & la notion de plus
court chemin entre deux points p et ¢, ce qui permet de définir une distance entre ces points,
appelée distance géodésique.

Par ailleurs, la notion de connexion est un procédé permettant de dériver un champ de
vecteurs dans la direction d'un vecteur tangent. On la note V,X, ot X est le champ de
vecteurs dérivé dans la direction du vecteur v. Notons qu’il existe une unique connexion sans
torsion et compatible avec la métrique appelée connexion de Levi-Civita notée VEC. Dans ce
cas, une géodésique minimisante satisfait 1’équation V,é(ct)’y(t) =0, ce qui équivaut a résoudre
un systéme d’équations différentielles.

On rappelle que si p est un point d’une variété M et v un vecteur appartenant a ’espace
tangent & M au point p, cet espace étant noté T,M, alors il existe une unique géodésique
c:[0,1] = M telle que ¢(0) = p et ¢/(0) = v. L’application exponentielle Riemannienne
Exp,:T,M — M au point p est alors définie par Exp,(v) = ¢(1). C’est un difféomorphisme
local, dont 'inverse est appelé logarithme Riemannien Log,, avec Log,: M — T}, M.

Dans ce travail, nous nous placons dans le cadre des groupes de Lie. Un groupe de
Lie G est une variété lisse qui est également un groupe tel que les opérations de produit
et d’inversion du groupe sont lisses. Cette structure de groupe permet de se ramener en
I'identité e a partir de tout point g € G par simple translation & gauche ou a droite. L’espace
tangent en e, noté g, est appelé algebre de Lie. Plus particuliérement, un groupe de Lie
de matrices (ou groupe de Lie linéaire) tel que le groupe spécial Euclidien SE(n) est un
sous-groupe fermé de GL,(C), ou GL,(C) est 'ensemble de toutes les matrices complexes
inversibles de taille n, 'opération de groupe étant le produit matriciel. On peut munir cet
espace vectoriel d’une application bilinéaire antisymétrique nommeée crochet de Lie, qui, dans
ce cas, n'est autre que le commutateur X,Y egx g~ [X,Y]= XY - Y X. Enfin, on appelle
représentation adjointe de g 'opérateur ad: X e g~ adx(Y) =[X,Y] € L(g,9).

A titre d’illustration, le groupe spécial Euclidien SE(n) est I’ensemble des applications

f:R? - R” telles que f(z) = Rz+T ou R e SO(n) représente les mouvements de rotation et
T € R™ représente les mouvements de translation. Son algébre de Lie se(n) est alors I'espace

. . K Vv . . . .
vectoriel des matrices de la forme 0 0 ou K est une matrice antisymétrique de taille n

représentant la vitesse angulaire et V' un vecteur de R” représentant la vitesse de translation.

T
Par exemple, un élément de SE(2) peut étre représenté par une matrice de la forme (](;L 1)



cosf —sinf T . R . .
avec R = sind  cosf et T = [t;,t,]7. Un élément de se(2) peut alors étre représenté par

—Ww

. KV (0 . .
une matrice de la forme (O 0) avec K = (ou 0 ) et V = [vg,v,]T.

2.2 Courbes polynomiales

En géométrie riemannienne, les géodésiques minimisantes sont les équivalents des lignes
droites, et sont donc l'objet naturel a considérer pour étendre la régression linéaire a une
variété différentielle. Dans un groupe de Lie G, il existe une métrique canonique invariante
a gauche (-,-), dérivée du produit scalaire euclidien (-,-). Pour tout g € G, et pour tout
Xy, Y, eT,G,on a:

(X0 Yoy = (1,151, T,L;'Y,). M

ot Ly : G —» G est Popérateur de translation a gauche par g, et TyL,! : TG — g est la
différentielle de L' au point g, permettant de ramener un vecteur X, € T,G dans I'algébre
de Lie. Notons que l'inverse de L, est la translation & gauche par gL.

Une géodésique minimisante entre deux points go, g1 par rapport a {-,-), est un chemin
v:[0,1] - G, minimisant la fonctionnelle :

L) =5 [ 0@ )

avec 7(0) = go,7(1) = ¢g1. La distance géodésique entre g et g; est alors donnée par L(y). Du
fait de I'invariance a gauche de la métrique, le probléme se raméne a minimiser la fonctionnelle
réduite dans g :

@) =5 [ (Ew.ém)an )

ou £ est un chemin dans g. La solution satisfait I’équation dite d’Euler-Arnold, voir Marsden
et Ratiu (1999) :

£(t) = adgy) £(1). (4)
La géodésique minimisante est alors reconstruite a I’aide de la translation a gauche par ~y(t) :
V(t) = TeLFy(t)g(t)a (5)

qui se simplifie dans un groupe de Lie de matrices en :
t
10 =exp( [ ewyta). ©)

Si G est muni de la connexion de Levi-Civita V€, alors une géodésique minimisante ~y
doit satisfaire :

Vng)7(t) =0. (7)
L’équivalent Riemannien d’un polynéme de degré p est une courbe ~ telle que :
P,
(vi6)) =0 ©
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Soit (ey,...,e,) une base de g, la connexion de Levi-Civita dans 7,G s’exprime dans une base

de champs de vecteurs invariants & gauche (T.Lges,...,TeLgey,). En appliquant la formule

de Koszul aux vecteurs (ey,...e,), on obtient les symboles de Christoffel de la connexion de
Levi-Civita : 1

Ty = 5 (e + e = i) (9)

k

ou ¢ ={[e;, e;], er) sont appelées les constantes de structure.
17 ([ ) J]7 k) PP

On peut alors calculer une courbe polynomiale £ de degré p dans g en résolvant le systéme
d’équations différentielles suivant :

avec la convention vy = €.

2.3 Reégression dans un groupe de Lie

La notion de régression linéaire paramétrique peut se généraliser sur les variétés Riemanni-
ennes, elle est appelée régression géodésique intrinséque, et a été développée indépendamment
dans Fletcher (2011) et Niethammer et collab. (2011). Soit y1,...,yny un ensemble de points
représentant la trajectoire du mobile sur une variété Riemannienne. L’idée est d’estimer
une courbe géodésique (t), sur la variété, qui s’ajuste le mieux a ces points de maniére
"linéaire" & des instants connus tq,...,ty. L’estimation est trouvée en minimisant un critére
des moindres carrés basé sur une distance géodésique entre le modeéle v(t) et les données.

Plus formellement, le modéle de régression géodésique s’exprime de la maniére suivante
dans Fletcher (2011) :

Y = EXpw(t) (5)7

ot v(t) = Exp,(tv) est la géodésique donnée par les conditions initiales v(0) = p et ¥(0) = v,
et e désigne une variable aléatoire Gaussienne & valeurs dans l'espace tangent a v(¢). Dans
Hinkle et collab. (2012), ce modeéle de régression géodésique est généralisé & un modeéle
polynomial.

L’estimation Riemannienne de la géodésique est obtenue en trouvant les vecteurs de dé-
cision ((0),4(0)) qui minimisent le critére des moindres carrés :

N

E() =~ Z Y(t5),95)° (11)

ou d est une distance géodésique entre le modele v(¢;) et les données y;, j =1,...,N. Ce
probléme de minimisation est résolu sous la contrainte que la courbe v est une géodésique
vérifiant (7). Par extension, le probléme de régression polynomiale utilisera une contrainte
polynomiale d’ordre p : (V (t)) A(t) = 0.

Au lieu d’introduire des multiplicateurs de Lagrange, comme dans 'article original, une
approche plus directe peut étre adoptée.



Lemme 2.1. Soit M une variété lisse et f: M — R une application lisse. Pour que f soit
localement optimale en p € M, il faut que df, = 0.

Siy:]—e€,+€[> M est une courbe lisse a valeurs dans M telle que v(0) = p, alors df,(¥(0))
est la variation du premier ordre de f dans la direction du vecteur tangent 4(0) € 7,,M.. Si
¢ est un difféomorphisme local sur un voisinage ouvert U de q € M vers un voisinage ouvert
de ¢(q) = p, alors, la définition du pullback donne, pour tout X € T,M :

¢ df (X) = df (T,0X). (12)
Le lemme suivant est un résultat qui peut étre prouvé en utilisant les coordonnées normales.

Lemme 2.2. Soit p,q € M tel que Log,q =V € T,M soit bien défini et g une métrique sur M.
La différentielle en p de Uapplication m  d?(m,q) est la I-forme ay: X € T,M ~ 2g(X, V).

Proposition 2.1 (Formule variationnelle). Soit ® le flot d’un champ de vecteurs X, c’est-
a-dire que ®(t,x) est la valeur de la courbe intégrale de X a linstant t, avec ®(0,x) = x.
Alors, la dérivée 0,® de ® par rapport a la condition initiale x obéit a I'équation différentielle

a

Z0,8(t.x) = DX (9(t,2)) - 9, (t,). (13)

ol DX:TM — TTM est la dérivée de la section X: M — TM et la condition initiale
0,9(0,z) =1d.

Si l'on revient au probléme initial, & savoir trouver un minimum local du critére (11), et
si I'on suppose que v est la courbe intégrale d'un champ de vecteurs X avec la condition
initiale y(0) = p, 'application du lemme 2.2 donne I’expression suivante pour la différentielle
a T,M de E(v) par rapport aux conditions initiales :

2 X 2 X
Yel,Mw~ N >y (@ﬁ(tmp)ya Log'y(ti,p)yi) N >y (Y7 aer(tiap)TLOg'y(ti,p)yi) , o (14)
=1 3

=1

~

ou 9,y (t;, p)T est 'adjoint de 0,7 (t;, p) par rapport a la métrique g. Le gradient (riemannien)
en T,M est donc donné par :

2 N
N Zapr(tiap)TLngy(ti,p)yiv (15)
i1

ot 9,7(t;,p)t obéit pratiquement a la méme équation que 9,7(t;,p), & 'exception d’un signe
moins et d’une transposée dans le terme de droite. Dans le cas des courbes polynomiales,
I'expression du gradient Riemannien (15) se simplifie pour donner le systéme différentiel
proposé¢ dans Hinkle et collab. (2012).

Trouver la géodésique minimisante revient alors & annuler le gradient Riemannien exprimé
en (15).



3 Application sur des données simulées

Les données simulées sont générées comme décrit dans 1’algorithme.

Une géodésique étant entierement déterminée par son origine et son vecteur vitesse a
I'origine, nous utilisons une méthode de tir pour déterminer ces deux paramétres. Partant
d’une premiére hypothése naive consistant en v(0)(® = I et 4(0)(® = 0, nous estimons
(7(0),4(0)) en utilisant un algorithme itératif inspiré de Hinkle et collab. (2012).

Algorithme 1 Génération des données simulées

On choisit un vecteur & = wy, Wy, W,, Uy, Uy, v, € RO = 5¢(3)
for i =1: LongueurTraj do

On génére g; = exp(t;€ +n;) € SE(3), avec n; ~ N (Ogs, 2)

(x1,22,23)% | = gi x (@1, 09, 23)T > Action du groupe SFE(3) sur R?
end for

Nous nous concentrons sur des exemples tirés de données simulées, correspondant a des
manoeuvres réalistes pour notre application d’objets volants a évolution rapide, telles qu'une
ligne droite et une hélice réguliére. En effet, notamment dans le cas d’une hélice, les avions
civils n’effectuent pas de telles manceuvres, mais d’autres types d’objets volants mobiles
peuvent le faire, tels des drones.

Pour chacune de ces manceuvres, nous avons ajouté du bruit avec différents écart-types
(0=0,03 et 0,3) et utilisé différents pas de descente de gradient. Les résultats sont présentés
dans les Figures 1 et 2. Les résultats semblent satisfaisants pour ces manceuvres de base,
méme en présence d’un bruit important. Les courbes d’apprentissage ne sont pas affichées,
mais ont un comportement régulier, car elles convergent vers une limite minimale en dessous
de laquelle ’algorithme ne descend pas. Cette limite est bien stir influencée par ’écart-type
du bruit : plus le bruit est important, plus la limite d’erreur minimale est élevée. Cependant,
le taux d’apprentissage ne dépend pas de I'écart-type du bruit.

Considérons a présent une manceuvre plus complexe, par exemple, une ligne droite suivie
d’un virage a rayon constant. Le résultat est présenté en Figure 3. Il est clair que le modeéle ne
parvient pas & s’adapter correctement a la trajectoire, bien que la fonction de cotit minimisée
soit la somme des carrés des distances entre les estimations et les mesures. On pouvait s’y
attendre, car la trajectoire étudiée, méme dans un scénario parfait ou elle n’est pas affectée
par un bruit additif, n’est pas une géodésique dans SFE(3), alors que le modéle impose que
I’estimée soit une courbe géodésique. Il s’agit clairement d’une limite de notre modele, qui
prend en compte tous les points mesurés et tente de les incorporer dans une seule estimation
paramétrique du point de départ initial et du vecteur vitesse initial.

4 Conclusion et perspectives

Dans ce travail, nous avons appliqué un modeéle de régression géodésique sur SFE(3) basé
sur un critére des moindres carrés utilisant une distance riemannienne. Nous avons utilisé
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I’algorithme de résolution sur plusieurs scénarios en présence de bruit. Alors que le modéle
semble fonctionner correctement pour des manceuvres simples en présence de bruit, il ne
parvient pas a prendre en compte les changements de manceuvre au cours du temps. Il
faudra donc I'améliorer, notamment en trouvant un moyen de passer d’une géodésique a une
autre en modifiant ses paramétres en fonction du temps. Il serait également utile de trouver
un critére riemannien analogue a ceux déja utilisés dans un espace euclidien pour évaluer la
qualité du modéle.
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