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Résumé — Cet article est consacré a I’estimation de la dimension minimale P des représentations d’état d’une série temporelle multivari-
able (yn)nez de dimension M définie comme une version bruitée (le bruit est gaussien et blanc temporellement) d’un signal utile (tn)nez
dont la densité spectrale est rationnelle et de petit rang. Cette étude est menée dans le régime des grandes dimensions dans lequel le nombre
d’échantillons disponibles N et la dimension des observations M sont grands et du méme ordre de grandeur. En utilisant des techniques de
grandes matrices aléatoires, il est établi que 1’analyse des plus grands coefficients de corrélation canonique estimés entre le passé et le futur de y
permet d’évaluer de faccon consistante P si des conditions liées au rapport signal sur bruit et aux coefficients de corrélation canonique entre le
passé et le futur du signal u sont vérifiées

Abstract — This paper is devoted to the estimation of the minimal dimension P of the state-space realizations of a high-dimensional time series
(Yn)nez, defined as a noisy version (the noise is white and Gaussian) of a useful signal (u, )nez With low rank rational spectral density, in the
high-dimensional asymptotic regime where the number of available samples N and the dimension of the time series M converge towards infinity
at the same rate. Using large random matrix techniques, it is shown that the largest estimated canonical correlation coefficients between the past
and the future of y allows to estimate P consistently, provided the signal to noise ratio and the true non zero canonical correlation coefficients
between the past and the future of the useful signal u are large enough.

1 Introduction sauf peut-€tre un nombre fini d’entre elles, une matrice de rang
K < M. Ainsi que cela est bien connu, cette condition est
L’estimation consistante de la dimension minimale P des représen- équivalente a I’existence d’une représentation d’état minimale
tations d’état d’un signal aléatoire stationnaire de dimension  de u sous la forme

M (yn)nez a partir des N observations y1, 2, - .., yn €st un Tpi1 = Ap + Bin, up = Oy + Din
probleme fondamental du domaine de 1’analyse des séries tem-
porelles. Un grand nombre de travaux y ont été consacrés dans
le régime asymptotique traditionnel dans lequel N — 400
et M fixe, qui, en pratique, fournit des résultats pertinents si
le rapport % est suffisamment petit (voir par exemple [7] et
les références qui y sont citées). Cependant, du fait du dével-
oppement des grands réseaux de capteurs, il devient courant
d’étre confronté au cas ou M et N sont grands et du méme
ordre de grandeur, une situation que I’on modélise classique-

(1.1

ol (in,)nez est un bruit blanc de dimension K de matrice de
covariance Iy, o A est une matrice dont le rayon spectral
est strictement plus petit que 1, la minimalité de la réprésenta-
tion (1.1) signifiant que la dimension de I’état x est minimale.
L’ objet de la théorie de la réalisation stochastique ([7]) consiste
a déterminer la dimension P et les parametres (A, B, C, D)
de I’ensemble des représentations minimales de v a partir de
la donnée de la densité spectrale de u, ou de faccon équiva-

ment par un double régime asymptotique, qualifié de régime
des grandes dimensions, dans lequel M et N tendent vers 400

de telle sorte que % converge vers une constante non nulle.

L’objet de cet article est d’aborder 1’estimation de P dans
ce régime dans le cas ol I’observation (y,, )necz se met sous la
forme y,, = uy, + vy, OU (v, ) ez est un bruit blanc temporelle-
ment de matrice de covariance 021, ol o2 est un scalaire in-
connu, et ou le "signal utile" w est une série temporelle dont
la densité spectrale est rationnelle et est, pour toute fréquence,

lente, a partir de la fonction d’autocovariance R,, de u définie
par R, (k) = E(unqrul). En particulier, si on désigne par
L : : L T T\T
u,; le vecteur de dimension ML uy = (u,_,...,u,)
alors, I’identification de P repose sur le fait que pour tout en-

tier L > P, le rang de la matrice d’autocovariance RJI;U’ Y =

E(u%, ;ul*) entre le "futur de profondeur L" et le "passé de
profondeur L" est égal & P. Du fait de la blancheur temporelle
du bruit v, il est immédiat de vérifier que Ry (k) = E(yn+xy) =
R, (k) pour tout k # 0 et que RJLC‘p_y = E(yTLL+LyTLL*) coincide
avec Rﬁp ,, (la matrice Rﬁp,u dépend de (Ry(k))k=1,. .1, €t

i



pas de R, (0)). Dans ces conditions, P est aussi égal au rang
de RJI:‘ p.y our tout entier L > P. Cette propriété est a la base
des approches traditionnelles d’estimation de P a partir de la
donnée de y1, . .., yn. Ainsi, P est souvent estimé par le nom-

bre de valeurs singulieres significatives de I’estimée empirique

L L o
Rf|p,y de Rflp,y définie par

AL YinY, N

flpsy — N

oll Yy n et Y, n sont définies par !

Y1 Y2 cee YN-1 YN
Y2 Y3 cee YN YN+1
Yon=| : : : : : (1.2)
Yyr  YrL+1 YN+L—-2 YN+L-1
et
YL+1 YrL+2 YN —-1+L YN+L
YL+2 YL+3 YN+L YN+L+1
Yin =
Y2L Y2L+1 YN+2L—-2 YN42L-1

(1.3)
Une autre approche est basée sur le fait que si L > P, P est
également égal au nombre de coefficients de corrélation canon-
ique non nuls entre les espaces V), 1, et Vy 1, engendrés par les
composantes des vecteurs yL et yL 1 Tespectivement. Rap-
pelons que ces coefficients sont par définition les valeurs sin-
gulieres de la matrice (RyL)’l/zRJ%my(R{j)*l/Q, qui bien en-
tendu, sont inférieures a 1. P est alors estimé comme le nom-
bre de coefficients de corrélation canonique significatifs entre
les espaces engendrés par les lignes des matrices Y}, y et Yy n,
c’est-a-dire le nombre de valeurs singulieres significatives de
la matrice (Riy)_l/Q}?ﬁp,y(Riy)_l/z on RE = %
et RY, = L’N;pw.

Dans le régime asymptotique usuel défini par N — +o0 et
M, K, P, L fixes, | R}, — RY| — 0 fori = p, f et \|R§|p7y —
R]Lcl oy | — 0, de sorte que les approches précédentes permet-
tent d’estimer P de faccon consistante. Néanmoins, si M est
grand et que le nombre d’échantillons disponibles N n’est pas
suffisamment grand, le rapport % peut s’avérer trop élevé
pour que les matrices E?Ip,y’ et Rfy, i = p, f, soient suffisam-
ment proches au sens de la norme spectrale des vraies matrices
RJI‘JI .y and R{j respectivement. Ce type de situation peut étre

modélisé par un régime asymptotique dans lequel M et N con-

vergent vers +oo de telle sorte que cy = % converge une

L
flpsy

constante non nulle c,. Dans ce contexte, la matrice R

1RL
flpy
nous négligeons cet effet de bord

dépend aussi des échantillons (Yn)n=N-+1,...,N+2L—1 Mmais

n’est pas un estimateur consistant au sens de la norme spec-

(L) : N AL ; :
trale de R Py € les valeurs singulieres de R f|p,y NONt a pri-

ori aucune raison de se comporter comme celles de R%}Z)y. Les
mémes conclusions peuvent étre formulées pour les matrices
(ﬁ%yy)_l/QZi’%lp’y(ﬁiy)_lﬂ et (Rﬁ)_l/QR]%‘p,y(sz?_l/Q. Dans
la suite, nous synthétisons les résultats de [10] qui permet-
tent de préciser le comportement des plus grandes valeurs sin-
gulieres de R_)Lqp,y et (Rﬁy)._l/QRflpﬂ(Rj’y)_l/Q lorsque e —
¢, < 1 tandis que les entiers K, P et L restent fixes. Ainsi
que le lecteur pourra le constater en parcourant [10], les plus
grandes valeurs singulieres de IA%JLplpy ne permettent pas d’estimer
P de faccon consistante. Dans ces conditions, nous nous con-
centrons ici sur celles de (RE ) *.1/2]:2%‘1),7! (RL,)71/2, et étab-
lissons qu’elles permettent d’estimer P de faccon consistante
sous réserve de quelques conditions signifiant que le rapport
signal sur bruit et les coefficients de corrélation canonique en-
tre les espaces Uy, 1, and Uy, engendrés par les composantes et
ul et ul 7, sont suffisamment grands. Nous remarquons que
dans [10], la matrice de covariance du bruit blanc v n’est pas
nécessairement un multiple de I’identité. Comme ce contexte
plus général induit un certain nombre de complications, nous
préférons expliciter les résultats de [10] lorsque E(v,v}) =
021 );. Enfin, nous mentionnons que les outils développés dans
[10] sont valides lorsque le bruit v est complexe gaussien cir-
culaire, hypothese que nous supposerons donc ici. Il est plus
que probable que les conclusions de [10] restent valides dans

le cas gaussien réel, ou dans le cas complexe non circulaire.

Nous terminons cette introduction en mentionnant les travaux
précédents connectés au probleme étudié dans cet article. A
notre connaissance, aucune référence passée ne s’est intéressée
a I’estimation de P dans le contexte des grandes dimensions.
Une partie significative des techniques d’inférence statistique
en grandes dimensions qui ont été développées en 1’absence
d’hypothese supplémentaire de type parcimonie est basée sur
I’estimation de K et des éléments propres de la matrice de co-
variance E(u,u) du signal utile v dans le cas oll u,, se met
sous la forme u,, = Hs, ou H est une matrice constante
M x K et (s, )nez représente une série temporelle de dimen-
sion K (voir par exemple [8], [5]), et est basée sur des résultats
connectés aux modeles "Spike" de grandes matrices aléatoires
définis comme la somme d’une grande matrice aléatoire a élé-
ments i.i.d. avec une matrice déterministe dont le rang reste
fixe quand les dimensions de la matrice augmente (voir par ex-
emple [2]). Notons également que dans le méme contexte, [6]
estime K en étudiant les valeurs propres de E(u,u’_ ;). 1l
convient également de mentionner divers travaux menés dans
le domaine de I’économétrie relatifs aux modeles dynamiques
factoriels généralisés ([4] par exemple), mais le rapport signal
sur bruit quand M et N augmentent est un terme O(1) alors
qu’il est typiquement O(%) dans notre contexte. Nous ren-
voyons le lecteur a la discussion de la section II de [9] pour de
plus amples détails. Nous mentionnons enfin que quelques ar-
ticles ont aussi étudié le comportement des coefficients de cor-
rélation canonique entre les espaces engendrés par les lignes



de 2 grandes matrices aléatoires X; et X5. Mais les propriétés
de X, et X5 sont beaucoup plus simples a gérer que celles des
matrices Y}, et Yy, qui ne sont pas indépendantes entre elles, et
pas a éléments indépendants et identiquement distribués (i.i.d.).
Ainsi, [12] consideére deux matrices aléatoires gaussiennes in-
dépendantes entre elles, et dont les éléments sont i.i.d. [13] a
généralisé les résultats de [12] au cas ou X; et X5 sont non
gaussiennes. Enfin, dans [1], X; et X, sont gaussiennes a ¢lé-
ments i.i.d., mais E(X; X5) est non nulle, mais se réduit & une
matrice de petit rang.

2 Hypotheses.

Dans le régime asymptotique que nous considérons, il faut in-
terpréter M = M (N) comme un entier dépendant de N. Par
conséquent, il nous faut d’abord préciser comment les quan-
tités générant u dans la réprésentation d’état (1.1) se compor-
tent quand N varie:

Hypothese 2.1. Nous supposons que (in)nez, les matrices A
et B, et donc I’état markovien (x,,)necz, ne dépendent pas de
N. Lamatrice M x P C' = Cy et la matrice M x K D = Dy
sont supposées rester bornées quand N augmente. Enfin, nous
supposons que le rang r de la matrice de covariance Ri N
du vecteur aléatoire de dimension ML uk, qui vérifie r <
P + KL, ne varie pas avec N pour tout N assez grand.

Soit alors Rﬁ) ~ = ONA% 0% ladécomposition en éléments
propres de Rﬁ’ N o A% est la matrice diagonale r x r des

valeurs propres non nulles de RZ . Alors, nous supposons
que

Hypotheése 2.2. Les matrices r Xr Ay et @R,iji‘p NON conv-
ergent vers des limites A, and I, respectivement. De plus, la
matrice A, vérifie A, > 0.

Cette derniere hypothese apparait nécessaire afin de pou-
voir mettre en évidence des résultats de convergence solides
des plus grands coefficients de corrélation canoniques entre les
espaces colonnes de Y, x et Y} y, et est la contrepartie des
hypothese classiques formulées dans le contexte des modeles
"Spike" qui postulent que les valeurs singulieres de la matrice
déterministe de rang fixe tendent vers une limite.

Remarque 2.1. L’hypothese 2.2 implique que lorsque N —
+00, la matrice r X r de rang P A&l@*NRf‘pﬁN@NAx,l, dont
les valeurs singuliéres sont les les coefficients de corrélation
canonique entre les espaces U, N et Uy n engendrés par les
composantes des vecteurs uk et uk |, converge vers la ma-
trice de rang P Q, = AT A1 Q, vérifie bien entendu
J < 1.

3 Principaux résultats

Nous allons étudier le carré des valeurs singulieres de la ma-
: _ (PL \-1/2pL AL \—1/2 acty-di

trice ¥ = (Ry,) ' Rf‘p_’y(R%y)’ ,c’est-a dlr,e .les valeurs

propres de la matrice %.32*. Pour ¢ = p, f, nous désignons par

IT; ,, la matrice de projection orthogonale sur I’espace engendré
par les lignes de la matrice Y; n qui est donnée par

- ()

YOVN\ N VN
Alors, a I’exception de la valeur propre 0, il est facile de véri-
fier que les valeurs propres de 3" coincident avec les valeurs
propres la matrice 11, ;117 ,. Sil’on désigne par II; ,, la ma-
trice obtenue a partir de II; , en remplaccant les observations
(Yn)n=1,... N par les (vp)n=1,... N, notre approche repose sur
les étapes suivantes:

3.1

e Etape 1. Etablir que la distribution empirique des valeurs
propres de II,, , I, converge presque surement vers une
mesure de probabilité 7, dont le support S.. est donné par
Sy = [0,4c.(1—c,)]U{1}1. 1/2, et montrer que pour
tout € > 0, presque surement, a partir d’un certain rang,
toutes les valeurs propres de 11, ,II; , appartiennent a
[0,4c.(1 — ci) 4 €] U {1}1, 512, la valeur propre 1
étant de multiplicité 2M L — N sic, > 1/2.

e Etape 2. Remarquer que pour ¢ = p, f, II; ,, est une per-
turbation de rang fini de la matrice II; ,,, ce qui implique
que IL, ,II¢ ,, est elle-méme une perturbation de rang fini
de IIL, ,II; ,, s’inspirer de I’approche développée dans
I’étude des modeles Spike conventionnels ([2], [3]) pour

évaluer le nombre de valeurs propres de II,, , 117, s’échappant

de S., et déterminer les conditions sous lesquelles ce
nombre est égal a P. Sous ces conditions, P peut-&tre
estimé de faccon consistante par le nombre de valeurs
propres de 11, , 11, s’échappant de S...
La mesure probabilité 7, est caractérisée par sa transformée de
Stieltjes . (z) dont I’expression analytique peut étre calculée
simplement. Par ailleurs, 7, n’est rien d’autre que le produit de
convolution multiplicatif libre ([11]) de .81 + (1 — ¢4 )dg avec
elle-méme, c’est-a-dire la limite de la distribution empirique
des valeurs propres du produit de 2 projections orthogonales
sur les espaces engendrés par les lignes de 2 matrices aléatoires
ML x N aéléments gaussiens i.i.d. Il est donc assez remar-
quable de constater que, bien que les matrices V, y et Vi n
définies de la méme faccon que Y), x et Y7 n, ne vérifient pas
ces propriétés, la distribution empirique des valeurs propres de
IL, 117, converge quand méme vers 7.

On définit la matrice de rang P F donnée par
F.=Qi(I, + A7) QI + ° AT (3.2)

Les valeurs propres de F), sont réelles, appartiennent a [0, 1),
et ||[Fx]| < 1. Alors, le résultat essentiel de cet article est le
théoréme suivant.

Théoreme 3.1.

e La fonction f, définie par
city ()

2
0=+ (Tegat s r=em)
est strictement croissante sur [4c. (1 — cy), 1], vérifie
fildeo(1—ci)) = 72, f(1) = 1sic. < Let f(1) =

2
Cy . 1
(176*) Sl Cy > 3

(3.3)




o Sic, > % I’équation

det (fu(z) I, — Fy) =0 (3.4)

n’a pas de solution dans 14c.(1 — c.), 1], et pour tout
0 > 0, presque surement, pour N assez grand, toutes les
valeurs propres de I1,, 11, appartiennent a [0, 4c. (1 —
¢« )+0|U[1—=6, 1]. Parmi les valeurs propres appartenant
al[l—=46,1], 2ML — N + O(1) d’entre elles sont égales
a1, et o(N) convergent vers 1.

o Sic, < % I’équation (3.4) possede 0 < s < P so-
lutions appartenant a 14c.(1 — ¢ ), 1[ on s est le nom-
bre de valeurs propres (en prenant en compte les mul-
tiplicités) de F, qui sont strictement plus grandes que
13*0* < 1. 8ipiys,...,ps+ sont les solutions corre-
spondantes, alors, les s plus grandes valeurs propres de
I1,, 4111, convergent presque partout vers p1 «, . . ., Ps
et pour tout § > 0, presque surement, pour N suffisam-
ment grand, les N — s valeurs propres restantes appar-

tiennent a [0,4c. (1 — ¢,) + 0).

Le Théoreme 3.1 permet d’en déduire immédiatement des
conditions sous lesquelles P peut étre estimé par le nombre de
valeurs propres de IT,, ,IT¢ , plus grandes que 4c, (1 — c.).

Corollaire 3.1. P coincide avec le nombre de valeurs propres

de 11, X1, strictement plus grandes que 4c.(1 — c,) si et
seulement si c, < % et si les P valeurs propres non nulles de

F, sont strictement plus grandes que 1i*c* .

En pratique, les P valeurs propres non nulles de F, sont
supérieures & T2~ si toutes les valeurs propres non nulles de
Q, et celles de A?/0? sont suffisamment grandes. Compte
tenu de la Remarque 2.1, ceci implique que les P coefficients
de corrélation canonique non nuls entre les espaces U, y et
Up, N et le rapport signal sur bruit sont eux-mémes suffisam-
ment grands. Il est également intéressant de remarquer que
si e > 1/2, s = 0, et qu’il apparait impossible d’estimer
P a partir des valeurs propres de II, ,II;,. Compte tenu de
la taille de ’article, nous renvoyons le lecteur a [10] pour la
présentation de simulations numériques permettant d’étayer le
Corollaire 3.1.

Remarque 3.1. Nous concluons cet article en précisant les
raisons pour lesquelles, assez curieusement, il est impossible
d’estimer P de faccon consistante, a partir des plus grandes
valeurs singuliéres de Y, = R)l‘/\p,y’ ou de faccon équiva-
lente, a partir des plus grandes valeurs propres de Y, T}, 1l
est montré dans [10] que presque surement, a partir d’un cer-
tain rang, toutes les valeurs propres de Y, Y7 se situent au
voisinage d’un intervalle [0, ], ol . peut s’exprimer analy-
tiquement en fonction de 0. Cependant, a la différence de la
matrice 11, 11y ,, le nombre de valeurs propres de Y,/ T qui
§’échappent de [0, x,, peut prendre toute valeur entre 0 et 2r,
et apparait en tous les cas presque indépendant de la valeur
de P. Dans [10], pour tout r > 1, nous produisons des exem-
ples dans lesquels P = 1, le rapport signal sur bruit et la plus
grande valeur singuliére non nulle de Rf‘ p.u Peuvent prendre

des valeurs arbitrairement grandes, mais ot 2r — 1 valeurs pro-
pres de Y, Xy convergent vers des valeurs plus grandes
que x.. Il n’est pas si simple d’expliquer simplement pourquoi
I’analyse des valeurs propres de 11, 11, permet d’estimer P
(sous réserve de conditions) et pas celles de T, Y}. On peut
cependant remarquer que I’analyse des coefficients de corréla-
tion canonique entre le passé et le futur d’un signal a spec-
tre rationnel a des vertus bien connues dans le domaine de
Uidentification des systémes linéaires stochastiques ([7]). Nos
résultats fournissent un nouvel exemple de la pertinence de
cette approche.
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