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Résumé

Dans cet article, on s’intéresse au probleme SALB3PM
(Simple Assembly Line Balancing Problem with Power
Peak Minimization). On propose une résolution de ce pro-
bléme en utilisant une séquence de problemes SAT a ré-
soudre, avec appels a un solveur SAT pour résoudre chaque
sous-probleme. La pertinence de cette approche est véri-
fiée expérimentalement par comparaison avec les résultats
existants sur quelques instances issues de la littérature. Ces
travaux sont une extension de [4].
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1 Présentation du
SALB3PM

Le probleme SALB3PM (Simple Assembly Line Balancing
Problem with Power Peak Minimization) est un probléme
d’optimisation qui consiste, étant donné un ensemble de
taches et un ensemble de machines, a construire 1’ordon-
nancement des taches sur les différentes machines de ma-
nieére a minimiser le pic d’énergie consommé par 1’ordon-
nancement obtenu. Les données du probleme SALB3PM
sont les suivantes :

— Un ensemble O de n tiches, ou chaque tache j € O
a une durée de traitement ¢; et une consommation
énergétique W;.

— Un ensemble de machines M numérotées de 1 a m.

— Un temps de cycle c : apres c unités de temps, les
machines sont arrétées. L’horizon temporel est dé-
coupé en périodes et estnoté T' = {0, ...,c—1}. On
note ’ensemble 77 = {0, ..., c—t;} 'ensemble des
périodes ou peut commencer la tiche ;7 € O pour
pouvoir terminer avant la fin du temps de cycle.

— Un ensemble de précédences P : si une tiche i € O
précede une tiche j € O, ce qui est noté i < 7,
alors :

— soit la tAche 7 est affectée a une machine de plus
petit numéro que la tache j,

— soit les taches i et j sont affectées a la méme
machine mais la tiche 7 est ordonnancée avant
la tache j.

probleme

L’ objectif du probleme SALB3PM est de décider d’affecter
chaque tache sur une machine et d’ordonnancer les taches
affectées sur les mémes machines (c’est a dire déterminer
leur période de lancement), en minimisant le pic d’éner-
gie de la solution obtenue, c’est a dire en minimisant la
consommation maximale énergétique des taches ordonnan-
cées simultanément.

2 Modélisation linéaire existante

Dans I’article [3], le probleme SALB3PM est modélisé sous
la forme du programme linéaire en nombres entiers pré-
senté dans la figure 1. Les variables de décision sont les
suivantes :
— Les variables d’affectation X ;. Etant donnée une
tiche j € O et une machine k£ € M, la variable
X 1 vaut 1 si et seulement si la tiche j est affectée
a la machine k.
— Les variables d’ordonnancement S; ;. Etant donnée
une tiche j € O et une période ¢t € T, la variable
S+ vaut 1 si et seulement si la tiche j débute a la
période t.
— La variable W,,,4, est une borne supérieure sur le
pic de consommation énergétique.
Les lignes du programme linéaire en nombres entiers mo-
délisent la fonction objectif et les contraintes du probleme :

1. On doit minimiser le pic de consommation énergé-
tique.

N

2. Chaque tache doit étre affectée a exactement une
machine.

3. La somme des durées des tiches affectées a chaque
machine ne peut pas dépasser le temps de cycle.

4. Si une tache ¢ précede une tiche 5 (¢ < j), alors la
tache 7 ne peut pas étre affectée a une machine de
plus grand numéro que la tache j.

5. Chaque tiche doit débuter a une et une seule pé-
riode.

6. Siune tache ¢ précede une tache j (¢ < j) et que les
deux taches sont affectées a la méme machine, alors
la taches j débute forcément apres la tache <.

7. Il est impossible d’avoir deux tiches en cours d’exé-
cution sur la méme machine a une période donnée.
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FIGURE 1 — Modélisation de SALB3PM sous forme de PLNE [3]

8. Le pic de consommation énergétique est plus grand
que la consommation maximale énergétique des
taches ordonnancées sur une méme période.

3 Approche SAT

On modélise le probleme SALB3PM sous forme d’un
probléme de satisfaisabilit¢ booléenne (probleme SAT).
Comme le probleme SAT est un probleme de décision, et
non un probleme d’optimisation, on modélise initialement
le probleme de faisabilité qui consiste a trouver une solu-
tion qui respecte toutes les contraintes du probléme et qui
est présenté dans la figure 2. Les variables de décisions sont
les suivantes, oul les deux premiers jeux de variables de dé-
cision sont les mémes que pour la modélisation linéaire :
— Les variables d’affectation X ;. Etant donnée une
tiche j € O et une machine k € M, la variable
X 1 vaut 1 si et seulement si la tiche j est affectée
a la machine k.
— Les variables d’ordonnancement S; ;. Etant donnée
une tiche j € O et une période ¢t € T, la variable
S;+ vaut 1 si et seulement si la tiche j débute a la
période t.
— Les variables d’activité A; ;. Etant donnée une tiche
J € O etune période t € T, la variable A;; vaut 1
si et seulement si la tiche j est active a la période t.
Les premieres lignes de la formule propositionnelle modé-
lisent les contraintes du probleme :

1. Chaque tiche doit étre affectée a au moins une ma-
chine.

2. Chaque tache doit étre affectée a au plus une ma-
chine.

3. Si une tiche ¢ précede une tache j (¢ < j), alors la
tache 7 ne peut pas étre affectée a une machine de
plus grand numéro que la tiche j.

4. Chaque tache doit débuter a au moins une période.
5. Chaque tache doit débuter a au plus une période.

6. Une tache ne peut pas débuter si elle ne peut pas
terminer avant la fin du temps de cycle.

7. Il est impossible d’avoir deux tiches en cours d’exé-
cution sur la méme machine a une période donnée.

8. Si une tiche débute a une période donnée, alors elle
est forcément active ensuite pendant la durée de son
exécution.

9. Si une tache 7 précede une tiche j (i < j), alors la
tache j ne peut pas étre affectée a la méme machine
1 et commencer apres le début de la tache <.

On peut constater, par exemple en comparant la ligne (2)
du programme linéaire et les lignes (2) et (3) de la formule
propositionnelle, que le modele SAT est beaucoup plus gros
que le modele linéaire. Pour cette raison, on effectue un
prétraitement pour calculer un ensemble de décisions évi-
dentes a cause de la liste des précédences et de la durée des
taches. Ces prétraitements servent a rajouter de nouvelles
contraintes permettent de réduire la taille de I’espace de re-
cherche mais elles servent surtout a éliminer des contraintes
du modele initial (si une des contraintes (2) a (9) est en
contradiction avec une des contraintes (10) a (12), alors elle
n’est pas intégrée au modele) :

10 Si une chaine de précédences empéche une tiche j
d’étre affectée sur une machine k, on interdit cette
affectation (on le note ip(j, k) = 1)
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FIGURE 2 — Modélisation des contraintes de SALB3PM sous forme de formule propositionnelle

11 Si une chaine de précédences empéche une tiche j
d’étre affectée sur une machine & a une période ¢,
on interdit d’avoir simultanément cette affectation
et cet ordonnancement (on le note ip(j, k,t) = 1)

12 Si une tiche a une durée qui dépasse la moitié du
temps de cycle, elle est forcément active aux dates
médianes

Une fois que I'on a écrit le modele mathématique pré-
cédent, sa résolution par un algorithme de résolution du
probleme SAT permet de trouver un ordonnancement
faisable.

Pour ensuite déterminer 1’ordonnancement avec un pic
d’énergie minimum, on relance, autant de fois que possible,
notre algorithme en intégrant au modele des contraintes
supplémentaires. Ces contraintes correspondent a 1’inter-
diction d’exécuter en méme temps un ensemble de tiches
qui I’étaient dans la derniere solution calculée et dont la
somme des énergies est supérieure au pic d’énergie de la
meilleure solution rencontrée depuis le début de I’exécution
de I’algorithme. Ces contraintes correspondent a la ligne
(13) du modele et ’ensemble C contient en permanence
I’ensemble des ensembles de tiches que I’on ne souhaite
plus voir ordonnancées en méme temps. Apres ajout de
ces contraintes, on relance la résolution du probleme de
faisabilité.

Lorsqu’il n’est plus possible de trouver une solution pour
le probleme de faisabilité, la meilleure solution rencontrée
jusqu’a cet instant est une solution optimale pour le pro-
bleme SALB3PM.

4 Exemple illustratif

On considere 4 taches, 3 machines, un temps de cycle c = 5
et des précédences lexicographiques 01 < 02 < 03 < 04 :
Tache 01 02 03 (o2}
Durée 5 2 3 3
Energie | 4 | 4 | 2 | 4
Tout d’abord, on crée le modele initial et, a la premiere ité-
ration, le solveur SAT trouve la solution suivante :

machine 1 ’ 01 ‘

B Ficdenengie: 12
| 03 ]
machine 3 [ o1 |

machine 2

La solution proposée a un pic d’énergie de 12, causé par
I’ordonnancement des tiches o1, 02 et o4. On ajoute donc
les contraintes suivantes au modele, pour empécher désor-
mais ces trois tAches d’étre actives a une méme période :

A, VA, VA, VteT

On relance ensuite le solveur SAT et, a la deuxieme itéra-
tion, le solveur SAT trouve la solution suivante :

machine 1 ’ 01

L e
[ o] ]

machine 2 Pic d’énergie : 10

machine 3




Instance Données Résultat PLNE Résultat SAT
n | m c Pic Temps Statut Pic Temps Statut

mertens-1 716 6 104 0.01s Optimal | 104 0.227s | Optimal
mertens-2 | 7 | 2 | 18 49 0.09 s Optimal 49 0.238 s | Optimal
bowman-1 | 8 | 5 | 20 164 0.05s Optimal | 164 0.226 s | Optimal
jaeschke-1 | 9 | 8 6 248 0.02 s Optimal | 248 021s Optimal
jaeschke-2 | 9 | 3 18 78 0.16 s Optimal 78 0.279 s | Optimal
jackson-1 | 11 | 8 7 179 0.08 s Optimal | 179 0.254s | Optimal
jackson-2 | 11 | 2 | 94 65 1.05s Optimal 65 0.502s | Optimal
mansoor-1 | 11 | 4 | 48 145 0.69 s Optimal | 145 0.379s | Optimal
mansoor-2 | 11 | 2 | 94 77 5.03s Optimal 77 0.563 s | Optimal
mitchell-1 | 21 | 8 14 221 144 s Optimal | 221 0.6s Optimal
mitchell-2 | 21 | 3 | 39 85 427.94 s | Optimal 85 9.884s | Optimal
roszieg-1 | 25 | 10 | 14 254 104.36 s | Optimal | 254 7.8s Optimal
roszieg-2 | 25 | 4 | 32 117 163.59s | Optimal | 117 5.653s | Optimal
heskiaoff-1 | 28 | 8 | 138 | <290 | > 3600 s 251 | 196.693 s | Optimal
heskiaoff-2 | 28 | 3 | 342 > 3600 s <107 | > 3600 s

buxey-1 29 | 14| 25 | €292 | >3600s <292 | >3600s

buxey-2 29 | 7 | 47 | <350 | >3600s 172 137.46 s | Optimal

sawyer-1 | 30 | 14 | 25 395 157 s Optimal | 395 2.044s | Optimal

sawyer-2 | 30 | 7 | 47 > 3600 s 214 | 257916 s | Optimal
gunther-1 | 35 | 14 | 40 394 2297 s | Optimal | 394 2.131s | Optimal
gunther-2 | 35| 9 | 54 > 3600 s 295 6.081s | Optimal

TABLE 1 — Comparaison des approches PLNE et SAT sur quelques instances

La solution proposée a un pic d’énergie de 10, causé par
I’ordonnancement des tiches o1, 03 et o4. On ajoute donc
les contraintes suivantes au modele, pour empécher désor-
mais ces trois taches d’étre actives a une méme période :

A, VA, VA, VteT

On relance ensuite le solveur SAT et, a la troisieme itéra-
tion, le solveur SAT trouve que le probléme ne possede pas
de solution. La meilleure solution proposée jusqu’a mainte-
nant, qui est ici la solution proposée a la deuxieéme itération,
est donc la solution optimale, avec un pic d’énergie de 10.

5 Expérimentations

Nous avons expérimenté notre algorithme sur plusieurs ins-
tances de la littérature, avec pour chaque instance les résul-
tats obtenus en implémentant le modele existant sur CPLEX
[3] et les résultats obtenus avec notre algorithme. Le pro-
bleme SAT sous-jacent est résolu grace au solveur Sat4j [1].
On donne, pour chaque instance, le nombre de tiches n, de
machines m, le temps de cycle c et, pour chaque méthode,
le pic d’énergie de la meilleure solution calculée, la durée
d’exécution (au plus 1 heure) et son statut (optimal ou non).
On constate dans la table 1 que I’approche proposée permet
de trouver la solution optimale sur plus d’instances (19 ins-
tances sur 21) qu’avec I’approche ILP connue (15 sur 21).

6 Conclusion

Dans cet article, on a étudié le probleme SALB3PM. On
a proposé une approche qui fait appel itérativement au pro-
bleme SAT pour résoudre ce probleme. Cette approche a été
comparée avec une approche par programmation linéaire en

nombres entiers existante, et donne des résultats prélimi-
naires prometteurs. Ces résultats préliminaires doivent étre
confirmés en offrant le méme niveau de finesse de modéli-
sation pour les deux approches et en comparant avec les ré-
centes améliorations du modele linéaire [2]. Il faudra réfié-
chir également a comment réduire la taille du modele SAT
initial et comment mieux gérer la fonction objectif. Enfin, il
serait intéressant d’essayer d’hybrider ces approches entre
elles ou avec d’autres approches heuristiques [5].
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