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Résumé :
Dans ce papier, nous étudions à quel point la notion

d’implicant premier peut expliquer les résultats d’une
classification robuste, en s’intéressant particulièrement à
expliquer des relations de dominances par paires. Nous
sous-entendons par robuste des modèles imprécis qui
peuvent s’abstenir de classifier ou de comparer deux
classes quand l’information disponible est insuffisante.
Cela se reflète en considérant des ensembles (convexes)
de probabilités. Par implicants premiers nous sous-
entendons un ensemble minimal d’attributs dont les va-
leurs doivent être connues avant de décider qu’une classe
domine/est préférée à une autre.

Mots-clés :
Classification robuste, Explicabilité, Implicants pre-

miers, Probabilités imprécises, Naive credal classifier

Abstract:
In this paper, we investigate how robust classification

results can be explained by the notion of prime impli-
cants, focusing on explaining pairwise dominance rela-
tions. By robust, we mean that we consider imprecise mo-
dels that may abstain to classify or to compare two classes
when information is insufficient. This will be reflected by
considering (convex) sets of probabilities. By prime im-
plicants, we understand a minimal number of attributes
whose value needs to be known before stating that one
class dominates/is preferred to another.

Keywords:
Robust classifier, Explainability, Prime implicants, Im-

precise probabilities, Naive credal classifier

1 Introduction

Deux aspects importants de l’IA de confiance
sont la capacité d’effectuer des inférences ou
prédictions robustes et sûres, et la capacité à les
accompagner d’une explication sur les raisons
de ces dernières.

Du coté de l’explicabilité, la notion d’impli-
cant premier revient à fournir une condition suf-
fisante minimale permettant de faire une cer-
taine prédiction, par exemple les attributs qui
ont besoin d’être instanciés pour faire une clas-
sification. Ils ont été proposés comme compo-
sants de l’explication pour un large ensemble de

modèles tels que les modèles graphiques [10],
avec des procédures efficaces existantes pour
des structures spécifiques telle que la struc-
ture Naı̈ve [9]. Comparé à d’autres méthodes
comme SHAP [11] qui essaye de calculer l’in-
fluence moyenne des attributs, les implicants
premiers ont l’avantage d’être rattachés à la lo-
gique et de fournir un certificat d’explication
(dans le sens où les attributs identifiés forment
une raison logique et suffisante).

Cependant, les outils d’IA explicable ont sou-
vent, si ce n’est exclusivement, été appliqués
à des modèles précis, au moins dans le do-
maine du machine learning (c’est moins vrai
par exemple en représentation des connais-
sances [4]). Cependant, dans certaines appli-
cations impliquant des problèmes sensibles ou
quand le decision maker veut identifier des cas
ambiguës, il serait sûrement préférable d’utili-
ser des modèles qui vont renvoyer un ensemble
de classes dans certains cas où l’information
est manquante plutôt que de toujours renvoyer
une prédiction précise. Plusieurs cadres comme
la prédiction conformelle [3], les indeterminate
classifiers [7] ou les modèles de probabilités
imprécises [6] ont été proposés pour s’occuper
de tels cas.

Ces derniers ont l’avantage d’être des exten-
sions et généralisations directes des classifieurs
probabilistes, donc nous pouvons directement
essayer de transférer des principes d’explica-
tions fondés existants pour la classification pro-
babiliste précise dans ce cadre. C’est ce que
nous avons l’intention de faire dans ce papier
avec les implicants premiers.

Nous commençons par introduire comment



cette idée d’implicant premier peut s’adapter
à de la classification utilisant des ensembles
de probabilité comme modèle d’incertitude en
Section 2. Comme le problème formulé est
vraisemblablement difficile à résoudre pour
des modèles génériques, nous nous intéressons
en Section 3 au classifieur crédal naı̈f, qui
généralise le classifieur bayesien naı̈f. Nous
montrons que pour un tel modèle, calculer et
énumérer les implicants premiers peut être ef-
fectué en temps polynomial, grâce à son hy-
pothèse d’indépendance et ses propriétés de
décomposition. Nous finissons avec un exemple
illustratif de notre approche.

2 Formulation générale du
problème

Dans cette section, nous posons nos notations
et donnons les rappels nécessaires à propos
des probabilités imprécises. Nous introduisons
aussi l’idée des implicants premiers appliqués
aux classifieurs, et tout particulièrement aux
classifieurs utilisant les probabilités imprécises.

2.1 Classification robuste : cadre

Nous nous plaçons dans un problème multi-
classes discret classique où nous devons prédire
une variable Y prenant ses valeurs dans Y =
{y1, . . . , ym} en utilisant n variables d’entrée
X1, . . . , Xn qui prennent respéctivement leurs
valeurs dans Xi = {x1

i , . . . , x
ki
i }. Nous no-

tons X = ×n
i=1Xi et x ∈ X un vecteur de

cet espace. Quand nous considérons un sous-
ensemble E ⊆ {1, . . . , n} des critères, nous
notons par XE = ×i∈EXi le domaine corres-
pondant, et par xE les valeurs d’un vecteur sur
ce sous-domaine. Nous notons aussi par−E :=
{1, . . . , n}\E toutes les dimensions qui ne sont
pas dans E, avec X−E,x−E suivant les mêmes
convensions que XE,xE . Nous notons aussi par
(xE,y−E) la concaténation de deux vecteurs
dont les valeurs sont données pour des éléments
différents.

Dans le cadre des classifieurs probabilistes

imprécis, une classe y domine faiblement 1 y′,
noté y ⪰p y′, en observant un vecteur x quand
la condition 2

p(y|x)
p(y′|x)

≥ 1 (1)

est vérifiée, ou autrement dit quand p(y|x) ≥
p(y′|x). Cependant, les classifieurs probabi-
listes peuvent être trompeurs sur leur précision,
par exemple quand seulement un petit nombre
de données sont disponibles pour les estimer, ou
encore quand les données sont imprécises.

C’est pourquoi, dans ce papier, nous
considérons un cadre de probabilités
généralisées, et plus spécifiquement issu
de la théorie des probabilités imprécises, où
nous considérons que la probabilité p appartient
à un sous-ensemble P , souvent convexe (ce
sera le cas ici). Nous devons donc étendre
la relation ⪰p dans un tel cas, et un moyen
classique et robuste de le faire est d’exiger ⪰p

d’être vraie pour tout élément p ∈ P . Dans
ce cas, y domine de manière robuste y′, écrit
y ⪰P y′, en observant un vecteur x quand la
condition

inf
p∈P

p(y|x)
p(y′|x)

≥ 1 (2)

est vérifiée, ou en d’autres termes quand
p(y|x) ≥ p(y′|x) pour tout p ∈ P . Notons que
la relation⪰P peut être un pre-ordre partiel avec
des incomparabilitiés, là où⪰p est un pre-ordre.

2.2 Expliquer des classifications robustes
avec des implicants premiers

Expliquer la conclusion ou les déductions d’un
algorithme, et en particulier un algorithme d’ap-
prentissage, est devenu un problème impor-
tant. Une notion qui peut jouer un role dans
les mécanismes explicatifs est celles des im-
plicants premiers, i.e., quels éléments sont suf-
fisants avant de fournir une certaine décision.

1. Nous sommes dans un cadre sans coûts, mais une
grande partie de notre discussion se transfert facilement
dans ce cadre

2. Utiliser la dominance exprimée de cette façon sera
utile plus tard.



Quand nous observons un vecteur xo et faisons
la prédiction qu’un certain y domine y′, l’idée
principale des implicants premiers peut globa-
lement se traduire par les valeurs de xo qui suf-
fisent pour savoir décider que y domine y′, et
qui est minimale pour cette propriété.

Avec cette idée en tête, nous disons qu’un sous-
ensemble E ⊆ {1, . . . , n} d’attributs (où E
contient les indices des attributs sélectionnes)
est un implicant de y ⪰P y′ ssi

inf
p∈P,xa

−E∈X−E

p(y|(xo
E,x

a
−E))

p(y′|(xo
E,x

a
−E))

≥ 1, (3)

c’est à dire si la dominance reste valide pour
toutes les valeurs des attributs en dehors de E et
pour toutes les probabilités p ∈ P . Cela signi-
fie que savoir xo

E seul est suffisant pour déduire
y ⪰P y′. Un ensemble E est un implicant pre-
mier ssi l’équation (3) est satisfaite et que pour
chaque i ∈ E, nous avons

inf
p∈P,xa

−E∪{i}∈X−E∪{i}

p(y|(xo
E\{i},x

a
−E∪{i}))

p(y′|(xo
E\{i},x

a
−E∪{i}))

≤ 1,

(4)
c’est à dire, retirer n’importe quel attribut de E
rends notre déduction invalide, donc que E est
une condition suffisante minimale pour vérifier
y ⪰P y′. Plus tard nous aurons besoin de consi-
derer la fonction ϕ(E) qui associe pour tout
sous-ensemble la valeur

ϕ(E) := inf
p∈P,xa

−E∈X−E

p(y|(xo
E,x

a
−E))

p(y′|(xo
E,x

a
−E))

. (5)

ϕ(E) est monotone vis à vis de l’inclusion (pour
E ⊆ F , ϕ(E) ≤ ϕ(F )), et peut être vue comme
une fonction de valeur associée à E, et trou-
ver un implicant premier peut être vu comme la
tâche de trouver un ”ensemble d’objets” 3 mini-
mal E tel que ϕ(E) ≥ 1, par conséquent nous
permettant de caractériser la recherche d’im-
plicants premiers robustes par un problème de
sélection d’objets. Notons aussi que, en général,
ϕ(E) n’est pas additive, vu que nous n’avons
pas ϕ(E ∪ {i}) = ϕ(E) + ϕ({i}).

3. Chaque index d’un attribut étant associé à un objet.

Notons que quand les ensembles P sont réduits
à des singletons, c’est à dire quand nous
considérons un classifieur précis à la place de
robustes, alors notre notion d’implicant premier
se réduit à celle déjà proposée [9], notre ap-
proche est donc une généralisation formelle de
celle-ci.

3 Le cas du classifier naı̈f crédal

Nous étudions maintenant le cas spécifique du
classifieur naı̈f, et montrons que dans ce cas ob-
tenir les implicants premiers devient facile, car
le calcul peut être ramené à de la sélection d’ob-
jets avec une fonction additive, ou de manière
équivalente à un problème de sac à dos très
simple.

3.1 Cas générique

L’idée de base du classifieur naı̈f est d’assumer
que les attributs sont indépendants les uns des
autres étant donné la classe. Cette hypothèse du
modèle signifie que

p(y|x) =
∏n

i=1 pi(xi|y)× pY (y)

p(x)

une fois que nous appliquons l’hypothèse naı̈ve
et la règle de Bayes. Cela signifie en particulier
que

p(y|x)
p(y′|x)

=
pY (y)

pY (y′)

n∏
i=1

pi(xi|y)
pi(xi|y′)

avec chaque pi(|y) indépendant de pi(|y′), et
chaque pi(|y), pj(|y) indépendants pour i, j.
Quand nous passons aux modèles crédaux, nous
avons un ensemble de distributions condition-
nelles Pi(|y) et un ensemble PY d’a priori.

Voyons maintenant comment l’équation (3) se



transforme dans ce cas. Nous avons

inf
p∈P

xa
−E∈X−E

p(y|(xo
E,x

a
−E))

p(y′|(xo
E,x

a
−E))

=

inf
p∈P

xa
−E∈X−E

pY (y)

pY (y′)

∏
i∈E

pi(x
o
i |y)

pi(xo
i |y′)︸ ︷︷ ︸

PartieA

∏
i ̸∈E

pi(x
a
i |y)

pi(xa
i |y′)︸ ︷︷ ︸

PartieB

.

(6)

Dans l’équation 6, nous pouvons traiter le
problème de minimisation des parties A et B
totalement indépendamment, à cause de deux
observations principales. Tout d’abord, les en-
sembles Pi(|y) sont tous indépendants quand i
(l’attribut) ou y (le conditionnement) change.
Cela implique que la partie A et B son mi-
nimisées sur des ensembles de probabilités
convexes indépendants (comme elles se si-
tuent sur des i distincts), mais aussi que les
numérateurs et dénominateurs de chaque frac-
tion au sein des deux parties peuvent aussi
être traitées de manière séparées (étant condi-
tionnées par des y, y′ différents). De plus, E
et −E sont disjoints, ce qui signifie que la va-
leur xa

−E pour laquelle la partie B est minimisée
dépends uniquement de la partie B, ainsi, dans
ce cas, il est donc sensé de définir un vecteur
unique du ”pire cas” xa∗ qui minimise la par-
tie B pour n’importe quel E. Aussi, puisque les
lois conditionnelles avec des classes condition-
nelles différentes sont indépendantes, nous ob-
tenons que l’équation (6) devient

inf
pY∈PY

pY (y)

pY (y′)

∏
i∈E

p
i
(xo

i |y)
pi(x

o
i |y′)

inf
xa
−E∈X−E

∏
i ̸∈E

p
i
(xa

i |y)
pi(x

a
i |y′)

.

(7)

où p(x) = infp∈P p(x) et p(x) = supp∈P p(x).
Si nous considérons le vecteur xa∗

−E , nous obte-
nons finalement

inf
p∈P

xa
−E∈X−E

p(y|(xo
E,x

a
−E))

p(y′|(xo
E,x

a
−E))

=

inf
pY∈PY

pY (y)

pY (y′)

∏
i∈E

p
i
(xo

i |y)
pi(x

o
i |y′)

∏
i ̸∈E

p
i
(xa∗

i |y)
pi(x

a∗
i |y′)

(8)

Revenons maintenant à notre idée de sélection
d’un ensemble d’objets (ou attributs) minimal
tel que ϕ(E) > 1 ou de manière équivalente
log ϕ(E) > 0. Notons d’abord par

C = log inf
pY∈PY

pY (y)

pY (y′)

∏
i∈{1,...,n}

p
i
(xa∗

i |y)
pi(x

a∗
i |y′)

(9)
la valeur de log ϕ(∅), et par

Gi = (log p
i
(xo

i |y)− log pi(x
o
i |y′))

− (log p
i
(xa∗

i |y)− log pi(x
a∗
i |y′)) (10)

le gain positif 4 obtenu en ajoutant l’élément i à
E. En développant l’équation (7), nous pouvons
vérifier que

log ϕ(E) = C +
∑
i∈E

Gi

a une forme additive. Trouver le premier im-
plicant premier est très facile, étant donné
qu’il suffit d’ordonner les Gi dans l’ordre
décroissant, et les ajouter jusqu’à ce que∑

i∈E Gi ≥ −C. La procédure est synthétisée
dans l’algorithme 1.

Algorithme 1 : Calcul de l’implicant pre-
mier immédiatement disponible
Entrées : C : log(ϕ(∅)) ; G : Contributions

des critères dans l’ordre
décroissant ;

Output : Xpl = (E,xE) : explication en
termes d’attributs

1 Ordonner G de manière décroissante, avec
σ la permutation associée

2 i← 1
3 tant que ϕ(E) + C < 0 faire
4 i← i+ 1
5 E ← E ∪ {σ−1(i)}
6 ϕ(E)← ϕ(E) +Gσ(i)

7 Xpl← (E,xo
E)

8 retourner (Xpl)

4. Vu que log p
i
(xa∗

i |y) − log pi(x
a∗
i |y′) <

log p
i
(xo

i |y)− log pi(x
o
i |y′) par définition.



La complexité de l’algorithme 1 est manifeste-
ment linéaire sur les contributions ordonnées,
donc du nombre d’attributs. Calculer les contri-
butions reste facile vu que la complexité pro-
vient du calcul du ”pire cas” xa∗, dont les com-
posantes xa∗

i nécessitent |Xi| = ki évaluations
sur chaque dimension. Comme les ensembles P
sont des polytopes définis par des contraintes
linéaires, trouver les valeurs p et p revient à
résoudre des programmes linéaires, ce qui peut
être fait en temps polynomial. Pour quelques
cas particuliers comme les intervalles de pro-
babilités [13] (induits, par exemple, par le clas-
sique modèle de Dirichlet imprécis [5]) le cal-
cul peut même être fait en temps linéaire. C’est
pourquoi, la méthode complète est linéaire,
avec un pré-traitement linéaire sur les sommes
des ki, suivis par un algorithme de tri, après le-
quel s’applique l’algorithme 1 qui est linéaire
du nombre d’attributs.

3.2 Exemple illustratif

Nous allons présenter un petit exemple illustra-
tif utilisant des données catégorielles et des in-
tervalles de probabilités. Ces derniers peuvent,
par exemple, être obtenus à l’aide du modèle
imprécis de Dirichlet [5], possiblement avec
quelques régularisations pour éviter d’avoir des
probabilités valant zéro, ou dans le cas de va-
riables continues des modèles paramétriques [1]
ou non-paramétriques [8].

Dans cet exemple nous souhaitons prédire une
classe d’animal à partir de ses caractéristiques
physique. Nous avons des données sur
l’ensemble d’animaux Y = {Chien(D),
Chat(C), Cheval(H), Lapin(B)} et nous ob-
servons la longueur des X ={Oreilles(E),
Queue(T), Poils(H)}. Chacun de ces
critères prends ses valeurs dans l’ensemble
{Longue(L),Moyenne(A), Courte(S)}.
Pour identifier plus facilement les variables
dans l’exemple, nous utiliserons la notation
LE pour désigner des longues oreilles et de
manière similaire pour toute autre combinai-
son d’attributs. Les probabilités a priori sont

données dans le tableau 1 et les probabilités
conditionnelles dans les tableaux 2, 3 and 4.

TABLEAU 1 – Intervalles de probabilités pour
chaque animal

Chien Chat Cheval Lapin

[0.25, 0.26] [0.29, 0.31] [0.20, 0.22] [0.25, 0.26]

TABLEAU 2 – Probabilités conditionnelles de
la longueur des oreilles sachant l’animal

Chien Chat Cheval Lapin
L [0.33,0.40] [0.02,0.08] [0.10,0.19] [0.58,0.65]
A [0.30,0.37] [0.55,0.61] [0.66,0.75] [0.26,0.33]
S [0.30,0.37] [0.37,0.43] [0.15,0.23] [0.09,0.16]

TABLEAU 3 – Probabilités conditionnelles de
la longueur de la queue sachant l’animal

Chien Chat Cheval Lapin
L [0.54,0.61] [0.31,0.37] [0.66,0.75] [0.02,0.09]
A [0.23,0.30] [0.61,0.67] [0.23,0.32] [0.30,0.37]
S [0.16,0.23] [0.02,0.08] [0.02,0.10] [0.61,0.69]

A partir de maintenant, nous observons le vec-
teur xo = (Longues Oreilles, Queue Courte,
Longs Poils) ou (LE,ST,LH) abrégé. Comme
nous utilisons un modèle de classification
imprécise, les classes prédites seront celles qui
sont non dominées, et nos explications ser-
virons principalement à comprendre pourquoi
nous avons rejeté les autres. Pour chaque paire
(y,y’) d’animaux, nous comparons infp∈P

p(y|x)
p(y′|x)

à 1 pour construire l’ordre partiel entre elles.
Dans notre cas spécifique, cela revient à com-
parer

log p(y)− log p(y′) +
3∑

i=1

log p(xo
i | y)

−
3∑

i=1

log p(xo
i | y′)

avec 0. Comme nous avons des intervalles de
probabilités, la borne p (resp. p) peut se lire di-
rectement des tableaux. Si nous prenons la paire



TABLEAU 4 – Probabilités conditionnelles de
la longueur des poils sachant l’animal

Chien Chat Cheval Lapin
L [0.40,0.47] [0.46,0.52] [0.23,0.32] [0.02,0.09]
A [0.26,0.33] [0.17,0.22] [0.10,0.19] [0.19,0.26]
S [0.26,0.33] [0.31,0.37] [0.58,0.66] [0.72,0.79]

(Chien, Cheval) ou (D,H) comme exemple,
nous avons

log p(D)− log p(H) +
3∑

i=1

log p(xo
i | D)

−
3∑

i=1

log p(xo
i | H) = 0.58 > 0

Nous avons donc que D ⪰P H . En répétant
cette méthode pour toutes les paires, nous obte-
nons l’ordre partiel de la figure 1. Le prédiction
prudente sera {D,B}, et chaque arc de la fi-
gure 1 peut être expliquée par des implicants
premiers.

D

H C

B

FIGURE 1 – Dominances entre les classes pour
la prédiction de xo = (LE, ST, LH)

Nous détaillons le calcul seulement pour D ⪰P
H . Tout d’abord, nous devons calculer le pire
adversaire xa qui minimise log p(xa∗

i | D) −
log p(xa

i | H) pour chaque variable i. Nous ob-
tenons xa∗ = (AE,AT, SH). En appliquant
l’équation (9), nous avons

C = log p(D)− log p(H) +
3∑

i=1

log p(xa∗
i | D)

− log p(xa∗
i | H) = −0.90

Les contributions des critères requis par l’algo-

rithme 1 sont :

Gi = log p(xo
i | D)− log p(xo

i | H)

− (log p(xa∗
i | D)− log p(xa∗

i | H))

GOreilles = log(0.33)− log(0.19)

− (log(0.30)− log(0.75)) = 0.65

GQueue = log(0.16)− log(0.10)

− (log(0.23)− log(0.32)) = 0.33

GPoils = log(0.40)− log(0.32)

− (log(0.26)− log(0.66)) = 0.50

Nous appliquons maintenant l’algorithme 1
et obtenons l’explication {(Oreilles, Longues),
(Poils, Longs)} vu que (0.65+0.50)−0.90 > 0,
mais avec un algorithme d’énumération nous
pouvons trouver un second implicant premier
avec {(Oreilles, Longues), (Queue, Courte)},
vu que (0.65 + 0.33) − 0.90 > 0, qui est
moins important en terme de gain, mais qui
est peut-être intuitivement plus satisfaisant. De
manière similaire, nous pouvons calculer des
explications pour d’autre dominances, comme
{(Oreilles, Longues), (Queue, Courte)} pour
Chien ⪰P Chat, {(Oeilles, Longues), (Queue,
Courte)} pour Lapin ⪰P Chat et {(Oreilles,
Longues), (Queue, Courte)} pour Lapin ⪰P
Cheval.

4 Conclusion

Ce papier propose d’expliquer des classifi-
cations robustes par des implicants premiers,
cette notion étant proposée actuellement uni-
quement dans le cadre précis. Nous montrons
que, comme pour le cas précis, cette tâche est
facile pour le classifier naı̈f. A notre connais-
sance, c’est la première tentative de combiner
une classification imprécise avec des explica-
tions.

Dans le futur, nous souhaiterions nous concen-
trer sur certaines question non explorées ici,
comme par exemple : est-ce qu’énumérer tous
les implicants premiers reste facile pour le clas-
sifieur naı̈f crédal ? Pour quels modèles robustes
les calculs restent faisables facilement? Que



se passe-t-il si nous ajoutons de l’interaction
entre critères ? Peut-on expliquer des incom-
parabilités avec des notions similaires ? Quand
nous voulons expliquer un ordre partiel en en-
tier, devons nous utiliser des comparaison par
paires ou holistique (i.e., les implicants pre-
miers expliqueraient les classes non-dominées
en un seul coup)? Il y a aussi plusieurs autres
mécanismes d’explication que nous pourrions
considérer [2].
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