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Résumé :
Dans cet article, nous étudions l’incompatibilité

d’un système d’équations relationnelles floues de type
max−T noté (S) : A□max

T x = b où T est une t-norme
parmi le minimum, le produit ou celle de Lukasiewicz, A
est une matrice et b est le vecteur-colonne utilisé comme
second membre du système (S). Pour chaque t-norme,
nous donnons une formule analytique qui permet de cal-
culer la distance de Tchebyshev ∆ = infc∈C ∥b − c∥
associé au second membre b d’un système incompatible
(S), où C est l’ensemble des seconds membres des sys-
tèmes consistents définis avec la même matrice A. Ces
formules sont calculées à partir des composantes de A
et b. À partir de ∆, nous calculons explicitement la plus
grande approximation de Tchebyshev de b notée c , i.e
∥b− c∥ = ∆ et le système A□max

T x = c est compatible.
Nous concluons en proposant quelques applications de
nos résultats.

Mots-clés :
Systèmes d’équations relationelles floues ; Distance de

Tchebyshev.

Abstract:
In this article, we study the inconsistency of a sys-

tem of max−T fuzzy relational equations denoted (S) :
A□max

T x = b where T is a t-norm among the minimum,
the product or the one of Lukasiewicz, A is a matrix and
b is the column vector used as the second member of the
system (S). For each t-norm, we give an analytical for-
mula that allows us to compute the Chebyshev distance
∆ = infc∈C ∥b − c∥ associated to the second member
b of an inconsistent system (S), where C is the set of
second members of consistent systems defined with the
same matrix A. These formulas are computed from the
components of A and b. From ∆, we explicitly compute
the greatest Chebyshev approximation of b denoted c, i.e
∥b − c∥ = ∆ and the system A□max

T x = c is consistent.
We conclude by proposing some applications of our re-
sults.

Keywords:
Systems of fuzzy relational equations ; Chebyshev dis-

tance

1 Introduction

De nombreux auteurs ont souligné la perti-
nence des équations relationnelles floues pour
certaines applications d’Intelligence Artificielle
(IA) [4, 7, 8, 9]. L’émergence de ces applica-
tions a été rendue possible par les travaux pion-

niers de Sanchez sur la résolution d’un sys-
tème d’équations relationnelles floues de type
max−min [16]. Sanchez a donné des condi-
tions nécessaires et suffisantes pour qu’un sys-
tème d’équations relationnelles floues de type
max−min soit compatible, c’est-à-dire qu’il
ait des solutions. Dans [17], il a également mon-
tré que, si le système est compatible, il existe
une plus grande solution et un nombre fini de
solutions minimales, ce qui lui a permis de dé-
crire complètement l’ensemble des solutions du
système.

Cependant, l’incompatibilité de ces systèmes
reste un problème difficile à résoudre [4, 8,
11, 15]. De nombreux auteurs ont abordé la
question de la recherche de solutions approxi-
matives [5, 8, 11, 15, 19]. Parmi ces travaux,
une idée pionnière a été introduite par Pe-
drycz dans [15]. Étant donné un système in-
compatible, Pedrycz propose de modifier de
façon minimale son second membre pour le
rendre compatible. Cuninghame-Green et Ce-
chlárová [5] et Li et Fang [11] ont chacun pro-
posé un algorithme pour calculer la distance
minimale ∆ = infc∈C ∥b − c∥, exprimée
avec la norme L∞, où b est le second membre
d’un système d’équations relationnelles floues
de type max−min et C est l’ensemble des se-
conds membres des systèmes compatibles dé-
finis avec la même matrice : celle du système
incompatible. Cette distance minimale est ap-
pelée distance de Tchebyshev associée au se-
cond membre d’un système incompatible. Tous
les travaux mentionnés ci-dessus (et d’autres)
ne permettent d’obtenir qu’une valeur appro-
chée de la distance de Tchebyshev.

Dans cet article, pour un système d’équations



relationnelles floues de type max−T où T est
une t-norme parmi le minimum, le produit et
celle de Lukasiewicz et dont la matrice et le
second membre sont respectivement notés A
et b, nous donnons pour chacun des trois cas,
une formule analytique explicite pour calculer
la distance de Tchebyshev associée à son se-
cond membre b. La distance de Tchebyshev est
notée ∆ = ∆(A, b) et est obtenue par des cal-
culs élémentaires qui ne font intervenir que les
coefficients de la matrice A et ceux du second
membre b.

Les preuves des résultats présentés sont dis-
ponibles dans [2, 3] et reposent sur la résolu-
tion d’inéquations associées à chacun des trois
systèmes. L’introduction de ces inéquations est
justifiée par la généralisation d’un résultat fon-
damental de Cuninghame-Green et Cechlárová
pour la norme min [5] au cas des deux normes
produit et celle de Lukasiewicz. Ces deux gé-
néralisations que nous établissons s’expriment
à l’aide d’une application F que nous intro-
duisons. Elles permettent d’obtenir une formule
analytique explicte pour calculer la distance de
Tchebyshev ∆.

L’article est structuré comme suit. La Section
2 est consacrée à quelques rappels sur les sys-
tèmes d’équations relationnelles floues de type
max−T . Dans la Section 3, nous introdui-
sons notre application F qui permet de tester
si un système défini par une matrice fixée et
un vecteur donné qui est utilisé comme second
membre, est un système compatible. Dans la
Section 4, nous développons des calculs préli-
minaires. Ces calculs seront utilisés dans la Sec-
tion 5 pour donner les formules analytiques ex-
plicites pour calculer les distances de Tcheby-
shev associées aux systèmes de type max−T ,
dans le cas où T est la t-norme minimum,
la t-norme produit ou la t-norme de Lukasie-
wicz. Enfin, nous illustrons nos résultats par un
exemple et nous concluons avec quelques pers-
pectives.

2 Rappels

Dans ce qui suit, nous commençons par intro-
duire quelques notations et rappelons la défini-
tion et les propriétés d’une t-norme continue T
et de son implicateur résiduel associé IT . Nous
rappelons ensuite les résultats classiques por-
tant sur la résolution des systèmes d’équations
relationnelles floues de type max−T .

2.1 Notations

L’ensemble [0, 1]n×m est l’ensemble des ma-
trices de taille (n,m) i.e., n lignes et m co-
lonnes, à coefficients dans [0, 1]. L’ensemble
[0, 1]n×1 est l’ensemble des vecteur-colonnes de
n composantes et l’ensemble [0, 1]1×m est l’en-
semble des matrices lignes de m composantes.

La relation d’ordre ≤ sur l’ensemble [0, 1]n×m

est définie par :

A ≤ B ssi on a aij ≤ bij,

pour tout 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m,

où A = [aij]1≤i≤n,1≤j≤m et B =
[bij]1≤i≤n,1≤j≤m.

Pour x, y, z, u, δ ∈ [0, 1], on pose :
— x+ = max(x, 0),
— z(δ) = min(z + δ, 1),
— z(δ) = max(z − δ, 0) = (z − δ)+

et on a l’équivalence suivante dans [0, 1] :

| x− y |≤ δ ⇐⇒ x(δ) ≤ y ≤ x(δ). (1)

À un vecteur-colonne b = [bi]1≤i≤n et un
nombre δ ∈ [0, 1], on associe deux vecteur-
colonnes :

b(δ) = [(bi − δ)+]1≤i≤n, (2a)

b(δ) = [min(bi + δ, 1)]1≤i≤n. (2b)

L’équivalence (1) dans [0, 1] entraîne l’équiva-
lence dans [0, 1]n×1 suivante. Pour tout c =
[ci]1≤i≤n ∈ [0, 1]n×1 :

∥b− c∥ ≤ δ ⇐⇒ b(δ) ≤ c ≤ b(δ) (3)

où ∥b− c∥ = max1≤i≤n | bi − ci |.



2.2 T-normes et leurs implicateurs rési-
duels associés

Une norme triangulaire (t-norme, voir [10]) est
une application T : [0, 1] × [0, 1] 7→ [0, 1], qui
satisfait :
• T est commutative :

T (x, y) = T (y, x),

• T est associative :

T (x, T (y, z)) = T (T (x, y), z),

• T est croissante :

x ≤ x′ et y ≤ y′ =⇒ T (x, y) ≤ T (x′, y′)

• T admet 1 comme élément neutre :

T (x, 1) = x.

À la t-norme T est associée l’implicateur rési-
duel IT : [0, 1] × [0, 1] → [0, 1] : (x, y) 7→
IT (x, y) = sup{z ∈ [0, 1] | T (x, z) ≤ y}.

Les principales propriétés de l’implicateur rési-
duel IT associée à une t-norme continue T sont
les suivantes. Pour tout a, b ∈ [0, 1], on a :
• IT (a, b) = max{z ∈ [0, 1] | T (a, z) ≤ b}.
Donc, T (a, IT (a, b)) ≤ b.
• IT est continue à gauche et décroissante
en son premier argument ainsi que continue à
droite et croissante en son second argument.
• Pour tout z ∈ [0, 1], on a :

T (a, z) ≤ b ⇐⇒ z ≤ IT (a, b).

• On a b ≤ IT (a, T (a, b)).

La t-norme min notée TM(x, y) = min(x, y),
a comme implicateur résiduel l’implication de
Gödel ITM

:

ITM
(x, y) = x −→

G
y =

{
1 si x ≤ y

y si x > y
. (4)

La t-norme définie par le produit est notée
TP (x, y) = x · y. L’implicateur résiduel qui lui
est associée est l’implication de Goguen :

ITP
(x, y) = x −→

GG
y =

{
1 si x ≤ y
y
x

si x > y
. (5)

À la t-norme de Łukasiewicz TL(x, y) =
max(x + y − 1, 0) = (x+ y − 1)+ est asso-
ciée l’implication de Łukasiewicz, qui est son
implicateur résiduel :

ITL
(x, y) = x →L y = min(1−x+ y, 1). (6)

2.3 Résoudre les systèmes d’équations rela-
tionnelles floues de type max−T

Un système d’équations relationelles floues de
type max−T basé sur une matrice A = [aij] ∈
[0, 1]n×m de taille (n,m) et un vecteur b =
[bi] ∈ [0, 1]n×1 de n composantes, est de la
forme suivante :

(S) : A□max
T x = b, (7)

où x = [xj]1≤j≤m ∈ [0, 1]m×1 est un vecteur
inconnu de m composantes et l’opérateur □max

T

est le produit matriciel qui utilise la t-norme T
pour le produit et max pour l’addition.

À partir du vecteur

e = At□min
IT b, (8)

où At est la transposée de A et le produit matri-
ciel □min

IT utilise l’implicateur résiduel IT (asso-
cié à T ) pour le produit et min pour l’addition,
nous avons l’équivalence suivante :

Le système (S) est compatible ⇐⇒ A□max
T e = b.

Si le système (S) est compatible, le vecteur
e est sa plus grande solution. L’équivalence a
été prouvée par Sanchez pour la composition
max−min [16], et étendue à la composition
max−T par Pedrycz [13, 14] et Miyakoshi et
Shimbo [12].

3 Distance de Tchebyshev associée
au second membre d’un système
d’équations relationnelles floues
de type max−T

À toute matrice A = [aij]1≤i≤n,1≤j≤m ∈
[0, 1]n×m, nous associons une application notée



F qui permet de vérifier si un système d’équa-
tions relationnelles floues de type max−T dé-
fini par A et un vecteur donné c ∈ [0, 1]n×1

utilisé comme second membre, est un système
compatible :

F : [0, 1]n×1 −→ [0, 1]n×1 (9)

: c 7→ A□max
T (At□min

IT c)

: c = [ci] 7→ F (c) = [F (c)i]

où ∀i ∈ {1, 2, . . . , n},

F (c)i = max
1≤j≤m

T (aij, min
1≤k≤n

IT (akj, ck)).

Les propriétés suivantes de F sont utilisées dans
les preuves de nos résultats (voir [2, 3] pour plus
de details) :

Proposition 1
1. ∀c ∈ [0, 1]n×1, F (c) ≤ c.
2. Pour tout vecteur c ∈ [0, 1]n×1, on a :

F (c) = c ⇐⇒ Le système A□max
T x = c est compatible.

3. F est idempotente i.e.,

∀c ∈ [0, 1]n×1, F (F (c)) = F (c).

4. F est croissante et continue à droite.

L’application F est continue à droite en un point
c ∈ [0, 1]n×1 signifie : pour toute suite (c(k))
dans [0, 1]n×1 tel que (c(k)) converge vers c
quand k → ∞ et vérifiant ∀k, c(k) ≥ c, on a :
F (c(k)) → F (c) quand k → ∞.

À la matrice A du système (S), voir (7), on
associe l’ensemble des vecteurs c = [ci] ∈
[0, 1]n×1 tel que le système A□max

T x = c est
compatible :

C = {c = [ci] ∈ [0, 1]n×1 | A□max
T x = c est compatible}.

(10)
L’ensemble C est non-vide, car le vecteur nul
appartient à C. Cet ensemble nous permet de
définir la distance de Tchebyshev associée au
second membre b du système (S).

Definition 1 La distance de Tchebyshev asso-
ciée au second membre b du système (S) :
A□max

T x = b est :

∆ = ∆(A, b) = inf
c∈C

∥b− c∥ (11)

où ∥b− c∥ = max1≤i≤n | bi − ci |.

Nous établissons pour la composition max−T
le résultat fondamental suivant, prouvé pour la
composition max−min dans [5] :

Théorème 1

∆ = min{δ ∈ [0, 1] | b(δ) ≤ F (b(δ))}. (12)

Nous définissons l’ensemble des approxima-
tions de Tchebyshev de b :

Definition 2 L’ensemble des approximations
de Tchebyshev de b est défini en utilisant l’en-
semble C, voir (10), et la distance de Tcheby-
shev associée à b (Definition 1) :

Cb = {c ∈ C | ∥b− c∥ = ∆(A, b)}. (13)

On a :

Corollaire 1 F (b(∆)) ∈ Cb est la plus grande
approximation de Tchebyshev de b du sys-
tème (S).

Corollaire 2 e = At□min
IT b(∆) est la plus

grande solution du système A□max
T x =

F (b(∆)). Le vecteur e est la plus grande solu-
tion approchée du système incompatible (S).

En conséquence, nous avons :

Corollaire 3

∆ = min
c∈C

∥b− c∥.

∆ = 0 ⇐⇒ le système (S) est compatible.

Par conséquent, ∆ = 0 est une condition néces-
saire et suffisante pour que le système (S) soit
compatible.



4 Calculs préliminaires

Dans cette section, nous résolvons quatre in-
équations. Les deux premières seront utilisées
pour établir la formule analytique pour calcu-
ler la distance de Tchebyshev associée au se-
cond membre d’un système d’équations rela-
tionnelles floues de type max−T lorsque la t-
norme est le min, c’est-à-dire T = TM . La
preuve de la formule de calcul de la distance
de Tchebyshev lorsque la t-norme est le produit
usuel T = TP reposera sur la résolution de la
troisième inéquation. La dernière inéquation est
utilisée dans le cas de la t-norme de Lukasie-
wicz, c’est-à-dire T = TL.

On utilise des notations introduites dans (Sec-
tion 2). Soit x, y, z, u ∈ [0, 1] fixés.

4.1 T-norme min

Pour la t-norme min, nous voulons obtenir la
plus petite valeur de δ ∈ [0, 1] vérifiant l’in-
équation suivante :

(x− δ)+ ≤ y. (14)

Proposition 2 Pour tout δ ∈ [0, 1], on a :

(x− δ)+ ≤ y ⇐⇒ (x− y)+ ≤ δ. (15)

On déduit que l’on a :

(x− y)+ = min{δ ∈ [0, 1] | (x− δ)+ ≤ y}.

Étudions la résolution d’une inéquation faisant
intervenir l’implication de Gödel →G, voir (4) :

x(δ) ≤ y →G z(δ), (16)

où : y →G z(δ) =

{
1 si y − z ≤ δ

z + δ si y − z > δ
.

Soit :

σG(x, y, z) = min(
(x− z)+

2
, (y − z)+). (17)

Alors on a :

Proposition 3 Pour tout δ ∈ [0, 1], on a :

x(δ) ≤ y →G z(δ) ⇐⇒ σG(x, y, z) ≤ δ. (18)

On déduit que l’on a :

Théorème 2

σG(x, y, z) = min{δ ∈ [0, 1] | x(δ) ≤ y →G z(δ)}.

4.2 T-norme produit

Pour la t-norme produit TP , nous étudions l’in-
équation suivante qui fait intervenir l’implica-
tion de Goguen −→

GG
(voir (5)), pour δ ∈ [0, 1] :

x(δ) ≤ u · (y −→
GG

z(δ)) (19)

où y −→
GG

z(δ) =

{
1 si y − z ≤ δ
z+δ
y

si y − z > δ
.

Nous recherchons la plus petite valeur de δ pour
que l’inéquation (19) soit vraie.
Soit :

σGG(u, x, y, z) = max[(x− u)+,min(φ(u, x, y, z), (y − z)+)]

(20)

où φ(u, x, y, z) =

{
(x·y−u·z)+

u+y
si u > 0

x si u = 0
.

Proposition 4 Pour tout δ ∈ [0, 1], on a :

x(δ) ≤ u·(y −→
GG

z(δ)) ⇐⇒ σGG(u, x, y, z) ≤ δ.

Nous en déduisons immédiatement :

Théorème 3 Pour tout x, y, z, u ∈ [0, 1], on a :

σGG(u, x, y, z) = min{δ ∈ [0, 1] | x(δ) ≤ u · (y −→
GG

z(δ))}.

4.3 T-norme de Lukasiewicz

Pour la t-norme de Lukasiewicz TL, nous étu-
dions une inéquation utilisant l’implication de
Lukasiewicz →L (voir (6)) pour δ ∈ [0, 1] :

x(δ) ≤ max(0, y →L z(δ)− u), (21)



où

y →L z(δ) =

{
1 si y − z ≤ δ

1− y + z + δ si y − z > δ
.

Soit v = x+ u− 1 et :

σL(u, x, y, z) = min(x,max(v+,
(v + y − z)+

2
)).

(22)
Alors on a :

Proposition 5 Pour tout δ ∈ [0, 1], on a :

x(δ) ≤ max(0, y →L z(δ)− u) ⇐⇒ σL(u, x, y, z) ≤ δ.

On déduit immédiatement :

Théorème 4 Pour tout x, y, z, u ∈ [0, 1], on a :

σL(u, x, y, z) = min{δ ∈ [0, 1] | x(δ) ≤ max(0, y →L z(δ)− u)}.

5 Formules analytiques expli-
cites pour calculer la distance
de Tchebyshev associée au se-
cond membre pour les systèmes
d’équations relationnelles floues
de type max−T

Dans ce qui suit, en utilisant (Théorème 1),
nous donnons les formules analytiques expli-
cites des distances de Tchebyshev associées aux
systèmes d’équations relationnelles floues de
type max−T .

Pour i ∈ {1, 2, . . . , n}, l’expression de l’in-
équation b(δ)i ≤ F (b(δ))i figurant dans le
(Théorème 1) est :

b(δ)i ≤ F (b(δ))i

= max
1≤j≤m

T (aij, min
1≤k≤n

IT (akj, b(∆)k)).

Nous remarquons que selon la t-norme T utili-
sée, les inéquations traitées dans la section pré-
cédentes, i.e., (14) et (16) lorsque T = TM est
le min, (19) lorsque T = TP est le produit usuel

et (21) quand T = TL est la t-norme de Luka-
siewicz, interviennent dans la résolution de l’in-
équation ci-dessous.

Si T = TM est la t-norme min, la formule pour
calculer la distance de Tchebyshev associée au
second membre b du système d’équations rela-
tionnelles floues A□max

TM
x = b est :

Théorème 5

∆ = max
1≤i≤n

δi

où pour i = 1, 2, . . . n :

δi = min
1≤j≤m

max[(bi − aij)
+, max

1≤k≤n
σG (bi, akj, bk)].

Voir (17) pour la définition de σG.

Si T = TP est le produit usuel, la formule utilise
σGG, voir (20) :

Théorème 6

∆ = max
1≤i≤n

δi

où pour i = 1, 2, . . . , n :

δi = min
1≤j≤m

max
1≤k≤n

σGG (aij, bi, akj, bk).

Si T = TL i.e., la t-norme de Lukasiewicz, la
formule utilise σL, voir (22) :

Théorème 7

∆ = max
1≤i≤n

δi

où pour tout i = 1, 2, . . . n :

δi = min
1≤j≤m

max
1≤k≤n

σL (1− aij, bi, akj, bk).

Nous illustrons ces résultats :

Exemple 1 Nous reprenons la matrice et le
vecteur suivants, utilisés dans [5, 11, 15] :



A =


1 0.4 0.5 0.7
0.7 0.5 0.3 0.5
0.2 1 1 0.6
0.4 0.5 0.5 0.8

 et b =


0.4
1
0.2
0

 .

Pour le système A□max
TM

x = b, où TM est la t-
norme min, on calcule (Théorème 5) :

δ1 = min(0.2, 0.2, 0.2, 0.2) = 0.2,

δ2 = min(0.4, 0.5, 0.7, 0.5) = 0.4,

δ3 = min(0.1, 0.1, 0.1, 0.1) = 0.1,

δ4 = min(0.0, 0.0, 0.0, 0.0) = 0.0.

La distance de Tchebyshev associée à b est
∆ = max(δ1, δ2, δ3, δ4) = 0.4. On calcule

b(∆) =


0.8
1
0.6
0.4

 et F (b(∆)) =


0.8
0.7
0.4
0.4

 est la plus

grande approximation de Tchebyshev de b, donc
le système A□max

TM
x = F (b(∆)) est compatible.

Pour le système A□max
TP

x = b qui utilise la t-
norme produit TP , on calcule (Théorème 6) :

δ1 = min(0.11, 0.23, 0.2, 0.21) = 0.11,

δ2 = min(0.42, 0.6, 0.72, 0.62) = 0.42,

δ3 = min(0.13, 0.07, 0.07, 0.11) = 0.07,

δ4 = min(0.0, 0.0, 0.0, 0.0) = 0.0.

Donc on a ∆ = 0.42. On calcule b(∆) =
0.82
1

0.62
0.42

 et F (b(∆)) =


0.82
0.57
0.62
0.42

 est la plus

grande approximation de Tchebyshev de b, donc
le système A□max

TP
x = F (b(∆)) est compatible.

Si on utilise la t-norme de Lukasiewicz TL, on

calcule (Théorème 7) :

δ1 = min(0, 0.4, 0.35, 0.25) = 0,

δ2 = min(0.45, 0.65, 0.75, 0.65) = 0.45,

δ3 = min(0.2, 0, 0, 0.2) = 0,

δ4 = min(0, 0, 0, 0) = 0.

Donc on obtient ∆ = 0.45. On calcule : b(∆) =
0.85
1

0.65
0.45

 et F (b(∆)) =


0.85
0.55
0.65
0.45

 est la plus

grande approximation de Tchebyshev de b, donc
le système A□max

TL
x = F (b(∆)) est compatible.

6 Conclusion

Dans cet article, pour chacun des trois systèmes
d’équations relationnelles floues A□max

T x = b
de type max−T , où T est une t-norme parmi
le minimum, le produit et celle de Lukasie-
wicz, nous avons donné une formule analytique
explicite pour calculer la distance de Tcheby-
shev ∆ associée à son second membre b. Nous
avons également calculé la plus grande approxi-
mation de Tchebyshev de b et la plus grande
solution approchée (Corollaire 2) du système
A□max

T x = b.

En perspective, on peut étudier la structure de
l’ensemble des solutions approchées du sys-
tème initial et celle de l’ensemble des approxi-
mations de Tchebyshev du second membre b
(dans [3], nous avons traité le cas de la t-norme
min).

Ce travail peut être utile pour résoudre les pro-
blèmes d’incompatibilité des systèmes max−T
intervenant dans l’apprentissage (voir les mé-
moires associatives dans [18], l’apprentissage
de paramètres de règles possibilistes [1]), trou-
ver des inverses approchés de matrices floues
en utilisant la norme L∞ (besoin mis en avant
dans [19] pour de nombreuses applications pra-
tiques), où pour des applications basées sur les
systèmes max−T , e.g. analyse spatial [6], pro-
blème de diagnostic [9].
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